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PROSPECTUS.

MATHEMATISCHE ANNALEN
HEKArs(»EOEHEN

VUN

A. CLEBSCH und C. NEUMANN,
PROFESSOR IN QÖTIINOKX. PKOKK^SOH IN LEIPZIG.

DRÜCK UND VERLAG VON R (i. TKÜHXEK IN LEIPZIG.

Bei dem stets wachsenden Umfange der mathematischen Disciplineu

und bei der regen Production, welche dieselben seit Jahrzehnten in

Deutschland hervorgerufen haben, wird schon seit längerer Zeit die

Gründung eines neuen mathematischen Journals von rein wissenschaft-

licher Haltung vielseitig nicht nur für wünschenswerth, sondern zur

Erfüllung eines dringenden Bedürfnisses selbst für nothwendig gehalten.

In Uebereinstimmung mit dieser Ansicht fanden sich die beiden Unter-

zeichneten bereit, die Redaction einer solchen Zeitschrift zu über-

nehmen, welche unter dem Titel „Mathematische Annal en" in

zwanglosen Heften erscheinen soll.

Dieselbe wird allen Originalarbeiten rein wissenschaftlichen Inhalts

geöffnet sein, welche für das Gebiet der Mathematik selber oder für

ihre wissenschaftlichen Anwendungen in irgend einer Weise förderlich

sind. Dagegen geht die Absicht der Herausgeber weder auf Abfassung

literarischer Berichte, noch auf ltecensionen, um so weniger, als die-

selben in einer in dem gleichen Verlage erscheinenden Zeitschrift bereits

in ausgezeichneter Weise vertreten sind. Andererseits glauben die

Unterzeichneten allerdings den Bedürfnissen des Publikums in so weit

Rechnung tragen zu sollen, als sie den Wunsch ausdrücken, die ihnen
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übersandten Aufsätze (durch geeignete ('itate oder auch wohl durch

kurze einleitende Worte) dem allgemeinen Verstiindniss möglichst nahe

gebracht zu sehen.

Da Redaction und Verlagshandlung vor Allem die Dienste im

Auge haben, welche sie der Wissenschaft zu leisten bestrebt sind,

so wird es sowohl im Interesse der Autoren, ids im Interesse des

Publikums ganz vorzugsweise ihre Sorge sein, alle ihnen etwa

anzuvertrauenden Arbeiten möglichst schnell zum Druck

zu befördern. Um eine schnellere Publication zu ermöglichen, wird

daher auch von einem bestimmten Mass für die Grösse eines Heftes

Umgang genommen; dagegen soll jeder Band etwa die Starke von

40 Bogen Lexicon -Octav erhalten imd zu dem Preise von 5% Thlr.

berechnet werden. Alle Buchhandlungen und Postanstalten nehmen

Bestellungen an. Das erste Heft des I. Bandes ist soeben erschienen

und in allen Buchhandlungen zur Ansicht zu haben.

Leipzig, im December 1868.

B. G. Teubner.
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lieber die Integration der partiellen Differentialgleichung:

Von Dr. II. Weber in Heidelberg.

Die Lösung einer beträchtlichen Anzahl physikalischer Probleme

hangt bekanntlich ab von der Integration der Gleichung:

so die Theorie
(

der Bewegung der Wärme in cylindrischen Räumen,
die unendlich kleinen Bewegungen einer Flüssigkeit in cylindrischen

Gefassen , die transversalen Schwingungen gespannter Membranen und

elastischer Platten.

Die Art und Weise aber, wie in diesen Problemen die Integration

jeuer Gleichung gefordert wird, ist eine eigentümliche, und in eini-

gen Punkten wesentlich verschieden von der Aufgabe der Integration

anderer partieller Differentialgleichungen wie z. B. der Potentialglei-

chuug, oder der Gleichung, welche die kleinste Oberfläche bestimmt.

In der Regel nämlich ist die Constante /.', welche in der vorlie-

genden Gleichung enthalten ist, nicht von vorn herein gegeben, son-

dern dieselbe soll nach vollführter Integration so bestimmt werden,

dass das Integral gewissen Grenzbedingungen genügt, welche, allge-

mein zu reden, d. h. bei beliebigen Werthen von k mit der Differen-

tialgleichung unverträglich sind, z. B. dass das Integral oder dessen

nach der Normale genommener Differentialquotient an einer geschlos-

senen Curve gleich Null sei ohne identisch gleich Null zu sein. Da-

durch ist l- im Allgemeinen als Wurzel einer noch zu suchenden transcen-

denten Gleichung bestimmt. Die Gesammtheit der unendlich vielen

Lösungen, welche auf diese Weise, derselben Grenzbedingung gemäss,

bestimmt worden sind, soll dann mit Hülfe gewisser constanten Cocf-

fieienten so zu einer unendlichen Reihe gruppirt werden, dass durch

dieselbe eine willkürliche Function von zwei Veränderlichen, der

Anfangszustand, dargestellt werde.

Mathematische Aunak-n I. 1
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2 t'cber die Integration einer partiellen l>il!'erentiulglei< hnng.

Die Lösbarkeit dieser durch die Physik gestellten Aufgaben setzt

nun gewisse allgemeine Eigenschaften der Integrale jener Gleichung

voraus, welche eine gewisse Analogie derselben mit den trigonometri-

schen Functionen erkennen lassen, in welche sie auch geradezu über-

gehen, wenn man sich auf eine unabhängige Variable beschränkt.

Dieses eigenthümliche Verhalten der Integrale ohne Rücksicht auf

besondere Probleme zu untersuchen, ist der nächste Zweck dieses Auf-

satzes. Die Mittel und Wege der Untersuchung sind im Wesentlichen

dieselben, die Iti emann hei der Gleichung [ '[ -f Jt
= 0 ange-

wandt hat*), führen aber vielfach zu anderen Resultaten.

Die Möglichkeit der wirklichen Ausführung der Integration hängt

natürlich hauptsächlich von der Beschaffenheit der Begrenzung ab.

In den Fällen, in welchen die Aufstellung der Integrale bis jetzt

gelungen ist, wird die Begrenzung gebildet durch ein Rechteck, wo-

bei die Integrale durch trigonometrische Functionen darstellbar sind,

oder durch einen Kreis, wobei die Integrale durch die Bessel'-

schen Functionen und durch trigonometrische Functionen ausdrückbar

sind. Ich habe nun im zweiten Theile meiner Arbeit nach anderen

Formen der Begrenzung gesucht, bei denen ein ähnliches Verfahren

zum Ziele führen könnte und dabei hat sich die Begrenzung durch

confocale Kegelschnitte ergeben. Für den Fall confocaler Parabeln

lässt sich die definitive Form der Integrale durch hypergeometrische

Reihen oder bestimmte Integrale darstellen, während im Falle confo-

caler Ellipsen ich mich damit begnügen musste, das Problem auf

gewöhnliche Differentialgleichungen zweiter Ordnung zurückzuführen,

da es mir nicht gelang, die Lösungen dieser Gleichungen durch Rei-

hen, die einem übersichtlichen Gesetze folgen, auszudrücken.

Als ich diese Abhandlung fast vollendet hatte, «xelan^te ich zur

Kenutniss einer Untersuchung von Mathieu im neuesten Bande des

Liouv ille'schen Journals, wo er sich mit der Integration für ellip-

tische Begrenzung beschäftigt. Die Integration ist dort durch Reihen

bewerkstelligt, von denen mit grossem Flcisse eine beträchtliche An-

zahl Glieder berechnet sind, für welche aber ebenfalls kein allgemei-

nes Gesetz angegeben ist. Diese Untersuchungen mögen daher für

den Physiker immerhin von grossem Werthe sein, mathematisch aber

scheint mir das Problem dadurch der Lösung wenig näher gebracht

zu sein, als durch die Aufstellung der gewöhnlichen Differentialglei-

chungen selbst.

*) (Jnmdlagen für eine allgemeine Theorie der Functionen einer veränder-

lichen ton«])lexen <JroK?e.
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Uebcr ilk* Integration einer partiollen iHH'erentialgleichung. '.)

§. 1.

Teh beginne die Untersuchung mit der Entwickelung eines Satzes

über die Stetigkeit einer Function n, welche der Differentialgleichung

dt + + /.•••-. = o
e j* 1 c y* 1

genügt, welcher ganz analog ist einem Satze über die Integrale der

Gleichung -f- ^
u
t
= 0 , den Riemann im 10 ,cn Abschnitt seiner

Doctordissertation bewiesen hat.

Die Grundlage dieses Satzes bildet das bekannte Theorem:

Sind X, Y zwei Functionen von .r, //, welche innerhalb eines be-

grenzten Stückes der .t //-Ebene nicht in Linien unstetig sind und in

einzelnen Punkten nur so unstetig werden , dass mit der Entfernung p
eines veränderlichen Punktes vom Unstetigkeitspunkt zugleich p A' und

9 Y unendlich klein werden., so ist:

Die Integration auf der linken Seite erstreckt sich über das Innere,

die auf der rechten Seite über die Begrenzung des Flächenstücks, in

welchem X und Y die Bedingungen der Stetigkeit erfüllen. Dabei

bedeutet dp die Differentiation nach der nach innen gerichteten Nor-

male, ds das Element der Begrenzung, so positiv gerechnet, dass die

iunere Normale zu ds so liegt, wie die positive //-Axe zur positiven

r. Axe.

Dies vorausgesetzt verstehen wir unter u und r zwei Functionen,

welche der Differentialgleichung (1) genügen, und setzen:

XÏ v du -i r r ( h

U + du " \vx* + e>j')
V

\t)j* + c>f)
U

*

Setzen wir voraus, dass r mit seinen ersten Derivirten im Innern einer

Fläche T durchaus stetig, und in derselben Fläche u nur in ein-

zelnen Punkten und nur so unstetig sei, dass p ^- gleichzeitig mit der

Entfernung p eines variablen Punktes vom Unstetigkeitspunkt unend-

lich klein werde, dass endlich an jeder beliebigen Linie / im Innern

der Fläche T die Derivirten von u^naeh der Normale dieser Linie,
c
'S ab-

gesehen von einzelnen Punkten, zu beiden Seiten der Linie l einander

gleich seien, so ist das Theorem (2) anwendbar auf die Fläche 2\

was man sofort einsieht, wenn man die Unstetigkeitspunkte durch

Kreise mit dem Radius p, die Unstetigkeitslinien durch andere Curven

l zuerst von der Fläche T ausschliesst , und darauf die Itadien p dieser

l*
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4 l'eber die Integration einer partiellen Dilt'erentialgleiclmntf.

Kreise unendlich klein werden, die Curven X beiderseits den Unstetig-

keitslinien sieh unendlich annähern lasst*). Man gelangt alsdann zu

der Gleichung:

<»> ./'(»:;;
»•

Ist r in einem Punkt im Innern der Fläche unstetig, so muss dieser

Punkt durch eine beliebige geschlossene Curve von dem Flächenstüek

ausgeschlossen werden, und diese Curve zur Begrenzung zugezogen

werden; oder: das Integral (3) über die Begrenzung einer Fläche

erstreckt, in welcher /; an einer Stelle unstetig wird, ändert seinen

Werth nicht, wenn die Begrenzung beliebig eingeengt wird, ohne dass

der Unstetigkeitspunkt von r ausgeschlossen wird.

Wir suchen nun für v ein geeignetes partikuläres Integral der

Gleichung (1), welches au einer Stelle unstetig wird. Ein solches

erhalten wir durch die Voraussetzung , dass v allein abhängig sein soll

von der Entfernung eines veränderlichen Punktes .ry und eines festen

Punktes s
0 y„, also von

Q = fV -s«Y+ iir i/o)''-

Transformirt man die Gleichung (1) auf Polar -Coordinateli, deren Mit-

telpunkt j ü ya ist, so erhält man unter dieser Voraussetzung für v eine

gewöhnliche Differentialgleichung 2'°' Ordnung, diejenige Gleichung,

deren eines partikuläres Integral die Bessel'sche Function der 0 Un

Ordnung J[TQ) ist. Diese Function ist aber für alle Werthe von p
stetig, also für unseren Zweck nicht brauchbar. Die Gleichung hat

aber nodi eine andere partikuläre Lösung, welche für ç = ü unend-

lich wird, welcher Herr C. Neumann die Form gegeben hat:**)

Y
{t[t) = log Icq -f- 7s

(^> ,

wo J'
u

' die Bessel'sche Function 0lr Ordnung, also eine durchaus

stetige Function mit stetigen Derivirten, K"" ebenfalls eine durchaus

stetige Function mit stetigen Derivirten, welche durch die immer con-

vergente Reihe:

J'C) = - W<i> — t T- i ''(:) — ' • )

oder durch das bestimmte Integral:
ft

,,<u> /'cos {z sin to) i I , . .h (z) = I ^
;

log (4 cos 2

0

ausgedrückt werden kann.

Diese Function l\kç) soll nun an die Stelle von r in die Gleichung

<:>) eingesetzt werden, und es ergibt sich dann, dass das Integral auf

*) Vr«l. Hie maun 1. e. $. 10.

**) Ne h mann, Theorie .1er Hess« l'selieii Functionen. Leipzig 1B07.
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lieber die Integration einer partiellen In'ftcrentialgleiehung. 5

der linken Seite von (3), ausgedehnt über eine beliebige, den Punkt

j
() Vo einsehliessende Curve, gleich ist demselben Integral über einen

Kreis, dessen Mittelpunkt in ./
0 »/n liegt, und dessen Radius /• ist. Dieses

letztere Integral über den Kreis wird nun, da an der Peripherie des

Kreises l
r<0>

und ' = — ' constant sind:
f ]J < Q

Nun ergibt die Gleichung (2), wenn man darin X = r
,
"

> y = ^
setzt, und sie auf die Fläche des Kreises anwendet mit Rücksicht auf (1):

Lässt man nun r sehr klein werden, so kann man unter die Integral-

zeichen an «lie »Stelle von u den Werth «0 setzen , den diese Function

im Punkt r„y
u
annimmt, und dann ergibt sich für das Integral (4):

l'nd lässt mau nun r in 0 übergehen, so werden alle Glieder uuend-

lich klein bis auf ein einziges, welches den Werth erhält:

— 2 1t m 0 ,

wie aus der Bedeutuug von Y'
0

' hervorgeht. Demnach erhält man die

Gleiebuug:*)

wo das Integral rechts zu erstrecken ist über die Begrenzung eines

den Punkt ./ 0 y0 einschliessenden Flächfcnstiickes, in welchem m die

oben aufgestellten Stetigkeitsbedingungen erfüllt.

Diese Gleichung ist ganz ebenso gebildet und gestattet die näm-

lichen Schlüsse, wie die von Kiemann für die Lösungen der Gleichung

'! + <?
" = 0 aufgestellte, nur ist der dort vorkommende Logarithmus

hier durch die Function Y° vertreten. Die Gleichung (5) könnte nur für

solche Punkte ungültig sein, in denen u
t)
unstetig ist; da sie aber

iu unmittelbarer Nähe solcher Punkte durchaus gültig ist , so können wir

mit Rücksicht auf die Bildungsweise der Differentialquotienten der Func-

tion Ym , welche sämmtlich nur unendlich werden können, wenn q ver-

schwindet, und sich sonst mit /„//0 stetig ändern, den Satz aussprechen:

Wenn in einem endlichen Thcilc der * //-Ebene die

Function n den Bedingungen genügt, dass:

*) Für den Fall dreier unabhängiger Variablen ist eine entsprechende Formel

von Hclmholtz abgeleitet. Crclle'a Journal Dd. 57, S. 23.
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6 lieber die Integration einer partiellen Differentialgleichung.

1) die Punkte, in welchen die Differentialgleichung

_|_^ + =0 nicht befriedigt ist, kcineFlächen-

theile,

2) die Punkte, in welchen u unstetig wird, keine Li-

nien stetig erfüllen,

3) mit der Entfernung q eines veränderlichen Punktes

von einem Unstetigkeitsnunkte p^ unendlich klein

wird, *)

4) längs allen Linien / die Differentialquotienten von

u nach den Normalen dieser Linien, abgesehen von
einzelnen Punkten, beiderseits gleich und nicht un-

endlich sind,

ö) bei h eine durch Abänderung ihres Werth es in ein-

zelnen Punkten hebbare Unstetigkeit ausgeschlos-
sen ist,

so ist 11 oth wendig die Function tt nebst allen ihren D il" fere 11-

tialquoticnten für alle Punkte im Innern dieser Fläche end-
lich und stetig.

Diese Schlussweise ist durchaus nicht an die Voraussetzung gebun-

den, dass k reell sei. Nur x,y sind natürlich auf reelle Werthe be-

schränkt; k kann beliebig complex, also beispielsweise auch k'
: negativ

sein; und auch der von Niemann behandelte Fall k = 0 ist hierin

enthalten. Denn bedenkt man, dass die ganze Betrachtung in nichts

geändert wird, wenn man zu l
r ' 01

die mit einem beliebigen constauten

Factor multiplicirtc Function J[l

"

Q)
hinzufügt , so erkennt man , dass die

Function r'
1" für den speciellen Fall Ä = 0 geradezu in log p über-

geht, also die Gleichung (5) in die von Riemann aufgestellte.

Unter der Voraussetzung eines reellen /• lässt sich, ebenfalls nach

Niemann's Methode,**) der Satz nachweisen:

Ist h mit seinen ersten Derivirten nicht an einer Linie

unstetig, so kann auch nicht an einer Linie u und ^ Null

sein, wenn nicht u überhaupt =0 ist.

*) Genau genommen ist nur erforderlich, da»s auf einer mit dem Radius q
um den Unstetigkeitspuukt beschriebenen Kreisperipherie keine auch noch äo kurze

Strecke existirt, in welcher «ich q[
H

^
mit abnehmendem ç einer von 0 verschie-

denen Grenze nähert.

**) l. c. *f. 11.
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Uelier die Integration einer partiellen Dilferential^leielimi^. V

l'in diesen Satz nachzuweisen , verbindet man mit der der Differen-

tialgleichung (1) des vorigen Paragraphen genügenden Function u eine

zweite Function co, welche der Gleichung:

geuîîgt. Setzt man nun in der Gleichung (2) des vorigen ParagraphenXf co i n ( ta du— II — CO
,

} 1 = II — CO

so ergibt sich:

;7 ) n co dx <lij = -
j ^ - <a^ .

I>t nun an einer Linie m und = 0, und it in der Nähe dieser Linie

von 0 verschieden , so kann man ein Fliichenstück construireu , in wel-

chem u sein Zeichen nicht wechselt, welches keine Punkte einschlichst,

iii denen it oder seine ersten Derivirten unstetig werden , und welches

begrenzt ist , einerseits von jener Linie, andererseits von einem Kreis-

tagen, mit dem Radius r, dessen Mittelpunkt nicht in diesem Fliichen-

stück liegt. Auf dieses Fliichenstück kann dann die Gleichung (7)

ungewandt werden, wo auf der rechten Seite der Theil des Integrals,

iu dem u und ^ = 0 sind, fortfallt und nur das Integral über den

Kreistagen übrig bleibt. Bezeichnet man mit q und ijp die Polar-

coordinatoii in Bezug auf den Mittelpunkt des Kreisbogens, so kann

man setzen :

I p rea t ta 1 '

Cd = log y =. — — = — ,

so dass co am Kreisbogen verschwindet, und erhält dann aus der

(îleichuug {!):

A"
V

jJ
il log 9- tl j (hf = ÇH(1(p .

Nüu hat der Voraussetzung nach u in beiden Integralen durchaus das-

selbe Vorzeichen; log y ist in dem Doppelintegral fortwährend nega-

tiv, so dass, wenn k* positiv ist, die obige Gleichung einen Wider-

spruch enthält, der nur durch die Annahme it = 0 gehoben werden

kann, was der zu beweisende Satz ist.

Daraus ergeben sich nun einige Folgerungen, unter der Voraus-

setzung, dass Unstetigkeiten von u und seiner Dilferentialquotienteu

längs Linien, und, was in Zukunft immer stillschweigend angenommen
werden soll, Uiistetigkeiten von u, die durch Abänderung eines ein-

zelnen Werthes von a gehoben werden können, ausgeschlossen sind;



8 Ueber die Integration einer partiellen Differentialgleichung.

1) Wenn die Wcrthc von u und
|^

längs einer endlichen, wenn

auch noch so kleinen Linie gegeben sind, so ist dadurch n überhaupt

gegeben.

2) Wenn u in einem Flächentheil =0 ist, so muss u überhaupt

= 0 sein.

Eiuen anderen constanten Werth kann n in einem Flachentheil

nicht haben, weil dann die Differentialgleichung (1) nicht erfüllt wäre.

3) Wenn au einer Linie u = 0 ist, so scheidet diese Linie Flächen-

i heile wo u positiv ist, von Fla clientheilen wo u negativ ist.

Oder: Wenn die Function u in einer Linie ein Maximum oder

Minimum erhält, in dem Sinne, dass au einer Linie nach beiden Seiten

die Werthe der Function entweder abfallen oder ansteigen, so kann

dieses Maximum oder Minimum zwar längs der Linie constant, aber

nicht = 0 sein.

§. 3.

Die zuletzt nachgewiesene Eigenschaft der Function u begründet

schon einen wesentlichen Unterschied der Differentialgleichung (1) und

der gewöhnlichen Potentialgleichung. Noch mehr tritt aber dieser

Unterschied hervor in den jetzt zu beweisenden Sätzen , welche eine

allgemeine Analogie der Function u mit den periodischen Functionen

darthun, immer unter der Voraussetzung, dass /; reell sei.

Transformirt man die Differentialgleichung (1) durch Einführung

von Polarcoordinaten r, <p mit dem beliebigen Mittelpunkt -r
0 ?/o? so

nimmt dieselbe nach bekannten Kegeln die Gestalt an:

Vr—
(8) // +?;t + t'r»H-0.

Nimmt man nun wieder an, dass u und seine ersten Diffcreutiulqiio-

tienten nicht an einer Linie unstetig sind, so kann man die Gleichung

(8) über einen Kreis integriren, auf welchem u und seine Derivirten

nicht unendlich werden, und erhält, wenn man zur Abkürzung setzt:

f« ^ 9> = » ,

zur Bestimmung von a die Differentialgleichung:

d r
' m

(9) r '//+!',•'<. = 0,

eine Gleichung, die sich durch die Bessel'schen Functionen integriren

lässt, und das allgemeine Integral hat:

(10) t» = A <C) + li .
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Ueber die Integration einer partiellen 1 tifterentialgleichnng . 9

Ist nun u mit seinen DifFerentialquotienten im Innern des Kreises vom
Kadius r nirgends unstetig, so kann man in (10) die Constanten A
und Ii dadurch bestimmen, dass man = 0 setzt, und erhält, da

J°})
= 1 , I'

(
<°.) — oo ist:

Ii = Ü A — 2 7t u
i)}

wo «„ den Werth von u im Mittelpunkte .r
0 y0 des Kreises bedeutet.

Dadurch gelangt man zu der Gleichung:

(11) M
0 J{Z\ = l%j ittltp

2n

Diese Gleichung, welche den Werth von u in einem beliebigen Punkte

durch ein über einen Kreis mit diesem Punkte als Mittelpunkt genom-

menes Integral ausdrückt, bleibt gültig für beliebige Radien r dieses

Kreises, welche nur nicht so gross genommen werden dürfen, dass

iu den Kreis Punkte eintreten , in denen die Diüereutialquotienten von

» unstetig werden. Unter dieser Voraussetzung sollen nun aus der

Weichling (11) einige Schlüsse gezogen werden.

Nehmen wir zunächst an, es sei m0
= 0, so ist für jeden um

diesen Punkt als Mittelpunkt gelegten Kreis:

udep = 0.

u

Es muss also auf jedem .solchen Kreis te wenigstens zweimal das Zei-

chen wechseln, mithin durch 0 gehen, d. h. durch einen Punkt, in

welchem u = 0 ist, geht mindestens eine Linie, in welcher « = 0

ist. Die Punkte also, in welchen u verschwindet, müssen auf Linien

stetig vertheilt sein. Es liisst sich aber wieder nicht schlicssen, dass

die Punkte, in denen u einen constatiteli Werth hat, auf Linien stetig

vertheilt sein müssen; es können sowohl Punkte als Linien des Maxi-

mums oder Minimums vorkommen, wie schon das Beispiel der Func-

tion «/X, zeigt.

Die transcendente Gleichung:

liüt bekanntlich unendlich viele, aber nur reelle Wurzeln, von denen

die kleinste nach den von Hessel berechneten Tafeln*) den Werth

hat:

#0
= 2, 4051... .

Nimmt man also au, dass das Gebiet, in welchem u die mehr-

fach erwähnten Stetigkeitsbedingungen erfüllt, eine solche Ausdeh-

•) Abhandlungen der mathematischen Classe der berliner Akademie 1821.
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nuug babe, dass sieb in demselben ein Kreis mit dem Radius lì — £
legen lässt, so ist über die Peripberie dieses Kreises:

j u<l<p = 0.

Daraus folgt, dass an einem soleben Kreise die Function n mindestens

an zwei Stellen dureb Null hindurchgehen muss; es muss also jeder

Kreis, dessen Radius = ~ ist, wo auch sein Mittelpunkt liegen mag,

wenigstens eine Linie durchschneiden, an welcher n — 0 ist, voraus-

gesetzt, dass nur kein Theil der Kreisfläche über das Gebiet der Stetig-

keit von u hinausreicht. Erfüllt daher n die Stetigkeitsbedingungen

in der ganzen unendlichen Ebene, so folgt, dass in diesem Falle die

unendliche Ebene in Felder getheilt sein muss, deren Ausdehnung

wenigstens in einer Richtung endlich ist, in welchen u abwechselnd

das positive und das negative Vorzeichen hat, und welche durch Linien

von einander getrennt sind, in welchen i< verschwindet.

Setzt man in der Gleichung (11)

su ist n' ein Werth, welchen die Function n auf dem Kreise, «her

den das Integral auf der rechten Seite genommen ist, mindestens ein-

mal annimmt. Die Gleichung:

»' = «« «/;;;,

zeigt dann, dass, soweit die Gleichung (11) gültig bleibt, von jedem

Puukte ./"„ f/
0 aus wenigstens eine nicht in sich zurücklaufende Linie

gezogen werden kann, auf welcher, abgesehen von einem eonstanten

Factor n
0

die Function u dieselben Werthe in derselben Reihenfolge

annimmt, wie die Function j^'' mit wachsendem r.

Ist der Punkt .<•„</„ ein solcher, in welchem n ein Maximum oder

Minimum erreicht, so werden wenigstens in der nächsten Umgebung
dieses Punktes geschlossene Linien um denselben gelegt werden kön-

nen, au denen u constant ist. In soweit dieses der Fall ist, werden

auf diesen Linien die Werthe von u gerade so aufeinander folgen, wie

die Werthe von J r̂) , wenn r den Abstand eines bestimmten Punktes

einer solchen Curve von dem Punkte ./
0 //,, bedeutet. Es gibt dies

namentlich in den Fällen ein anschauliches Bild von dem Verlauf der

Function n
f
wenn die Stetigkeitsbedingungen in «1er ganzen unend-

lichen Ebene erfüllt sind, und alle Linien, in denen k constant ist,

geschlossen um einen einzigen Punkt des Maximums oder Minimums
verlaufen.
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1

Setzt man in der Gleichung (2), §. t. X = Y= ™, so ergibt

dieselbe

Wenn also an der Grenze eines endlichen Flächenstüeks
f

' verschwiu-

(let, so zeigt die vorstehende Gleichung, dass im Innern dieses Flüchen -

stficks u verschiedene Vorzeichen hat, also jedenfalls an einer Linie

verschwindet, welche entweder im Innern in sich geschlossen verlau-

fen, oder auch den Kand des Flächenstüeks schneiden kann.

>

Die Grenzbediuguugeu, welche für die Integration der Gleichung

'1) bei physikalischen Problemen gewöhnlich gestellt werden, und deren

Erfüllbarkeit gerade den eigenthümliehen Charakter der Lösungen die-

ser Gleichung bedingen, sind von folgender Beschaffenheit: Die im

Irinern einer begrenzten Fläche mit ihren ersten Differentialquotienten

stetige Function u soll an der Grenze dieser Fläche entweder selbst

verschwinden, oder es soll der nach der Normale genommene Ditte-

reutialquotient ^* au der Grenze verschwinden, oder endlich, wie z. 13.

bei der freien Ausstrahlung «1er Wärme, es soll am Rande eine lineare

homogene Relation zwischen u und bestehen, wie:

(12) u + a
fH = 0.

In den \Y ärmeproblemen bedeutet, wenn die Normale nach innen posi-

tiv gerechnet wird, a das negative Yerhältniss des äusseren und inne-

ren Leitungsvermögens, also jedenfalls eine negative Grösse. Es soll

nachgewiesen werden, dass diese drei Arten von Bedingungen, die

letztere unter der Voraussetzung, dass « irgend eine, nicht nothwen-

dig constante, aber nur negative Werthe annehmende Grösse sei,

durch eine andere Annahme als n = 0 nur dann befriedigt werden

können, wenn k eine reelle Grösse ist.

Um zunächst zu zeigen, dass h nicht complex, h — ft -f" vi sein

kann, wenn p und v von 0 verschieden sind, nehme man an, man
hübe eine complexe Function

u — v -{- i w
gefunden, welche der Gleichung genügt:

die zu u conjugirto Function

u' ~ v — iw
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12 Uebcr die Integration einer partiellen Differentialgleichung.

genügt dann der Gleichung:

(11)
dh

\ + + A'V = 0

wenn
A*

' = /t — i> /

.

Setzt man nun in der Gleichung (2), §. 1.:

so ergibt die Gleichung (2):

(io) (/.•• _ f) Jj«
« ,b = - /*(« £ - «-

;?;)
*.

J >ie redite Seite dieser Gleichung verschwindet für die drei oben auf-

gestellten Bedingungen, für die dritte allgemein, so lange nur «reell

ist; und da hier der Voraussetzung nach h'1 von k"2 verschieden ist,

so folgt :

ff(,* + ir') <L <l!f = 0

mithin :

i' = 0 w = 0.

Wenn /. rein imaginär, also 1t
2 reell und negativ wäre, so niüsste, wenn

h complex wäre, sowohl der reelle als der imaginäre Theil für sich

der Gleichung (1) genügen. Wir können also unbeschadet der Allge-

meinheit h reell annehmen. Setzt man dann:

= H 1 = H
f •' ( !t

so geht aus der Gleichung (2) die folgende hervor:

<•«) ./JKi)' + (f;)'-*'«i —J< >'*•

Die rechte Seite dieser Gleichung wird, wenn am Kunde entweder

n oder verschwindet, = 0; unter der Bedingung (13) aber wird

die rechte Seite von (16)

während die linke Seite unter der Voraussetzung, dass 7.
2 negativ sei,

wesentlich positiv ist, wenn nicht durchweg u verschwindet. Dies führt

zu dem Schlüsse, dass in den drei Fällen, in dem letzteren uuter der

Voraussetzung eines negativen a, in der That keine andere Function,

als il = 0 den gestellten Anforderungen genügt, falls h imaginär ist.

Wir können das soeben Bewiesene folgendermassen zusammenfassen:
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Ueber die Integration einer partiellen Differentialgleichung. 13

Wenn eine von 0 verschiedene Function x existirt,

welche im Innern einer begrenzten Flüche mit ihren ersten

Differentialquotienten stetig ist und der Differentialglei-

chung:

fi+ ?" + /,-•„ _o-,

ausserdem am Rande der Fläche einer der drei Bedingun-
gen genügt:

1) it am Rande selbst = 0;

2) der nach der Normale genommene Differentialquo-
tient ist am Rande = 0;

B) es besteht am Rande eine lineare Relation zwischen
ff und dem nach der inneren Normale genommenen
Differentialquotienten:

u 4- « >

so muss unter den beiden ersten Voraussetzungen reell

und positiv sein, unter der dritten, falls «reell ist, /.'^ reell,

und falls a negativ ist, l 2 reell und positiv sein.

§. 5.

Die Frage nach der Lösbarkeit der Differentialgleichung (1) für

gewisse Formen der Grenzbedingungen, sowie nach der Anzahl der

möglichen Lösungen in den verschiedenen Fällen kann beantwortet

werden, wenn man die Aufgabe der Integration dieser Gleichung als

ein Problem der Variationsrechnung ansieht, ähnlich wie Riem an n

es bei der Gleichung
£
"

-f — 0 durchgeführt hat. Nur muss mau

hier kein gewöhnliches Problem der Variationsrechnung, sondern ein

sogenanntes isoperimetrisches Problem zu Grunde legen.

Die Aufgabe, die wir uns stellen, ist folgende:

Unter allen Functionen u, welche im Innern eines gegebenen,

allseitig begrenzten Flächenstücks % nicht an einer Linie unstetig

werden, welche die Bedingung erfüllen, dass das über die Fläche %
ausgedehnte Integral:

(17) ffnUlxdy
eiuen gegebenen constanten positiven Werth c erhält, welche am
Hantle der Hache % entweder:

)) beliebig gegebene, nicht längs des ganzen Randes verschwin-

dende Werthe annehmen, oder

2) durchaus den Werth 0 haben, oder

3) gar keinen Beschränkungen unterworfen sind, oder endlich
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14 Ueber die Integration einer partiellen DiH'erentiultflekhung.

4) der Bedingung genügen, (lass das Uber den ganzen Baud von

ît erstreckte Integral J u'*tls einen gegebenen constatiteli posi-

tiven Werth y erhält;

sollen diejenigen gefunden werden, welche dem über die Fläche %
erstreckten Integral

einen Mininiumwerth ertheilen.

Dass diese Aufgabe immer eine Lösung zulässt, ergibt sich aus

folgenden Bemerkungen :

Zunächst kann Sì für alle möglichen Formen der Function u nur

positive Werthe annehmen, und unter diesen muss also einer der

kleinste sein. Dass dieser kleinste Werth von £i für eine den allge-

meinen Bedingungen unseres Problems entsprechende Form der Func-

tion u stattfinden muss, und zwar in der Weise,- dass von dieser Form
aus man durch unendlich kleine, den allgemeinen Bedingungen ent-

sprechende Aenderuugen von n nie zu grösseren Wcrthen von Si gelangt,

ist eine Folge des von Kiemaun bewiesenen Satzes*), der unverän-

dert in unserem Falle seine Gültigkeit behält, dass sich u nicht einer

längs einer Linie unstetigen Function unendlich nähern kann, ohne

dass Sì über alle Grenzen wächst. Denn geht man von einer belie-

bigen Form der Function a aus, für welche Si einen endlichen Werth

hat, und sucht solche, den allgemeinen Bedingungen genügende,

unendlich kleine Veränderungen von u, für welche das Integral Sì

abnimmt, verfährt dann ebenso mit der veränderten Function und

setzt dieselbe Operation fort, so muss mau sich allmählich einer gewis-

sen Form der Function n nähern , für welche ein weiteres Abnehmen
nicht mehr möglich ist, oder für welche wenigstens eine etwa mög-

liche weitere Abnahme unter einer gewissen, beliebig klein zu wäh-

lenden Grösse € gelegen sein muss, und diese G renzform muss eben-

falls den allgemeinen Voraussetzungen genügen , da sie nicht an einer

Linie unstetig sein kann, und da die allgemeinen Voraussetzungen

sich alle nur auf die Function h selbst, nicht auf ihre Differential-

quotienten beziehen.

Diese Function u , welche die Eigenschaft hat, dass man durch

unendlich kleine, den Bedingungen entsprechende Veränderungen das

Integral Si nicht weiter oder nur so verkleinern kann, dass die

Abnahme kleiner als die beliebig kleine (»rösse f ist, deren Existenz

soeben nachgewiesen wurde, soll nun in Bezug auf ihre sonstigen

Eigenschaften näher untersucht werden.

.Setzt man an die Stelle von u: u -\- w, so muss durch diese Ver-

*) 1. e. §. 17.
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ânderung vor Allem das Integral (IT) ungeämlert bleiben. Es muss

also co der Bedingung geniigen:

(19) 2 ff tin tlx tiy + ff a* (Ix ti,/ = 0.

Setzt man nun

versteht unter ca, co., nicht unendlich kleine, nicht in Linien unstetige

Functionen, unter h eine beliebig abnehmende Constant*?, so kann

man w, von /* unabhängig annehmen, während m
3

in gewisser Weise

sich mit h verändern muss. Man erhält unter dieser Voraussetzung

aus (10) die Bedingungen für to, a
2

:

) SS u 0,
i

= Q
l20j

! JJ {("S + 2wa") + 2/
' "l a -2 + /,? "V }

(Lr (l» = °«

Ausserdem haben die Functionen w, ca., noch gewisse Bedingungen

an der Grenze zu erfüllen, auf welche wir später noch des Näheren

eingehen werden. Trotz dieser Beschränkungen bewahren die Func-

tionen w, co
2
noch einen hohen Grad von Willkürlichkeit, welche bei

der Function co
2
dadurch noch beschränkt werden soll, dass dieselbe

mit ihren ersten Differentialquotienten in der ganzen Fläche ?l end-

lich bleibt. Die Zulässigkeit dieser Annahme ergiebt sich daraus, dass

man der zweiten Bedingung (20) z. B. dadurch genügen kann, dass

man für ca, eiue ganz willkürliche, mit einem endlichen, in gewisser

Weise von h abhängigen constanten Factor multiplieirte Function

setzt.

Macht man nun in dem integral Sl für ti diu Substitution

m -f- // ca, -f- Ir to,,

so i?eht Sl über in:

Sì + 2h&l
ì

+lr SLi}
worin:

«. - ff (: .: vr + ;; ;;)
"•<

"ml H, eine jedenfalls endliche Grösse bedeutet, wenn man über w,

noch die Voraussetzung hinzufügt, dass:m "»»

endlich sein soll. Nun soll aber der Voraussetzung nach die Abnahme
von Sl, sowohl für positive als für negative Werthc von // kleiner sein

als die beliebig kleine Grüs3e ê , welche also auch als gegen // ver-

schwindend klein angenommen werden kann, und daher muss Ji, mit

unendlich abnehmendem h gleichzeitig unendlich klein werden, und
folglich, da ca, von // unabhängig sein soll:
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IG Uebcr die Integration einer partiellen Differentialgleichung.

Um die weitere Betrachtung von der in (20) enthaltenen Bedin-

gung für GJ, unabhängig zu machen , führe ich an Stelle der Function

<o
l
eine Function A ein mittels der Gleichung:

(22) a
{
= X — m u

und bestimme die Constante m so, dass die erste Gleichung (20)

identisch befriedigt wird, nämlich mit Rücksicht auf die Gleichung

ffu7 (Lidy = c:

l r i
'*

m =
c

I / * n dx dy .

X ist dann, abgesehen von den später zu besprechenden Bedingungen

an der Grenze, eine ganz willkürliche, nicht längs eiuer Linie un-

stetige Function, welche so beschaffen ist, dass das Integral:

Sß& + m\
endlich bleibt. Durch diese Substitution geht die Gleichung (21) mit

Rücksicht auf den für m gefundenen Ausdruck über in folgende:

Die Gleichung (23) erfordert nun zunächst Folgendes:

Wenn man das auf der linken Seite der Gleichung (23) stehende

Integral über irgend einen Theil a der Fläche 91 ausdehnt, so muss
dieser Theil sich der Grenze 0 nähern, wenn sich der Flächenraum von
a der Grenze 0 nähert, weil sonst das Integral (23) keinen bestimm-

ten oder keinen endlichen Werth haben würde. Bildet man also aus

der Fläche 9( eine Fläche 91', indem man von 91 die Linien /, und die

Punkte p, in welchen », 9. x , unstetig sind, durch beliebige Curven

X und o" ausschliesst, welche sich respective den Linien / und den
Funkten p allseits sehr nahe anschliessen , so muss das in (23) auf
der linken Seite stehende Integral, über die Fläche 91' erstreckt, sich

gleichfalls der Grenze 0 nähern, wenn man die Curven X beiderseits

an die Linien /, die Curven o* allerseits an die Punkte p unendlich

nahe heranrücken lässt. Setzt man voraus, was jedenfalls freisteht,

dass die Function X in der Fläche 91 stetig sei, so lässt sich auf «las

über 91' erstreckte Integral

JJ \t x i x r vy öy) J

der Satz (2), §. 1. anwenden, indem man in demselben setzt:

X, V U -.r . f) H= À ~r~ } J .
= A

vx f y

Bezeichnet man mit ds dp die Elemente der Begrenzung der Fläche" 9t

und «1er nach dem Inneren gezogenen Normalen, mit dl, </w
;
da, <lv

Digitized by Google



Ccbor die Integration einer partiellen DitftTt*ntialtflt*ichtmg. 17

respective die Elemente der Curven l und c und der au sie gezogenen

Normalen, so dass dn zu dl liegt, wie die positive y -Axe zur posi-

tiven jc-Axe, und dv nach dem Innern der Curven ö gezogen ist;

bezeichnet man ferner mit ^ 0^ die Werthe des Differential-

quotienten in zwei in unmittelbarer Nähe zu beiden Seiten der Linie

l gelegenen Punkten, so ergibt das erwähnte Theorem (2), §. 1.:

<*> -
/J ç: u+mS) >«* - fj> (r; + r;) " *

ti a

Hierin bezieht sich in dem letzten Glied das Zeichen 2J auf alle Punkte

p, und Xp bedeutet den Werth der Function X im Punkte p.

Zunächst muss nun das über den Rand s der Mäche Ol erstreckte

einfache Integral näher betrachtet werden, wobei aber die verschiede-

nen Formen der Grenzbedingungen, welche oben unter 1, 2, 3, 4 der

Function u auferlegt wurden, unterschieden werden müssen:

1) hat u am Rande gegebene, nicht durchaus verschwindende

Werthe, so muss, wie die Gleichung (22) zeigt, am Rande:

X = if ffuXdxdy,

mithin , wenn man die von X unabhängige Constante / u^ ds

mit ß bezeichnet:

ßi ld*- ? ff»
1 ***»

j

2) Wenn u am ganzen Rande den vorgeschriebenen Werth 0 hat,

dann muss auch X am Rande verschwinden, mithin:

Z" Xds = 0.

3) Wenn u am Rande keiner Beschränkung unterliegt, so ist auch

X am Rande ganz willkürlich.

.4) Wenn endlich das über den Rand erstreckte Integral J'n
2 ds

den vorgeschriebenen Werth y haben soll, muss X der Be-

dingung genügen:

J'X u ds -
l f'Ju

X dx dy = 0 .

Setzt man daher am Rande:

X = p — n u
,

so kann man die Constante n so bestimmen, dass für beliebige

Functionen fi die obige Bedingung identisch befriedigt ist;

nämlich:
Mathematische Annale« l. 2
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18 Ueber die Integration einer j.artiellen lJiftercntialKleii-hunp.

» =
yJ

h fids — *

J
jak dx dy .

Demnach ergibt sich:

j':; i<»=ßti-r"\'h+ iff"
worin, wie oben:

ß-f"H<><.
also eine von ft unabhängige Constante bedeutet, y. selbst aber ist

eine längs des ganzen Randes willkürlich zu wählende Function.

Setzt man nun die hier gefundeneu Ausdrücke für das Randinte-

gral in (24) ein, so ergibt sich aus (23) als Bedingung, welcher die

Function u genügen muss:

(*> °

=

fßC +

%

+h + * ::,)' - (;:)":

+ 2 x' L™fi"<<«>
a

und darin haben k2 und S für die 4 verschiedenen Formen der Grenz-

bedingung folgende Bedeutungen:

Im ersten Falle:

= , >s _o , ß-j\'
r
»,U.

Im zweiten Falle:

*2 = ß
, S = 0 .

c

Im dritten Falle:

c J f P

Im vierten Falle:

a _ "
,

y

Die Werthe der Functionen A und fi, wie sie jetzt noch in der Glei-

chung (25) vorkommen, sind nun durchaus willkürlich, und daraus

ergeben sich die Folgerungen:

Die Function u genügt in der ganzen Fläche der Differential-

gleichung:

(26) + + ku, = 0

oder wenigstens können die Punkte, in welchen diese Gleichung nicht

erfüllt ist, keinen auch noch so kleinen Flächentheil stetig erfüllen.
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Am Rande nimmt u entweder vorgeschriebene Werthe, oder den

Werth 0 an, oder es ist längs des ganzen Randes , mit Ausnahme

einzelner Punkte,
* w = 0, oder endlich längs des ganzen Randes,

nieder einzelne Punkte abgerechnet, ^ — au = 0 (entsprechend den

vier Formen der vorausgesetzten Grenzbedingungen).

An den Linien / gibt es nirgends eine, auch noch so kurze Strecke,

wo nicht:

(*> g:)' -(?)"-«
Für alle Punkte p ist

(28) Lim da = 0,

a

wenn sich das Integral auf eine beliebig gestaltete,- den Punht p in

unendlicher Nähe umschliessende Curve ö erstreckt.

Die letzte Gleichung (28) erfordert eine eingehendere Discussion:

Führt man um den Punkt p Polarcoordinaten ein , indem man setzt :

x — xp = Q& cos <p ) y — i/p = pfr sin <p,

so kann man, um die Punkte der Curve o* zu erhalten, unter p eine

unendlich abnehmende Constante, unter fr eine ganz willkürliche,

endliche und stetige Function von rp verstehen. Dadurch nimmt die

Gleichung (28) die Form an:

Lim ç ff'" ' » ein » - du ?*™*\ (hp = 0,
J \l J: °fr C "J < <P )

oder mit Hülfe einer partiellen Integration:

Lim ^/frjsinç» ^ ——-
''

cos <p - </<? = 0,

wegen der Willkürlichkeit von & folgt hieraus:

(-°) Lim p j
sin <p — cos g> ^ j

= 0,

oder wenigstens können die Punkte einer Kreisperipherie, auf welchen

diese Gleichung nicht erfüllt ist, kein auch noch so kurzes Stück der-

selben stetig erfüllen. Wenn man nun in der Gleichung (29) p und <p

als Polarcoordinaten in der Ebene betrachtet, so lässt sich diese Glei-

chung schreiben:

oder endlich, da die Gleichung (26) bis in beliebige Nähe des Punk-

tes p gültig bleiben muss:
2*
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20 Ufl.or tlit' Integration einer partiellen Pitiereutialgleichung.

Lim p' (f «i + *'«) = 0.

Es muss also auch:

(
30

) Lim p
2

' 9

Setzt man an die Stelle der unter dem Dift'erentiationszeiehen

stehenden Grösse 77, und versteht unter U entweder den reellen oder

den mit / multiplicirten Theil dieser Grösse, so hat man auch:

Lim p-' i
ü = 0.v € ff

Demnach kann man auf jeder von p ausgehenden Linie eine Lange 11

finden, so dass unterhalb dieser Länge p
2 t l

J endlich bleibt*). Ist nun

M der grösste Werth, welchen auf dieser Strecke p
7 ^ annimmt, so

folgt, dass, abgesehen von Vorzeichen für gehörig kleine Werthe von p

çU<M
sein muss, also, da man wiederum dadurch, dass man H gehörig klein

nimmt, M selbst beliebig klein machen kann:

Lim p U= 0

,

mithin :

Lim 9 Ç
H

q + ikn
)
= ()

>

und daraus folgt durch eine ganz analoge Sehlussweyje zunächst, dass

Lim p u = 0 sein muss , und mithin auch :

(31) Lim p ?" = 0**).

Vergleicht man nun die Gleichungen (27), (31) mit dem am Schlüsse

des §. 1. ausgesprochenen Theorem, so kann man die Ergebnisse der

Betrachtungen dieses § in folgenden Satz zusammenfassen.

Es existirt jederzeit eine von 0 verschiedene Function
u, welche im Innern eines gegebenen Fliichenstncks sa mint

all' ihren Differentialquotienten stetig ist, welche im
Innern desselben FlUchenstücks einer Differentialglei-
chung von der Form

<*« + ?.»; + kh, = o

genfigt, und welche bei geeigneter Bestimmung der Con-

*) Vgl. Hi »mann I. e. §. 10.

**) Wenigstens kann e« auf einer Kreisperiplierie mit dein Had ins ç keine auch
noch bo kurze Strecke geben, wo diese Bedingung nicht erfüllt ist.
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stauten l- jeder der vier folgenden Bedingungen unter-
worfen sein kann:

a) n hat am Rande des Flächenstücks vorgeschrie-
bene, nicht durchaus verschwindende Werthe.

/;) u hat am Rande durchaus den Werth 0.

r) Der nach der Normale der Randcurve ge no mut e ne

Differentialquotient von u ist mit Ausnahme ein-

zelner Punkte längs des ganzen Randes 0.

ti) Zwischen den Randwerthen der Function u und des
nach der Normale der Kandcurven genommenen Dif-

ferentialquotienten besteht mit Ausnahme einzel-

n er Punkte eine lineare homogene Relati on mit con-

stali tein Cocffieicnten:
'

" — an = 0.

§• 6.

Bei dieser ganzen Betrachtungsweise, welche von der Aufgabe

ties Minimums ausgeht, tritt durchweg die Constante k 7 ebenso wie «

auf als eine der Grössen, welche mit Hülfe der sonstigen Bedingun-

gen des Problems zu suchen sind, die also nicht willkürlich gegeben

sein können-, und dasselbe gilt daher auch in Bezug auf die Differen-

tialgleichung mit ihren Grenzbedingungen , auf welche wir das Problem

reducirt haben. Nun kommen aber in dem Problem des Minimums

noch die beiden Constanten c und y vor, welche weder in der Diffe-

rentialgleichung (26) noch in den aufgestellten Grenzbedingungen ent-

halten sind, und es könnte die Frage sein, ob es nicht möglich ist,

über diese Constanten r und y so zu verfügen, dass die beiden (kon-

stanten k und a beliebig gegebene oder wenigstens innerhalb gewisser

Frenzen beliebig gegebene Werthe erhalten. In Bezug auf die Con-

stante ((, welche jedenfalls von y abhiingig sein wird, muss diese Frage

bejaht werden; was aber die Constante k anlangt, so sind dabei ver-

schiedene Fälle zu unterscheiden, nach der Beschaffenheit der Grenz-

bedingungen.

Betrachten wir zunächst die unter b, c. <l des vorigen § erwähn-

ten Formen der Grenzbedingungen, welche in dieser Beziehung einen

gemeinschaftlichen Charakter haben, so finden wir, dass weder in der

Differentialgleichung (20) selbst, noch in den Grenzbedingungen irgend

ein Mittel enthalten ist, um einen constanten Factor der Function u

zu bestimmen. Es kann also die Constante v nur dazu angewandt

werden, um einen solchen Factor zu bestimmen, und kann zur Be-

stimmung der Constanten k7 nicht dienen; man kann also in diesen

Fällen, oline die Allgemeinheit zu beeinträchtigen, die Constante c=l
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22 Ucbi r ilio Integration einer i»;irtiuUeu Differentialgleichung.

setzen, und da unter dieser Voraussetzung die Constante k2 dein Min i-

murawerthe Sì selbst gleich, oder = ya -\- Sì wird, so wird es nur ganz

bestimmte, wenn auch immerhin unendlich viele, jedoch nicht stetig

aufeinander folgende Werthe von k 2 geben, für welche eine von 0

verschiedene Lösung der Gleichung (2(3) möglich ist.

Anders verhält es sich in dem Falle, wo die Grenzbedingung die

unter 1) des vorigen §. angegebene Forn hat. Diese Form der Grenz-

bedingung lässt keinen willkürlichen Factor der Function u zu, und

daher wird der Werth von k2 von der Constanten c abhängig bleiben,

also mit ihr stetig sich ändern können.

Diese Bemerkungen fassen wir in folgenden Satz zusammen:

Die Differentialgleichung + ^ + £3m=0 hat, wenn

auch nicht für alle Werthe von k 2
, doch für eine Reihe

stetig aufeinander folgender Werthe dieser Constanten
eine Lösung, welche an einer gegebenen Begrenzung irgend

wie gegebene, nicht durchaus verschwindende Werthe an-

nimm t.

Dagegen hat sie nur für ganz bestimmte, wenn auch
unendlich viele Werthe der Constanten k 2 von 0 verschie-

dene Lösungen, welche an der gegebenen Begrenzung eine

der drei Bedingungen h) r) (f) §. 5. erfüllen.

Stillschweigend sind dabei immer noch die oben angeführten

Bedingungen der Stetigkeit vorausgesetzt.

Dass es nicht für alle Werthe der Constanten k Lösungen der

vorliegenden Gleichung gibt , welche am Rande der Fläche ganz belie-

big gegebene Werthe annehmen, geht aus folgender Betrachtung

hervor :

Nehmen wir an , die Constante /.• habe einen solchen Werth, dass

Functionen u = u gefunden werden können, welche der Diflerential-

gleichung genügen uud am Rande verschwinden, so folgt, wenn u

irgend eine andere, der Differentialgleichung genügende Function

bedeutet, aus der Gleichung (3) §. 1.:

(32) j'n g ,ts - 0.

Es müssen daher die Randwerthe der Function n so vielen Bedingun-

gen (32) genügen , als von einander verschiedene Functionen u' existi-

reu , und Functionen « zu bestimmen , welche beliebige Randwerthe
haben, wird nicht möglich sein. Sind aber die Randwerthe von u so

beschaffen, dass sie zulässig sind, so ist durch dieselben die Function

v selbst noch nicht völlig bestimmt, denn zu jeder solchen Function

h kann noch eine beliebige lineare homogene Function der am Rande
verschwindenden Functionen u ' hinzu addirt werden , ohne dass darum
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u aufhört, der Differentialgleichung zu genügen und am Rande die

vorgeschriebenen Werthe anzunehmen.

Hat dagegen 7; einen solchen Werth, dass es nicht möglich ist,

eine am Rande verseli windende, von 0 verschiedene Function u zu

bestimmen, so wird durch die gegebenen Randwerthe it völlig bestimmt

sein , denn die Differenz zweier solcher Functionen, u
{

u.1} welche am
Rande dieselben Werthe annehmen, ist eine am Rande verschwin-

dende Function «, die der Voraussetzung zufolge überhaupt =0 sein

muss.

Anmerfomy. Die Bedeutung der zuletzt entwickelten Sätze tritt

noch mehr hervor, wenn man die Analogieen derselben in der Theorie

der gewöhnlichen Differentialgleichungen aufsucht.

Die Losung der Gleichung:

+ *'« - »

u = n cos hx -\- b sin fo-

ist im Allgemeinen völlig bestimmt, wenn für zwei Werthe von x
}

a:
0
und

x
l
die Werthe von u beliebig gegeben sind. Soll aber an den beiden

Grenzen v oder jj" verschwinden, oder zwischen
-J"

und n eine lineare

Relation bestehen, so muss, wenn a und b von 0 verschiedene Werthe

erhalten sollen, 7; ein ganzes Vielfaches von
r

sein. Ist dies aber

der Fall, so kann n an den beiden Grenzen nicht beliebig gegeben

sein, sondern es müssen an beiden Grenzen die Werthe einander gleich

sein; und durch diesen einen Grenzwerth ist dann u nicht völlig

bestimmt, sondern es bleibt noch eine der Constanten willkürlich.
»

§.7.

Es soll nun die Frage nach der Anzahl der möglichen Lösungen

der Gleichung (26) für eine gegebene Begrenzung für unbestimmte

Werthe von 1c näher untersucht werden unter der Voraussetzung, dass

die Function u am Rande entweder selbst verschwinden soll , oder dass

ihr nach der Normale der Randcurve genommener Differentialquotient

verschwinden soll.

Diese Frage lässt sich wieder mit Hülfe eines Problems der

Variationsrechnung sehr einfach entscheiden.

Ich nehme an, es sei eine Function u
{
gefunden, welche einem

bestimmten Werthe 7r, von k in der Differentialgleichung (26) ent-

spricht, und es sei am Rande entweder «, = 0 oder
C

J'^
= 0. Es

sei ferner der noch unbestimmte constante Factor von ?/, so bestimmt,

dass
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ffu* dxdy = I

sei. Dass eine solche Function immer existirt, wurde oben nachge-

wiesen.

Unter allen Functionen v, welche nicht an einer Linie unstetig

sind, welche den Bedingungen genügen:

(33) ff u
x
vdxdy = 0,

(34) ff r2 dx dy = 1

,

welche ferner am Rande entweder verschwinden, oder ganz willkür-

lieh sind, je nachdem m, oder
^,

1 am Rande verschwindet, soll dieje-

nige, v = u.if gefunden werden, welche dem Integral

den kleinsten Werth ertheilt. Die Existenz einer solchen Function

liisst sich wie oben in §. 5. darthun, und die Bedingungen (33), (34)

zeigen, dass diese Function «?
weder identisch 0, noch auch = »/.,

sein kann. Es sollen die Eigenschaften der Function m
2
aufgesucht

werden, was ganz in derselben Weise geschieht , wie oben. Um unnö-
thige Weitläufigkeiten zu vermeiden, unterdrücke ich hier alle dieje-

nigen Betrachtungen , welche sich auf die Stetigkeit der Function

beziehen, die hier wörtlich aus den Betrachtungen des §. 5. zu wie-

derholen wären, und zu demselben Resultate wie dort führen würden.

Die Bedingung, welche u
2
zu erfüllen hat, ist die:

(35) jyp + ^"">
vorausgesetzt, dass a eine beliebige, nicht in Linien unstetige Func-
tion ist, welche die beiden Bedingungen erfüllt:

(36) ff m, a dx dy = 0. ff u.
t
w dx dy = 0,

welche am Rande entweder 0 oder willkürlich ist.

Setzt man:
(37) tù = k M

l
U

i
»M.»Mj,

so lassen sich die (Jonstanten m, m
2
so bestimmen, dass die Bedingungen

(36) für beliebige Functionen A erfüllt sind. Man braucht nur zu
setzen :

(38) m
x

= ff Xu
{
dx dy, m., = ff A« 2 dx dy.

Beachtet man nun, dass in Folge der gestellten Bedingungen

+ *?)**-»
ist, so geht durch die Substitution (37), (38) die Gleichung (35) in

folgende über:

w ff +
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Und wenn man auf Grund des oben Bemerkten* die etwaigen Un-

stetigkeiten von w
2
und seinen Differentialquotienten unberücksichtigt

lässt, so ergibt sich aus (39) mittels der Gleichung (2) §. 1.:

,40) o - j'x '/;• d» +JJx {

+ % + «, »,
}
,u <ir,

l ist darin eine ganz willkürliche Function, welche entweder

1) am Rande verschwindet, oder:

2) am Rande beliebig ist, je nachdem «, oder am Rande ver-

schwindet.

Daraus folgt nun zunächst, dass die Function n., der Differential-

gleichung genügen muss:

worin A\
2

2 = Ä
2

ist, und ferner, dass im ersten Falle am Rande m
? ,

im zweiten Falle V'* verschwindet.

Hat man die Function u
t
gefunden, so kann man eine dritte

Kuuction u.
t
suchen, welche denselben Bedingungen genügt, nur mit

verändertem Werthe von k. Man hat nur unter allen Functionen r,

die nicht in einer Linie unstetig sind, welche den drei Bedingungen

genügen :

(42) ff v7 dx dy = 1
; ff u

{
v dx dy = 0; f u., »: de dij = 0,

und welche am Rande entweder verschwinden oder beliebig sind , die-

jenige v = «3 zu suchen, welche das Integral:

W/IC V*
zu einem Minimum machen. Diese Function u

:i
, deren Existenz sich

ebenso, wie die der Functionen «, k
2
nachweisen lasst, kann, wie die

Bedingungen (42) zeigen, weder mit 0, noch mit einer der Functio-

nen f/j u.
2

identisch sein, und ihre Eigenschaften ergeben sich genau

in derselben Weise, wie die der Functionen w, uv Diese Operation

lasst sich nun beliebig fortsetzen und führt so zu dem Satze:

Es existiren unendlich viele, mit allen ihren Differen-

tiiilquo ti enten im Innern eines gegebenen Flachenstücks
stetige, von einander verschiedene Functionen, welche
am Rande des gegebeneu Flächenstücks verschwinden,
oder deren nach der Normale der Randcurve genommener
Differentialquotient am Rande verschwindet, und die im

ganzen Innern des Flächenstücks einer Differentialglei-

chung von der Form:

n

+

h"' + /•••-•» - »
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2G Ueber die Integration einer partiellen Differentialgleichung.

genügen, worin die Constante /.* zwar unendlich viele, aber
nur ganz bestimmte, von der Natur der Begrenzung ab-

hängige Werthe haben kann.

Ob für einen und denselben Werth von k verschiedene Functio-

nen n möglich sind, welche am Rande verschwinden, oder deren nach

der Normale der Randcurve genommener Differentialquotient am Rande

verschwindet, darüber scheint ein allgemein gültiger »Satz nicht zu

existiren.

§. 8.

Bei den bisherigen Betrachtungen sind wir von der Vorstellung

ausgegangen, dass in der Differentialgleichung die Constante k nicht

gegeben, dagegen die Begrenzung ein für allemal gegeben sei. Es
soll jetzt die Frage umgekehrt und untersucht werden, wie sich die

Lösungen einer gegebenen Gleichung

m 7 + f; + - °>

in welcher k irgend einen bestimmt gegebenen numerischen Werth,

z. B. den Werth 1 hat, für verschiedene Begrenzungen verhalten.

Zunächst bemerken wir, dass die Differentialgleichung (43) ihre

Form durchaus nicht ändert, wenn man für zwei neue Veränder-

liche einführt, welche mit xy in demselben linearen Zusammenhange
stehen, in welchem zwei Systeme rechtwinkliger Coordinateli stehen,

und daraus folgt unmittelbar, dass alle Sätze über die Function n,

welche für irgend eine ßegrenzungscurve gelten, ihre Gültigkeit nicht

verlieren, wenn die ßegrenzungscurve eine beliebige andere Lage in

der Ebene der xy hat.

Hat man ferner eine Lösung u {xy) der Gleichung:

so kann man daraus sofort eine Lösung der Gleichung (43) bilden,

wenn man setzt:

Diese Function u y^j wird nun denselben Grenzbedingun-

gen genügen, wie die Function u (xy)
7
aber an einer Grenzcurve,

welche der Grenzcurve der Function n (xy) ähnlich ist, so dass das

..i ... Je

Verhältuiss der Lineardimensionen der ersten Curve zur zweiten ^ ist.

Mit Hülfe dieser Bemerkung lassen sich die Resultate der vorigen

unmittelbar auf die Voraussetzungen dieses § übertragen, und ergeben

folgende Sätze, wobei stillschweigend immer die Bedingungen der

Stetigkeit vorausgesetzt sind:

Digitized by Google



Uebnr die Integration einer partiellen Differentialgleichung. 27

1) Die Lösuug der Gleichung (43), in welcher k eine

gegebene Zahl bedeutet, ist im Allgemeinen völlig

bestimmt, sobald die Wcrtbe derselben an der Be-
grenzung gegeben sind.

2) Es existiren im Allgemeinen keine von 0 verschie-

dene Lösungen n, welche am Rande verschwinden.

3) Diese beiden Behauptungen erleiden Ausnahmen
für gewisse Begrenzungscurven, deren Anzahl un-

endlich ist; welche so bestimmt werden können,
dass sie einer beliebig gegebenen Curve ähnlich
sind. Es existiren Lösungen u, welche an diesen
Curven verschwinden, dagegen existiren keine,

welche an diesen Curven beliebig gegebene Wert h e

erhalten. Auch sind die Lösungen u nicht völlig

bestimmt durch die an solchen Curven gegebenen
Werthe.

4) Ebenso existiren im Allgemeinen keine von 0 ver-

schiedene Lösungen, deren nach der Normale ge-

nommeuener Differentialquotient am Rande ver-

schwindet, oder bei denen zwischen dem Rand-
werth selbst und dem nach der Normale genomme-
nen Differentialquotienten eine gegebene lineare

homogene Relation besteht. Aber auch hier gibt

es, wie unter No. 3., Ausnahmecurven.

§• 9-

Ich wende mich nun zur Durchführung der Integration der Glei-

chung

o> & + £ + *'« = 0

in einigen Fällen, und zwar mit solchen Grenzbedingungen, wie sie

in physikalischen Problemen verlangt werden. In physikalischen Pro-

blemen ist immer die Begrenzung des Flächenstücks, in welchem n

gefunden werden soll, gegeben, und über die Constante bleibt die

Verfügung vorläufig frei. Es wird natürlich das Nächstliegende sein,

neue Coordinaten %rj an Stelle der ./•// einzuführen, so dass die Begren-

zung durch constante Werthe einer der neuen Coordinaten ausge-

drückt wird. Besonders vortheilhaft werden dabei solche Substitutio-

nen sich erweisen, bei denen die alten und die neuen Variablen

zusammenhängen durch Gleichungen von der Forin:

+ *'J = /'(£ + irl) Ï
-' : — <> = 9 (£ — '»

wenn f und <p coujugirt imaginäre Functionen bedeuten. Durch eine
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28 Uel'cr die Integration einer partiellen Differentialgleichung.

solche Substitution nämlich ändert der erste Theil der Gleichung (1)

seine Form nicht, und man erhält die transformirte Gleichung:

(*)
fe" + f," + /"« + < 9) *' (6 - <» v* - 0.

Setzt man für /' eine Exponentialfunction , führt man mit anderen

Worten Polarcoordiuaten ein, so kann man mit Hülfe der Bessel'-

scheu Functionen die Differentialgleichung (2) lösen für Flächen,

welche von concentrischen Kreisen und von radialen Linien begrenzt

sind. Der Umstand, auf dem in diesem Falle die Möglichkeit der

Lösung beruht, ist der, dass sich von der Differentialgleichung (2)

particuläre Integrale finden lassen, welche das Product sind aus zwei

Functionen, deren eine nur von £, deren andere nur von rj abhängig

ist. Man kann sich nun die Frage stellen, welches die allgemeinste

Beschaffenheit der Function f (£ -f iij) ist, bei welcher dieser Fall

eintritt, und bei der dann ein ähnliches Verfahren wird eingeschlagen

werden können. Es wird in diesen Fällen wenigstens immer möglich

sein, die Lösung des Problems von der Integration gewöhnlicher Dif-

ferentialgleichungen abhängig zu machen.

Um diese Frage allgemein zu untersuchen, nehme man an, es

gebe eine der Gleichung (2) genügende Function tt von der Form:

(3) u = AT,
in welcher X allein von £, Y allein von y abhängig ist. Substituiit

man diesen Ausdruck in die Gleichung (2), so kann dieselbe durch

Division mit X Y auf die Form gebracht werden :

<-'>
.v

j'p + y Hï + (S + <•-;> f (6 - in) - o,

und diese Gleichung kann, wie man sieht, nur unter der Voraus-

setzung befriedigt werden, dass das Product + <p' (£— i>i)

sich als die Summe zweier Functionen SU darstellen lässt, deren eine

nur von £, deren andere nur von r\ abhängig ist, also:

«f.) ns + '-ï) »'«-<:*) - s + ».

Ist aber diese Bedingung erfüllt, dann erhält man jederzeit aus (4)

zwei gewöhnliche Differentialgleichungen zur Bestimmung von X 1",

welche, wenn man mit k eine willkürliche Constante bezeichnet die

Form annehmen:

(6)

;;*>; + (**//-*) y = 0.

Um aber die allgemeinste Form der Function f zu finden, welche

der Bedingung (5) genügt, differentiirt man diese Gleichung nach ein-

ander in Bezug auf 2* und in Bezug auf tj, wodurch die rechte Seite

identisch verschwindet. Man erhält so die Gleichung:
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lieber die Integration einer partiellen Differentialgleichung. 29

f H + in) 9' (ê — f i)
'

eine Gleichung, die nicht anders erfüllt sein kann, als wenn beide

Seiten einer und derselben, und zwar reellen, Constanten gleich sind
5

also:

(7) r = afß+ in)-

In dem speciellen Falle, in welchem a = 0 ist, wird / eine ganze

rationale Function des zweiten Grades, und da man x und // ebenso

wie l und »7 durch Addition willkürlicher Constanteu verändern kann,

ohne die Verhältnisse wesentlich zu ändern, so kann man setzen:

* + = AS +"?) = +
DieCurven, in denen $ constant ist, bilden ebenso wie die, in denen

r
t
constant ist, ein System confocaler Parabeln, welche einander recht-

winklig schneiden , deren gemeinsamer Brennpunkt der Punkt x = 0,

1/ = 0 ist, und deren gemeinschaftliche Axe, falls A reell ist, mit der

j -Axe zusammenfällt. Auf den absoluten Werth von A kommt hierbei

nicht viel an, weil dadurch nur das gemeinschaftliche Mass der Grössen

l,rj bestimmt wird, sadass wir, unbeschadet der Allgemeinheit, A =
.J

setzen können.

Die Gleichungen (6) werden unter dieser Voraussetzung:

(8( j 5£ + <*'r + a) x = 0

Ob man in der allgemeinen Gleichung (7) a positiv oder negativ

annimmt, ist ziemlich gleichgültig, weil durch die eine dieser An-

nahmen nur eine Vertauschung der Variablen £ 17 der anderen Annahme
bewirkt wird. Nehmen wir daher a positiv und setzen n = «'•', so

erhält man, wenn man eines der partikulären Integrale der Glei-

chung (7):

für die Function iti) nimmt, gewöhnliche Polarcoordinaten , was

also auf .das bekannte, durch die Bessel'schen Functionen lösbare

Problem führt, während das allgemeine Integral der Gleichung (7),

welches sich in die Form bringen lässt:

AS+ <» = A sin (/«(!+ /,;) + ß) + n,
auf die elliptischen Coordinateli führt, also einer Begrenzung entweder

•lurch eine Ellipse oder durch zwei confocale Ellipsen oder durch die

Bögen confocaler Ellipsen und Hyperbeln entspricht. Ohne die All-

gemeinheit irgend wie zu beeinträchtigen, kann man den Constanten

Haß ganz beliebige Werthe crtheilen , und wir können demnach setzen:

'£ + «> = /'<£ + ' n) = Ä si» ' (I + ' l) y

worin A reell angenommen werden kann, da eine andere Annahme
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30 Ueber die Integration einer partiellen Differentialgleichung.

einer Drehung des Coordinatensystems a y entsprechen würde. Bei

dieser Annahme wird nun:

/"(b-f / 1}) <p'(Ì— i-tj)=A 2 cos i (I -f iq) cos / (g— it])= ^A 2 (cos2 i Ç-f- cos 2»;)

= A 2 (cos*
rj
— sin 2

/!) ,

und demnach nehmen die Gleichungen (6) die Form an:

(0)

^ + M 2 Fcos 2
ti
— X) Y = 0 .

Damit sind alle Fälle erschöpft, in welchen eine Integration auf

(«rund der hier vorausgesetzten Eigenschaften möglich ist. Von den

Gleichungen (9) bin ich bis jetzt nicht im Stande, Integrale in einer

auch nur einigermassen übersichtlichen Form aufzustellen; hätte man
solche gefunden, so wären in dem Falle, wo die Begrenzung nur durch

eine oder durch zwei confocale Ellipsen gebildet ist, die beiden Con-

stanteu k und X so zu bestimmen, dass einerseits Y eine um 2ji perio-

dische Function von rj würde, andererseits X für die den Grenzen

entsprechenden coustanten Werthe von £ den besonderen Grenzbe-

diugungen genügt, z. B. dass X oder gleich Null werde, was für

/.• und X ein System von zwei transcendenten Gleichungen ergibt.

Aehnliche Verhältnisse treten auch bei den Gleichungen (8) auf, deren

Integration sich durchführen lässt, und die ich, wiewohl die Formeln

keine besonders einfache Gestalt annehmen, mittheilen will, weil dabei

einige nicht uninteressante Fragen über die verschiedenen Arten der

Begrenzung zu erledigen sind, welche in allen ähnlichen Problemen

in gleicherweise auftreten, und weil sich ferner dabei, als an einem
Beispiel, die Entwicklung einer willkürlichen Function von zwei

Variablen nach den verschiedenen Lösungen der Gleichung (1) (aller-

dings ihre Möglichkeit vorausgesetzt) durchführen lässt.

§. io.

Die den Gleichungen (8) zu Grunde liegende Substitution: x-\-iy=
(l+ iri)

2 oder:

(10) — ^ ; y — 2l n
und deren Auflösung:

(11) .r = v - fv ; = fn, - ?
zeigen, dass die Gleichungen £ = const, und r; = const, die Glei-

chungen je eines Systems confocaler Parabeln sind, deren gemein-

samer Brennpunkt im Punkte x = 0
, y = 0 liegt, und deren gemein-

same Axe mit der x-Axe zusammenfällt. Wenn § von 0 bis -f- °° oder

von 0 bis — oo geht, so erhält man der Reihe nach alle Parabeln der

einen Schaar, anfangend von der mit der x-Axq zusammenfallenden
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Ueber die Integration einer partiellen Differentialgleichung. 31

Parabel bis zu der im Unendlichen gelegenen; ebenso, wenn r] von 0

bis -f 3° oder von 0 bis — co geht, alle Parabeln der anderen Schaar.

Mit diesem Umstände , dass man jede Parabel zweimal erhält, hängt es

zusammen, dass, wie die Substitution (10) zeigt, jedem Werthsystem

\i\ nur ein einziger Punkt j y entspricht, wiewohl zwei Parabeln sich

in zwei Punkten schneiden. Es repräsentiren aber die Werthe £, r\

denselben Punkt, wie die Werthe — |, — ij, während die beiden Werth-

s} steme §, — r\ ; — £ ,
rj den zu %rj in Bezug auf die Axe symmetrisch

gelegenen Punkt bezeichnen.

In Bezug auf die Begrenzung sind 3 Fälle zu unterscheiden:

1) Die Begrenzung ist gebildet durch zwei Parabeln, von denen

die eine der einen, die andere der andern Schaar angehört.

2) Die Begrenzung ist gebildet von drei Parabeln, zweien der

einen und einer der andern Art, so dass das Flächenstück ungefähr

die Gestalt eines Ringsegmentes hat, wobei dann von der einzelnen

Parabel zwei verschiedene Bögen in der Begrenzung vorkommen.

3) Die Begrenzung wird durch 4 Parabeln, zweien aus jeder Schaar,

gebildet, so dass das Gebiet die G estalt eines krummlinigen Rechtecks

hat. Dieses Rechteck darf aber nicht so beschaffen sein, dass es einen

Theil der Axe einschliesst , weil sonst die verlängerten Begrenzungs-

parabeln auch noch durch das Innere der Fläche gehen würden.

Die Integration der Gleichungen (8) lässt sich nun nach bekann-

ten Regeln mittelst einer hypergeometrischen Reihe ausführen, welche

allerdings sich in imaginärer Form darstellt; der Ausdruck der Reihe

in reeller Form scheint nicht ganz einfach zu sein, und ich will daher

nur die in reeller Form darstellbaren bestimmten Integrale anführen,

durch welche sich die Gleichungen (8) integriren lassen, und welche,

wenigstens für reelle Werthe von £ rj , stets convergiren (für imaginäre

Werthe dieser Variablen, die uns hier nicht interessiren , muss eine

kleine Modification eintreten). Bezeichnet man mit X' , X" , Y' , Y"
die partikulären Integrale der Gleichung (8), so ergibt sich:

X' = ßl-J-^t-'coslWis-ü + Alogici''*

(12)

X" =

1

=
J

(1 -s)*"
1 *~ l

cos
{
krf (s-i) + A log ^ s \

<ls

= nj 0 — *)*
1

*
1

cos
j

Ii rf {s—\) + A los i~s \
ds -

r =

Y" =
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32 Yeher die Integration einer partiellen DiHorentialgUiebung.

Diese Lösungen der Gleichungen (8) lassen sieht leicht verificiren.

Man sieht, dass eines der partikularen Integrale eine gerade, das andere

eine ungerade Function der Variablen § resp. rj ist. Die Constanten

/» A sind nun noch, den Grenzbedingungen entsprechend, durch tras-

cendente Gleichungen zu bestimmen.

Fassen wir wieder die oben §. 4. schon erwähnten drei Haupt-

formen der Grenzbedingungen ins Auge, und berücksichtigen die drei

verschiedenen Formen der Begrenzung, so muss:

1) wenn die Begrenzung durch zwei Parabeln gebildet ist:

fur l = + *, :
f
X = 0

a) { b

fur rj = ± tir- [
Y = 0

0

0:;=<• i
>- -<

worin a eine positive Constante bedeuten soll, wenn
rç,

positive Werthe
haben. Man erhält zur Bestimmung der beiden Constanten l A vier

verschiedene Systeme von je zwei transcendenten Gleichungen, wenn
man setzt:

«) X = X' , Y = I" £) X = A"' , r = Y"

y) x = X' , r = r" ö) x = A" , r = y

.

Die beiden letzteren Annahmen y) d) sind aber in diesem Falle nicht

zulässig, weil die aus ihnen gebildete Lösung der Gleichung {V)

u = X' Y" ; « = X" Y'

in dem Gebiete nicht eindeutig ist; beide Lösungen ändern nämlich

ihr Vorzeichen, wenn man die Vorzeichen von Ê und i\ gleichzeitig

ändert, wodurch man keinen anderen Punkt der Fläche erhält. Man
hat also hier zwei Reihen von Partikularlösungen: X' Y' \ X" Y",
von denen jede einzelne mit einem willkürlichen Factor versehen wer-

den kann, und deren es so viele giebt, als das entsprechende System

transcendenter Gleichungen zusammengehörige Wurzelpaare besitzt.

2) Wenn die Begrenzung durch drei Parabeln: | = £, , £ = £2 ,

r; = + 7j, gebildet ist, so muss:

t'ir I = I,

fîir 5 = g,

fiir if = 4- t
ìl

X = o

X = 0

y = o

ft)

rfX

JX
n

0

'0

x 4- «
:

X a

/X

r/X

0

0

Y + a''
1' = 0

worin , falls 0 5| 0 < jj
ì

ist, a wieder eine positive Constante

bedeuten soll. Man erhält hier in den drei Fällen ein System von drei

transcendenten Gleichungen und muss daher eine der beiden folgenden

Annahmen machen:

a) X = A' X' -f A" X" Y = I"

ß) X IV X' -f li'' X Y = Y" .
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lieber die Integration einer partiellen DifferentialgloicLung. 3;;

Aus den drei transceiidenten Gleichungen sind die 3 Constanten /r, X,A : A"
oder B' : B" zu bestimmen und man erhält wieder zwei Reihen von

Piirtikularlösungen der Gleichung (1):

Y'(A'X'+A"X") ; Y" (B' X' + B" X")
,

von denen jede einzelne mit einem constanten Factor behaftet ist.

3) Die Begrenzung bestehe aus vier Parabelbögen:

und es sei 0 < |2 < 5, ;
0 < »/, < Vi ,

dann ergeben sich folgende Bedingungen:

AM-* ,,,:'} r-o lij-o [r + .^J-o.
Man erhält also in diesem Falle vier trascendente Gleichungen

,
und,

um diesen genügen zu können, muss man setzen:

x = ,r x' + yt" x" , r = y>" r' + b" y"
,

so dass die vier Constanten /." , X , yl': vi" , B': B" aus den transceii-

denten Gleichungen bestimmt werden können. Es ergibt sich dann

nur eine Reihe von Partikularlüsungen der Gleichung (1) von der Form:

{A* X' + A" X") iB' X' -f B" X")
,

in der wieder jede einzelne mit einem willkürlichen constanten Factor

behaftet ist.

§. 11.

Dass die Constante /.-, wie sie sich aus den im vorigen §. besproche-

nen trauscendenten Gleichungen ergibt, keine imaginären Werthe haben

kann, wurde schon im §. 4. in viel allgemeinerer Form nachgewiesen.

Ks soll gegenwärtig gezeigt werden, dass auch die Constante X in den

Gleichungen (8), als Wurzel jener trauscendenten Gleichungen betrach-

tet, keine imaginären Werthe haben kann. Der Beweis davon ist

sehr einfach. Aus zwei Gleichungen von der Form der ersten Glei-

chung (8) mit verschiedenen Werthen von X:

+ (W? + A) X = 0

folgt nämlich, wenn mit £' £" irgend zwei constante Werthe von £

bezeichnet werden, zwischen denen die Functionen »X X' mit ihren

ersten Differentialquotienteu stetig sind:

M»ütcmatin;he Annale« 1. 3
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a-r, l'xx-.ii = r.V'^' - -V-'^'l'
"

•

• —" <- * •

: s = ^

Nun hissen sich in Folge der Bedingungen des vorigen §. §' und £"

iinmcr so annehmen , d;iss die rechte Seite dieser Gleichung verschwin-

det, so dass

ï
"

il — ).') j X A" </| = 0

wird; man hat nur im ersten Falle £' = —
£, £"~-f-|,, in den

beiden anderen Fällen |' = \" — anzunehmen. Sind nun A und

A' und mithin X A" conjugirt imaginär, so ist das Integral in vor-

stehender Gleichung -wesentlich positiv, und es folgt A = A', was der

Annahme widerspricht, dass A und A' conjugirt imaginär seien. Es
sind demnach alle Wurzeln /. A unseier transcendenten Gleichungen

reell. Denkt man sich «lie Wurzeln der erwähnten transcendenten ( Jlei-

chungen bestimmt, so erhält man zu jeder Wurzel /.• eine unendliche

Reihe von Wurzeln A, während die Reihe der Wurzeln /, selbst un-

endlicJi ist. Man erhält also eine doppelt unendliche Reihe von Func-

tionen X Y und durch diese Functionen soll durch Vermittelung von

willkürlichen Constanten eine willkürliche Function Tvon zwei Variablen

l il innerhalb des betrachteten Gebietes dargestellt werden. Die Mög-
lichkeit einer solchen Darstellung vorausgesetzt, findet man dieselbe

auf folgendem Wege, wobei ich mich, der Einfachheit wegen, auf den

ersten Fall des vorigen beschränke, wo nur zwei Parabeln zur Be-

grenzung gebraucht werden, zumal da die Betrachtungen sich in den

beiden anderen Füllen genau in derselben Weise durchführen lassen.

Man setzt also:

U = 2 (
A

'ki
Xu. ï'ti + A

/'x
XAi YÌ.'i)

•

Kl

Iii der Summe v hat man sich die einzelnen Glieder in einem Recht-

eck, der Grösse der Wurzeln 1,1 nach angeordnet zu denken. Unter

den Wurzeln A kommen auch negative vor, welche im Allgemeinen

nicht mit den positiven übereinstimmen, während bei den Wurzeln 1c

immer positive und negative dem absoluten Werthe nach einarider gleich

sind, so dass man nur die eine Reihe zu benutzen braucht. Das Recht-

eck, in welchem die Summe (13) geschrieben ist, wächst daher in der

Richtung der A beiderseits ins Unendliche, während in der Richtung

der /i es nur nach einer Seite hin ins Unendliche wächst und nach

der anderen Seite durch die absolut kleinste Wurzel k begrenzt bleibt.

Es sind nun- in der Gleichung (13) die (Toefficienten A'
l k

A"kk zu

bestimmen durch die Function V.
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Leber die Integration einer partiellen Differentialgleichung. 35

Zu dem Ende bemerken wir, dass die Functionen Xkì YkÀ , was

auch k sein mag, der Differentialgleichung genügen:

1 14
1

"%r" + " X^kl + «•+ >,') su rtl - o

,

stellt man diese Gleichung für eine zweite Functiou X
k . k .

Y
k

. r auf,

luultiplieirt diese letztere Gleichung mit Xkl Yki , die Gleichung (14

»

mit A'
A i

. r , zieht beide von einander ah und integrirt über die

ganze Flüche, d. h. in Bezug auf £ von — jj, bis -j- £, , in Bezug auf

o von O bis , so ergibt sich mit Rücksicht auf die Gren/.bedingungen :

<*'« - *\// A'

Aa >'*a
AVr *Vr ''S''* = 0

•

Daraus erhellt, dass das Integral verschwinden muss, sobald k und /,'

verschieden sind, mögen k und k' gleich oder verschieden sein.

Da Yki Y
k À

. entweder gerade oder ungerade Functionen von i/

sind, so wird unter derselben Voraussetzung verschiedener /. und /.':

— -Ci

nun folgt aber unter der Voraussetzung eines gleichen /. und verschie-

dener k,k' aus den Gleichungen (8) U. :

-5, —Vi

ami daraus ergibt sich weiter, dass die Gleichung (15) nur dann nicht

erfilllt ist, wenn sowohl /.- = k' als A = k' ist.

Endlich folgt noch unmittelbar daraus, dass X'
kjL

Y'ki gerade,

-V." Yki
ungerade Functionen sind, die Gleichung:

, K) . //;>+ V) x;
a
a- r;, r;, </i = o

.

Mittelst dieser Gleichung sind die CoefKlienten in der Gleichung (13)

völlig bestimmt; nämlich:

+«;, +-*:
,

/ J(KiY'kl) > <it<i n

—l> -c.

A" -«?.->.

+»;. +>: .

- »;. -i.
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30 Ueber die Integration einer partiellen Differentialgleichung.

Wie schon bemerkt, lassen sieh für den Fall einer Begrenzung

durch drei oder vier Parabeln die Rechnungen genau in derselben

Weise durchführen. Auch im Falle einer Begrenzung durch Ellipsen

lassen sich, ohne die Ausdrücke für die Functionen X Y entwickelt

zu haben, in ganz ähnlicher Weise aus den Differentialgleichungen

selbst Mittel und Wege finden , um die Coëfficienten der Entwickelung

einer willkürlichen Function nach diesen Functionen durch bestimmt«

Integrale auszudrücken. Ich gehe übrigens an dieser Stelle nicht weiter

auf diesen Gegenstand ein.

Heidelberg im Juli 1868.
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Einige Eigenschaften einer gewissen Gattung von Curven
vierter Ordnung.

Von J. Lükoth in Karlsruhe.

Herr Clebsch hat in seinem Aufsatze über die Theorie der Cur-

ven vierter Ordnung (Creile 's Journal Bd. 59) gezeigt, dass es trotz

der in genügender Anzahl vorhandenen Constanten im Allgemeinen

nicht möglich sei, die Gleichung einer Curve vierter Ordnung dar-

zustellen als eine Summe von fünf vierten Potenzen; dass vielmehr

diejenigen Curven , welche diese Eigenschaft besitzen , sich auszeichnen

durch das Verschwinden einer Invariante. Herr Clebsch hat im citirten

Aufsatze einige Eigenschaften dieser Curven abgeleitet; im Folgenden

sollen einige andere angegeben und besonders der Beweis geführt wer-

den, dass das Verschwinden jener Invariante auch eine hinreichende

Bedingung ist zur Darstellung der Curve als Summe von fünf Bi-

quadraten.

Darstellung dor Gleichung als Summe von fünf (Juadrateu.

Schreiben wir die Gleichung einer Curve vierter Ordnung in der

Form

u = uiklm x{ ock Xi xm ,

i,k,l, tH

wo sich die Summe erstreckt über die Werthe 1 , 2 , 3 der Indices , so

sind die Curven, welche wir hier betrachten wollen, charakterisirt durch

die Bedingung, dass die Determinante

f*lM2 MU22 13 MM 23 l*U S3

M 12I2 M1222 M1213 M 12 23 M
12 33

(j (
j _ M22ll W 22t2 "2222 M221Ü M22 23 M2233

M
I3 11

,( 13 12 M 1322 **13 13
M I3 23 M

13 33

,

M23 11 W23I2 W2322 M23 13 ^23 23 U23 33

.".MM "3312 ^3322 M33 13 %323 UM 33
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;ìK UcIxt fine (iiittiinj,' von Curvcu l
l " <Mtlnuu^.

welche eine Invariante ist, verschwindet. Bezeichnen wir die zum
Kiemente gehörige Unterdetermiuante von A mit J,*,/«,, so ist

Aik,im = Ai M ,u , und diese Grössen haben, weil A = 0, die Eigen-

schaft, dass sechs (irössen p(k
existiren, welche die Gleichungen

(2) A.kJm = pik plm i,k,l,m = 1,2,3

erfüllen.

Diese sechs Grössen p{k
kann man betrachten als Coêfficienten der

Gleichung einer Curve zweiter Classe K, welche dann eine zugehörige

Form sein wird.

Wir fassen nun die Polare eines Punktenpaares xy in's Auge,

d. h. die erste Polare des einen dieser Punkte in Bezug auf die erste

Polare des zweiten; deren Gleichung ist

2 % n k •*/ y,n *iktm = £ «u nk = o .

Diese Polare ist ein Kegelschnitt, dessen Coêfficienten sind:

Multipliciren wir mit ptk
und sumrairen nach i und k, so erhalten wir,

wegen der Definition der pik , die Gleichung:

(3) 2a
ik Pik

-0.
ZA-

Wenn umgekehrt die Coêfficienten a lf: eiues beliebigen Kegelschnittes

diese Gleichung erfüllen, so kann er als zweite Polare aufgefasst wer-

den. Denn aus den obigen Gleichungen, die dann nur fünf unab-

hängige darstellen, folgen fünf der Grössen:

als lineare Functionen der sechsten. Die Determinante dritten Grades

dieser sechs Grössen, welche bekanntlich verschwindet, liefert dann

eine Gleichung dritten Grades für diese sechste Grösse, wodurch diese

bestimmt ist. Wenn man sich erinnert an die von Herrn Hesse ge-

gebene geometrische Deutung der Gleichung (3), so erhält man den

Satz: Wenn ein gegebener Kegelschnitt Polare eines Punk-
tenpaares sein soll, so muss ein Polardreieck von K ihm
eingeschrieben oder eines seiner Polardreieeke K umge-
schrieben werden können. Es gibt dann 3 Punktenpaare,
als deren Polare der Kegelschnitt betrachtet werden kann.

Wir bezeichnen jetzt die Coordinateli von sechs beliebigen Punk-

tenpaaren mit xh
y
h {h — 1 , 2, 3, 4, 5, G) und multipliciren die Deter-

minante .1 mit einer andern, in der eine Zeile ist:

j } y* , .r* y\ -f ;»*
y\ ,

x\ y\ , x* y* + x* y\ , .'5 //} + x* yt , ;/* .

Wir erhalten auf diese Weise eine neue Determinante, in der die Eie- •

mente der /<
len Zeile entstehen aus:
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I cIm t fine Cì attune von (.'urvcn I
1 "' Ordnung.

2 '';>ji">u,n •

/ . M

indem man fur /
;

/. die YVerthe 1 , 2 , ."> setzt. Da diese Determinante

aber mit gleichzeitig verschwindet , so kann man sechs Coëflicieiiten

\>h
so bestimmen, dass

£pA
2irUm .'*!li = " 1,2,3.

a /,»*

Multiplicirt man diese Gleichung mit i/
(

>/A
und sumruirt nach / und /.,

so entsteht die identische (Gleichung:

A il/*

wo die ph
Functionen sind der Coordinateli der sechs Punktenpaare.

Diese Gleichung lehrt, dass die Gleichung der Polare eines

beliebigen Punktenpaares sich linear ausdrücken lässt

durch die Gleichungen der Polaren von fünf anderen be-

liebigen Puu ktenpaaren. Cnd wenn umgekehrt diese Eigenschaft

stattfindet, so zeigt die vorhergehende Ableitung, dass auch die In-

variante A verschwindet, den Fall ausgenommen, dass die Determi-

nante, mit der oben multiplicirt wurde, selbst verschwindet. Dies tritt

über ein, wenn die sechs Punktenpaare harmonische Polenpaare eines

und desselben Kegelschnittes sind; und in diesem specicllcn Falle gilt

der vorige Satz für alle Curven vierter Ordnung.

Die Coëfficienten ;>A
bestimmen sich am einfachsten, wenn man

die fünf Punkten paare passend wählt und zwar so, dass jedes Paar

ein harmonisches Polenpaar ist der Polaren der anderen Puuktenpaarc.

Dass sich solche fünf Polenpaare stets angeben lassen, zeigt sich leicht

mit Hülfe des Satzes: Wenn zwei Punkte .r, i/ harmonische Pole
sind der Polare zweier anderen Punkte | , >/, so sind umge-
kehrt |,u harmonische Pole derPolare von / .//, den die dop-

pelte Interpretation der Gleichung

2J £ Vi 1
, >t h

/ ,
—

ergibt. Denn man gehe von einem Punktenpaare 1 aus und nehme

ein harmonisches Polenpaar seiner Polare zum Punktenpaare 2. Den
einen Punkt des Paares ;3 kann man noch beliebig wählen, der zweite

ist aber dann bestimmt als Schnitt der Polaren des ersten Punktes

in Bezug auf die Polaren von 1 und 2. YVeun man nun zu den drei

Kegelschnitten 1 , 2 , i* die Jacobi'sche Curve construirt, so kann man
auf dieser eine unendliche Anzahl von Punktenpaaren angeben , welche

harmonische Pole sind der drei Kegelschnitte 1,2,,'». Eines dieser

wählen wir zum Punkten paare 4. Das fünfte Paar, welches harmo-

nisch sein muss zu den 4 jetzt construirten Kegelschnitten, ist drei-

deuti«*" bestimmt, wie ein Satz aus der Educational Times lehrt (cf.

Creile s Journal Bd. IW, p. 55;. Der vorhin augeführte Satz zeigt
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40 l'ehvv fini* (îuttuug von Curven Vr( Ordnung.

jetzt, dass die fünf Punktenpaare die Bedingung erfüllen, dass jedes

harmonisch ist zu den Polaren der übrigen. Wir nehmen diese fünf

Punktenpaare zu den Paaren r 1

, ;/
1

... xb
y

!>

}
setzen p6

= —
1 , und xy

für x^y6 . Dann bestellen die Gleichungen

(5) 2 <f vi *ï Vi t*iktm = 0 ,

wenn /*' nicht = h ist. Setzen wir nun in Gleichung (4), die jetzt

lautet :

S *i lik % Vm = SPa £ rj, nk •<? Vi
h

.e* + Xyh für rj und vergleichen beiderseits die Coëfficienten von A, so

erhalten wir, mit Rücksicht auf (5), die Gleichung:

2 '1 VÌ / Vm »ikim = Ph 2?*? *f j£ H tklm .

Bezeichnen wir jetzt der Kürze wegen

2*1 VÌ Vm »,um mit t/
A (.r.v),

so wird:

(
6

) ^ ^ **
x

t f-
Ä ^ rA

A

(^V)
' ^

•

Hiermit ist zugleich eine Bedingung gegeben für die Wahl der Puuk-

tenpaare. Da nämlich keiner der Nenner verschwinden sol], so darf

keines der Paare so gewählt sein, dass der eine seiner Punkte auf der

zweiten Polare des andern liegt.

Das sechste Paar x,y ist noch ganz willkürlich. Man kann also

auch den Punkt x mit */ zusammenfallen lassen und hat dann, wenn
man auch noch i\ — x setzt, für den ganz willkürlichen Punkt x die

Gleichung:

( 7) 2j x
i
t
a *t

x
<» ".-*/- = t( = 2jU

'

Die Gleichung der Curve ist also ausgedrückt als Summe
von fünf Quadraten. Wenn umgekehrt diese Darstellung möglieh

ist, so verschwindet, wie man sofort sieht, A. Addirt man nun zu

der obigen Gleichung XU^ixx)1
, wo X beliebig, so erhält man die

Gleichung des Curvenbüschels , dessen Curven die gegebene in den
Punkten berühren, wo sie von dem Kegelschnitt V. [x x) = 0 getroffen

wird. Da nun die so entstandene Gleichung sich noch als Summe von

fünf Quadraten darstellt und U
h
(xx) als Gleichung der zweiten Polare

eines beliebigen Punktenpaares angesehen werden kann, so hat man
den Satz: dass alle Curven vierter Ordnung, welche die ge-
gebene berühren in den Punkten, wo sie von der Polare
eines beliebigen Punktenpaares geschnitten wird, von der
hier betrachteten Art sind.
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Uebcr eiiu- Gattung von Curven i let Ordnung. 41

§• 2.

Darstellung der Gleichung derTurve als Summe von fünf

Biquadraten.

Zunächst muss ,ich einige Sätze anführen über die Polaren von

Punktenpaaren, welche in zwei Linien oder eine Doppelliuie zerfallen,

und welche Herr Clebsch a. o. a. 0. bewiesen hat.

Wenn die Polare eines Punktenpaares zerfällt, so sind die beiden

Linien, in welche sie zerfallt, harmonische Polaren des Kegelschnittes K
und zu jedem solchen Paare von Polaren gehören drei Punktenpaare

als Pole. Jeder Pol liegt auf der Determinante der ersten Polare

( Pol ardeterminante) des andern. Jede Tangente von K und nur

eine solche kann als eine in eine Doppellinie ausgeartete Polare und

zwar von drei Punkten pnaren betrachtet werden. Von den beiden

Punkten eines solchen Paares ist jeder ein Eckpunkt der in drei Gerade

zerfallenden Polardetenninante des anderen, und die ihm gegenüber-

liegende Seite dieses Dreiecks ist eben die Polare der beiden Punkte.

Alle diese Punkte liegen auf einer Curve vierter Ordnung S = 0 und

jeder Punkt dieser Curve kann Punkt eines Paares sein. Die Seiten

aller zerfallenden Polardeterminanten umhüllen also den Kegelschnitt K,

und jede Tangente ist Seite von sechs Dreiecken , während die Ecken

aller dieser Dreiecke auf S liegen und jeder Punkt von S Eckpunkt

von drei Dreiecken ist, deren Pole die Ecken seiner eigenen Polar-

determinante sind.

Betrachten wir nun irgend eine Tangente A
x
des Kegelschnittes K.

Diese muss nach dem Vorigen Seite von sechs zerfallenden Polardeter-

minanten sein, deren Ecken auf S liegen müssen. 12 dieser Ecken

sind also die Schnittpunkte von A
t
mit S und nach dem Vorigen liegen

in jedem dieser Schnittpunkte drei Ecken. Die Seiten der sechs Drei-

ecke gehen durch diese Ecken und berühren K, es sind also die Tan-

genten , welche man durch die Schnittpunkte von A
x
mit S an K noch

ziehen kann. Der Schnittpunkt je zweier ist ein Dreieckspunkt, der

also auf & liegen muss. Also bilden die vier Tangenten, welche
man durch die Schnittpunk te von .4, und S an K legen kann,
ein vollständiges Vierseit, dessen Ecken auf S liegen und
dessen Gegenecken die Pole der Tangente A

x
sind. Nennt

man die vier mit Hülfe von A
x
construirten Tangenten A2

A3 A x
Ahi

so erkennt man leicht, dass, wenn man von irgend einer derselben,

A
2

z. B., ausgegangen wäre, man gerade die A
{
A

z
A

i
Ab gefunden

hätte. Diese fünf Tangenten bilden also ein vollständiges

Fünfseit, dessen 10 Ecken auf S liegen. Die Polardeter-

minante irgend einer Ecke ist gebildet durch die drei Seiten,

welche nicht durch jene Ecke gehen, und die Polare zweier
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Ueber ein«-- (Jattung von Curven l , r Ordnung.

Ecken, in welchen sich vier Seiten schneiden, besteht nus
der doppelt zu rechne ndenfünften Seite. Die angegebene Con-

struction zeigt ferner, dass das Fünfseit durch eine seiner Seiten

oder eine seiner Ecken eindeutig bestimmt ist und dass
man *S' unendlich viele F ü nfse ite einschreiben kann, welche
K umschrieben sind.

Man theile nun die 10 Eckpunkte des Fünfseits so in fünf Paare,

dass jeder »Seite des Fünfseits die Punkte eines Paares als Pole ent-

sprechen. Bezeichnet man mit iJ,
ij
h die Pole der Seite A

A , so ist also

(*) 2? A vi % nm «iklm = A
hw

das Quadrat der Gleichung dieser Seite. Es besteht dann die Glei-

chung (b)

2j* ?/* xf £ aiktm = A
a {j*) A

AW) = 0
,

weil stets einer der Pole von A
k

. auf der Seite A
h

liegt. Die fünf

Punktenpaare können also an Stelle der im vorigen §. gebrauchten

treten und man erhält so die Gleichung:

Hiermit ist gezeigt, dass die Gleichung unserer Curve sich
darstellen liisst als Summe von fünf Biquadraten und dass
das Verschwinden der Invariante A nothwendige und hin-
reichende Bedingung dazu ist.

Durch Addition eines Gliedes qA
a

(j-)
a erkennt man, dass alle

Curven vierter Ordnung, welche diese vierpunktig berüh-
ren in den Punkten einer Tangente von A', Curven der gl ei -

chen Art sind, wie die gegebene.
Die obige Darstellung verliert ihre Gültigkeit, wenn einer der Nen-

ner verschwindet, d. h. wenn einer der Pole einer Seite in diese selbst

fällt. Dies kann nur dann eintreten, wenn zwei Seiten eines Fünfseits

-.»•* zusammenfallen. Fallen z. B. die beiden

Seiten I und IV der Figur zusammen, so

rücken die Punkte //'.t'.t;
2 unendlich nahe

'•'*
resp. au die Puukte'.r 1

yV, d. h. die Li-

nien II, 111, V werden Taugenten von >S.

Da I und IV zwei unendlich nahe Tan-

genten von Ä" sind , so muss ihr Schnitt-

punkt, der aufS liegt, zugleich aufK liegen

.

Und qmgekehrt ist unschwer zu erkennen, dass jedem Schnittpunkte

von A' und S ein Fünfseit entspricht, in welchem zwei Seiten zusam-

menfallen
, so dass deren Zahl acht beträgt. Jede den Curven S und K

gemeinsame Tangente liefert ebenfalls ein Fünfseit mit zusammenfallen-

den Seiten, das aber ausser ihr noch zwei andere solche Tangenten
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lieber eine Oiittung von Curvon 4 l" Ordnung.

enthält. Die Anzahl derselben wird also auch hier = -- = 8 , wie

oben. Diese Uebereinstimmung zeigt auch , dass S keinen Doppelpunkt

hat. Es gibt also acht Fünfseite, in welchen zwei Seiten

zusammenfallen. Diese Seite schneidet S in vier Punkten,
von welchen einer auf K liegt. Die Taugenten, die mau in

den drei anderen Schnittpunkten an S legen kann, sind die

drei anderen Seiten des Fünfseits, und ihre drei Schnitt-

punkte liegen also auf S.

Betrachten wir nun die erste Polare eines beliebigen Punktes y.

Die Gleichung derselben ist:

Z v x.x.x u... = 0 .

Soll diese Polare einen Doppelpunkt haben in so muss

2 Vi Xk Uiktm = «1^ + ««
ik

Sa. sr. — 0,

S ft x. = 0

sein. Die Tangenten des Doppelpunktes müssen also reciproke Polaren

von K sein. Fallen die beiden Tangenten zusammen, so müssen sie

diesen Kegelschnitt berühren. Der Pol y und der Rückkehrpunkt x

seiner Polare müssen dann also Punkte von >S' sein, deren Polare in

eine Doppelgerade degenerirt. Da aber x auf dieser Geraden liegen

mass, so kann die Rückkehrtangente nur eine solche Seite eines Fünf-

seits sein, mit welcher eine andere zusammenfällt, y ist dann einer

der zu dieser Seite gehörigen Pole. Es folgt also hieraus: In einem
der acht Fünfseite, in welchem zwei Seiten coincidiren, ist

diese Seite Rückkehrtangente von drei ersten Polaren.

Die Pole dieser Polaren sind die Schnittpunkte der drei

übrigen Seiten und jede dieser berührt «Sin dem Rückkehr-
punkte der Polare des ihr gegenüberliegenden Pols. Es

gibt also, wie bekannt, 24 Polaren, welche Rückkehrpunkte haben.

Die Rückkehrpunkte selbst aber sind die Schnittpunkte von .S mit der

Hesse'schen Curve, wie HerrClebsch gezeigt hat. Diese beiden

C'urven schneiden sich also in 24 Punkten, welche je zu

dreien auf acht Geraden liegen. Die Gleichung 24 ,cn Grades,

welche diese Schnittpunkte liefert, wird sich also mit Hülfe einer Glei-

chung achten Grades und Gleichungen dritten Grades lösen lassen.

Die acht Geraden bilden eine Curve achter Ordnung, welche mit

einer zweiten Curve achter Ordnung, die besteht aus der Hesse'schen

Curve und dem Kegelschnitt K, ü4 Punkte gemein hat, von welchen

32 auf der Curve vierter Ordnung »S liegen. Nach einem bekannten

Satze liegen also die übrigen 32 auf einer zweiten Curve vierter Ord-

nung S
x

. Da aber jede der acht Geraden den Kegelschnitt K in zwei
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44 Ueber eine Gattung von Curven 4ter Ordnung.

unendlich nahen Punkten schneidet, von welchen einer nur auf S liegt,

so wird der andere auf »S', liegen müssen, d. h. *S' und £>, schneiden
sich in 16 Punkten, von welchen 8 auf dem Kegelschnitt K
liegen. Die übrigen 8 liegen dann auf einem zweiten Kegelschnitte.

Zwischen den 5 Covarianten: der Hesse'schen Determinante der

Gleichung K' = 0 des Kegelschnittes in Punktcoordinaten, dem Pro-

duct der acht Geraden , welches wir P nennen wollen , und den beiden

S und jS, findet also eine Gleichung statt von der Form :

S.S
X
+ XP = pJ.K',

in welcher, wie leicht ersichtlich, X und fi reine Zablenfactoren sind.

§.3.

Ableitung aller Transformationen aus einer bekannten.

Die Ausführung der Transformation der Gleichung der Curve in

eine Summe von Biquadraten erfordert, wie das Obige zeigt, die Losung

einer Gleichung vierten Grades und eines Systems linearer Gleichungen.

Wenn aber eine Transformation bekannt ist, so braucht man, um die

übrigen zu finden , nicht mehr auf die Gleichung der Curve S zu recur-

riren, sondern man kann eine Gleichung fünften Grades mit einer

willkürlichen Grösse aufstellen , welche alle anderen Transformationen

liefert. Man kann bekanntlich die Gleichung einer Tangente des Kegel-

schnittes K darstellen in der Form a -\~ bX -f- cl* = 0, wo X ein Para-

meter ist. Bezeichnen wir die Parameter, welche den fünf Seiten eines

Filnfseits zugehören, mit X^ ... Xb} mit vi, = 0 die Gleichung der

* Seite, deren Parameter A, ist, und setzen

(X-X^iX-X,) ...{X-X
ò )
= f(X) }

so wird durch

V fa,) ('/-*,)

das Quadrat der Gleichung der zum Parameter l
k
gehörigen Tangente

dargestellt. Schreiben wir die fünf Gleichungen an, welche zu den noch
zu suchenden Parametern 7, . . . lb gehören , und lösen die Gleichungen
auf (vergi. Baltzer, Determ., p. 88), so folgt:

wo
!>(<) = (l-l,)(l-h)---d-h)

gesetzt ist.

Ist nun die Gleichung unserer Curve vierter Ordnung in Bezug
auf das Fünfseit der A

« = 2 Q, A\ = 0

,
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Ueltor eine fJattung von Ciirven 4'" Ordnung. 45

so wird sie ausgedrückt in den Ii

V V V MùMk)

t

Sollen nun die B wieder ein Fünfseit darstellen, so müssen die Pro-

tluete li\ h\ fortfallen und also die Gleichungen bestehen :

2 Q.U^i? ,
= 0

»
h ,lic,,t gk'ieh k .

hi* A* •

Diese 10 Gleichungen können aber zusammen bestehen, denn sie

entstehen durch Subtraction je zweier der fünf Gleichungen:

2 p.»

w

2 /ii.=c , * - 1
...ß,

wo p willkürlich ist. Bestimmt man aus diesen fünf Gleichungen

P, y so ergibt sich

Die im zweiten Gliede auftretende Summe ist aber nach einem be-

kannten Satze der Partialbruchzerleguug = 1 und also

Führt man diesen Werth in die obige Gleicliung ein, so ergibt sich

endlich in

eine Gleichung, die durch l
k

erfüllt sein muss und also für jeden Werth

von fi die fünf Parameter der Seiten eines Fünfseite liefert, welches

die gewünschte Eigenschaft besitzt. Da die Discriminante einer Glei-

chung fünften Grades vom achten Grade in den Coöfticienteii ist, so

ergibt sich auch hier, dass 8 Fünfseite existiren, in welchen zwei Seiten

zusammenfallen.

Untersuchung der Covariante S.

Bilden wir nun mit Zugrundelegung der Form (9) die Gleichung

tier Curve S. Wenn wir für die Coëfficienten einer ternärcn biqua-

dratischen Form symbolisch Potenzen und Producte von G rossen a,b,c,tl

einführen, so wird nach Herrn Ar on hold der symbolische Ausdruck

von ,S' gegeben durch

6S = abeti (abc) (ab ti) (actC) (he ti)
,

wo a = a
x
Xy -\- a

2
x
2 -f- uu^ (" & c) = S + "1 1>> r

-.i

gesetzt ist.

Schreiben wir, wie im vorigen u in der Form
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<< = :>;M,4

,

und bezeichnen mit (ìhk) die Determinante der drei Formen A,, Ai, , A/,,

so findet man, abgesehen von einem Zahlenfaetor :

dl) N = p, p, p, p4
( 12:3) (124) (134) (234) .1, A, A, A,

+ p, p2 p3 p, H23) (125) (135) (235) A
ì
A , A, A,

+ p, p2 p, p, (124) (125) « 145) (245) J, A.. A
t

.1,

+ P. 9i Qi Qs (l.W (135) (145) (345) J, .1, .1, .1,

+ p2 p, p4 p, (234) (235) (245) (345 1 A, A
3
A, A,

,

wofür wir abkürzend sehreiben wollen:

(11*) S = /•, vi, A, A, A
t + J, .1, -1, J, + . . .

Die Curve >S geht also, wie dies sein muss, durch die Ecken des Fünf-

seits der A . Die Gleichung der Tangente an .S im Schnittpunkt«* der

Seiten .1, = 0 und .1, = 0 findet sich

Stellt man ebenso die Cîleicliungen der Tangenten auf für die beiden

Ecken .1,=<> J
{
= 0, und yl.,= 0 J, = 0, so erkennt man leicht,

dass diese drei Tangenten die gegenüberliegenden Seiten in drei Punk-

ten einer geraden Linie schneiden. Man kann folglieh einen
Kegelschnitt beschreiben, der die Curve S in den Ecken
eines Üreiseits des fünfseits berührt. Die Gleichung dieses

Kegelschnittes wird

il = A, A, -f k, A, A
{ -f- /,-, A

x
A , « 0

,

wahrend S die Form annimmt
S = A, A, A, (/,

4
A + Z-

5
A

t) -f A, A
:,

. H .

Diese Gleichung zeigt, dass der obige Kegelschnitt S noch in

zwei weiteren Punkten trifft, deren Verbindungslinie durch
den Schnittpunkt der beiden anderen Seiten des Fünfseits
geht und dort .S berührt. Diese Ableitung verliert ihre Gültig-

keit, wenn zwei Seiten des Fünfseits zusammenfallen. Die Betrach-

tung der Figur zeigt dann aber sofort, dass drei der Kegelschnitte,

welche den vier dann existirenden Dreiseiten entsprechen, in zwei

Linien zerfallen. Dass man um das vierte Dreiseit, dessen Seiten in

den Schnittpunkten der zusammenfallenden Seiten S berühren, einen

Kegelschnitt legen kann, von dem der obige Satz gilt, zeigt sich niit

Hülfe des bekannten Theorems: Wenn man in den Schnittpunkten einer

Curve n ,Pr Ordnung und einer Geraden die Tangenten an die Curve

legt, so schneiden diese die Curve noch in n(n—2) weiteren Punkten,

welche auf einer Curve (n — 2)
,cr Ordnung liegen.

Wir haben nun oben gesehen, dass zu einem Punkte von S ein

einziges Fünfseit gehört. In diesem Fünfseit ist ein Dreiseit dadurch

ausgezeichnet, dass seine Seiten nicht durch jenen Punkt gehen. Der
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VeUr cine Gattung von Curven 4,er Ordnung. 47

obige Satz zeigt dann, dass der Kegelschnitt , welcher S in den Ecken

des Dreiseits berührt, noch in zwei Funkten schneidet, die auf der

Taugente des gegebenen Punktes liegen. Wir wollen das Dreiseit und

den Kegelschnitt als zu dem Punkte gehörig bezeichnen. Betrachtet

man nun die zu zwei Punkten von S gehörigen Kegelschnitte und

lässt den einen Punkt stetig seine liage verändern, so wird auch der

zugehörige Kegelschnitt sich stetig ändern, und wenn der eine Punkt

mit dem andern zusammenfällt, so werden die beiden Kegelschnitte

auch zusammenfallen. Denn wenn dies nicht der Fall wäre, so würden

zwei Kegelschnitte existiren, welche zu einem Punkte gehörten, was

unmöglich ist. Die zu den verschiedenen Punkten von *S ge-

hörigen Kegelschnitte bilden also nach dem von Herrn
Hesse (Grelle s Journal Bd. 49, p. 243 ff.) aufgestellten Begriffe

ein und dasselbe System.
Betrachten wir nun zwei Punkte a und // von S. Da die beiden

zugehörigen Dreiseite dem Kegelschnitte À' umschrieben sind , so liegen

ihre Ecken auf einem zweiten Kegelschnitte Cr. Dieser schneidet S

noch in zwei weiteren Punkten. Um deren Lage zu finden, betrach-

ten wir die zu a und h gehörigen Kegelschnitte Jf und H' zusammen

als eine Curve vierter Ordnung und den doppelt gerechneten Kegel-

schnitt Vr in Verbindung mit den beiden Tangenten T und T', die man
in a resp. /* an S legen kann, als eine Curve sechster Ordnung. Von

den »Schnittpunkten dieser Curve mit der Curve vierter Ordnung S liegen

dann 16 auf der Curve ////'. Nach einem bekannten Satze von Caylev
u f. Cremona, ebene Curven, p. 6">) liegen also die übrigen auf einer

Curve zweiter Ordnung. Diese acht Punkte sind aber «lie zwei Paare

». d von unendlich nahen Punkten, welche der doppelt gerechnete

Kegelschnitt G ausser den Berührungspunkten von // und 11' noch

mit S gemein hat, und die zw^ei Paare a ,
b von unendlich nahen Punk-

ten, in welchen Tund T' schneiden. Es müsste also ein Kegelschnitt

existiren, welcher die Curve »S in den willkürlich gewählten Punk-

ten n , b und in noch zwei anderen e, d berührte. Dies ist aber nicht

möglich , weil schon die Zahl der Berührungske.gelschnitte, welche in

einem Punkte berühren, eine endliche ist. Der Kegelschnitt muss also

zerfallen. Aber auch der Fall von zwei Linien ist zu verwerfen, weil

sonst durch einen beliebigen Punkt von S eine Doppeltangente zu legen

wäre. Es bleibt also nur der Fall übrig, dass der Kegelschnitt eine

Doppellinic ist. Wir haben somit den Satz: Wenn man zu zwei

Punkten a und b von *S' die zugehörigen Kegelschnitte con-

st ruirt, so liegen deren Berührungspunkte auf einem Kegel-
schnitte, der S in zwei weiteren Punkten r

}
d schneidet.

it
,
b

y
c, d liegen dann auf einer geraden Linie. Es folgt hier-

aus noch, dass, wenn man in der Construction ausgegangen
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48 Ueber eine (Jattung von Curven 4 ,rr Ordnung.

wäre von den beiden Punkten e , d , man die Punkte a
y
b er-

halten hätte, und Wenn man durch zwei Punkte a , b von S.

eine gerade Linie legt, welche .S noe Ii in den beiden Punk-
ten e, d trifft, so schneidet der Kegelschnitt (r, welchen
man durch c, d und die Ecken des zu a gehörigen Drei se its

beschreiben kann, S noch in drei Punkten, welche die Ecken
ties zu b gehörenden Dreiseits sind.

Die oben benutzte l'eberlegung verliert ihre Gültigkeit, wenn a

und b Berührungspunkte einer und derselben Doppeltangente sind.

Dann berührt aber der zu a gehörige Kegelschnitt in // und umge-

kehrt, und beide Kegelschnitte sind also Berührungskegelsehnitte, die

in allen Punkten berühren, wo sie S treffen. Da sie aber in ihrer

früheren Bedeutung zum gleichen System gehören, müssen sie auch

demselben System von Berührungskegelschnitten angehören. Nach
einem Satze von Herrn Hesse (Creile 's Journal Bd. 49, p. 2G2)

liegen also die Berührungspunkte wieder auf einem Kegelschnitte. Es
tritt daher zu dem obigen Satze noch die Ergänzung hinzu: Sind die
beiden Punkte a , b Berührungspunk te eiuer Doppeltangente,
so geht der Kegelschnitt, den man um die Ecken der zuge-
hörigen Dreiecke legen kann, durch die nämlichen beiden
Punkte a, b hindurch.

Da die Gleichung von *S auch geschrieben werden kann:

S = A
&

. H, + *
a
A

x
A, A, A

k
= 0

,
-

wo H-
t
die Gleichung:

/,-, A2 A :]
A

x -f- l'i A
x

A
:i
A

A
/.-., A

x
A

2
A

x -f- l'\ <A
2
A.A = O

einer Curve dritter Ordnung bezeichnet, so sieht man, da ss «S von
einer Curve dritter Ordnung berührt wird in den Ecken
eines Vierseits. Da das Vierseit durch eine Tangente an A' ein-

deutig bestimmt ist, so folgt, dass alle Beriihruugscurven dritter Ord-

nung derart einem Systeme angehören. Die hier auftretende Curve

H
b

hat noch eine besondere Bedeutung. In der allgemeinen Theorie

tritt eine Zwischenform auf, deren Symbol ist:

Su = (if ab) (uac) {übe) (a b c) abc ;

führen wir hier unsern Ausdruck (9) für u ein, so erhalten wir, ab-

gesehen von einem numerischen Factor:

S
m
= 2 Qx Ql Qu (*Xp) (««A) (uxp) (uXn) A

M
A

k
A

ti ,

xlfi

wo die Summe ausgedehnt ist über die Combiuntionen ohne Wieder-

holungen der Zahlen 1 , 2 , 3 , 4 , 5 zu je dreien , und wo (u x X) die

Determinante von A x ,
A

x
und der Form m,*, -f ti rr., -f- u t

u.
x
bezeichnet.

Setzen wir für "j di° Coordinateli der Linie A.
tf so geht, wie

man sieht, tiu über in//Ä . Da A
:>

eine beliebige Tangente des Kegel -
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Schnittes K darstellt, so folgt mit Rücksicht auf die a. a. O. gegebene

Bedeutung von >S'„ der Satz: Die Punkte, deren erste Polaren
von einer gegebenen Tangente des Kegelschnittes K in sol-

chen Punkten geschnitten werden, dass die in den Schnitt-
punkten an die Polare gezogenen Tangenten sich in einem
Punkte schneiden, liegen auf einer Curve dritter Ordnung,
welche S in den Ecken des zur gegebenen Tangente gehö-
rigen Vierseits berührt.

Bezeichnen wir mit p einen beliebigen linearen Ausdruck der Coor-

dinateli, so stellt die Gleichung

qS + J, A, J, .1, A. = 0

eiii ganzes Netz von Curven fünfter Ordnung dar, dessen
Curven alle in den Eckpunkten eines Fünfseits »S berühren.
Die Eckpunkte zweier Fünfseite gehören zum gleichen
»System von Berührungspu nkten. Denuda die Eckpunkte durch

einen unter ihnen eindeutig bestimmt sind, so müssen sie alle zusam-

menfallen, wenn man einen Punkt des einen Fünfseits durch stetige

Acnderung mit einem des anderen zur Deckung bringt.

Zum Beschlüsse dieser Betrachtungen will ich noch den folgenden

Satz anführen:

Wenn eine gegeben e Curve vierter Ordnung die Eigen-
schaft hat, dass man ein vollständiges Fünfsei t beschrei-

ben kann, dessen Ecken alle auf ihr liegen, so kann man
sie betrachten als C o varianteneur ve S zu einer anderen
Curve vierter Ordnung, von der in 1. charakterisirten

Art. In der That kann dann, wenn mit vi, ... A
T)

die Gleichungen

der Seiten bezeichnet werden, die Gleichung der Curve stets in die

Form gesetzt werden:

0 = 9t'A, A,s
A

x
A.

t -f ç i
'A

l
A

l
A

i
A

:t -f ç.;A
x
A

7
A

A
A

h -f o,M, A,A
:t
A

:>

wo die p,' . . . p-/ bestimmte Coëfficienten sind. Die Vergleichung mit

der Form (1 1*) der Gleichung von S zeigt aber dann sofort, dass dieses

die Covariante S ist zu der Form:

A\ + **. Ai + A\ + k
'\ A\ + k

\ A\ .

Es gelten somit alle hier bewiesenen Eigenschaften von S allgemein

für jede der Curven der im letzten Satze bezeichneten Art. Einen

Satz hebe ich noch hervor, der aus dem Vorigen sich sofort ergibt:

Wenn man einer Curve vierter Ordnung ein Fünfseit ein-

schreiben kann, so kann man ihr unendlich viele einschrei-

ben, deren Seiten alle einen Kegelschnitt berühren.

Nach einer blossen Abzahlung könnte es scheinen, dass es stets

möglich wäre, einer Curve vierter Ordnung ein solches Fünfseit ein-

Mathemutiicbc Annale» I

Digitized by Google



50 Ueber eine Gattung von Curven 4lfr Ordnung.

zuschreiben. Der vorletzte Satz zeigt, dass dies nicht richtig ist , denn

eine allgemeine Curve vierter Ordnung müsste dann von einer anderen

mit nur 13 Constauten abhängen , was unmöglich ist.

Ausnahmefälle.

Die Resultate, welche in den vorhergehenden §§. erlangt sind,

stützen sich auf die Voraussetzung, dass der Kegelschnitt K nicht zer-

fallt. Wir wollen nun noch in Kürze die Aenderungen angeben welche

eintreten, wenn diese Voraussetzimg nicht mehr gültig ist.

Der Kegelschnitt K möge zunächst bestehen aus zwei Punkten a

und b. Damit dies der Fall sei, muss die Determinante der pik
ver-

schwinden. Die Coordinaten dieser beiden Punkte genügen dann den

Gleichungen :

2 «i l>k Kiklm = 0 , / , Hl = 1 , 2 , 3 ,

». *

welche sofort aussagen, dass die erste Polare von a im Punkte b,

und die von b im Punkte a einen dreifachen Punkt be-
sitzt, d. h. dass diese Polaren in drei gerade Linien zer-

fallen. Beziehen wir nun einen Punkt durch seine Coordinaten xijz

auf ein Dreieck, dessen Ecken u =0 y = 0 und .<: = <) i = 0 in

den Punkten a und b resp. liegen , während die dritte Ecke einer der

Punkte ist, in welchen sich die Polare von a und die von b schneiden,

so ist die Gleichung der ersten Polare von « «3
= 0, wo nun «3 eine

binäre Porin der Variabein .// und z ist. und ebenso ist die Polare von

b «
2
= 0 und n.

t
enthält nur die Variabein jc und y. Wenn wir also

die gewöhnliche Bezeichnungsweise der dritten Differentialquotienten

von u anwenden, so ist

und die Gleichung der Curve kann in die einfachere Form gesetzt werden :

(12) ax l

-f Inf + rz x + Ab'xxß + 4c'xz :i + G ft" x* if + CrW = 0.

Berechnet man nun den Ausdruck von S nach der von Herrn A roll-

ìi old gegebenen Darstellung, so folgt, mit Berücksichtigung der obigen

Gleichungen und mit Fortlassuug eines Zahlenfactors:

(13) S = («
7m - « ll2 . «222) ("

2
i:n ~«nr »m) •

Der erste Factor n 2
in — u lv , . u.iTJ ist die llesse'sche Determinante der

binären Form u.lf der zweite dieselbe Covariante von n
x
. Wir sehen

also, dass hier die Covariante S in zwei Liniénpaare zer-
fällt, die ihre Scheitel in a und b haben und die cyclisch-

p r oj e c ti v i s c h e n Linien sind zu d e n L i n i e n , welche die ersten
Polaren von b und a bilden. Wo der Ausdruck cyclisch-projec-
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tiviseh nach Herrn Clebsch (Crei le 's Journal Bd. (>8, p. ll>7) ge-

braucht ist, um die bekannte Beziehung anzudeuten, in welcher die

Linien der H es s e 'sehen Determinante zu den Linien der Form selbst

stehen. Es ist nun aus der Theorie der binären Formen dritten Grades

bekannt, dass durch Einführung der Factoren der H es se 'scheu Co-

variante als neuer Variabelen die Form sich darstellt als Summe zweier

Guben. Setzt man also — u
[ri u2TS

= Y
t
Y

2 , wo Y
t
Y

2
lineare

Ausdrücke in x und y, so wird

«, -uY\ + ßY>,
und ähnlich geht uÄ über in

«3 = a'Z\ +ß'Z\ .

wenn wir « 2
I13
— u ns f< 333

= Z
{
Z., setzen. Durch Integration ergibt

sich hieraus fur n die Form:

(14) » = A'a > + Ji
t y\ + B, y; + (\ z\ + c, z\ ,

so dass sich auch jetzt noch u als Summe von fünf Biquadraten dar-

stellen lässt. Aus dieser einen Darstellung lassen sich noch unendlich

nel andere ableiten. Man kann nämlich entweder die binäre Form

A'** + n
{
Y\ + il, y;

oder die Form
A'x* + (\Z\ + V,Z\

wieder auf unendlich viele Arten als Summe von drei Biquadraten dar-

stellen , und erhält dann neue Ausdrücke für «. Die in einer solchen

Darstellung angewandten Linien scheiden sicli in zwei Gruppeu von

zwei und drei Linien. Das Linienpaar der ersten Gruppe hat seinen

Scheitel in einem der beiden Punkte a , b und ist identisch mit dem
von hier ausgehenden Linienpaar von &. Die drei Linien der zweiten

Gruppe gehen dann durch den zweiten Punkt.

Die iu (14) gegebene Darstellung wird unmöglich, wenn die Po-

lare von b z. B. aus drei Linien besteht, von welchen zwei zusammen-

fallen. Dann kann man u
2

nicht mehr auf die oben angenommene

Form bringen, sondern mu3S setzen

u, = Y] Y, .

Hieraus folgt für den von y abhängigen Theil von m die Form:

Ii Y] y
2 + Ii' Y\ .

Dagegen lässt sich u sogar als Summe von vier Biquadraten darstellen,

wenn die Polare eines der Punkte a, b, des letzteren z. B., aus drei

zusammenfallenden Linien besteht. Denn da m
2
dann in die Form ge-

bracht werden kann

so hat u den Ausdruck

4'-

9
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52 Ueber eine (îattung von «'urven 4 1" Ordnung.

der sich durch den oben schon angewandten Process noch auf unend-

lich viel«» andere Formen bringen lüsst.

Eine Darstellung der Gleichung der Curve als Summe von vier

vierten Potenzen tritt auch dann ein, wenn in dem Ausdruck (14) die

Constante .1' verschwindet. Dieser Fall unterscheidet sich aber von

dem vorhergehenden dadurch, dass die Gleichung u — 0 sich nur auf

eine Weise in diese Form bringen lässt. Denn eine zweite könnte nur

daraus hervorgehen, dass man die Summe zweier der vorkommenden

vierten Potenzen noch in anderer Weise in der gleichen Form aus-

drückte. Dies ist aber unmöglich; denn wenn eine binäre Form vier-

ten Grades als Summe von zwei Biquadraten dargestellt werden kann,

so ist dies nur auf eine Weise möglich. Was nun die Bedingungen

dieses Falles betrifft, so erkennt man leicht, dass, wenn mau die

Schnittpunkte der zwei Linienpaare, welche »S bilden, bezeichnet mit

u' b' , n" Ii"
, die Polaren des Punktenpaares a' f/ und die des Punkten-

paares u" h" unbestimmt werden; und umgekehrt, wenn dies der Fall

ist, so zeigt die Gleichung (14), dass A' = 0 ist. Ks findet daher

nicht nur die Gleichung statt

v <ti l>k u t i.t,M = n .

sondern auch die beiden andern

!'((', l>k Uiktm = 0 ,

2' «/' b'i' Uiktm = 0 .

Wenn andererseits diese Gleichungen bestehen, so zeigt die Unter-

suchung am Beginn dieses §., dass a,h
,
a',b'

,
a",h" Doppelpunkte

von S sein müssen, d. h. dass in der That vier dieser Punkte die

Schnittpunkte zweier Linieupaare sind, welche von den beiden anderen

ausgehen. Die Gleichungen oben aber sind nur möglich, wenn die

Auflösungen liefern von der Form

Pik = Pik + 1 VU
,

wo A beliebig ist. Dann kann man in der That auf drei Arten X so

bestimmen, dass der Kegelschnitt AT ein Punktenpaar wird. Auflösungen

von dieser Art setzen aber bekanntlich voraus, dass ausser der Deter-

minante der Gleichungen auch noch sämintliche erste Unterdetermi-

nanten verschwinden, während mindestens eine zweite Unterdeter-

minante nicht gleich Null sein darf. (Vergi. Baltzer, Determ. p. t>2.)

Ohne mich bei den anderen leicht zu übersehenden AenderunLren

aufzuhalten, die noch eintreten können, will ich noch den Fall betrach-

ten, dass der Kegelschnitt K zerfällt in einen doppelt zu rechnenden

Punkt a. Daun bestehen die Gleichungen

2«i ",/./,* O
,
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welche aussagen, dass die Curve einen dreifachen Punkt hat

in a. Dass auch der umgekehrte Schiusa berechtigt ist, ist klar; es

ergibt sich hieraus der Satz: Wenn eine Curve vierter Ordnung
einen dreifachen Punkt haben soll, so muss erstens die

Determinante A verseli winden. Dann sind die Unterdeter-
minauten Producte je zweier von sechs Grössen/» ... Es müs-
sen dann zweitens sämmtliche Determinanten zweiten G ra-

des verseli winden, welche man aus diesen pik
bilden kann.

Dieser Satz ist ein speeieller Fall eines allgemeinen , welcher für

Formen geraden Grades von beliebig vielen (n) Variabein gilt. Soll

eine solche Form 2;>
len Grades eine (p-\-\) fache Lösung besitzen, so

muss ein System von (n
f p) Formen p

lca Grades gleichzeitig annullili

werden , wo (» , p) = " * + 1 7 " + v~ 1

• Diese Zahl ist aber die

Anzahl der Glieder einer Form p
u " Grades. Aus den aufgestellten

Gleicliungen kann man also die Variabein eliminiren, und erhält als

erste Bedingung, dass eine Determinante verschwinden muss, welche

der J , die wir hier betrachteten, ganz analog gebildet ist. Die ersten

Uiiterdeterminanteu dieser Determinante sind dann Producte je zweier,

von htfp) (irössen, die mau als die Coêfficienten einer zugehörigen

Form j/
cn Grades auffassen kann. Wenn diese zugehörige Form eine

p
,c Potenz eines linearen Ausdrucks ist , so geben die Coëfhcienten dieses

Ausdrucks die Werthe der Variabein, für welche die (2>+l) fache Lö-

sung stattfindet. Die gesuchten Bedingungen lassen sich also auf-

stellen, wenn man die Bedingungen angeben kann, dass eine Form

j/
tn Grades die jw

,c Potenz eines linearen Ausdrucks ist.

Heidelberg, den 27. Juni 18G8.
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Note on the Solution of the Quartic Equation «tr+ 6ßll= 0.

By A. Cayley.

If U denote the quartic function (a, b, c, rf, c) (.r, y)
1

, 11 its

Hessian

= (oc — b*, 2 (ad — be), ae-{-2b(i—3c2
,
2{br—c<r), w— <P*) (.*:, y)*

}

a and ß constants, then we may find the linear factors of the func-

tion a U -f- 0 ß 11 (or what is the same thing solve the equation

a U -j- GßH=i)) by a formula almost identical with that given by
me (Fifth Memoir on Qualities, Phil. Trans, t. 148 (1858) see p. 446)
in regard to the original quartic function U.

In fact (reproducing the investigation) if /, J are the two in-

variants, 31 — *jtJ 0 the cubicovariant

= (—«'</+ 3 «l*— 2fcs
,
&c) U, yf,

then the identical equation JIP— IU'H + 4 IP = — <J>
2
, may be

written (1, 0, — 31,3V) (IH,JVy = -- j/3 4>î
)
whence if a,

f

«ire the rools of the equation (1, 0, — 31, il/) (w, 1)
3= 0, or what is

the saine thing o3 — 31 (a— 1) = 0; then the functions

IH—to
x
JÙ, IH— ta

2JU, IH—<o3JU
are each of them squares: writing

(«, — «
3 )
(IH— a

x
JU) = X 2

(©.. — »,} (III—a,Jir)= Y 2

(o, - fl>
2 )

(itf— ©a Jtf) = 2»,

so that identically X 2 + Y 2 + ^ = 0, the expression «X+ ßY+yZ
will be a square if only «2

-f- ß
2 + y

2 = 0. (To see this observe

that in virtue of the equation X 2
-f- Y 2 + £ 2 = 0, we have

X -j- /' y , X — / Y each of them a square, and thence

«X + ßY + j>Z

= i (« + I X - ,* Y) -f H« - »'«
(x - i y) — y • A"' +'T 2

.

is a square if the condition in question be satisfied.)

Hence in particular writing

Ya2— Yal -f- i>ßio
t
J, / w, — w., fui + (jßa

sJ
for a, y, we have
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Un the solution of a «juartic equation. Ôf»

(«», — «3 ) yai + a/Jo,j ///// 4- h—
+ («a, — »

a ) /«/ + Gßoyf j/ui + ©3«/r

a perfect square, and since the product of the four different values is

a multiple of (all + 6ßH)2 (this is most readily seen by observing

that for «r+ 6ßH=0, the irrational expression omitting a factor

is (w^ — (aJ -+- §ß(o
{
J) -f • • • -f- (w,—

o

2 )
(a/ -f- 6ßa :i

J), which

vanishes identically) it follows that the expression in question is the

square of a linear factor of all -f- CißH.

It thus appears that the radicals (other than those arising from

the solution of U = 0) contained in the solution of the equation

aU+(ißH = 0

are the three roots

l/aT+ üßcüiJ ,
}/aI"+Üßa

2J , tfalT+XSßfoJ .

Cambridge, 2™' September 1868.
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Uebcr die Theorie der ternären eubischeu Formen.

Von A. Clebsch und l\ Gordan in Gikssen.

Eine typische Darstellung der ternären eubischeu Formen hat,

auf Grund seiner Erweiterung der Herrn iteschen Theorie der „formes

associées," Hr. Bri ose hi in den Comptes Rendus von ÎSGIÎ, erste Hälfte,

p. 661 gegeben. Der vorliegende Aufsatz hat den Zweck, die Resultate

des Hm. Brioschi, oder vielmehr eine der seinigen ähnliche typische

Darstellung aus der Theorie der ternären eubischeu Formen zu ent-

wickeln, und die dabei auftretenden Gestalten mit dieser Theorie in

Zusammenhang zu bringen. In diesem Sinne wird das Folgende viel-

leicht für Diejenigen nicht ohne Interesse sein, welche der Theorie

dieser Formen ein näheres Studium widmen.

§• I-

Grund fornichi.

Wir adoptiren im Folgenden grösstenteils die Bezeichnungen des

Hrn. Aron hold. Sei f die gegebene Function dritter Ordnung von

und
^ = 6 2M- fufnh,.

Als zusammengesetzte Function benutzen wir xf— Az/, und haben

dann nach A ronhold (indem nur das Vorzeichen des Coefficienten

von A geändert ist):

dnr-u = z/x3 — ÒJ'xn + 3<4"xA2 — zT'A*,
wo

A' = Sf , J" = 2Tf— , A'" = 3S*f—
Benutzt mau also die Form

G (xA) = x« - 6 Sx- A 2 + 8 TxP — 3S*V,
und setzt

•) Dieselbe Bezeichnung soll bei anderen Formen angewandt werden.
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lieber teriiiire ForunMi dritten (iradrs. 57

« »
&

» - i h • "
=

12
<, »«

»••*•

so ist

= O
x
(xl) . 4 + G

2
(x, l).f.

Als Covariante sechsten Grades wählen wir diejenige Verbindung

der Covar ianteu sechster Ordnung, mit Producten von Covarianten drit-

ter Ordnung, auf welche Hr. Brios chi (Crelles Journ. lid. 63. p. 33)

aufmerksam gemacht hat und welche, für die zusammengesetzte Func-

tion gebildet, der Gleichung genügt:

Bezeichnen wir symbolisch /' durch tf.r
3 = by* . . . , d durch

= ßx
% und überhaupt durch (j)qr) die Determinante .T |- j>, q.,r

:it

so hat man aus f und ^ zunächst die drei Covarianten sechster Ord-

nung:

rp' = ax bx m b J) :

<P" — <*x «r (ti C( /') {fi Ct J)

y" a r ßx (aß/y.

Dieselben werden durch # ausgedrückt mit Hülfe der Formeln:

¥ = -
t
- 5 Tp + S/'J

<P' = t + i TP

¥" = - l + J - SM-

Aus <jp, z/, /'setzt sich die Covariante neunten Grades zusammen:

ß = 6 OM.),
welche der Gleichung genügt:

SlKf-u = Gi (xX). Sì.

Für die Discriminante von / wählen wir (von Ar on hold im Vor-

zeichen abweichend)

11 = £3 — r*'
;

daher auch als zugehörige Formen:

Vf = TS, — Ä7>

so dass

FKf-u = G2 (xA) (xPr — X R,)

llxf- lA = G* (xA) (G.i^ + G, IV).

Als zugehörige Form sechsten Grades führt man statt der Form
F. welche gleich Null gesetzt die Curve f= 0 in Liniencoordinaten

darstellt, besser die Form

0 = 6HF+ (STS?— Z&SfTf + TS,2
),
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58 lieber terniirc Formen dritten Grades.

welche, wie mau sich sofort überzeugt, die Gleichung befriedigt*):

*ur-u = G*(xX). <P.

Aus ihr entspringt iu Verbindung mit Sf ,
T, die Hermitesche zuge-

hörige Form neunten Grades:

77 = 6 (O, Sf,
Tf).

Was diejenigen Zwischenformen betrifft, welche für die x und die

u vom zweiten Grade sind, so entspringen aus der von Aron hold
benutzten, 0, ausser 77 noch eine dritte, K, und zwar hat man sym-

bolisch :

0 = ax bx (abu) 2
, 11= ax ccx (aau) 2

, K = ax ßx (aßu)'2
,

und für die zusammengesetzte Function /,/— Xd findet man:

Bxf_ u = x'@ — 2xA77 + X 2K
lUf-iA = G2

(xX) (x@- A77) + G
x
(xA) (xH—XK)

KXI _ XA = G. 2 (xA) 0 + 2G
l
(xX)G,{xX)H + G 2 (xA) K

= G (je A) [G22 (x A) 0 + 2 G,, (xA) 77 + G,, (x A) K]

Lineare Zwischenformen.

Die folgenden Untersuchungen beruhen wesentlich auf der Theorie

derjenigen Zwischenformen, welche in Bezug auf die Linieucoordiuaten

«
2 ,

m
3
vom ersten Grade sind, und welche daher kurz lineare

genannt werden mögen. Die einfachste von diesen ist die evidente

Zwischenform

Eine nächst-einfache entsteht, indem man die Determinante der

i( mit den ersten Differentialquotienten von f und à bildet; wir bezeich-

nen sie durch

(1) N = = 6 (na«) rti «i.

Dieselbe ist vom vierten Grade in den x, und ebenso vom vierten Grade

in den Coefficienten. Man hat offenbar tfjY=0; daher ist ideine

Combinante und

*) Zum Beweise dieser und ähnlicher Formeln dienen folgende Sätze, welche
hier oline Beweis angeführt sein mögen, und in welchen das Zeichen 8 dieselbe

Bedeutung wie bei Ar on h old hat:

Für jede Combinante qp des Systems %f— ld ist dtp = 0.

Jede Form 9, für welche dtp verschwindet, genügt der Glei-
chung <p

9r_ kJ = <7*(xA). tp.

Der Beweis dieser Formeln, im Verein mit einerneuen und abgekürzten Dar-

stellung der Aronh old 'sehen Theorie wird an einem andern Orte gegoben werden.
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1.2) NKf-u = G(xl). N.

Aus .V entspringt die weitere Form gleicher Art :

» Lr
Diese ist ebenfalls eine Combinante-^ sie ist vom siebenten Grade in

den j, vom achten in den Coefficienten , und des letztern Umstands

wegen hat man

(4) Q,f-u = G l (x,X). Q.

Die Form Q lässt sich aus einfacheren linearen Zwischenformen

zusammensetzen, welche aber nicht mehr Combinanten sind. Die

symbolische Darstellung (1) von N liefert nämlich für Q den Ausdruck:

Q = 6 (uaa) ax ax b\ ßl {ax (abß) + ax (abß) } .

Die beiden Theile dieses Ausdrucks unterscheiden sich nur dadurch

von einander, dass a,b mit a,ß vertauscht sind. Behandeln wir zu-

nächst den ersten Theil, so können wir für ihn die halbe Summe der

Ausdrücke setzen, welche durch Vertauschen von a und ß entstehen,

dieser Theil ist also:

3 ai hl aß* (abß) {(uaa) ßx— (uaß) ax ).

Aber nach einer bekannten, oft anzuwendenden Identität ist:

(uaa) ßx — (naß) ax = (ußa) ax — (aßa) m.c ;

und der obige Ausdruck verwandelt sich also in :

3/1 ax ßx (aßf) (aßu)-3<p"\ ux .

Vertauscht man a,ß mit a,b, so geht /"in z/, <p"' in 9/ (§. 1.) über,

und man hat also für den zweiten Theil von Q:

3 z/. ax bx (ab A) (ab u) — 3 <p'. ux .

Indem man nun a>' und <p"' durch # ausdrückt (§. 1.), erhält man
tur Q folgende Darstellung:

und die neu auftretenden linearen Zwischenformen L , M sind durch

die Gleichungen definirt (vgl. §. 1.).:

( L = 3ax bx (ab z/) (abu) — d'ux
{h)

\ M = — Zuxßx (aßf) (aßu) +4" ux .

Diese beiden Formen sind, wie N, von der vierten Ordnung in

den j, und für die Coefficienten beziehungsweise von den Ordnungen

5 und 7. Sie stehen in ähnlicher Beziehung zu einander, wie f und

à. Denn da Q und V Combinanten sind , so ist auch AL — fM
eine solche, oder es ist:

Jf-u L*r-u - (*f— M) Mnf-xj = GHxk) (4L- fM)
= [G2 {xX)f+0^*1)4] Lxf. XJ - (xf- k J) M.r-u.
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lieber tentare Formen dritten Giade?.

Vergleicht man hier die Coeffieienten von /'und z/, so findet man:

Ö,(xA) Lar-u+ kM.t-u = CP(xl). L
G

t
(nl) LK,-u— x3IKf-ij = — tf'(xA). M,

oder durch Auflösung:

I

Lrr-u = G (xA)
§
(x L— IM)

f
Mxr-u = G (xA) (G., (x A) L + G, (x A > 3/).

Man schliesst hieraus imter Andcrm, indem man die Glieder vergleicht,

welche A zur ersten Potenz enthalten:

(8) ÔL = M , ÔM = BSL*),

Gleichungen, welche im Folgenden oft zur Anwendung kommen, und

leicht direct zu beweisen sind.

Die ersten Theile von L und 31 hangen übrigens mit 6> und K
genau zusammen; sie eustehen, wenn man die Ausdrücke bildet

i y f <9
, V f K df

* dui dx- > * ~ r<u
f

^/;,.

'

Auf ähnliche Weise kann man aus 0, II, KG Formen bilden, welche,

wie man leicht sieht, sich in folgender Weise durch L , M ausdrücken :

(9) >: '7' ^= —L+ 2J'nXì Z iH dd = 3/ +v ' cu- ext
1

' cu
i

r.»,-
1

Mau verificili diese Gleichungen sofort durch Anwendung des Processes

Ö, da Ô&^2H, dH=K + 3S®,ÔK = 6SlI ist.

§. 3.

Transformationsfornieln

.

Wir bedienen uns jetzt der linearen Zwischenfonnen zu einer

typischen Darstellung der Functionen f. J etc. Indem w, ir diese Func-

tionen mit den Argumenten y geschrieben denken, /Y*/
3
), -^(î/

3
),

*) Ueberhaupt folgt immer aus den Gleichungen

Ò'rp — tp
y

dtp — 3S<p

das» J(p — frfj eine Combinante ist, und dann wie oben, dass

*V_iL#= {»9- **}

= G' (,a)
{
ö» (a) 9 + °> *) >

wobei l Q -f 1 die Ordnung von qp in der Coeffieienten bedeutet, und ç eine ganze

Zahl sein muss.
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üeber ternilre Formen dritten Grades. Gl

transformiren wir sie mit Hülfe von linearen Formeln, deren Coeffi-

cienteu von den x abhängen. Setzen wir

X = t#, t#, -f- n
2

ti.j -f- w
:t «3

Q = <Ji »i + '72 M. + <h M :r

Die anzuwendenden Transformationsformeln sind dann folgende:

Der Factor G links ist die früher durch G (x,A) bezeichnete Func-

tion, wenn man darin z/ für x und /* für A setzt, also 6/ {*d
y f)\ die

Argumente von fr sollen in diesem Falle immer ausgelassen werden.

Ini die Gleichungen (10) aufzulösen, ist es gut, zunächst folgende

Formeln zu bilden. Sei auch

/, = / „ -!_ / u
2 + /3W3

11)

3/ = m
l
n

i -f w.^., -f im
;1
m
3

Man hat dann nach (6) symbolisch:

/ £ h fi = 3 a, ft, (a h J) (« hf) — 4'f
\ Zh Ji = 3 &x (>/ A z/)' — z/ ' z/

1

) £ nu fi = - 3 («/3/y -f- z/'Y
' Ht, z/, = — 3c^/3.r («0/*) («0 ^) +

Die ersten Glieder rechts in der zweiten und dritten Gleichung

Mild direct <p' und <jp"' (§. ].); das erste Glied rechts der ersten Glei-

chung entsteht aus der ersten Formel (9), wenn man darin die n,

dunh die z/, ersetzt, und ist also z/ 2
; das erste Glied rechts in der

letzten Gleichung (12) entsteht ebenso, indem man in der letzten Glei-

chung (9) die Hi durch die fi ersetzt, und ist also gleich z/'Y Dem-
nach gehen die Gleichungen (9) in folgende über:

£lt f\
= ^ - .ff

£U zìi = zT z/ — z/'Y — *

Enti fi = zï J — J'f + t

ZnuJi = z/z/ — z/'Y

Man bemerkt aber, dass die Ausdrücke

Ji — z/Y, — (z/'z/ — z/'Y) , -fz/— J"f
übereinstimmen mit den durch 12 dividirten zweiten Difrcrentialquo-

tieuten von G (<4 y f) nach z/ und f, welche wir doni Vorigen ent-

sprechend durch

bezeichnen. Und man kann also auch schreiben:
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Ç)2 Ueber ternare Formen dritten Grades.

£li fi = Uu f = — Gn+ *
(13)

2.7, J{ = — (r
Vi
— $ ZlMidi = 6r2? .

Da nun nach (5)

7, = Jh— f vii + 2#.r,

,

so findet man sofort auch:

(14)

ZfjiJt = — G., + il>4.

Fügen wir die evidenten Gleichungen hinzu:

(15) £n t fi = 0 , £mJi = 0,

so können wir zunächst die Ausdrücke für § , £ aus (10) leicht ablei-

ten. Denn indem wir jene Gleichungen mit fx , f.v fÄ oder mit J
x ,

d.n Js

niultiplicircn und jedesmal addiren, ergiebt sich mit Benutzung von

(13), (14):
«

G£fttfi =lf + t(G
t + *f)

GZJi]fi = U + t(-G2 + 1,J),

oder wenn wir noch mit — /'oder mit G2} G X
multipliciren und

addiren :

Vm
ìi

zu linden, muss man zunächst die Determinantenform

betrachten, welche die directe Auflösung der Gleichungen (10) giebt.

Der Nenner ist die Determinante

•'i ». 7.

.<\, il, y., ,

•':» V:.
I

welche aus den Troducten der einzelnen Determinanten der unvoll-

ständigen Systeme

I

(h *k <h fi fi fi

besteht, multiplicirt mit 6, und daher gleich

G — + M ^
ist. Der Zähler von >j ist die Determinante

welche aus Q liervorgeht, wenn man die m durch die Unterdetermi-

nanteu der x und y ersetzt. Die Ausdrücke L und .1/ t.(>) verwandeln

sich hierdurch in
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Ueber terniire Formen dritten Grades 63

3fl, bx (ab J) (a.r hy — bx ay) = Ga x by (fhA) = — 22 /* V> w*

und in

-3«, ß., (aßf) (a*ß,— ß,ay)
=— Üßxßy (Jßf) =— 22Jik yfnh

so dass man för diesen Zahler den Ausdruck erhält:

f22J, k yt
nk— d 22fik y t nk ,

und also

(17) îî = *
j f22Aik yf nk — 422fik yin k j

.

Führt man neben £, rç, Ç auch die neuen Liniencoonlinaten r,«,r

eiu mittelst der identischen Gleichung

i l -f «• ^ + r £ = «, I/, -f- «, y2 -f- «3 j/3 ,

so ergiebt sich durch Vergleichung der Coefficienten der £, t/, £ oder

der t/
l? y.,, y3 auf beiden Seiten das Formelsystem :

1.18) (r. w = «, h, -f- w
a

it., -f- m3 w3
= N

G. r = «, q } + '/2 + «
3 ff3 = ^

,19) = r (G, ft + G
x + (r - r /)- /' di)

-f- (f 2k Jik nk — 42k fik nk ).

—

§. 4.

Geometrische Bedeutung der Transformation.

Wir werden im Folgenden zeigen, dass es für alle in der Theorie

der cubischen Formen auftretenden Bildungen genügt, die Function

F=J(&) f(f) - J(y*) f {*>)*)

in der transformirten Gestalt zu kennen. Bei dieser Transformation

gelten die y als die eigentlichen Variabeln. Betrachten wir die x als

einen beliebig gegebenen Punct, so ist F=0 die Gleichung derjeni-

gen Curve des Büschels x f (iß) — k J (y*) — 0, welche durch den

Punct x hindurchgeht.

Die Formeln lehren, dass die eine Ecke des neuen Coordinateu-

dreiecks (v=0) in den Punkt x selbst fallt. Die Seite £ des Coordinaten-

dreiecks ist nach (IG) die Tangente der Curve F= 0 im Punkte x]

dieselbe schneidet die Curve F= 0 nochmals, und zwar in einer wei-

tern Ecke w = 0 des Coordinatendreiecks. Dass der Punkt w = 0
diese Bedeutung hat, sieht man aus einem bekannten, auch von

Aron h old benutzten Satze, nach welchem die Tangente eines Punc-

te8 x einer Curve' dritter Ordnung dieselbe noch in einem Punkte

schneidet, durch welchen auch die zweite Polare von x für die Hes-

fm Folgenden bedeutet f (ryz) den Ausdruck ELZ «,AA x
i pk sà u. h. w.
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sesche Curve hindurchgeht. Ist /<'=z/ (-r
1
) f (if) — J {\f) fu 3

) = U

die Curve , so ist ihre Hessesche Curve

und die Tangente in r, sowie die zweite Polare fur die Hessesche
Curve gehen durch den Schnitt der Geraden

welches der Punkt w = 0 ist. Der Satz findet seinen analytischen

Ausdruck in der von Herrn Salmon aufgestellten Identität:

Durch den Punkt x geht noch eine zweite Seite des Coordinateti

-

dreiecks, nämlich rj = 0. Und zwar ist rj = 0 offenhar (vgl. 17) die

Polare des Punktes u oder w = 0 in Bezug auf die Polare von r für

F, welche im Punkte x die letztere Curve berührt.

Es bleibt übrig die Lage der dritten Seite des Coordinatendreiecks,

£ = 0, geometrisch zu deuten. Diese Gerade ist die Tangente der

Curve F=0 im Puncto w= 0. Um dies einzusehen, muss man eine

Transformation des Ausdrucks von | vornehmen, auf welche die S al-

inoli 'sehe Formel leicht führt. Differentiirt man nämlich die Glei-

chung (20) zweimal nach multiplicirt den erhaltenen Ausdruck

mit }r w,- tt/c und summirt nach i und 1c, so erhält man:

+ 2 { J (j?n) f(xyn) — f(xhi) A (xyn)} .

Der Ausdruck links giebt, gleich Null gesetzt, die Tangente der

Curve F= 0 im Punkte n\ es ist zu zeigen, dass der Ausdruck rechts

auf £ führt. Zunächst sieht man, dass die Glieder

und d(xril
) zu bilden, Ausdrücke, welche auch weiterhin noch ge-

braucht werden. Nun ist offenbar

Cr
2 / (y

3
) + G, J if) = 0,

ZfiVi = 0, HAW = 0,

(20) 4{x*).f(y*) — d(tf).f{3«)

fu fn fn /i ^,
I

f >\ fn fri lì

f (rn !
) = EEflk ìtjUk =

oder, wenn man die /) zerstört:
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Ucber ternaire Formen dritten li nuit*. (15

fu fn fv, 0

fi\ tn trs ^

f\\ f\i 1x\ ö

= _C z/ ' + ]S/>'

-o o o — /• — z/

z/, z/, z/
3
—- z/ 0

= -6J:i + ßf(-<'-22
,r + 3 -S / z/)^= — G (G, + /' *.\

Ganz ebenso, oder auch iudem man diese Gleichung dein Processe

d unterwirft , findet man
J (xn*)= 6(G.2 — 41>),

und also

J <>3) f (yn<) - f(x*) zJ „*) = - G [(./, J (,-',,) + G,f{xi y) \

— Gi>(fJ (xhj) — 4f{x>y)) = — G |.

Dies ist die zu beweisende Formel, welche zugleich eine elegante

Darstellung von | giebt.

Der in diesem Coordinatensystem gegebene analytische Apparat

hat eine gewisse Verwandtschaft mit demjenigen, mittels dessen Herr

Aron hold die Gleichung der Curve f= 0 in die Form

p* = G{2 T+oSl— P)

übergeführt hat (Monatsberichte der Berliner Académie, Sitzung vom
£>. April 18G1). Aber die Transformation des Herrn Aron h old ist

nicht linear, sondern quadratisch; wenn man in den Formeln des

Herrn Aronhold überall unser F für /'einführt, so dass der von

ihm auf der Curve f=0 gewählte Punkt a in unsern Punkt x über-

geht, so entstehen zwischen seinen so modificirten Variabein Ä,

und unsern £, rj, £ sehr einfache Relationen. Es drücken sich unsere

l, f}, £ als Functionen zweiten Grades von X, aus, welche nur Func-

tionen von zJ, /", r>>, Sl zu Coeflicienten haben (vgl. Briosehi C. K., 18(53,

1" II. p. GÜ2>.

§• 5.

Entwicklung der typischen Form.

Fnter der typischen Form der Function

F= J (./
:t

) f(if)— f {J) J if)

verstehen wir ihre Darstellung durch die £, rj, Ç, wobei die Coeflicien-

ten Functionen von z/, 4>, Sì werden; und zwar werden sie Com-

binatiteli , so dass z/ und f nur in den Verbindungen

Gr, und Sj/-= — (Gr,, G 12— tr l?
2
)

auftreten.

Um die typische Form zu bilden, bedienen wir uns zunächst wie-

der der Sal mon 'sehen Gleichung (20), und haben daher nur die vier

Ausdrücke zu bilden:

Mathematische Annaion I. 5
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f(xhj) ,
J(xh,)

, f{x tf) , z/

welche nicht mehr vom dritten, sondern nur noch vom ersten und

zweiten Grade in den y sind.

Aus den Formeln (10) hat man nun sofort:

G. f {**y) -l.f+tif (.*'„) + tf (x* q)

G.4{xhj) = t.J+ rjj (A) + & {*
2
<t)-

(2l)

g». / (V) = ?./+ * + mf + *
2

+ 2r
itf{xn<1) + ?f(x<?)

G ì.J{sf)=l\J+ i

>lrì J(xhì)+ 2ltJ{x*q) + r^Uw 2
)

Man findet nun, wie sich zeigen wird, dass die entsprechend aus

/' und J gebildeten Coefficienten sich immer in folgender Weise aus-

drücken :

J(x*n) = a
i
J— r, G, = a, /'-f-r, f,',

a.
2
z/ — t

2
G , /"(**«) = ö, /• + r

2 «,

(22) J (xu*) = <tnJ—
J (xHtj) = f(xnq) = anf+ TuG \

J (xq*) = aTiJ— fix ff) = ö
:> >

/'-}- r.aCr,.

Bildet man aber auf der rechten Seite der Salmon 'sehen For-

mel die Determinante der Ausdrücke (21), so zerfallt dieselbe in zwei

Factoren, deren einer

^ — ('ì r
f i'x

ist, und indem man diesen Factor durch Division fortschafft, bleibt:

<;*F=3 t+ c
t n+ o£ V+ 2atn*+2a&+ a

t rf+ 2a
ì:t

f
ìt+oK ?

r^+ r,* 2r,^+2^+^+ 2 wt+t-x?
oder auch, indem man die zweite Verticalreihe mit Hülfe der ersten

reduci rt :

Tn V+ 2r
I2 i^-f-T.,,^

i

(23)

= 3 V ^ n + t,0 4- 3| (r„ »r + 2r ls + r.,,?)

M + T.tV
2
"f 2t,

2»^+ r
2V

ê'

Es handelt sich also nunmehr um die Bestimmung der Coefficien-

ten a und r. Unter diesen ist zunächst wegen der Gleichungen

J
{
xh>) = 0 , /^.rV) = 0

.7 uV = f-/— ^, . / ,.rV = */* +
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üeber ternäre Formen dritten Grades. 07

welche in §. 3. und 4. gebildet sind:

o
l
= 0 <S

2
= v <*,, = — G>

• T| = 0 r
2
= 1 th = — 6.

Um <su ,
t
I2 ,

<s
22 ,

t22 zu bestimmen, muss man einige andere Be-

trachtungen vorausschicken.

Bestimmung des vorletzten Coefficienten in F.

Zur Bestimmung von d (xnq) und f (xnq) führt die Berechnung

der vier Ausdrücke z/ (xnl)
, f (xnl) , A (xnm)

, f (xnm) f
aus denen

jene sich nach (5) zusammensetzen mit Hülfe der Formeln :

. . z/ (xnq) = J. J (xnl) — f.J (xnm)

f (xnq) = f(xnl) — f. f(xnm).

Von den vier in Kede stehenden Ausdrücken bestimmt man zu-

nächst f (xnl) dadurch, dass man in der zweiten Gleichung (6) die

Grossen «, durch die symbolischen Ausdrücke c.r (cfAjVi ersetzt, wel-

ches die Coefficienten der /, in f(xnl) sind. Hierdurch geht L in

fimi) über; der Ausdruck u* = (ffzJ) verschwindet, und

verwandelt sich in

3 (ijc bx e* (a b e) (a b zf) (ffJ).

Vertauscht man hierin e mit a und b
}

so kann man für diesen

Ausdruck den dritten Theil der Summe aller drei Darstellungen setzen,

also

uibc) ax bx c.r {(abJ) (cfA)-(cbA) (afJ) — (ac,J) (bfJ)}.

Der eingeklammerte Ausdruck aber ist nach der mehrfach benutz-

ten Identität gleich (abc) (df/f), also gleich Null. Und somit hat

man die Formel:

(26) . f(xnl) = 0.

Indem man dieselbe dem Processe d unterwirft, wobei d/, — w*,

ist, findet man zunächst

(27) J(xnl) -f- f(xnm) = 0;

und wenn man diese Formel nochmals mit demselben Processe behan-

delt, wobei dm; = 3*S'J, zu setzen ist:

'28) J (xnm) = 0.

Die Ausdrücke d (xnl) und f(xnm) selbst endlich, welche nach

i27) gleich und entgegengesetzt sind, erhält man durch Betrachtung

des Ausdrucks (vgl. §. I.)

5*
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GS Ueber tornare Formen dritten Grades.

+ 2 ax « r bx by ßx - {(tab) (aaß) -j- 2 « .r «r &r
2 £r /fj, (W,/) («aß)-

Hetzen wir der Kürze wegen diesen Ausdruck

= A -f A' + 2 7; -f- 2J3'.

Wenn man in .1 die Buchstaben a,/3 vertauscht und für A sodann

die halbe Summe des obigen und des neuen Ausdrucks setzt, so findet

man
A = \ aybjax ßx (aaß) \ßx (aab) — a T (a ßh)}

,

oder^mit Anwendung der Identität auf den letzten Factor:

A = ± aybx2 axßx (aaß) {ax (ßab) — bx (aßa) } .

Diesem Ausdrucke kann man die Form geben:

(;J0) A = — £ ay ax (aßu) (aßf).a rßx + $ f.(aßrtyay axßx .

Mit Hülfe von (G) sieht man, dass der erste Theil die Form annimmt:

l l

6
ax ay (am — J"ax) =

G
fÇrym)—

6
f(x7

y).

Der Factor von % f im zweiten Theile hat, wie man leicht beweist,

die Eigenschaft sich nicht zu andern, wenn man die Indices jvy per-

mutili, und ist daher

Daher hat man endlich:

A - { f(.nj>») - f /'(.< •;/) + .! f. -r (..'•'//)

Der Term A' in (29) entsteht aus A
}
indem man die o,b mit tlcn

u,ß vertauscht; dabei vertauscht sich f mit z/, d" mit mit — L
f

und es ist also

A' = —
g (^7)— f ^ +

g
»

In dem Ausdrucke B vertauschen wir die Buchstaben a, ß und
führen die halbe Summe des ursprünglichen und des neuen Ausdrucks

ein. Dann ist

B = \ ax bx by ax ßx (actß) {ßx (aab)— ax {aßb)) ,

oder mit Anwendung der Identität:

B = ± ax bx by axßx (aaß) {a.r (ßab) —bx {nßa)} .

Hier ist der erste Theil dem ersten Theile von A in (30) gleich,

und geht durch Vertauschung von a mit b in denselben über. Dieser

Term hat also den Werth

J
/(•<•!/»<) - /><;/)

wahrend der zweite Theil von B sogleich in
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i *r. I (.-'-•//)

übergeht. Es ist daher

li =
I
f(xym) + < f(a?y).

Denkt man sich wieder die a ,b mit den a,ß überall vertauscht,

so erhält man:

B' = —
I
J (xyl) + ^ J (s'y).

Und indem man Alles zusammciifasst imd zugleich die Werthe der

J', A" einträgt, wird:

Z%-Vi=ï f(xym) - 1
J{"ß) + 2Tf.f{x>y).

Endlich, indem man nach §. 1. q>" durch 0 ausdrückt, hebt sich

noch der mit T raultiplicirte Term auf, und es bleibt:

(30«) i Z Vi = * {xhj) = i f(xym) - i J (xyl).

Aus dieser Formel ergiebt sich, wenn man die y, durch die Grös-

sen H,- ersetzt, und die in §. 1. gegebene Definition von Sl beachtet:

f(xnm) — J(xnt) = 2SI,

und mau hat also mit Hinzimahme von (20), (27), (28) das Formel-

system :

^ f(jnl) = 0 J(xnl)=-Sl
f (xnm) — Sl 4 (xnm) — 0.

Hieraus ist nun nach (25):

J (xnq) = — SIJ
, f (xnq) = — &,/',

und also

|.*»2) a
i2
= — SI

,
r,, = 0.

Die Formeln (31) fuhren noch zu einigen audern bemerkenswer-

then Resultaten. Die Determinante z. B.

£ ± x
x
U Hl.

entsteht aus der Determinante 2J 4- x
x

l
2 y ly

wenn man die y durch

die »i ersetzt. Es ist aber, wenn man in L (6) für die n die Unter-

determinanten der y und x setzt:

E + ^ *
2 #3
= (xiy) = 3rt.f 6.r («/>zT) { ay K — */.,. b y

J

= 0 rt^ ay fc,
2 (a & = 6 a.r ay (>( fJ) = f(xyu).

Ersetzt man also die y durch die m, so findet man:

(33) (xlm) = f(xnm) = SS,

Die Determinante der drei linearen Zwischenformell

m ist also gleich der Functionaldeterminantc von il>,f, z/,

dividirt durch 9.
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70 Uctar tornare Formen «Iritteii (.inities.

§. 7.

Bestimmung des letzten Coefficieuten von F.

Wir bilden jetzt, um zu den Ausdrücken für f(xq l
), ^ Unp) zu

gelangen, die sechs Grössen fixl 2
), fix Im), f (xm'2

), d(xP), J(xim),

^(xm 1
). Diese erhalten wir mit Hülfe einiger sehr einfachen sym-

bolischen Rechnungen. Nach (6) ist:

(34) f(xP) = axa? = $as hx c, (bed) {bea) a t
— d' . ( (x?t).

Vertauschen wir im ersten Ciliede rechts die Buchstuben at: oder

ab y und schreiben statt des Ausdrucks selbst die Summe der erhalte-

nen, dividirt durch 3, so tritt an Stelle von $(hcd)a t die Combina-

tion

(bed) at — (aed)bt — (bad)rl = (bea) £dj,,

und es ist also nach (13):

1 ; — — di> — d'Gu + dG tr

Um f(xml) zu erhalten, braucht man nur in (34) rechts / durch

m zu ersetzen, uud findet dann

/• ix m l) = d Zd, m, - d' f (x1 m)

'

y) = — d' 4>+ d'G u+ dG.n .

Vertauscht man in (34) die griecliischen mit den lateinischen Buch-

staben, so verwandelt sich \ in — m, d' in d", f in d , imd man hat

also :

d (xm1
) = axai = — Sa^ßjryjr (ßyf) (ßya)aM -f d". d (x !m)

(36*) = — J'"Zt\m + 4">d W»»)
= — + d"'G

Vi + d"G,,.

Ersetzt man hingegen in d (xm 1
) ein m durch /, so findet man

d (.rm /) = - d'" E f,h + d"d (xH)
1 ; =-z/'>-z/'"r;n + j"Gn .

Um endlich f'ixiir), d (>vl7 ) zu finden unterwirft man fixl1
),

d {xm1
) dem Processe d, wo denn neben den bekannten Functionen

f(xlm), d (xml) die gesuchten entstehen; und zwar findet man:

/ = _ z/'> + Zfyd 1- ^,4) — did.d.— dd,)

d (xP) = — df* +ZJ(J
t

2 — ^40 — f(A 4e —
Alle diese Formen gestalten sich übersichtlicher, wenn nuui ausser

den Ditferentialquotienten

G
*

=
^dJ >

(*" = h r J* >

= A FZ»
etc -

auch noch die von Sjr :
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S
ì
= \

*^4.r
,
S

tt
= ,V etc.

einfuhrt. Es ist nämlich, wie mau leicht sieht:

Gm = d
>

{
'i\2 = — , G xrì = J"

,
G.iri = — z/'",

Su = zT — ^
2 ,

2Slt
= z/zT — z/zT, Sn = — zf

und man hat dalier folgendes Formelsystem:

f (sP) =-1>Glu +fSu z/ UP) = itf lti+ 2

(38) f(xlm)= 1>G ÌÌU
— 2/'&

12— z/»S'u zf(xhn)= — $Gln
— f8.„

/(.mi*)= ~^G
1
,2+3^,,+ 2z/8

1 ,
z/(.rw2

)
= + z/S,,

2 .

Hieraus erhält man endlich nach (5):

/' (x,f) = 'jtf
(
X p) — 2Jff{xlm) + /V Um')

+ 4 * [Jf (j? t) - ff (j*AT)] + 4 tff

zî (j(f) = 4*4 (xP) — 24fJ (xlm) -f /^z/ (aw*)

4-4^ [44 (x*/) — /z/ (x*M)] -f- 4^z/,

4(x<f) = 3(4Sj,—
Dalier :

ö22
= 36V , r.».> = 3 ^.

§. 8.

Typische Form von F und von /:

Setzt man die Werthe

o*, = 0 r, = 0

a., = V r
2 = 1

(40) ö,, = — 6^ rM = —

6

ö
12
= — & r

12
= n

^2—3% Tw—

'

nun in die Gleichung (23), so erhält man folgende typische Darstel-

lung für die Function F = 4 f (f) — f4 (f):

(41) 3|-Ç - 18^' 4- 9^§e 2 + 6Äi?r + 9(** - -V)
Die oben entwickelten Formeln fuhren noch zu andern bemerkens-

wertheu Resultaten. Setzt man in (30) = /, oder i/, = «/,- , und wen-

det die Gleichungen (3K) an, so erhält man:

(42) £tffi h = — 25, , m,- = 2 Ä
2

.

Multiplicirt man nim die beiden Formen von Sl [(33) und §. 1.] mit

einander, so findet, mau:
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72 IJ»îber turii&ro Formen dritten CiraüYb.

i\> 2J 4>i h £ iu m,

= 6

* — t2S
i

2S9

und es ist also il2 durch $ f
zi, f ausgedrückt mit Hülle der Formel:

(43) Ä* = 6 (^ — 3*ÂV + 2*V),
wo

(44) Tjf-G^-SiGt
die zweite Invariante der Function J*' bedeutet. Man sieht daher, dass

die Coefficienten der typischen Form von F rationale Functionen von

/ ,
d, V und von der irrationalen Combination

ß = j/C — 3 itfr + 2 Tjf)

sind (vgl. Brioschi, C. Ii. 1863, l
,c H. p. 305).

Aus dem Obigen ergiebt sich nun leicht auch die typische Form
von f. In der That, aus der Gleichung

J.f(f)-f.JW) = F
ergiebt sich sofort

G, f(f) + G, à (if) = Jr ,

und man hat also durch Auflösung, wenn Jy gebildet ist:

G.f(if) = f . JF + G
t
.F

G.JUf) = 4.Jr — G
2
.F.

Es handelt sich also nur noch um die Bildung von z//-. Diese

erfolgt, indem man zunächst die Determinante von F in Bezug auf

die I, y, £ bildet, und sie mit 6, und mit dem Quadrat der Determi-

nante der I, t], l nach den y multiplicirt. Der Werth der letztem

Determinante ist nach §. 3. gleich •

*
• Und sonach ist ausgerechnet :

g*j,=f + sn2
t - min2 - Gas** + 9£*ìf

(46) — 12 Slrf — 54 (^
2 — 6» rfl — 12 *SlnV

-4 (^ — 3*^+2 TJf)t\
Die erste Gleichung (45) liefert die typische Darstellung von /{y

i

\.

An dieselbe knüpfen sich folgende Betrachtungen sofort an.

Bilden wir wirklich eine zu f (iß) gehörige algebraische Form,
so kann dies dadurch geschehen, dass wir sie zunächst tur die durch

G dividirte rechte Seite der ersten Gleichung (45) in Bezug auf die

Variabein |, 17, £ bilden, und dann mit der passenden Potenz von —

<4:>)
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niultipliciren. Ist eine solche Form von yit y.J} y3 ,
«

2 , abhän-

gig, so enthält die angegebene Bildung wegen der Identität

G. (m, y i + u.2 y2 + w3 y3)
= 6.«, + rj .N+ g. Q

neben £, 17 , g die Grössen M.r ,
N, Q, welche von den neuen Linien-

eoordinaten v, w, r nur um den Factor G verschieden sind. Als Coei-

ficienten der Bildung erscheinen neben G, welches allein im Nenner

auftreten kann, die Functionen f, J,4>, Sl, welche in den Ausdrücken

(45) auftreten.

Lassen wir jetzt die y in die x übergehen, mit anderen Worten,

setzen wir £ = Cr, = 0, g «= 0. Man erhält dann die gesuchte Form,

gebildet für x
2 ,

x.ò , und zwar als rationale Function

von f, 4, Sl, ux ,
N, Q, wobei als Nenner allein die Function G

auftreten kann. Und man kann daher folgenden Satz aussprechen:

Jede zu /'gehörige algebraische Form, kann mit einer

solchen Potenz von G multiplicirt werden, dass sie

eine ganze Function der 7 Grundformen /, 4, tff
f &,

ux ,
N, Q wird.

Das Obige lehrt aber nicht nur die Richtigkeit des Satzes erken-

nen
, sondern zeigt auch , wie die fragliche Darstellung auszuführen ist.

Man hat aber auf diese Weise alle Formen auf ein Minimum von

Grundformen zurückgeführt. Zwischen diesen selbst besteht nur eine

Relation, die Gleichung (43). Diese ist nothwendig irrational, und

vertritt gewissermassen die in f(a)=0 enthaltene Irrationalität, welche

auch, wie oben erwähnt, in der That durch eine höhere Substitution

in erstere übergeführt werden kann.

Zugleich liegt in dem Obigen die Lösung der Aufgabe, alle zwi-

schen Formen des Systems bestehenden Relationen zu linden. Diese

erscheinen hier immer auf die Gleichung (43), und auf den Ausdruck

einer Form durch die sieben Grundformen zurückgeführt.

§. 9.

Recursionsfornieln znr Bildung anderer typischen Darstellungen.

Statt alle Bildungen von der typischen Form /'(f/3
)

ausgehend

vorzunehmen, kann man abgeleitete Formen direct typisch darstellen

und dann aus diesen neue Combinationen bilden. Wenn dann zuvor

diese abgeleiteten Formeln und ihre einfachsten Combinationen mit N
und Q bereits als Function der 7 Grundformen bekannt waren, so

kann man mit den typischen Darstellungen derselben genau so operi-

ren, wie mit der typischen Darstellung von f selbst, und erhält die

neuen Combinationen immer als Functionen der 7 Grundformen.

Eine solche typische Darstellung abgeleiteter Formen erhält man
auf einem Wege, welche den Untersuchungen des Hrn. liesse (Crel-
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«

les Journal Bd. 36. p. 143.) aualog ist. Setzen wir symbolisch für

die zu betrachtende Form den Ausdruck:

mit Hülfe der Formeln (10) erhält man dann die transformirte Func-

tion :

er. % ör) — { 6 (äi *\ + z> *2 + & *
3) + »? (zi »i + & "

2 + &
(47) + t (Zi ïi + & ft + I, ft) }

" = { 6 • %* + »J • z- + f Z,}
"

= r.z + f ar
1 + -T:7

J
-
«"-' + • •

Die Function 2)
(

x
/(

ist eine homogene Function x lcr Ordnung von

ij und Ç, definirt durch die symbolische Gleichung:

(48) D* (z) = xr* (nm + tz
9
y.

Ist nun ausser % selbst auch D
(x)

bekannt, so kann man mit Hülfe

von Recursionsformeln die folgenden 1)* aus ihnen entwickeln. Es

folgt nämlich aus (48):

+ -<*—> ^'

(49) + x zr« (, i. + ti,)*" W %„ »,

Ks kommt also, wie man sieht, darauf an, die vier linearen Zwi-

schenformen

(SO)

EE Uh tii

?»h = E ni
fiX

cx
t

EE Uh Wi
ï<Ih

('X;
= E iti

oQ

EE Uh q,

dn
/t

< J
i

= E g,

fiX

EE Uh q.

d 'I/, = E fj,
<Q

durch Mr, N t Q auszudrücken. Denn hat man dieses gethan , so sind

sofort die letzten Glieder von (49) auf Coeffidienten der Entwicklung

(47) ziurückgeführt, und man hat dann in (49) eine Recursionsformel

zur Bestimmung von (jj) aus früheren Coefficienten.

Um die Ausdrücke (50) zu bilden , von denen nur der erste direct

gegeben ist (gleich 12 Q nach 3), gehen wir zu den aufgelösten Trans-

formationsformeln des §. 3. (16), (17) zurück. Differeutiirt man diese

Gleichungen nach den x, und multiplicirt mit den », und ersetzt
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endlich noch die y aus (10) durch ihre Werthe in deu |, »/, £, so

hat mau die Formelu:

^ 2 Wi^ = 2 ^
î
* f& »') + * ro * n)

\

^ Hi lX
=

6 I

%J iX + * ^ (" 3) + ^ ^ {H
'

i(j)

\

- %-
\
ïf(xn>) + + É/> 2

'Y)j

-2^{ § /• + I? /" (xinf) + {/"(*«?)} .

Die linken Theile sind aber offenbar Differentialijuotienten der

Entwicklung von Cr3 i«
f

und G3 ^/- nach 17, Ç; und zwar ist, indem

man noch durch G dividirt:

2. Hi
f ä-,
= 3 H, n

= - 12 ^

Z Ui
ó*< = -

36 - 3 ,1,5 « - * ~ g**.

2i * ^Da noch w. ^ = 6ß, so kann man die zweite Formel ersetzen

durch

(58) 2 " f ~ - 8 ß f •

Differentiirt man nun die Identität

G (««101 + «2?/2 + = S "r + + SV

nach .r,, niultiplicirt mit », und summirt, so fiudet man:

o - «, y «, ^ + y », + () y «. ^

+ e jr+ i2 q « + t^*?!'
»der nach Eintragung der obigen Werthe:

Setzen wir ferner
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so liât mau aus (IG), (17), ähnlich wie die Gleichung (51), folgende:

G21 tL^r = 9 (ö» - J
< (Ii+ Gn 11

fi^ [ê /

+

1 /l*
2

'y)1

+ 9 (G„ SJM+GnSM [U+^t^i))
+ 2 G, [I /\*

2
<?) + -

9 A*»*?) + SA*«2
)]

+ 2 Gr, [1^/ 0 + 1? z/ (* n ç) + (* )1 ,

-h { [6 ^ (,• » (/) -f 9 ^ (m'
tf) + U (il '/)]

H- 4 22 di* («** + 0"* 4- yy*) (€•** + i?m* + é</a)

-
y 2^ fi* («** +M + 7'Y/.) (^a + + •

Indem man diese Ausdrücke wieder auf Differentialquotientcn von

' (PF und G74f zurückführt, und zugleich die Werthe der Summen

2J'lifi, 2<JiJi aus (14) entnimmt, erhält man:

Z (Ji
Ix,
—

2 * 2 ;̂fe
t -t- 3 6i| ,£

"V + 3 «
P-W^f 3 <• ir-'.G'F

, 1
<

t (i*-JrZ * ~dx
t

- —
•> c.^ "~ 2 W—ÔY- + 3

"VI £ »7 1 . ff» , 1 ^ • r;î
1 r*

.

^ ^' ~~ 12 * ' I ( q ' 12 r£ ^ '/ 36 dn'ö'i

30 j" rè' ~T~ P firn 7
< £ f % (

"

Trägt man nun die Werthe der Functionen G 2F und (Pd? ein,

so ergiebt sich:

(55) ^ '''

*

t* E - » * Î - 2 « ? + (9 - 3 .V) t

- ì«+/»»-(>+;+v)«-
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Da nach (5), (42)

27 ti Qi = 42 ft h - f£ ft na + 2^ = 2 —
so Terwaiidelt sich die zweite Gleichung durch Anwendung der ersten in :

t36) ^ ^ fj-
== 12 *ê - 2^ - 9(*2 - 6» £ .

Wir differentiiren jetzt die Identität

^ («l ìti + »'2^2 + M3.V3) = 5 « r + 1] N -f- g Q
nach j,, multipliciren mit qif suramiren nach i und ersetzen endlich

die y durch ihre Werthe in g, g. Man hat dann

1
d'i

+ «, [12 * 1—2 £ 1, - 9 (** -

+ n[-
j 8 + /

f,-(| Ä+
; + »;):]

+ «(6*C—É) = 12^««, + ij^+g«).
Die Vergleichung der Coëfficienten von g liefert nun y = 0 , die

der Coëfficienten von giebt « = 2& ,/3 = G#. Es wird also:

(57)
2^ ^-6^-ï«t

Endlich erhält man aus Vergleichung der Coëfficienten von £:

Das durch diese Formeln gegebene Schema, welches wir hier noch-

mals zusammenstellen:

2 "<l"
= 1

2

* 21

»
. ?4

- 2 « «* + ° *

wird im Folgenden öfters benutzt worden. Für den gegenwärtigen

Zweck giebt die Einführung der Werthe (00) in (49) die Kecursions-

formel :
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78 Ueber tcrniire Formen dritten Grades.

(«') ' +«[10«,t+9(*»-S4r)P|D
,- ,+ (l2*,e+

I «1»)^^

Die Formel genügt, um den typischen Ausdruck von %(y
m
) herzu-

stellen, sobald % a^8 Function der 7 Grundformen gegeben ist. Dann
nämlich kommt die Bildung der verschiedenen l)**

1

(%) auf die Bildung

der linken Seiten von (61) zurück; und diese wieder wird offenbar ge-

leistet, sobald die Ausdrücke

d qp2 •" H 2
für <p = l ,

t]
, £ ,

/', J
, & , £1 , M.r , N , Q bekannt siud. Für die drei

ersten und die zwei letzten Grössen erhält man die betreffenden Aus-

drücke aus (09), (C>0). Sodann aber ist

(62)

2 - :i
- 0 2 qi

2 " '£ = 0 2* l

J
r
- 3(<M- G,)

(>Sl

2 - :;;
= N 2*

Endlich erhalt man aus (43)

+ 36
(
y

.2 '• <i + T
> 2 '• Ii)

= 108 «,« _ s^)» _ 108 * ,SV- 7>) + 108 (* TJf+ G, T,- T, (),)

= 108 (K-
3— 3 .S> + 2 7» = 18 * .

Mim hat daher, indem mau durch Sl dividirt:

(63)

wodurch dieser Kreis von Formeln abgeschlossen ist.
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§• 10.

Bildungen.

1. Indem wir dazu übergehen, Formen durch die sieben Grund-

formen auszudrücken, beginnen wir mit der Zwischenform

!

«1 «2 «3 0

Setzen wir in diesem Ausdrucke an Stelle der Variabein x die y,

und sodann

x A>\) - l J(*f) = 9 F iff) -fSdf {y*) , .

wo

G . p = x rr, -f a G
2 , <7 . o" = — (x f— X Ä) .

Die rechte Seite von (64), welche eine in Bezug auf die y gebil-

dete simultane Form von p F— a <Jt und u
tJ

wird, kann dann statt

in Bezug auf die y, nunmehr in Bezug auf | ,
r\ , £ gebildet werden,

und man muss dann nur mit dem Quadrat der Determinante der % ,
rj

, Ç

G '

nach <leu >j, also mit -~ > multipliciren. Da zugleich «v in

l (I «, + n X + t V)

übergeht, so kann man der Gleichung (04) jetzt die Gestalt geben:

(i'S^j (tf) =

i

f)* . G* F d l .G*JF p GtF d\G*JF

V.G'J,. p.Gty l*.G*JF p.G*F <KG*JF

c*.G*F
9 Hol

c*. G*JFw f V
r*.G*JF ( tjrF

a .
.

..- 1 p
&M*JF

N Q o

Aber man braucht diesen Ausdruck nur für y, = .rif also für = 0,

£ = 0 , I = G . Daher kann man bei der Differentiation die Terme
in G'.F und G 7 .df, welche von der dritten Ordnung in sind,

von vornherein weglassen; und indem man in den anderen Gliedern

oach der Differentiation diese VVerthe von | ,
rj

, £ einsetzt, hat mau:

1 — g 0 p

—

aty

18

Setzt man also

0

p— <$il>

6(p— (tifi) a SI N
oa 3(ptf>— aSjf) Q
N Q 0
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<9« = — 30 4>n* —2N 2 + 24 Qnx

,cn //'= — 18(^+ ,S>)tii-2ÄJV«x+ ^2V
f*+24^^w,-6^^ TT 1 = - (30 ^ 6V+ 2&2

) «1- 4 ii 0 Nu.T+ (0,S>— 2 n>~) N*

so ist

3G Gif-i* = q* 0' — 2 o ff -j- o*
2 AT 1

,

oder endlich , wenn man die Werthe von ç und ö einführt:

(00) 30 . 0xr. ij = Gì(kG
x + X G,f-+ 2 2/ ' (xG, + A </,) (xf- A ^)

Will man noch die Functionen 0, H, K einzeln haben, so folgt durch

Vergleichung der Coöfficientcn :

30 G- .0 = 6». G* + 2WG x f+ K l

f
l

(07) J 3G Cr'
2

. 7/ = - 0' . Cr, Cr, + //• (G, ^ - G.,/*) + A' 1 fJ
30 e/2 . k — 0 1

. g, 2 -2 7/'. g
2
^ + . >

.

2. Die Formeln (00) dienen dazu, die Ausdrücke

1
I X Jm—d ''l'y

zu bestimmen. Es ist nämlich nach (02)

also

<>.lcr nacli (00) und (62)

= 324 (*»- Sjf) - 122 7. ? * = 180 .

Indem man auf dieselbe Weise mit den übrigen gesuchten Func-

tionen verfährt, erhält man folgendes »Schema:

08) '
' « —~

' "_,
8iS^ + cr^

+ 2 7>
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l

30.30

3. Die Determinante

I

fry

c>x, CXt

ir? if>

?x
t i xs

ir.
* V)

(.>•, f.'.fj

f-Xt>

( f -' S

fix/

«3 0

geht durch Multiplication mit dem Quadrat der Determinante

und mit Benutzung der Formeln (02), (t>8) über in

I * ß !>-<>*— »sv)

ein Ausdruck, welchem man leicht die Form giebt:

Sjf . K ' — 2 Tjf . W -f- ,S

so dass man die Gleichung hat:

( Vgl. 05)

2;»

d* v frn>

ix* dxt i x.

dx?

«3

,SV .^'-2 7^ .7/'+^/ .0',

«3

wodurch diese Form auf die Formen <9, H, K zurückgeführt ist.

4. Die Determinante von # geht durch Multiplication mit JUWi'-

ebenso über in

2All
j1f
=2\(PH.

Man hat also

l

30'

ehr,»

ex, ('ars ( xt t x3 (>x3
*

*) Diese Gleichung involvirt den für die geometrische Theorie der Form i/> wich-

tigen Satz :

Die Wendepunkte der Curve G lïr Ordnung y — 0 liegen zu sechn
auf den 12 Seiten der Wendepunk tsdreinck e von /"*=(>.

Die Cune besitzt flbrigenH weder Doppel- noch Uütkkehrpunkte.

Aanalen I. 6
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8. In gleicher Weise kann man die Determinante von Sl bilden.

Multiplicirt man sie mit 36 G 2
,
so erhält man:

Sì Ci(l>*—S,tr) 2tl>Sl

G
( </>
v_ Sjf) G t>U llV- 1 8 SAf* -f G 7>
2 1>U Vie- \$S,,f l>+ GTjr Sliie-S.,,)

Und man hat also:

t

72'

?» Ä r * ß <)» Ä
?.r. ?.r. r.r.«

(r II Sl .

Es ist leicht, clie Anzahl dieser Beispiele beliebig zu vermehren.

Wir führen nur noch die Ausdrücke an, welche SKf-u und jT*/-^

für x — zi , \ = f annehmen, Ausdrücke, denen die Ausdrücke für

Ay und Tf selbst leicht zu entnehmen sind :

— G JiJV^/.r -f 3G <K/-« r - " >V 3 + 3 ^ J\*
2 ^ - G V"

3G r;.tv^= |-)4 »sx^+.s»—i 08 ».j+sä .y«i.

+.W 47V)A
T

»wJ.+ 3( 3G^S>+3G7^)^i
- G * J£ Ar

r
t> + 18 (e+ Sjr) Q ul + 3( 2 SA, - A* ^

+ 3 « AV/> .|_ JV3 _ G * fl-
1

.

§. IL

Fornieiisystein der conjugirten Form Jy. Zweite Art von

Grundformen.

Die im Vorigen auseinandergesetzten Methoden führen dazu, alle

Formen durch die vier Covarianten /', J
, 4', Sl auszudrücken, und

durch «lie drei in Bezug auf die n linearen Zwischen formen u,T} N, Q.
Wenn hiedurch für Covarianten und Zwischeuformen das Wüuschens-

werthe geleistet ist, so werden doch zugehörige Formen ihren natur-

gemiissen Ausdruck wiederum durch einfache zugehörige Formen finden.

Diese Betrachtung führt dazu, neben der soeben entwickelten Typik

eine zweite gleichberechtigte und parallele aufzustellen, bei welcher

die Grundformen aus vier zugehörigen Formen bestehen und aus drei

ZwischenYormen , welche linear für die x sind.

Man knüpft die in Rede stellende Entwicklung an das Theorem

(20) des Herrn Aron hold, in welchem er die aus der conjugirten

Form Vf entstehenden Formen durch die aus f entstehenden ausdrückt.

Die Formeln dieses Theorems, welche Herr Aron hold ohne Beweis
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gegeben hat, werden wir an einem anderen Orte ableiten. Indem
man sie um die betreffenden Formelu für 0, 77, K vermehrt, gelangt

man zu folgendem System :

,G9)

//w._ iÄ =
1& j

0 ^ -f 2 77-—- + A
f/xï (

+ 16 S
(, 2) (x» 0 - 2 x A 77+ A* À-)}

S», -a, = -4 JPG (x A)

7^_ ir = -8 7<* T(xA)

H*, -a, •
= — G4 7^ S3 (xA)

^ Mi*{ 4 dT(*l) . r (T(*\)\TMt- lR =
3

- ^ -
,

x + ^ ;

= - 32 J*« S* (x A) (x /- Az/;

7^_„ = 8 7f S» (x A) (z/^ + /-^f»)
= - } i<S S(xA) (;2 (xA) . i,

V*r-iR= 48 7£< S» (x A) (/ 3 (x A) . 93 .

Indem man nun die im Früheren entwickelten Formeln auf die

Function Pf statt auf /* anwendet, hat man, wie aus dieser Tabelle

hervorgeht, an Stelle von 0, 77 u. s. w. folgende (î rossen zu setzen:

&r = — ]{(K—S&)
,
Hf.= -2Jl>(KT—2HSi+&ST),

Kr= 4 Ii* (K+SS&)
,

Sp = — 4 7<3 , Tv = - 8 li* T
,

= — 64Ä»S» , Jr=-2WSf
,

SP =A1PJ,
Tf. = 8 7<3 {TJ— S*f) , IV= — 32 Ji«>/*,

7/,. = 8 WS1 (JS - fT) ,
0/.= 512 7M t> , = 8 lt l -V2 9.

E« ergiebt sich hieraus von selbst, was unter Gr u. s. w. zu verstehen

ist. Diese Function entsteht, indem man die in G auftretenden (Vief-

tieienten S, T durch Sp ,
TPÌ und x, A, reso, z/,/*, durch —2H i S/ und

7>
;
ersetzt. Führt man dann für 7£,S) seinen Ausdruck in 7/ und 11/

ein:

7JS, — £7f,- TP/
,

so findet man für GP bis auf einen constanten Factor \G lt x S :i den-

jenigen Ausdruck, welcher aus S„i entsteht, wenn man darin x = Jl/f

1 = 1*/ setzt, oder es ist

Cil) Gr = 10 WS* . SVtfyP/).

(70)
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84 Uebor ternilrc Formen dritten Grades.

Die Function Sjtp,p ist die negativ genommene H ess e sehe Deter-

minante dieses Ausdrucks als Function von z!p
f
und ]*/.. Nach der

Theorie der binären Formen vierten Grades erhält man dafür:

(72) SJp , p = - 64 IV S' G {B,
,
F,) .

Und aus der Verbindung dieser und der vorigen Gleichung:

(73) TAp . v = - 512 IV«& . T(7?/; 7» .

Die Function S(Jl/r 1
J
/) ist übrigens durch JV theilbar. Man sieht

dies ein, indem man Sf und T einführt. Setzt man

(74) r= (S*+4r')S/—ï2STS
/
* Tf+GStüfTf+ lTSfT,* - 3,S7) 4

,
-

so hat man

(75) pJW =ify? - (o?^>)
2

]
^ ^ '

^'

Aus den Formeln (70) ergiebt sich

(70) Sir = — 90 7<c (4>
, , 7» = — IG 7<« *S'

3 77 , (§. 1
.)

und die Relation

(77) Slr
7 = 6 ( V,.» _ 3 S,,, , . V? + 2 J^, ,.)

verwandelt sich in die folgende:

(78) IP = 12 {cf>* -f 3 àv * - 2 T/ } .

Unter den linearen /wischenformen bleibt zunächst ti* unverän-

dert, abgesehen davon, dass die Variabein « und x ihre Köllen ver-

tauschen. Ferner wird

(79) Nr = — 12 IV S (x
,
S/} Tj) = - 2 Ä» S . 2V*',

wobei iV" eine Zwischenform bezeichnet, welche Combinante ist, linear

für die x, vierten Grades in den u und 8 ,, n Grades in den Coefficienten.

Ans Nr entsteht die Form

(80) Q'-^-2%%-
Die Form S ist ebenfalls Combinante, linear in den x

}
7 ,rn Grades in

den u und IG' 1 " Grades in den Coefficienten. Aus (Jr entspringen LP

und Mr mit Hilfe der Formel (5):

(81) Qr = '

Jr Lp — V/ Mp + 2 ^. . vx .

Uni Lp und Mp darzustellen, kann man sich der Gleichungen (9) be-

dienen. Indem man diejenigen unter ihnen, in welchen & und K mit

/'und d combi ni rt sind, auf das Formensystem von 7/ überträgt, erhält

inan nach Division mit geeigneten Potenzen von lì die Gleichungen:
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*?Ì P
>-. g V g * gJj~ 4 HS,2

2Z%+>*2!1% ( • i2 // \- 8 7'.s',i »,

Die Grösseu und £/» kann man hiernach in der Form ausdrücken :

( 8, )

L* = - 8 Jl> S //

3/, — 2 T B Lr = 16 W fP W
,

wobei die neuen Formen L' , itf" die Bedeutung haben :

(83)

7'-
2 Z„., M(

- 3>«'

Fahrt man diese Ausdrucke in (81) ein, so reducirt sich diese Glei-

chung auf :

(84) iS= L'Rj-M'Pj+On*.
Da S und <Z> ihrer Entstehung nach Conibinanteu sind, so muss

d[L'By— M' l'y) verschwinden; man hat daher

1*5
) Ò L = 3/' , * JT « 3 S L'

,

daher für die zusammengesetzte Function xf — Az/:

W
JtfV-a-# = & • (**) ^' + G

t (**) M') .

Die Gleichungen (85) erlauben nun, indem man den Prozcss d

auf (94) anwendet, das ganze aus der Combination von & ,H,K mit

8/,T/ entspringende Formensystem in folgender Weise darzustellen:

, y^^(mmL. + T » V*» ?J>_ + gg „
2 J—J r x

(
r Uf

1 J 2 r '
i
r u

t

1 1

y y, a >s, _ _ , v ?h » t, = _ s

+ (2TS/ -ST,)u,
f«)

2 £w
t

2 ? x
i

r Ii,

+ (3S7> 2TS,)ux + (2TT/ -S'S/)uJt .

Indem man die Formen iS>, <?/> zu Grunde legt, gelangt man zu

Trau«formation8formeln , welche denen des §. 4. analog sind. Bezeich-

net man durch «, ,
it

2 ,
«
3

die Coordinateu einer für den Augenblick

fest gedachten Geraden, durch r,
,
v
2 ,

i?
3

die Coordinaten einer neuen
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Geraden, endlich durch ìj'
,
£' die neuen Linieucoordinateu , so ent-

sprechen den Formeln (10) folgende:

G*.* = Yn+ n'Wù+ VWù,
oder, wenn man die oben entwickelten Werthe einführt:

(88) 10 /f »S» . S (11/ P/) . Vi = Y . ut — 2rj'. WSNl -f-
4£' . lV&Si .

Diese Transformationsforineln sind auf die der Function

Ftf) = J./(y»)-f.J(,f)
entsprechende Function

F,W 2 2*» {S,. P,(f) - Pj . 8fW)
= 2 JJ 2 S {5/ . Tj (v3) — T/.Sj (*»)}

= - 2 RS {Bj . P/ (Vs) - Pf . «/(u3)}
anzuwenden. Man erhält nach (41):

— 512 1&&FW/P/) {li/P/iv") - P/Bffâ)
(SO) = 3 i'

2 C*— 18 8'V* + 72 «' tf2 d> . 6' f» - 0G /f« #»/7 9' Y*
+ 576 lì* 5« (G'+^W*.

Diese Formel sowie die Transformationsformeln (88) vereinfachen sich,

indem man an »Stelle von {'
,

ìj'
,
£' die ihnen proportionalen Grössen

t ' ' y'

einführt. An Stelle von (80) tritt dann die Formel

(9i) p {^7>(^) - 2>S/(i^)} = 3 r - r— 18 r >f
3

4- 180>$T l— l2JI<f*+ 8G(^+4r)C s
«

und die Transfonnationsgleichungen verwandeln sich in:

Die Determinante der £ , , £ nach den y war früher
ß ;

daher ist jetzt

die Determinante £ nach den r:

<V 25C

6 (T
= ^ i<«

2 9 r2
;

mithin die Determinante der nach den r:

r»

12
'

Um die H ess e 'sehe Determinante des Ausdrucks *S/ 7) (r3) T/S/(v3
)

zu linden, bildet man also die H esse 'sehe Determinante der rechten

Seite von (91) in Bezug auf dividirt durch f0
, und ruul-

tiplicirt mit
1U

- Um die von Aron h old durch J bezeichnete Form

zu erhalten, muss man dann noch mit 6 multipliciren. Andererseits

der Formel ((50):

jxV ln = _ _ \n,. .

x
+P, dT-\
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die tragliche Form hervor, indem mau the u durch die v ersetzt, und
die Werthe:

einfuhrt. Es wird dann:

~ ~ Ü if I

/l
' ( f r + l f ^ ) < P

f
!

Und so hat man neben (91) die Formel:

— 30^rrT 2+24//jj" J— 216(**+^/-)i
î"T+24//0ia"r»

Die Formeln (91), (93) lassen J>(«?3 ) und £y(r3
), also auch i^r')

und Ii/(r :i

) typisch darstellen. Hiermit ist die Grundlage für die Dar-

stellung aller Formen durch die 7 neuen Grundformen:

S,
,
Tf , O , II

,
fi,

,
2T , £

vollständig gegeben. Man hat nur jede auszudrückende Form als Glied

des zu Vf gehörigen Systems darzustellen, und kann sie dann sofort

ebenso durch diese Grundformen ausdrücken, wie dieses bezüglich der

aus f direct abgeleiteten Formen oben auseinandergesetzt wurde. Aber

diese Bildungen auf diesem Wege auszuführen ist unnöthig; vielmehr

genügen die oben gegebenen Uebertragungsgleichuugen , um von jeder

für die Function /' und ihre Formen gegebenen Relation entsprechende

fur Pf und sein Forraensystem zu bilden , und auf diese Weise zu einer

Gleichung zu gelangen, welche der ursprünglichen gewissermassen

dualistisch gegenübersteht.

Die Aron ho hl* sehe Darstellung eines Punktes der Curve

dritter Ordnung.

Die schon oben erwähnte Darstellung der Coordinateli eines Punk-

tes der Curve f= 0, welche Hr. A ronhold (Berliner Monatsberichte,

Sitzung vom 25. April 1861) gegeben hat, besteht darin, dass die

(Wdinaten eines Punktes y auf

fif) - o

durch die Parameter x , X des Büschels

(W) tfVv) -iJWy) - o
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ausgedrückt werden, während zugleich x auf der Curve liegt, also

y7rl
)
= 0. Wegeu dieser Gleichuog kann man F für d.f(y'x) und

zJF für G, ^/i.'/^j oder dp . ^/m/ :ì

) setzen. Die beiden obigen Gleichungen

kann man daher ersetzen durch die Gleichungen:

F(f) = 0,

x z/2 F Cr2 y) — XdF <j*y) = 0 .

Es ist aber, da den Wertheu = -**. die Wertlie §=(r,rç= 0,Ç= 0

entsprechen :

^•^•!/)= ,;22 i r/,^/'^ T *

Indem mau also sich alles in den Variabein | , 17 , £ ausgedrückt denkt,

hat man die beiden Gleichungen:

JF-0,

Wenn man aus diesen Gleichungen und der Gleichung

0 = u, oder 0 = mx Ç + .Vij + ^£
die £ ,

ij
, £ eliruinirt, so erhalt man das Produkt der Gleichungen aller

derjenigen Punkte f/, in welchen ein Strahl des Rüscheis (04) die Curve
/*= 0 trifft. Unter diesen ist der Scheitel des Büschels (A

r= 0), wel-

cher nach bekannten Sätzen auf /"==() liegt. Der Ausdruck muss

aber ein Factor des Eliminationsresultates sein.

Nun sind von den drei gegebenen Gleichungen zwei linear, nämlich:

In Folge dieser beiden Gleichungen also kann man setzen:

£ = X (xd2 — X *)

= —
*V A — M* (x d 2 — X V)

und indem man diese Werthe in 7''=0 einführt, und noch bemerkt,

dass Av/,
, l\if für /*= 0 in Sd x und 7'z/ tt übergehen, erhalt man die

Gleichung:

0= 3 JV { X* [ i xd7— X tf>)
2 A+ 3 0 (x - A *) A2

-f- 3 A :t

(>2 — Sd l
)

\

— G (x — A ti') [^A-f (x d- — X uMy

Uebergeht mau hier den für die vorliegende Frage irrelevanten Factor
iiXj und niuUijdicirt mit (yxd*— Xi' , so erhält man:
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was

m

0 = C>J«X(x*—3xA2S+ 2X*T)X2

auch in der Form schreiben kann:

6(x^-A*) [<?A+ (xz/2— Xtl>)u£ }+ PSIN

-f Ar
p'G A(x :

«— 3xX*S -f 2 A :» = 0 .

Die ersten Glieder dieses Ausdrucks vereinfachen sich noch, wenn man
tur <J und 42 ihre Werthe in L und iV setzt. Mit Rücksicht auf die

Gleichung / = 0 giebt die Gleichung (5) :

Q = J L -f 2 1> ux .

Ferner ist nach (33), (13)

ttj. L
f 2 fr h

J ZA U

a.N = 6 (nfJ) {jIm) = 6

3/

- Gl/"

L M
Gii -Gl2+ *

-Gii-* G
= 6 {u,(^—<S» - (G

x
M-\-G

2 L) + i>(4L—fM)) ,

oder, wenu man hier / und also auch (r.
2
verschwinden lässt:

ß AT = 6 {«* (tf— SJ*) — Jl/^/3 + .

Indem man diese Werthe einführt, geht die Gleichung (95) über in:

0= (x2— A*£) ^w, + xAL + Af^A (x :*-3xA**.S+2P J) .

Dieses ist die Gleichung eines Punktes y, in welchem ein Strahl des

Büschels (94) die Curve f = 0 schneidet; die beiden verschiedenen

Schnittpunkte findet man durch die beiden Vorzeichen der Quadrat-

wurzel. Die Coefficienten von »/, ,
u2 ,

t*
3 in dem vorliegenden Aus-

drucke sind also die Coordinaten des auf der Curve f= 0 variablen

Punktes y selbst, und man hat daher, wenn ç einen willkürlichen

Factor bezeichnet:

9V{ = ^(x2— +xA/, + ti
l Y \ (x*-3xA2 S-|-2A3 r)

çy2
= zf(x*- A'.S>,+ xA/

2+ fi, jj/* (x9 -3xA»Ä+2A»r)

py;J

= ^(x2-A^S>-
3+ xA;

3+ N3 //* (x :»-3xA'S+ 2A'7*) .

Dieses siud die Formeln des Hrn. A ronhold, ausgedrückt durch

die Coefficienten der von uns eingeführten Können N und L.

Giessen, den 15. September 18G7.
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lieber teriiäre Formen dritten Grades.

Von P. Gordan in G

i

essen.

§• 1.

Stellung der Aufgabe. Begriff der Combination. Moduln.

Li einein demnächst zu publicireuden Aufsatze, dessen wesent-

liche Resultate in den Comptes lieudus veröffentlicht sind, habe ich

die binären Formen untersucht und von ihneu nachgewiesen, dass es

zu jeder binären Form ein endliches System von Covarianti giebt,

welches ich vollständiges System nenne und welches die Eigenschaft

besitzt, dass jede Covariante sich als ganze Function der Formen

des Systems mit numerischen Coefficienten darstellen lässt. In ähn-

licher Weise will ich hier die teruären Formen zu untersuchen und

die damals angewandten Methoden auf dieselben auszudehnen ver-

suchen. Die Schwierigkeit, welche dieser Untersuchung hierbei unmit-

telbar entgegentritt, ist die grössere Mannichfaltigkeit von Formen,

welche bei Transformation der gegebenen Form sich nicht ändern.

Während die binären Formen nur Invarianten und Covarianten besitzen,

haben die termiren Formen ausserdem noch zugehörige und Zwischen-

formen , welche ausser den ursprünglichen Variabein .r, x., j
:1
noch die

Variabein u
l
u
2
« 3 enthalten, welche den ersteren eontragredient sind.

Die gegebene Form, welche untersucht werden soll, sei symbolisch:

/' = (a
{
x

x -f- fl
2
x

2 -f az
x
3)

n = (b
{
x

x -f b
2
x.

2 -f b
:i

x.òY
= «: = K = r

l

Ihre Invarianten , Covarianten
,
zugehörige Formen und Zwischeu-

formen will ich kurz die zu f gehörigen Formen nennen.

Von allen diesen Formen hat Herr Clebsch in Crelles Journal

Bd. 59. p. 1 fgg. nachgewiesen, dass sie lineare Functionen mit nume-

rischen Coefficienten (Aggregate) von Formen P sind, welche sich

symbolisch als Producte der Form darstellen lassen :

P=-«j. hx cx . . . (abu) (ani) (iteti) . . . (abc) {abd) (acd) ....

Hierbei bedeuten die Symbole (ahn) und (abc) die Determinanten:

«1 a. «i a., «:«

hi b. und b. h.

"i H, "a 'i <2 «3
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Ueber teriiiire Formen dritten Grades. 91

Die Anzahl der Factoren ax ,
bx ,

rx , ... (unter denen auch meh-

rere gleich sein können) nenne ich den Grad der Forni F\ die Anzahl

der Factoren (abu), (neu) . . . ihre Classe; die Anzahl der verschiede-

nen Symbole a, b, c, ... oder was derselbe ist, ihren Grad in den

Coefficieuten von f, ihre Ordnimg, die Summe von Grad und Classe

endlich ihren K^ng.

Ich kann nun die Frage stellen, in welcher Weise die Form V,

deren Ordnung m sein möge, aus einer Form (/«— l) lcr Ordnung ent-

stehen kann. Demgemäss entferne ich die Factoren ax und ersetze

die symbolischen Factoren (bau), (can), (dati), ... > in denen sowohl

der Buchstabe a als auch der Buchstabe u vorkommt, bx ,
cx , dx

endlich ersetze ich die symbolischen Factoren (bea), (bda), (aia),
,

in denen zwar der Buchstabe a, aber nicht der Buchstabe u vorkommt,

durch (bat), (bdu), (edu) , ....

Ich gelange durch dieses Verfahren zu einem symbolischen Pro-

duct F, welches den Buchstaben a nicht mehr enthält, also von der

Im— l)"n Ordnung ist. In dieser Weise kann ich jedes symbolische

Product mit Formen niederer Ordnung in Beziehung setzen.

Umgekehrt will ich mir jetzt die Frage vorlegen , wie man das

symbolische Product V bilden kann, wenn die Form

F = bx cx dx . . . (beu) (bdu) (edu) . . . (abc) («bd) (rde) (cef) . . .

gegeben ist. Man kann dieselbe auch folgendermaßen schreiben :

F = r(v rov . . . roo u, i(tj u,
t

. . . ,s . S
,

wobei r^> , r**> ... die Factoren bx , rx , dx , i#„
,
n, , . . . die Factoren

[Im), (bdu), . . . darstellen, das Zeichen S endlich bedeutet das Pro-

duct (bed) (hfl*;) (rde) .... Es versteht sich nach dieser Bezeich-

nung von selbst , dass mehrere der Factoren rx oder u, unter einander

übereinstimmen können. Der -Grad von ist hier p, die Classe q,

der Rang p -f- q , die Ordnung endlich m — 1

.

Um nun F aus F abzuleiten, muss man in einigen (etwa k)

Factoren , bx ,
cx ,

dx , . . . , oder was dasselbe ist
,

r^> , K-^ ,
*.

. . rJ J

durch (bau) , (mu) . (dan) , . . .
,
resp. (r^uu) ersetzen, ferner einige,

etwa % der Factoren (heu)
,
(bdu) , . . .

,
resp. ti, , u M .... durch (bai),

i'Wff), . . .
,

resp. at . ersetzen und die so erhaltenen Formen mit

n*~'~ l
multipliciren.

Dieses ganze Verfahren will ich im Folgenden so ausdrücken:

Die Form P entsteht aus der Form F mittelst einer

Combination, welche die Moduln x und X besitzt.

Durch die Moduln ist cine Combination noch keineswegs bestimmt;

es giebt vielmehr eine Anzahl von Combinatiouen, welche dieselben

Moduln besitzen, ohne deshalb übereinzustimmen. Man erhält alle
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02 Ucbcr terniirc Formen dritten üradeB.

diese Conibinationen dadurch, dass man je À der p Factoren r'^ in

(r(i)<nt) und je x der q Factoren u,. in verwandelt; die Anzahl aller

dieser Combinatiouen ist:

Z = pl q]

(i>
— 1)1 II (// — »)! x!

Einige van ihnen werden übereinstimmen , andere wieder verschie-

den sein, je nachdem die Factoren rx und «, unter einander gleich

oder von einander verschieden sind.

Man sieht, dass alle symbolischen Producte m,cr Ordnung mittelst

Combinationen aus den Formen (m— l) ,er Ordnung hervorgehen; ebenso

gehen diese wieder durch Combination aus Formen («*— 2)
lcr Ord-

nung hervor u. s. w., so dass man alle nur denkbaren symboli-

schen Producte durch wiederholte Combination aus der Form f erhal-

ten kann.

Um sämmtliche symbolischen Producte m,cr Ordnung zu erhal-

ten, bilde man sich also vorerst das System

F F F
aller Formen (#» — l)tcr Ordnung.

Hierauf stelle man alle Modularsysteme auf, das heisst alle Werthe-

paare (x, A), die jedoch stets so gewühlt werden müssen, dass die

Summe x -f- X die Zahl n nicht übersteigt; jedem dieser Modularsy-

steme entspricht eine Anzahl Combinationen.

Wendet man alle diese Combinationen auf die Formen F an, so

erhält man nach und nach alle symbolischen Producte <jp.

Die Anordnung der Modularsysteme x, X will ich hierbei in der

folgenden Weise festsetzen.

Das erste Modularsystem ist dasjenige, für welches die Summe
x -f- X verschwindet, mithin auch sowohl x wie X verschwindet.

Dann kommen die Systeme, für welche x -f- X = 1 ist; dann die-

jenigen, ftir welche diese Summe x -\- X die Werthe 2, 3, 4, ... .

besitzt. »

Die Systeme, für welche x -}- X denselben Werth hat, werden

nach den Wcrthen von x so geordnet, dass man dem Modul x der

Reihe nach die Werthe 0, 1, 2, 3, .... crtheilt.

Demgemiiss enthält das zweite Modularsystem die Moduln x — 0,

X= 1; das dritte die Moduln x = l, X = 0; das vierte (0, 2), das

fünfte (1, 1); das sechste (2, 0) u. s. w.

Die Systeme, welche bei dieser Anordnuni; früher erscheinen,

nenne ich niedere Modularsysteme, die später auftretenden höhere

Modularsysteme; desgleichen nenne ich die niederen Modularsystemen

entsprechenden Combinationen niedere Combinationen. Entsprechen

2 Combinationen A und B, die man auf eine Form:
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üeber teruäre Formen dritten CJradeB. 93

F = r(J> fW r£) . . . rW f/i v, ... «, S
x x x x ! 1 y

anwendet, demselben Modularsystem, <1. h. haben sie dieselben Moduln

x und X, so nenne ich sie dann benachbart, wenn die Factoren von

F, welche durch sie verändert werden, bis auf einen übereinstimmen.

Es können hierbei zwei Fälle eintreten, je nachdem die nicht

übereinstimmenden Factoren die Form rx oder u, haben.

Ich bin jetzt im Stande, die symbolischen Producte <p von der -

m u " Ordnung zu gruppiren, wobei ich folgendermassen verfahre:

Zuerst kommen die Formen, deren Hang 0 ist, nämlich die Inva-

rianten, dann die Formen, dieden Hang 1 besitzen, dann die mit dem
Rang 2, 3, 4, . . . Die Formen ç>, welche denselben Rang besitzen,

ordne ich wieder nach den Modularsystemen, denen die Combinatio-

nen entsprechen, durch welche die Formen <p aus den Formen F
entstehen.

Die in dieser Anordnung früher auftretenden Formen <p nenne

ich frühere Formen, die später auftretenden spätere Formen, während

diejenigen Formen , welche denselben Rang haben und ausserdem durch

Tombinationeu mit gleichen Moduln entstehen, als gleichzeitige ange-

sehen werden mögen.

Nachdem nun gezeigt worden ist, wie man nach und nach alle

symbolischen Producte w lcr Ordnung erhalten kann, liegt die Frage

nahe, eine Anzahl von Formen w* ,er Ordnung zu finden, durch welche

sich alle diese Formen linear mit numerischen Coefticientcn darstellen

lassen.

Ehe ich jedoch die eigentliche Beantwortung dieser Frage be-

ginne, will ich vorerst einige Beziehungen zwischen den Formen <p ent-

wickeln, deren ich dabei bedarf.

§. 2.

Ableitung der Formen aus dem Processe der Uebcreinander-

schiebimg.

Es ist zuerst der folgende Hätz, den ich beweisen will:

Entstehen die Formen <p
x
undç>

2
aus der Form

F = rO) rf . . . rû>) u. u. ... u. Sxxx x
, , <y

durch zwei benachbarte Combinationen A und ]{, welche
die Moduln x und X besitzen, dann ist die Differenz qp,— tp.,

eine lineare Function von früheren Formen, in deren Coef-
fi ci e nten die Variabein u und / nur noch in der Verbindung
m, vorkommen.

Beweis. Sind diejenigen symbolischen Factoren von F, welche

durch die Combinationen A und 1$ nicht übereinstimmend geändert
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94 Ueber ternäre Formen dritten Grades.

werden, r^> und i<*> , so hat die Differenz der Forn)en <p, und <p, ausser

den gemeinsamen Factoren dieser Formen noch den Factor:

rfv (r(Vau) — (r^au) = ax n) — ux (r(l
> r^a).

Sie ist die Differenz zweier Formen <p' und ux <p"
, von denen die letz-

tere <p" den Factor itx , also einen Rang hat, der um 2 Einheiten klei-

ner ist, als der Hang von <p, und g>.2
.

Die erstere .Form tp' entsteht aus der Form Fif welche aus F
dadurch hervorgeht, dass man das symbolische Product r<1J rJJ durch

(r(V rw f() ersetzt, durch eine Combination, welche die Moduln x,A—

1

besitzt, also einem niederen Modularsystem entspricht.

Die Formen <p' und <p" sind also frühere Formen als <p
t
und (p2f

und es ist in diesem Falle der Satz erwiesen.

Im zweiten Falle mögen durch die Combinationen A und B die

Factoren u„ und m, nicht übereinstimmend geändert werden. Die

Form qp, — ç>2 enthalt hier ausser den gemeinsamen Factoren von qr>,

und <jp2
den Factor:

«,
s

a, — ff, atj = (.s, s
2

(an)).

Sie entsteht aus der Form F
2 , welche aus F dadurch hervorgeht,

dass man das Product u» nM durch (.«, .s
2

ersetzt; durch eine Com-
bination, deren Moduln x— 1 , k -f- 1 sind, also einem niederen

Modularsystem entspricht. Somit ist auch in diesem Falle der Satz

erwiesen.

Der eben bewiesene Satz kann in folgender Art und Weise aus-

gedehnt werden:

Entstehen die Formen <p
i
und (p., aus der Form

F = r< l
> r(» . . .

}W u. n, ... ff, SXX X I 2 7

mittelst der Combinationen A
{
und yl

2 , welche dieselben
Moduln besitzen, dann ist die Differenz <p, — tp.

t
eine Ii near e

Function von früheren Formen f derselben Ordnung, deren
Coefficienten L die Variabein u und x nur in der Verbin-
dung ux enthalten. Es wird: ç>, — ç>.2

= «£• V'..

Beweis. Da A
i

und ,1
2

dieselben Moduln haben, so kann man
stets solche Combinationen A u An A n ... A u bestimmen, dass in

der Reihe

A
x
A n A Vi . . . A

lr
A

2

je zwei aufeinander folgende Combinationen in dem obigen Sinne

benachbart sind.

Bezeichne ich nun die durch diese Combinationen aus F entste-

henden Formen durch:

<jp, g?,, ç>, 2 «3P I:
. ... (pir (p2t

so ist die Differenz:
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<Pi — <Pi = (9>i — 9>n) + (<P\\ — Vi?) 4- (<Pi r — 9>2 )-

Also eine Summe von Formen , deren jede ein Aggregat von frü-

heren Formen ist. Somit ist die Behauptung erwiesen.

Wir wollen von jetzt ab eine nene symbolische Ausdrucksweise

einfuhren, und die Form F, welche den Grad p und die Classe </

hat, symbolisch durch q» bezeichnen, so dass die Identität statt-

findet :

F = g'; = r<v r<*> . . . r(>'> u, u
%

. . . u, S.

Ersetze ich in der Form:

F = QP ui

l der Factoren qx durch (quii) und x der Factoren u„ durch ua , und

multiplieire dann mit a*-*- 1
, so erhalte ich eine neue Form:

$ = Q» 1 H*'* (QUII)1 U* H*'*'1
,

welche eine lineare homogene Function der (
1

oeffìcienten voìi F ist.

Diesen Process will ich in der Folge so ausdrücken:

Die Form entsteht aus der Form .Fdurch eine Ueber-
einanderschiebung, welche die Moduln x und l besitzt.

Die Uebereinauderschiebung unterscheidet sich wesentlich dadurch

fou der Combination, dass, während einem Modularsysteme viele Com-

Imiationen entsprechen, die Uebereinanderschiebung durch die Moduln

genau bestimmt ist. Die Anordnung der durch Uebereinanderschie-

hnug aus den Formen F entstehenden Formen möge in derselben

Weise geschehen, wie <Jie der durch Combination entstandenen.

Zuerst kommen die Invarianten und dann der Reihe nach die

Formen, deren Rang die Werthe 1, 2, «
f

5 . . . n hat.

Die Formen desselben Ranges werden nach den Modularsystemen

geordnet, denen die Uebercinanderschiebungen entsprechen, mittelst

denen sie aus den F hervorgehen, sowie nach diesen Formen selbst, so

dass hier keine gleichzeitigen Formen auftreten, sondern jede Form
ihren festen Platz einnimmt.

Man kann die durch Uebereinanderschiebung entstehende Form #
leicht durch Formen darstellen , die durch Combination entstehen. Zu
dem Ende setze ich in der Identität für x : x -\- p,y und für n : n -\- vv
und vergleiche dann auf beiden Seiten die Coefficieuten von p.

l v*.

Ersetze ich in der so entstehenden Gleichung die Symbole q„ und

durch (quh) und (i^au) und ebenso #ö und fr,, durch ua und r*,
(J

und

multiplieire dann mit r/, so gelange ich zu der Identität:

(p—iy. A ! (q—x)! x! * ™ >

auf deren rechten Seite die Summation über alle Formen qn,- auszu-

dehnen ist, welche durch die
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96 Ueber ternäre Formen dritten Grades.

(p— 1)1 kl (q—x)! x!

Combinationen entstehen, die dem Modularsystem x, k entsprechen.

Bedeutet tp eine dieser Formen, so können wir unserer Gleichung

die Form geben:

Die Differenz <p— qp, ist, wie oben bewiesen wurde, eine Func-

tion £Ltp' von früheren Formen <p\ mithiu auch die rechte Seite,

es ist:

<p = 4' -f- £L<p'

wo die L die Variabein ,r und u nur in der Verbindung nXi die Coef-

ficicnteu von f aber gar nicht enthalten. Im Falle <p die früheste

Form m leT Ordnung ist, verschwinden die Formen <p' und man hat:

<P — 4'-

Der nämliche Fall tritt ein, wenn <p eine Invariante ist.

Die Formel tp = 4' -J- EL tp' kann man leicht in die fol-

gende transformiren:

in welcher die ty' frühere durch Uebereinanderschiebung
entstandene Formen tf' bedeuten und die 0 o e f f i c i e n t e n

M wieder die Variabein x und « nur in der Verbindung n x ,

die Coeffieienten von /'aber nicht enthalten.

Um diesen Satz nachzuweisen, kann ich, da er für die früheste

der Formen tp gilt, die Annahme machen, er sei für alle Formen tp'

nachgewiesen, welche in der Anordnung der durch Combination ent-

standenen Formen vor tp stehen; dass alle diese also in die Form ge-

bracht werden können:

tp' = 4>' +
Tragt man diese Werthe in die Formel tp = 4' -f- E L tp' ein, so er-

häHrman die Gleichung:

tp = 4> + 2L4>' + ZLM4>",
welche die verlangte Form besitzt.

Man sieht somit, dass alle Formen *w,w Ordnung sicli linear ans

solchen Formen zusammensetzen lassen , welche aus den Formen J'
1

durch Uebereinanderschiebung entstehen, dass diese letzteren also

ein volles System von Formen m ler Ordnung bilden. Dieses

System ist jedoch keineswegs das kleinste volle System der Formen

mler Ordnung; ein solches wird vielmehr erst dadurch erhalten, dass

man von den oben gebildeten Formen alle diejenigen weglässt, welche

durch frühere Formen linear dargestellt werden können.
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Alle diese wegzulassenden Formen zu erkennen, ist im Allge-

meinen sehr schwer, jedoch erhalten wir durch den folgenden Satz

eine grosse Anzahl derselben.

Da nämlich die aus den Formen F durch Uebereinanderschiebung

entstehenden Formen homogene lineare Functionen der Coefficienten

der Form F sind, so verschwinden oder lassen sich durch frühere

Formen ausdrücken alle diejenigen Formen t, welche aus Formen F
entstehen, die diese Eigenschaft besitzen.

Somit erhält man ein volles System von Formen w 10 '

Ordnung, das weniger Formen enthält als das obige, in-

dem man von irgend einem vollen System

F F F
1 2 3 •••

Ton Formen (m— l) ,er Ordnung ausgeht, und auf die For-

men derselben alle Uebereinanderschiebungen anwendet.
Man kann dieses System durch ein anderes ersetzen, welches

ebenso viel Formen enthält und zu dem man dadurch gelangt,
dass man auf die Formen F Combinationeu der Art anwen-
det, dass jedem Modularsysteme eine einzige Combination
entspricht.

§. 3.

Grundlage für den Beweis, dass das vollständige System aus

einer endlichen Anzahl von Formen besteht.

Den Nachweis, dass das so entstehende System ein volles System

ist, werde ich dadurch führen, dass ich zeige, wie jede Form des

obigen Systems der ^ sich linear durch die Formen dieses Systems,

weicheich K nennen will, ausdrücken lässt. Für die erste Form 4> ist

dies unmittelbar klar, da sie nach §. 2. gleich der ersten Form K
ist. Um den Satz für eine andere Form # nachzuweisen, mache ich

die Annahme, er wäre für alle früheren Formen V erwiesen; man
tonne ihnen also die Form geben:

1>' = £L'K 0

wo wieder die Coefficienten L' nur von dem Ausdruck ux abhängen.

Ersetze ich dann in der Formel <p = tf> -|- EMil>' (§. 2.) die Form <p

durch K und trage für die V' ihre Werthe ein, so wird:

• $ = K + ZLK',

wodurch unsere Behauptung erwiesen ist.

Um aus dem vollen Systeme der Formen F der (m— 1)"" Ord-

nung zu dem Systeme der Formen K m Xcr Ordnung zu gelangen , muss

man mithin folgendes Verfahren einschlagen.

Mathematische Annalea L 7
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Zuerst bilde man sich eine Tafel aller denkbaren Modularsysteme

etwa in folgender Art:

No. d. Mod. S.
1 « in a

|
x in au

1 Ornai Ornai

2 0 - 1 -

3 1 - 0 -

4 0 - 2 -

5 1 - 1 -

<> 2 - 0 -

7 0 - 3 -

8 1 - 2 -

9 2 - 1 -

10 3 - 0 -

11 0 - 4 -

12 1 - 3 -

Sodann wende man auf jede der Formen F die Combinationen

A.^ ...

an, welche der Reihe nach so gewählt werden müssen, dass sie den

Modularsystemen entsprechen, A
{
dem ersten, A

2
dem zweiten u. s. w.

Da man unter den Formen K diejenigen auslassen kann, welche

verschwinden oder lineare Functionen von früheren sind , so wird man,
um ein möglichst kleines Formensystem zu erhalten, die Combinatio-

nen A so auswählen, dass dieser Fall möglichst oft eintritt.

Diesen Zweck wird man besonders dann erreichen, wenn es eine

Combination A der Art giebt, dass die durch sie entstehende Form
K aus irgend einer andern Form wt,cr Ordnung F durch eine nie-

dere Combination zu gleicher Zeit entsteht. Sie kann dann aus dem
Formengebiete der Form F weggelassen werden.

Ebenso, wie man nämlich aus der Form K zu der Form F, aus

welcher sie durch die Combination A entstanden ist, dadurch gelangt,

dare man nach Weglassung der Factoren ax die Factoren {bau), {can)

. . .
,

(bea), (bda) ... in bx ,
cx , ... (bai), (bdu), . . . verwandelt,

kann man auch aus K eine andere Form F' bilden, indem man nach
Weglassung der Factoren bx die Factoren (aim), (ebu), (cab),

(aìb), (adb), . . . durch ax ,
cx ... (can), (edu), (adu), . . . ersetzt.

Aus dieser Form F' entsteht dann K durch eine Combination A'. In
ähnlicher Weise kann man mit den Symbolen c,d, ... verfahren, so

dass K durch eine Reihe von Combinationen aus den Formen F",
FW, ensteht.

Nachdem diejenigen aus F entstehenden Formen entfernt sind,

welche durch frühere linear ausdrückbar sind, will ich die übrigen
„zu F gehörige Formen" nennen. Es gilt dann der folgende Satz:
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Bilden die Formen:

ein volles System von Formen (m— l)
ter Ordnung, dann

bilden die zu ihnen gehörigen Formen ein volles System
von Formen m ler Ordnung.

Die Bedeutung eines vollen Systems von Formen mXcT Ordnung
ist somit festgestellt und gezeigt, wie man zu einem solchen gelan-

gen kann-, ich gehe nun zu der allgemeinen Untersuchung über, wie

man alle Covarianten , Invarianten
,
zugehörige Formen und Zwischen-

formen von ff
durch eine möglichst geringe Anzahl von Formen aus-

drücken kann.

Ich nenne ein System von Formen:

(Tj
,
&

2 ,
# 3 , ...

ein vollständiges Formensystem, wenn alle Formen von f
ganze Functionen der # mit numerischen Coefficienten
sind.

Unter diesen Formen müssen sich natürlich auch die einfachsten

f und M, befinden.

Die Frage, die ich nun untersuchen will, ist, nothwendige und

hinreichende Merkmale der vollständigen Systeme zu finden und so-

dann für die eubische ternäre Form / = ein endliches System auf-

zustellen, welches diese Merkmale besitzt.

ZudemEndebildeich 1) die zu den # gehörigen Formen;
2) die zu den Producten der fr, unter welche ich auch die

Potenzen und ihre Producte rechne, gehörigen Formen;
sind alle dieselben ganze Functionen der fr mit numeri-
schen Coefficienten, so behaupte ich, dass die Formen fr

» in volles Formensystem bilden.

Beweis. Die einzige Form 0,er Ordnung ist nXf für diese gilt der

Sate.

Ich mache daher die Annahme , dass der Satz für die Formen :

lier 2'" 31er
(m_ l)t«r

Ordnung erwiesen sei, und will ihn für die Formen mUr Ordnung

beweisen.

Da nach Annahme alle Formen (m — l) ,cr Ordnung ganze Func-

tionen der fr sind, so lassen sie sich linear durch diejenigen Formen

fr und diejenigen Producte darstellen, welche von der (#«.— l),cn Ord-

nuni? sind. Diese letzteren bilden mithin ein volles System von For-

men m— 1'" Ordnung und die zu ihnen gehörigen Formen ein volles

System von Formen mler Ordnung.

Diese letzteren Formen sind nun nach Voraussetzung ganze Func-

tionen der Formen fr, mithin sind es auch alle Formen wi ,er Ordnung,
7*
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da sie sich aus ihnen linear zusammensetzen lassen. Ist # ein Factor

des Productes P, so nenne ich die zu P gehörigen Formen, zu &
uneigentlich gehörige Formen, während ich dig zu & gehörigen

Formen eigentlich zugehörige Formen nennen will. Die zu P
gehörigen Formen gehören mithin uneigentlich zu den verschiedenen

Factoren von P.

Um nachzuweisen, dass das System der # ein vollständiges System

ist, muss man für jedes einzelne & mithin zeigen, dass die zu ihm

eigentlich und uneigentlich gehörigen Formen durch die # ausdrück-

bar sind.

Um dies zu sehen, bilde ich mir die Tafel aller Modularsysteme

und wende für jedes derselben eine Combination auf die Form # und

das Product H=&P an, in dem P irgend ein Product der & bedeuten

möge. Ich werde diese Form P symbolisch durch u* bezeichnen

und bemerke hierbei, dass die Exponenten ft und v beliebige Werthe

(auch den Werth 0) besitzen können.

Bei der Anwendung der Combinationen auf H muss man die

Factoren von # zuerst verändern und erst, wenn diese nicht mehr

ausreichen, darf man die übrigen Factoren qx und ua verwandeln.

Würde man mit diesen beginnen, so wären die Combinationen nicht

auf Formen anwendbar, für die ju- und v kleine Werthe haben, die

Resultate also nicht allgemein gültig.

Denjenigen Modularsystemen, denen Combinationen entsprechen,

welche auf die Form tr anwendbar sind, werden solche Combinatio-

nen entsprechen , die auf die Producte II angewandt nur die Factoren

von # ändern. Die durch dieselben aus H entstehenden Formen ent-

halten den Factor P, sind also durch Formen niederer Ordnung, mit-

hin auch durch die & ausdrückbar, wir brauchen sie nicht weiter zu

untersuchen. Von den übrigen will ich diejenigen Modularsysteme

zu # gehörig nennen, deren entsprechende Combinationen auf H
angewandt zu H gehörige Formen erzeugen.

Die dem Modularsystem M entsprechenden Combinationen brauche

ich daher nur auf Producte solcher Formen <&• anzuwenden, zu denen

das System M gehört.

Aber auch von diesen Producten hat man nur eine geringe An-
zahl zu untersuchen nöthig. Zunächst können diejenigen Producte

der fr unberücksichtigt bleiben, welche einen so niedrigen Grad oder

eine so niedrige Classe besitzen, dass die M entsprechenden Combi-

nationeu sich nicht darauf anwenden lassen. Bei Weitem wichtiger

ist indess eine andere Art von Producten der 0-, denen man unmit-

telbar ansieht, dass sie sich auf Formen von niedrigerer Ordnung,

also auch auf Formen # zurückführen lassen. Es entstehen, dieselben

aus allen denjenigen Producten:
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H = 0", #2 #3 . . .,

welche als Factor Ii ein Product der # von niedrigerer Ordnung be-

sitzen, so das8 man also eine Identität der Form hat:

S= IiS

,

und wo die dem Systeme M entsprechende Combination, welche

auf II anzuwenden ist, so gewählt werden kann, dass nur die Facto-

reu von Ii sich ändern ; die resultirende Form besitzt dann immer den

Factor S, ist also auf Formen niedrigerer Ordnung reducirbar.

Wenn man diese beiden Arten von Producten auslässt, so bleibt

nur noch eine endliche Anzahl von Producten P übrig, von denen

nachgewiesen werden muss, dass sie durch Anwendung von passendeu

Combinationen Firmen hervorbringen , welche sich durch die Formen

$ darstellen lassen. Diese übrigbleibenden Producte nenne ich zu dem
Modularsystem M gehörige Producte.

Der Beweis, dass ein gegebenes Formensystem der # ein voll-

ständiges System ist, kann hiernach in folgende 4 Abschnitte einge-

teilt werden:

1) Nachweis, dass die den # eigentlich zugehörigen For-

men ganze Functionen derselben sind.

2) Aufsuchung der zu jedem # gehörigen Modularsysteme.

3) Aufsuchung der jedem Modularsystem M entsprechenden Pro-

ducte P.

4) Nachweis, dass es für alle Modularsysteme M entsprechende

Combinationen giebt, die, auf die zu ihm gehörigen Producte

P angewandt, zu Formen führen, welche sich durch die &
darstellen lassen.

§. 4. ,

Beweis der Endlichkeit des vollständigen Systems für ternHrc

cubische Formen.

Nachdem ich nun allgemein gezeigt habe, an welchen Merkmalen

mau ein vollständiges Formensystem erkennen kann, will ich für die

cubische Form f= al den Nachweis liefern, dass die folgenden 34

Formen # ein solches vollständiges System bilden.

0" Ord.

l te
„

2- „
3*

«X

f=al
ax bx (abu) 2

ax ci (abu)2 (bea); al = ax bx cx (abc) 2
;

u\ = (abc) (abu) (am) (bai)

4" ai al (aau); ti] at al; S = a\;

(abu)2 (edu)2 (bm) (adu) = u«
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5lc Ord. uìafiM (àbu) ; UfiJbflHl ; u}ajbx (abu)2
; aj),u, (abu)7= uf ;

6,e
„ ut a, b, al

b

x c* (feci*) ; h} a,d (afet*)
2

(fecii) ; u} a,al; af= T;

» \uiu}(spx); uf

a

t ax bl (abu); a
t
btu t albl; aiu}bx (abu)7

;

8" „ a
t bt ut albx cl{bcn); q% — a t bt ctalbWx ; a,w? e\ {abu? (feci*)

;

uluf(stx);

9 lê
» al qì (aqu) ; t** m? (ytx) ; u) u( a ( al {six)

;

10* „ albluiat bt {stx); u* u,a( bx (stx) (abu)*

;

11'° „ alql(aqu);
12'- „ alalql (aaq); uj uf (spt).

Um die zu diesen 34 Formen eigentlich zugehörigen Formen auf-

zustellen und dieselben durch diese Formen selbst auszudrücken , bilde

ich mir zuerst die Tafel aller hier möglichen Modularsysteme:

No. d. Mod. S. I h in a
\ x 'm au

0 Ornai Ornai

1 0 - 1 -

2 1 - 0 -

3 0 - 2 -

4 1 - 1 -

5 2 - 0 -

6 0 - 3 -

7 1 - 2 -

8 2 -
ì 1 -

9 3 -
;

0 -

und wende diesen Systemen entsprechende Combinationen auf jede der

Formen & an.

Das 0 l° Modularsystem brauche ich hierbei nie zu berücksichtigen,

da durch die einzige demselben entsprechende Combination jede Fórm
H in das Product fH übergeht, also unmittelbar durch Formen nie-

derer Ordnung ausdrückbar ist.

Es ist also nur nöthig Combinationen , welche den übrigen Modu-
larsystemen entsprechen, auf die Formen # anzuwenden. Um dieses

Verfahren übersichtlicher zu machen, stelle ich 33 Tafeln auf, denen

ich die folgende Einrichtung geben will.

An der Spitze der Tafel steht die Form &, deren eigentlich
zugehörige Formen ich berechnen will; auf dem linken Rande dann
die Ordnungszahlen aller derjenigen Modularsysteme, die den auf die

Form # angewandten Combinationen entsprechen; alsdann folgen da-

neben die durch diese passend gewählten Combinationen entstehen-

den Formen. Diese aus den Formen # entstehenden Formen Q sind

keineswegs sämmtlich ihre zugehörigen Formen; viele derselben wer-

den aus anderen Formen R durch niedere Combinationen entstehen,

als aus derjenigen Form in deren Tafel sie sich befinden. Tritt
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dieser Fall ein, so will ich es dadurch andeuten, dass ich rechts unten

an die Form Q das Zeichen + mache Q+> alsdann das Zeichen :

folgen lasse und dahinter die Form R setze, aus welcher Q durch

eine niedere Combination als aus fr entsteht Q+ : R.

Die so bezeichneten Formen Q brauchen nicht berücksichtigt zu

werden. Von den andern muss nachgewiesen werden, dass sie sich

auf frühere Formen zurückführen lassen; dieser Nachweis wird mit.

symbolischer Rechnung geführt werden, und zwar werde ich mich

meistenteils der folgenden beiden Identitäten bedienen:

I. cx (abd) — dx (abc) = bx (acd) — ax (bed).

II. c, dx (abc) (abd) = i [c\ (abd)2 + dl (abc)1— bl (acd)7— al (bed)2

-f- 2 ax bx (acd) (bed)

}

,

welche ich schlechthin als Identität I. und Identität II. citiren will.

Da ferner die symbolischen Buchstaben abc dieselbe Bedeutung

haben, so wird eine Form F ihren Werth nicht ändern, wenn man
sie durch die Form F' ersetzt, in welche sie durch Vertauschung der

Buchstaben unter einander übergeht; in diesem Falle werde ich F durch

F -4- F*—
J— ersetzen.

Endlich wird F verschwinden, wenn es durch Vertauschung der

symbolischen Buchstaben unter einander sein Zeichen ändert. Ich kann

in diesem Falle ohne Weiteres F=Q setzen.

Tafel I.

f-al.

1. albl(abu) = 0.

2. ax bx (abu)2
.

3. (abuy=Q.

Tafel 11.

ax bx (abu) 2
.

1. ax cl (bat) (abu)2
.

2. ax bx (abii) (abc) cl — \ ax bx ex {cx (abu) -f ax (beu) — bx (acu)}

= \ ux (abeya, ^ W. I-

3. cx (am) (beu) (abu)2

= $ (acu) (beu) (abu) {cx (abu) -f ax (beu) — bx (acu)}

= l ux (abc) (am) (beu) (abu). Id. I.

4. cx ax (beu) (abu) (abc) = 0.

5. ax bx cx (abc) 2
.

7. (acu) (beu) (abu) (abc).

8. ax (beu) (abc)2 = 0.
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Tafel m.
ax cl (abu)7 (bcu).

1. a x cx (abu) 2 (bat) dl (edu)

= \ax cx dx (abu) 7 (edu) {dx (bai) — cx (bdu)}

= £ ax cx dx (abu)7 (edu) {«, (bed) — bx (edu)}

2. ax ci dì (abu)7 (bed) = 0.

3. fx ff, (arf*<) (c(7m) (aò«) 2 (bcu) = 0.

4. c> dx (adu) (abu)7 (bciT)+ : dx (adu) (abti) 7 (bdu).

5. cl ax dx (abd) 7 (bcu)+ : ax dx (abd)7 bx .

6. (adu) (edu)7 (abu)7 (beti).

7. cx (adu) (edu) (abu) 7 (bcd)+ : (adu) dx (abu)7 (bdu).

8. el (adu) (abd)7 (1*tt)+ : (adu) (ahd) 7 bx .

9. a x el (abd)7 (bcd)+ : ax (abd) 7 (bdu).

Tafel IV.

ui = (abe) (abu) (acu) (bcu).

1. u 7
al a,.

2. u t a] ax = dx (abc) (abu) (aed) (bed)

= ^ (ah) (aed) (bed) {dx (abu) + ax (bdu) — bx (adu)}

= J «x («fo?) (<i«0 (fl«0 (betf) = i # ux .

3. a;
1

.

Die Identität u, ax a; = \ S ux lehrt uns , dass alle Formen , die

den symbolischen Factor er? enthalten, die Invariante S als

wirklichen Factor besitzen.

Tafel V.

a% = (abc)7 ax bx cx .

1. al al (accu).

3. ax ax (aau) 7 = ax dx (abe)7 (bdu) edu)

= ax (abe) (bdu) (edu) {ax (bed) — bx (aal) — cx (abd)}. Id. I.

Der erste Theil dieser Summe ist ul al a s , die .beiden anderen ein-

ander gleich, es ist daher:

ax ax (aau) 7 — u] at al = — 2a x bx (abe) (bdu) (edu) (aed).

Durch Vertauschung der Buchstaben a und b und sodann von b

und d erhalt man die Gleichungen:

«x«* (aau) 7— ujat al = — ax bx (abc)(cdu) {(bdu) (aed) — (adu) (bed)}

= — a* bx (abc) (edu)7 (abd).

a x «x (aau)7 — u 7
a, al = — (abc) (aed) (bdu) ax {bx (edu) -f dx (bcu)}

= — (abc) (aed) (bdu) ax {ux (bed) — cx (bdu)}
,
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und durch Addition:

2 ax ax (aau)2 — 2u] at al = — ux . az (abc) (acd) (bed) (bdu)

= — ux ax ai u, = '—
• 8 ul (s. Taf. IV.)

ax ax (aau)2 = al u] at — \ S ul.

6. (aau)3 = (abc)2 (adii) (bdu) (edu)

= (abc) (adu) (bdu) {(bed) (acu) — (bat) (««/)}

= 2 (abc) (adu) (bdu) {bed) (acu) = 0.

Tafel VI.

al al (aau).

1. al ax bl (abtt) (aau) = ± al ax bx (abu) {bx (aau) — ax (bau)}

= $ al ax bx (abu) {ax (abu) — ux (aba)}

2. al bl al (aab) = 0.

3. ax bx al (abu) (bau) (aau) = 0.

4. bx al ax (becu) (aab)+ : ax (bau)2 bx .

6. ax (abu) (bau) 2 (aau)+ : bx ax (bau)2
.

I al (bau)2 (aab)+ : (bau)*.
-

Tafel VII.

uj al at .

1. u] at ag bl (abu).

2. u, at bs al bl.

3. u} a, bx (abu)2
.

4. u, at bt a x bx (abu) = 0.

5- b) al as bx+ : bl ut bx .

Ï- b, u, (abu) 2 at .

b} ax a, (abu)+ : bl ut bx .

Tafel Vin.
«» = (abu)2 (edu)2 (adu) (bai).

2. Up ap al = (abu) 2 (edu) (adu) (ben) (ede) ci

= (abu) (edu) (adu) (bcu) (ede) ex

H)x (aeu) — «x (bcu) -\- ux (abé)} Id. I.

= 2 (abu) (edu) (adu) (bcu) (ede) bx cx (acu)

-f- ux . ex (abu) (edu) (adu) (ben) (ede) (abc).

Das zweite Glied hat den Factor ux , läast sich also auf niedere

Formen reduciren, das erste hat den Werth:

(adu) (aeu) (ede) . (abu) (bcu) bx {ex (edu) — dx (ceu)}

= (adu) (aeu) (ede) . (abu) (bcu) bx |w, (ede) — cx (den)}.

Digitized by Google



106 Uebcr tcrnäro Formen dritten Grade».

Das erste Glied kann man wieder vernachlässigen und das zweite

durch die Summe ersetzen:

— £ (adu) (aeu) (deu) . bx cx (bcu)
{
(aie) (abu)

— (cda) (chu) — (cae) (dbu)} = + j ui . bx cx (bcu)2

5. (abu)2 (ale)7 (adu) (bcu) cx — (abu)* (aau) (bau) ax
= (abu) (aau) (bau) {bx (aau) — ax (bau) -f ux (aba)}.

Das erste und zweite Glied entstehen durch niedere Combinatio-

nen aus der Form ax ax (aau)2
, das dritte hat den Factor ux .

9. (abu)7 (ale) 2 (ade) (bcu) = 0.

Tafel IX.

u] a, ax bl (abu).

1 u] a, ax bx cl (abu) (bcu) = $ u]a,ax bx cx (bcu) icx (abu) —bx (acu)}

= ± u) a,ax bx cx (bcu)
{
ux (abc)— ax (bcu)

}

2. uj a, ax bl cl (abc) = 0.

3. ul at (abu) (acti) (bcu) bx cx = 0.

4. u] a, (acti) bl cx (abc)+ : u] a, (acu)7 cx .

5. c\ a, ax bl cx (abu)+ : ci a, al cx .

6. u] a, (acu) (bcu)2 (abu) = ^ ul (acu) (bcu) (abu)

{a, (bcu) — b, (acu) -f- c, (abu)} = \u] . u,
3
,.

7. u, c, a, (acu) (bcu) bx (abu) = 0.

8. cl at (acu) bl (abu)+ : c) a, (acu) ax .

9. cl a, ax bl (abc)+ : cl a, ax (acu).

Tafel X.

u, a, bt al bl.

1. u, a, b, dl bx cl (bcu).

2. a, bt ct al bl d.

Diese Form kann, da nach Tafel V u} c, cl = cx ax (eau)2
-\- ul

ist auf die folgende Form zurückgeführt werden:

al bl cx ax (caa) (cab) = ±ax bx cx ax {al (bea) 2
-f bl (aca) 2

- cl (aba)7 - al (abc) 2 + 2cx ax (abc) (aba)}. Id. II.

= ^ ax bx cx ax
j
al (bea)2 — al (abc) 2 +

$ ax (abc)
{
cx (aba) — bx (aca) -}- ax (bea)

} j

<=ïax bx cx ax {al(bca)
2 --al(abc)2+ 2

f
al(abc)2

}. Id.I.

3. m, a, b, al cx (beu)^ : uj b, cx (bcu) 2
.

4. ct a, bt al bx cx (bcu) = 0.

6. Ut a$ bt ax (acu) (bcu)* : uj bt cx (bcu)2
.

7. a, b, c, al (6cm)' : u, b, c, (bai)2
.
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Tafel XI.

u} a, bx (abu)2
.

1. u}a,(bcu)(abu)2
cl.

2. «* at bx cl (abu) (abc) = J u] a, bx cx (abc) [cx (ahn) — bx (am)}

= £ uì

a

t bx cx (abc) \ux (abc)— ax (bai)} Id. I.

= ± ux .uìatal—^uìax bx cx (abc) {a, (bcu) — b. (acu) + c, (abu)j

= i hx . u}at al— l ui . ax bx cx (abc)1 .
Id. I.

4 m' a, (bat) (abu) (abc) cx = } u] (at cx — e. ax) (bcu) (abu) (abc)

— 4 m* [oc ($x)] (bcu) (abu) (abc)

= l ui ul (s
{
sx) = 0.

5. c) a, bx cx (abu)^ : cf a, cx a%.

8. cj a, (bai) (abu)^ : ci at cx a\.

9. cj om bx (abu) (abc)+ : c] a, ax (am).

Tafel XII.

uf = a, b4 u, (abu)7
.

2. u} alat = \ [at b, c, (abu)2
-f- 2 a,bt ut (abu) (abc)] cl

= ici a,b, (abu) {— a, (cbu) -f- b, (acu) -f- u, (abc)

4-2«, (abc)}.

Nun ist nach Tafel IV: b] bx u, = | ux \ mithin

cl a, bi (abu) (acu) = ci aj b, (abu) (cbu)

= — (aau) (acu) = 0.
V

u} a t al m, cî a, 6, (aia) (a&c) = a, b, cx (abc) ut

{ux (abc) — ax (bcu) -f- (act*)}. Id. I.

= ux .at b, cx ut (abc)2 -\-2 a,b, bx cx (abc) (acu) ut

= «x . a, b, cx ut (abc)
2 a, bx cx u t (abc) {

b4(acu)— c,(abu)

}

= ux . at b, cx Ut (abc)
2
-f- «, bx cx ut (abc) {

a, (bcu)— m, (abc)

}

Die Form a]bxcxut (abc) (bcu) hat (Taf. IV.) den Werth'^hx cx (bcu)2

also:

uf a t al = ti» . a] u, ax + — • &x (òcu)2 — a, ai «J

.

Eine fernere Formel fur u} a, al ergiebt sich in folgender Weise :

uf ai al == u x .a] u, ax -f- 2 a, b, bx cx (abc) (acu) us

— ut cl a, b, (abu) (abc)

2 uj a, al = ux .a]ut ax -f- (abc) (abu) u, (cx at
— ax ct) (cj)t

— b^,)

— ax bx (abc) (abu) u, c]

= m*, a? ut ax -f Ut utl (s s^x)2 —-^ax bx (abu)2.
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Um endlich eine dritte Formel für uf at al zu erlangen
,
gehe ich

von der Gleichung aus:

ax ax (aau)2 = al m * at — ^ ul . Tafel V.

Nach ihr wird:

Ut a t al = ut cl a* b* (abu) (abc) = (accu) cl (aab) {abc) (abu)

und

uf a t al = h . us al ax -f- 2 a, b, ti, bx cx (abc) (acu)

— ux .ut a
1 ax -j- 2 (aab) (aau) bz cx (abc) (acu)

+ £ bx cx (bcuy.

2 u}a t al = ux .u, al ax -f- ^ bx cx (bat) 2 + (aau) cx (abc) (bau)

{cx (aba) — bx (aca) + ax (bea)}

S= ux .u, al ax -f-

*

6
bx cx (bai)2 -f" c* a* («*«) (abc) 2 (bau)

= ux .ut al ux + £ 6* <?x (beu)2
-f a* /J, (a/3ti)

3
.

5. ut a? ax = \a, b$ (abc) /2 c, (abu) -f- «* (abc)} cx

= % a,b, (abc) cx |2 ct (abu) -f- (abu) -f- ««

— bt (acu)} Id. I.

— a. b, c, (abc) cx (abu) + 2/ (66c) c» (beu) (Tafel IV.)

=
j[ a, b, ct (abc) [cx (abu) -}- at (beu) — bx (acu)]

= i ux . at b, c, (abc)2 — \ ux T. Id. I.

Fur u( ai ax kann man noch eine andere Formel entwickeln, es ist:

u t afax= $ at bt(abc){2\it(abc)+2bt(acu)~2a t(bm)+ Ut(abc)}cx

= a, bt u, cx (abc)2
-f- ^ a, b\ (abc) (acu),

und da das zweite Glied verschwindet:

ut afax= al ax u, = ± T ux .

9. ai.

Tafel XIII.

ut a, b, al bx c\ (bcu).

1. ut at bt al bx cx (bcu) (edu) dl = ^ u, at bs al bx cx dx (edu)

{dx (bai) - cx (bdu)}

= i Ut a. b, al bx cx dx (edu)

{«, (bed) — bx (edu)}. Iti. I.

2. ti, a, bt al bx cl dl (bed) = 0.

3. Ut at b, al (bdu) cx dx (edu) (bcu) = 0.

4. dt at b, al (bdu) ci dx (bcu)+ : dt at bt al (bdu) dx bx .

5. (/, a, bt al bx el (bed) dx+ : dt as ba al bx (bdu) dx .
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Ueber ternare Formen dritten Grades. 109

6. u, a, b, (adit)* (bdu) cl (bcu)+ : us a, bt (adu)
2 (bdu) bx.

1. d, a, b, (adu)2 bx cl (&«#)+ : dt a, b, (adu)2
bl.

8. d, a, b, al (bdu) cl (bcd)+ : dt a, b, al (bdu)2
.

Tafel XIV.

ul a, cl (abu)2 (bcu).

1. m' a, cx (abu)2 (ben) (cdu) di = ± ul at ex dx (abu)2
(edit)

{dx (bcu) — cx (bdu)}

= % ul a, cx dx (abu)2 (cdu)

{ux (bed) — bx (cdu)} . Id. I.

2. ul at el dl (abu)2 (bed) = 0.

3. ui a, dx (cdu)2 (abu)2 (bcu) = £ ul (at dx — dt ax) (cdu)
2 (abu)2 (bcu).

Diese Form kann leicht auf die Form ul ul (spx) zurückgeführt

werden. Es ist nämlich:

fi? ul (psx) = ul (abu)2 (bcu) (cdu)

{\ (cdu) [ad (sx)] -f- $ (adu) [cd (sx)]}

= ul (abu) 2 (bcu) (cdu) (cdu) [ad (sx)]

+ 1 [(cdu) [ad (sx)] + [du (sx)] (eda)} Id. I.

= ul (aht)2 (bcu) (cdu) {(cdu) (a, dx - d,ax)

+ $(cda) (d, ux — ut dx)} .

4. d, ng a, ex (cdu) dx (abu) 2 (bcu)+ : u, dt a, dl (abu)2 bx .

5. dg dl at cl (abu) 2 (bcu)+ : dx dl a, (abu)2 bx .

7. dt u, at (cdu) 2 (abu) 2 (bcìì)+ : dt u, a, dì (abu) 2 bx .

8. d* a„ cx (cdu) (abu)2 (hcu)+ : dl a, dx (abu)2 bx.

9. dj a t cl (abu) (abd) (bcu)+ : dl a9 (abu) (abd) bx .

Tafel XV.

uf a t al.

1. ni a, (abu) ax bl.

2. w, a, bt al bl.

3. vi at bx (abu) 2
.

4. m, a, bt ax bx (abu) = 0. ,

5. b} a, albx+ : b} ut bx .

7- u
t a t bt (abu)

2
.

Mit Hülfe der Formel:

uj btbl = I ul + I cx dx (cdu)2 - a, al ul Tafel. XII.

gelange ich für die Form m, a t bt (abu) 2 leicht zu dem Ausdruck :

«i 0/ h (abu)2 = y (aed) (cdu) (acu) (adu) — u, a, a, (aau)2
,

welcher, da:
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110 Ueber tentare Formen dritten Ci ration.

ax ax («m)* = a, u) al + jul Tafel V.

ist, in folgenden übergeht:

S S
Ut a t ht (abu)* =

3
• m,

3 — m, al < -|- — ul,

der nach Tafel V. den Factor S besitzt.

8. bj a t ax (abu)+ : bj u t bx.

Tafel XVI.

ff? «* (spx).

1. uj up al [sp (au)] = ul up al {a, up — ut ap }
2. ut a, Up al (spx).

Diese Form lässt sich leicht mit Hülfe der Formel:

( ui ul (spx) = 2uf (abuy (cduy (ben) a. dx

A . • • J - î tf,
a

. (aim)2 (tew) («*#) rf*

I
- M, . rf, m? (afcf)' («fu). Tafel XIV.

auf die Form zurückführen:

a, «? (abu) 2 (edu) (beu) (ede) el

= * ui (abu)2 a, (bai) (ede) dx cx {cx (edu) - dx (ecu)}

= $ u} a, (abu)1 (beu) (ede) dx ex {u* (ede) — cx (dai)}.

Der erste Theil hat den Factor ux > der letztere den Werth:

— i ul at (abu)
2 ex dx ex (ede)

{(beu) (dai) — (bdu) (cot) + (beu) (edu)} = 0. Id. I.

4. Mj at up {a, up — ut ap} .

Da diese Form von der Slea Ordnung ist, so darf ich hier die

Annahme machen, dass alle Formen niederer Ordnung durch die For-

men fr darstellbar seien.

Es muss sich also auch die Form up ap al durch frühere Formen

ausdrücken lassen, also ein Aggregat der Form sein:

up ap al = C, ui . ax bx (abuy + C2 ul uf + C3 ux ul a. bx (aim)*,

worin die C numerische Constanten bedeuten.

Hieraus folgt leicht die Gleichung:

2 u}, ap ax at ul » 2 C, ul ax b, ul (abu)1 -\-2 C2 ux .uf .uf

+ C
3
uì.uja, bx (àbuy + C

A
ux .ui ul at &, (abuy.

5. a} up* a M (spx) hat den Factor S. (Tafel IV.)

8. a} Hp {a, Hp — u, ap } hat den Factor S.

9. al ap Up (spx) hat den Factor S.
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Tafel XVÜ.
ni a, a, bl (ahi).

1. tifataJ>x (ahi) (bcu) c\= \ uf a, ax bx cx (bat) { cx (aim)— bx (acu)
}

= i uf a,ax bx cx (bai){ux(abc)—ax (bcu)}. Id.I.

2. «ì «< ax bl c% (abc) — 0.

3. vf at (acu) (bai) bx cx (abu) — 0.

4. u, ct a t (acu) bl (ahi) cx+ : u t ct at (actt) ax cx.

5. cf a, ax bl cx (aht)+ : e} a t al cx.

6. ti? at (acu) (bcu)2 (abu) = { uf (acu) (bai) (ah*)

{a t (bai) — b, (acu) + c, (abu))

= {u!.ufr
M.I.

7. ut a, Ct (acu) bx (bcu) (abu) = 0.

8. cf at (acu) bl (abu)+ : ci at (acu) ax .

9. cf a t ax bl (abc)+ : cf a t ax (acu).

Tafel XVin.

Ut at b't al bl.

1. ti, a, bt al bx ci (bcu).
'

2. at bt Ci al bl ci. •

3. «, at bt al cx (bat)2+ : uf b, (bcu)2 cx .

4. a, b, Ct al cx bx (bcu) = 0.

6. ii
t a t b t

ax (acu) (bai)2+ : uf b
t
cx (ben)2

.

7. a, bt ct al (bcu) 2+ : b c, u t (bcu)
2

.

Tafel XIX.

a t bx uf (ahi)2 .

1. a, uf ci (bai) (abu)2
.

2. a
t bx ci uf (ahi) (abc) = i a,ufbx cx (abc){cx (abu)—bx (aai)}

= \ a t ufbx cx (abc){ux (abc)— ax (bai)). Id.I.

Das erste Glied hat den Factor ux , das zweite den Werth:

— è uf ax bx cx (abc) {a t (bcu) — b, (aai) -f- ct (abu)}

= Idi-

4. a, uf (bai) (ahi) (abc) cx = { uf (bcu) (abu) (abc) [ac (tx)]

= { uf uf (sfjc).

5. a t cf bx cx (ahi)2+ : at cf cx al.

8. a, cf (bcu) (ahi)2+ : at cf cx a\.

9. at bx cf (abu) (abc)+ : at ax cf (acu).
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112 Ueber ternare Formen dritten Grades.

Tafel XX.
a t bt Ut al bx cl (beu) .

1. a
t bt u, al bx ex (edu) di {ben)

= £ at h, u, al bx cx dx (edu) tdx (bcu)— cx (bdu)
}= i at bt ut al bx cx dx (edu) {ux (bcd)— bx (edu)
J

.

2. at bt dt al bx cl (bai) dl+ : a t bt dt al bl dl.

3. at bt u t al (bdu) cx dx (edu) (bat) = 0.

4. at bt dt al (bdu) dx cl (&«/)+ : a t
b, dt al (bdu) dx bx .

5. at bt dt al bx cl (bed) dx+ : at bt dt al bx dx (bdu).

C). a t bt Ut al (bdu) (edu) 1 (bat)+ : uf bt (bdu) (edu) 7 (beu) .

7. at bt dt al bx (edu) 2 (bcu)+ : u t bt dt bx (edu) 2 (beu) .

8. at bt dt al bx cx (edu) (bcd)+ : u t bi dt bx cx (edu) (bed) .

Tafel XXI.

ql = al bl cl a, b t et .

1. alql(aqu).

3. albi dx (edu) 2 a t bt ct+ : al dx (edu) 2 at ct ut .

6. al bx (bdu) (edu) 2 a t b( c,+ : bx (bdu) (edu) 2 ut bt ct .

Tafel XXn.
a t u

2
cl (abu) 2 (bat) .

1. a t u} cx (abu) 2 (bai) (edu) dl

= a t uf cx dx (edu) (abu) 2 idx (bai) — ex (bdu)}

= at uf ex dx (edu) (abu) 2 {ux (bed) — bx (edu) y Id. I.

2. ax uf cl (abu) 2 (bed) d2
x = 0.

3. a t uf (edu) 2 dx (abu) 2 (beu) .

Diese Form lässt sich (vrgl. Tafel XIV.) leicht auf die Forni

ufup(tpx) zurückführen. Es ist nämlich:

uf u} (tpx) = uf (abu) 2 (beu) (edu) {-} [cd(tx)] (adu) + £ (edu) [ad(tx)]}

= uf (abu) 2 (beu) (edu) {(edu) [ad (tx)] -f J (ala) [du (tx)
] }= uf (abu) 2 (beu) (edu)7 {a, dx— d, ax

j

+ i uf (abu) 2 (beu) (eda) {dt ux— ut dx ) .

Der zweite Theil ist eine ganze Function der fr, der erste hat den

Werth:
2 a, uf (edu) 2 dx (abu) 2 (bai) .

4. a t ut dt cx dx (abu) 2 (beu) (cdu)+ : at ut dt dl (abu) 2 bx .

5. a( df cl dx (abu) 2 (beu)+ : at df dx (abu) 2
bl

.

7. at d, ut (edu) 2 (abu) 2 (bcu)+ : a t d( u t dl (abu) 2 bx .

8. at df cx (edu) (abu) 2 (bat)+ : at df dx (ahi) 2 bx .

9. at df cl (abu) (abd) (beu)+ : a t df (abu) (abd) bx .
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Tafel XXIII.

ft; tt
t

2 (sta) .

1. u; a} al (a, tt t
— ?t, a,) .

«; u, ni a, (six) .

4. ttj u, a, ax (a, n, — ;t, a,) .

Der zweite Tlieil ist unmittelbar «lus Produkt von Korinen nie-

derer Ordnung; um den ersten Theil zu reduciren, benutze ich

die Formel:

"< "I = l + i M. (-St -S ^j* - ^ &x ("M" <

aus welcher die (Jleicbung folgt:

T 1

m; h,
7
a, ft, ftx —

(

. tt^ -f- k>
m» m, /f, (.s *,*.,) (*,*,.')

~
'l

'i; u,K(tihuf (Tafel XII.)

7' S'= nx . ft? — '

6
vi a, bx (ahn) 2

.">. it; iif (sf.t
) nr hat den Factor S . (Tutel IV.

)

tt? (//, u,~ u,ft t ) hat den Factor S . (Tafel IV.)

1». «,
2

tt, (s/r) hat den Factor S. (Tafel IV.)

Tafel XXIV.
ftl ql (fl(JH) .

1. «x <yx ("'/") ("&/t) ''x = Î ax l*x (ab») q''
x J/fj. (aqn) - fix (bq») x

f

= i *»x («'>«) </x {'/* («'"O ("'"/)} •

2. al bl (aqb) q% = 0 .

3. *r x fcx (ft^w)' ("7"V : 7Ì ^x ('"/")' •

4. al ql (bqtt) (aqh)+ : ql hx (hqitf .

0. aJ (bqtiy ql (aq»)+ : ql (bqn) 1

.

7. al (bqit) 7
ql (aqhyT : ql (bqn) 3

.

Tafel XXV.
u? nl (tpx) .

1. »? it* (a, u
f>
— »

t
ap ) al .

2. »i f
a. trj, al (fps).

Zur Untersuchung dieser Form bediene ich mich der Formel

(Tafel XXII.):

»? tf* (fps) = 2 a
t u? tlx (ain'y (ftbtty (bot)

~f~ ir
M * (ftbtty (ala) (bra) »x — » t t/r

J
,

welche zeigt, dass die Form »
t
a t »), al (tpx) sich auf die Form

reduciren lässt:

Mathematiche AnunliMi 1. g
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114 Ueber tenmre Formen dritten Grades.

u t uf (abu)* (ahi) (air) rl dx (bru)

= i ft 11Î (abu)* (bru) (nie) tlx rr {r, (ahi) — tlx (/n/)}

= \ n
t nl (ohu) 2 (bat) (air) <lx rx

(
ux (air) — rx (tint)} .

Das erste Glied dieser Summe hat den Factor uxi das zweite den

Werth :

— { 'x<lxf'x(<<l<') . ii?fi
t
(ftbn)- {(hm) (dm)— (hihi) (mt)— (bni)(ilm)}

= Ò . Id. I.

4. tu fit fix n], {ap u t
— u

},
a,} .

Das zweite Glied ist durch Formen niederen Grades ausdrikkbar
;

um das erste zu reduciren, gehe ich von der Form (Tafel XVI.)

aus:

Up Up fi\ = C\ • ('x K (abn)'2 -f- (\ nl uf -f- C% nx . u] a, bx (abtt)-

und folgere daraus die Gleichuug:

Up fip ax fi
t uf — t\ ni . ni fit bx (abtt) 7

-f- (\ nì "x uf

4" h {"' • M * a* ^' (fibu)*' -f- ux . nj a,u} b, (abu) 7
}

.

f>. Uyfi?tix (pf.i) hat den Factor T. (Tafel XII.)

8. ni a} (a, u,, — u t ap ) hat den Factor T. (Tafel XII.)

9. ul«p a? (ptr) hat den Factor T. (Tafel XII. i

Tafel XXVI.
u; ut fit «1 (sts) .

1. it? u, a, al hl {bM u t
— ut h,} .

2. nì a (
b, al hi {stu) .

3. nì n, a) hx (abu)7
(st.r) .

4. ni a, b, ax bx (abu) (sh ) = 0 .

5. h] u, a, a\bx (stx)+ : b\ uj bx (sh) .

G. ni u, a
(
(abu) 7 fh, u t

— u, h,} .

Zur Reduction dieser Form bedarf ich einer Hülfsformel, welche

ich mir durch folgende, schon oben gemachte Betrachtung ableiten

will. Da ich mich hier nämlich mit der Untersuchung der Formen
10'" r Ordnung beschäftige, so kann ich die Annahme machen, dass

alle Formen niederer Ordnung ganze Functionen der fr seien. Diese

Annahme, auf die Formen u t u t (sh)'i und (str)3 angewandt, zeigt,

dass zwei Formeln folgender Form existiren müssen:

u, it, (six)2 = C, S . ax bx (abuy -f f, T . ul

(sixf = 0 .

Hieraus sieht man, dass jede Form, welche zwei Factoren der Form
(sfa) hat, in die Form Stp Ti' gebracht, also auf niedere Systeme

reducirt werden kann.

Die Form:

u t u, (ahn)'1 u (
— u, {/f, u t

— ut a t
}= u t n, (ahn)- b, n'l -\- a

t
bt nj — 2 a, bt u, «,}
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liis8t sich also auf niedere Formen zurückfuhren und somit

auch die hier behandelte Form : m* m? (ahn)'* a„ lt
t .

7. uj h, (i t ax (ahu) n t
— u t bt } .

Das zweite Glied ist ein Product von Formen niederer Ordnung,

das erstere entsteht aus: u?/;, ///^/;, durch eine niedere Com-

bination.

S. h; h, a, ax (ahi) (sh')+ : h} nj bx (sh) .

9. h] h, a ( al (stx)+ : h* ht a, (stx) .

Tafel XXVII.
al hl ni a, b, (stx) .

1. al h- ni a t h, cl {r, n
(
— u„ r,J .

al hl tit c, a t
h

t (str) cl

.

Aus der Gleichung ni c, cl = (eau)2 cx ax (Tafel IV.) folgt, dass

al hi ti; c, a, h, (stx) cl = al h\ cx ax (can) a, h
t
{r, u

t
— ax c, } .

Ferner können wir aus der Annahme, dass alle Formen 8,er Ord-

nung ganze Functionen der & sind, die Identität folgern:

« » at al = (\ S 2
ni + C

2
T ax hx (ahu) 2 + (\ S aM ul al ,

welche zeigt, dass jede Form, die den Factor at besitzt, mit-

hin auch unser erstes Glied, in die Form S<p-\- Tty gebracht,

also auf niedere Formen reducirt werden kann. Das zweit«;

Glied unseres Ausdrucks hat den Werth:

al fjl (qan), ist also eine Form &.

3. al cx (hm) 2 n 2 at b(
(stx)+ : cr (heu) 2 u] n t b, (stx) .

4. al hx (heu) cx n, r, a, h, (stx)+ : bx (heu) ex n, c, n, b, (sh) .

5. al hl cx ci a t
b, (stx)+ : hj cx e 2

n, b, (stx)

.

0. ax (acu) (heu) 2 ul a t h
t
(stx)+ : cx (heu) 2 u 2

u, h, (stx) .

7. al (Jtcu)
2 ut c, a, ht (stx)+ : (heu)2 ns r, n (

bt (stx) .

S. al bx (hen) c2 a
t
b, (stx)+ : hx (heu) c; n t b, (stx) .

Tafel XXVITI.
il

2
Ut a, bx (sh

)
(ahn) 2

.

1. Ii; ti t a t
bx (ahn) 2 {n, ct

— c, u,} r] .

2. u 2 u
t
a, (stx) hx el (ahu) (ahc)

= 4 ni nt a, bx cx (ahc) (sh) {cf (ahn) — bx (acu)}

= £ u 2
, ut a t hx ex (ahc) (stx) {ux (ahc) — ax (heu)} . Id. 1.

Das erste Glied hat den Factor nX} das zweite den Werth:

—
i a 2 u t ax hx cx (ahc) (stx) [a t (ben) — b t (acu) — et (hau)}

— — JL nj u} (stx) . a x hx cx (ahc) 2
. Id. I.

3. ul a t a, e,x (ben) (ahi)2 {m, c
t
— c, «,)}

= m? . ii t a t cx ct
(hen) (ahu)2 — ul u} a t cx (hcn) (ahu) Jh, (ahe)

-j- ht (aeu) — a, (hen)} .

$*
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Die ersten beiden Glieder haben den Factor ebenso lüsst sieb

das dritte Glied leicht in die Form bringen:

— £ »1 u? (.</.!•) . {bat) (ahu) (ant) (bar) .

Etwas schwieriger ist die Reduction der Form

ni h? «t o, rx (bru)2 (alnt)
;

um sie zu bewerkstelligen, gehe ich von der Identität aus

(Tafel XII.):

2 n} a, al =
3

ni -f m, tt^ (.v, s
2

— '

s
^ />r (V///)2

,

mittelst deren diese Form auf die folgende reducirt wird:

t»? m, ?f
s

(.«? N| s.,) rx (7w)2
[.s-, (7w)|

= i «, «.«^(ääj ä..») -
{ t/, [s, .v., (fai)]

—

h, [.s\s-.
2
(hn)\— ii^ |*,.s(fa<

)
|

}

= 0.
' *

1.1. I.

4. itf r, a, br (ahn)- rx {m, r, — r, m,
J

.

Das erste Glied hat den Factor m,3 , das zweite entsteht aus der

Form: it; rt a t al rx r$ », durch eine niedere (Combination.

5. r] u t a, h T rx (sh) (alm)2
+ : rj tt t a, rx (str) al.

7. iti tu «/ (bru) (trini)* {<', it, — u, r,J .

Das zweite Glied hat den Factor m*, das erste entsteht aus der

Form: ul r, a,rx al c, it
t
durch eine niedere Combination.

8. rl ii t a, (bru) (sta
)
(ab»y+ : ri u, at rx (stx) al

.

V). ri r, a
t
bx (st.c) (abu) 7+ : ri r

(
a, (sfj) al .

Tafel XXIX.

qì «; (qau) = «l 1>1 rr al (ran) a, h, r
t .

J. q* alai (quit) (qa u)

= i ql tlx «x
f
ui (qaaf + 2 tix qt (qua) (aan) — ql (tiatt)-)

\ + al(qauy + al(qa»y.
f

Id. II.

2. ql al al (qaa) .

3. bl rx (riaity iix (rait) a t
bt

r,+ : bl rx (riait) 2
rir (rait) b, r, it, .

4. al hi rx rix ax (rari) a, b, r, (tla»)+ : bl rx rix (rari) ax b
t
r, it, (ria») .

(>. al bl (rriii) (riaity (ran) a, b, r,+ : bl (rrin) (rati) (riait) 2
», b, r, .

7. al bl rx (tlan) 2 (cari) a t b, rt+ : bl rx (ria») 2 (rari) it, it, rt .

Tafel XXX.
dl al ql (aaq) .

1 . ax al ql bl (a a q) {ab») = j ax bx (alni) al ql {
bx (aaq)— a r (baq)

J

= } ti r bx (ab») al ql {
ax(nbq)— qA*ibu) J.M.I.

3. al (bait) 2 bx ql (aaq)+ : (ban) 2 bx ql (qait)

.

(J. al al (qhiiy ql («aq)+ : al ql (qait) (qb»y .
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Tafel XXXI.

"? H? X'p (*t}>) -

2. n; ti? w* al a,, (stp)

.

Mittelst der Identität (Tafel XVI.)

n} <ip al = (\ it g . ax bx (aim)'1 -f- C, nl u? -f- C.
{
ux n; a s bx (ahn)'1

erhalten wir die Gleichung:

f) it} it} n), ni ap (stp) =
= 3 C\ . u* m» (**,/) . a x hx (ab,<y -f 2 C, «,

3

(

. «,'«? fl,//, (ahi)

+ C, { 2ti? . w, »#» >i;(.^r)+ 3 ilJ h/ ni it? (sff
{ )
}+Cs{ M.W,(«'m)UW(rf.r) }

-f 2 i/, { i/,
5

»// il? /> r (//&«) [« /y (.tf
)] -f «» il? il, hx (ahn)- .

Es ist somit der Nachweis geführt, dass alle Formen, welche zu

den Formen fr eigentlich gehören, ganze Functionen derselben sind;

hierbei hat es sich herausgestellt, dass es für jede Form fr Modular-

systeme giebt, deren entsprechende Combinationen auf fr nicht an-

wendbar sind.

Combinationen, welche diesen Modularsystemen entsprechen, wende

ich auf die Produkte //= fr u* an und lasse von den so entstehen-

den Formen alle auf frühere Formen reducirbare weg; die Modular-

systeme, deren entsprechende Combinationen die dann übrig bleibenden

Formen erzeugen, sind die zu fr gehörigen Systeme. Um dieselben

zu erhalten, werdeich, analog den früheren Tafeln , S upplementar-
t afein bilden und in jeder derselben die Modularsysteme verwenden,

die sich bei der Tafel für die fr selbst nicht vorfinden. Selbstverständ-

lich lasse ich hierbei diejenigen 4 Formen weg, auf die sich für alle

Modularsysteme Combinationen anwenden liessen, so dass es nur 27

Supplemeutartafeln giebt.

5. a} n z iif u* (spi) hat den Factor S.

9. ai fi t a t, ìtl (spt) hat den Factor S.

(Tafel IV.)

(Tafel TV.)

Supplcmciitartafel I.

Zu f gehört mithin kein Modularsystem.
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118 Ucber ternärc Formen dritten Grades.

Supplementärtafel TI.

0. (ma) (btn) (abu)- n* çf^- 1 (çcu)

= i
l(abu)(bcu)(acu)

<[
(abu)(çcu) — (cbu)(çau) (aru)(çbu)

J= 0. Id. T.

9. a
x
b
x
(abc)* £ c0+ : ^ (ftn«) s

'C
1 ^ •

Zu flx
7i
x (abu)~ gebort kein Modularsystem.

Supplenieiitartafel III.

1. wj.tfj^es 1 ((*<«).

7. «; «, «; ex * (p™)* •

Mittelst der Formel (Tafel V.) :

a
x
a
x (aa\Cf = u] a

s
a
x
— * u

x

lässt sich diese Form auf die Form (aauf pjj-* («pu) (agu)

zurückführen, welche aus der Form «
x
u v

a
1

((>««) durch eine

niedere Combination entsteht.

8. u
A
a] u* g* 1 (gau) hat den Factor S. (Tafel IV.)

Zu der Form m :

]
gehört das vierte Modularsystem.

Supplenientartafel IV
r

.

«Î • ?" "a = ^ < xW PÌ' *'i
•

2. a
x

. q'x
u* 1 a

a
a*
x

.

4. «* (accu) (»; fl
fl

fl
r

.

X ~X a Gr
7. ax (bdu) («lu) (abc)* . px u* 1

</
( + : (foto) (cdu) (ben)- . p>x

1

</, .

8. a, bx (cdu) (abcf wj-* + : Ä
x

(rtf,,) . p« -* ^

.

9. a
x . Qx u^ao

.

Zu der Form «
x
gehört das vierte Modularsystem.

Supplemeiitartaf'el V.

Ax «x (aau) . Mj .

5. ax «x (rtflft)
. es c 1 ^ 6x+ :

«i (bm ) • Px K h* •

8. fl
x
a
x
(bau) (aab) . u

g
~ l ba+ : a

x
(bau) 2 u

g
l b

g
.

9. a2 a* (aab) o£ «;~2 b* , : a2 (bau) o" u v~- b* .

Zu der Form ax (aatc) gehört kein System.
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Supplemcntartafcl VI.

u* a
s al . px «i .

«ï • Pï"r lfto+ : ». <s «r 1 V
Zu der Form i<* «

(
gehört das sechste »System.

Supplementartafel VII.

I. ^.(pmO^^r 1 ".-

4
-

M
£ », »x (Pfl,0 "a '

Aus der Formel (Tafel XVI.):

J. n; a
p
a
x
= C\ W

J
. «x &x («fot)* + ^ aj . iij + 6\ /t

x ^ « l>x (abu)*

folgt die Gleichung:

H
ì % «* (»P») PS'

1 M
S = C

'i
w
î • »x (&PM )

(«*"')* PS ' K
+ i ^3 M

x • »! «, C'P") («*'«)* PS"
1 K

Zur Untersuchung dieser Form, deren Ordnung grösser als 5 ist,

machen wir die nämliche Annahme, wie früher, dass nämlich

alle Formen bis zur 5,CD Ordnung ganze Functionen der # seien
;

nach derselben muss <r* a
x

in der Form enthalten sein :

«; «, = e* "x »? + c2 «; « &
xw

und somit die Relation stattfinden:

«; (p»") p-r
1

»; = ei »; », (&p») (»huY pr l

welche letztere Form aus durch eine niedere Com-

bination entsteht.

Supplementärtafel VIII.

Mj « ft, «; />; . PS .

5. a fr c; o; hl c pi c u*- x
. : uh c ¥ c tf 1 e .»»txxx^xaa äxtxz^xa a

8. « fr c, «i b
x
(bat) gx c

fl+ : u, fr, e
t
b
x
(bai) ^ m;-> r

o .

0. cab al ¥ . m'" 2 t*,:uhc fr* «*-* c* .

Zu der Form u a 6, a* fr*, gehört kein Modularsystem.
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Supplementartafel IX.

K a
. K ((lh"Y • ^ K

]}. u" a (Inn) (dim)- e (oca) Qf'~ l n r
.

Ct. h* a (bru) (aim)" (pni)- p£
_

- fi* .

7. ni a
s
(bru) (ahi) {ale) (gru) p/p» h*

= i (?*«) («*»') Or
1 K ÌQnt ) — r. (P«'0)

= I «; («l»') {ttìtr) p* 1 n r
a {p, (ani) — il, (ii'p)} Id. I.

= .V H' Qß>~ x
II* Q . Il» — 1 II

1
. II

s p p^-> 1t
r = 0 .

I I I

Zu der Form ir; a
t
b
x

(alni)* gehören das dritte und das sechste System.

Supplemcntartafel X.

tv] . qx n'

.

1. t*J . (ça n) p£ «; .

4. «
#
«* . (p«m) "J -

6. Mj . (pa ii)
3 p--3 m; .

7. «, . er* K •

8. il, (çau) p£
1 n* lmt den Factor T. (Tafel XII, Form S.)

Zu der Form ?«* gehören das vierte und das siebeute Modula rsystem.

Supplemcntm-tafel XI.

ti
a
a

t
h

t
H*
x
h
x
c
x
(hm) . g* „; .

9. // « ft, t-J (fterf) p; dl+ • r/ w, 6 fc
x cj (W) p« «' «

i/J, .

Zu der Form u
a
«

t
fc
4
n; 6

T
i~ (//en) gehört kein System.

Supplemcntm-tafel XII.

n, (ab»)* (hm) pM ii*_

.

(
J. n; ff* (rito)* (n/vii)- (beu) p^

1 (p(/*f)

= i ti; («/«)* (a&w)* (&«,) p£
1

ii; (pi/ii) + </, Op") }

= i u- (ahi)* (abuy- (bai) p£
1

{p, (urto)— Wj (ai/p) } .

Zu der Form ^ (ahtt)- (heu) geliört kein System.

Siippleinentartafel XIII.

uf «, «i . p'j .

0. iij a
f
(abuY (Qlm) p^-> w »

.

î). Ii «* p^ Ii*" 1 & , : Ii Q*U v
n

l b.

Zu der Form n]f ii
r «J gehört das sechste System.
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Supploinentartufo! XIV.

««; (w) • es k •

:î
-

rt
;

w
p — "* "* (erm ) er 1

»« •

M
;
M
p «, { «. »v

~~ M
-

rt
/< } ^rtM

) *s w
i

•

Der zweite Theil hat den Factor iij, der erste Theil nimmt mit-

telst der Formel (Tafel XVI.)

„; ^ «« = c\ Mj . «x ^ («/„o* + »? + tf, w, «; fl, ft
x
(ab«?

die Form an:

(7, ifi . ri; Ii. (pft«) (ahn? p^-t «* + 4 C3 «J . «* a (oftu) («&„)* ^ » «;....
» ti x

Zu der Form 11* tij (s/w) gehört kein System.

Supplementartafol XV.

a
t
b

t
u

t
al ft* . çx u*

a
.

5. a
(
h

(
c

t
a] ft* ^ r

x + : ft, v
(

h\ Qx f^
1 c

a
c
x

.

8
- "i "1 ^ (M ?" 'T' : u

t
h

i

r
t K (M e£ 'C

1

'« •

0. « ft. <• i/* ft
2

. o£ I/' - r* , : u
t
b, <:

t
ft* o" if^ 2 c* .

t t t x x * x a a -f- / ( < x * x ct o

Zu der Form a
t
b

t
n

t

a~ ft* gehört kein System.

Supplomontartufol XVI.

«, "J >>* («'"')* PS «
0 -

3. a
t

wj («ftn)* ' x p*
-1

(p™) •

6. i/, Ii* (abttf (ben) * (gnt)- ii
y
n

.

7. a
(
il* (/x'h) (i/ftw) (afti;) (peti)

= 4 ti* (ft«i) (oft«) («fo) pj" 1 u* {a,(çcn) — cagati)}

= è »v (««0 (*) QT X K {P, </"'")— n
t(ac9)} •

Zu der Form a
t
u] b

x
(abiif gehören das dritte und das sechste

System.

Supplomentartafol XVII.

a
(
b

t
u

t
al b

x cl (bat) . M;

.

9. a
t
b

t
d

t
al hl cl (bal) . ç>< K

-
' d

a + : w> 6, r/
t

ft* i* (ftiW) ^ K d
a

.

Zu der Form a
t
b

(
u

(

«* ftx
(ftc«) gehört kein System.
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SuppleiiientarUifel XVIII.

p." u\ . if' = il
2

ft
2

(
ä

il, ft, c
t
Q>' n v

.*x a *x x x x I t I
vx a

4. al ft
2 r

x
(cda) tf| ft, r

t
p/j ^ ' J : ft* r

x
(cifif) ,i

f
ft, r, ^ „;- ^ .

7. ii
2

ft* ^ (cyJm) «, b
t

r
f

çm -*
fç + : ft* r

x
(<i/«) n

f
ft, r p>; «; ,Ç .

8. ir
2

ft
2 («in? a

t
b

(
c

(
p* i/

fl + : ft
2

«, ft, <• p* <1
a

.

J x ~x o a

Zu der Form 7« gehört kein Modularsystem.

Supplementartafel XIX.

«t
u

l
(i (nb"Y (^'") • Px M

«
•

6. a
t »J (rv/M)» (1/ftn) 2 (ftcM) (pr/w) p* 1

= i Px"
1 K {

a
t (^'0 — ''1 to" 1')}

= i «; (cv/«)* («M*(M Pï
_l

<*i {(>, ("<'») — m, MP) } -

Zu der Form «
(

m
J

(ufti/)
8 (ft™) gehört kein System.

Supplementartafel XX.
u] 11» (.sf.r) «; .

3. ,*; M
;

n;(pr*n).

6. II
2

Mjf jrt II, — II, 17,} pj-* Ii; (pilli

)

2
.

7
' ", "? "« — a

t} Px"
1

"a (P'"0 •

Der erste Theil hat den Factor
11J,

der zweite geht durch die For-
mel (Tafel XII.):

a
t
w

? "Ï = e
u
r + i ?\ (*i fi

2 *)
2 — g «x ("ftM )*

in den Ausdruck über:

li ' I » 13' "

Der zweite Theil hat den Factor 8, der erste und zweit«.» ver-
schwindet.

Zu der Form wj n2 (stx) gehört kein System.

Supplementartafel XXI.

al £ (fiqu) px w; •

5. «Î £ (<rçft) ft, px ft„ + : <ß (ftjn) ft, 9'; 1/;
1 ft, .

8. a 2 7* (7ftn) (117ft) px ftö+ : 7» (çftn)* ^ ft
o

.

9. a- (f* (aab) u v i
ft-

, : 17
5

(r/ftn) p/1 n" -'

ft
a

.
X JX v •* ' *x o ö+ * * •* / ^x o o

Zu der Form a* 7J («7«) gehört kein System.
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Supplemcntartafel XXII.

«; m? (jits) g* n*
o

.

X ir n- a
x

n, — u
p
a

f )
o*-' {gnu) «; .

0. i<; u) {a
p

<i, — n
p
u

t ) q x * (QU«)* n*
a

.

7
- "} °P

W
? {°P

U
t
- "p M (*m( i H

o
•

Der erste Theil hat den Factor mJ, der zweite geht durch die For-

mel (Tafel XVI.):

"Ì % «l = c
x «Î («'"0* + mï fi? + c

3 *x «x ft «; («ftM )*

in folgenden Ausdruck über:

i/^ i/
{

u~ (çhu) (ahn)* Qfi~ l u* -f~ i ^'i "/ • ÌQn,i) b
t

lt
l
(m6m)*p£ 1 m£

Zu der Form m* nj gehört kein System.

Supplcmentîirtafel XXIII.

«Ì &î «: «, «», K •

<>. «,* 6* ri a
t
b

t
(stx) ^ " ' c, + : ^ f#

f 6, (sfc) p£
1 r, .

Zu der Form «J b* m; «, 6, (*tc) gehört kein System.

Supplemcntartafel XXIV.

. m* ii
r «, 6

Ä
(sh:) (abuy çx m* .

6. /<; i«, «, (6cm) («6mV {c ii, - k, c,} (gm) p£-» m» .

Da wir hier die eine Form höherer Ordnung untersuchen, so ist

die Annahme gestattet, dass die Form 5 ler Ordnung

t#; u
t
a, (bat) (abuf {c, n

(

- u c,} r
x

eine ganze Function der fr sei. Demgcmäss muss sie sich in

folgende Gestalt bringen lassen:

"Î «, «, (*»'») («*»')
2

{
c
,
»<— «. «

I } = s »! Ow)+^ »C . »? (•>'•')

und wir erhalten die Formel:

i#; il, «
(
(6cm) («6m)« {r m, - « r

f }
(geu) gx

1 m; =
t\ s m; . m;

;
« ^— (>, }

^ - » m;+^^ »? »? { », p,- P, », }
1 w

0
r

•

Zu der Form mJ m, a
t
b
x
($tx) («6m)8 gehört kein System.

Supplemcntartafel XXV.

«1 £ («3») f£ = «, l>
t
c
t al b*

x
c
x al (eau) m* .

5. «, 6, c
t
da-r btcr (carf) çf* m*" 1 a; . : ir 6, r r/ 6 2 c (cari) o" M r

'i/ «-

.

8. fl, 6, c
t
al bl (edu) (cad)^ 1

rfÄ
a
x + : m, 6, c

f
(«/«) 6^ (cai/) o/; « * - ' i/

fl
.

9. a
<
6,c,ai6Jcx «i(c«/f)^M-*d; + : m,6,c, «J6Jcx «i(carf)^ M;-* t/;.

Zu der Form a* 5* (aiyit) gehört kein System.
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Supplementartafel XXVI.

a\ al r£ (aaq) . u*
a p'j .

2. «J «Î 7j (rt«r/) . m;-« p* Vï-
4. al al q\ (iV/ii) (aaq) h

f
h
a
u* 1

p£ +
: 7* (fVyii) («7//) fcx /;„ ' t% .

5. rtj «j <fx (««*/) • &
x

f>ì PÏ •

7. «* 7* (««ry) (fVyif)* K X

«î 7Î (««") (W ' •

8. «I «J ql \aaq) {hqu) fV p£ + : «Ï 7] (7««) (tyw) ft* ti; *
.

U. «J
f/> (aaq) . n*, q* ft* .

Zu der Forni rr a; 7* (««7) gehört kein System.

Supplementartafel XXVII.

a* «J
11* (>-/y>) p* M; .

1. m; iff mJ . (pan) p*- 1

vi al

.

3. Mj «f n; (^) . (p<fiO« pç-« «,

.

Diese Form geht durch die Formel (Tafel XVI.):

«; <v • «î = r
>

" :

: • "* <
"'"')* + <!* »I - M

? + c^ M
x • «ï "* W

in die folgende über:

2C
: jii-' iif ft (ahn) [a ft, — ft p" 1 if j *<

;!

4- w* "7 /p — " P,} P''
1 " v

• « • m;'

//; «f (.siV) . fi; (iiftif)* (pftif) p£
1

fi*

+ «! «, ^ ("M* • «: {p, «, - p,J
p" ' 'C

+ 2 u
x . iif (pmi) ft, („ft„)* pv ' W r

J- l>/,
r
.^^'^(pr/«)A

^

/,
(

-/v ,.)a» >//;.

6. «; W
f
w; (stp) . (p,, My p;

-=>
.

7. «; «j (^) . (pmO* pr 2 <

.

Durch die eben benutzte Formel (A) geht diese Form in die fol-

gende über:

2

5

r
' "Ì •

M
! «1 (

,,,/M
) ''i

- ^ "<)

+ i; K (ftp«) . *; »i; {p, *i
f
- î*. p r j es-» i*;} ....

8. <ij iif 11; . (pnii) p^- 1
fi; hat den Factor S. (Tafel IV.)

Zu der Form m* iff u :

]
{sip) gehört kein System.

Die in den Supplementartafeln gefundenen Resultate lassen sich

in folgende Sätze zusammenfassen:

+ 6 "
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1. Das dritte Modularsystem gehört zu den Formen :

<h hx {(ihn)"* und a t aj (aha) 2 hx .

2. das vierte zu den Formen:

. ti?
, ai,

3. das sechste zu den Formen :

m? f. (aha) 2
,
u} a, al ,

il? a t al ,
a t af hx (ahn) 2

,

4. das siebente zu der Form:

u? .

Man muss nun aus denjenigen Formen fr, zu denen ein Modular-

>vst<*m gehört, solche Produkte o bilden, dass es

1) Combinationen giebt, welche auf ö anwendbar sind und dem
System entsprechen;

2) keine dem System entsprechende Combinationen giebt, welche

auf einen Factor (resp. das Produkt mehrerer Factoren) von

ö angewandt werden können.

Diese Produkte sind die zu dem Modularsystem gehörenden Pro-

dukte der Formen fr.

Dem dritten Modularsystem entsprechen die Produkt*'

:

1. w* a t hx (aha)2
. a 2 as hx (aha)'1

,

2. u; a, hx (ahn)- . aj a t
hx (aha)'1

,

3. u? a, bx (aha) 1
. af a, hx (aha)-

;

'km vierten die Produkte:

1. m,3 .«5,

2. uf . al
;

àm sechsten die Produkte:

1. nl a$ hx (ahn)2
. u] a„ hx (aha)'2 . aj a, hx (aha)2

,

2. u» a, hx (aha)2
. m* a, hx (aha)2

. aj a t hx (aha) 2
,

.'i. a,t at hx (aha)2 . aj a
t
hx (aha)2

. a, a, hx (aha)2
,

4. a? a t hx (aha)2
. a} a

t
hx (aha )

2
. a,

1 a t
hx (aha) 1

,

5. u* a, al . uj a h hx (aha)2
,

G. aj a t al . a} a t hx (aha) 2
,

7. af a. al . u* at al .

8. uj a t al . u; aA hx (aha) 2
,

9. m,
1 a t al . u* a t hx (aha)2

,

10. a„ al . a} a t al ,

11. a; a, al . a? a, al

.

Der letzte Theil der Untersuchung besteht darin , dass ich zeigen

will, dass man für jedes Modularsystem entsprechende Combinationen
auf die zu ihm gehörigen Produkte der Art anwenden kann, dass die

so entstehenden Formen ganze Functionen der 01 sind.

Bezeichne ich die Formen a, hx a] (aha)2 und a, hx af (aha)2 kurz

durch /, und mX} so muss also noch nachgewiesen werden, dass sich
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die folgenden Formen durch die & ausdrücken oder sich auf frühere

Formen zurückführen lassen.

1. ax (niit)7 , 9. (amu)3
,

2. ax (alu) (amu) , 10. nf a, (abu)2 (ahi)

,

3. «x (amu)' ,

4. f/x f/, al (nan) .

f>. r/j. a, uf al (aan)
,

Ci. (rito) 3
,

7. |7//j<)
2 (anta)

,

8. («/m) (amu)7
,

1 1. m,
2

rt, (aim)2 (amu) ,

12. «* rf, (am)2 uf it, ihm) hx ,

13. J/
2

<7, (aim)2 (alu) ,

14. </
2

», (aim)2 (amu) ,

15. rt, (arw) 2 M t
* />, (ten) ht ,

16. «,* «, (acn) 2 uf />, (fcrw) />,

.

Ich beginne mit der Reduction der Form ax al a
ti uf (aan) , welche

au3 dem Produkt al uf durch eine dem vierten Modularsystem ent-

sprechende Combination entsteht ; um sie zu bewerkstelligen, benutze ich

die Identität (Tafel V.):

ax ax (aau) 2 = u* a, al —
ß

ul ,

aus der man die Formel ableiten kann:

a x ax (aa (s.r)) (aau) nf = m, (m*) "2 ".
2 —

G
(*•'••<•)

,

ax «x m 2 = r/
2
- «j er, (aau) nf -f- w, m 2 a\ a t (srsx) .

Die beiden Formen der rechten Seite gehen durch niedere Kombina-

tionen aus den Formen al a„ uf und uf uf (ss
i
x) hervor.

In gleicher Weise kann man die Identität bilden:

tt x al a, (aan) uf = al ax at (aan) uf -\- n t uf al a
t (tsx)

,

welche lehrt, dass sich die Form ax al a, (aau) uf auf zwei Formen

reduciren lässt, die mittelst niederer Combinationcn aus den Formen

al «f uf und uf uf (stu) entstehen.

Die Formen:

12. nf a, (acu)2
«,

2 bÂ (ben) bx ,

15. nf a, (acu) 2 uf ht (bru) bx ,

16. uf a t
(am)2 uf bt (beu) bx ,

welche hier aus den Produkten der Formen uf a % al und nf a t al durch
( 'ombinationen entstanden sind, die dem sechsten Modularsystem ent-

sprechen, entstehen zugleich aus den Formen:

nf a, (am)2 cx . nf ,

uf at (am)2 rx . nf ,

nf a, (am)2 cx . uf

durch niedere Combinationen.

Die übrigen 11 Formen, welche noch durch die Formen # aus-

gedrückt werden sollen, lassen sich aus den beiden Ausdrücken:

a¥ (alu) (açu) und a
y (amu) (agu)

dadurch ableiten, dass man in denselben die Symbole«/ und p passend

ersetzt und dann mit passenden Symbolen multipli cirt. Anstatt sie

einzeln umzuformen, will ich daher diese beiden Ausdrücke transfor-
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Ueber teraäre Formen dritten Grades. 127

miren , da dadurch alle 1 1 Formen zu gleicher Zeit auf einfachere For-

men zurückgeführt werden.

Die Form av {(du) (açu) geht, wenn mau für / seinen Werth setzt,

in die folgende über:

<\ a M (hru) Ii, (abu)2 (<'pn)

= r,j (hru) u; (ahn)- {r, (açn) — p, (am) -f «,(wp)J. Id. 1.

= r„ r, (tau) «* («/>«)*- ("p") — m; p, • f
9 (bat) (abu)- (am)

« 3
• 'V ('w«) (abu)7 (arg) .

Da nun:
(
?

. (atju)~(ant){bcu) = J (abu) (aru) (bat) [(„(abu) — b
v
(ani) -f- n w (/>ni))

= «y ti? Id. I.

ist, so gilt die Identität:

1. ^ (/*/") («p«) = 'V r* M * (abu)'1 (açu)

— «» {3 "y • P« -f <V («?>m)2
('""P)} •

In ähnlicher Weise gelangen wir für die Form a,j(amu) (açu) zu der

Formel :

L\ a
v
(/tutu) (açu) = ^ v, uj (bai) (abu)'1 (açu)

—
;', m' u,j . ti

1
p, il,

3 r
y (/ïAm) (7,ni) (wrp) .

Da hier in diesen Ausdrücken das zweite und das dritte Glied der

rechten Seite die Factoren n,
3 oder ttf besitzen , so lassen sich die For-

men /f„ (ala) (açn) und a
v
(amu) (açu) auf das je erste Glied ihrer

A usdrücke zurückführen

.

Hierdurch kann man die 11 Formen:

ax (ahi)2
, 11? th (dru) 7 (chi)

,

a j. (ala) (aunt)
,

az (amu)2
,

(aunt)*,

u; dt (dai) 2 (rum)

,

u? dt
(dru) 2 (au ti)

(ahi)2 (amu)

,

(ahi) (amu) 2
,

n; d, (dru) 2 (du)
,

auf die folgenden 11 Formen zurückführen:

1 . fx <\ m * (hat) (abu) 2 (ahi)
,

2. rx r$ »/ (bat) (abu)2 (amu)
,

3. (cht) cs ti* (bat) (abu)2 (aht)
,

4. (»Nif) r, uj (bat) (abu)2 (aia)
,

5. (e»m) n} (bat) (abu)2 (amu)
,

6. «* i/,
(

(Wh) i-, il* (Açn) (abu)2 (adu)
,

7. «,* i/, (c</n) r, h* (Ar«) (abu) 2 (adu)

,

8. cx m 1 (bat) (abu) 2 (amu)
,

9. (cj/im) ct it} (bat) (abu) 2 (amu)
,

10. u} d„ (rdu) (( Ht (bat) (abu)2 (adu)
,

11. uf dt (edit) r
t u? (bat) (abu)2 (adu)

,

welche nacheinander durch die # dargestellt werden sollen.
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128 UelxT terniire Formen dritten Grades.

Die Form ex r, a; (hat) (aim)2 (aiti) geht, wenn man für das Sym-

bol / seinen Werth einträgt, in die folgende über:

t'x <'* «** (heu) (ahn)2 (adu) ui r, (dea) 2

=
J

rx e, n; ni (ahn) 2 ((ira) 2 (adii) {et (hen) — (mi)
J

= \ fx <'* l'ï M? (ahn) 2 (dea)2 (ada) [r, (bm) — u^ (ha)) .

I. <r î'j (heu) (ahn)2 (ala) = ± er e, r, w* fi; .

— ^ »i,
3

. ex r„ ui (ri£/fi)
2 (den) 2 (adu) (her) .

In derselben Weise wird :

*

II. f\r r, ?i,* (7>ri*) (ahn)2 (ala) = ^ ex ea et u? ui . Up

— ^ ui . ex et nf (ahu)2 (den)2 (adu) (hee)

.

III. ex e
t
a] (hen) (ahn)2 (ama) ^ ^ ex e, r

f »? «? .

— i *<? . ^ O (wäm)? (den) 2 (adu) (hee) .

Durch diese Formeln werden die Formen 1., 2. und 8. durch nie-

dere Formen ausgedrückt. Ersetzt man in ihnen den Factor ex durch

(ehi) oder (emu)
y

so erhält man Ausdrücke für die Formen J3., 4.,

ö. und 9.

Die Formen ß. und 1 1 . andern ihr Zeichen , wenn man gleichzeitig

a mit h und e, mit d vertauscht, haben also den Werth 0 .

Es bleibt mithin nur noch die Untersuchung der Formen 7. und

10. übrig, welche durch dieselbe Buchstabenänderung in einander über-

gehen , so dass wir nur eiue unter ihnen, etwa:

vì »? e4 d, (edit) (hen) (ahn)2 (adn)

zu untersuchen brauchen. Diese Form hat den Werth:

^ ui Ut (edu) (hen) (ahn)2 (ed (st)) (adn)
,

sie lässt sich leicht auf die Form u} uf uj, (stp) zurückfuhren.

Diese letztere Form genügt nämlich der Gleichung:

u}u? ni (pst) --- n; u? (ahn)2 (edn) [hen) / } (ed (st)) (adn)+ J (edn) (ad (st)
) }

= ni nj (aha)2 (edn) (hat)
{
(adu) (cd(st))+ i (eda){nAr-<hh)

}

,

es ist daher:

ui »? (ahu)2 (edu) {heu) (adn) (ed (st))

— uf ni u), (stp) -{- uf . ui (ahn)2 (edu) (heu) (ala) d„

— \ ni . uf (ahn) 2 (edu) (hen) {ala) dt .

Demgemäss ist sowohl von den eigentlich als auch von den un-

eigcntlich zugehörigen Formen der Formen O gezeigt worden, wie sie

sich durch die Formen # darstellen lassen; die Formen tr bilden daher

ein volles Formensystem für die eubische Form f.

Ci i essen, im October 18(>8.
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Leber die Doppeltangenten einer ebenen Curve

vierten Grades.

Von Dr. Gkiser in Zi'iucii.

I.

Die Eigenschaften der 28 Doppeltangenten einer allgemeinen Curve

vierten Grades lassen sich sehr anschaulich mit den gegenseitigen Be-

ziehungen der 27 Geraden einer Fläche dritten Grades in Zusammen-

hang bringen.

Sei l\ eine Flüche dritten Grades ohne Singularitäten, p ein will-

kürlich im Raum angenommener Punkt, so ist der von p aus der /<',

umschriebene Tangentenkegel „ vom sechsten Grade. Liegt p auf J\,

selbst, so besteht der Tangentenkegel aus der doppelt gelegten Tangen-

tialebene E der F
2 in p und aus einem Kegel vierten Grades Kv Sei

.7 eine der 27 Geraden der T\, so schneidet die durch p und // gelegte

Ebene e
f
welche eine Doppeltangentialebene von K

x
ist, aus l\ neben

// noch einen Kegelschnitt aus, der mit g zwei Punkte (r,s) gemein

hat. Werden diese Punkte durch gerade Linien mit p verbunden, so

erhalt man die beiden Berührungskanten von Ä'
4
mit c. Ausser den

27 Ebenen c ist auch noch F eine Doppeltangentialebene von A'
t ;

ihre beiden Berührungskanten sind die Haupttangenten /, und t
2
der

f\ in p.

Die erste Polare F.
t
des Punktes p ist eine Fläche zweiten Grades,

welche durch die 54 Punkte (r,s) geht, und auf welcher die Haupt-

tangenten t
{
und t

2
ihrer ganzen Ausdehnung nach liegen. Dieselbe

schneidet F^ in einer Raumcurve sechsten Grades (\.
t
, welche in p einen

Doppelpunkt besitzt; verbindet man diesen mit allen Punkten der (\.

durch Geraden, so erhält mau den Tangentenkegel KXi oder auch:

die sämmtlichen Tangenten der (\ bestimmen mit dem Punkte p die

sämmtlichen Tangentialel>enen von K
x

.

Es mag noch bemerkt werden, dass keine der Tangenten (\if deren

Berührungspunkt nicht 7) ist, diesen Punkt enthalten wird, denn sonst

wäre diese Tangente eine Gerade der F.Ai während, um die Allgemein-

heit der Resultate zu wahren, für die vorliegende Betrachtung aus-

Mathemati-scho Annalen I. 9
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130 Uebcr ebene Curven vierten Grades.

drUcklich angenommen werden muss, class p auf keiner der Geraden

der Flache dritten Grades liege.

K
x
und F.

x
berühren sich längs der C,., haben also ausser dieser

Curve, die doppelt gezahlt, d. h. in zwei dicht aufeinander sich folgen-

den Lagen als Durchschnitt der beiden Flüchen auftritt, keinen weitern

Punkt gemein. K
x
und F

2
schneiden sich in einer Raumcurve achten

Grades, welche aus G'„, /, und f.. besteht.

Wenn (5 eine beliebig im Räume gewählte Ebene ist, so wird

dieselbe von K
t

in einer Curve vierten Grades C\ geschnitten, welche

28 Doppeltaugenten hat; denn (wenn die vorhin eingeführte Bezeich-

nung beibehalten wird) es schneiden sich und die Ebene r, welche

durch p uud g geht, in einer Geraden y', welche eine Doppeltangente

der (\ ist. Die zu g' gehörigen Berührungspunkte r und s' ergeben

sich als die Durchschnitte der Geraden pr und jjs mit (f. Schliesslich

ist auch der Durchschnitt y' von E und (5 eine Doppeltangente, deren

Berührungspunkte und t
2

' die Schnittpunkte von (5 mit /, und ^ sind.

(5 und F3 treffen sich in einer Curve dritten Grades C.,, welche

(\ in sechs Punkten berührt, denn und C
x
können nur Punkte

gemein haben , welche gleichzeitig auf F
z
und K

A
liegen , d. h. welche

sich auf der doppelt gelegten (\ befinden. In der That: Sei h einer

der sechs Punkte, welche C
ft
und (5 gemein haben, so ist die Ebene e,

welche p mit der Tangente der CG in b verbindet, gleichzeitig Tangen-

tialebene an F
3
und K

A
mit dem Berührungspunkte /> und demzufolge

ist der Schnitt von c mit (5 gleichzeitig Tangente an (\ und (\, also

berühren sich diese beiden Curven wirklich in sechs Punkten. Die

sechs Berührungspunkte liegen auf (\, demnach auf F., und also in

dem Kegelschnitte, welchen 6 und F.
2
gemein haben; dieser Kegel-

schnitt geht ausserdem noch durch und

II.

Dass umgekehrt jede beliebige ebene Curve vierten Grades (\ zu

einer Fläche dritten Grades in die eben auseinandergesetzte Beziehung

gebracht werden kann, ergibt sich aus den nachfolgenden Entwick-

lungen :

Da die allgemeine Curve vierten Grades 28 Doppeltangenten hat,

so kann man unter denselben eine ganz beliebige auswählen und sie

mit y' bezeichnen, während ihre Berührungspunkte t( und t
2

' heissen

mögen. Durch t{ und /./ lege man einen beliebigen Kegelschnitt C.i7

so wird derselbe die C
x
noch in sechs Punkten

,
b
2

. . . treffen.

Der doppelt gedachte Kegelschnitt C
? , der als Curve vierten Grades C

t

'

aufgefasst werden kann, und (\ bestimmen ein Curvenbüschel vierten

Grades, welches die Eigenschaft hat, dass jede Curve vierten Grades
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Ueber ebene Curven vierten Grades. 131

die durch 13 von den Hi Schnittpunkten der C\ und ("Y geht, auch

noch die drei andern enthält. Die 10 Grundpunkte des Büschels be-

stehen aus den Punkten t
x , ,

b
x , b., . . . von denen jeder doppelt

gezahlt werden muss ; oder auch : zu den Punkten
,

t
2
'

,
h

x ,
ô
2

... b
ti ,

die auf (\ liegen, nehme man nocli jeweilen zu einem von ihnen den

unendlich benachbarten Punkt auf Cir so dass man Punkte r
x ,

r./,

ß x , ß, . . . /?ö erhalt, so sind die V , r' , b
, ß die Grundpunkte. Legt

man also die Gerade y'
, welche f

x ,
t

x , /./ , r./ enthält, so kann die-

selbe mit der Curve dritten Grades C3 , welche durch b
x

. . . b6 , ß x , ß.2 , ß.
{

geht
y
zusammengenommen als eine zerfallende Curve Cx

' des Büschels

angesehen werden. C
4

" muss also noch durch ßx , ßh , /3C gehen, d. h.

diese drei Punkte gehören auch der ("., an, da sie offenbar nicht auf

y' liegen können.

Es ergibt sich demnach der Satz:

Legt man durch die Berührungspunkte einer Doppeltangente der

allgemeinen Curve vierten Grades einen Kegelschnitt, so trifft dieselbe

die Curve ausserdem noch in sechs Punkten, in welchen sie von einer

Curve dritten Grades einfach berührt wird. Von diesen sechs Punkten

können drei willkürlich angenommen werden , dann sind die drei andern

*ufort bestimmt, indem sie aus (\ durch den Kegelschnitt ausgeschnit-

ten werden, welcher durch die drei ersten geht, und die beiden Berüh-

rungspunkte der C\ mit der angenommenen Doppeltangente enthält.*)

Wenn nun in einer Ebene (f drei Curven (\ ,
('.,

,
C, in der soeben

angegebenen gegenseitigen Lage stehen, so wird von denselben eine

Fläche dritten Grades durch folgende Elemente bestimmt:

1) Man setze fest, dass (\ ihrer ganzen Ausdehnung nach auf F
:t

liegen soll; ferner:

2) Durch einen beliebigen Punkt p ausserhalb (* lege man eine

Ebene /•>', welche die Gerade y enthält. In dieser Ebene construire

mau irgend eine Curve dritten Grades C
}

'

, welche jj zum Doppelpunkte

'nid die Geraden pt{ und p /./ zu Tangenten in diesem Doppelpunkte

hat, während sie zugleich durch die drei Punkte geht, in denen CA

und y' sich schneiden.

:V) Man verbinde schliesslich p mit dreien von den sechs Berüh-

rungspunkten der Curven C, und t\ , z. B. mit b
x ,

b
2 ,

b
t , und be-

stimme auf jeder dieser Geraden den dem Berührungspunkte zunächst

gelegenen Punkt, so dass man drei neue Punkte ß x ,
ß.,'

,
/J3

' erhält:

Dann ist es stets möglich, ein Büschel von Flächen dritten Grades

zu construiren, welches durch C',
, 6y , ß x

'

, ß2 , ß :x
geht, da ja diese

*: Man vergleiche die Abhandlung de» Hrn. Heaac: „Ueber Determinanten in

1er Geometrie '. Crelle'ts Journal lid. 49, pag. 258.

9*
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132 Ucbcr ebene Curven vierten Ci rades.

Elemente für 18 Punkte zählen. Die Grundcurve des Büschels enthält

die beiden ebenen Curven C3
und also noch eine dritte ebene

Curve (.'.", welche /V , /V , ft' enthält , so dass die Flächen des Bü-

schels sich längs t'z berühren. Dass auch die ersten Polaren des Punk-

tes p nach diesen Flächen ein Flächenbüschel zweiten Grades bilden,

und zwar mit einer Grundcurve, die aus C,, pt{ und pt
2

' besteht, ist

evident.

Die Tangentenkegel, welche von p aus allen diesen Flächen drit-

ten G rades umschrieben sind, bilden ein Büschel von Kegeln mit IG

Grundkanten, welches dem Büschel der Flächen projectivisch ist, und

zwar treffen sie die Ebene G in einem Curvenbüschel vierten Grades

mit 16 Grundpunkten (es sind diess, wie man sich leicht überzeugt,

die Punkte t, r, b, ß), welches auch die gegebene Curve C\ enthält.

Dieser Curve C\ entspricht also nach bekannten Gesetzen wirklich eine

Hache l'\ des vorhin definirteli Flächenbüschels, d. h. es kann stets

eine Fläche dritten Grades gefunden werden, welche allen gestellten

Bedingungen Genüge leistet. Also:

Eine beliebige Curve vierten Grades in der Ebene kann stets auf-

gefasst werden als der Durchschnitt des Tangeutenkegels , welcher von

einem Punkte einer Fläche dritten Grades aus an diese Fläche geht,

mit der Ebene der Curve.

111.

Auch analytisch ergibt sich dieser Satz leicht :

Man wähle in der Ebene U der C, ein Coordiuateiisystcrn, dessen

«-Axe eine der Doppeltaugenten der C\ ist, während die sonst will-

kürlichen beiden andern Axen durch die Berührungspunkte derselben

gehen-, die Gleichung der Curve ist dann von der Form:

z . <jp
;t
(V

, y ,
*-) - j -

>f = 0
,

wo qp.
t
(./;, y ,z) eine homogene Function der drei Veränderlichen ./• ,y,z

vom dritten Grade ist. Es sei ferner p ein Punkt, welcher ausserhalb

U liegt. Durch ihn und die Coordinateli«axen .r
, y , z lege man Ebenen

X , Y , Z , welche mit U ein Coordinateutetraeder bilden sollen , so

ist die Fläche

l'\ = qp ;,
(x

, y ,
z) -f- Aux y -f- 4 n2 z = 0

eine solche, deren Tangeiitenkegel im Punkte p aus der V- Ebene die

Curve Ci ausschneidet.

Digitized by Google



Ueber ebene Curvcn vierten Graded. 133

In Folge der genauen Einsicht, welche man in die gegenseitige

Lage der 27 Geraden einer Fläche dritten Grades hat, wind die Fol-

gerungen, welche man aus diesem Satze ziehen kann, sehr zahlreich,

itieselben sollen späterhin in einer umfassenderen Darstellung den

Mathematikern vorgelegt, und mit den Resultaten aus der Theorie der

Doppeltangenten einer Curve vierten Grades in Zusammenhang gebracht

werden, welche man den Herren Aronhold, Clebsch, Hesse, Roch,
Salmon und "Steiner verdankt.

Hier mögen nur zur Erläuterung einige Beispiele angeführt wer-

den, die zum grössten Theil auf bekannte Resultate führen.

IV.

Legt man durch einen beliebigen Punkt p und die sänimtlichcn

'»eraden eines Hyperboloides lf
2
Ebenen, so sind dieselben Tangen-

tialebenen des H
2
und zugleich Tangentialebenen des von p aus dem

Hyperboloide umschriebenen Tangentenkegels zweiten Grades. Eine

beliebige Ebene wird also von den Tangentialebenen des Kegels in

Tangenten eines und desselben Kegelschnittes getroffen, d. Ii. : Projicirt

mau beliebig viele Gerade eines Hyperboloids auf einer Ebene, so sind

die Projectionen Tangenten eines bestimmten Kegelschnittes.*)

Bekanntlich lassen sich von den 27 Geraden einer Oberfläche dritten

Grades F
3 in 360 verschiedenen Weisen je sechs zusammenstellen, die

auf einem Hyperboloide liegen; werden demnach sechs solche Geraden

von einem Punkte der ï\
A

aus auf eine beliebige Ebene projicirt, so

Verden sie zu sechs Tangenten eines Kegelschnittes. Es ergibt sich

also unter Berücksichtigung des in II. bewiesenen Satzes, dass die

Doppeltangeuten einer Curve vierten Grades sich auf verschiedene Weisen

so gruppiren lassen, -dass sechs von ihnen eineu Kegelschnitt berühren.

Diess ist ein Resultat, welches bereits von den Herren Aronhold
und Hesse bemerkt worden ist, und letzterer gibt zugleich an, dass

. 36 = 1008 derartige Gruppirungen möglich seien. Dass in- der

That die 3(>0 Kegelschnitte, welche sich unmittelbar ergeben (wenn

man die mit der C
x
in Beziehung gesetzte F

:i
construirt, indem man

von einer bestimmten der 28 Doppeltangenten ausgeht), nicht die ein-

zigen sind, welche sechs derselben berühren, versteht sich von selbst,

da ja jede der Doppeitangenten als Fundamentaltangente gezählt wer-

*) Diess ist nur der speziellste Fall eines allgemeinem Satzes, welcher lautet:

Projicirt man die eäramtlichen Erzeugenden einer Regelflüche h 1*» <J rades von einem

beliebigen Punkte aus auf eine willkürliche Ebene, ao umhüllen die Projecti'>n«n

eine Curve nUr Klasdc.
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134 lieber ebene Curven vierten Grades.

deu kann. Man würde so eigentlich 28 . 360 Kegelschnitte erhalten,

aber die Zahl des Herrn Hesse scheint darauf hinzudeuten, dass jeder

derselben durch 10 verschiedene Constructioncn der Hülfsfläche dritten

Grades erzeugt wird.

V.

Seien
//, , y2 , drei Geraden einer Fläche dritten Grades Fif die

zusammen ein ebenes Dreiseit bilden, sei ferner p ein Punkt der Fläche,

so werden, wie in I. auseinandergesetzt worden ist, die Ebenen py if

Pfh) li(J.\ die ï\ ausser in y x y2 y$ "och resp. in drei Kegelschnitten

K
x ,
K

2 ,
K

:i
treffen. Heissen die Schnittpunkte von y {

und K
x

: r, und
,

von y2
und K2 : r

2
und s.it von <ys und K

:i : r
3
und*,,, so befinden sich

die sechs Punkte r und s auf der ersten Polaren F> des Punktes p in

Bezug auf FZy zugleich aber gehören sie der Ebene des Dreiecks y x y2 y3

au, also liegen sie in einem Kegelschnitte K. Die Fläche zweiten

Grades F
2

enthält noch die beiden Haupttangenten t
x
und t

2
der KA

in p , also trifft K sowohl t
x

als t
2

.

Geht man jetzt in der bereits angewendeten Weise von der Fläche

dritten Grades 7*3 zur Curve vierten Grades t\ über, so erhält man
aus OxO-iDi drei Doppeltangenten y x , y2 , //3

' der Cif deren Berüh-

rungspunkte die Projectionen r' , s' der r und s sind, während t
x
und t

2

zu Berührungspunkten und t
2

einer andern Doppeltangente / wer-

den. Der Kegelschnitt K verwandelt sich durch Projection in einen

andern Kegelschnitt K' , so dass also die (\ notwendigerweise in yxy

Ü2 y ifi iV vier Doppeltaugeuten besitzt, deren acht Berührungspunkte

in einem Kegelschnitte liegen.

Die Doppeltaugente y' bestimmt mit jedem der 45 Dreiecke der

FA
einen Kegelschnitt K', und da an Stelle von y' jede der andern

28 Doppeltangenten treten kann , so wird man 28 . 45 Kegelschnitte

bekommen, von denen jeder die Berührungspunkte von vier Doppel-

tangenten enthält. Aber jeder Kegelschnitt wird bei vier Doppcltau-
*'8 45

genten gezählt, so dass nur — ^ = 315 von einander verschiedene

Kegelschnitte K' existiren, wie bereits die Herren Hesse, Salmon
und Steiner angegeben haben.

VI.

Die Beziehungen der 28 Doppeltangenten einer Curve vierten

Grades zerfallen in drei Gruppen:

1) in Sätze, welche die Doppeltangenten selbst,

2) in solche, welche die Bcrührungspuukte und

3) in solche, welche ihre gegenseitigen Schnittpunkte betreffen.
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Die beiden ersten Gruppen von Sätzen stimmen darin überein,

tlass bei ihrer Ableitung vermittelst der Ifülfsfläche dritten Grades nur

eine einzige Doppeltangente (resp. ihre Berührungspunkte) eine Aus-

nahmestellung einnimmt, während alle 27 übrigen (resp. ihre Berüh-

rungspunkte) vollkommen gleichberechtigt nebeneinander stehen.

Anders verhält es sich aber mit der dritten Gruppe von Sätzen.

Zunächst wird durch die Hülfsfläche dritten Grades FA auch hier eine

der Doppeltangenteu (nach unserer früheren Bezeichnung, die festge-

halten werden soll, y
') mit den auf ihr befindlichen 27 Schnittpunk-

ten u' isolirt. Diese Schnittpunkte u sind die Projectionen der Punkte

u. welche die 27 Geraden der F
3

mit der Tangentialebene F dos

l'uuktes p gemein haben, auf die Ebene der vorgelegten Curve C,.

Die Schnittpunkte der übrig bleibenden 27 Doppeltangenten zerfallen

in zwei verschiedene Gruppen, je nachdem sie nämlich durch die Pro-

jectionen von zwei sich schneidenden Geraden der 7'',, oder aber durch

•lie Projectionen von zwei windschiefen Geraden derselben erzeugt

werden. Von den Schnittpunkten der ersten Art, die mit r' bezeich-

net werden sollen und welche die Projectionen der Schnittpunkte r

»1er 27 Geraden sind, giebt es 135; von denen der zweiten Art, die

man mit w' bezeichne, 216. Die gegenseitigen Schnittpunkte der 2S

Doppeltangenteu bestehen demnach aus 27 n -f- 135 v' + 216

was zusammen 378 macht, wie es sein muss. Die Punkte n liegen

nach den soeben gemachten Bestimmungen auf einer und derselben

Doppeltangente, die kein r' und kein w' enthält, auf jeder anderen

Doppeltangente befinden sich 10 v' und IG «>', so wie natürlich auch

ein w\

VII.

Legt man durch eine Gerade y der F.
s

alle möglichen Ebenen,

so trifft jede derselben die FA ausser in y noch in einem Kegelschnitte,

welcher mit y ein Punktenpaar gemein hat. Alle die so erhaltenen

l'unktenpaare bilden ein Punktsystem, dessen Doppelpunkte oder

Asymptotenpunkte «, und a., sich durch die beiden Kegelschnitte erge-

ben, welche y berühren. Unter den Kegelschnitten befinden sich fünf,

'lie in Geradenpaare zerfallen und welche aus y die auf ihr befind-

lichen 10 Punkte v ausschneiden. Diese 10 Punkte lassen sich also

in fünf Punktenpaare ordnen, die demselben Punktsysteme angehören
;

•iiesem Punktsysteme gehören zudem noch die früher mit r und .s be-

zeichneten (durch den Kegelschnitt der Ebene py erzeugten) Punkte

als ein Punktenpaar au. Daraus folgt für die Curve vierten Gra-

des der Satz: Unter den 27 Punkten, in welchen eine Doppel-

tangente der Curve vierten Grades von den übrigen geschnitten wird,
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giebt es 10, die Punkte r', welche fünf Punktenpaare eines Punkt-

systems bilden, dem auch ihre Berührungspunkte r' und s' als ein

Punktenpaar zugehören. Die Doppelpunkte dieses Punktsystems

mögen als Projectionen von a, und o
2

mit und al bezeichnet

werden.

Man kennt ferner folgenden von Steiner angegebenen Satz aus

der Theorie der Flächen dritten Grades: die 135 Schnittpunkte v der

27 Geraden tj liegen zu drei und drei in 720 Geraden k, welche sich

zu drei und drei in 240 neuen Punkten T treffen. Durch jeden

Schnittpunkt v gehen je IG Gerade l\ wovon jede noch durch zwei

andere Schnittpunkte, etwa r, und r„ (statt r) geht. Nimmt man
in jeder derselben einen vierten Punkt /, so dass r r

t
l r2

harmo-

nisch sind, so liegen die 16 Punkte / zweimal zu vier und vier in

vier Geraden, und diese acht Geraden sammt den zwei Geraden

y, dereji Schnitt jener erste Punkt v ist, liegen in einem Hyper-

boloid.

Diess giebt für die Curven vierten Grades in Ergänzung eines

von Herrn Aron h old herrührenden Theorems folgende merkwürdige

Eigenschaften der 135 mit ?' bezeichneten Schnittpunkte ihrer Dop-

peltangenten g ': die 135 Schnittpunkte r' liegen zu drei und drei in

720 Geraden />', welche sich zu drei und drei in 240 neuen Punkten

T treffen. Durch jeden Schnittpunkt v' gehen je IG Gerade /.', wo-

von jede noch durch zwei andere Schnittpunkte r,' und r./ (statt r)

geht. Nimmt man in jeder derselben einen vierten Punkt /', so dass

??' r{ V r./ harmonisch sind, so liegen die IC Punkte /' zweimal zu

vier und vier in vier Geraden, und diese acht Geraden sammt den

zwei Doppeltangenten </', deren Schnitt jeuer erste Punkt v' ist, sind

IG Tangenten eines und desselben Kegelschnittes.

In der Ebene eines der 45 Dreiecke der F.
{
liegen 16 Punkte A-

(welche bekanntlich die Steine r sehen Triederscheitel sind). Diese

Punkte k liegen allemal in einer Curve vierten Grades (da sämmtliche

Triederscheitel auf der Kernfläche der F
A

liegen), welche die Seiten

des Dreiecks zu Doppeltangenten hat und zwar dieselben in ihren

Asyinptotenpunkten berührt.

Man hat also folgenden Satz:

Von den 28 Doppeltangenten einer Curve vierten Grades lassen

sich 27 beliebige auf 45 verschiedene Weisen derart zu dreien grup-

piren , dass eine solche Gruppe aus drei Doppeltangenten einer neuen

Curve vierten Grades besteht, welche durch IG der vorhin mit /«•'

bezeichneten Punkte geht und welche die drei angegebenen Dop-

peltangenten jede in den ihr zugehörigen Punkten a{ und «./

berührt.
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137

Vili.

Auf jeder Geraden der J'\ befindet sieh, wie bereits erwähnt ist,

ein Punktsystem ; drei von diesen Punktsystemen , die in derselben

Ebene liegen, haben die Eigenschaft, dass wenn man auf jedem von

ihnen ein Punktenpaar herausgreift, die sechs so erhaltenen Punkte

einem und demselben Kegelschnitte angehören. In einer der 45 Drei-

eeksebenen befinden sich nun auf jeder der drei ihr angehörigen Ge-

raden fünf von den r gebildete Punktenpaare, die zu 04 eigentlichen

Kegelschnitten Veranlassung geben , so dass man also bei einer Fläche

dritten Tirades 4f> . 04 = 2880 Kegelschnitte angeben kann, von denen

jeder sechs der 135 Schnittpunkte e ihrer 27 Geraden ff enthält. Es

ergibt sich daraus sofort, dass es in mannigfacher Weise möglich sein

muss, die 378 Schnittpunkte der 28 Doppeltangenten einer Curve vier-

ten Grades derart zu gruppiren, dass je sechs von ihnen in einem

Kegelschnitte liegen.

Allerdings sind hier und im Vorigen von den 378 Schnittpunkten,

zu welchen die 28 Doppeltangenten der Curve vierten Grades Veran-

lassung geben , immer nur die 135 r' in Betracht gezogen worden,

aber es leuchtet unmittelbar ein, dass durch die Veränderung der Fun-

damentaldoppeltangente y' die auf dieser befindlichen 27 Punkte n' zu

neuen Punkten n -(- 10 v' -f- 10 w' werden, und demnach die 135 r'

durch jede .derartige Veränderung wenigstens theilweisc durch andere

der Schnittpunkte sich ersetzen lassen.

Den bis jetzt gegebenen Heispielen über die Anwendung der in

diesem Aufsatze auseinandergesetzten Methode sei zum Schlüsse noch

eines angefügt, welches zeigt, wie man auch aus der Willkürlichkeit

der Hölfsconstrnctioneu neue Sätze ziehen kann. Man halte zu dem
Knde die Fläche T\ und die Ebene (v , in welcher sich die C\ befin-

den soll, fest, während sich der Punkt p beliebig auf der bewegen

möge. Es ergibt dann jede Lage des Punktes p eine Curve C, , so dass

in (r doppelt unendlich viele Curven vierten Grades entstehen. Die

Doppeltangente y' wird in (v jede beliebige Lage annehmen können

und auch die durch die Geraden der 7*', erzeugten Doppelkingenten <j

werden sich verändern; aber jede von diesen wird durch den Punkt

gehen müssen, in welchem die ihr zugehörige Gerade y die Ebene (5

schneidet, d. h.:

Mathematische Aimait u I. 9**
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Auf einer ebenen Curve dritten Grades C3
lassen sieh immer 27

gewisse Punkte it so wählen, dass 45 mal je drei von ihnen in einer

Geraden und 360mal sechs in einem eigentlichen Kegelschnitte liegen.

Es gibt dann doppelt unendlich viele Curven vierten Grades, welche

die C-3 in sechs Punkten eines Kegelschnittes einfach berühren und

welche die Eigenschaft haben, dass 27 der Doppeltangenten irgend

einer unter denselben durch die Punkte sr gehen. Irgend eine beliebige

Gerade der Ebene ist die 28*" Doppeltangente von 12 dieser Curven.

Zürich, den 1. October 1868.
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Mittheilung über den III. Band von Gauss' Werken.

Redigirt von Ernst Schering.

Herausgegeben von der köuigl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen

Dieser dritte Band enthalt, wie das von mir im Jahre 18GO auf-

gestellte Programm bestimmte, G aus s' Arbeiten aus dem Gebiete der

allgemeinen Analysis und zwar aus der Theorie der algebraischen Glei-

chungen, der hypergeometrischen Reihe, der Interpolation und der

elliptischen Functionen. Dem letztern Abschnitte habe ich die Unter-

suchung des Pentagramma Mirifici!m angeschlossen, die eine

Anwendung der Fünftheilung der elliptischen Functionen enthält; im

Programm hatte ich sie den geometrischen Untersuchungen des vierten

Bandes eingereiht, aber neu eingetretene Umstände bedingen eine er-

bebliche Erweiterung bei der Aufnahme von Gauss' Arbeiteu über

bradmessung und damit eine Verstärkung des vierten Bandes.

Das verspätete Erscheinen des dritten Bandes ist durch die

andauernde Krankheit und den bedauernswerthen allzufrilhen Tod

Kiemann 's veranlasst. Von ihm hatte die k. Gesellschaft der Wis-

senschaften zu Göttingen die Redaction des Nachlasses über die ellip-

tischen Functionen gewünscht, leider hat er weder eine schriftliche

noch mündliche Mittheilung aus diesen seinen Studien hinterlassen.

Ueber die von mir bei der Redaction der G au ss' sehen Werke
befolgten Grundsätze habe ich in den am Ende des Bandes beigefüg-

ten Bemerkungen Rechenschaft abgelegt. Dort sind auch die aus

«lein handschriftlichen Nachlasse sich ergebenden historischen Notizen

von Gauss' Arbeiten zusammengestellt; eine ausführliche geschicht-

liche Darstellung seiner gesammten wissenschaftlichen Thätigkeit be-

halte ich mir für eine besondere Schrift vor.

Bei der Aufsuchung der verschiedenen Methoden, die Gauss bei

seiner Behandlung der elliptischen Functionen vermuthlich angewandt
haben konnte, sind mir einige neue Seiten dieses fruchtbaren Gebiets

der Analysis entgegengetreten , die mir nicht ohne Interesse zu sein,

scheinen.
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Dem eng begrenzten Umfange dieser Mittheilung mag nur fol-

gende Notiz über die Dreithcilung der muh Diri chtet's Vor-

schlage mit dem Namen der Ja cobi' sehen Functionen zu bezeichnen-

den Reihen eingefügt werden. Für den Werth des einen Arguments,

welcher die eine der vier zusammengehörigen Functionen verschwinden

liisst, stellt (laus s die drei andern Functionen in der Form der Reihen

1 _}_ 2.1 + 2./ 1 + 2/» -f -f • • •

1 - 2j- + 2.H — 2x» -f - • . •

I !»

2r 4 + 2.r* + 2.r* -f H

dar und bezeichnet sie folgeweise mit />,'/,>', ferner bezeichnet er

die Reihen, die aus jenen entstehen, indem man ./
3 statt .< setzt, mit

P
, Q , It. Aus den von (Jan ss und Ja cobi gefundenen algebraischen

Gleichungen zwischen diesen sechs Functionen lassen sich unter anderen

auch die folgenden ableiten:

o = + / - /
v
; + /?

o - + //£ + - r'ï

« - - + if + fî

o = + f% - 3 yj + j/ii

Gotti n gen, den 0. December 1868.
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Ankündigung des Erscheinens des III.Bandes von Gauss' Werken,
redigirt von Ernst Schçriko, herausgegeben von der K." Gesellschaft

der Wissenschaften zu Göttingen.

Karl Friedrich Gauss' Werke:
Bond I. Disquisitiones Arithmeticae. Die Exemplare auf Druckpapier

sind augenblicklich vergriffen, ein neuer Abdruck ist unter dei-

Presse, bis zu dessen Erscheinen können Exemplare von Band I

nur auf Schreibpapier zugleich mit je 1 Exemplar von Band I, II

u. V fur zusammen 25 Thaler Cour, unter der Bedingung der

Entnahme eines vollständigen Exemplares der Werke auf Schreib-

papier bezogen werden.

Band IL Höhere Arithmetik. Das Exemplar auf Druckpapier kostet

4 Thaler Cour.

Band III. Analysis. Das Exemplar auf Druckpapier kostet 4 Thaler Cour.

Band IV. Wahrscheinlichkeit*-Rechnung und Geometrie wird binnen

Kurzem erscheinen.

Band V. Mathematische Physik. Das Exemplar auf Druckpapier kostet

5 Thaler Cour.

Band VI. Astronomie wird im nächsten Jahre erscheinen.

Von den Exemplaren auf Druckpapier können die Bände einzeln

Wzogen werden.

Die Abgabe der erschienenen Bände geschieht gegen Franco -Einzahlung

vorheinerkter Preise von dem Rendanten der Göttinger Universities- Casse,

Herrn Universität« -Rath Rose. Uebersendungen an auswärtige Besteller

erfolgen auf deren Kosten und beim Mangel anderweitiger Bestimmung

durch die Post unter Werthangabe eventuell unter Entnahme des Preises

mittelst Postvorschusses.

Bei Bestellungen durch Buchhandlungen sind die Bestellzettel vor-

biegen oder die Namen der betreffenden Subscribenten anzuzeigen.
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Mitteilungen
der Verlagsbuchhandlung

B. G. Teubner S in Leipzig.
Diete Mittbeilungen, von denen in der Kogel alle gwei Monate eine Nummer ericheint,
tollen da* Publikum Ton don erschienenen , unter der Pres»« befindlichen und vor-
bereiteten Unternehmungen de« Teubner'echen Verlag! in Kmintnit eetaen. Dieeelben
aind In allen Buchhandlungen grati* au haben, werden auf Wonach aber «neh direct

franco ubenandt.

Auszug aus No. 1 von 1869.

Demnächst erscheint:

Einleitung in die synthetische Geometrie. Ein Leitfaden

beim Unterrichte an höheren Realschalen and Gymnasien von
Dr. C. F. Geiser, Privatdocent am Schweiz. Polytechnikum,

gr. 8.

Um bereite auf der Schule, die systematische Entwicklung der
Methoden vorzubereiten, welche seit Steiner'» Arbeiten die synthetische

Geometrie beherrschen, kann man zwei verschiedene Wege einschlagen,

die beide gleich geeignet sind, den Uebergang von der Euklidischen

cu der gegenwärtigen Geometrie su vermitteln. Will man sich näm-
lich im Unterrichte auf plauiroetriache Betrachtungen beschränken, so

wird die elementare, an die Lehre vom geometrischen Orte anknüpfende
Behandlung der Kegelschnitte vollkommen den genannten Zweck er-

füllen; wenn aber auf die fortwährende Inanspruchnahme und Ausbil-

.
dung des r&nmlichen Anschauungsvermögens der Schüler ein wesent-

'

liebes Gewicht gelegt wird, so erscheint es angemessen, die Theorie
der Kegelschnitte nur in kurzen Zügen zu behandeln, dafür aber ein
reichhaltiges Material aus der Stereometrie zum Vortrage zu bringen.

Die angezeigte kleine Schrift sucht vorzüglich dem zweiten Ge-
sichtspunkte gerecht zu werden und bringt daher ale erßten Theil unter
dem Titel: „TranBversalentheorie" die elementaren Sätze fiber die

merkwürdigen Punkte des Dreiecks, dann, wo eine solche sich einfach

darbietet, die Ausdehnung der abgeleiteten Resultate auf das Tetraeder,
woran sich die Entwicklung des Begriffes der vollständigen Figuren
in der Ebene und im Räume schliesst. Im Weitern folgen diesen Er-
örterungen eine Theorie der harmonischen und involutorischen Gebilde,

bo wie einzelne Beispiele vou den linearen Beziehungen. Der zweite
Theil handelt von ,,Kreis und Kegel" und giebt die Théorie der Potenz
und der Aehnlichkeitspunkte, sowie die zugehörigen Polareigenschaften,

daran reihen sich als Anwendungen die Berührungsprobleme, während
ein Schlußßkapitel, welches einer elementaren Behandlung des Princips

der reeiproken Radien gewidmet ist, einen Ausblick auf weitergehende
Untersuchungen eröffnet.

Der Verfasser hofft mit dieser .»Einleitung in die synthetische
Geometrie" eine Ergänzung zu dem ersten Theile der gedruckten Stei-

ner'schen Vorlesungen in einem Sinne zu geben, welcher dieselbe zur
Grundlage des Unterrichts an den obera Klassen von Realschulen und
Gymnasien geeignet macht. Die Darstellung ist derart, dass sie sowohl
Lehrern als Schülern mannigfache Anregung gewähren wird.



Commentaire sur Galois
par

M. Camille Jordan h Paris.

1.

Préliminaires.

On donne le nom de substitution à l'opération par laquelle on

intervertit un certain nombre de choses, que l'on peut supposer repré-

sentées par des lettres a, ß, y
Le nombre des substitutions distinctes entre n lettres est 1 . 2 . 3 ... n,

en y comprenant la substitution dite unité, qm laisse chaque lettre

à sa place.

Le produit ab de deux substitutions a et b est la substitution

résultante obtenue en effectuant d'abord la substitution n
,
puis la sub-

stitution 6; n~ l est la substitution qui, multipliée par a, reproduit

l'unit^

Un système de substitutions forme un groupe, si le produit de

deux substitutions quelconques du système appartient lui-même au

svsteme. — Les diverses substitutions obtenues en opérant successive-

ment tant qu'on voudra, et dans un ordre quelconque certaines sub-

stitutions données a,b,c, ... forment un groupe, dérivé de a,b, c, ...;

nous le désignerons par le symbole (a, 6, c, . . .).

L'ordre d'un groupe est le nombre de ses substitutions: son

«leg ré est le nombre des lettres soumises à ses substitutions.

Un groupe de substitutions entre les lettres a, ß, y, ... est dit

transitif si ses substitutions permettent d'amener l'une quelconque

de ces lettres à la place primitivement occupée par Tune d'elles, a.

Les puissances successives d'une substitution quelconque a sont

toutes distinctes, jusqu'à l'une d'elles a1 qui se réduit à l'unité; au

delà elles se reproduisent périodiquement. — Donc tout groupe con-

tient la substitution unité; et tout groupe qui contient a contiendra

= <i->.

La substitution b~ lab est dite la transformée de la substitution

« par la substitution fc. Le groupe (b ^ab
,
b~ l a

i
b, . . .) est le groupe

L 10
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transformé du groupe (a, a ly . . .) pari. S'il se confond avec

(a, «,,...) on dira que ce groupe est permutable à h.

Un groupe en contient un autre, s'il contient toutes ses substi-

tutions.

Un groupe est dit aussi général que possible parmi ceux qui

satisfont à certaines conditions, s'il n'est contenu dans aucun autre

groupe, satisfaisant aux mêmes conditions.

Un groupe est simple, s'il ne contient aucun autre groupe au-

quel ses substitutions soient permutables (sauf celui qui est formé de

la seul substitution 1): composé dans le cas contraire.

2.

Théorème. Si un groupe // est contenu dans un autre groupe

G, son ordre n divise Aï ordre de G.

Soient en effet rr0 ,
n,

,
<?
3 , ... les substitutions de H. Si G contient

quelque autre substitution />. il contiendra les substitutions a
0 b, a

x

h, n
t
h.

évidemment différentes les unes des autres, et qui en outre diffé-

rent des précédentes: car si l'on avait une égalité telle que a
{
b = a

2 ,

h=a- i a
i

ferait partie de H, contre l'hypothèse. Donc G contient

au moins les 2n substitutions ci -dessus écrites. S'il en contient d'autres,

soit c lune d'elles: G contiendra aa c, a
x
c, a

t
c, ... substitutions diffé-

rentes entre elles, et distinctes des précédentes: car si Ton avait, par

exemple a
y
< ==a t 1^ r=a- l a

t
h appartiendrait à la suite a 0 h, a,VA ...

,

contre l'hypothèse. Donc l'ordre de G sera au moins égal à 3w. On
voit de même que s'il est > 3w, il sera au moins égal à 4«, *tc.

3.

Théorie des irrationnelles algébriques.

Le problème fondamental de la théorie des équations est le sui-

vant:

„Etant donné une équation quelconque, i4 ' (*) = 0, trouver les

fonctions de ses racines qui sont exprimables rationnellement en
fonction de ses coefficients et de certaines irrationnelles données, que
l'on dira adjointes à l'équation."

On considérera comme rationnelle toute quantité ainsi expri-

mable: comme irréductible, toute équation dont le premier membre
est indécomposable en facteurs rationnels.

4.

Leninte I". Si l'une des racines d'une équation irré-
ductible f(:r) = 0 satisfait à une équation à coefficients
rationnels tp (.r) = 0, toutes y satisfont.
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Car le plus grand commun diviseur # (x) entre 9 Çr) et f (x) est

rationnel, et divise f(x)) ce qui est impossible, sïl n'est pas égal à

fix), à un facteur constant près.

Corollaire. Si toutes les racines de l'équation tp (x) = 0

satisfont à l'équation /* (x) = 0, q> (x) sera une puissance
exacte de f (x) , à un facteur constant près.

Car on a 9? (x) = f (x) op, (x), d'après ce qui précède. Si 9, (x)

oe se réduit pas ù une constante, on verra de même

<Pi M -W^Wi etc -

5.

Lemme IL Soit F(.r) = 0 une équation dont les racines

r,n soient toutes inégales. On peut déterminer une
fonction Y de ces racines, telle que les 1. 2. 3 . . . m expres-
sions obtenues en y permutant les racines soient distinctes
en valeur numérique.

Soit par exemple

V = M
x
x

x -J- M2
x
2 -f- . . .

M
{

. M2 , ... étant des coefficients indéterminés. En égalant entre

elles deux quelconques des fonctions qui dérivent de F par des substi-

tutions entre les racines x
2 , ... on aurait une équation de condition

entre M
x ,
M2 , .... Ces équations sont en nombre limité; d'ailleurs

aucune d'elle n'est identique: car les coefficients de Jf,, M
2 , ... dans

chacune d'elles sont les différences des racines x
x ,

x
2 , ... qui, par

lijpothèse, ne sont pas nulles. On pourra donc choisir Mlt M2 , . . .

Je manière à ne satisfaire à aucune d'elles.

Nous désignerons par K, l'une des valeurs de la fonction V, choisie

arbitrairement; par Va ,
Vbf ... ce qu'elle devient lorsque on y effectue

entre les racines x.,, ... les substitutions respectivement représen-

tées par a. b. ... .

Corollaire. Soit G un groupe quelconque de substitutions
entre les racines x

x
,x2i ... . On peut former une fonction

W de ces racines, dont la valeur numérique, invariable
par les substitutions de G, varie par toute autre substi-
tution.

Soient en effet 1 , a,b, . . . les substitutions de G. Posons :

W
x
= (X— V

x ) (X - Va) (X - Vb) . .

.

X étant une constante indéterminée. Une substitution de 6r, telle

que «, transforme TT, en (X — Va) (X — F„ s ) (X— V,«

)

... = Wa .

Mais les substitutions 1, a,h
f

. . . formant un groupe, se confondent

à l'ordre près avec a , a2
, ha , . .. . Les facteurs binômes de Wa sont

donc à l'ordre près les mêmes que ceux de Wv Donc \V„ = W
x

.

10*
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Au contraire, soit a une substitution étrangère au groupe G: elle traus-

forine W
x
en \Va = (X— Va) {X — Viia)

(X — Vòa). Les facteurs

binômes de \Va différant de ceux de W
x

, ces deux expressions ne

sont pas identiques, et ne seraient numériquement égales que pour

des valeurs particulières de X, qu'il sera aisé d'éviter.

6.

Lvmmv III. La fonction F" étant choisie comme au lemme
TI, on pourra exprimer chacune des racines x

x ,
x2f ... en

fonction rationnelle de V et des coefficients de F (x).

Soient en effet V
x , . . Vh les p = 1. 2. 3 ... (m — 1) valeurs

(pie prend V lorsque on y permute les m — 1 racines x
2 , . . .

,
xm ,

sans changer la place de x
x
. On pourra former une équation en Y

du degré a: à savoir

(F- F,) (F- F,) ... (F- Vh) — 0

dont les racines Vx> V.,, ... Vh seront toutes différentes, et dont les

coefficients, fonctions symétriques des racines de l'équation

x—J,

s'exprimeront rationnellement par les coefficients de cette équation,

c ost à dire en fonction de x
x
et des coefficients de F (x). Par suite

l'équation

(F- V,) (F- F,) ... (F- F,) = 0

pourra être mise sous la forme

f{V, *,)-<>

f désignant une fonction rationnelle de V et de x
x
.

Or cette équation est satisfaite pour J

r= K,: on aura donc

identiquement :

/(K,,*,) -0
d'où il suit que l'équation

/(K, ,.r) =0
sera satisfaite pour x = x

x
: donc les équations

*» = 0
, f(Vx ,

x) = 0

ont une racine commune, . Mais elles n'en ont aucune autre: car

si elles en avaient une autre, .r
2 , on aurait identiquement

/(K,,*,)-0.
Par suite, 1 équation

f(V,x2)
= 0

serait satisfaite pour V= V
x

. Or cette équation se déduit de l'équa-

tion

/(F,:r,) = (F- F,)(F- F,)... (F- Vf,) = 0
en changeant x

x
et ./v, l'une dans l'autre. D'ailleurs par ce change-
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ment les quantités V
x , V2

', . . .
,
VM se changent en d'autres

V V V '

toutes distinctes par hypothèse. Donc 1 equation

f(v,xj = (v- vf) {v— v2

r

)
... ( K— k;) = 0

ne saurait avoir F, pour racine.

Les équations l*
7

(#) = 0 et /"
(
V

x ,
je) = 0 n'ayant que la seule

racine commune x
x

, on déterminera aisément cette racine. Pour cela,

on cherchera le plus grand commun diviseur entre F (x) et /'
(
V

x ,
.r),

et l'on poussera l'opération jusqu'à ce qu'on obtienne un reste du l
,r

degré eu x: ce reste, égalé à 0, donnera la valeur de xX) exprimée

en fonction rationnelle de V
x
et des coefficients de F (x).

On pourrait opérer de même pour les autres racines, pour lesquel-

les on trouvera ainsi des expressions rationnelles, telles que

7.

Théorème Ier . SoitJ
,

(x) = 0 une équation dont les racin-es

/, ,
x,tx

sont toutes inégales, et à laquelle on peut sup-

poser adjointes certaines quantités auxiliaires y, z, ....
Il existera toujours entre les racines x

x ,
...,x,n un groupe

de substitutions tel, que toute fonction des racines, dont
le* substitutions de ce groupe n'altèrent pas la valeur
numérique, soit rationnellement exprimable, et récipro-

quement.

Soit V
x
une fonction des raciues, variable par toute substitution:

si l'on désigne par 1, a, b, c, ... toutes les substitutions possibles

entre les racines, V
i

satisfera à l'équation

i'l) (X - V
x )
(X - Va) (X - Vb) (X - Vc) . . . = 0

dont les coefficients, symétriques en x
x

, . . . , xm , sont rationnels. Si

cette équation n'est pas irréductible, son premier membre se décom-

posera du moins en facteurs irréductibles. Soit

(X- V
x ) (X- Vm) (X- Vb) ...

celui de ces facteurs qui s'annule pour X = V
x

: V
x
sera racine de

1équation irréductible

t.*)

4

(x- r,) (X- va) (X- r») . . . = o.

Cela posé, toute fonction rp des racines, invariable par

les substitutions 1, a, b. ... sera exprimable rationelle-

inen t. En effet, chacune des racines x
x

, . . . ,
xm étant une fonction

rationnelle de Vj et des coefficients de F(x), <p sera elle-même une fonc-

tion rationnelle do V
x
et des coefficients. Soit donc # ( V

x
) cette fonction.

Elle doit rester invariable lorsque on y effectue [entre les racines les
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substitutions ft, . . . . Mais ces substitutions changent F, respecti-

vement en Va ,
Vb , . . . et n'altèrent pas les coefficients de F (.r) : on

aura donc

HV>) = *(K.) = (K.) - ... = -» ((F
1 ) + <-(K„) + (K.) + ...)

» en désignant par ju. le degré de l'équation (2). Cette dernière fonction,

symétrique par rapport aux racines de l'équation (2) ,
s'exprimera ration-

nellement par les coefficients de cette équation, qui sont eux-mêmes

rationnels.

Réciproquement, toute fonction rationnellement expri-

mable sera invariable par les substitutions 1, a, b, ... .

Soit en effet (p = $ ( F,) une pareille fonction : V
l
satisfaisant à l'équa-

tion à coefficients rationnels

toutes les racines de l'équation irréductible (2) doivent y satisfaire.

Donc la fonction #(F,) ne varie pas quand on y remplace successi-

vement K, par V
l , Va , Vh , . . . ce qui revient à opérer entre les

racines .r, , . . . ,
xm les substitutions 1 , a , b , . . . .

Il reste à démontrer que les substitutions 1, a, b, . . . for-

ment un groupe, ce qui n'offre pas de difficulté:

Le premier membre de l'équation (2) étant une fonction de l'in-

déterminée X, à coefficients rationnels, ne devra varier par aucune

des substitutions 1, o,b,... . Effectuons y par exemple la substi-

tution a\ il devient:

(X- Va) (X- Kfl2)(X- F*) ....

Pour que ce nouveau polynôme soit identique à

(X— F,) (X--Fa ) (X- F4)...,

quelque soit X, il faut nécessairement que les quantités

F F -, F*.

ne soient autres que les quantités F , Frt ,
F

ft , . . . à l'ordre près.

Mais par hypothèse, deux substitutions distinctes donnent pour la

fonction F des valeurs essentiellement différentes. 11 faudra donc que

a , a 2
, ba , . . . soient identiques à l'ordre près à 1, a,b, . . . . Donc

« et étant deux substitutions quelconques de la suite 1 , a,b, ... ,ba
appartiendra à cette suite. Donc les substitutions de cette suite for-

ment un groupe.

Le groupe défini par le théorème précédent peut être appelé 1 e

groupe de l'équation relatif aux quantités adjointes y,z,

Le nombre de substitutions de ce groupe pourra varier suivant la

nature des quantités adjointes. Parmi tous les groupes que l'on peut

ainsi obtenir, il en est un G particulièrement remarquable, et que

nous pourrons appeler d'une manière absolue le groupe de l'équa-
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tion. C'est- celui qu'on obtient en supposant qu'il n'y ait aucune

quantité adjointe.

Ce groupe contient tous les autres: car soit H le groupe que l'on

obtient en adjoignant à l'équation des quantités y, z , ... arbitraire-

ment choisies. Une fonction invariable par les substitutions de G et

variable par toute autre substitution est rationnellement exprimable,

avant, et a fortiori après l'adjonction de y, z, ... . Donc elle

sera invariable par toutes les substitutions de //: donc toutes ces sub-

stitutions font partie de celles de G.

8.

Corollaire. Si deux fonctions <p, , des racines de la proposée

sont numériquement égales, la même égalité subsistera entre les fonctions

<f*, t'a, obtenues en effectuant dans chacune d'elles l'une quelconque

dea substitutions de G.

Car la fonction ç>, — 4\ étant nulle, est exprimable rationnelle-

ment; donc elle n'est pas altérée par la substitution a: donc

Va — t'a = 0.

9.

Théorème II. Toute équation irréductible F(x) = 0 a son

groupe transitif, et réciproquement.
Car supposons que le groupe G de l'équation ne soit pas transitif:

soient x
i

l'une quelconque des racines de l'équation; , . . . ,
.*',„ les

racines avec lesquelles elle est permutée par les substitutions de G : ces

substitutions remplacent les racines x
{

, ...
,
x„, les unes par les autres :

car si l'une d'elles, a, remplace x„t) par exemple par x„
}

soit b une

substitution de G qui remplace x
{
par x„, : G contient la substitution

ha qui remplace .r, par x^: donc Xç fait partie de la suite xif
.'*,„.

Ix$ substitutions de G n'altèrent donc pas les fonctions symétriques

de jf, , . . ., xm : donc ces fonctions sont rationnelles, et F (x) admet

le diviseur rationnel (x— x,) . . . (x— x,„).

Réciproquement, supposons G transitif: FU') ne peut admettre

de diviseur rationnel tel que (x—x
{
) ... (x—xul). Car soit xIH+i une racine

dft l'équation, outre que x
x

, . . ., xm : G contient une substitution qui rem-

place x par : elle transformera (x— .<, ) ... (x— x,„) en un nouveau

produit différent de celui-là, puisque il contient le facteur x—x,,,^.

Donc le produit (x — x
{
) ... (x — xm ) n'étant pîis invariable par les

substitutions de G
}
est irrationnel.

10.

Théorème IIL L'ordre du groupe d'une équation irré-

ductible de degré v, dont les racines sont des fonctions

rationnelles d'une seule d'entre elles, xn est égal à v.
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Car soient jr, , . . . , xv les racines de l'équation, V
x
une fonction

de ces racines, variable par toute substitution: elle pourra s'exprimer

en fonction de x
x
seulement. Soit V

x
= f(% t

): cette fonction satis-

fait à l'équation

[V-f(x
x )] ...[7-f(*,)] =0,

dont les coefficients, symétriques en .r, , . . .
,
xv , sont rationnels.

Donc Tordre du groupe de l'équation (lequel est le degré de l'équa-

tion irréductible dont V
x
est racine) ne peut être supérieur a* V. Mais

d'autre part ce groupe est transitif : donc il contient au moins , outre

la substitution 1, V— 1 autres substitutions, remplaçant respective-

ment x
{
par x

2 , . . . , xv . Donc cet ordre est précisément v.

11.

Le groupe d'une équation étant connu, on peut se proposer de

le diminuer progressivement par l'adjonction successive de quantités

auxiliaires. A chacune de ces adjonctions deux cas pourront se pré-

senter. 1°. Si l'équation irréductible (2) reste irréductible, il est clair

que le groupe ne subira aucun changement. Si au contraire, grâce

à l'adjonction nouvelle, le polynôme (X— V
x ) (X— Va) (X — Vf,) . .

.

se décompose en facteurs plus simples (X — V
x ) (X— Va ) . . .

,

(X— Vt,) ....... on obtiendra un nouveau groupe H, moindre que

G , et formé des seules substitutions 1 , a , . . . .

Nous examinerons d'abord ce qui arrive . lorsque on adjoint à l'é-

quation proposée certaines fonctions de ses racines; puis nous pas-

serons au cas où les quantités adjointes seraient des fonctions des

- racines d'autres équations.

12.

Théorème IV. Soient G le groupe d'une équation F(x)= 0,ç>,

une fonction rationnelle quelconque de ses racines: 1°. Cel-

les des substitutions de G qui n'altèrent pas la valeur nu-
mérique de tp

x
forment un groupe H^. 2°. L'adjonction de la

valeur de ç>, réduira le groupe de l'équation précisément
à if,.

1°. Soient en eifet a
, a

x
deux substitutions de G qui n'altèrent

pas qp,; on aura

<Pa = Ç>| , 9>a, = Ç>j.

De la dernière égalité on déduit (8) la suivante

9>(«,a = ç>« = 9V
Ainsi la substitution a

x
a n'altérera pas la fonction qp t , ce qui

démontre la première de nos propositions.

2°. Adjoignons la valeur de <p, à l'équation. Après cette opéra-

tion, le groupe réduit de l'équation ne peut contenir que des substi-
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tutions qui faisaient partie du groupe primitif (r; d'ailleurs il ue peut

contenir que des substitutions qui n'altèrent pas ç>, , la valeur de cette

quantité étant supposée rationnellement connue: donc toutes ses sub-

stitutions font partie de H
x

.

Réciproquement il contiendra toutes les substitutions de H
x

. Soient

en effet a une de ces dernières substitutions, une fonction des raci-

nes, exprimable rationnellement en fonction de ç>, et des quantités

précédemment connues: posons

^1 — X (<Pi).

I désignant une fonction rationnelle. La quantité — % (<p,) ayant

une valeur nulle, et par suite rationnelle, est invariable par toute sub-

stitution de Cr, et notamment par a. On aura donc

4>a — z (9.) = % (<Pi) = 0

et comme <pa = qp, , il viendra t/>« = */v

Ainsi, toute fonction exprimable rationnellement sera inva-

riable par la substitution a: cette substitution fait donc partie du

groupe réduit.

Corollaire Ier
. L'adjonction de plusieurs fonctions des

racines, qp, , qp,', .. . réduit le groupe de l'équation au groupe
H' formé par celles de ses substitutions qui n'altèrent ni

ni qp,', etc.

Corollaire II. Deux fonctions qp, et , invariables par

les mêmes substitutions de G f
s'expriment rationnelle-

ment l'une par l'autre.

Eu effet, si l'on suppose qp, adjointe à l'équation, le groupe sera

réduit aux substitutions qui u'altèrent pas qp, : , étant invariable

par ces mêmes substitutions, devient rationnellement exprimable.

13.

Théorème V. Tout étant posé comme au théorème précé-

dent, soient a0 ,
au a

2 , . . . les substitutions de H
,

:

o„
, a,

,
a2 , . . .

;
a0 b ,

a, h
,
a2 b , . . .

;
a0 c ,

a, c
,
a

2
c ; . . . ; . . .

celles de G: l'équation

(3) - (y—<p6) (Y— (p e) . . . = 0

dont le degré est égal au rapport des ordres de G et de H
v

aura ses coefficients rationnels, et sera irréductible.

1°. Soit a une substitution quelconque de G\ chacune des substi-

tutions a , b<S , co* , . . . appartenant à G pourra se mettre sous l'une

des formes a
9 ,

Oçb
,
a^c , . . . . D'ailleurs deux de ces substitutions ne

peuvent appartenir à la même forme; car si l'on avait, par exemple,

les deux égalités

Digitized by Google



150 Commentaire sur Galois.

ha == a
9
d , cö = a

ç
'(i

,

on en déduirait

d<f~
l = fiç

l
b = <y*c , d'où c = a

ç
-aç

l

b
;

c serait donc de la forme a^b, ce qui n'a pas lieu, par construction (n°2).

Cela posé, a transforme les unes dans les autres les quantités

9>i > 9>ä ; 9c , •• • : car supposons, pour fixer les idées, que o soit de la

forme a b : elle transformera <p t
en <pa b . Mais ç>a = <p i ; donc

(pa
^
b=(pb (n« 8). Donc o* transformera qp, en qpj,; de même, si &o~ est

de la forme elle transformera ç>6 en qpc , etc.

Les coefficients de l'équation (3) ,
symétriques en (p t , <pb ,

tpc , . .

.

ne seront donc pas altérés par 6 : mais o* est l'une quelconque des sub-

stitutions de G: donc ils sont rationnels.

2°. L'équation (n° 3) est irréductible : car si elle admettait, par exem-

ple, le facteur rationnel (Y— ç>,) (Y— q>b), ce facteur resterait inaltéré

par la substitution c: mais (tette substitution le transforme en

(Y-<pc)(Y-<pbc):

pour qu'il restât inaltéré, Y restant indéterminé, il faudrait que <pb ,

tpbc fussent égaux à l'ordre près à qp, ,
tpc . Soit par exemple qpc=ç>6 :

on en conclurait ç>c6_i
= <p

i
(n° 8). Donc c&r 1 serait l'une des substi-

tutions 1 , a ,
a, , . . . et c serait de la forme a

ç
b , ce qui est contraire

à nos constructions (n°2).

14.

Remarque. Les substitutions de 6r qui n'altèrent pas <p
l

étant

, a,
,
a2 , . . . , celles qui n'altèrent pas ç>6 seront b~ l aü b , h- 1 a

t
b , . . . ;

celles qui n'altèrent pas (pc seront 6- ! a0 c ,
c~ l a

t
c , ... etc.

Car soit a une substitution de G qui n'altère pas qp«,: on aura

9>6 = 9>ôo > d'où. 9, = qp& ö &-i , d où bab~l = a
9 , ö = ^ 1 a

Q
b .

15.

Théorème VI. Tout étant posé comme aux théorèmes pré-

cédents, l'adjonction simultanée des valeurs de qp, ,qp6 ,ç>c ,...

réduira le groupe de l'équation proposée à/, / étant le groupe
le plus général parmi ceux qui sont contenus dans UX1 et

permutables aux substitutions de G.

En effet, le groupe se trouve réduit aux substitutions communes
aux groupes

H
ì
={an} aìì ...)

y
llb ={b~ x a

(j
b

ì
b- l a

x
b

}
...) ,

H0=(c- la
()
c,c- î a

l
o, ...) , ...

qui n'altèrent pas ç>, , <pb , <pc , . . . (n° 12). Or soient J le groupe formé

par ces substitutions communes ; s une quelcouque de ses substitutions
;

<s une substitution quelconque de G: la substitution «r^so* sera com-

mune aux groupes transformés de H
{ , Hb , Hc , . . . par tf. Mais ces
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groupes transformés sont identiques â l'ordre près à H
x , Hb , Hc ,

Car soit, par exemple, ba = a
9
d, le groupe transformé de Hb par a

sera formé des substitutions

<f-
i b t a

0
bû = d- i a~ l a

()

(i

9
d

,
tf-»^ 1«,^ = d^a^a^yl , . .

.

,

qui ne sont autres que les substitutions de Hd . Donc <J~ l so appar-

tient à J: ce groupe est donc permutable à 6: donc il est contenu

dans I.

Réciproquement le groupe I étant contenu dans HX1 les trans-

formées de ses substitutions par b , c , . . . seront contenues dans Hb)

Hc , .

.

. ; mais ces transformées reproduisent à Tordre près les sub-

stitutions de J; donc toutes les substitutions de I sont communes à

#1 ; Hb t
Hc t

... .

16.

Remarque. Dans le cas particulier où H
{

serait permutable à

toutes les substitutions de G , on aurait H
x
= Hb — Hc , . . . = I,

et les fonctions <p, , <pb , <pc , . . . invariables par les mêmes substitutions

de 6r', s'exprimeraient rationnellement en fonction de l'une quelconque

d'entre elles.

Réciproquement, si les fonctions <p, , <pb , <pc , ... s'expriment ra-

tionnellement en fonction d'une seule d'entre elles, elles seront inva-

riables par les mêmes substitutions de G: on aura donc H
x
=Hb=HC}

... et ce groupe sera transformé en lui-même par toutes les substi-

tutions de G.

17.

Théorème VIL Soient N l'ordre de G\ N' = N
l'ordre de 7.

I/ordre du groupe G' de l'équation (3) sera v.

Posons en effet W= M
x <p x -f- Mb tpb -f- Mc <pc -f . . .

,
M

x , Mb ,
HIC ,

... étant des constantes indéterminées: W sera racine d'une équa-

tion irréductible d'un degré égal à l'ordre du groupe de l'équation (3)

tLemme II). Mais d'autre part W peut être considérée comme fonction

des racines de l'équation F(x)=0, laquelle fonction, non altérée par

les substitutions de 7, l'est évidemment par toute autre substitution

de G. Elle dépend donc dune équation irréductible dont le degré

est égal au rapport des ordres de G et de I (n° 13).

18.

Théorème Vili. S'il n'existe aucun groupe plus général
que 7 qui soit contenu dans G et permutable à ses substi-

tutions, le groupe G' sera simple.

Car s'il existe un groupe 7', contenu dans G' et permutable à

ses substitutions, soit v' son ordre: une fonction t des racines de
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1 equation (3), invariable par les substitutions de /' et variable par

toute autre substitution
,
dépendrait d'une équation irréductible de degré

* (n°13), dont les racines seraient fonctions rationelles les unes des

autres (u° 16). Mais if> peut être considérée comme une fonction des

racines de F (x) = 0 ; soit L le groupe formé par celles des substi-

tutions de G qui ne l'altèrent pas. 1°. L contiendra /, dont les sub-

stitutions , n'altérant pas <p l , ç>6 , ç>c , ... ne peuvent altérer 2°. H
sera plus général: car son ordre étant égal à celui de G, divisé par

le degré A de l'équation irréductible dont dépend # (n° 13) est égal à

N . — i celui de I étant simplement — • 3°. Enfin les racines de

l'équation eu ^ étant fonctions rationnelles les unes des autres, L est

permutable aux substitutions de G (nü
16).

En renversant ce raisonnement, on démontre que réciproquement,

s'il existe un groupe L plus général que /, qui soit contenu
dans G et permutable à ses substitutions, G' ne sera pas

simple; car on pourra déterminer un groupe T contenu dans Cr', et

permutable à ces substitutions.

19.

Théorème DC. Soient F(x) = 0 une équation dont le groupe
G soit composé : G , I ,

I
t , . . . une suite de groupes tels

1°. que chacun d'eux soit contenu dans le précédent et per-

mutable à ses substitutions, 2°. qu'il soit aussi général que
possible parmi ceux qui satisfont à cette double propriété;

N ? — ì > • • • les ordres respectifs de ces groupes:

La résolution de l'équation proposée dépendra de celle

d'équations successives, dont les groupes seront simples,

et contiendront respectivement v
,
v, , ... substitutions.

Car soit <p, une fonction des racines de la proposée invariable par

les substitutions /: elle dépend d'une équation de degré v (n° 13), dont

le groupe sera simple (n° 18), et d'ordre v (n° 16 et 17).

Cette équation résolue, le groupe de la proposée sera réduit à I:

soit maintenant qp, une fonction des racines invariable par les sub-

stitutions J, : elle dépendra d'une équation de degré v, , dont le groupe

sera simple, et d'ordre v
x

etc.

20.

Ce théorème suggère naturellement l'idée de classer les équations

à groupe composé d'après le nombre et la valeur des facteurs de

composition v
,

v, , ... : mais la suite des groupes G
,
J, /, , ...

peut souvent être déterminée de plusieurs manières : il est donc absolu-
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ment nécessaire, pour justifier cette classification, de prouver que, de

quelque manière que l'on choisisse cette suite, on trouvera
toujours, à Tordre près, les mêmes facteurs. Mais nous

supprimons, pour abréger, la démonstration de ce théorème.

21.

Supposons maintenant qu'on adjoigne à l'équation proposée J\:r)=0
une ou plusieurs fonctions des racines d'une autre équation f(z) = 0.

Le cas où l'on adjoindrait plusieurs fonctions % x
, . . .

, *„),

t{ (s
l , . . .

,
zm ) , ... revient à celui où l'on n'en adjoint qu'une seule:

car soient G' le groupe de l'équation f(z) = 0
f

ll{ le groupe formé

par celles de ses substitutions qui n'altèrent aucune des fonctions %xt

j,', ... : y^une fonction de z
{ , ... , zn invariable par les substitutions

de H'
f

et variable par toute autre substitution. L'adjonction de % x ,

li , ... réduisant le groupe de f(z) = 0 à i/,', dont les substitutions

n'altèrent pas ì^/ cette fonction deviendra exprimable rationnellement.

Réciproquement, l'adjonction de %^ réduisant ce groupe ài//, dont les

substitutions n'altèrent pas %\ > Zi > • • • ces fonctions deviendraient ra-

tionnelles. Donc toute fonction rationnelle de X^
r

' s'exprime ration-

nellement en Z\ 7 Z\ t
- • - e* réciproquement. Donc il est indifférent

d'adjoindre à une équation quelconque, soit % s , %{ , . . . , soit simple-
*

ment r.

.

22.

Adjoignons donc à l'équation F (x) — 0 l'unique fonction r, :

soient H( le groupe formé par celles des substitutions de G' qui n'al-

tèrent pas r,
;
a0 ,«,,.. . ses substitutions

; «„ ,
a

t , . . .
;
a„ ß ,

ce
ì ß , . . .

;

ffoy >
tt

\ Y 1 i
••• celles de G': r, dépend d'une équation irréductible

(4) (X-r
1
)(X-ra)(X-r

/
,)... = 0.

Supposons que l'adjonction de r, réduise le groupe de F(x) = 0

à Ü, ; soient comme tout à l'heure a0 ,
a, , ... les substitutions de ce

groupe
, a0 ,

a
x

, . . .
;
a0 6 ,

a, ò , . . .
;
an c

,
a, e . celles de .

Soit enfin 9, une fonction des racines de F(x) = 0, invariable par

les substitutions de H
i

et variable par toute autre substitution: elle

satisfera à l'équation

(5) (F— 9l ) (Y— 9») (F-ç>c) ... = 0.

Mais, par hypothèse, qp, est une fonction rationnelle de r, : soit

9, = #(r,): »"1 sera racine de l'équation:

(6) (*W - y,) (* (y) - 9») (* (y) - <Pc) • • • - 0

.

Mais d'autre part, r, satisfait à l'équation irréductible (4). Une des

racines de cette équation satisfaisant à l'équation (6), toutes y satis-

feront (Lemme Ier). Donc les quantités
, t(ra) , ^ (*>) , ... satis-

font toutes à l'équation (5). Mais elles satisfont à l'équation
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(7) (Y- * (r,)) (y-i-(r„)) (Y- 0

dont les coefficients
,

symétriques en r
{ ,

ra ,
rp , . . . sont rationnels.

Les racines de l'équation (7) satisfaisant toutes à l'équation irré-

ductible (5), le premier nombre de (7) sera une puissance exacte du

premier nombre de (5), (Lemme I rr
,

Corollaire), à un facteur con-

stant près, qui se réduit ici à l'unité, les deux polynômes ayant l'unité

pour coefficient de leur premier terme.

Soit fi le degré de cette puissance: la série des termes #(r,),

1>(ra) , ... contiendra p termes égaux à <p
x , p égaux à ç>A , etc.

Cela posé, adjoignons à l'équation F(x)=0 l'une quel-

conque des racines de l'équation (4), telle quera : le groupe
de l'équation sera réduit à H

x
, à Hb = (b- x a0 b ,

b~ x n
x

h
, ...),

à Hc , etc. suivant que il>(ra) sera égal à q>
t , à <pt, , à <pc , . .

.

En effet, soit par exemple, # (ra) — <p fl . L'adjonction de ra ren-

dant <jpa rationnel , le groupe réduit H ne peut contenir que celles des

substitutions de G qui n'altèrent pas ç>6 , c'est à dire celles de Hh . Le

nombre de ces substitutions étant égal à celui des substitutions de H
x ,

on voit que l'ordre de H est au plus égal à celui de H
x

. Réciproque-

ment , en partant de la racine ra au lieu de parti$
r
de la racine r, , on

verrait que l'ordre de H
x
est au plus égal à celui de H: donc ces deux

ordres sont égaux, et H contiendra toutes les substitutions de Hb .

20.

Théorème X. Les notations du numéro précédent étant
conservées si //,' est permutable aux substitutions de G', H

x

le sera à celles de G.

En effet, H{ étant permutable aux substitutions de G'
f

les racines

de l'équation irréductible (4) , dont dépend r, , sont fonctions ration-

nelles les unes des autres (n° 16). Donc les fonctions ç>, , çj* , çv , . .

.

qui sont respectivement des fonctions rationnelles de ces racines, sont

toutes des fonctions rationnelles de r, : donc elles sont invariables par

les substitutions de H
x

: mais elles le sont respectivement par celles

de H
x ,

Ht, , Hc , . . . : donc ces groupes sont identiques , et H
x

est per-

mutable à G.
24.

Théorème XI. Si l'on adjoint à l'équation F(x) = 0 dont
le groupe est G, toutes les racines d'une équation f(z) = 0,

le groupe réduit H
x
sera permutable à G.

Car adjoindre à la fois toutes les racines de f (z) = 0 équivaut à

adjoindre une fonction V
x
de ces racines, variable par toute substi-

tution, autre que l'unité (n" 6). Mais alors le groupe///, se réduisant

à la seule substitution %> est évidemment permutable aux substitutions

de G': donc //, le sera à celles de G.
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25.

Corollaire. Si le groupe G est simple, il ne peut être réduit par

la résolution d'une équation auxiliaire sans se réduire à la seule sub-

stitution 1 (le groupe formé de cette substitution étant
,
par définition,

le seul qui soit contenu dans G et permutable à ses substitutions);

auquel cas l'équation F (x) = 0 sera complètement résolue.

26.

Théorème XII. Soit F(x) = 0 et f(z) = 0 deux équations
dont les groupes G et G' contiennent respectivement N et

y substitutions. Si la résolution de la seconde équation
réduit le groupe de la première à un groupe H

t
ne conte-

nant plus que — substitutions, réciproquement la résolu-

tion de la première réduira le groupe de la seconde à un
AT

group e H
x

' ne contenant plus que • - substitutions. De plus,

lesdeux équations sont composées avec une même équation
auxiliaire <P(u) = Q de degré v, et dont le groupe contient
v substitutions.

En effet, soit # (x
x , ...

,
x„) une fonction des' racines de F(x)= 0,

invariable par les seules substitutions H
l

. Elle est exprimable ration-

nellement en fonction des racines *,,...,*„ de /*(*)*=* 0. On a donc

1>(X\ , • ,
Xm) = % y ... yZn) = U .

Cette quantité # (x
x

. . . xm) dépend d une équation auxiliaire irré-

ductible 0 (tt) = 0 de degré v (n° 13). D'ailleurs H
x
étant permutable

à G {n° 24) , les racines de cette équation sont des fonctions rationnelles

les unes des autres (n° 16), et son groupe contient v substitutions (n° 10).

La résolution de cette équation auxiliaire réduit le groupe de F (x) = 0
N

aux seules substitutions H, en nombre — • Elle abaissera de même
N'

le groupe de f(z) = 0 de telle sorte qu'il ne contienne plus que —

substitutions: en effet, soit K le nombre des substitutions du groupe

ir qui n'altèrent pas % (z
i
... zH) ; % (z

x
. . . zn) = u dépendra d'une

Kjuation irréductible du degré K : mais le degré de cette équation est

M'
égal à v ; donc K- = v d'où K = — •

La résolution de l'équation F(x) = 0, entrainant celle de l'équa-

tion auxiliaire & (m) = 0 dont les racines sont des fonctions ration-

nelles de x
t

, ...
f
xm , réduira le groupe de f(z) = 0 de manière à

N'
ce qu'il contienne tout au plus — substitutions: il ne peut d'ailleurs

en contenir un moindre nombre: car si le groupe réduit //,' contenait
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seulement — substitutions, fi étant un nombre plus grand que v, on

verrait en répétant tous les raisonnements que nous venons de faire

à partit de l'équation f(z) = 0 ,
que la résolution de cette équation

devrait réduire le groupe de F(x) = 0 à ne plus contenir que — sub-

stitutions tout au plus; résultat contraire à notre hypothèse d'après

laquelle le groupe réduit H
x
contient — substitutions.

27.

Corollaire I. Si le groupe G de l'équation F(x) — 0 est

simple, elle ne peut être résolue qu'au moyen d'équations
dont le groupe ait pour ordre un multiple de Tordre de G.

Car adjoignons à cette équation les racines d'une équation auxi-

liaire f(z) = 0. Si son groupe est abaissé, il est réduit à la seule

substitution 1 (n° 25). Donc l'ordre du groupe de F (x) = 0 ,
qui était

N
}

sera réduit à 1 par l'adjonction des racines de f(z) = 0. Donc
réciproquement l'adjonction des racines de F (x) = 0 à l'équation

/*(>) = 0 divisera par N Tordre de son groupe. Donc cet ordre est

un multiple de N.

28.

Remarque. Si la fonction 4> (x
l

... xtn) est variable par toute sub-

stitution, opérée entre les racines x
t

, ... ,
x„, , ces racines sont ex-

primables rationnellement en fonction de $ (x
{

, . . .
,
xM) (n° G) et par

suite en fonction de z
x ,

. . . , zm . La résolution de l'équation f (s) = 0
entraînera donc la résolution complète de l'équation F (x) = 0. Si

en même temps % (z
x

, . .
. ,

zH ) est variable par toute substitution opérée

entre les zn , la résolution de F (x) = 0 entraînera celle de

f(z) = 0. Les deux équations seront dites équivalentes.

Deux équations équivalentes à une troisième sont évidemment équi-

valentes entre elles. Les diverses équations équivalentes à une équation

donnée forment donc un système d'équations équivalentes
entre elles.

29.

Corollaire II. Deux équations équivalentes F(x) = 0 et

f(z) = 0 ont dans leurs groupes le même nombre de sub-
stitutions.

Soit en effet N le nombre des substitutions du groupe de l'équa-

tion F (x) = 0 : N' celui des substitutions du groupe de f (z) = 0

.

La résolution de f(z) = 0 réduit le groupe de F(x) = 0 à la seule

substitution 1 : donc la résolution de F (x) = 0 réduira le groupe de

N'
f(z) = 0 à no plus contenir que N substitutions (n°2G): mais la réso-
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lutioii de F (x) = 0 entraînant celle de f(z) = 0, réduit le groupe

de cette dernière équation à la seule substitution 1 : on doit donc avoir

£ = 1 , d'où N = N'.

Corollaire III. Toute adjonction de quantité auxiliaire

qui abaisse le groupe de Tune de ces deux équations en
divisant par v le nombre de ses substitutions abaisse de
rat-rue le groupe de l'autre.

En effet les équations étant équivalentes après l'adjonction comme
avant, leurs groupes ne devront pas cesser de présenter le même nombre
de substitutions.

De ce corollaire on déduit, comme conséquence immédiate, la

proposition suivante:

Corollaire IV. Toute équation équivalente à une équa-
tion composée, est elle-même composée des mêmes équa-
tions auxiliaires.

30.

Problème. Déterm iner tout es les équations irréductibles

équivalentes à une équation donnée F(x) = 0.

Soit f(z) = 0 une de ces équations. La résolution de F(x) = 0
devant entraîner celle de f(z) = 0, les racines *,,...,*„ de* cette

dernière équation sont des fonctions rationnelles de x
x

. . . x,„. Soit

r, = (p x
(x

i
. . . xm) : Désignons comme précédemment par G le groupe

de F(x) = 0
,
par ....... celles des substitutions de G qui

n'altèrent pas la fonction <p
x ,

lesquelles substitutions forment un groupe

Hy : par a 0 ,
a

x , . . .
;
n^b

,
o, b , . . .

;
a 0 c ,

a
x
c . celles de G.

Nous avons vu (n° 13) que l'équation irréductible dont dépend la quan-

tité tp
l
est

(Z - <p
x )

(Z - <pb) {Z- <pe) . . . = 0

puis que l'adjonction simultanée de ses racines réduit le groupe de la

proposée à / (n° 15). Mais cette adjonction doit résoudre complètement

la proposée ; donc / se réduit à la seule substitution 1 : d'où ce résultat :

*Pour qu'une équation irréductible f (z) = 0 soit équi-

valente à ^(^ = 0, il faut et il suffit 1°. que l'une de ses

racines, zu soit fonction rationnelle des racines de F(x)=0,
2°. que le groupe H

x
formé par celles des substitutions de

G (groupe de F (x) = 0) qui n'altèrent pas cette fonction ne
contienne aucun groupe permutable aux substitutions de G
(sauf celui qui est formé de la seule substitution 1).

31.

Soient H
x
un groupe quelconque satisfaisant à la condition ci-

dessus: il existe une infinité de fonctions de x
x

, . . . , x,n invariables

Mathematiche Annaleu L 11
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par les substitutions de U
x

, et variables par toute autre substitution

de G. Chacune d'elles sera la racine d'une équation irréductible, équi-

valente à la proposée F(x) = 0 et dont le degré v est égal au rapport

des ordres de G et de H
x

.

Soient ç>j et <p
x

deux quelconques de ces fonctions;

/(y)-(y- 9l)(y-9*)...-o,
/' (Y) = (Y — <p x ) (Y — <p'b) . . . = 0

les équations irréductibles dont elles dépendent: <p x
et ç>,' étant inva-

riables par les mêmes substitutions, s'expriment rationnellement l'une

par l'autre.

Soit donc q>{ = # (95,) . On en déduit rp'b = 4>(<Pb), etc. (n°8).

Donc les diverses racines de l'équation f (Y) = 0 s'expriment par une

même fonction rationnelle des diverses racines de f ( Y) = 0 : on passera

donc de l'une à l'autre de ces deux équations par une transformation

rationnelle.

On peut considérer comme appartenant à la même classe deux

équations f( Y) = 0 et f ( Y) = 0 telles que les diverses racines de

l'une d'elles s'expriment respectivement par une même fonction ration-

nelle des racines correspondantes de l'autre. Le nombre des classes

d'équations irréductibles équivalentes à la proposée F(x) =*= 0 est né-

cessafrenient limité, et on pourra le déterminer en cherchant quels

sont les divers groupes H
x
contenus dans G et jouissant de la propriété

indiquée au théorème précédent: on remarquera d'ailleurs que les v

groupes

H\ = («o )
a

i t
- • •) ; #6 = {h' l a0 b ,

b~ l a
x
b , . . .) , ...

correspondent aux diverses racines d'une même équation et ne four-

nissent ainsi qu'une seule et même classe.

32.

Théorème XIII. Soient F(x) = 0 et f(z) = 0 deux équations

irréductibles dont les racines soient liées par des relations

algébriques quelconques telles que

(p (x
x , . . . , xm ,

z
x , . . .

,
rM) = 0 .

Toutes ces relations se déduisent d'une seule de la forme

if (a-, . . . xm) = % (z
x

. . . zn)
où les racines des deux équations sont séparées et %

désignant ainsi que <p des fonctions rationnelles convenablement choisies).

Soit en effet V
x
une fonction de x

x , ...
,
x„, variable par toute

substitution; chacune des quantités x
x

. . . xni est exprimable en fonction

rationnelle de V
x ; substituant ces expressions dans

<p (x
x , . . .

, x„, ,
e

x , . . .
,
zH ) = 0

,

il vient une équation de la forme <p'
( Vx ,

z
x , . . . , z ) = 0.
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La quantité V
v
satisfait donc à l'équation <p' (X

,
z

{
, ...

,
z„) = 0.

D'autre part K, saitisfait à l'équation irréductible

n (X) = (X - F,) (X - Va) (X — K6) . . . = 0

si I on désigne par 1 , a , & , . . . les substitutions du groupe G de F(x),

et par K,
,
K« , K6 , . . . les valeurs que prend la fonction V

x
par ces

substitutions. Le degré de cette équation est égal au nombre N dos

substitutions de G.

Ordonnons les deux polynômes ç>' (X
,
z

x
. . . zH) et n (X) suivant

les puissances descendantes de X, et divisons le premier par le second:

il viendra

<p'{X,z
t
...*.) = o(X).*(X) + *(X)

p(X) et (X) étant deux polynômes entiers par rapport à X, à

coefficients rationnels en £M et le degré de (X) par rapport

à X étant au plus égal à 2V— 1

.

Soit donc ö(X) = ÂXN~ l + BXS~2 + . . . deux cas pourront

se présenter:

1°. Si l'on a simultanément ^1 = 0, B = 0 etc. on aura, au lieu

de léquation unique

0 = *'(K, ,«,,...,*.)- P (K,). «(K.) + ,t F?" 1 + BVr* + ...

les suivantes

x\v
t )
= 0 , A = 0 , B = 0 etc.

dont la première est une relation entre les racines x
{

, . . . , de

1 équation F (x) = 0 , et les autres des relations entre les racines

zn de f(z) = 0 ; c'est grâce à la présence de ces relations

que peut exister l'équation «

9 (jc, , . . . ,
xm ,

z
l , . . .

, *.) = (F,
, ^ , . . .

, zH) = 0
,

qui ne lie qu'en apparence les racines de F(x) = 0 à celles de

fU) = 0. Ce cas doit donc être rejeté.

2°. Si Ion n'a pas simultanément A = 0 , B = 0 etc. divisons

le polynôme 0 (X) par le coefficient de la plus haute puissance de X,
puis cherchons le plus grand commun diviseur J de ce polynôme avec

le polynôme jt(X). Les coefficients de z/ seront des fonctions ration-

nelles de z
{

, ... , zH . D'autre part, en désignant par V
y , Va , F„ , ...

celles des racines de it (X) = 0 qui satisfont en même temps à l'équa-

tion <j(X) = 0 on aura 4 = (X - V
x )
(X - Va )

(X— V«) . . .:

les quantités F,
,
Va , Va , . . . étant des fonctions rationnelles de

l'on développe le polynôme z/ suivant les puissances

de X , les coefficients de ces diverses puissances seront eux - mêmes des

fonctions rationnelles de x
v

, . . .
,
xm . Mais nous venons de voir que

tes coefficients s'expriment également en fonction rationnelle de z
v , ...

,

V égalant ces deux expressions pour chaque coefficient, on aura une

série de relations de la forme

il*
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' (xA , . . . ,
xm )

*=> z'(zlf ... ,**),
(o)

/ " / \ "
( \ A

La relation initiale (p (x x
, . .

. , xm ,
z

x
, .

.

. ,
zn) = <p (

F,
,
r, , . .

. , z n )
=<

>

n'est qu'une conséquence de celles-là: en effet les relations (8) expri-

ment que les deux polynômes 6 (X) et n (X) s'annulent tous deux pour

X = F, , X = Frt etc. , on aura donc en particulier

9 '(Vt , *„) = p(F.) *( F,) + a(F,) = 0

.

Il nous reste à démontrer que toutes les relations de la forme (8)

qui peuvent exister entre les racines des deux équations F(x) = 0 et

/ '(g) = 0 sont des conséquences d'une seule d'entre elles. Cette démon-

stration n'offre aucune difficulté. Soient en effet H
x
ce que devient

le groupe de l'équation F (x) = 0 par l'adjonction des quantités

2, , . . . , zH ; t (x
{

, . . . ,
xm ) une fonction invariable par les seules

substitutions H
i

; elle sera exprimable rationnellement en fonction de

et Ton aura ainsi

, . .
. ,

xm) = % (z
l , . . .

, *„)

.

Les autres fonctions ifr' }
.if?" t

. . . rationnellement exprimables en fonc-

tion des j?!,...,*,, sont invariables par les substitutions H
x

et par

suite fonctions rationnelles de tl>. Leur expression en fonction de

se déduit donc de celle de ^ en fonction de ces mêmes

quantités.

Remarque. On voit par le théorème ci -dessus qu'on partagera les

irrationnelles algébriques en catégories bien mieux définies en ratta-

chant ensemble comme dépendant d'une même équation F(x) = 0 les

diverses fonctions de la forme 4>(x
l

, . . .
,
x„,), qu'en considérant seule-

ment des fonctions d'une seule racine, comme on le fait communément.
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Die Modnlargleichungen der hyperelliptischen Functionen

erster Ordnung für die Transformation dritten Grades.

Von Königsberger in Greifswald.

Im 67. Bande des Crelleschen Journals habe ich für die Trans-

ionnation dritten Grades der hyperelliptischeu Functionen erster Ord-

nimg die nachfolgenden Relationen zwischen den für die Nullwerthe

der Argumente genommenen Functionen gefunden:

Î
Ö3,^3, + 0O3^O3 + ®23&23 = ®îPb t

Ö2^2+ Ö
l *l + ®0 #0 *=®5^.S

1 1 ) j ®i *4 ± «14*14 + = ®:>*:> >
&o*«+ ««Al+ ®oi*o.=©A

( ± ®UK + ®I2*.2 = ®A ,
0

12^ 2+©23*23=®5^

worin die Functionen des vorgelegten, &a die des transformir-

ten hyperelliptischen Systèmes bedeuten , und das positive Vorzeichen

der Grosse &u &u fur die durch die »Schemata

10 0 0 3 — Si 0 -8T
0 3 —8« 0 0 1 0

0 0 10 0 0 3 8*

0 0 0 3
1

0 0 0 1

das negative für die durch

10 0 0 3 0- Ri —8*'

0 10 0 0 3 —Si" — 8t

0 0 3 0 0 0 1 0

0 0 0 3 0 0 0 1

dargestellten Repräsentanten der nicht äquivalenten Classen gültig ist.

Ich will hier eine Umformung dieser Gleichungen in drei andere vor-

nehmen, welche nur drei der Functionen des vorgelegten und die-

selben drei des transformirten Systèmes enthalten und die eine der

Modulargleichung dritter Ordnung für die elliptischen Functionen

Y*-Y k+ pl^xT- f/ l — A2 =l
analoge Form annehmen.
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1

\{\2 Ueber Modulargleichungen der hyperoUiptischen Functionen

Setzt man nämlich

g, ~ ' <=>;
~~ # s

~~ ç - » b

—

so ergeben sich vermöge der bekannten Relationen

<V " *U = ®m + *** uml <V - »i\ = *i + V
«lie Ausdrücke:

und es geht somit die zweite der oben aufgestellten sechs Gleichun-

gen in

(«) (i-xt-yv)* = (l-x*-y*)(l-V-tf)
über.

Ebenso folgen, wenn

gesetzt wird, vermöge der Beziehungen

die Gleichungen

2* = yv-tf-i* , % = fi-?-?,

und es ergiebt sich somit aus der ersten der obigen Gleichungen:

(ßl (i -yv-zty = (l-!/'-*')

Aus den Gleichungen (1) erhält man ferner leicht*):

oder wenn

e- = '»> =
»> *;

= = *

gesetzt wird, mit Benutzung der obigen Bezeichnungen die Gleichung

(y) 1 — .r£ — y ff — et = mfi—p«.

Nun gehen aber die bekannten Relationen

».» - e;, + e,', e»,
, vv= »i, + »i

nach den obigen Festsetzungen in

•) S. meine ernte Arbeit über die Transformation der A bei sehen Functiouen
Creilo Band 64).
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Ueber Modulargleichungen der hyperelliptischen Functionen. 163

j,* = z2 + m 2 y* , 3t' = + f*
2

ti
7
,

^ =^ + j, l _ |» _ _ ,1 _ ç<

über, woraus leicht die Grössen m ft und pit in der Form

up ?/(l-^)(l-V) =

= j/^yv+K'(i-^-yT(ï^- T̂
) /ÉW+^i-ÉW^U-V-l;')

zu entwickeln sind.

Setzt man diese Ausdrücke in die Gleichung (y) ein, so erhält

man mit Hinzunahme von (a) und (ß) die folgenden drei, die Stelle

der Modulargleichungen vertretenden Gleichungen in x
y
y,z:

in) (X-xl— yny = (l— (1 - V- V
1

)

(6) (i = (1— y* —
(c) (1 -xl-yn-*t) —

y

4
) (1 -^*) =

= yx*yW+ y{\-x^y*)(\-y>-z>) j/?r??+]/{l-V-.n *) (1-

- //^+ î/y(i=x^')(i-l'-^j ^^ +fl«^(i~|C^(ïL: lî
4_

t
i

J

Ich will schliesslich noch bemerken, dass ebenso wenig wie man
in der Theorie der elliptischen Functionen die Gleichung

als die zur Transformation dritten Grades gehörige Modulargleichung

betrachten darf, da dieselbe durch Einführung der Grössen

= q>(r),V£ = ?{*')*)

fremde, nicht zu den Repräsentanten der unter einander nicht äqui-

valenten Classen gehörige Factoren annimmt, die obigen Gleichungen

(«), (h), (c) die wahren Modulargleichungen der hyperelliptischen

•) S. die Auaeinandersetzungen in meiner Schrift: Die Transformation, die

Multiplication und die Modulargleichungen der elliptischen Functionen (Teubner,

1868).
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164 üeber Modulargleichungen der hyperelliptischen Functionen.

Functionen erster Ordnung für die Transformation dritten Grades dar-

stellen; es wird sich vielmehr darum handeln — und hierauf beab-

sichtige ich nächstens zurückzukommen — Gleichungen herzustellen

unter Grössen , die in bestimmter Weise aus den Integralmoduln x, A,

ft, c, l, m zusammengesetzt sind und für welche die Zahl der zusam-
mengehörigen Lösungen gerade die der Repräsentanten der nicht äqui-

valenten Classen, d. h.

1 + 3* + 3» + 33 = 40

ist.

Greifswald im November 1868.
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Die Differentialgleichung der Perioden der hyperellipti-

schen Functionen erster Ordnung.

Von Königsrerger in Greifswald.

Ich beabsichtige iu der vorliegenden Note die Differentialgleichung

der Perioden der hyperelliptischen Functionen erster Ordnung zu ent-

wickeln, welche der für die elliptischen Functionen von Legendre
gefundeneu

analog ist, und zwar nach einer Methode, welche genau in derselben

Weise angewandt für die hyperelliptischen Functionen beliebiger Ord-

nung zur Herstellung der linearen Differentialgleichung führt, der die

zugehörigen Perioden genügen.

ist,

Setzt man nämlich, wenn

Ii (x) = x(l —x) (1 — (1 - Vs) (1 —

K t dx vi x^x

Vn iß)
1

E /x*dx / Xs dx

Vìi (x) '
=J VnW)

9

worin K und K' vollständige Integrale erster Gattung, E und E'

solche zweiter Gattung bedeuten, so ergeben sich zuerst sehr leicht

die folgenden drei Differentialgleichungen:

co ff

(2) jr--Lf5_,£

Zur Herleitung der vierten Differentialgleichung wenden wir nun-

mehr das folgende Verfahren an.

Es ist
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166 Differentialgleichnng dei Perioden der hyperelliptischen Functionen.

Fl Ii'
(«) tl.

vli{n 11
Kä u-)

'

setzt mun nun

* <'> - ^i
(' - »'•) + « (' - .'.y' + c e - «.y

1

worin:

^x« = AV2 — xV - * 2 * 2 + * 4 — + *> 2 + * 4 * 2 - *6

i/x'=4AV-3x2AV2 -3x>2 -3x2 A2+2x>2+2xU2+ 2x'-x«

G'x2 =6A> 2- 3x> 2 — 3 x2 A2 + x 1 — 3 x2A>2
-|- x>2 + x 4 A2

/) =4 AV2— x2 ^2— x2 A2— x2 A2
ft

2

E = x2AV,
so ergiebt sich leicht aus (a)\

VR(x) A d.r
d- ,

= ~ or
•

,
-

. ;
+

x —
it'

[» (— Ì) + » (* - Sf •$»('-
oder

-/[^(-i) + *i'(-r.)' + ¥(-.'.)']^,

wenn
3/ = Px2

- Zx« + A = -
ei? 4D

,
e? ß 2

^ix« 4x« 1~ A
~~

^x« il^ 4x« ~" °*

gesetzt wird.

Da nun ausserdem, wie unmittelbar zu sehen, die Gleichung be-

steht

-
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Differentialgleichung der Perioden dor byperelliptischen Functionen ]67

i

J (*-*•*) Vii -.*)
? *

so ergiebt sich aus (ßi die gesuchte vierte Differentialgleichung in der

Form:

(4) x
d£+K=P.E' + Q.E+ R.K' + S.K,

worin

~r V x — —— 2 "~ '

7 , -, _ — 4- «V* 4- xU* 4- xUV 4- «' 4- «>• 4- xU«_ — -j-.

A^ ,

Aus den vier gleichzeitigen Differentialgleichungen (1), (2), (3), (4)

in den Grössen

K , K' , E , E'

folgt unmittelbar die lineare Differentialgleichung vierter Ordnung für

die Perioden der hyperelliptischen Functionen erster Ordnung, deren

allgemeines Integral, wenn

** °.

" - J
t

vm K" ~
J Vii i-r)

V
1

iKu ' = iKu ,
iKì2

' = iKu +iKlt

gesetzt wird, durch

dargestellt wird, worin C, ,
C2 ,

(7
3 ,

beliebige Constanten bedeuten.

In derselben Weise wird die Differentialgleichung der Perioden

für die hyperelliptischen Functionen ç
{vr Ordnung entwickelt, deren

Ordnung alsdann die 2pte
ist.

Greif swald im November 1868.
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Berichtigung eines Satzes von Abel, die Darstellung der

algebraischen Functionen betreffend.

Von Königsberger in Greifswald.

In der berühmten Arbeit „Beweis der Unmöglichkeit, algebraische

Gleichungen von höheren Graden als dem vierten allgemein aufzu-

lösen"*) giebt Abel eine Eintheilung der algebraischen Functionen

nach Ordnung und Grad und zeigt, dass jede algebraische Function v

von der Ordnung p und dem Grade m (nach den dort gegebeneu

Definitionen) in der Form

(1) v = q tt + , p
9 + <hP

9 + h ï-i P
"

darstellbar ist, worin q lt , , qn -i Functionen von der fi
icn Ord-

nung und höchstens vom m— l"n Grade und p eine Function von der

(i—

l

,on Ordnung ist, deren nu - Wurzel nicht rational durch qi} , qn
qn-i ausgedrückt werden kann. Um nun den für die Theorie der

Gleichungen sehr wichtigen Satz herzuleiten, dass, wenn eine Glei-

chung algebraisch auflösbar ist, man der Wurzel stets eine solche

Form geben kann , dass sich alle algebraischen Functionen , aus denen

sie zusammengesetzt ist, als rationale Functionen der Wurzeln der

gegebenen Gleichung darstellen lassen , war es nöthig, die Form (1)

so umzugestalten, dass der Coefficient von p" die Einheit ist, und
hier hat sich bei Abel ein Fehler eingeschlichen, der auf die dort

gemachten Schlüsse ohne Einfluss geblieben und den ich an dieser

Stelle nur deshalb ein für allemal berichtigen will, weil derselbe auch

in die beiden Ausgaben des cours iTalgebre von S er ret übergegangen ist.

Es wird nämlich, wenn qft
eine von den Grössen

q0 q t q<t
...

bedeutet, welche nicht Null ist, und

(2) 9; • F = JPi

gesetzt wird, die Form der algebraischen Function in

*) Journal für Mathematik von Creile Band 1.
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Ueber einen Satz von Abel. 109

1 2 n-1

(3 ) » = r„ + + r
2 ^ " + • . • + "

ubergehen; jedoch ist nicht, wie Abel es ausspricht, p, eine alge-

braische Function von der Ordnung ft— 1, folglich nicht zuzugeben, dass

die durch (1) dargestellte algebraische Function v genau in derselben
l

Weise durch (3) dargestellt wäre, worin nur der Coefficient von p,
H

die Einheit sei. Vielmehr ist unmittelbar aus der Substitution (2) zu

ersehen, dass die neue Function p l
ebenso wie qh eine Function von

der Ordnung ft und höchstens vom Krade m— 1 ist , aber eine so be-

schaffene Function von der Ordnung ft, dass die nu< Wurzel daraus,

wie aus

« M

Pi* = P n
• ^

hervorgeht, auch noch eine Function derselben Ordnung bleibt. Es
ist also die transformirte Form (3) nicht mehr geordnet nach Poten-

zen der «,eo Wurzel aus einer Function der ft— l ,,>n Ordnung, sondern

geordnet nach Potenzen der nUn Wurzel aus einer Specialfunction fi
lcr

Ordnung, deren n ie Wurzel wiederum eine Function der ft
,cn Ordnung

ist; und es lautet somit der auf Grund dieser Auseinandersetzungen

berichtigte Hülfssatz von Abel folgendermassen :

Wenn v eine algebraische Function von der Ordnung ft und dem
Grade m ist, so kann man immer setzen:

1 2 n-l

* = % + !>"" + Vi P n
H h

"~,

worin « eine Primzahl, <y0 , q., , . . . </„_i algebraische Functionen von

der Ordnung ft und höchstens vom Grade m — 1 sind und p eine

ebensolche Function ist, jedoch so beschaffen, dass auch p* von der

u letl Ordnung ist und sich nicht durch eine rationale Function von

% » ?2 ; ft y • - • j Qn-i ausdrücken lässt.

Greifswald im November 1868.



Ucber die Curven, für welche die Classe der zugehörigen

AbeFschen Functionen p = 2 ist.

Von A. Clebsch in Göttingen.

Die Curven des Geschlechts p = 2 haben als Normalcurve eine

Curve 4,er Ordnung mit einem Doppelpunkt, oder, was dasselbe ist,

die Coordinaten eines Punktes der Curve sind rationale Functionen von

A und y Lj wo L eine ganze Function 6tcn Grades des willkürlichen

Parameters A ist. Die Darstellung dieser Coordinaten als solche Func-

tion, welche ich in der von Hrn. Gordan und mir herausgegebenen

„Theorie der A bei' sehen Functionen" gegeben habe, bedarf, wie

ich einer Mittheilung meines verehrten Freundes Cremona verdanke,

einer Correction *)
,

weswegen ich dieselbe hier nochmals ausfüh-

ren will.

Ausser den ^—^,
n-— — 2 Doppelpunkten wähle ich beliebig auf

der Curve 2n — 2 feste Punkte, und lege durch sie alle ein System

von Curven (n— l)Ur Ordnung. Diese Curven müssen dann

— ' - 2 + 2n-2 = - 3

linearen Bedingungen genügen, und die Gleichung des Systems wird

also

a, <p
x -f a

2 ç>2 + a
3 ç>, = 0

,

wo die <p specielle Curven des Systems sind, welche nicht einem Büschel

angehören, und die a willkürliche Parameter bedeuten. Wenn man
nun durch die eindeutigen Transformationen

9 V\ = <Pi (*i » *t >
*3)

9 Vi = 92 (*i ; *2 ;

9 y3 = 9>3 (*i >
x

> >

die gegebene Curve f {?\ ,
x2 ,

#3)
= 0 in eine Curve

F (vi > y2 y 2/3) = 0

*) Es ist a. a. 0. p. 77, Z 9 v. o. das Wort „beliebig", p. 79, Z. 6 v. o. die

Worte „einen ausgenommen" zu streichen.
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Ueber Curven vom Geschlecht p=2. 171

•überführt, so erhält man die x dabei als homogene Functionen der y:

ö c
\
= <&! (.Vi > ìh > Vi)

0 jC
2
= (p

7 (y x f y2 ; y3 )

<3 Xi = <P
A (Vl ; yti , y,)

und die Curve F = 0 ist von der Ordnung (vgl. a. a. 0. p. 55)

n(n-l) - (2n-2) - {(n-l)(M -2) - 4} = 4
,

also eine Curve 4,cr Ordnung mit einem Doppelpunkt.

Jedem System von 4 Punkten, in welchen eine Curve

a, <p
x -f a

2 qp2 + a3 <jp3
= 0

die Curve f = 0 (ausser den festen Schnittpunkten) noch schneidet,

entspricht das System der vier Punkte, in welchen die Gerade

«i yt + «îîfi+ «3 ya = o

die neue Curve F = 0 schneidet. Betrachten wir unter den letztem

Geraden insbesondere diejenigen, welche durch den Doppelpunkt von

F = 0 gehen. Diese, und diese Geraden allein, haben die Eigen-

schaft, dass für alle Geraden des aus ihnen gebildeten Büschels zwei

Schnittpunkte fest liegen, nämlich die im Doppelpunkt von F = 0

vereinigten. Ist aber für die Geraden dieses Büschels A eiu Parameter,

uud

a
{
= «, -f- k b

v

a
2
= a

2 + A 62

«3 = «3 + A &3 I

m dass

a? 63 — 62 ö3 ,
a3 6, — ò3 a, , a, ò2

— &
t
n
2

die Coordinaten des Doppelpunktes von F = 0 sind, so ist der ent-

sprechende Curvenbü8chel

(n, g>, + o, 9>2 + «3 9s) + * 9i + &
2 92 + Ä

3 93) = 0

ein solcher, welcher mit{— 0 ausser den oben genannten
™~

0
"~~"

-J-2w 4
té

Punkten noch zwei weitere gemein hat, also einen mehr, als im All-

gemeinen geschehen kann. Während im Allgemeinen durch jeden

weitern auf f 0 gewählten festen Punkt ein Büschel von Curven

ç> = 0 bestimmt wird, welcher die Curve f= 0 in drei beweglichen

Punkten schneidet, sieht man hier einen solchen besondern Büschel

vor sich, bei welchem noch einer dieser beiden Punkte fest geworden

ist. Man hat somit folgenden Satz:

Zu je 2n — 2 Punkten von /' — 0 giebt es immer ein,

und nur ein, Punktepaar auf f = 0, welches mit jenen

und den Doppelpunkten von f= 0 Gruudpunkte eines Bü-

schels bildet, welcher f= 0 nur in zwei beweglichen Punk-
ten schneidet.
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172 Uober Curven vom Geschlecht /?= 2.

Legt man als <p, = 0 mid <p2
= 0 zwei Curven eines solchen

lhìsehels zu Grunde, so gehen die Geraden = 0
, yt

— 0 durch

den Doppelpunkt von F= 0; und setzt man also y2
= At/, , so muss

F = 0 in die Form übergehen

Fy," + -^y3 </> + i^, 2 = 0,

wo F
, ^ , 2i rationale Functionen von À sind, die respective die Grade

2,3,4 haben. Daher wird »/., : //, eine rationale Function von A und

von // (J*
— F 11 , von der Quadratwurzel aus einem Ausdruck sechsten

Grades. Daher werden auch die j , welche rationale Functionen der

y waren, jetzt rationale Functionen von A und y C/' — i'A' , was die

gesuchte Darstellung liefert. Der eben gefundene Büschel giebt aber

auch sofort das Mittel, die a. a. 0. p. 77 gegebene Darstellungsweise

durchzuführen.

Göttingen, den 21. October 18G8.
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üeber die Invarianten der einfachsten Systeme simultaner

binärer Formen.

Von A. Bessel.ìii St. Petersburg.

§• 1.

Aus der allgemeinen Theorie der Invarianten, wie sie von H. Aron-
hold im 62. Bande des Borchard t' sehen Journals entwickelt worden

ist, geht hervor, dass jede Invariante einer gegebenen Form oder eines

gegebeneu Formensystems eine algebraische Function gewisser Funda-

mentalinvarianten der Form oder des Systems ist. Es ist interessant,

die Beschaffenheit dieser algebraischen Function für einzelne Formen und

Formensysteme naher zu untersuchen. So gelangt z. B. H. Hermite
in seiner Abhandlung „Sur la résolution de l'équation du cinquième

degré" zu dem eleganten Lehrsatz, dass jede Invariante einer binären

Form 5,cn Grades sich als eine ganze rationale Function der 3 Funda-

mentalinvarianten und der Invariante 18 ,,n Grades, welche gleich der

Quadratwurzel aus einer ganzen Function jener 3 Invarianten ist, dar-

stellen lässt. Ich habe gefunden, dass mehrere Systeme simultaner

binarer Formen einer ganz ähnlichen Behandlung, wie die Form 5,eu

Grades, zugänglich sind, und bin dadurch zu ganz analogen Theo-

remen geführt worden. Der leichtern Verständigung willen werde ich

die H erm ite sehe Unterscheidung directer und windschiefer Invarian-

ten (inv. directs und inv. gauches) beibehalten. Ist nämlich

<p (Ai , Bi ,...) = r1 (p (er, ,&,,...), (1)

wo di die Coefficienten der gegebenen Formen, .1, , JA ,
• • •

die der trausformirten Formen , r der Modul der linearen Substitution,

so ist nach Hermite die Invariante y (ff,
,
h

f , . . .) eine directe,

wenn l eine gerade Zahl ist, im entgegengesetzten Falle eine wind-

schiefe. Im letztern Falle ändert <p (a i} bit . . .) das Zeichen, wenn

man die beiden Variabein x
x

und jt
2
mit einander vertauscht. Denn

diese Vertauschung kommt auf die Substitution .r, = X
2 ,

x
2
= X,

hinaus, deren Modul gleich — 1 ist. Die Vertauschung der beiden

Variabein ist aber auch gleichbedeutend mit der Umkehrung der Reihen-

M»tbem»ti«chc Annahm I. 12
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174 Ueber simultane binäre Formen.

folge tier Coefficienten jeder einzelnen gegebenen Form. Fuhrt man
also für die gegebenen Formen folgende Bezeichnung ein:

u = au a 'i -f vi </, u'T
1

.i',; + • • • f
v — ?>

o + n
1>i

a '"
1

#2 + ...,.

so können die windschiefen Invarianten auch als solche definirt werden,

welche das Zeichen ändern, wenn mau mit , />, mit b*^ , u. s. w.

vertauscht, während die directen Invarianten dabei unverändert bleiben.

Der Exponent k spielt bei der soeben eingeführten Bezeichnung

der Formen noch eine andere Rolle. Jede Invariante hat nämlich die

Eigenschaft, dass die Summe der Indices der Coefficienten in allen

ihren Gliedern dieselbe, und zwar gleich X ist. Denn vertauscht man
x

2
mit p./

2 , ohne x
x

zu ändern, so muss, da dies eine Substitution

vom Modul Q ist, die Invariante

9> Oo , «i 9 j « a P% • • • K , &i Q , • • •) = Q
l

<P ("o ; «t > <h y • • KA > • • •)

werden, was nur dann möglich ist, wenn in jedem Gliede der Inva-

riante (f die Summe aller Indices = A ist. Ich werde diese Summe
nach II. Fiedler's Vorgange das Gewicht der Invariante nennen.

Ist die Invariante <p (//, , ò, ,
. v .) in Bezug auf die Coefficienten jeder

einzelnen Form homogen, und zwar in Bezug auf die der Form u vom
Grade fi t

in Bezug auf die der Form v vom Grade v, u. s. w., so ist

X = {(mp + nv + ...), (2)

wie man sofort einsieht, wenn man sich in die Gleichung (1) für die

Coefficienten A,
-, ,

Ti,
f

... deren Werthe als Functionen der a { ,bi} ...

und der Substitutionseoeffieienten substituirt denkt, wodurch diese Glei-

chung identisch werden muss. Ich werde mich in nachstehenden Un-

tersuchungen auf solche Invarianten beschränken , die in Bezug auf die

Coefficienten jeder einzelnen Form homogen sind, da jede andere In-

variante sich durch Invarianten der eben angegebenen Beschaffenheit

linear ausdrücken lässt, wie man sich leicht überzeugt, indem man,

wenn etwa <p (fl, ,
b

t ,
...) in Bezug auf die r/, nicht homogen ist, ça,-

'statt rt,, und folglich auch q A { statt A if schreibt und die Coefficienten

der einzelnen Potenzen von q in beiden Theilen der Gleichung (I) mit

einander vergleicht.

§. 2.

1. Das System zweier quadratischer binärer Formen.

Zwei simultane quadratische Formen u= a
ÌX
x

l

'

i-\-2a
]2
x

{
x

2+ n.ì2 a.f,

v = bu 2,
2
-|- 2 b

l2
x

x
x
2 -f b22 x2

2 haben bekanntlich folgende Ü In-

varianten :

A = a u a22 a]
t ,

2Ji^a
tl
b21+ aìi

h
lì
—2a

li
h
lt , C= bn b22 -b^.

Es lässt sich nachweisen, dass jede Invariante der Formen u und v

eine ganze rationale Function dieser 3 Invarianten ist. (In dieser Ab-
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Uelior simultane binare Formen. Mb

handlung ist durchgängig nur von solchen Invarianten die Rede, welche

ganze Functionen der Coefficienten sind.) Ich wende zu diesem Zweck
eine Substitution vom Modul 1 au, welche die Form u in 2a

l
X

i
X.

2

verwandelt. Geht alsdann zugleich v iii b0 X,
2 -\- 2 6, X, X2 -f b.

t
X.*

Aber, so nehmen die Transformationsrelationen die Gestalt an:

~«i 2 = A
,
-a

{
b

x
= 7/ , bQ b2

-b* = C.

Hieraus folgt:

*,«»'(- Ä) , h,=-
v

*L_^ , (1)

Es ist nun offenbar, da die Coefficienten der äussern Glieder in der

transformirteu Form u verschwinden, jede Invariante des Systems

<p («„ ,
an ,

ff22 ,
bn , &, 2 ,

bTJ) = «* # (&0 , ,
6
2) ,

wo v der Grad der Invariante (p in Bezug auf die Coefficienten von

u , und # eine ganze rationale Function ist. Versteht man nun unter

v' den Grad von qp in Bezug auf die Coefficienten von t>, so ist das

Gewicht der Invariante qp gleich v -f- v', mithin die Summe der Indices

iu jedem Gliede von V gleich v '. Es hat nun jedes Glied von ifj bis

auf eine numerische Constante die Gestalt

wo p -f- q -j- <f = v' . Da nun gleichfalls 0 . p -f- 1 . q -f- 2 . s = v'

sein soll , so ergiebt sich p = s . Mithin ist # eine ganze rationale

Function von b
x
und dem Product Ks folgt hieraus zunächst,

dass 2 simultane quadratische Formen keine Invariante von ungera-

dem Grade oder, was hier dasselbe ist, von ungeradem Gewicht, haben

können. Denn eine solche Invariante mttsste das Zeichen ändern,

wenn mau fc0 mit b
2

vertauscht, was offenbar unmöglich ist, wenn
diese 2 Coefficienten nicht anders, als im Product b0 b

7
vorkommen.

Setzt man in 4' für 6, und b0 b2
die oben erhaltenen Werthe ein, so

wird

<P («n , «i2 > »22 >
hn > Ki , ht) = (- A) - f(A,lt, C)

, (2)
0

wo f eine ganze rationale Function, und -~— eine ganze Zahl ist,

weil v -\-v' stets gerade sein muss. Diese Gleichung ist zwar unter

der Voraussetzung hergeleitet, dass sich u in 2a
x
X,X2

verwandeln

lasse, was natürlich nur dann möglich ist, wenn A nicht verschwindet.

Ist aber die Gleichung für alle Werthe von B und C und alle Werthe
von A ausser A = 0 gültig, so muss sie offenbar auch für A = 0

fortbestehen. Denn giebt man allen Coefficienten, ausser einem der

Coefficienten von u, etwa a ri) beliebige constante Werthe, so ist die

Gleichung (2), oder, wie mau sie, falls v < v' ist, auch schreiben

kauu

12*

Digitized by Google



176 Ueber simultane binäre Formen.

(-A)^. fp-f(A,B,C)

für alle Wertbe der Variabelu any ausser a 12
= Ya \\

aiii erwiesen.

Aisdaun ist sie aber nothwendig identisch, und folglich auch für

a Vi
= }/an a221 d. h. für A = 0, richtig. Es ist nun auch klar, dass

f(A,B,C), falls v < v' ist, durch ^4 2 theilbar sein muss: da die

3 Invarianten A , B , C von einander unabhängig sind , so könnte eine

wesentlich gebrochene Function derselben, deren Nenner eine Potenz

von A ist, unmöglich gleich einer ganzen Function y der Coefficienten

di und bi sein.

Es ist also jede Invariante zweier simultaner quadra-

tischer binärer Formen eine ganze rationale Function der

3 Fundamentalinvarianten A , B , C.

Wenn v' > v ist, so kommt man rascher zum Ziele, wenn man

eine solche Substitution vom Modul 1 wählt, dass v dem Producte der

neuen Variabein proportional werde: dann erhält man für tp unmitel-

bar eine ganze Function von A , B , C , indem an die Stelle der Glei-

chung (2) folgende tritt:

wo
v--- eine positive ganze Zahl , und eine ganze rationale Function

ist. Ich habe jedoch die obige Beweisführung nicht übergehen wollen,

weil dieselbe auch auf andere Systeme von binären Formen anwend-

bar ist.

Das in Rede stehende Formensystem hat bekanntlich eine quadra-

tische Covariante w = «,

r

2
— u

2
t\ = tcn x v

2 + 2wi2
x

i
x2 -f- wn xf,

wo w,
,
u2 und v

x ,
v
2

resp. die halben Ableitungen von m und v be-

zeichnen. Diese Covariante hängt mit u und v folgendermassen zu

sammen :

w* = _ (Av2 — 2Buv + Cu2
) ,

während die Coefficienten derselben folgenden Relationen genügen:

w„ an — 2 tcn an + wn au = 0
,

wu bn - 2 wn bn + w22 bu = 0,

wu w22 - wU = AC-B**).
9

Diese Relationen werden in der Folge öfter zur Anwendung kommen.

*) S. Cayley, Fifth memoir upon Quantics, Phil. Trans. Bd. 148, oder

Clelia eh e Gordan, Sulla rappresentazione tipica delle forme binarie §. 1,

Anali di Matematica, Serie II, Tomo I.
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üeber simultane bin&re Formen. 177

§. 3.

2. Das System dreier quadratischer binärer Formen.

Es seien m = a
ìl
x

ì

7 2 a
VÌ
x

l
x^ -f- an x. 2

» v = bn x t

2 -\- . .
.

,

ir= cu x l

2
-f- ... drei beliebige quadratische Formen. Setzt man sym-

bolisch té = ni= d* = ... , v = bl = h'x* = . . . , w = d = #= . .
.

,

so lassen sich deren 6 Invarianten 2,en Grades mittels der von H.Clebsch
mehrfach angewandten Bezeichnung folgendermassen darstellen

A = ± (a , B = i (^7 , C = i (cc'f , 1) = i (6 c)1
,

i: = ^(crt)2 , F = I (ff />)
2

.

Bildet man die 3 Covarianten

p =1>1 = (bc) bx cx , q = ql = (ca) cx ax , = = (<r/>) «X 6X

und fügt sie zu den 3 gegebenen Formen hinzu, so hat das so erwei-

terte System noch folgende simultane Invarianten:

(?ay ,
<,,by

,
(rc-y

, ( i)

während alle übrigen ähnlicher Gestalt, wie z. B. (pb) 2
, (pc'f, iden-

tisch Null sind. Setzt man in dem symbolischen Ausdruck von p
i

K

= a2 ,
x
2
= — «, , so findet man

(pa)2 = (bc) {hn) (ca) .

Auf ähnliche Weise ergiebt sich, dass (qb)2 = (ca) (cb) (ab) , und

irf) ? = (ab) (ac) (bc). Es sind mithin alle 3 Invarianten (l) einander

gleich. Um den wirklichen Ausdruck dieser invariante leichter zu

finden, bemerke ich zunächst, dass

{
ab) (ac) (bc) = a 2 b 2 c 2 g - Q (J

" g - *)

= — «/ 6/ c
2
2

Setzt man also

1

1

1

V

«II «12

c,,

«22

&22

C22

2nr,

so ist Ä" eine Invariante 3Un Grades, welche durch jeden der 4 Aus-

drücke

i(ab)(ac)(bc) , i(pa)* , \ (qb)2
, * (rr)*

symbolisch dargestellt werden kann. Diese Invariante ist eine wind-

schiefe, denn nach Gleichung (2) §. 1 findet man für den vorliegen-

den Fall X = 3. Sie kann also jedenfalls keine rationale Function
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178 Ueber simultane binare Formen.

K> = £ h
ìt

b

a
\\ "l2 ö 22

1? ^22

('w ^22

= 0,

der obigen 6 directe» Invarianten sein. Für das Quadrat von K findet

man mittels des von HH. Clebsch und Gordan angewandten Ver-

fahrens folgenden Ausdruck:

— 2ap au i

j
A F E

bn -2bn bn = \F B I) . (2)

cn — 2c l2 cu
\

\E D C

Da man aus den 3 Gleichungen, welche u , v , tv als Functionen

von x
{
und x2

bestimmen, diese beiden Variabein climi uireii kann, so

muss offenbar zwischen m, v und w eine identische Relation stattfinden.

Diese Relation kann folgendermassen dargestellt werden:

A F E u

F B D v

E D C w
u v w 0

oder:

Lu 1 + Mv2 + Nw* + 2 Pviv + 2 Qtvu + 2 Itu y = 0 . (3)

wo L , M , . . . die ersten Minoren der Determinante (2) bezeichnen.

Was die Herleitung dieser Relation , wie auch der folgenden :

Ki^ iv, — v
2
w

t
) = i 0'(tt)

,
K(w, m

2
- wyi,) = i 0>'(t>)

,

X(w,t;
2
— tf

2
i',) = i <2>'0')

betrifft, wo <& den ersten Theil der Gleichung (3) bezeichnet, so ver-

weise ich auf die schon citirte Abhandlung der HH. Clebsch uud

Gordan.
Ich werde jetzt den Ausdruck einer beliebigen Invariante unter-

suchen. Geht m in Folge einer linearen Substitution vom Modul 1 in

2a,X,X
2
über, während

v = &0 X,
2 + 26, X, X2 + b, X2

2 und w = c0 X,'-' + 2 c, X, X
2 + c,X,-

wird , so ist

(4)

— M, 2 = 4 60 — b B c0 c
2

b0 c2 + &
2
c0

Hieraus ergieht sich

b0 b2
= B-*2

26,c, = 2D — «jf^ = J) , — «,6, F.

F
Vi- A)

c. = — E
V(~A)

ì c0 c2
-

AD — EF
r &

i (V2 — c0 62)
a = i (Va + t«i

2 )
2 — V2 • 'V2

= - ^ (ABC—AD*—BE*—CF*+2DEF)

bQ c, =±(AB- EF - /-yl /' Jl/)
,

V» = j -^ + /-.4^3/),
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Ueber simultane binäro Formen. 179

wo der Kurze halber ABC— AT)' — BT? — CF* + 2DEF = M
gesetzt ist.

Bildet mau die Invariante K aus den Coefficients der transfor-

înirten Formen, so findet mau

K = h«\ (Vo — K c*) = y M y

was auch mit Gleichung (2) übereinstimmt.

Ich werde nun nachweisen, dass die 4 Coefficienien büf b<,
}
r

rt ,
c2

in keiner Invariante anders vorkommen können, als in den Verbin-

dungen b0 b, , ru r2 ,
b0 c, und . Jede Invariante nimmt, aus Coef-

tìcienteu der transformirten Formen gebildet, die Gestalt

d\ 4'
(f*(t , l>i , b.,

,
cQ ,

r
{ ,

r.,)

an, wo v den Grad derselben in Bezug auf die Coefficienten von «,

und ç> eine ganze rationale Function bezeichnet. 1st nun die Inva-

riante vom Grade v' in Bezug auf die Coefficienten von r, und vom
Grade v" in Bezug auf die der Form /r, so ist das (ìewicht derselben

= r -f- i>' -f- und mithin die Summe der Indices in jedem Gliede

von tf* gleich v' -\- v". Mithin muss in jedem Gliede von 4> die An-

zahl der Factoren b., und c, , deren Indices den .Mittelwerth 1 über-

steigen, eben so gross sein, wie die der Factoren b„ und c0 , deren

Indices unter demselben zurückbleiben , und folglich kann tl> als eine

ganze Function der Coefficienten und r, und obiger 4 Producte an-

gesehen werden.

Die weitere Untersuchung hängt davon ab, ob das Gewicht (hier

zugleich der Grad) der betreffenden Invariante gerade oder ungerade ist.

1. Ist v -f- v' -\- v" gerade, so enthalt jedes Glied der Invariante

nothwendig eine gerade Anzahl von Coefficienten mit dem Index 1,

und -setzt man in die Function die Werthe (ö) und {(>) ein, so ver-

schwinden folglich die Quadratwurzeln , welche die Coefficienten (i
ly b lf

r
l

mit sich bringen, und die Invariante reducirt sich auf einen Ausdruck

von der Form
P + Q Y=A V M, (7)

wo P und Q rationale Functionen der G Fundamentalinvarianten sind,

welche nur eine Potenz von A im Nenner haben können. Die in

Rede stehende Invariante muss aber, weil ihr Gewicht gerade ist (§. I),

unverändert bleiben, wenn man gleichzeitig b
{)
mit b.2 , und r

()
mit r„

vertauscht. In Folge dieser Vertauschung gehen nur die Producte 1>u e.,

und b,c
{)

in einander über, während alles Uebrige unverändert bleibt;

und da die Werthe (ti) dieser Producte sich nur durch das Vorzeichen

von YM von einander unterscheiden, so darf also auf den Ausdruck

I?) eine Aenderung des Zeichens von } M keinen Einfiuss haben, d. h.

es muss

F -f Q V~-a ym = p — q y—a y m
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180 Ueber simultane binare Formen.

sein, woraus Q= 0 folgt. Mithin ist die zu untersuchende Invariante

= P. Es lässt sich nun ebenso wie in §. 2 nachweisen, dass diese

Gleichheit auch für den Fall ^4 = 0 fortbestehen muss, obgleich in

diesem Falle die obige Transformation nicht ausführbar ist, und dass

Pnothwendig eine ganze Function der 6 Invarianten 2t0D Grades ist.

Man hat mithin folgendes Theorem :

„Jede directe Invariante dreier simultaner quadratischer binärer

Formen ist eine ganze rationale Function der 6 Invarianten A, li, C,

D, E und F."
2. Ist das Gewicht v -f- v' -f- v" ungerade, so muss jedes Glied

der Invariante eine ungerade Anzahl von Coefficienten mit dem Index 1

enthalten, und der Ausdruck der Invariante nimmt folglich, wenn man
die Werthe (5) und (6) substituirt, folgende Gestalt an:

}/-~Ä (R + S }^-A V M) = i/~A .11 + TV M,
wo R , S , T rationale Functionen der 6 Fundamentalinvarianten sind,

welche nur eine Potenz von A im Nenner haben können. Im vorlie-

genden Falle ist die Invariante eine windschiefe, und muss folglich

das Zeichen ändern, wenn man b
ü
mit b2i cQ mit c

2
vertauscht; es

muss mithin

Ii y—A + TV M = - (R ]/-A — TV M)
sein, d. h. R = 0. Der allgemeinste Ausdruck einer windschiefen

Invariante ist also

T yM

.

Da VM nicht mit A zugleich verschwindet, so uberzeugt man sich

leicht, dass die rationale Function T, welche der Herleitung nach
eine Potenz von A im Nenner haben kann, nothwendig eine ganze
Function von A , B , C , D , E und F sein muss.

Da yM = K
y
so ist hiermit folgendes Theorem bewiesen:

„Jede windschiefe Invariante dreier simultaner quadratischer bi-

närer Formen ist gleich dem Product einer directen Invariante in die

windschiefe Invariante K. u

Die 3 Gleichungen \ (p ft
)
2 — K

> i (pW = 0
, ^ (j>c)2 = 0 be-

weisen, dass, falls K verschwindet, das Punktpaar p = 0 mit jedem

der 3 Paare m = 0 , v = 0 , iv = 0 harmonisch ist, und diese 3 letz-

teren mithin eine Involution bilden. Was für p gilt, gilt auch für

q und r. Da es aber nur ein Punktpaar giebt, das mit 2 gegebenen

Punktpaaren harmonisch ist, so können die 3 Formen p , q , r sich

nur durch constante Factoren unterscheiden. In der That führt das

Verschwinden der Invariante K unter den 3 gegebenen Formen eine

lineare Relation herbei, welche durch die Gleichungen (4) in dreierlei

Gestalt dargestellt wird, und in Folge dessen werden auch die 3 Fuuctio-

naldcterminanten p , q , r einander proportional.
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§• 4.

3. Das System einer quadratischen und einer kubischen

binilren Form.

Es seien die Formen

it = ax
l

2
-\- 2ßx

t
x

2 -\- yx2
2 und v =>= ax^-\-3b

x

l

2 x
2
-{-^er

]

r.
2 -\-t1x

2
3

segeben. Setzt man symbolisch v = ai = a'x = • • • und bildet die

quadratische Covariante h = (a a')
2 ax°xt 80 haben die simultanen For-

men i< = al= d*= • • • uud h= bl= b'J = • - folgende 3 Invarianten :

A = i {aaj
, li = i , C = i (ii')3

,

uud eine Covariante ir = (a?/) a^k, die mit w und /* durch die Relation

w2 = - (Ah* — 2 Bhu + Cm2
) (1)

verbunden ist (§. 2). Andrerseits erhält man unmittelbar die simul-

tanen Covarianten :

(aa) n\ax ,
(fla)2

>

deren letztere linear ist. Setzt man (a a)2 az=l= l
{
x

l -f
- ?.rr2=

?

x= • • •

,

so erhält man als Resultanten von / und resp. v , w , k und m noch

folgende 4 Invarianten:

aV - 2 0 J
t /, -f W,

2 = 27?, trnV - 2 *r
12 l

t
l
2 + ivn l

2 = 2 1',

A„/,,-2A
I2

/
l
/
2+ h 22 l

2 = 2G , „^-30^+3^^— ,ll^ = 2K.
Man bemerkt leicht, dass F und AT einander gleich sind. Es ist nämlich

2F= (tel) (wV) = (ab) (al) (bV) = (/«) (na')2 (aa) (a'l')

= («T) (aa') (aa) {(a'l) (aa) -f- (i«)

in Folge der Identität (aa') (la) — (al) (a à) -\- (la) (ce a'). Der Aus-

druck (a a') (a a) (al) (a' a) (a' V) ändert aber das Zeichen, wenn mau
n mit a' und / mit /' vertauscht, und liefert folglich den Werth Null,

wenn man die symbolischen Substitutionen ausführt. Mithin ist

2F = (aa)2 (a'a) (a'l) (a'V) = (a'l)
,
(a'l') (a'l") = 2K.

Ferner lässt sich G durch A , B und C ausdrücken. Betrachtet man
zunächst die Covariante

T = ri = (ba) (ba') {aa)2 a'x
*

,

so findet man

r = £ (ba) (ba) {(aa)2 a'x
7 + (a'afal}

= ± (ba) (ba*) {2(aa) (aa) ax a'x -f (aa")2
«1}

= i ox a'x {(ba)2 (a'a)2+ (a'b)2 (aa) 2—(aay(ba) 2

} + ± (bb') 2
. al.

Oie beiden ersten Glieder dieses Ausdrucks verschwinden , weil sie die

lineare Covariante (ba)2 ax = (ba'yax der kubischen Form v als Factor

enthalten; es ist mithin

x = Cu — Bh
und folglich, da 2 G = (bl) (bV) = (ba) (ba') (aa)2 (a'a)2 = (ra)2

,
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182 Ueber simultane binäre Formen.

G = A C - IP .

Die Invariante K ist eine windschiefe, indem man für K nach Glei-

chung (2) §. 1 A = 9 findet. Es kann sich also nur das Quadrat von

K, nicht K selber, durch A
}
B, C und E rational ausdrücken lassen.

Der Ausdruck
2 K = wu l

2
2 — 2 w^li l2 -f

1 w^L?

weist darauf hin, dass man in Gleichung (1) x
l
= ?2 ,

x
2
= — Z, zu

setzen hat, um den Werth von K* zu erhalten. Es ergiebt sich als-

dann
Ki = -(AG* — 2 BGE + CE1

)

oder

K* = — AiAC-W)* + 2BE{AC-B?) — CE*. (2)

Ich werde nun nachweisen, dass jede Invariante der simultanen

Formen n und v sich als eine ganze rationale Function von A, B,C
f

E und K darstellen lässt. Ich transformire zu diesem Zweck die ge-

gebenen Formen u und v mittels einer linearen Substitution vom Mo-

dul 1, so dass u dem Product der neuen Variabein X, und X
2

pro-

portional wird, und in v die beiden mittleren Coefficienten einander

gleich werden. Die Möglichkeit einer solchen Transformation ist evi-

dent; da indessen die Transformationsrelationen sich nach den übrig

bleibenden Coefficienten der transformirten Formen thatsächlich auf-

lösen lassen, so folgt hieraus auch nachträglich sowohl die Unab-

hängigkeit der 4 Invarianten A, Ji, C, E, als auch die Möglichkeit

der Transformation. Man erhält nämlich, wenn man M = 2dX,X
2 ,

ì:=^X, 3 + 3/xX, 2 X, + 3 j/x X, X„» +y X, 8 setzt, zur Bestim-

mung von d, g, x
}
g' folgende Relationen:

— d2 = A
,

ô(x—gg) = B , — 4d :»x = E,

-ghß-AYx*(!,+g) f3xH 6xgg = G\

aus denen sich folgende Werthe von d , x
, g ,

g' ergeben:

d = V(—Ä) , x = -JL-_ ,

9 -

-

4
—1 j£-/F3*)KJf

j

,

1— \L + y^JF)VM\ 9

wo L = 2A*C—2AiB2 — 2ABE + J5 2
, und

3f= — A*&—AB* +2A lB2C+ 2ABCE— 2BPE — CE\
Da l = — 2dyx (X, -|-X

2), so ergiebt sich hieraus sofort

X = — 4 d3 y^(g-g') = J/J/,

was mit Glejchung (2) übereinstimmt.

Es sei nun <p (et
, ß , y , a , b , c

,
d) eine beliebige Invariante der

simultanen Formen u uud v. Ersetzt man die Coefficienten der ge-
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getanen Formen durch die der transformirten , so erhält mau einen

Aasdruck von der Form

d- f(g g')
,

wo m der Grad der Invariante <p in Bezug auf a
, ß , y, und /* eine

jranze homogene Function ist; und setzt man für Ô , x , g ,
g' die

obigen Werthe ein, so erhält man:

, t^J L-Y-A*M E E L + V=À'M\

\eV-a*Y—e iV-a^V-e *V-A*V-E eV-.vV-eJ
Dieser Ausdruck lässt sich jedenfalls auf die Form

r/i 3« n

<p — (—A)*~ * (—Ef * E-* {P + Q y^AJM }

bringen, wo P und # ganze Functionen der 4 Fundamentalinvarian-

teu, ft eine positive ganze Zahl und n den Grad von y in Bezug auf

<!ie Coeffieienteu von v bezeichnet. Diese letzte Zahl ist stets gerade.

l>eun nach Gleichung (2) §. 1 ist das Gewicht der Invariante

(f
= £ (Sit -h 2w), und damit dies eine ganze Zahl sei, muss n ge-

rade sein. Setzt man n = 2p , f* -f p = <j, so wird

<p = (—A)l°"- 3p) (—E)"i {P + Q}'—ÄA M}.
Es kommt jetzt darauf an, ob die Invariante rp eine directe oder

eine windschiefe ist. Im ersten Falle muss sie unverändert bleiben,

wenn man g mit g' vertauscht, was auf eine Aenderung des Zeichens

von j
— A* M in dem Ausdruck von tp hinauskommt. Es muss also,

falls das Gewicht 3p -f" eine gerade Zahl ist,

P + Q V—A*M = P — Q y—~A*M
!*in, d. h. es muss Q = 0 sein.

Ist hingegen die Invariante <jp eine windschiefe, so muss sie das

Zeichen ändern, wenn man g mit g' vertauscht, es muss also

P+(? y—A rM = - (P — Q y—AA M)
,

mithin P «= 0 sein. Der allgemeinste Ausdruck einer directen In-

variante ist also

wo P eine ganze Function von A
}
B, C

t
E

t
und der einer wind-

schiefen Invariante

(-Aft**-***** (—E)-' QVM,s
wo Q eine ganze Function von A, E, C, E

}
und M das oben erwähnte

Polynom. In beiden Ausdrücken ist der Exponent von —A eine ganze

Zahl. Ist das Gewicht 3j>+ m gerade, etwa =2p, so ist ^(m — 3p)
— 9— ist 3p -f-

*« = 2 p
-J- 1 , also ungerade, so ist ^(m

—

Sp-{-S)

= p—

3

p-j-2. Was nun die Nenner betrifft, die in diesen Ausdrücken
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auftreten können, so überzeugt man sich leicht, dass dieselben sich

hinwegheben müssen, falls 9 eine ganze Function der Coefficienten

ist. Dies gilt auch für die windschiefe Invariante, da M weder für

A = 0, noch für E = 0 verschwindet. Es ergiebt sich also folgen-

der Lehrsatz:

„Jede directe Invariante der Formen u und v ist eine ganze ra-

tionale Function von A, li, C und E, und jede windschiefe Invariante

derselben das Product einer directen Invariante in die windschiefe In-

variante K."
Ich übergehe die typische Darstellung der Formen u und v, da

dieselbe von H. Clebsch im 68. Bande des Borchard'schen Journals

schon gegeben ist, und bemerke nur, dass man, falls die Invariante E<

die Determinante der von H. Clebsch eingeführten linearen Cova-

rianten, verschwindet, andere lineare Covarianten als neue Variabein

einführen kann, z. B. die Covarianten / und V = % (tel) wx , deren

Determinante Kist. Diese letztere Darstellung ist der von HH. Clebsch

und Gordan für die binäre Form f)
un Grades gegebenen, in welcher

gleichfalls die windschiefe Invariante als Substitutionsdeterminante auf-

tritt, ganz analog. Es lässt sich überhaupt das in Rede stehende

Formensystem ganz ebenso behandeln, wie die Form 5 ,cn Grades; ja

es wäre vielleicht sachgemäss, die Behandlung dieses Formensystems

der Form 5len Grades vorausgehen zu lassen , indem man alsdann , um

zur letzteren überzugehen , nur m = / , v = j *) anzunehmen braucht,

um alle Resultate der Untersuchung der Form 5,en Grades zu erhalten,

die von der Entstehungsweise von * und j aus der Form 5lcn Grades

unabhängig sind.

§. 5.

4. Das System einer quadratischen und einer biquadratischeu

binären Form.

Es seien a = au x
{

2 + 2a
i7 x t

x2 -f- a22 x2
2 = «j = a'J und

u = a -f- 4 bx i

3x2 -f- 6 c x
{

2x2
2 -j- 4 dx^ x

2
n
-{- ex

2
A = a£ = = • • •

die gegebenen Formen. Ich bilde zunächst die Covarianten 2,en Grades

ß (aaf ai = ßn x 2
ft*

j

y = (aß)2 al = yn x 2 + . • • = yl = yi = • • • I

(l )

d = (a y)
2 al = âu x

{

2
-f-

• • • = 6% = ô^.
3 = • • • I

deren Bildungsgesetz leicht ersichtlich ist. Die Covariante â und alle

nachfolgenden Covarianten dieses Systems lassen sich durch die vor-

hergehenden linear ausdrücken. Um dies nachzuweisen, betrachte man

*) S. die mehrmals oitirte Abhandlung.

Digitized by Google



Ueber simultane binare Formen. 185

irgend welche 4 auf einanderfolgende Covarianten l , m
}
n

, p. Setzt

man l = II , so wird m = ml = (al)2 al , n = ni = (a m)2 al,

p = pl = (a n)2 al , und mithin auch

p = (na)2 a? (ma)2 (aa)2 a? = (aa')2 (la")2 (a" a) 2 a 2

= i (a a')2 (la")'
{
(a a)2 a? + (a" a)2 a 2

} ,

oder, da ans der identischen Gleichung

ax (a a") + ax (a" a) -f- a"s (a a) = 0
,

al(aa')2 + a? (a" a) = 2 ax ax (a a") (a a) + a? (a a')*

folgt,

2p = (aay (la)2 a? + 2ax a'x (aa") (a a) (aa')2 (la")2 .

Bezeichnet man nun die Invarianten von w, deren symbolische Aus-

drücke ^ (an )* und £ (aa')*(a'a")2 (a"a)2 sind, resp. mit i und j, so

wird das erste (.i lied dieser Summe = 2im\ das zweite reducirt sich

in Folge der leicht herzuleitenden Identität

ax ax (aa
)
(a"l)2

-\- («'«") ("02
-f (a"a)(a'l)2

= (« #") («"«) • /J

auf $ (acQ* ia
'

a")2 («"«)2
• una* a^80 = Mithin ist

i;
= im + 2;7. (2)

Diese Gleichung lehrt, dass jede der Covarianten (1) sich durch

die 2 vorhergehenden , die von ihr durch eine zwischenliegende getrennt

sind, linear ausdrücken lässt.

Unter den Invarianten der Formen l, m, n, p finden gleichfalls

lineare Relationen statt. Versteht man überhaupt unter A qr oder A rq

die Invariante ^ (qr)2 der quadratischen Formen q = ql und r = rl

und bildet das Invariantensystem:

Au Ai,a Aln Aip
A„a AmfH Amn Amp

Am Anm Ann A np

Api Apm ApH App

so ist zunächst

Aml = I (ni)2 = i (ma)2 (al)
2 = * (mm')2 = Amm ,

und ebenso ^4pn, = Ann , und

^ = 4 OO2 — i (««)
2
(«0

a = 4 (»»»)* = 4*. :

ferner findet man, wenn man in Gleichung (2) .r, = // ,
j-,=— 1{ setzt:

(j>l')
2 = i(m/') 2 + 2j(tf')'

oder

A,i = xi»» = t Alm -f- 2j ^4« .

Setzt man hingegen in (2) x
x
= m2

'
, = — ///,', so ergiebt sich

(pni)2 _ i (mm')2 + 2j (Im')2

oder

-4/"" Ä Ann = * -f- 2j A lllt .
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180 Ueber simultane binäre Formen.

Indem man in Gleichung (2) noch der Reihe nach die Variabein durch

die Symbole n.
2
und — w, , p2

und — ersetzt, überzeugt man sich,

dass auch A np und App sich durch An, A hl , und Awm linear ausdrücken

lassen. Setzt man also voraus, dass l die gegebene quadratische Form
a sei, so ergiebt sich, dass das Covariantensystem (1) nur 3 von ein-

ander unabhängige Invarianten Aaa , A ap , A pp = A ay liefern kann,

indem alle übrigen Invarianten des Systems (3) lineare Functionen

dieser 3 sind. So z. B. giebt die Gleichung (2), welche unter der

Voraussetzung l = a folgende Gestalt annimmt:

0 = iß + 2ja,

wenn man an die Stelle von .r, und .r
2

das eine Mal «, und = a,

,

das andere Mal ß2
und — ß x

setzt, für Ap
r
und Ayy folgende Werthe

Ai„ = Afiy = \A ap -|- 2jA aa ,
Api ~A Yy= iApp -f 2jA aji . . (4)

Die simultane Invariante der drei Formen a
, ß , y (§. 3).

"it "l2 **22

Yn Yn Y22

welche offenbar windschief ist, indem man für dieselbe (§. 1) X — 0

findet, hängt nach §. 3 mit den obigen Invarianten durch folgende

Relation zusammen :

K* =
A aa A ap A ay

Apa App Ap
r

A ya A yp A yy

Man kann in den Gleichungen (1) die Form u durch deren Cova-

riante /* = (aa')2 al a'x = bl = b'J ersetzen, und ein ähnliches System

von Covarianten bilden, wie das obige. Die so entstehenden Cova-

rianten (ba)* bl
,
(bß)* bl . . . bieten aber nichts Neues, sondern lassen

sich alle durch a
, ß , y linear ausdrücken. Ich werde die Ausdrücke

der beiden ersten entwickeln, da dieselben, als in die Theorie des hier

behandelten Formensystems gehörend, in der mehrmals erwähnten

Abhandlung der Herren Clebsch und Gordan blos citirt werden.

Aus der Gleichung

bl = (aa)* al a*
ergiebt sich zunächst

2bl (ba) = (aa')* { at a? (aa) + a'x ai (a ce)}

Gbl (baf = (aa'Y {Aax a'x (aa) (aa) + (aa)* + al (a'a)*} .

Quadrirt man aber die identische Gleichung

ax (a'a) -f- a'x (aa) = ax (a'a)
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lind entnimmt aus der Gleichung

ai (n'a) 7
-f- n'xHna) 7 — 2nx nx (na) (na) = al (nn f

den Werth des doppelten Products, so findet man

G hl Iba) 7 = {3 a'J (na) 7 + 3 u\ (na) 7

)
(an)7 - (an)* al

,

oder, wenn man von den Symbolen zu den wirklichen Werthen über-

geht, und dabei beachtet, dass ax (na) 7 (aa)7 = (aß) 7 n'x = y ist,

hl (ha) 7 = l y -ia.

.Schreibt man in der vorhergehenden Gleichung ß anstatt a, so

hat man

6 hl (hß)7 ={Sn? (nß)7 + 3«| (nß)7
}
(nn) 7 - (nn'y.ßl,

oder da (nß)7 (nn
)
7 a'* = (ya')* a? = ö,

hl (hß)7 = d-l iß.

Setzt man für ö den Werth i ß -\- 2ja ein, so nimmt diese Gleichung

folgende Gestalt an:

bl(bß)7 = iiß + 2ja.

§• 6.

Die 3 Invarianten Aaa , , bilden zusammen mit den In-

varianten i und j der Form u ein System von ö Invarianten, durch

welche alle übrigen Invarianten des Systems sich algebraisch aus-

drücken lassen. Um einen möglichst einfachen Ausdruck einer belie-

bigen Invariante durch die 5 eben erwähnten zu erhalten, wende ich

wieder eine Substitution vom Modul 1 an, welche die gegebene qua-

dratische Form a in 2ji X, X, verwandelt. Geht alsdann gleichzeitig

n in «0 XV + 4 «. A7 x2 + 6"*V -V + 4<f
3
X, X., 3 + a, X, 4

fiber, so hat man folgende Transformationsrelationen :

- fi
7 = A

, 2n,n7 = B
, 4^ («, n, - a.

7
) = C

o
<t
a

l
— 4a

]
a.

J+ t

òn. 7= i
,
o0 a

2
a

t

— a 7n
x
— fl3

î
«o+ 2ai«j«a-. fl

2
3,=s

i>

wo der Kürze halber A , B , C resp. für Aaa ,
A

afl ,
A^ gesetzt ist.

Aus diesen Gleichungen ergiebt sich zunächst

B lì* — AC . B* — iAC

Kerner ist

und mithin
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188 Ueber simultane binare Formen.

wo M=* - A(2jA + iBf+2j{3ABC—Br
) + i(B2C + AC*)-^.

Setzt man noch A2
(2JA + iB) + ± (B* - 3ABC) = L, so ist folg-

lieh

Ist nun q> (aM , «, 2 ,
a22 , a , b , c , d ,

c) eine beliebige Invariante,

der Formen e und w, so erhält man jedenfalls, wenn man sie aus

den Coefficienten der transformirten Formen bildet, einen Ausdruck

von der Form

wo m den Grad von 9? in Bezug auf die Coefficienten von a, und t>

eine ganze homogene Function bezeichnet. Es sei nun n der Grad

von (p in Bezug auf die Coefficienten von «, dann ist das Gewicht

der Invariante <p gleich m -f- 2n, und da ^ einen Coefficienten vom In-

dex 1 vertritt, so muss folglich die Summe der Indices in jedem Gliede

von if gleich 2n sein. Jedes Glied von V kann nun bis auf einen

numerischen Factor durch die Formel

«o
Ä

«1* a i° a/ a "
>

wo ff -f- P + tf-f- p' -f- ff' = n sein muss, dargestellt werden , und

zwar muss, damit die Summe der Indices = 2n sein könne, wenn

7t > n ist, p < p' Bein, und umgekehrt. Es sei zunächst 7t= ti + Ò :

dann folgt aus der Relation

ç -j_ 2a + 3p' + \n' = 2« = 2 (ar + p + <s + p' + *'):

p
' — p = 2 (ff — it') = 2d.

Hiernach nimmt die obige Formel die Gestalt

(a0 a4
)"' (a

t
aj9 a2

° (a
0 al)

â

an. Ist hingegen 7t' > ff, etwa ff'= ff-{-f , so findet man p— p'=2f,

und das allgemeine Glied von i> lässt sich auf die Form

(a0 aA)» (a-ia^y a
2
a (a^a 2)»

bringen. Man sieht also, dass alle Glieder von # sich aus den 5

Grossen

deren Werthe wir oben gefunden, rational zusammensetzen lassen.

Es ist demnach

9 = (-^)^~
n

|p+ Q Y^AUl] , ... (5)

wo V und # ganze Functionen von A , B , C , i und j sind.

Die weitere Discussion dieses Ausdrucks hängt davon ab, ob m
gerade oder ungerade ist.

1. Ist m = 2p, so ist das Gewicht m + 2n gleichfalls gerade,
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folglich (p eine directe Invariante, und darf sich nicht ändern, wenn

man gleichzeitig a
l
mit «

3 ,
an mit «

4
vertauscht. Diese Vertauschung

hat auf ti.
2 y

a
it
a

l
und gar keinen Eintiuss, während und

fi|Vi
4

in einander übergehen. Mithin ersieht man aus den obigen

Werthen dieser fünf Grössen, dass diese Vertauschung auf eine Acn-

derung des Zeichens von j/— A AM hinausläuft. Es inuss also

p + Q y . \ a*M = P-Q)/- A\M,
d. h. (J = 0 sein. Der allgemeinste Ausdruck einer directen Inva-

riante ist also

Apn . P,

wo P eine ganze Function von A , li , f , * und / ist, welche, falls

» > j>, wie man sich leicht überzeugt, durch A n ' 1' theilbar sein muss.

Ehe ich zu dem Falle eines ungeraden m übergehe, bemerke ich

zuvor, dass

0 a
{

aQa,— a^i.

0 a s (i
x
ü

x

— f/.y/
3

ist, was auch mit dem obigen Werthe von K~ zusammenstimmt.

2. Ist m — 2p -f- 1 , so ist m -f- 2n gleichfalls ungerade, und

die Invariante <p eine windschiefe. Es muss folglich in diesem Falle,

wie man leicht einsieht, der Ausdruck (5) mil / — A*M zugleich sein

Zeichen ändern, mithin P = 0 sein. Der allgemeinste Ausdruck einer

windschiefen Invariante ist also

A" "+* . QVM,
wo Q eine ganze Function von A , il , C , > und j. Da M nicht mit

A zugleich verschwindet, muss A1' ~ n + *
(J jedenfalls eine ganze Func-

tion der Fundamentalinvarianten sein.

Die erhaltenen Resultate lassen sich folgendermaßen zusammen-
fassen :

Jede directe Invariante zweier simultaner binärer Formen 2 ic" und

4>r> Grades ist eine ganze rationale Function von A, lì,(\ i und j , und

jede windschiefe Invariante dieser Formen — das Product einer direc-

ten Invariante in die windschiefe Invariante Ä'.

§. 7.

Die typische Darstellung der Form u mittels »1er .*> Covarianten

a,/î,y ergiebt sich unmittelbar aus dem von den Herren Clebsch
and Gordan aufgestellten Princip. »Setzt man allgemein

4.3 <**
= U '*'

M»t)i<>«natUcl>c AnnalPn I. 13
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80 ist

«II «22 - 2 "l2 «12 + «22 «II = ß

«11 ß-22 — 2«
l2 ft, + "22 ft. = y

i#„ y„ - 2m„ y, 2 + y„ = d

«Ii *i
2 + 2«

l
,.r

I
jr.

i -f- "•>? •/
2
2 =

Aus diesen 4 Gleichungen kann mau, wenn 7v' nicht verschwindet,

die 3 Grössen
,
u

VÌ ,
eliminiren, und erliSilt dadurch folgende

Gleichung:

«22

ft»2

?22

y

'tt
12 1

1

2 ft> 011

2.

oder

4 A'ii

"22

022

Yn

12
- 2«

- 2ft*
-- »y,2

2

1

1

ft,

Yn

ß

Y
d

u

ß

Y
d

= 0,

Multiplicirt man diese Gleichung mit

1

«II «,2 «22 0

ft, ft 2 022 0

Yu Yn Yn 0 •

0 0 0 1

ergieM sich

A aa A u{i -4 0)r

Afia

A ya A
Yii

d

1 a ß y o

Aaa

Aft Ï)A ora H- ' "4

A
ftft

2/Vl aa -f iA a{i

ß

2jA «p+iAfifi

Y

ß

Y
2j«-

0
ß

während zwischen «
, ß und y folgende Relation stattfindet :

Baa «2 + Ufifiß* + B rr f + Vlitoßy + 2J* yB + 27/ a, «0 = 0,

. . die ersten Minoren der Determinante darstellen,wo Btta y
B

fi?

welche gleich A' ?
ist (vgl. §. 3.).

Die soeben aufgestellte typische Darstellung wird illusorisch, wenn
K — 0 ist. Ks muss alsdann eine der 3 Covarianten «

, fi , y durch

eine neue ersetzt werden. 1st ß nicht a proportional , so kann man y
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durch die Covariante 9 = (aß)axßx ersetzen, welche mit « und ß
folgendennassen zusammenhängt :

= — (^aaß' — 2A aßßa + Appa*) (s. §. 2.).

Es sei ztmächst <p eine beliebige binäre Form vom Grade w, und

<pu , ç>,,, ç>22 deren durch n (n— 1) dividirte 2 {0 Ableitungen. Setzt man

9,, «.,., — 2q>n a
Vi -f <p.n = <pa

<p tl ß^ — 2(p i2 ßn + (p-n ßu = q>
fi

^11 #22 — 2 9>12 ^12 + ^22 ^11 = <P»>

und fugt zu diesen 3 Gleichungen noch die vierte

<jpn x* + 2qp J2
ay

2 + 9>22 V = 9>

hinzu, so kann man aus diesen 4 Gleichungen die 3 zweiten Ablei-

tungen <pu , (f VJ , <p.n eliminiren, vorausgesetzt, dass die Determinante

a
1

1

12
((
22

01t 012 02»

M #12 #22

(99' y = 2A99 (vergi. §.3.)

nicht verschwindet. Das Elimi nationsresultat ist

- 2a
12 «22 <Pa

oder

011 —2012 022 9/«

#11 — 2fr|2 ^22 9*
;**,* 2j,j'

2
r
2
?

<p

<lt
- 2a

12 «22 V«

011 — 2 012 022 9V
y.l - 2 y.i ?22

££ ^ 2
2
^

9,9

0

Multiplicirt man diese letzte Gleichung mit A 99 und beachtet zu-

gleich, dass

A u9 = Ap* = 0 , = £ (##')2 = Aau App — A a{f
- =

ist (s. den Schluss von §. 2.), so findet man

'yy

2Am .<p = —
Aua A uß

Affa A
0

a

0 ç?„

0 0

oder

2 (jp = 9<p 9 — « (vl^a — yl^ (jpa) + ß (Aaa (pjt

Diese Formel giebt ffir q> = n:

A a;i <pa).

2A 99 n = tot» - a (Ap„y — ^0) -f 0 (A uu y — A a{i ß),
13*
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192 Ufi »er simultane liinäre Formen,

und für <jp = it»:

2A 99 ll 9 = #»,9.9 « (<-llu "»fi sltf-H-la) + ß (A aa H,tp A aßtl9a)

In Folge der Kelation, welche # mit « und ß verbindet, ist nun

oder du

ferner ist

,,„a = („«)'-' = (,/«)* («'V/)

= («V) ? («Vi) («"«) («V) =0 ,

weil dieser Ausdruck dus Zeichen ändert , wenn man n mit a und «
mit «' vertauscht; und

u 9(i ^ (0w)' = (<W = A' (§. 3.)-

Mithin ist

A 9».-u» — Ji<iy& — K (A
ufl

(t — A aa ß)

und folglich

2,1', « - 7^y
#2 - K& (^« - .U/5)

-f A !f 9 [y (A ua ß — A i(i u) — ß (Afiafl— vl^a) } .

Setzt mau für y seinen Werth aus der Gleichung

A'fr = 7/
r„« + -f Bn y

(§. (ileichung 4) ein, so findet man, du lin = ,

2A\
9 n = + (-W - A a? a\ {2A>-7/ )rt«-77^J

Diese (ileichung enthalt die typische Darstellung der Forin ?/ mit-

tels der quadratischen ('(»Varianten cc, ß und &, welche durch die

(ileichung

= - (A aa ß* - >2A a(tßa + Affà
1

)

mit einander verbunden sind.

Ich habe bisher nicht vorausgesetzt, dass K — 0 sei. Dieser

Fall hat hier ein besonderes Interesse. Es wird nämlich, wenn A'

verschwindet, u eine rationale Function von « und ß allein, indem
die erste Potenz von # sich heraushebt. Setzt man für fr* seinen

Werth, so findet man

2A%
9
n = + 2<t«ß + Hß\

= iaaf (auf (/Ja)' = 2--l.
rJf ,

= - (/l - 1 — ^ 1 «a - 1 ^) ) =27»*^y ;
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¥=AßaByu— A
ßß
B
yß
Ä Alß A ßy + Aaa Aßß

A
ßy
~ '2A «ßAßß

Q=\{M ttß
Byß—AaaBya+Aßß

Byy)^A aaA lß- 2AaaA aßAßy+A lßA ßß

11= -2Aaa]iY
ß—AßaByY

=A 3

aß -f 2 AaaAßy
-ZA aaAaß

A
ßß

.

*

Jn diesem Falle lässt sich die Gleichung u = 0 durch blosse Qua-

dratwurzeln auflösen.

Ist A$9 nicht = 0, so kann man a und ß gleichzeitig in 2 von

einander verschiedene Summen je zweier Quadrate transformiren. Dann

enthält auch der Ausdruck TV -f- 2 Qaß -\- J(ß 2
, welcher gleich

2A*
9

tt wird, wenn K= 0, nur gerade Potenzen der neuen Variabeln.

Es lassen sich also, wenn K = 0, und A99 == B YY
von Null verschie-

den ist, aus a und u gleichzeitig alle ungeraden Potenzen der Varia-

bein mittels einer liueareu Transformation wegschaffen. Umgekehrt

ist K nothwendig gleich Null, wenn in a und u alle ungeraden

Potenzen der Variabein fehlen. Denn K ist eine windschiefe In-

variante, jedes Glied von K enthält also mindestens einen Coeffi-

cient mit ungeradem Index, und folglich ist K = 0, wenn in a und

u alle Coefficienten ungerader Potenzen von y gleich Null sind. Es

i>t mithin K = 0 die nothwendige und hinreichende Bedingung für

die Möglichkeit einer solchen Transformation, dass in beiden Formen,

a und ?/, nur gerade Potenzen der neuen Variabein auftreten. Geome-

trisch aufgefasst, ist also K=0 die Bedingung der Involution der 6

Punkte a u = 0.

Die Untersuchung derjenigen Fülle, in welchen beide gegebenen

typischen Darstellungen illusorisch werden, lässt sich nach dem Vor-

bilde analoger Untersuchungen der Herren Clebsch und Gordan
leicht ausführen. Ohne hierauf einzugehen, schliesse ich mit folgen-

der Bemerkung. Die vorhergehenden Berechnungen setzen uns in den

Stand, für die behandelten Formensysteme die Ausdrücke der Resul-

tanten mittels der Fundamentalinvarianten unmittelbar niederzuschrei-

ben. Die beiden Formen

w = 2pX
l
X

2
und r = a0Xn

l + na
{
Xn~ lX

2
+ + a n X]

kôuneu nämlich nur dann einen gemeinsamen Factor haben, wenn
einer der beiden Coefficienten an und a„ verschwindet, und umgekehrt,

jedesmal, wenn dies der Fall ist, haben sie einen gemeinsamen Fac-

tor. Hat man also das gegebene System 2 er Formen, deren eine qua

dratisch ist, so transformirt, dass diese letztere nur das Product der

Variabein enthält, so lässt sich aus dem Werthe von a
{)
a n als Func-

tion der Fundamentalinvarianten der Ausdruck der Resultante leicht

entnehmen. So ergiebt sich unmittelbar
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194 Uebcr simultane binäre Formen.

aus §. 2. , dass die Resultante zweier quadratischen binären For-

men gleich AC— B 2
t

aus §. 4., dass die Resultante einer quadratischen und einer cubi-

schen binären Form gleich 4 Ali—
aus §. (5., dass die Resultante einer quadratischen und einer biqua-

dratischen binären Form gleich 4 A {Ai — C) -j- B 2

ist.

St. Petersburg, 18G8 '

-
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Geometrische Untersuchung über die Bewegung eines

starren Körpers.

Von Caul Neumann in Leipzig.

Der Satz, dass ein starrer Körper aus einer beliebig gegebenen

ersten Position in eine beliebig gegebene zweite Position übergeführt

werden kann vermittelst einer Schraubeubewegung, wird offenbar (wenn

raaji sieh den Körper in starrer Verbindung denkt mit irgend einer

Dreieckfläche) auch so ausgesprochen werden können: Ist die relative

Lage von zwei congruenteu Dreiecken in beliebiger Weise im Räume
gegeben, so existirt jederzeit eine Schraubenbewegung, durch welche

das eine Dreieck zur Deckung gebracht werden kann mit dem andern.

Dieser Satz soll hier in rein geometrischer Weise deducirt, und zu-

gleich gezeigt werden, wie die Achse jener Bewegung durch Con-

struction gefunden werden kann , sobald die Dreiecke gegeben sind.

§• 1-

Vorläufige Untersuchung.

Es seien , «.,. a
3
und />, ,

b iy b
x

die Ecken zweier im Räume
gegebener Dreiecke A und Ii, welche unter einander congruent sind,

und deren Flächeninhalt von Null verschieden ist. Gleichzeitig mögen
gezogen sein die drei Linien a

x
h

x
.
a.,^, a.J> A , durch welche die Ecken

des einen Dreiecks verbunden sind mit den analogeu Ecken des

andern.

Als Instrument für die vorzunehmenden Operationen construiren

wir gleich zu Anfang mit Hülfe der vorliegenden Daten eine gewisse

Figur, die sich befinden kann au irgend welcher andern Stelle des

Raumes. Diese Figur besteht aus drei Linien aßn aß2f aß
:i}

die von

einem willkürlich gewählten Punkt a ausgehen , und parallel - con-

gruent*) sind zu a
ì
b

ì ,
a.jb

2 ,
aAb3 ] sie besteht sodann aus einer Ebene

•) Zwei congruente Figuren sollen parallel - congruent genannt werden,

wenn die Linien der einen parallel liegen mit den analogen Linien der andern.

So werden z. B. zwei gerade Linien parallel -congruent genannt, wenn sie gleiche

Länge und Kichtung besitzen.
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11M3 Higgling einca starren Körpers.

Sì, welclie durch die Punkte ß l , ß2 , ß3
hindurchgeht; sie besteht fer-

ner aus einem von a auf Sì herabgelassenen Perpendikel ao"; und sie

besteht endlich aus drei Linien öß if oß2f ö/33 , welche in der Ebene Sì

von dem Fusspunkt des genannten Perpendikels hinlaufen nach den

Punkten ß i , ß2 , ßv A

Wir construiren nun über den drei Linien a„b x (d. i. über den

Linien a
l
b

l ,
a
2
b
2 , a.J>.A ) als Hypotenusen drei rechtwinklige Dreiecke

o x sx bx ,
parallel- congruent zu den Dreiecken a<sßx , und erhalten in

solcher Weise drei neue Punkte s.,, sv Das von diesen gebildete

Dreieck mag S heissen.

In den coustruirten rechtwinkligen Dreiecken sind die Katheten

ax sx senkrecht zur Ebene Sì, nämlich parallel - congruent mit dem

Perpendikel aa. Demnach wird das Dreieck A durch eine gewisse

ParallelVerschiebung, deren Richtung senkrecht gegen Sì ist, zur

Coincidenz gebracht werden können mit dem Dreieck »S; woraus augen-

blicklich folgt, dass S congruent ist mit A, also auch rait B.

Um nun ferner diejenige Bewegung zu ermitteln, durchweichet

zur Covicidenz mit B gelangen könnte, bemerken wir zunächst, dass

die drei Katheten sx bx parallel sind zur Ebene Sì, und dass demnach

drei zu Sì parallele Ebenen Sì
y , Sì.,

,
Sì

?>
existiren, von welchen die

erste die Punkte s
l ,

b
{ , die zweite die Punkte s

2 ,
b
2 , die dritte die

Punkte s%
,
bA

in sich enthält. Die Ecken des Dreiecks >S befinden

sich also in drei Parallelebenen Sì
ì ,

Sì
2 ,

Sì
3 , und in denselben

drei Ebenen befinden sich gleichzeitig auch die Ecken des (mit S

congruenten ) Dreiecks B. Daraus folgt augenblicklich, dass durch

senkrechte Projection von S und Ii auf eine der Ebenen Si
{ ,

Si
2 ,

oder auch auf Sì selber zwei Dreiecke entstehen werden, die gleich

lange Seiten haben, mithin congruent sind.

Denken wir uns die drei gegen Sì senkrechten Linien
,
a

2s2 ,
a

:i
s^

so weit verlängert, bis sie die Ebene Sì schneiden, und bezeichnen

wir die so entstandenen Schnittpunkte mit a
x

'
, «./ ,

r/ 3
'

, und das von

denselben gebildete Dreieck mit Ä, so repräsentirt A' die senkrechte

Projection von A auf Sì, gleichzeitig aber auch die senkrechte Pro-

jection von S auf Sì. Denken wir uns andererseits durch die Ecken

6,,?>.2,?> J des Dreiecks B ebenfalls drei die Ebene Sì senkrecht schneidende

Linien gelegt, und das von den Schnittpunkten b
x
', b

2
',b.{ gebildete Dreieck

mit B' bezeichnet, so ist B' die senkrechte Projection von B auf Si.

Die so erhaltenen Dreiecke A' und B' sind also unter einander

congruent. Und ebenso sind natürlich unter einander congruent die-

jenigen senkrecht auf Sì stehenden dreikantigen Prismata {A', S),

(B, B), deren Grundflächen durch A' , B' und deren obere Begren-

zungsflächen durch S , B repräsentirt sind. Diese Prismata (A'
}

S),

(B', B) können daher angesehen werden als zwei verschiedene Posi-
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Bewegung eines starren Körpers. 197

tiouen ein und desselben Prisraas, und können daher durch eine

geeignete Bewegung mit einander zur Deckung gebracht werden , wo-

bei selbstverständlich auch A' mit B', und S mit B zur Coincideuz

kommen wird. Können aber zwei in derselben Ebene befindliche

Dreiecke (wie Ä , B )
angesehen werden als zwei verschiedene Posi-

tionen ein und desselben Dreiecks, so wird (nach bekanntem Satz,

vgl. Jul lien, Problèmes de Mécanique. Paris 1855. Tome I. pag. 164)

das eine mit dem andern zur Deckung gebracht werden können durch
Drehung um eine gewisse zur Ebene senkrechte Achse.
Denkt man sich diese Achse construirt für die Dreiecke A\ B', so

wird das Prisma -{A'
,
S) mit dem Prisma (B' , B) zur Deckung ge-

bracht werden können durch Drehung um ebendieselbe Achse.

Diese Achse — sie mag m heissen — muss offenbar gleich weit ab-

stehen von a
x

' und b
x

. ebenso gleich weit abstehen von a./ und b
2

'

f

und endlich auch gleich weit entfernt sein von und Sie wird

daher liegen in der Mittelebene DÎ, von a
x

b
x

(d. i. in einer Ebene

3R|, durch welche der geometrische Ort derjenigen Punkte repräsen-

tirt wird, welche von a
x
und b

x

gleich weit abstehen); ebenso in

der Mittelebene ÏR
?
von «./ und ebenso in der Mittelebene 90i, vou

ij'fcj'. Bemerkt mag werden, dass diese Ebenen ÜJi,, UJÌ,, 2R3 auch auf-

gefasst werden können als die Mittelebenen von s
x
b

{ , s.Jt^, s.
ò
br

Das Dreieck A gelangte zur Coincidenz mit S durch eine Paral-

lelbeweguug, deren Richtung gegen Sl senkrecht, also* identisch ist

mit der Richtung der Linie m; und das Dreieck S seinerseits kommt,

wie wir gegenwartig sehen, zur Coincidenz mit B durch Anwendung
einer Rotationsbewegung, deren Achse ebenfalls durch die Linie m
repräsentirt ist. Zwei Bewegungen spicher Art bilden aber zusam-

mengenommen eine sogenannte Schraubenbewegung. Wir gelangen

somit zu folgendem

Satz. Ein starrer Körper kann aus einer beUebiy gegebenen Position

in rhu- beliebig gegebene andere Position jederzeit übergeführt werden

irrm ithisi eim'r Seh ra ubenbewi gung.

Sind a
x

,
a

i ,
a^ die Lagen, wefehe drei mit dem Körper fest ver-

bundene Punkt* bei der ersten , ferner b
x ,

b.
2 ,

b.
K

diejenigen Lagen,

Triebe dieselben bei der zweiten Position inne haben, und zirhf nam
•on mum willkürlich gewählten Punkte cc ans drei Linien aß aß., ,

aß.
x

l*tratlei - congruent zu o
x
b

{
,
a.,b

2 , a.Jb-
s

, so wird die Aehse jener Sehrau-

Ifvlsewcgung immer senkrecht stehen gegen die durch die Punkte ß x ,ß2 , ß.\

bestimmte Ebene Sl.

Soll die Schraubenbcivegung genauer determin irt werden, so eon-

bruire man über den drei Linien a K bx als Hypotenusen drei recht-

winklige Dreiecke ax s x bx . bei denen die Katheten ax sx senkrecht, die

Katheten sx bx parallel zur Ebene il sind; construire ferner für die drei
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letztgenannten Linien sx bx die Mittelebenen ÜJlx ; und lege endlieh von
derjenigen Linie m aus, in welcher diese drei Mittelebenen sich schnei-

den, nach jedem der drei PunJctpaare (sx ,
bx) ein Ebenenpaar (@*, 93 x )-

— Alsdann ist m die Achse der Sch raubenbc weg ung; und gleich-

seitig wird alsdann , was die beiden Bestandteile dieser Bewegung an-
belangt, die Grösse der gleitenden Bewegung durch die gemein-

schaftliche Liinge der drei Katheten a„sx , und die Grösse der drehen-
den Bewegung durch den gemeinschaftlichen Werth der drei Winkel

©x 33« repräsentirt sein.

Unter @x 25 x ist der Winkel zu verstehen , den die beiden (durch

m gelegten) Ebenen ©* und s
i*x mit einander bilden.

§• -'

Zweifel über die Richtigkeit des erhaltenen Satzes. — Kriterium
für die directe oder inverse Coiigrueiiz zweier Dreiecke.

Die eben durchgeführte Untersuchung enthalt einen sehr bedenk-

lichen Passus. Durch unsere Constructionen hatten sich zwei Dreiecke

A' und B' ergeben, beide gelegen in ein und derselben Ebene Q] es

war nachgewiesen worden, dass diese Dreiecke gleich lange Sei-

ten besitzen, mithin congruent sind. Hieraus aber folgt noch
keineswegs, dass die Dreiecke durch eine in der Ebene fl blei-

bende Bewegung mit einander zur Deckung gebracht werden können.

Sollte solches aber nicht möglich sein, so würde das aufgeführte

0 ebiiude zusatumenstürzen

.

Um über diese Dinge ins Klare zu kommen, müssen wir irgend

welche Kriterien zu ermitteln suchen, mit Hülfe deren sich erkennen

His8t, ob zwei in derselben Ebene befindliche congruente Dreiecke

durch eine in dieser Ebene bleibende Bewegung mit einander zur

Deckung gebracht werden können, oder nicht. Mit andern Worten:
Wir müssen Kriterien entdecken, durch welche sich entscheiden liisst,

ob die zwischen zwei gegebenen Dreiecken bereits erkannte Cougrueriz

eine directe oder eine inverse ist*).

*) Zwei in derselben Ebene befindliche Figuren mögen direct - congruent
heissen, falls sie mit einander zur Deckung gebracht werden können durch eine

in jener Ebene bleibende Bewegung. Dagegen sollen sie invers-con-
gruent genannt werden, sobald hie durch eine solche Bewegung symmetrisch zu

einander gestellt werden können in Bezug auf irgend eine in der Ebene liegende

Linie, so dass noch eine gewisse aus der Ebene heraustretende Bewegung
.nämlich eine Drehung von 180" um jene Symmetrielinie) hinzukommen musate,

falls die Figuren zur Deckung gelangen sollen.

Ferner mag sogleich In-merkt werden, dass wir eine gegebene Figur cuhis'-h

oder quadratisch oder linear oder punktuell nennen werden, jenaehdeiu

Digitized by Google



Bewegimg eines starren Körpers. 199

Lineare oder gar punktuelle Dreiecke in diese Untersuchung mit

hineinzuziehen , würde offenbar keinen Sinn haben, weil bei derar-

tigen Dreiecken der Unterschied zwischen directer und inverser Con-

gruenz völlig verschwindet. DeingeraiLss werden wir uns beschränken

können auf die Untersuchung quadratischer Dreiecke, d. i. auf die

Untersuchung von Dreiecken, deren Flächeninhalt von Null verschie-

den ist.

Es mögen also in ein und derselben Ebene zwei quadratische

Dreiecke gegeben sein, ./, x2
x* ü( ^er ^> um' Vi ìh ìf* 0(^er ^ î

um* 68

sei bekannt, dass diese Dreiecke einander congruent sind. — Gleich-

zeitig mögen von einem willkürlich gewählten Punkte § aus drei

Linien gezogen sein |n,
, §17., , ,

parallel- congruent zu den Linien

. x ,y.t , x£iy — Wir werden zeigen , dass «lus so erhaltene Dreieck

r
lx

i]
7 7} x

oder H massgebend ist für den Charakter «1er zwischen X, Y
vorhandenen Congruenz, dass nämlich die Frage, ob jene Congruenz

eine directe oder inverse ist, augenblicklich beantwortet werden kann,

sobald nur bekannt ist, ob das Dreieck H ein quadratisches, ein linea-

res oder ein punktuelles ist.

Wird das Dreieck Yin der gegebenen Ebene sich selber paral-

lel verschoben in irgend welcher Richtung und um irgend welche

Strecke, so werden sich die Punkte , rj
u ,

rj.
x

in derselben Rich-

tung und urn dieselbe Strecke versi hieben , so dass die Fijnir des

Dreiecks H völlig ungeändert bleibt. Andererseits ist zu bemerken,

«las* bei einer solchen Verschiebung auch der Charakter der zwischen
Ä* und Y vorhandenen Congruenz ungeändert bleibt. Denn war diese

Congruenz vor der Verschiebung eine directe, so wird sie nach der

Verschiebung ebenfalls eine directe sein; und war sie vor der Ver-

schiebung eine inverse, so wird sie nachher ebenfalls eine inverse

sein.

Die Figur des Dreiecks H und der Charakter der zwi-

schen X, Y vorhandenen Congruenz sind aber diejenigen Ob-

«ler Kaum, in welchem sie Platz findet, :$ oder '2 oder 1 oder o Dimensionen

besitzt. So werden wir z. ß. ein Dreieck quadratisch nennen, wenn sein Flä-

cheninhalt von Null verschieden, Ist hingegen der Flächenraum des Dreiecks

gleich Null, liegen also Heine drei Seiten in derselben geraden Linie, utt>l ist

aleiebzeitig unter diesen drei Seiten wenigstens eine von Null verschieden, so

wird das Dreieck ein linearis zu nennen sein. Sind endlich die Seiten des

Dreieck* sämmtlieh gleich Null, so wird dasselbe zu bezeichnen Bein als ein

punktuelles Dreieck

Sind in ein und derselben Ebene zwei einander congruente Figuren gegeben,

und ist jede dieser Figuren linear, so verschwindet der Unterschied zwischen

«lirecter und inverser Congruenz. Sind z. Ii. in der Rhene zwei lineare Dreiecke

gegeben, so werden dieselben, falls sie überhaupt congruent sind, jederzeit so-

wohl direct- congruent als auch invero • congruent sein.
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jecte, mit denen wir es hier zu thun haben, diejenigen Objecte, zwi-

schen denen ein bestimmter Nexus entdeckt werden soll. Da nun diese

Objecte durch die vorhin genannte Parallelverschiebung keinerlei Aen-

derung erleiden, so ist es einerlei, ob wir das Dreieck Y in seiner

ursprünglich gegebenen Lage verharren lassen, oder ob wir uns das-

selbe durch irgend welche Parallelverschiebung in eine andere, für die

Untersuchung bequemere Lage, etwa in eine Lage versetzt denken,

bei welcher eine Ecke des Dreiecks zusammenlallt mit der analogen

Ecke des Dreiecks X. Gelingt es uns nämlich nach einer solchen

Verschiebung zwischen jenen beiden Objecten irgend welchen bestimm-

ten Nexus zu entdecken, so wird derselbe, weil die Objecte während
der Verschiebung keinerlei Aenderung erleiden, auch schon bestanden

haben vor der Verschiebung. Mit anderen Worten: Gelingt es

zwischen den in Rede stehenden Objecten unter der Vor-

aussetzung, dass eine Ecke von X mit der analogen von }'

coincidirt, einen bestimmten Nexus aufzufinden, so wird

dieser Nexus auch dann vorhanden sein, wenn jene Vor-

aussetzung nicht erfüllt ist.

Fällt x
x
mit v, zusammen, so fällt auch | zusammen mit rj

{
\ und

demgemäss verwandeln sich die Linien
, jjfo , £rç3 in J?ji7|, t]\fi21 Wfa

d. i. in einen Punkt und zwei Seiten des Dreiecks H. Die Ver-

bindungslinien #|f/,
,

x.
2y2 , jr

:ty ;,
sind demnach ihrer Länge und Rich-

tung nach repräsentirt durch i?,»?,
, ,

Tj
t

t]
:i

. Mit anderen Worten:

Die erste von jenen Verbindungslinien ist repräsentirt durch einen

Punkt, und die beiden andern sind repräsentirt durch zwei Seiten

des Dreiecks H. Was diese beiden letztem Verbindungslinien ./%»/,.

und ./
3 y3

anbelangt, so sind folgende drei Fälle möglich und zugleich

die einzigen , welche überhaupt vorkommen können :

A. Die Linien x
2 y2 ,

.r.
{ i

t/
3
sind beide = 0, mithin H punktuell

(weil die mit x2 y2 ,
.r3 y3

parallel - congruenten Linien rj
i

r/,.

rj
l

alsdann ebenfalls = 0 sind). In diesem Falle findet

eine vollständige Coincidenz, folglich eine directe Con-

gruenz statt zwischen X und Y.

Ii. Von den Linien x
2 y2 ,

xA y.A ist nur eine = 0, mithin H

linear. Alsdann ist die Congruenz zwischen X . Y offen-

bar eine inverse.

C. Von den Linien x
2 y2 ,

a
3
t/3

ist keine=0, mithin H linear

oder quadratisch, jenachdem x
2 y2 ,

x\y.
0
parallel zu ein-

ander sind oder nicht. Dieser dritte Fall kann offenbar in

erschöpfender Weise in folgende zwei Unterabtheilungeii

zerlegt werden:

Ca. Die Congruenz zwischen X , Y ist eine directe- Als-

dann kann das Dreieck X durch eine gewisse Drehung
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um die gemeinschaftliche Ecke ü-, f/,), welche m ge-

nannt werden mag, zur Deckung gebracht werden mit

Y. Demnach sind my., und x
:i
mn/

3
zwei einander

ähnliche gleichschenklige Dreiecke, deren Spitzen in

m liegen. Folglich ist der gemeinschaftliche Werth

der Winkel /,jh/
3 ,

y,my
s
gleich gross mit demjenigen

Winkel, welchen die Hohen jeuer Dreiecke, d. i. die

Mittellinien von x,y., . x$.A mit einander machen, also

auch gleich gross mit demjenigen Winkel, den die

Linien x., y2 ,
x
3 y.x

selber mit einander einschliesseu.

Daraus ergiebt sich, dass diese Linien x.,y.
; , x^f

:i
nicht

parallel sind. Denn die genannten Winkel /jW/.,,

y.,my
:i

sind Winkel der gegebenen Dreiecke X, )'

,

und können daher ( weil vorausgesetzt wurde, dass

diese Dreiecke quadratisch sind) weder 0° noch 180°

betragen.

Cß. Die Congruenz zwischen X, Y ist eine inverse. Als-

dann existirt für diese Dreiecke eine durch im, d. i.

durch die gemeinschaftliche Kcke ( r, «,) hindurchge-

hende Symmetrielinie, gegen welche die Verbindungs-

linien r.,;/.;
,

j:
s

;i/
3
senkrecht stehen müssen. Demnach

sind die Linien x.,y., . .r,w
3 parallel.

Sind also, um Alles zusammenzufassen, die gegebenen Dreiecke

X . Y dir»« et- congruent, so müssen die Linien x.,y., , .r.,i/
3
den in A.

»der den in Ca. angegebenen Charakter besitzen; folglich wird H

punktuell oder quadratisch sein. Und sind andererseits die Dreiecke

X' . Y in vers- congruent, so werden die Linien x^y.,
,
x

:i yò
jederzeit

den in //. oder den in Cß. angegebenen Charakter besitzen; folglich

wird H linear sein. Wir können somit auch umgekehrt sagen: Die

zwischen X' , Y vorhandene Con gruenz ist eine directe, so-

bald H punktuell oder quadratisch, hingegen eine inverse,

wenn H linear ist. Da nun dieses Resultat, obwohl gefunden unter

der Voraussetzung, dass zwei analoge Ecken der Dreiecke X', }' zusam-

menfallen, dennoch (zufolge unserer früheren Betrachtungen) auch für

».ilche Fälle gültig sein muss , wo jene Voraussetzung nicht erfüllt

ist, so gelangen wir zu folgendem

Satz. Sind in einer und derselben Eben«: irgend zivei congruente

quadratische Dreiecke gegeben j
,

x., ,r
3 und y x y2 y s

, und denkt man
stelt von einem beliebigen Punkte § aus drei Linien gezogen £>?| , £i?

2 ,
\r\

s
,

l*trallcl - congruent zu x
iy i

, x.,y.,, x?yv so wird die .-»t ischen den Dreiecken

x, x , x3 und g i y.t f/3 vorhandene Congruenz eine directe sein , sobald das

Dreieck i\
x
w2 n3

punktuell oder quadratisch, hingegen cine inverse sein,

sobald jenes Dreieck linear ist.

Digitized by Google



202 Bewegung eines starren Körpers.

Sind dir gegebenen congruente»- Dreiecke nicht quadratisch , sondern

linear oder punktuell, so ist ihre Congrtienz gleichzeitig' sowohl eine

directe, als auch eine inverse.

§. 3.

Revision der in $. 1 durchgeführten Untersuchung.

Unter Si war diejenige Ebene verstanden worden, welche durch

die drei Punkte 0, , ß., , ß3 hindurchgeht. Demnach ist diese Ebene

nur dann eine völlig bestimmte, wenn das Dreieck ß x ß.2 ß3 ein

quadratisches ist, einer gewissen Willkür aber überlassen, wenn die-

ses Dreieck linear oder punktuell sein sollte.

In dieser Ebene Sl hatten sich durch unsere Constructiouen zwei

Dreiecke A' , Ii' ergeben, deren Oongruenz ausser Zweifel steht. Es

soll untersucht werden
?
ob diese Oongruenz eine directe oder inverse ist.

Um diese Frage zu entscheiden, wird der eben gefundene Satz

in Anwendung zu bringen sein. Wir werden daher für die Dreiecke

A' , ÌY die Verbindungslinien der analogen Ecken, d. i. die Linien

u{b
x

'
. a.

2
b.

2 ,
a.{b.{ ziehen, sodann von einem willkürlich gewählten

Punkte aus drei andere Linien ziehen, welche mit jenen Verbindungs-

linien parallel - congruent sind, und endlich das Dreieck zu unter-

suchen haben, welches von den Endpunkten dieser letztern drei Linien

gebildet wird.

Nun sind aber (zufolge unserer Constructiouen) a(b
{

'
, a 2

'b.
2 ,

parallel -congruent mit den Linien .<?,/>,
,

s.,b
2 , sfa , und diese letztern

wiederum parallel - congruent mit oß
x ,

aß.,
,
aß^. Demnach repräsen-

tiren ß x , ß.2J ß.A dasjenige Dreieck, von dessen Beschaffenheit die Ant-

wort auf die hier vorliegende Frage abhängig ist. Mit andern Wor-

ten: Die in Kode stellenden Dreiecke A' , Ii' werden direct -congruent

sein, sobald das Dreieck ß x ß., ß :l
punktuell oder quadratisch

,
hingegen

invera- congruent sein, sobald ß {
ß.2 ß :i

ein lineares Dreieck ist. Die

Gültigkeit unserer in §. 1 durchgeführten Untersuchung
wird daher, falls das Dreieck ß x ß2 ß.

t
ein punktuelles oder

quadratisches ist, keinem weiteren Zweifel unterworfen
sein.

Hingegen scheint jene Untersuchung fehlerhaft für den Fall , das*

das Dreieck ß x ß., ß.0 linear ist. Doch bedarf die Sache noch einer

genaueren Ueberlegung. Versetzen wir uns in die Verhältnisse, wel-

che ein solcher Fall darbietet !

Gegeben sind die Dreiecke A , B. Aus ihnen deducirt ist die

Figur« ß x
ß., ßr Das Dreieck ß x ß> ß A ist ein lineares. Die mit Sl

bezeichnete Ebene ist eine beliebige unter den unendlich vielen,

welche durch die Linie ß x ß.2 ß, hindurchgelegt werden können. Und
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die durch senkrechte Projection von A . Ii auf diese Ebeiie Sl erhal-

tenen Dreiecke A '

, li' sind (wie aus deu zuletzt angestellten Ueber-

legnngen hervorgeht) zu einander invers-congruent. Lassen wir

die Ebene Sl um jene gerade Linie /?, 0? ß :t
(wie um eine feste Achse)

rotiren . so werden die Projectionen A' . IV der gegebenen Dreiecke

-1 . 71 von Augenblick zu Augenblick andere werden, bestandig aber

invers-congruent zu einander bleiben. In einem gewissen Augen-

blicke der Rotationsbewegung wird Sl senkrecht sein gegen die Ebene

von -4. mithin A' linear sein, folglich das (zu A' invers- congruente)

Dreieck Ii' ebenfalls linear sein. Zwei einander invers -congruente

lineare Dreiecke sind aber gleichzeitig auch direct- congruent. Somit

sehen wir. dass die Dreiecke A', Ii' in dem genannten Augenblicke

der Rotationsbewegung direct-congrueut sind, und ausserdem,

dass in jenem Augenblicke die Ebene Sl nicht nur senkrecht ist zur

Ebene von A, sondern gleichzeitig auch zu der von lì. — Unsere
in §. 1 angestellte Untersuchung wird daher, wenn das
Dreieck ß t ß., ß3

linear ist, ebenfalls gültig sein, vorausge-
setzt, dass man über die Lage der Ebene Sl, welche für

diesen Fall noch einer gewissen Willkür überlassen war,
in geeigneter Weise disponirt, sie nämlich senkrecht wühlt
gegen die Ebenen von A um\U.

Wir gelangen somit zu dem
Resultat. Ihr in §. 1 (pay. 197) aufgestellte Satz ist unter allen

im stunden richtig; nur ist in denjenigen Fällen, tra die dureh die

Punkte ß t , ß.,. ßz definirle Ebnw Sl leine völlig bestimmte ist, in liehe/}'

dir \Vahl dieser Ebene eine gewisse Vorsieht zu beobachten. Das Dreieck

fi\ ß> A quadratiseli oder linear oder punktuell. Im ersten Falle ist

d*r Ebene Sl völlig bestimmt; hinsichtlich der beiden letztem Fülle aber

Folgendes zu bemerhni:

Ist das Dreieck ß i ß2 ß :i
linear, so cristirt jederzeit eine dureh die

Linie /3, ß? ßx itindurchgehende Ebene, welche gleich zeit iff senkrecht steht

zur Kbene des Dreiecks a
x
a.

2
a

:i
nnd zu der des Dreierls />,?>., .

Diesr Eben/- ist es, welche in solchem Falle zur Ebene SI g< nommen
tcertlen ni uss.

Ist andererseits das Dreieck ß t ß.} ßA
ein punktuelles, fidlen also

die Punkte ß iy ß>, ß\ zusammen zu einem einzigen l'unii, so kann zur

Ef» ne Sl jede beliebige Ebene genommen werden . welche dureh die-

sen Punkt hindurchgeht, also überhaupt jede beliebige Ebene.
Denn der in Iiede stehende Funkt besitzt, weil a willkürlich zu wäh-
len ist, ebenfalls eine willkürliche Lage.

Sind die gegebenen Dreiecke a
x
a.

:
a

x
und b

x

b.,b^ parallel con-

gruent, so sind die V erbindungslinien a
x

b
x ,

a.,b., , aJ> K
sämmtlich von

gleicher Richtung und Läng«'. Demnach sind in diesen» Falle die Linien
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aß
t ,

aß
2 , aßi untereinander identisch; und es entsteht also ein Zu-

sammenfallen der Punkte ß. , ß^ , ß. zu einem einzigen Punkt.

Folglich kann in diesem Falle jede beliebige Ebene zur Ebene Sl

gewählt werden.

Nimmt man für Sl diejenige Ebene, welche senkrecht steht zur

gemeinschaftlichen Richtung der Linien a
x
b

x ,
a
7
b.

t ,
a A b^ , so erhält

man eine Schraubenbewegung, bei welcher der eine Bestandtheil , näm-

lich die drehende Bewegung, null ist. Wählt man hingegen für Sl

irgend eine andere Ebene, so gelangt man zu einer Schraubenbewegung,

deren Achse unendlich weit entfernt ist. Eine solche Bewegung ist

aber zusammengesetzt aus zwei Parallelbewegungen , von denen die

eine parallel zur Achse, die andere senkrecht zur Achse ist, und dem -

gemäss reducirbar auf eine einzige Parallelbewegung. In solcher

Weise gelangt man bei Anwendung dieser letztern Ebene Sl auf

einem gewissen Umwege schliesslich zu demselben Resultate, wie bei

der zuerst benutzten Ebene Sl.

§. 4.

Anhang. — Congruente Figuren auf einer Linie, in der Ebene
und im Räume.

Zwei in derselben geraden Linie gegebene congruente Figuren

sind entweder durch eine in der Linie bleibende Bewegung zur gegeu-

seitigen Deckung zu bringen, oder sind symmetrisch (die eine das

Spiegelbild der andern) in Bezug auf einen in der Linie befindlichen

Punkt. Bei Besitz der ersten Eigenschaft mögen sie direct-, bei

Besitz der zweiten invers- congruent genannt werden. Offenbar gilt

alsdann der

Satz I. Sind in derselben geraden Linie irgend zwei eongruentr

lineare Figuren a
y

a., ... a N und />, b
7

... b„ gegeben, und denkt man
sieh von einem willkürlieh gewählten Punkt « aus n Linim gezogen

aß
x ,

aß.
2 , . . . , aßH parallel - eungruent zu rt,7>, . a

2
b., , . . . . a n b„, so

wird die zwiseheu jenen Figuren vorhandene Congruenz eine direete enter

innrse sein, jenaehdem die Figur ß {
ß^... ß„ punktuell oder linear ist.

Sind die gegebenen Figuren a
t

a., . . . a» und b
{

h., ... b n nicht

linear, sondern punktuell, so ist selbstverständlich ihre Congruenz

gleichzeitig sowohl eine direete als auch eine inverse.

Zwei in derselben Ebene gegebene congruente Figuren sint?

durch eine in der Ebene bleibende Bewegung entweder in eine Lage
versetzbar, bei welcher die eine mit der andern coincidili;, oder ver-

setzbar in eine Lage, bei welcher sie zu einander symmetrisch sind
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in Bezug auf eine in der Ebene befindliche Linie. Bezeichnen wir

nun ebenso wie früher (vgl. Note p. 198) die im erstem Fall vorhandene

Congruenz als eine directe, die im letztern Fall vorhandene als in-

verse, so gelangen wir durch Verallgemeinerung unseres über con-

gruente Dreiecke gefundenen Satzes (p. 201) mit Leichtigkeit zu folgen-

dem allgemeineren Resultate.

Satz II. Sind in ein und derselben Finne irgend zwei congruente

quadratische Figuren gegeben, bestehend aus den Funkten a
i , «.,,

... , a n uml b
t

h n \ und denkt man sieh von etilem willkürlich

(/wählten Punite a aus n Liniin gezogen or/î,
, aß2 , ...

,
aßn parafbl-

mngruent zu a
i
b

l
,a.

2
b2 , . .. ,a n bn) so wird die zwischen jenen Figuren vor-

handene Congruens chic directe sein, sobald die Figur ß i
ß.i ...ß„ punktuell

rJvr quadratiseli ist, hingegen eine inverse sein, wenn die Figur ß {
ß,.. .ßH

linear tat.

Und zwar wird im Falle der diretteti Congruenz die eine gegebene

Figur mit der andern durch eine parallele Verschiebung zur Deckung

tjthacht iverden können oder nicht, jenachdem jene auxiliärc Figur

0, ß2
. . . ßn punktuell oder quadratisch ist.

Sind die gegebenen congruenten Figuren a
t

a
2

... a n und b
{
b
2
...b„ ,

nicht quadratisch, sondern linear oder punktuell, so ist ihre Congruenz

gleichzeitig sowohl eine directe als auch eine inverse. Demgemiiss ist

iii dem vorstehenden Satz nur der Fall berücksichtigt worden, dass

jene Figuren quadratisch sind.

Ausser diesem Satze existiren noch andere Methoden, um zu ent-

scheiden, ob zwei in der Ebene gegebene Figuren, deren Congruenz

bereits erkannt ist, eine directe oder eine inverse Congruenz be-

sitzen. Diese Methoden werden dargeboten durch Umkehrung folgen-

der beiden bekannten*) Sätze:

Satz IIa. Sind in einer Ebene zwei direct -congruente Figuren

u
i
a
2

... a n und b
x
b2

... bH gegeben, so schneiden sieh die. n Mittellinien

cm a
x
b

x , a 2
b2 , ...

,
a n b M in einem einzigen Funkt. Durch Drehung

nm diesen Punkt wird die eine Figur mit der andern zur Deckung

'jflmtcht werden können.

Dabei ist unter der Mittellinie von ax bx der geometrische Ort der-

jenigen Punkte zu verstehen, welche von ax und bx gleich weit abstehen.

Satz üb. Sind in einer Ebene zwei hivers - congruente Figuren

a 2 ... «„ und b
x
b
7

... b n gegeben, so liegen dir Mitten (d. i. die Hal-

birunyspunkte) der n Linien a
{
b

x ,
a
2
b
2 , ... ,a n bn in einer Geraden-

*) Man findet die Ableitung dieser Sätze und zugleich hÌ8toriBch.e Notizeti

über dieselben in dem Werke von Balt/.er: Die Elemente der. Mathematik.

Leipzig, 18G5. Band II, p. 87 seq.

Mathematische Annale» I. 14
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Durch eine Schraubcnbeuegung um diese (rerade (als Achse) wird die

eine Figur mit der andern zur Deckung gebracht werden können.

Die Umkehrung dieser Sätze IIa. und IIb. darf indessen nicht

ohne Vorsicht geschehen. Die Urakehrung des Satzes TIa. z. B. führt

zu folgendem Ergcbniss:

Satz Ha. Sind in der Ebene zwei congruente quadratisch e

Figuren a, a
2

... a„ und />, b
2

... hn gegeben, und sind Mi} M2 ,

Mn die Mittellinien von «, 2», ,
a

2
b
2 ,

a H bn , so können folgende Fidie

eintretm: Entweder sämmtliche Linien M fallm zusammen; oder dir

Linien M Schleiden sieh in einem einzigen Punkte; oder sie schneid™

sieh in mehreren Funkten. Im ersten und driften Falle sind die Figuren

in vers -congruent , im zweiten Falk aber direct -congruent.

Andrerseits führt die Umkehrung des Satzes IIb. zu folgendem

Resultate :

Satz n/3. Sind in einer Ebene, zwei congruente quadratische

Figur in a
x
a
2

... a„ und b
i
b
2

... bH gegeben, und sind im,, m
2 ,

w/„

die Mitten der Verbindungslinien a
x

b
x .

a
2
b
2 ,

a n bn ,
$o werden je) t

e

gegebenen Figuren direct -congruent sein, sobald die Figur m
i
m

2
... nt n

jmnktuell oder quadratisch, hingegen hivers- congruent sein, sobald die

Figur im, m
2

... m n linear ist.

Sind die in der Ebene gegebenen congruenten Figuren linear oder

punktuell, so ist ihre Congruenz gleichzeitig sowohl eine directe, als

auch eine inverse. Demgemäss ist in den Sätzen IIa. und 11/3. (ebenso

wie bei Satz II.) nur auf den Fall Rücksicht genommen worden, dass

jene Figuren quadratisch sind.

Bemerkt mag noch werden, dass den vier Sätzen IIa., IIb., IIa.,

11/3. vier andere Sätze parallel stehen, welche gelten für Figuren auf

einer gegebenen Kugelfläche. Parallel dem Satze IIb. z. B. steht

folgender :

Sind auf einer Kugelfläche zwei invers- congruente Figuren a
t
a

2
...a H

und b
t
b
2
...bn gegeben, und verbindet man jedes der n Punktjmarr

(a
{

,
h

{ ) ,
(a2

,b
2) , ...

,
(a H ,

bH ) durch den ]logen eines grössten

Kreises, so liegen die Halbirungspunkte dieser n liogen auf ein unti

demselben grössten Kreise. Ist F die Ebene dieses grössten Kreises nn<]

I) der zu E senkrechte Kngeldurchmesser , so kann die eine Figur durch

Drehung um die Achse D in eine Lage versetzt werden, bei welcher sir

als das Spiegelbild der andern erseheint in liezug auf die Ebene E.
Aehnlich ergeben sich die übrigen Parallelsätze , nämlich einfach

dadurch, dass man in den Sätzen IIa., IIa., 11/3. die geraden Linien

durchweg durch Bogen grösster Kreise ersetzt.
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Zwei im Räume gegebene Figuren sollen congruent heissen, wenn
je zwei analoge Linien dieser Figuren von gleicher Länge sind. Zwei

solche congruente Figuren werden durch geeignete Bewegungen (Ver-

schiebungen und Drehungen) entweder in eine Lage versetzbar sein,

hei welcher die Figuren mit einander coincidimi, oder in eine Lage

rersetzbar sein , bei welcher die eine Figur als Spiegelbild der andern

erscheint in Bezug aüf irgend eine Ebene. Bei Besitz der erstem

Eigenschaft mögen die Figuren direct - congruent , bei Besitz der

letztern invera - congruent genannt werden. Alsdann gilt folgender,

mit den Sätzen I. und II. völlig conformer Satz.

Satz TIT. Sinti im Räume zwei congruente cuhischt: Figuren
n., ... a n unti b

l
b2 ... bn gegeben, und tlenkt man sieh von einem will-

Oirlich gewählten Punkt a aus n Linien gezogen ccß
i ,

aß
2 , ...

,
nß n ,

parulbl-eongrumt zu a
x
b

y ,
a

2
b
2 , ...

,
a n b H , so wird die zwischen

jenen Figuren vorhandene Congruenz eine directe sein, sobald die Figur

ßiß2 ...ß n punktuell oder quadratisch ist, hingegen cine inverse sein,

V'bald die Figur ß y ß2
... ß„ linear oder (rubiseli ist.

Im Falle der directen Congrui nz kann die gegenseitige Deckung der

h-idt-n gegebenen Figuren durch eine pa ralle le Verschiebung bc-

mrksteUigt werden oder nicht, jenachdem die auxiliärc Figur ß t ß2
... ßm

punktuell oder quadratiseli ist.

Im Falle der inversen Congruen2 kann diejenige relative Lage der

heiden gegebenen Figuren , bei weit her die eine als Spiegelbild dir andern

Tseheint in Bezug auf irgend eine Ebene, verni iti eist einer para l-

lilcn Verschiebung hervorgebracht werden oder nicht, jenachdon die

loixililire Figur ß x ß2
... ßH linear oder cubiseli ist.

Sind die im Räume gegebenen congruenten Figuren a
x
a
2

... a H

od ò, b2
... b H punktuell oder linear oder quadratisch, so ist ihre Con-

^nruenz gleichzeitig sowohl eine directe als auch eine inverse. Deni-

gemäss ist im vorstehenden Satz nur auf den Fall Rücksicht genommen
worden, dass jene Figuren eubisch sind.

Es ist leicht, für diesen Satz III. einen rein geometrischen
Beweis zu geben , ähnlich demjenigen auf pag. 200. Einfacher übrigens

und übersichtlicher gestaltet sich die analytische Beweisführung-,

*ie leitet zu einer gewissen Gleichung dritten Grades, und zeigt, dass

der Charakter der zu untersuchenden Figur ß x ß 2
... ß H unmittelbar

abhängig, ist von der Anzahl derjenigen Wurzeln dieser Gleichung,

welche Null sind.
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Zur Theorie der Functionaldcterminanten.

Von Caul Neumann in Leipzcg.

Es seien m,, w
3
gegebene Functionen von .r,

,
.r, , mithin

auch umgekehrt
, ,

x.If j
3
gegebene Functionen von ?/.,, m

3 ;
gleich-

zeitig sei

(i)
' y + '

rr
* ^3 = ^.

Ferner bezeichne V eine unbestimmte Function vôn r,
,

ra .

Endlich sei F eine gegebene Function von

welche sich durch Einführung der Variableu t#,
,
«
2 ,

»
3

für jr,
,
x.ti :r.

x

in eine Function von

/>i\ if c; VirVi'V
(3) »,.«•-.. , .^„

1
';„,',„,

verwandeln wird.

Bildet man das über ein beliebig gegebenes Gebiet sich erstreckende

Integral

(4) fff F <lx
x
tìx

2
ds, =fff du, du, du,

,

und lässt man in diesem Integral (und zwar in seinen beiderlei Aus-

drücken) die darin enthaltene unbestimmte Function V übergehen in

V -f- ô V , so gelangt man zu der Formel :

4 (dF r rF\ BF ^ c J.BF

wo die partiellen Diiferentialquotienten der Function F
}
jenachdem

dieselbe als abhängig von den Grössen (2) , oder als abhängig von den

Grössen (3) angesehen werden soll, mit d oder mit D bezeichnet sind,

und wo die Summe 2." sich erstrecken soll auf / = 1,2,3.
In solcher Weise wird die Formel (5) von Ja cobi abgeleitet

(Ja cobi 's Werke II, p. 40). Sodann zeigt Jacobi, wie die Formel

(5) , sobald mau für F die spccielle Gestalt

< ,;i >• = >T

(:
')

5

wählt, mit grosser Leichtigkeit zur Transformation der Potential-

Gleichung
r

}

-~^= 0 hinleitet, nämlich diejenige Fonn liefert, welche

diese Gleichung aunimmt bei Einführung von u l} u 2t us
für;/,, x.if
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Es scheint tier Muhe werth , auf ein anderes aus der Gleichung (5)

siili ergebendes Resultat hier aufmerksam zu machen. Wir wählen

ffir Feine andere specielle Gestalt, setzen nämlich:

oder, was dasselbe ist:

*- 2 + +
wo C\ , C,

,
Cò

beliebige Coustanten sein sollen , imd erhalten alsdann

aus (5):

Da C\
,

C.,
f

6', willkürliche Constante sind, so zerfallt diese Glei-

chung in drei Gleichungen, von denen die der Constanten (\ ent-

sprechende so lautet:

« - 2 '> •

oder ausführlicher geschrieben:

a4
,,.,

18b.) 0 = - + — i + . >

Nun ergeben sich bekanntlich aus den drei Gleichungen

<lxk = * dn
A -f ,

k
du., + ' * f/«3 , (* = 1, 2, 3)

durch Auflösung nach du lt du2) du
:i
augenblicklich die Formeln:

V „ ü .— e -

woraus folgt:

J r-1 = ^ , <»",* = 1, 2, 3).

# H,-

Hierdurch aber gewinnt die Gleichung (8b.) folgende Gestalt:

(
ü . n e r J . d $ J . f; f J

.

und diese Formel (8c.) repräsentirt, wie man augenblicklich erkennt,

einen bekannten Satz aus der Theorie der Functional -Determinanten.

(Vgl. Jacobi, Grelles Journ. Bd. 27.)
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Das simultane System einer biquadratischen und einer

quadratischen binären Form.

Von Dr. F. Harbordt in Düren.

Nach Untersuchung der einfachsten simultanen Invarianten und

Covarianten, werde ich die biquadratische Form auf 2 verschiedene

Arten jedesmal durch Anwendung dreier quadratischer Formen, zwi-

schen welchen eine Relation besteht, typisch darstellen. Die Unter-

suchung der Bedeutung, die das Verschwinden der in Betracht kom-

menden Invarianten und CoVarianten hat, wird dann gestatten, die

einfachsten Contravarianten der entsprechenden ternären Formen zu

discutiren. — Die Abhandlung ist aus der Anregung erwachsen , die ich

den Vorlesungen des Herrn Professor Clebsch über algebraische For-

men verdanke, und schliesst sich den von ihm angewandten Methoden

an, insbesondere an die in den Ann ali di Matematica pura eil

applicata Serie li* Tomo 1° erschienene Abhandlung der Herren

Clebsch und Gordau über binäre "Formen 5,en und G,cn Grades.

§. 1.

Die Covarianten zweiten Grades.

Wir bezeichnen unsere gegebene biquadratische und quadratische

Form symbolisch durch die Ausdrücke:

« = («, x
x -f a.

2
x2y = a*x = b

K
x = c* = • • •

/; = («, x
i -f- «., x\y)

2 = al = ßl = yl = • • •

Bedienen wir uns für eine Form «lcn Grades /'der Bezeichnungen:

n ça /,k n.n—l exi dxt

so ist:

u = uu x, 2
-f~ 2 m,., x

{
x
2 -f- ui2x2

2

Wir erhalten dann durch folgende Bildungen, bei welcheu wir

noch (m, n., — wi
2
m,) = (mn) setzen, eine Reihe von quadratischen

Covarianten :
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w = uu vn — 2m,, v v , + vn = al (a a)2

t = un wn — 2u
Vì
w yì -f un w

tl
= al («&)*(&«)* (1)

r = un /,, — 2m 12 *12 + m
2,

tu = al (ab)* (bc)2 (m) 2
.

Durch Bildung von Funetionaldeterminanten erhalten wir hieraus eine

neue Reihe von quadratischen Covarianten:

l = r, tr2 — tv
{
r
2
= «x a, (ßf*)2 (««)

m= ic, f
2
— /ji^.j = a-x^ (aaf (bc) 2 (cß)2 (ab) (2)

» = /, r2
— t2 v i

= ax ax (ab)'1 (bß)2 (aa).

Die Relationen zwischen diesen Covarianten ergeben sich *) , wenn
kiLV willkürliche Grössen sind, und

DP1 = P\\ ?22 — 2P\2 tfl2 + *>22 <1\\

gesetzt wird, aus der Identität:

»11 v
l2 V,, 0 v.n -2t>,

3 »1.

iv.n 0 - 2w.s r*

«.. «12 0
• - 2 <„ «,1 l"

J'lX., X 2
1 V + &r,.i. o

Dr. T) ncl V

Dwo IV

Dr» Du t

= 2 '»II '»12 ^»22

«Il ^

v-\-l tv-\-(i t-\-v 0

12 »22

12

»2 »I

if,

!

Setzen wir:

12»II

»II

«II «12

'22

«»12 «»22

p22

also:

»II »Ii »22 »22 - 2 Plî »i.

'»II '»12 '»22 IC'.,, — 2/cY, »ii

«II «12 «22 4 — ^ «12 «.,

n«
Dtote Dwt = 2 IV

D(. Dt«,

*) Diese Methode ist in der Abhandlung der Herren C leb s eh und Gordan
ülwr binäre Formen sechsten Grades 1. c. gegeben.
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lind nennen die Coefficienten tier J)m in der Determinante derselben

lipq) so lauten die Relationen, die sich aus obiger Identität ergeben:

vU„+ ulitt, + tJJr( = 211 («;,/,- = 2 lim

(3) vB,rv + ivJfKr + Hin = 2 J* (/, r., — r, >,) = 2

y 7/,, + tv lit„ + / litt = 2ii(f, ir
2
— iyw

}
)= 2 A'Z

.

Dieselben erlauben zugleich die quadratischen Covarianten der

ersten Reihe durch v, w, t auszudrücken. Durch Anwendung der Iden-

tität

P\ Pi Pi *i + P2 X2

<h <J i <1\ J\ + <li
•**•»

oder :

>i + r
2 xt

- 0

Px {.qr) + qr (rp) + rx (M) 0

erhalten wir nämlich:

— 2 m,, -f- m,,?,, = m; («&) (««) (/M>)* («&)

= a x [ab) (acc) (ßhy . [a x (ab) -f 6X (o«)}

Da das zweite Glied bei Vertauschimg der gleichbedeutenden Buch-

staben a und b nur das Vorzeichen ändert, so bleibt nur der erste

Term zurück:

u x az (ab)2 (bßf (ria) = v., — r, t.
t

Wir erhalten somit aus (3):

wUlr -f- tBUl . + = vHre + lül/ir» + tlh

n.

oder :

(4)

'irr

rIA, = /?7i (CP -|- w (1JWW — Ble).

Da wir statt c> w, t irgend 3 aufeinanderfolgende Glieder der Reihe

(1) einsetzen können, so ergibt sich, dass wir jedes Glied derselben

linear durch das 2'° und 3 ,c vorhergehende ausdrücken können.

Aus den aufgestellten Relationen ersehen wir jetzt, dass alle an-

dern quadratischen Covarianten auf lineare Combinationen von v, icj

zurückkommen , wobei alle auftretenden Coefficienten Invarianten sind,

und zwar Aggregate der 9 Terme IP*.

Die aus den Covarianten zweiten Grades gebildeten Invarianten.

Das Resultat des vorigen §. lehrt auch, dass alle aus unseren

quadratischen Covarianten entstehenden Invarianten Aggregate der 0

Invarianten Dpt, sind. Aber auch diese können nicht von einander

unabhängig sein. Nach einem allgemeinen Satze ist die Anzahl der
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voü einander unabhängigen invarianten, die sich für gegebene For-

men bilden lassen
,

gleich der Anzahl der Coefficienten in denselben

weniger der Anzahl der Substitutionscoefficienten bei linearer Trans-

formation, vermehrt um die Einheit. In unserem Falle gibt es also

5 toh einander unabhängige Invarianten. Wir nehmen zu den von tt

oder n allein gebildeten:

j = i (aby (icy (cay

i = i (aiy

d„ = («ßy

die beiden simultanen Invarianten hinzu :

Dew = (aay («py

i>™ = (aby (aay (6/1)'

und suchen alle übrigen durch diese 5 auszudrücken.

Wir rinden ohne weiteres:

Dtt = (a«y (aby (bßy =
und unter fortwährender Anwendung der oben erwähnten Grundideu-

tität:

D«t
= (aby (cby (aay (cßy

= (aby (cb) (aa) (cßy . {(ab) (ca) + (ca) (ba)}

(abf (cß)2 (ca) (cb) (aa) = \ (aby (cß) 2 (ca)'1 = i Dvlt .

Der zweite Tenu kann durch Vertauschung der gleichbedeutenden

Buchstaben a
ì
b, c so dargestellt werden:

(aby (cb) (ca) (aa) (ba) (cß)y

i (ab) (aa) (ba) (cßy i

= i (ab) (cb) (ca) J + (bc) (ba) (ca) (aßy ( •

/ + («f) (ca) (aa) (bßy j

Das zweite Glied zerfällt in zwei Ausdrücke:

(be) (ba) (aßy (ca) = (ba) (ca) (aß) {(ac) (bß) + (ba) (cß)} .

Vereinigen wir den ersten Term mit dem ersten, den zweiten mit dem
dritten Gliede unserer Summe:

(ab) (ba) (cß) {(aa) (cß) — (ca) (aß)} = (ab) (ac) (cß) (aß) (ba)

(m) (bß) (ca) {(aa) (bß) - (ba) (aß)} = (ab) (ca) (bß) (ca) (aß),

so bleibt nach Vereinigung dieser beiden Ausdrücke

(ab) (ca) (aß) {(bß) (ca) — (cß) (ba)} = (ab) (ca) (cb) (aßy

i (ab)2 (boy (cay (aßy = 2jD„
zurück, und wir haben:

Dwt = iDtir + 2jDee . (1)

Führen wir für
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l)u = (pdf (abf (ctif (auf (cßf

dieselben Operationen durch, so ergiebt sich:

(2) • Dtt = iDKU + 2jl)vt0

Vermöge der Gleichungen (3) und (4) §. 1 drücken sich jetzt alle

Invarianten, die aus den quadratischen Covarianten entstehen, durch

unsere 5 einfachsten Invarianten aus. Von Interesse ist für uns nur

die Combination von w, », l mit einander und mit v, tv, t. Wir

brauchen nur die Gleichungen:

2 Ilm = 2-Ji(«V,- «U
1
)= vBt , -f wBcw + tBet

2Bn = 2 Ii (t
x
v* — = vB*. + wBwm + tB„t

2 Iii =2 7t' (»jw,— M?,r
2)
= o Bte + wif,«, -f *

zu überblicken und uns der Relation:

I J)r9 Dcw D et
I

D,re DKW Dwl =2W
i>«

;

zu erinnern, um die gesuchten Resultate zu erhalten. Nennen wir

p, q irgend 2 von den Covarianten v, tv, t und die aus letzteren gebil-

deten Functionaldeterminanten , bei welchen resp. p und q unberück-

sichtigt bleibt, P und Q, so lauten dieselben folgendermassen

:

Dr<i
= 4 i(p

V
Dpp = £

^ ;
D», = 0 = Ii.

Es ergiebt sich hieraus auch die Entstehung von Ii durch den Func-

tionalinvariantenproccss. Dass sich Ii nicht rational durch die 5 ein-

fachsten Invarianten kann ausdrücken lassen , lehrt eine Abzahlung

der Ordnungen in den Coefficienten von » und v. Für Ii 2 ist diese

Darstellung :

Brp Dcw Bfpu,

IO = \ Dcw Dww iD^ + 2jD,e

I)** iB eu> -\-2jDte iDww -\-2jDcu

§. 3.

Erste typische Form von ».

Die typische Darstellung*) von » durch v, w, t geschieht durch

Bildung der Determinante aus:

l',, Un 2t'
|2 » 12 -f- Wj

i
= to

it*,
,

2/0,2 »,2 + »Vi 11
II — ^

tu »„2 — ^ M
i* + ^'2 u \i = r

.r.j'^ u<t. t —f— 2jC|J/2»|2 ~f~ •^'i'' '^ii
— »•

*) Dieselbe findet sich in der citirtcn Abhandlung der Herren Clobsch und

G or dan.
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1

V.,2 w
t

>l.
-- tn r

x
\
J

i
u

Durch Multiplication mit:

2 v l2 ''ll
0

w„ 2 M>,., 0

u 2
2 0

0 0 0 1

erhalten wir daraus

Dew Bet w
D„, D„ D wt t

Dt, Dtw Du r

w t u

0.

= — 2 Ii

0 (1)

Ueberzeugen wir uns noch, dass die Relation (4) §. 1.

rBti = vB,„ + (ßKW - Dtl)

jetzt die Form annimmt:

r = 2jü + iw, (2)

so sehen wir, dass « Ii1 sich als quadratische Form von v, w, t darstellt,

deren Coefficienten ganze rationale Functionen der 5 einfachsten In-

varianten sind. Die weitere Ausrechnung wäre von keinem Interesse.

Zwischen den neuen durch eine Substitution 2KeT Ordnung einge-

führten Variablen v, w, t muss noch eine Relation bestehen. Sie wird

geliefert durch die Identität:

t'n v
{2 0 - 9|-

- L
\i

vu 0

0 w.n 2w^ wu 0

f,.J 0 tn 0

X./ • 0 x? 2 0

D„ Deto Det V

DK, D Dwt IV = 0.Dte Due Dtt t

v w t 0 4

. 4.

Zweite typische Form von u.

Um u durch die quadratischen Formen

v = «x
2

w = ax ' (aß)'*

l = hx yx (yl>) (bd)'
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darzustellen , wollen wir den Weg der directen Elimination der j mit-

telst dieser Gleichungen geben. Da die Determinante des Systems:

«,* 2«,«., a./

«,
2 2a

i
a.

l
a>7

= (afl* (y6) (bÔ) 2 (aa) {{ay) (ab) + (aft) (r/y)} = 2 />„

ist, so ergiebt diese Elimination:

4Dh h =
\
v [(cy) (nb) + (cb) (ay)} (ca) (aß) 7 (bd)7 (yb)

(1) + w
{
(cy) (ha) + (cb) (ya)} (bd)7 (ca) (yb)

+ 2l(ca)(ca)(aa)(aßy\'
i

= m,c2
-f- 2wi

2
fW + 2iM

3d + m
4
m?

2
-f- -|- twß F.

Es bandelt sieb jetzt nur noeb darum, die 6 Invarianten wt durch

unsere 5 einfachsten auszudrücken. Wir finden:

W(| = {(tri) (y&) + 2 (ci») («y)} • {(cd) ((c) -f- 2(rc) (rfe)}

. (ca) (cd) (aßy (bd) 7 (by) (da)* (ci?)
2

(es).

Das erste Glied in diesem Product ist:

(my (aï)7 (aß) 7 (da)7 (bd)7 (by)7 (e*)7
(erj)

7 = Dtw Dìw .

Die beiden folgenden Glieder sind gleich, vereinigen wir sie und zer-

legen sie wieder folgendermassen :

_4(«O)(«0(«) W(M)(,to)'(e,)'(«)(WW (

|
d

|

»
(na) j

,

so hebt sich der zweite Term gegen das letzte G lieti unseres Productes

weg und es bleibt:

- 2 (cd) (cc) (ha) (aßy (cd) (da)7^)7 (by) 7 (es) (<h)
j

l

ff
Ô)

\

=- (cc) (ha)7 (aß)7 (cd)7 (da)7
(ntf (by) 7 (dt)

\ ^ì^^
Daber ist

wi, = Dew {l)tw Dvw — l)*m
}

w?
=

{
(cy) (oft) + (c6) («y)} (cif) (m) (<//3)

2
(rty)

2 (rfc) (6y) (*«)

=
4 {

2 (cy) (,«&) + (yb) (ac)} (ca) (aß) 7 (bd) 7 (drj) 7 (by) (al) (ta)

(
(*) («0 ~ (''«) («)}

I = ( ê«) I

'

Das erste dieser Glieder ist:

W)W(-'>/)M«W*<0W =
J 1);. D„;
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das zweite:

- I («0* <W)'2 (aß)2 (dny (byf (Id)* (taf = 1 J)lw l)ew l)rt ,

tmd somit:

m
2
— ^ J)ee {DtH) D e „. — Dir*} •

Einfacher ergiebt sich:

m, = 2 {2 (cy) (ab) + M(Äy)} MWIMHWMMMfrfO"-',
- 2 (m) 2

(«0 (/'«) (rf«) (r/f

)

2 (MI)» (Äy)« = - 2 7)„ 7; fl( ,

H<7)W (««' (W)' («0 («0 («0 (<'0
2

(

("° (^
~

} [J
w)

}
= ()

>

wie die Vertauschung von c und d lehrt. Demnach ist

twj = - 2 7)„ 7>,„ = — 2 1JCW Ii

»>*={(<7)(b«)+(cb)(ya) } .

{
(ce)(aß)+ (ca)(tß)

}
(bd)\by){ca) («*)'(«*)(<£>

=
j
(hy){ca)+ 2(eb)(ya) } .

{
(rß)(ae)+ 2(<>«)(eß)

}
(bd)\by)(ca)(atiy(as)(cß),W (WWW («>?)

2 = J)™> €

-wm(bsnw^y > -w - -7^/>,

«c*)(W(««)W)W(^)'.{ _ (fc)öj; j { =(ac)W )

= Dt^Dn,

m
4
= D»w - 2 DreD„w Bew + Dtte Dl,.

m, = 2 {(&y) + (y«)} (M)* (fty) («*) (es) (ca) (ta) (riß)'.

Das erste Glied verschwindet, wie die Vertauschung von c und a lehrt.

S (<*)(«)'(«)(«) (•")(««'(>«) r^Lwtj^} = - -D" 7'"

/«s = 2 I>„i>„ = 2 Z)„ Ii.

4 (<*)(«) (««' (<*) Ö*)W ( . /""Jïï w .1,
l= ('«) («y) + («<) ("jO I

i («.)•w («)• (n) (
<«"> ö*> -^W 1 - - 2 d.„ y>„

,

I = (y«) (<*) I

^«)M-)M)MWW>jW(^- (
;'';

(crt

l

= 2 x»„y^,
( = (ca) (by) I

m, = 2 7),rM, 7> f„ — 2 7)„r 7)Pe .

Hiermit sind unter Benutzung des Frühereu alle Coefficienten in

der typischen Darstellung durch unsere 5 einfachsten Invarianten ausge-

drückt, und wir haben nur noch die Relation zwischen den angewandten

quadratischen Formen aufzustellen.

Setzen wir symbolisch v = ctl = ßl , w = al = bl , so ist

/ = az ax (a a) , also :
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(un) hx = \

(ha) ax -J- (ah) ax )'

= -

= r w I) e„ — { 7/
? J)rF ,

(2) /* = — } t?* + vit> 7>rfr — J ir» 7)f„

.

Es drückt sich somit l
2 typisch durch v und w aus.

§. 5.

Ausnahmefalle.

Verstehen wir unter x
x ,
x

2
die Abstände des durch diese Coordinateli

bezeichneten Punktes von 2 festen Punkten der Geraden, auf der er

liegt, so giebt « = 04 Punkte derselben, v = 0 zwei. Was hat es

für diese 6 Punkte für eine Bedeutung, wenn Ii verschwindet? Da

diese Invariante die Determinante von v, tc
y

t ist, so bilden dann die G

Punktepaare v = 0 , w = 0 , t = 0 eine Involution.*) Derselben ge-

hören in Folge von (2) §. 3. alle Punktepaare, welche die Covarian-

ten erster Reihe liefern, an. Da die Fuuctionaldeterrainante zweier

quadratischer binärer Formen x das zu den von diesen dargestellten

Punktepaaren harmonische liefert, so geben die CoVarianten zweiter

Reihe
l = 0 , m = 0 , n = 0 , . . .

alle dasselbe, nämlich die Doppelpunkte der Involution. So lange Du

nicht verschwindet, lehrt die zweite typische Darstellung, dass für

den Fall H = 0 u sich durch v und w ausdrücken lässt, denn l kommt
dann nur im Quadrat in dieser Darstellung vor und kann daher mittelst

(1) §.4. entfernt werden. Führen wir nun die Punkte l = 0 als

Grundpunkte ein, so kommen in v und w nur die Quadrate der Variableu

vor und damit in u auch. Die 4 Punkte u = 0 gehören also eben-

falls unserm involutorischen System an. Umgekehrt verschwindet lì,

sobald « = 0 und v = 0 3 Punktepaare einer Involution geben. Nach

Einführung der Doppelpunkte als Grundpunkte kommen in u und r

und damit auch in w und t nur die Quadrate der Variabein vor; es

ist also Ii die Determinante von v
f
w und / gleich Null.

Verschwindet ausser B auch noch Du , fallen also die Punkte / = 0

zusammen, so wird die ganze Hälfte der Involution, der die Punkte:

u- = 0 , v = 0 , w = 0 , t = 0 , ...

*) Salmon: Lessons on higher Algebra. Sec. Ed. p. 1G0.

F = (ßh) .

f = Ar (« h)
)
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angehören, in den Doppelpunkt 1 = 0 hineinrücken , in welchem die

Grundpunkte der Involution zusammenfallen, welche getrennt sind, so

lauge / nicht identisch verschwindet.

Es könnte fraglich erscheinen , ob die 4 Punkte u = 0 auch jetzt

noch unserer Involution angehören, da keine der beiden typischen

Darstellungen mehr möglich ist. Dass dies aber in der That der Fall

ist. lehrt die canonische Darstellung unserer Formen, die aus der Ein-

führung der Punkte v = 0 als Grundpunktc resultirt:

u = a x
{
*

-J- 4 bx^x
2 -f- 6 <"#i

2*
2
2

-|- 4 dxA x? -f-
*'*2*

v = x
ì
x.

ì

ic = — (bx *
-f- 2 cx

x
x
2 4- tlx.?)

t = (cb — ad) x
t

2 — 4 (bd — c 1

) xA x2 + (cd— be)

/ = bxf — dx
2
7

.

Denn soll / sich auf ein Quadrat reduciren und v, w, t einen Factor mit

demselben gemein haben, ohne dass / 0 ist, so muss « diesen Factor,

wie man sieht, im Quadrat enthalten. Umgekehrt verschwindet auch

D,i und R, wenn u einen Factor von v im Quadrat enthält.

Da die Covarianten der Reihe: / , m , n ... sich im Fall 11 = 0

nur um constante Factoren unterscheiden, so ist dies nach (3) §. 2. auch

mit den Unterdeterminanten von:

D„ Dtw

2 m = D„r Dlr1r

d(w

der Fall. Diese verschwinden also in unserem Fall :

Da = { B(t = 0
sämmtlich.

Wenn /
;

die Functionaldeterminaute von v und verschwindet,

so ist:

iv = tv , t = f2 r , r = t
ò v , ...

Die Punktepaare r = 0 , tv = 0 , t = 0 , . . . fallen also vollständig

zusammen und zwar in den Doppelpunkten der Involution, der die 4

Punkte u = 0 angehören, da in unserer canonischen Form von u dann

nur noch die Quadrate der Variabein vorkommen.

Ist tr = 0, so reducirt sich n in der canonischen Form auf die

Biquadrate der Variabein, d. h. die 4 Punkte u = 0 bilden ein cyclisch-

projectivisches System mit den 2 Punkten v = 0; ihre Doppelverhält-

nisse in Bezug auf dieselben ändern sich bei cyclischer Vertauschung

nicht. In beiden zuletzt behandelten Fallen ist offenbar auch die Um-
kehrung richtig.

Hiermit haben wir die wichtigsten Ausnahmefälle behandelt. Die

Bedeutung, die das Verschwinden unserer übrigen Invarianten hat, liegt
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auf der Hand, und wenn eine der Formen /, w/,w, ... verschwindet,

so ist dies auch mit / der Fall, ebenso wie w gleich Null wird, wenn

eine Covariante erster Ueihe verschwindet.

§.6.

Das System xn+XA.

Erinnern wir uns aus der Theorie der biquadratischen binären

Formen, in welcher Beziehung das System von Formen xu -f- AJ,

wenn A die H esse' sehe Determinante von n ist, zu« steht, so liegt

der Gedanke nahe, dass die Formen dieses Systems an den untersuch-

ten Singularitäten von n Antheil haben. In der That werden wir uns

davon überzeugen.

Wir haben:

u = ai = br = • •

4 = 6 («-„Ii« - «;,) = 3 alhl(ahy

V = al

w = al (a ce)
2

t = al (ha) 2 (ba2
).

Durch unsern so oft angewandten Process erhalten wir:

D,j = 3 t — 2 vi

l)uj = iw + 6 jv

4(j = it -f Cijw

Mit Hülfe dieser Relationen ergeben sich unsere Bildungen tïir

x n -\- X d sofort. Wir wollen sie durch Striche unterscheiden von (Inn

entsprechenden für u.

v = v .

iv = xw + X {3 t — 2 vi)

V = xH + 2 Xx (iw + 6jv) + A2
(4 Pv + 18jw — 3 if)

tri = x'm + x 2 A (2 ni — 12j/) — xX2 (8 /'/ + 9 im — 36 jw)

+ X» (— 30 07 — 54 jm + G Pn)

n' = x2 n — 2Xx il — X2
(18 j/ + 3 in)

V = xl — 3Aw.

Erinnern wir uns der Formeln (3) §. 2, so finden wir durch Com-

bination etwa von v und tri:

Ii' = Ii {x-i — 9 ixX2 — 54 jA :{

} .

Wenn Ii verschwindet, ist auch iT = 0; sämmtliche Systeme vou

4 Punkten
xu + Az/ = 0

gehören also unserer Involution

w = 0 , v = 0 , ?6> = 0 , £ = 0 , ...

ebenfalls an. Drei dieser Systeme, für die
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(p = x3 — 9/xA2 — 54jA3

verschwindet, gehören mit jedem Punktepaar v = 0 einer Involution

an. Sie repräsentiren also je ein doppeltes Punktepaar.

Ist ausser Ii = 0 auch noch l)u = 0, so verschwindet auch I)'U}

indem /, m, n, ... sich, wie wir sahen, nur um constante Factoren

von einander unterscheiden. Es rücken also auch von den 4 Punkte»

XM-j-Az/ = 0je 2 in jenen Punkt l = 0 zusammen, in welchem die

Doppelpunkte der Involution zusammenfallen.

Noch einen Schritt weiter werden wir x « -}- X J mit u gehen

sehen. Wenn nämlich
l = 0

and damit auch m = 0, w = 0, ... ist, so verschwindet auch /'.

Es fallen also mit v = 0 auch tv' = 0, V = 0 , ... zusammen und

damit gehört nicht nur u = 0, sondern auch xu -J- Az/ = 0 der In-

volution an , deren Doppelpunkte v = 0 giebt.

Hiermit hört aber auch die Gemeinsamkeit der Eigenschaften von

« und xu -f 14 auf, denn, wenn auch noch w verschwindet und
damit auch so ist nicht auch w' = 0 , t' = 0 , sondern

diese Formen unterscheiden sich von v nur um constante Factoren. Die

Puukte xu -\- = 0 hören also nicht auf dem involutorischen System

mit den Doppelpunkten v = 0 anzugehören , nur haben u = 0 und

à = 0 besondere Bedeutungen. Es giebt , wie wir wissen , u = 0 ein

cjclisch-projectivisches System von 4 Punkten zu dem Punktepaar v= 0,

während 4 = 0, wie aus der Bildungsweise von 4 folgt, die Doppel-

punkte der Involution repräsentirt.

Die von uns für u und v aufgestellten Invarianten können wir

jetzt auch für x« -j- XJ und v sofort hinschreiben. Wir finden:

D'r, = i>M
V,» = *DtK -M (3 ZU - 2 il)ee) — ^

= i> + 2 y Dv,

Vu = 4 *' {(Vi*, - 9,*,) + 2/'Ac} + 2j>.
Und da nach der Theorie der biquadratischen Formen die Relationen

bestehen :

J' = i (Vi'V — 9»».')»

so kommen in unsern Invarianten von xtt -f- ^ « UI1(1 * nur mittelst

ç und ^ vor.

Anwendungen für ternHrc Formen.

Die unsern binären Formen entsprechenden ternären geben 2 Cur-

ven, die eine vom vierten, die andere vom zweiten Grade:

Mathemfttiflche Aniialcn I. 15
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(J = (a
x
x. -J- a

2
x
2 -f- (tA x3 )

x = 0

V = (a,j;, -f- «
a
.r
2 -{- «;ij' :,)

2 = 0.

Erweitern wir in unsern als symbolische Determinante!]producta dar-

gestellten Invarianten die Determinanten durch die Linieneoordinaten,

so erhalten wir zugeordnete Formen für die ternären. Wir gehen von

der Curve 8. Classe aus, die wir durch Erweiterung von Du erhalten:

= 4 {(«y«) (ahtt) + («/>»/) (fryw)} (fl/ïw)1 (ybu) (Mm)* («™) = 0.

Jede Tangente derselben schneidet die beiden gegebenen Curven so,

dass die 6 Schnittpunkte die Eigenschaft haben , welche das Verschwin-

den der Invariante Du für sie geben würde. Eine solche Tangente

schneidet F in 2 Punkten 5 bilden wir die zweite Polare derselben für

£7, d. h. die Polare eines der Punkte in Beziehung auf die Polare des

andern für U. Die Schnittpunkte der Tangente mit diesem Kegel-

schnitt sind die Punkte w = 0 für das Punktesystem auf der Geraden.

Die Tangenten unserer Curve D*** gehen also durch einen Schnittpunkt

dieser zugehörigen 2 Polaren mit V. Nun muss, wenn die Polare

eines Punktes für eine Curve durch den Punkt gehen soll, derselbe auf

der Curve liegen. Wenn daher die 2U' Polare zweier Punkte durch einen

derselben gehen soll, so muss auch die erste Polare eines der Punkte

durch den andern gehen und umgekehrt. Betrachten wir also irgend

einen Punkt von V und verbinden ihn mit den (i Schnittpunkten seiner

Polaren für // mit V, so sind diese 6 Geraden Tangenten von .

Nun gehen aber durch jeden Punkt 8 Tangenten an eine Curve S trr

Classe; es müssen also jedem Punkt von V noch andere Punkte von

V derart zugeordnet sein, dass die Polaren derselben für U durch

jenen hindurchgehen; die Geraden, die nach diesen Punkten gehen,

geben die beiden fehlenden Tangenten. Kückt der betrachtete Punkt
in einen Schnittpunkt von U und F, so fallt olfenbar daselbst in

der Taugente von Keine der 6 Tangenten mit einer der 2 Tangenton,

die von da an D*u sich legen lassen, zusammen, da die Polare eines

jeden der beiden zusammenfallenden Schnittpunkte unserer Geraden

mit V natürlich durch den andern geht. Es giebt also von einem dieser

8 Punkte aus ausserdem nur noch 6 Tangenten an l)n , nämlich die

Tangente von U, die sich daselbst ziehen lässt, und die 5 Geraden,

die nach den anderen Schnittpunkten des Kegelschnittes mit der Po-

laren gehen. Wir können also den Satz aussprechen: Wenn wir die

Polare eines Punktes des Kegelschnittes V für die Curve U bilden

und nach den 6 Schnittpunkten dieser Polaren mit V Gerade ziehen,

so umhüllen dieselben eine Curve 8 ,<r Classe , welche V in den
8 Schnittpunkten mit U berührt und welche ausserdem von den Tangen-

ten von U, die in diesen Schnittpunkten mit V sich ziehen lassen,

berührt wird. — Die 8 Tangenten von V in den Schnittpunkten mit
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17 sind zugleich die gemeinsamen Tangenten der Curven 2,er und 4 ,er

Classe

Vm = (aßu)2 = 0

Z/'> = {aau)*(aßuy = 0,

die sich durch Erweiterung von Dn} Dvv ergeben. Man sieht hier

wieder, dass D { * } und Fin diesen 8 Schnittpunkten sich berühren, denn

in Folge von

Du = i (D„ Dwto _ DU)
sind die 8 Tangenten die einzigen gemeinsamen von D^ und V.

Die 8 Tangenten von U in den Schnittpunkten mit V berühren

zugleich die Curve 9 ,cr Classe:

Bi9) = («foiy (aßu)* (6cm) (boti) (cau) (cöu)* = 0

.

Denn wir finden, dass 11 und Du verschwinden, wenn in u ein Factor

von t* zweimal vorkommt. Der andere Fall , in welchem Dn = 0 und

R = 0 noch zusammen bestehen können , ist der, dass die Covariante

/ verschwindet. Nun lassen sich von unsern 8 Punkten ausserdem

jedesmal nur noch 7 Tangenten au die Curve 9,cr Classe legen; denn

wenn nicht die Doppelpunkte einer Involution zusammenfallen, so

moss, wenn 2 Punkte zweier Paare zusammenrücken, dies auch mit

den beiden entsprechenden der Fall sein. Von den Geraden , die durch

einen Schnittpunkt von U und V gehen, berühren also ausser der

daselbst an U gelegten Tangente nur die Verbindungslinien mit den

7 andern Schnittpunkten von U und V unsere Curve 9 ler Classe

l>a demnach von diesen 8 Punkten immer nur 8 Tangenten an if"

flehen, so muss Iì
m entweder durch dieselben hindurchgehen, oder es

müssen jene 8 Tangenten von V Doppeltangenten von sein. Sehen

wir, wie viel Tangenten noch ausserdem D™ und H{lJ)

gemeinsam haben.

Für das Punktsystem auf diesen Geraden muss l verschwinden -, es müssen

also die beiden Punkte v = 0 mit den Punkten w = 0 zusammenfallen.

Die Gerade muss also V in 2 Punkten schneiden , deren zweite Polare

in Beziehung auf U durch sie hindurchgeht. In diesem Falle muss

al>er die erste Polare eines jeden der Punkte durch den andern hin-

durchgehen, und zwar geht dann auch immer die zweite Polare der

beiden Punkte durch beide hindurch, verschwindet also l, den Fall

ausgenommen , dass beide Punkte v = 0 zusammenfallen , in welchem

daraus nur folgen würde, dass ein Punkt tv in diesen Doppelpunkt

hiueinrückt. Nennen wir die beiden Schnittpunkte der Geraden, die

iremeinsame Tangente von D^ und 1?
J)

sein soll, mit dem Kegel-

schnitt V y und z
}
so muss zunächst bestehen:

und da die Polare eines jeden der beiden Punkte in Beziehung auf U
durch den andern gehen muss, bestehen noch die Gleichungen:

16*
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w
* u + „ ^ + « ^ _ 0

2/i + !/2 H- 3fa -fr
—

*' ry,
+ ** ài, + ^ £y,

Diese 4 Gleichungen für die 4 Verhältnisse der y und der <? geben

04 Lösungen, von welchen aber die abzuzählen sind, für die y und s

zusammenfallen. Die letzteren sind die 8 gemeinsamen Losungen von

y (Vi y-ivù = 0.

Es bleiben also 56 Lösungen, und eben so viel Gerade giebt es, fur

welche l und damit Du und E verschwindet. Nun müssteu DjJ* und lf*

72 gemeinsame Tangenten haben, es werden also die 8 Tangenten

von U in den Schnittpunkten mit V Doppeltangenten sein und zwar

von Ii
{9)

, da wir früher gesehen haben , dass sie einfache Tangenten von

D { *] sind und auch diese Curve nicht in jenen 8 Punkten berühren.

Noch eine Curve 6 ,cr Classe können wir in Betracht ziehen:

2>w = (ahuy (accu)2 (bßu)* = 0,

den geometrischen Ort aller Geraden, welche V in 2 Punkten schnei-

den, deren zweite Polaren in Beziehung auf U sie berühren. Die 24

gemeinsamen Tangenten von
//'J,

und Z)^ sind die einzigen gemein-

samen Tangenten von DjJ
1 und 2)^ in Folge von

Du = i {B„ Dww - D*w) .

Diese letzteren beiden Curven berühren sich also überall, wo sie sich

treffen. Wir können auch sagen: Es giebt 24 Gerade, die den Kegel-

schnitt V so schneiden, dass die Polare des einen Punktes in Bezie-

hung auf die Curve 4,er Ordnung U die Gerade in dem andern Schnitt-

punkte berührt, und diese Geraden sind die gemeinsamen Tangenten

von D [

*l
und J/** in ihren 24 Berührungspunkten.

zed by Google



V

Ueber dio Differentialgleichungen für Lichtschwingnngen.

Von A. Brill in Giessen.

1.

Wenn ein elastisches Medium sich in einem solchen stationären

Schwingungszustande befindet, dass von einem Erschütterungspunkte

aas Wellen in geschlossenen Flächen von irgend welcher Form ununter-

brochen ausgehen , so lassen sich die Componenten u , v , tu des Schwin-

gUDgsausschlags eines Punktes xyz für geradlinige Schwingungen

darstellen durch Ausdrücke von der Form:

Ä.cos 2 * (A

—

t)

oder (indem man der bequemeren Form wegen noch einen imaginären

Theil hinzunimmt) durch:

a)

wo X eine reelle Function der Coordiuaten bedeutet, welche für alle

Punkte einer jener dächen denselben Werth hat (A also ein „Parameter"

der Hache ist), Sì eine reelle Function der Coordinaten, / die Zeit,

r eine Constante (die Schwingungsdauer) ist.

Mit solchen Schwingungen wollen wir uns in der Folge beschäf-

tigen, unter der vereinfachenden Voraussetzung, dass die Componenten

derselben längs des Radius vector vom Erschütterungspunkte Null sind,

und unter der weiteren Voraussetzung, dass in jedem Punkte die Glei-

chung erfüllt ist:

(2) r + p" + rtr = o.
df 1 dy 1 cz

Die durch die genannten Eigenschaften definirten Schwingungen sollen

kurzweg „Lichtschwingungen" genannt werden, weil jene Bedingungen

erfahrungtfgemäss bei der Ausbreitung der Wellen von geradlinig pola-

risirtem Lichte erfüllt werden. Die Mächen, in welchen die Ausbrei-

tung der letztgenannten vor sich geht, hat für isotrope und krystal-

linische Medien Fresnei theoretisch und experimentell festgestellt.

Wir wollen nun im Nachfolgenden Lösungen der Differentialgleichungen

fur die verschiedenen Medien unter der Annahme suchen, dass in der
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obigen Form, welche den Lösungen zukommen soll, A eine beliebige

Function des Parameters a der, nach Fresnel, entsprechenden Wellen-

fläche ist. Bezeichnet mau mit „Fortpflanzungsgeschwindigkeit" der

Welle den Differentialquotienten des Parameters <s nach der Zeit, ge-

bildet unter Voraussetzung einer constanten Phase, so hat man zufolge

unserer Annahme für die Form derselben die Gleichung

(3) '-'(-J .<^-i) -o.

Wir können demnach in anderer Forin die Aufgabe, mit der wir uns

beschäftigen wollen, dahin aussprechen: einen allgemeinen Ausdruck

für die Fortpflanzungsgeschwindigkeit von Lichtschwingungen, welche

sich in den dem Medium entsprechenden WT
ellenflächen ausbreiten,

aus den Differentialgleichungen für dasselbe abzuleiten.

Im Folgenden wird nun gezeigt, dass jene Aufgabe für ein iso-

tropes Medium sich zurückführen lässt auf die Integration einer Dif-

ferentialgleichung zweiter Ordnung, für welche Euler das allgemeine

Integral in Form einer Reihe aufgestellt hat. Dieses Integral , in Ver-

bindung mit Lösungen einer partiellen Differentialgleichung zweiter

Ordnung mit zwei Variabein, von welcher die Schwingungsrichtung

abhängt, erweist sich zugleich als Quelle für eine bemerkenswcrtbe

Gattung von Lösungen der partiellen Differentialgleichung:

r* ta j o /b1 » - r *jo . t ' co\

< t
l ~~ °'

\, ./*
~»

VJ* "T" c:*)'

Für krystallinischc Medien sind die von Lamé aufgestellten Differential-

gleichungen zu Grunde gelegt. Die genannte Frage, für optisch ein-

axige Krystalle gestellt, lässt sich auf die für isotrope Medien zurück-

führen. Man erkennt dies auf besonders einfachem Wege, wenn man
die allgemeinen Integrale der Differentialgleichungen für optisch ein-

axige Krystalle kennt, die wir deshalb zuvor aufgestellt haben. Für
optisch zweiaxige Krystalle führen unsere Voraussetzungen auf zwei

partikuläre Lösungen, zu welchen, wenn auch unter specielleren An-
nahmen, schon Lamé gelangt ist.

Hierbei ergiebt sich der Umstand, dass die Fortpflanzungsgeschwin-

digkeit für Kugelwellen in isotropen und für die ellipsoidischen Wellen

in optisch einaxigen Medien eine sehr mannigfaltige sein kann, wah-

rend für die Kugelwellcn in optisch einaxigen und für die Wellen der

Fresne I schen Wellenlläche in optisch zweiaxigen Krystallen nur
eine gleichförmige Geschwindigkeit möglich ist.

Bevor wir zur Behandlung der Differentialgleichungen für die ein-

zelnen Medien übergehen, wollen wir aus der Einführung der beiden

ersten der oben gemachten Annahmen einige Schlüsse ziehen, die in

der Folge vielfache Anwendung Anden werden.
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2.

Zu Coordinateli wählen wir für die Folge «lie Parameter p , p, , p.,

Jreier orthogoiialeu Fläehensysfeme, deren eines (p) jedenfalls aus con-

teiitrischen Kugeln bestehe. Die beiden anderen sind dann entweder

Kegel oder Ebenen. Man bemerkt, dass für ein Coordinatensystein

der bezeichneten Art in dem Ausdruck für das Quadrat ties Linien-

elemeuts :

h* ' h* ^ V
in welchem ^ , ,

"* Seiten eines unendlich kleinen Parallelepipeds

vorstellen, h immer gleich 1 sein muss, wenu </p den Zuwachs des

Kugelmdius bedeutet, sowie dass ^ ; ^ beide mit p proportional sind.

L>er Quotient ^ ist demnach von p unabhängig und mit q* pro-

jiortioual. — Ferner bezeichnen wir mit U die Componente des Schwin-

jjuiigsausschlags eines Puuktes längs des Radius vector, mit V, W
diejenigen längs der Linienelemente , welche die beiden anderen Flächen

auf der Kugel in dem betreffenden Punkte niarkiren. Alsdann fasst

niaa die erste unserer Annahmen in die Gleichung:

U = 0.

Ferner lautet die Bedingungsgleichung (2) , in orthogonalen Coordinaten

ausgedrückt*), da U — 0 ist:

•3m ,'- £ + / ?y = o

,

dçi hht
1 ÖQt hh

x

wo die h die schon oben angeführte Bedeutung ha)>en. Die Annahme
iber die Form der Componenten ergiebt:

u-o* ,/r U-ti*'"
V = 0 . e * ; W = V . e

wo <P und "*P reelle Functionen von p , p, , p., sind, welche sich durch

Einsetzen von V und W in die obige Gleichung näher bestimmen.

Man erhält nämlich hierbei einen reellen und einen imaginären Theil,

von denen jeder für sich verschwinden muss, so dass:

' * + ' * = o
r p, hht

' cq
î

Ith,
}

*
'

ài
-f.

v
<

1
o

tilt, ôqx ' hh
t (q2

Man erfüllt nun die erste dieser Bedingungen in ganz allgemeiner

Wejpe, indem man setzt:

') Die Transformation «kr in dor Theorie der Elaeticität gebräuchlichen Aus-

drücke und Gleichungen in ««in krummlinige!« orthogonales Coordinateli»} stein

üo<let man in: Neumann, zur Theorie etc.; Creile- Horch ur dt, Bd. 57; oder

Lamé, coordinócs curvilignes.
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<f» = dF W dF
/*/*, dQt

1
h h, d Qi

1

wo F eine reelle Function der Coordinaten ist. Die letztere ergiebt

dann :

r F dl dF f'X A

Aus diesor Gleichung folgt entweder:

£A = o ;

dX = 0;

also A eine Function von ç allein; alsdann ist F völlig unbestimmt

gelassen.

Oder man scbHesst aus dem Verschwinden der Functional-Deter-

miuante auf eine Beziehung zwischen F und A, unabhängig von p,

und p.,, vermittelst deren man F durch X und p ausgedrückt sich vor-

stellen kann. Alsdann hat man:

d F = c F cj. d_F = dF ëj m

öq, è l Bqi ì êçt d l dot 1

also

V : W = Ä, • f
x
- : — /*,

oder

Nun ist aber andererseits:

dX = do. - -j- do., • f— -|- do • •

Für die Elemente der Durchschnittscurve einer Wellenfläche mit dem

Parameter X mit der Kugel p (für welche sowohl dk als do Null ist)

hat man demnach:

0 = dg. . f
* -{- ^P-j • ~

*

-

Ä, /i,
2 CQt

1

Durch Vergleichung folgt:

V • IV -
<lQl

-
dQt

A, /I,

Die Glieder des letzten Verhältnisses sind aber nichts Anderes, als

die absoluten Längen der Projektionen eines Bogenelementes der Durch-

schnittscurve auf die beiden orthogonalen Curvenelemente, längs deren

V und W gezählt sind. Man hat also für eine beliebig gestaltete

Wellenfläche den Satz:

Die Lichtschwingungen finden statt längs der Ele-

mente der Durchschnittscurven der Wellenfläche mit con-

centrischen Kugeln, und zwar stellen sich für irgend ei«en

Punkt die Componenten längs der orthogonalen Cur vende-
rne nte, die sich in diesem Punkte schneiden, dar in der Form:

(4) 17-0
5 F-V \l

• : W— ££ •

,
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wo F eine Function von X und p allein ist für den Fall, dass A noch

p, und p2
Ausser p enthält; im entgegengesetzten F eine beliebige

Function von p , p, , p, sein kann.

Enthält k ausser p nur eine der Variabein p, , p2 , so enthält auch

F blos noch diese eine, daher ist für diesen Fall ausser U auch noch

entweder V oder W gleich Null.

3.

Isotrope Medien.

Die Differentialgleichungen für Lichtschwingungen in einem iso-

tropen Medium haben in orthogonalen Coordinaten folgende Form (s.

die Torige Note):

a
' /,

2
A ' et* " citi h V* *i *t/J

|_Ä, \a p ,
A aJJ '

2 i_ ^ _ > P'f
» / ^ ^ ' Ü

YI° AA, £9 [A, ^ ç A," r * aJJ

< Qt L
A ^p, /», r Pt h

: )]
'

statt die unseren Voraussetzungen entsprechende Form der Lösungen,

wie wir sie aus dem vorigen Abschnitte entnehmen können, hier so-

gleich einzuführen, wollen wir, um übersichtlicher verfahren zu können,

die folgenden allgemeineren Lösungen der Gleichung (3») benutzen:

wo G zunächst noch eine beliebige Function der Coordinaten und der

Zeit sein soll. Alsdann ergiebt die erste der drei Gleichungen (5) die

in (6) bereits verwendete Bedingung (3*); die beiden letzten in Gemein-

schaft ergeben:

wo eine willkürliche Function von p und t, welche auf den Werth
von G keinen Einfluss hat, additiv in G hereingezogen ist. Diese

eine partielle Differentialgleichung umfasst alle diejenigen Lösungen

der drei simultanen Differentialgleichungen für isotrope Medien (und,

wie wir später sehen werden, auch für optisch einaxige Krystalle),
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welche sich unter der Voraussetzung bilden lassen, dass die Schwin-

gungen transversal zum Radius vector vom Mittelpunkt des Kugel-

systems und ohne kubische Dilatation stattfinden. — Führt man nun

aber die im Vorigen aufgestellte speciellere Form der Losungen (4)

ein und setzt dabei, mn noch der letzten Annahme zu genügen, A als

Function von p allein voraus, indem bekanntlich die Form der Licht-

wellen in einem isotropen Medium die von Kugeloberflachen ist, so

V W
ergiebt die Vergleiehung der Werthe für ^ und — ^ in (4) und (6)

sofort die Beziehung:

(8) Q - F .

Dieser Werth in die Differentialgleichung (7) für G eingesetzt, ergiebt

einen reellen und einen imaginären Theil. Der letztere (durch das

letzte Glied der rechten Seite allein gebildet) ergiebt:

2 K*l . Ii + F .

<l2 X = 0
c ç d Q (l t»*

oder

Hieraus folgt durch Integration:

wo eine beliebige Function der eingeklammerten Grössen ist. Daher

durch Eintragung des hieraus sich ergebenden Werthes von F in die

Gleichung (8) :

W G = U(Qi,Q2) • H • e

wo

also li eine Function von p allein ist. Aus dieser Form für G folgt

mit Rücksicht auf das über die h Gesagte, dass auch V und W in

zwei Factoren zerfallt werden können, deren einer blos p, deren an-

derer blos p, und p2
enthält. Daher haben die Lichtschwingungeu

für entsprechende Punkte zweier concentrischen Kugel-

oberflächen um den Erschütterungspunkt das gleiche Ani-

plitudenverhältniss, und zwar ist dasselbe gleich dem Pro-

dukt aus dem reciproken Verhältniss der Quadratwurzeln
aus den Fortpflanzungsgeschwindigkeiten einer Kugel-

welle, welche die eine und die andere Kugelfläche passirt.

in das reciproke Verhältniss der Kugelradien. Indem wir.

statt auch noch den reeeilen Theil der Gleichung für F und X herzu
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stallen, zweckmässiger zu der Gleichung (7) für G zurückkehren, setzen

wir neu Werth (9) in dieselbe ein und erhalten:

- - & - Ii = Ii • Ö'Sl + SI • ,

indem wir hier wie in der Folge mit tf
2
c5 die Operation bezeichnen:

,;») fa = h, h, r ' ('•.' '*) + ' (''! r*Y|

.

*
l

f 9t \»i 1 e*/ ' ?» V** ' P'/J

Weil nun aber in einer Bcstimmungsgleichung für H p, und p2
nicht

mehr vorkommen können, ebensowenig wie ç in einer solchen für Sì,

so muss diese Gleichung in zwei zerfallbar sein, deren jede die ver-

langte Bedingung für Sl und Ii erfüllt. Dies geschieht nun, wie er-

sichtlich, in allgemeinster Weise, indem man setzt:

J

p
2

• ò*Sl + ßSl = 0 und

.10)

wo man

no*) r= *p . o

gesetzt hat, und ß eine willkürliche Constante bedeutet.

Die Gleichungen (9) (10) sind eine nothwendige und hinreichende

Folge der Annahme (8) und der Gleichung (7) für G und somit der

in (1) gemachten Annahmen in ihrer Anwendung auf isotrope Medien.

— Es handelt sich nun um die Aufstellung von Lösungen für die Glei-

chung, welcher ß genügt, und um die Integration der Gleichung für 7».

4.

Die Gleichung für £1 ist eine partielle Differentialgleichung zweiter

Ordnung mit noch zwei willkürlich Veränderlichen. Eine Zerfallung

derselben in zwei gewöhnliche Differentialgleichungen kann erst nach

Einführung eines bestimmten Coordinatensystems auf der Kugel vor-

genommen werden. Man hat nun vorzugsweise zwei solcher ortho-

gonaler Systeme näher studirt, deren eines aus zwei Schaaren houio-

fokaler Kugelellipsen, deren anderes aus zwei Schaaren von Kugelkreisen

gebildet wird. Für das letztere, das gewöhnliche Polarcoordinaten-

system , sei hier die Trennung und Integration der daraus entstehenden

Differentialgleichungen zweiter Ordnung bis zu Ende durchgeführt.*)

•) Führt man die Trennung auch für das erstgenannte CoordmatcnBystcm au«,

so erhält man Gleichungen, die mau auf die benierkenawcrthe Form bringen kann:

rî Û , f sin 2 «me, . eoa'aror, "I r*ß , _ rsin , «mr., . cos1 «mm-, 1
- * " [— +—3»-1

]
;

: r.«
- -* « [—» c. *J.

wo zu dem Argument r, der Modul x = . » zu der complementare
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232 Ueber die Differentialgleichungen für Lichtschwingungen.

Wir führen statt der Bezeichnungen ç , p, ; q.2
die üblichen ein:

r ,<p ,il>. Ferner bestehe für das Linienelement die Gleichung:

(11) ils
2 = dr2 + r2 d<p2 + r2 cos*<jp (I*2

,

dann hat die Gleichung für & die Form:

_i_ . _L / Cos<p • —\ 4- -~ •
?'Ä + ßü = 0 .

cos qp £ 9> \ d tp) cos* 9 £ 1/>
I r

Man spaltet diese Gleichung in die folgenden mit getrennten Verän-

derlichen :

(12-) f£ + «.«-0,

0») C„U-
• £ ( «" » •

|f)
-^ -ß*.

wo a eine neue willkürliche Constante. Die erste dieser beiden Glei-

chungen liefert bekanntlich das Integral:

& = cos O /ä) + *2
sin (if; fa) ,

wo die <P noch zu bestimmende Functionen von q> sind. Für «=0 kommt :

& = <i>3# + #
4

.

Die Summe beider Integrale:

(13) Sl = 0, cos (tfy«) + #2
sin(r>j/ä) + tf>

3 # +
in (12b

) eingesetzt, genügt dieser Gleichung, wenn (?>, und d>2 einzeln

genügen und <2>
3 ,
0

4
für den Werth a = 0 genügt.

Nun lässt sich aber mit Hilfe einer von Euler*) angegebenen

Methode das allgemeine Integral der Gleichung (12 b
) für die Function

<P in Form einer nach Potenzen von cosg> oder sinç> entwickelten Reüie

aufstellen. Führt man nämlich als unabhängige Variabele in jener

Gleichung ein:

x = cos <p ,

so kommt:

(14) x2 (l-x2
) + x (1-2*') + + 0*1) = 0 .

Nimmt man für O die Reihenentwicklung an:

v = x- (AQ + A
x
x2 + -V1 + A

3
** + •••),

so sind die Constante v und die so zu bestimmen, dass der vor-

liegenden Differentialgleichung identisch genügt wird. Setzt man die

obige Reihe ein und ordnet nach Potenzen von x, so müssen die Coef-

ficienten dieser letzteren einzeln verschwinden. Mau erhält so durch

Betrachtung des Coefficientcn von xv die Bedingung:

Modul x' gehört. a,6,c sind Constante, die von dem Coordinatensystem aH-

bängen, k eine willkürliche Constante.

*) Institutions cale. int. 11, p. 183 sqq.
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Ueber die Differentialgleichungen für Lichtachwingungen. 233

v = + y a .

Die höheren Potenzen ergeben Gleichungen, aus denen ein Coefficient

(Af) durch den vorhergehenden (Ap-i) ausgedrückt werden kann, und

zwar findet man:

4 }) (H-„) . A, = J^.i [2(j.-1)^j»+2»-1) + v> + , — ß\.

Weil nun das Verhältniss Ap : Ap^i mit wachsendem p sich der 1

nähert, so convergili die Reihe, so lange <p reell ist, indem x = cosqp

alsdann unterhalb 1 bleibt. — Die beiden Werthe von v geben zwei

verschiedenen Integralen v und u Entstehung, jedes mit einer will-

kürlichen Constanten, deren Summe:

(14) 0 = u + v

das vollständige Integral bildet. Nur für den Fall, dass \/ä eine

ganze Zahl ist, lassen sich die Terme der einen Reihe nicht mehr be-

stimmen; aber man genügt alsdann allgemein durch den Werth:

(14*) 0 = u v . log k x
,

wo k eine willkürliche Constante, v eine Reihe der oben beschriebenen

Art, « eine ähnliche mit v weiteren Gliedern vor A0 mit negativen

geraden Exponenten ist. Man überzeugt sich leicht hiervon durch

Einsetzen. Hiernach erhält man für a = 0 das Integral :

(14
b
) d> = (A + B \ogx) (A

0 + A
{
x> + A

2 x* + A^ -\
) ,

wo die A sich aus der oben angegebenen Formel bestimmen.

Wenn von den Coefficienten A in der angegebenen Reihe v ein-

mal einer Null wird, so werden alle folgenden Null und man erhält

ein Integral in geschlossener Form. Die Bedingung dafür, dass der

p. Coefficient verschwindet, ist aber einfach dadurch erfüllt, dass

in der Gleichung zwischen Ap und Ap- X die eckige Klammer ver-

schwindet. — Die Einführung von y = sin <p als unabhängige Variable

in die Gleichung für O würde ebenfalls und zwar auf andere Inte-

grale in geschlossener Form führen. Doch mag es genügen, dies er-

wähnt zu haben.

Die Differentialgleichung, von der jK abhängt:

lässt sich nach der soeben angewandten Methode gleichfalls integriren.*)

In der That, man setze für Ii die Reihe ein:

*) Neuerdings hat man die Riccati'schc Differentialgleichung 2 ter Ordnung,

aof welche sich die obige zurückführen läsät, mittelst Bes sei 'scher Functionen

iütegrirt (Lommel, BesseVsche Functionen).
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234 Ueber dio Differentialgleichung für Lichtachwingungcn.

so bestimmt sich, wie früher fi aus der Gleichung, die dem Coefficien-

ten von q." entstammt:

fi
? — [i — ß — 0 .

Ferner ergiebt die Methode der unbestimmten Coefficienten :

p (2p + 2p - 1) A„ 1 Ap^ ;

daher nach Einsetzung:

. TV i
, 1

'2.4.« 2tt-f 1 . 2tt-f-2 . 2p+ 3 '

Diese Reihe convergili für jeden endlichen Werth von p. yl ist eine

willkürliche Constante. Die Gleichung für ist quadratisch und giebt

somit zweien Integralen u und v Entstehung, deren 8umme:

Ii == u + v

das allgemeine Integral darstellt, so lange nicht:

0 = - i + <Z

2
,

wo ç eine ganze Zahl. In diesem Falle genügt man allgemein durch

den Werth:

(15a
) Ii = m -j- v . logfcp,

wo k eine willkürliche Constante, v die obige Reihe für den einen

Werth von p ist, u eine ähnliche mit noch q Gliedern vor A
tì ,

die

aus negativen geraden Potenzen gebildet sind. Setzt man nun je nach

dem Werth von ß für Ii den Werth (15) oder (15a
) in die Gleichung

(0) für G ein, verfährt ebenso mit dem Ausdruck für Sl (13), nach-

dem man darin Q
l
und <t>

2
aus (14) oder (14*) (je nach dem Werthe

von a), sowie (P., und 0>
4
aus (14' 1

)
eingetragen, so hat man hierdurch

eine solche Lösung G der Gleichung (7), welche, unter den vorgeschrie-

benen Bedingungen
,
zugleich in Rücksicht auf Ii die allgemeinste ist.

Aus diesem Grunde liisst sich aber auch das allgemeine Gesetz

für die Fortpflanzungsgeschwindigkeit unter den gegebenen Bedingungen

in eine Formel zusammenfassen. Es folgt nämlich aus (9):

durch Integration und nachmalige Differentiation:

dl l

J *•

das Integral mit beliebiger unterer Grenze genommen. Daher hat

man für die Fort pfl an zu ngsgesch windigkeit den Ausdruck:
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welcher nach Einsetzung von R aus (15), (15a
) ausführbar wird.

Die Reihe v für Ii bricht zwar niemals ab, doch liisst sich für

manche Werthe von ß v auf die Entwicklung von bekannten Functionen

zorückführen. So hat mau für ß = 2 (/* = -}- 2 oder p = — 1) durch

Zusammenziehen der beiden Entwicklungen das Integral:

(IT) Ii - A (^ - l) e* + lì
(JT

+ l)
,

wo T = 2i*

Man findet alsdann für die Fortpflanzungsgeschwindigkeit:

1 - rh '

tür diesen Fall (ß = 2) mögen beispielsweise noch zwei Lösungen

vollständig hingeschrieben werden. Man stelle G auf und findet als-

dann aus (6) und (11):

V = -J— .w
- W= - 1

•
^«

»COS? £(p
5 r f^ '

also für a = 1 :

F= (—4 sin#-|-.#cos#) • y ; W = (./lcos^-|-I?8in^) • sinqp •
*

;

für a = 4 :

H-ji«n2*+ jBcc»2*)— ;
^=- (^cos2^+J?sin2^)

(

8^ •

wo 7? in beiden Fallen den Werth (17) hat.
*

Wir wollen diese Beispiele von Lösungen der gegebenen Differen-

tialgleichungen in geschlossener Form hier nicht vermehren, sondern

nar gelegentlich der beiden angeschriebenen auf ein wesentliches

l nterstheidungsmerkmal derselben, sowie überhaupt aller Losungen,

'Üe sich bei Einführung von Polarcoordinaten ergeben, aufmerksam

machen. Die letztere der beiden Lösungen wird unstetig für <p ==

ilso längs der ganzen Axe der Kegel <jp; die erstere nur für den einen

l'nnkt q = (). Soll nun die Unstetigkeit längs einer geraden
Linie vermieden werden, so darf die Reihenentwicklung v für *l>

nur Potenzen von x enthalten, deren Exponenten ^ 1 sind. Man
weicht dies dadurch, dass man a > 1 annimmt, und für <J> diejenige

Heihenentwicklung als partikuläres Integral annimmt, welche dem
positiven Werthe von v entspricht. Soll endlich die Lösung V, W
auch nicht für den Punkt q = 0 unstetig werden, also für jeden im
Endlichen liegenden Punkt endlich bleiben, so ist ausserdem

für R diejenige Reihenentwicklung als partikuläres Integral anzusetzen,

welche, nachdem ß jedenfalls positiv angenommen, dem positiven

Werthe von p entspricht (in der Lösung (17) z. B. für B = — A).

Diese Bedingungen sind gleichzeitig erfüllbar.
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236 Ueber die Differentialgleichungen für Lichtechwingungen.

Die in diesem Abschnitte aufgestellten Losungen der Differential-

gleichungen (5) liefern aber zugleich eine Quelle von Losungen der

auch in anderen Gebieten der Physik vielfach auftretenden Differential-

gleichung:

dt*
~ U

\ix* ^ < y* ^ ci*)

Denn dieser Gleichung genügen bekanntlich die Componentcn :

h = U sin <p -f- V cos <p

(19) *; = U cos <p sin ìi>
— V sin q> sin # -f- V cos iff

w = U cos <p cos V — F sin <jp cos V — sin i>

,

für rechtwinklige Coordinaten:

(19») X = r sin qp ; y = r cos 9 sin V '> £ = »* cos ç> cos V >

wenn die Î7, F, IV den Differentialgleichungen (5), für Polarcoordi-

naten specialisirt
,
genügen. Man hat b2 = zu setzen und irgend

eine der für U, V, W gefundenen Losungen in den Gleichungen (19)

für die u, v, w anzunehmen. So genügt beispielsweise (Taus 10»):

+(^.),+ •••]"'-'

nebst den Differentialquotienten nach x, y, s, z-\-iy, e— iy, u. s. w.

Losungen , die wir hierher gesetzt haben , um daran auf die der Tren-

nung der Variabein in der Gleichung für Sl entstammende Einseitig-

keit aufmerksam zu machen.

5.

Optisch einaxige Krystalle.

Für die Fortpflanzung des Lichts in Krystallen hat Lamé, indem

er die von Green aufgestellte Behandlungsweise adoptirte, homogene
Differentialgleichungen 2trr Ordnung angegeben, welche sich durch

ihre Einfachheit empfehlen und, ohne weitere Annahmen nothig zu

machen, einen raschen Uebergang zu der Gleichung der Fresnel'-

schen Wellenfläche ermöglichen. Wir werden uns bei der Betrachtung

von krystallinischen Medien dieser Gleichungen bedienen. Dieselben

enthalten drei Constante und sind unter der Voraussetzung gebildet,

dass die kubische Dilatation Null sei*). Der Uebergang von optisch

*) Lamé, Elastic. S. 297.
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Ueber die Differentialgleichungen für Licktachwingnngen. 237

zweiadrigen auf optisch einaxige Medien wird dadurch bewirkt, dass

man zwei jener Constanten einander gleich setzt. Demnach kann

man die hieraus oder aus den (weiter unten (38 a
)

angeführten

)

Laraéschen Differentialgleichungen für b =a c sich ergebenden Diffe-

rentialgleichungen auf die Form bringen:

et* — 0
' \, x* + cy* < z*

)

<*<> s-*-& + «'(S+£)-c^£i,

Diese Gleichungen schliessen, wie leicht ersichtlich, die Bedingung
Hn:

ri/

"
1" fi ~ U *

Die Losungen m, r, w eines Systems von Differentialgleichungen der

obigen Art enthalten nun im Allgemeinen je zwei willkürliche Func-

tionen. Doch bestehe in unserem Falle die obige Gleichung für zwei-

mal drei derselben, so dass die Anzahl der in die vollständigen Inte-

grale eingehenden willkürlichen Functionen nur noch 4 beträgt.

Die Form (21) der Gleichungen für optisch einaxige Medien ist

non aber eine so einfache, dass man die allgemeinsten Integrale der-

selben noch in übersichtlicher Gestalt aufstellen kann. Wir wollen

«Heselben hier geben, um so mehr, als sich aus ihnen mit grosser

Leichtigkeit die Lösung der im ersten Abschnitt gestellten Frage ab-

leiten lässt. Man wird sehen, dass die Integrale von den Lösungen
zweier partieller Differentialgleichungen zweiter Ordnung von bekann-
ter Form abhängen, deren jede zwei willkürliche Functionen mit sich

fährt, so dass die Gesammtzahl der erforderlichen willkürlichen Func-

tionen erfüllt wird. Die Integrale lassen sich in eine solche Fornì

bringen, welche der von Herrn Clebsch für isotrope Medien gebil-

deten ähnlich ist.

Setzt man:

so besteht für V dieselbe Differentialgleichung, wie füru, für welche

wir den Weg zu partikulären Integralen schon oben gezeigt haben.

Lhfferentiirt man ferner die zweite der vorliegenden Gleichungen nach

die dritte nach y, und zieht die letztere ab, so kommt eine Diffe-

rentialgleichung für

rr rir , r

~rz aj — f '

»

man hat nämlich alsdann:

Mathematische Annalen I. 10
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238 Ueber dio Differentialgleichungen für Lichtschwingungen.

ft* (X* 1 \t y* 1 «r* 1

/

Diese Differentialgleichung geht in die für « über, wenn man darin

statt y , z resp. ^ y, £ • z setzt. Daher liefert jede Lösung der

einen Gleichung eine solche für die andere.

Es bleibt also nur noch die Berechnung von «, v, w aus den

Gleichungen übrig:

(HC

(22)
r * + cir = ir

_ '»• = f/,

wo J7 und V Integrale der Gleichungen sind :

i*C /<>!" r'W i*tr\

(22a) ff - lr [c* + <f + **)

u zunächst ergiebt sich durch Quadratur.

Um t? und tv zu erhalten, setze man:

(23) also
t i

z — iy = p y^if^— .

Alsdann hat man noch:

^ ' f."
~~

ri ^ ru > iy
1

fi. * fa ' t z* ^ ~~ * rlr? '

die letzten beiden der obigen Geichungen gehen alsdann über in:

2.
* (,? + ,M) = <7 + ; V ; 2. ' l

- - iu) = U-iU;
daher folgt:

4 r = f (U -\- i U') (lti+f(U-iU') dk
- 4 w = f(u+ ; iv) tili —f(u - * in <n,

wo die dabei auftretenden willkürlichen Functionen von p und A in die

Integralzeichen herein gezogen sind.

Setzt man, um die Bezeichnung mittelst Integralzeichen zu ver-

meiden :

TT 4 lt!L V 4 p r
*

r Uu »

( ~ 4
' (JLfucx '

so lassen sich in dem Ausdrucke für v und w die Differentialquotien-

ten nach A und fi wieder zusammenfassen und man hat (23a
):
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c*T e'T

<yf cz'*

(24) V = e S
l z

VT
-m- --m •

cycx 1

w = — (S
+ c'T

m

es ex '

Diese Forni für die m, v, w umfasst jedenfalls die allgemeinen

Integrale. Ob dieselbe nicht noch zu specialisiren ist, damit sie wirk-

lich Integrale der gegebenen Gleichungen sind , muss man durch Ein-

setzen entscheiden. Diese Operation liefert die Differentialgleichun-

gen, denen alsdann S und T zu genügen haben, und zwar findet man,

das» die nothwendige und hi nreichende Form der Integrale
der gegebenen Differentialgleichungen die oben aufge-
stellte (24) ist, wenn S und T aus den Gleichungen be-

stimmt werden:
VT

7
, /VT

,
VT Vl\

,n x
et'

r
(ex- cf ez !

)
1 ; VS

J2 V_S
, , /VS ,

r'S\

fi' ~ ex' ' \ey* ' , z'- )

Es sei uns erlaubt, einige für isotrope Medien bekannte Lösun-

gen für optisch einaxige zu erweitern.

Auf Losungen von der Form:

e W e V
11 — <y cz

iyT , ' elf rW
U;,) r = 77 - es

= 1 V e V
( x ey

kommt man, wenn man setzt (A und fi in der obigen Bedeutimg):

i26
> i /'(!!' - ::

:

) * > - iji (:• + ?o •»

bezüglich den Gleichungen für T und S Genüge leisten. Auch U
muss der letzteren genügen.

Setzt man z. 15.

U = A . c>>-"'<

V = li . e"-'"'

W = Cr

. c

wo = ax -\- ßy -j- yz a, /3, y die Cosinus der Neigungswinkel irgend

einer Richtung gegen die Axen sind, m eine Constante, so kommt:

M = (Jìy — Cß) eP-rn = (#0 + ty)
16*
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240 Ueber die Differentialgleichungen ffii* Lichtschwingungen.

Daher hat man: (liy — Cß) - &'*) = 0

(jjß' -f cy (w2 — «2«2 - b* [y
l + Fi) = 0,

dies giebt zwei Lösungen:

1) ]}Y -Cß = Q und m7 = + //-'
(0

2 + y
2
);

2) Bß -\- Cy = 0 und »*' = Jr u. s. w.

Für isotrope Medien folgt aus den Bedingungsgleiehungen für S
und T, dass U, V, W, wenn a = b, alle dieselben Gleichungen , wel-

chen T fur optisch einaxige genügt, befriedigen müssen. Diese Form
ist dann die allgemeinste für Lösungen der Differentialgleichungen für

isotrope Medien*).

Mau genügt den Bedingungsgleiehungen für J\I, N und U auch,

indem mau setzt

( -o"*'

wo r/ = //> .
?'* + ^

oder für £7 irgend ein anderes Integral der Gleichung für <S. Auf die

von Lamé**) für optisch zweiaxige Krystalle angegebenen liösungen,

specialisirt für den Fall optisch einaxiger, kommt man, indem man
setzt:

(27) T—if, -YV^+^),h=^
i
]>>-> T (*+";)

,

wo q in der eben erwähnten Bedeutung genommen ist, X und fi in

der früher angewandten.

G.

Die Lösungen, die wir oben gefunden, setzen sich additiv je aus

zwei wesentlich verschiedenen Theilen zusammen, deren einer, von £
herrührend, den in optisch einaxigen Medien auftretenden ellipsoid i-

schen Wellen entspricht, während der andere, T entstammend, den

Kugelwellen Entstehung giebt. Der letztere Theil genügt der Glei-

chung :

<*> %-Z-0>
welche Gleichung aber auch zugleich den erstem Theil der Lösungen

aus8chliesst, indem sich daraus sofort ergiebt:

S = 0.

*) Für iHotrope Medien wurde diese Form schon von Herrn Clebsch ange-

geben. Grelle- Borchardt, IJd. Cl.

**) Elasticité, p. 319, 23. ley.
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Umgekehrt ist die Gleichung:

(3?9) u = 0

der Repräsentant fur den ersteren Theil der Lösungen allein und um-

fasst dieselben vollständig.

Diese Bemerkungen genügen, um die Ableitung und Behandlung

der aus Einführung der Form der Lösungen, die im 1. und 2. Ab-

schnitt aufgestellt worden, sich ergebenden Differentialgleichungen

zurückzuführen auf die nämliche Aufgabe für isotrope Medien , eine

Aufgabe, die wir bereits gelöst. In der That, betrachten wir blos

diejenigen Schwingungen , welche durch die Gleichungen definirt

sind:

3°) «i = - -
? i "'I

-
wo T der Gleichung zu genügen hat:

m + % +
so bemerkt man, dass der Buchstabe a, das Unterscheidungszeichen

der optisch eiuaxigen von isotropen Medien, daraus verschwunden ist.

— Andererseits haben wir im vorigen Abschnitt gesehen, dass die

Lösungen (25) die allgemeinsten sind für isotrope Medien, wenn die

V , V , W der zuletzt angeschriebenen Gleichung (30"1

)
genügen. Führt

man in die Gleichungen (25) die Bedingung (28) ein, so folgen Lö-

sungen von eben der Form (30). Fügt man also den unter irgend

welchen besonderen Voraussetzungen für isotrope Medien aufgestellten

Lösungen die Bedingung hinzu:

(28) * - lc = 0,

so sind dadurch alle diejenigen unter jenen Voraussetzungen sich aus-

breitenden Schwingungen charakterisirt , welche den optisch einaxigen

und den isotropen Medien zugleich zukommen. Wir haben oben durch

die Gleichung:

••• • iï = ™ + >

wo d'G die frühere Bedeutung (ü*) hat, alle diejenigen Scliwingungen

definirt gesehen, welche ohne kubische Dilatation und transversal zum
Radius vector von einem gewissen Punkte aus vor sich gehen. Die

obige Bedingungsgleichung (28) in die hier benutzten Coordinateci

Q> 9\i Qi transformirt
,
lautet*):

< x
. A • Jr + t

x
• B . v 4-

?x
• r . v = 0,

*) Lame, coordonnée» curvilignes, p. '288.
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wuA =^ ( < V _ v W\
. g = hth/r. W' _ c V\

k \f 9t h
x

eç t
ht )

7
/», \f 9 ht cQt

h
J'

(
31

) I

r = /i/i, / r 6r _ r V\

Ve, h CQ h
x
j'

Nun hat mau aber, unter den beiden soeben citirten Voraus-

setzungen :

(7=0; -,- = , : = .

Daher ist die transformirte Gleichuug:

(32)
fx

• IPG — V- j'"- — (X
K'1

lHi = 0,

wo d2G die obige Bedeutung (9
a
) hat.

Diese Gleichung (32) zusammen mit der Gleichung (7) für G um-

fasst nun alle diejenigen Schwingungen, welche sich sowohl in einem

isotropen, wie in einem optisch einaxigen Medium in Kugehvelleu

fortpflanzen können, unter der Voraussetzung, dass die Schwingun-

gen ohne Dilatation und in den Kugeloberflächen selbst vor sich

gehen.

Fügen wir dieser Voraussetzung noch diejenige über die Form der

Lösungen G hinzu (8 , 9) , welche die Schwingungen zu Lichtschwingun-

gen machen, indem wir dem Obigen zufolge A als eine Function von p

allein voraussetzen, so muss, zufolge der Bedingung (9), die Glei-

chung (32) in zwei zerfallen , eine für R und eine andere für Sì allein.

Dieselben sondern alsdann aus den Lösungen der Gleichungen (10)

diejenigen aus, welche auch optisch einaxigen Krystallen genügen.

Setzt man die Form (9) in (32) ein, so kommt:

(33
) |.^.«_gv.^; + |--V-^]f-°-
Nun ist ->.— ) proportional mit p, wenn p f , ç2

Parameter von

Kegel -(Ebenen-) Systemen sind, /*,
2

, hf proportional mit
Q\ y

f

fQ
aDer

von der 0U " Ordnung für ç. Man hat daher, wenn diese Gleichung

in zwei zerfallen soll, in denen die Variabein getrennt vorkommen,

zu setzen: die eckige Klammer gleich:

wo y eine Constante ist. Man hat ferner die Gleichung für SI (10):

. d'il + ßsi = o.

Alsdann kommt für H die Gleichung:

ß . II — 11
-

y = 0;
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dieselbe hat aber als einzige Lösung die mit (10) nicht vertragliche:

Ii = k . q,

welche somit unbrauchbar ist. — Aber jene Gleichung für Ii wird

andererseits auch noch erfüllt durch:

y = ß = 0.

Die eckige Klammer in (33) verschwindet alsdaun gleichfalls. Man
kann dieselbe auch in solche Form schreiben, dass man erhält:

*a = 0.

Wir wollen diese Gleichung in den oben (19*) eingeführten Polar-

coordinaten schreiben, für welche:

x = r sin <jp ; y = r cos <p sin tf>] z = r cos <jp cos

Man hat alsdann:

und aus: fl-'iÄ = 0 folgt nunmehr:

also Si = »ity -f- »,

wo m und « Constante. Ferner folgt aus der Gleichung (10) für Ii,

wenn ß = 0:

i2 = const, c

Daher sind die einzig denkbaren Liehtsch wingungen,
welche sich in Kugel wellen in einem optisch einaxigen
Medium ausbreiten können, darstellbar in Polarcoordina-

ten durch:
(r \ irti

>. "Or
(34) U = 0

5 v = -'
1

- ; w = o.
v J ' r . cos tp

Man bemerkt, dass dieselben der Richtung wie der Fortpflanzungsge-

schwindigkeit nach eindeutig bestimmt sind.

Ganz anders verhält sich der Theil der Lösungen, welcher den

ellipsoidischen Wellen entspricht. Wenn man die Gleichung:

u = 0,

welche diesen Theil von den Kugelwelleu absondert, in die allgemei-

nen Lösungen für isotrope Medien (25) einführt, und vergleicht als-

dann dieselben mit den für optisch einaxige aus derselben Bedingung

entspringenden :

«3 = 0; v2 = rz ;
ic, - -

so stimmen beide in der Form genau überein, nachdem man in der
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Gleichung, welcher S zu genügen hat, die Transformation vorgenom-

men hat:

X = x- ; y = y .

ft

Die Bedingung tt = 0 tur isotrope Medien sagt aber nur aus, dass

die Schwingungen parallel der YZ Ebene vor sich gehen, also, in

den vorhin eingeführten Polarcoordinateu ausgedrückt, dass:

(») » = °>

also dass die Constante a (12a
) verschwindet.

t(f geht mithin in die Lösung G nicht ein. Daher erstreckt sich

die Transformation von x, y, z blos auf r, wenn man dieselbe in

Polarcoordinaten ausdrücken will. Alle unter der Voraussetzung -, ^ = 0

für isotrope Medien abgeleiteten Lösungen der Gleichung (7) für G,

nachdem dieselbe in Polarcoordinaten ausgedrückt, gelten also, nach-

dem man überall für die Grösse : q
1 = ~ + ?/* ^ - eingesetzt, auch

noch für die ellipsoidischen Wellen in optisch einaxigen Medien, indem

dabei À als Function des Parameters q eines Rotationsellipsoids voraus-

gesetzt wird. Weil durch die obige Bedingung die Gleichung für 7f

(10) nicht alterirt wird, so hat man den Satz:

Nach denselben Gesetzen, nach welchen in isotropen

Medien eine Verbreitung von Lichtschwingungen in Kugel-
wellen möglich ist, kann auch, abgesehen von derSchwin-
gungsrichtung, eine solche in ellipsoidischen Wellen in

einem optisch einaxigen Krystall stattfinden. Dagegen
giebt es nur eine einzige Art der Verbreitung von Kugel-
wcllen in dem letztgenannten.

7.

Optisch zwoiaxige Krystalle.

Die Frage nach dem Gesetz für die Fortpflanzungsgeschwindig-

keit von Lichtschwingungen, die sich in Fresncl' sehen Wellenflächen-

wellen in einem optisch zweiaxigen Medium ausbreiten, beantworten

wir, aus Gründen, die wir schon in 5. augegeben, durch Untersuchung

derjenigen Differentialgleichungen, welche Lamé hierfür aufgestellt,

indem wir in dieselben die Bedingungen, durch welche wir Licht-

schwingungen defhiirt haben (1) und (2), einführen. Diese Operation

ist aber wie im Vorigen so auch hier wesentlich erleichtert, wenn die

Differentialgleichungen für ein solches Coordinatensystem aufgestellt

sind, wie wir es in 2. beschrieben haben. Wegen der in den Diffe-

rentialgleichungen auftretenden Gonstanten (3 au der Zahl) wollen wir,
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um die Transformation übersichtlich bis zu Ende durchführen zu kön-

nen, ein gleichfalls mit 3 willkürlichen Parametern versehenes Coor-

dinatensystem wählen, welches unten näher bezeichnet werden soll. Man
kann nun die mühsame Rechnung, welche eine directe Transformation

der Differentialgleichungen verursachen würde, auf die weit einfachere

Aufgabe der Transformation eines gewissen vielfachen Integrals zurück-

führen, dessen erste Variation, gleich Null gesetzt, jene Gleichungen

ergiebt. Nun lässt sich zwar in vielen Fällen die Form desselben

sofort errathen, wenn die Differentialgleichungen gegeben vorliegen.

Doch soll hier eine directe Ableitung aus einem bekannten Princip

der Mechanik wenigstens angedeutet werden.

Ueber die zwischen den einzelnen Theilen eines elastischen homo-

genen Mediums wirkenden Kräfte machen wir die Voraussetzung, dass

sie eine Kräftefunction, U, besitzen. Sind äussere Kräfte nicht vor-

handen, so verschwindet nach einem von Hamilton aufgestellten

Princip der Mechanik die erste Variation des Integrals

f dt (U — T),

wo t die Zeit , T die lebendige Kraft des ganzen Systems (das man
sich von beliebiger räumlicher Ausdehnung vorstellen kann) bedeutet.

Die Variation der Kräftefunction stellt nun aber die bei einer virh^
len Verschiebung des Systems geleistete Arbeit dar. Andererseits ist

dieselbe gleich der Summe der Arbeiten der auf ein (als starr gedach-

tes) Elementarparallelepiped des Mediums wirkenden Kräfte und Kräfte-

paare, diese Summe ausgedehnt über das ganze Medium. Nimmt
man nun an, dass jene Kräfte und Kräftepaare lineare Functionen

der als sehr klein aufzufassenden sechs VersebiebunesOTÖssen in die-

sem Punkte seien, so sind die virtuellen Arbeiten lineare Functionen

sowohl der Verschiebungsgrössen selbst, als ihrer Variationen, der

virtuellen Wege. Die Kräftefunction also, deren Variation zufolge

der Definition ein vollständiges Differential ist, kann als quadratischer

(homogener) Ausdruck der sechs Verschiebungsgrössen dargestellt wer-

den. Derselbe enthält noch
J ^ unabhängige Constante. Geht man

von der durch das Experiment wahrscheinlich gemachten Annahme
aus, dass das lichtfortpflanzende Medium incompressibel sei, so wird

man *) zu einer Reduction der obigen Constantenzahl veranlasst

,

welche Zahl durch die weitere Annahme von drei ausgezeichneten,

aufeinander senkrechten Richtungen in dem Medium (die Schnitte der

Symmetricebeneji
,

parallel den Coordinatenaxen gedacht) auf drei

herabzudrücken ist. Werden statt der oben genannten Verschiebungs-

grössen die Componenten u, v, iv der Verschiebungen eines Punktes

*) Lamû, élasticité, 17. ley.
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(«5)

x, y, z (durch welche auch die Grösse T ausgedrückt werden muss)

vermittelst der bekannten Ausdrücke in den partiellen Differentialquo-

tienten eingeführt, so erhält man für U, T die folgenden Ausdrücke:

v _ fjj<u** [«•'(:;:
-
*y +

* (;;;•• :;.)

:

]

-ff fi* dg* -H;

Man hat daher die Gleichung:

(
37

) * USI (bJ ds (U — 5) = 0.

Aus derselben fliessen sofort drei partielle Differentialgleichungen von

der Form:

c(Sl S) , c ^Ä-J , a c (St

(38)

°et
cx r. ( CO

C
ex

, ( to

' •<.<

il , ito
C

cz

Setzt man darin für co der Ueihe nach u, v, w, so kommt das von

Lamé behandelte System von Differentialgleichungen für die Bewegung
in einem krystallinischen Medium:

(3«') •I

II'

cy

'CP cic\

<if)

cz

(che CU\
[cx cz )

(cio du\

cx dz)

— fl-

ex

~dz

%
/cu

(X

* fe-
ci

et*

et*

che

et*

Wir wollen uns hierbei nicht aufhalten, sondern gleich zur Transfor-

mation des Integrals (37) übergehen.

Sind die neuen Coordiuaten p, p, , p.2 , und haben die U, V, W
wieder die frühere Bedeutung (1), desgleichen die /*, h

x
,h2) so beste-

hen zwischen den u, v, w und U
,
V, W lineare Relationen, diesel-

ben, welche zwischen den Projectionen einer Strecke auf je die drei

Axen zweier rechtwinkliger Coordinateusysteme bestehen.

Man hat nun (36):

Digitized by Google
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s- a - x - i- - ":V.

Alsdann ist zunächst wegen der zwischen den u, v, w und 6', V, W
bestehenden Relationen:

w « - (:'/)

;

+ CO* + ('"')•

Man kann ferner leicht die Formeln beweisen*):

et

ez

die
• /f/r' + ex

C9\
• Bhf +

<>Öt

• r./i
a
«

(40) £ -
^*

• Ah1 +
<-9t

• Bhf + 'fy
- r. //.;-'

r« et

ex
~ • ' + es

• Bhf + ez

eçt

• r-v,

wo .V =
/i

/ e V e W\
•

(

d

U p, /*, à 9, l't )
1

r = /</*, / e U e V\
ht \e<tt h eg h

t)

Wir wollen nun die Werthe
f

' etc. wirklich berechnen und zwar
09

durch Einführung eines Coordinatensystems , das durch die drei Mü-

ckenschaaren**):

& 4- V' + e<l == 9'

«•r* c*z*

«*— p,» V "T" cf — Pt
»
~

mit drei positiven beliebigen Constanten («
2 > b2 > c7) gebildet wird.

Sie sollen mit den in dem Integralausdruck vorkommenden iden-

tisch sein. Die erste der drei Fläcbenschaaren sind concentrische

Kugeln , die beiden letzten confocale Kegel 2 lcr Ordnung. Bedient man
sich der abkürzenden Bezeichnungen (* =1,2):

a*=*Q?— a- \ bi

2=Q)'1— h 2
;

r,
?= o,

? — c !
; n?=a?bil v?

so bestehen zwischen yl, 7V, C und a,b
}

c bekannte Relationen, mit

Hülfe deren man leicht die aus (41) folgenden Formeln verificirt:

•i Lamé, coord, curv. p. 288.

**) Herr lieuse iXieoractrk* du» Raumes) hat für dieses System die Dezeich

nung: elliptische Kugelcoordiuaton.
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Bildet man hieraus die partiellen Differentialquotienten der recht-

winkligen Coordinateli nach den neuen, alsdann das Quadrat des Li-

nienelements, so erhält man für die /* die Ausdrücke:

(43) Ä=l; k, '-ff-, ; *, ir
1,"'--

Setzt man diese VVerthe sowie die für die partiellen Differential-

quotienten in die Gleichungen (40) ein, und addirt, nachdem man

quadriti und resp. mit a-, h2, c2 multiplicirt hat, so kommt der trans-

formirte Ausdruck für Sì. — Derselbe nimmt eine einfache Gestalt

an, wenn man die mit Hülfe der zwischen den A, B, C, a, b, c

bestehenden Relationen aufgestellten Beziehungen bemerkt (* = 1,2):

ir - ":
. -, y* C'Y . h? = 9? + . r,;

y «•-• C/ )m = '>'•<- °\«\ -, y„* ([*) ('- ) = - . .

So ergiebt sich, wenn man zusammenfasst

:

0*n « = + r-\//..v+
0 \-

Ah
- -f — + —T;v 1 s 1

-
* l

Ç1O2 L e
1

(>i Pt J

für die Transformation des Volumelementes entnehmen wir der Theorie

der Functionaldeterminanten :

(45) dx (hj dz — d . dç dQ
{
dç-t — ^ ^9 (^9\ (1Q >

9.

Aus den Formeln (39), (44), (45) des voranstehenden Abschnit-

tes ergiebt sich sofort die Transformation des Integrals. Wir schlies-

sen sie ein in die folgenden Formeln :

0 IUI te <hJ <" (-°- - S
) = d ffff <iQ <fc. & ~ s ') = 0

sz = •
/, ( c* - —) + u - ìv) +

Q .h,h t .ahc r/ i r/r _ 1 ,r\ _ / 1 , 1 ,.r\
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wo für eiuen Augenblick:

m U=V; l
= K'; £ - IT

gesetzt ist. Die hieraus fliessenden Differentialgleichungen haben die

Form:

ft» et d(ù '
( Q ito rp, t ta

( — v
e r .,

ft (Q (Q t

1 rpg ^rw >

wo fur û) die drei Functionen f\ V, W oder auch die U', V , W
der Reihe nach zu setzen sind. Wählen wir die letzteren, um das erste

(mit negativem Vorzeichen versehene) Glied in der letztangeschriebenen

Gleichung zum Verschwinden zu bringen. Wenn man die Gleichun-

gen, welche man auf diese Weise erhält, addirt, nachdem man sie bezie-

hungsweise mit
-J-

, —
, y multiplicirt hat , so heben sich die von dor

eckigen Klammer in Sì' stammenden Glieder gegenseitig auf. Setzt

man noch iu der so entstandenen Gleichung f7= 0, d. h. führt man
die Bedingung ein, dass die Schwingungen senkrecht zum Radius

vector vom Ursprung stattfinden, so kommt die folgende einfache Glei-

chung (in welcher blos noch die Coordinaten in den Coefficienten auf-

treten) :

e ( 2 eV" .

2 < W"\I

wo wir der Kürze wegen gesetzt haben:

Y_ v" . ^ xv"
ht
- v

' - •

Man bemerkt zunächst, dass die Gleichung (47) eine besonders

einfache Losung zulässt, wenn V" oder W" gleich Null ist. Verfol-

gen wir z. B. den ersten Fall weiter. Wenn man die früher (l) und

(2) besprochenen Eigenschaften der Schwingungen auch hier einführt,

so kommt die Annahme V" = 0 darauf hinaus, A unabhängig von q2

zu setzen, d. h. auf die Voraussetzung, dass durch den Durchschnitt

der Kegel g t
mit der Kugel je eine Wellenfläche hindurchgehe. Wir

setzen hierbei über die Form der Function X nichts Näheres fest. Als-

dann ist aber auch W" selbst nur noch Function von p, und p; die

Gleichung (47) reducirt sich somit auf:

ft 2 e
' r 9»

~~
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deren Integration sofort orgiebt:

w"- n (: -*>«)>

wo 77 eine willkürliche Function der eingeklammerten Grössen ist. —
Andererseits folgt aber aus den ersten der drei Differentialgleichun-

gen für U\ V, W (die wir als leicht herleitbar hier nicht ange-

schrieben haben), wenn man darin U' und V gleich Null, W" als

von Q, unabhängig annimmt:

l_ tW ,
l cW

0

oder ir «= //,

Daher, weil W" = ^ (47*) ; TT = £ (46a
) und mit Rücksicht auf

die Werthe der A,
,
A

2
:

Hieraus folgt, dass w
2 77, nicht mehr Function von p2

sein kann,

ebenso wie n, 77 nicht mehr Function von p, allein sein kann. Viel-

mehr sind beide Functionen von 9 — t allein, daher man schliesslich

hat (zufolge unserer Annahme über die Form der periodischen Func-

tion) :

( * - OT
(48) U= 0 ; r= 0 ; W= const. • r

*'

il
I

Durch Vertauschung der Indices 1 und 2, sowie von V und IT er-

hält man noch eine andere Lösung der gegebenen Differentialglei-

chungen.

Man überzeugt sich leicht, dass der hierbei nicht benutzte Theil

der Differentialgleichungen nichts Widersprechendes oder Beschrän-

kendes ergiebt.

Es lässt sich aber zeigen, dass die zwei hier auftretenden Wel-

lenflächen

A = — und X = °

Qi it

identisch sind mit den beiden Mänteln der von F res nel angegebe-

nen Wellenfläche. Die Form der Gleichung der letzteren ist be-

kanntlich :

(49) + W -4-
cTg* = 0

wo r2 = x'! -f- if -f- s7 (also unser p
?
) ist. Nun bemerkt man aber,
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dass diese Gleichung zusammenfällt mit der zweiten, bezüglich drit-

ten der Gleichungen (41) (welche von den x, y, z in (42) identisch er-

füllt werden), je nachdem man setzt:

-, = p t

- oder
lt
=Q,*,

daher wird die Gleichung der Wellenilache identisch befriedigt durch

die beiden Werthe von X:

Dies sind zugleich die einzigen Werthe von X, welche diese Glei-

chung befriedigen, weil dieselbe in X quadratisch ist. Soll nun die

oben allgemein gestellte Frage nach den Gesetzen der Fortpflanzung

von Wellenflächen ' auch hier beantwortet werden, so geschieht dies

durch die Einfuhrung beliebiger Functionen von X
x
oder von X.

z für X.

Aber man erhalt alsdann sofort bezüglich:

f± = 0 oder f = 0,

also bezüglich

V = 0 oder W — 0,

mithin nichts Anderes als den bereits oben behandelten Fall, welcher uns

auf X= X
{
oder= A

2
geführt hat Dieser Fall ist also der einzig

denkbare Es ist bemerkenswerth, dass die grosse Mannigfaltigkeit

von Formen, welche für isotrope und für die ellipsoidischcn Wellen

in optisch einaxigen Krystallen jene Function X noch haben kann,

hier für beide Weilen auf eine einzige Form herabsinkt.

Durch Addition der beiden oben angegebenen Lösungen erhalt

man die allgemeinere (indem man für die /* die Wr

erthe aus (43) ent-

nimmt) :

(* - t \
---

' 9 VçJ - p

HT-.,.
;1

• ,« - f.«

wo die £ Constante bedeuten. Setzt man diese Werthe für U, V, W
in die für die u, v, w bestehenden linearen Ausdrücke derselben, so

erhält man die von Lamé unter specielleren Voraussetzungen und,

wie es scheint, auf weniger organischem Wege abgeleiteten Lö-

sungen*).

Das hier angewandte Coordinatensystem besteht nicht mehr, wenn
zwei der Constanten a, b, c einander gleich werden. Man hilft sich

*) Elasticité, p. 318, 319, 23. leç.
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alsdann zweckmässig durch die Einführung von Winkeln, welche das

System in Polarcoordinaten transform iren. Bollen z. B. die oben gege-

benen Lösungen für isotrope Medien specialisirt werden, so hat man
zu setzen:

p,
2 = b2 sin 2

<p -\- o2 cos 2
<p

p./ = e2 sin 2
<p -f b2 cos 2 xp

p
2 = r\

Nach vorgenommener Transformation setze man n = b = c, in-

dem man zugleich über den Grenzwerth des Verhältnisses:

ò« — c«

a* — b1

irgendwie verfügt. Ist derselbe z. 13. gleich Null, so ergeben sich

Polarcoordinaten, für welche /#, = r; h 2
= r cos <p, und die Lösun-

gen erhalten die Form:

, c-o*r , (-:-o*r
»• • COS qp ( OB <p

G i essen, 20. October 1868.
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Deber die Abbildung algebraischer Flächen, insbesondere

der vierten und fünften Ordnung.

Von A. Olebsch in Göttingen.

§• 1.

Ueber den Grad der Doppeleurve einer auf einer Ebene
abbildbaren Flilche.

Denken wir uns eine Flüche jV Ur Ordnung, welche die Eigenschaft

hat, dass die Coordinateli ihrer Punkte als rationale homogene Func-

tionen dreier Parameter darstellbar sind. Diese Functionen seien von

•1er Ordnung « ; bezeichnen wir die Parameter durch £2 , so ist

«lie Fläche dargestellt durch Gleichungen der Form:

P '
.
= fx (fa , fa ; fa)

, {
}

9X2 = fi (ti y fa ; fa)

= A(fa ; fa; fa)

9Xi = fi (fa > fa > fa) )

wobei p ein unbestimmter Factor ist, und die f homogene rationale

Functionen n" r Ordnung ihrer Argumente bedeuten. Nehmen wir an,

lass aus den Gleichungen (1) sich auch, und zwar dann natürlich

auf unendlich viele Arten, die | als rationale Functionen der x aus-

drücken lassen. Alsdann kann man die £ als Coordinaten eines

Punktes einer Ebene auffassen; jedem Punkte der Ebene entspricht

dann im Allgemeinen ein Punkt der Fläche und umgekehrt, oder,

wie ich mich ausdrücken will, die Fläche ist auf der Ebene ein-

deutig abgebildet. Im Folgenden sollen einige Fälle untersucht

»erden, in welchen eine solche Abbildung möglich ist.

Schneidet man die Fläche (1) mit der Ebene

»0 erhält man eine Curve auf der Fläche, deren Abbildung die Glei-

chung hat:

i3) a
{ fx + a

2f7 -f a3
/*
3 + a

t f4 = 0 .

ludern man den Coefficienten a alle möglichen Werthe beilegt, erhält

man aus (3) alle möglichen Abbildungen ebener Schnitte, ein System

von Curven n'"
r Ordnung mit drei linear auftretenden Paramoteru.

3JaÜi*iu «tinche Amiuleii I 17
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Auf dieses System kann man zunächst einige ähnliche Betrachtungen

anwenden, wie Herr Cremona (Mem. dell' Acc. di Bologna ser. 2.

torn. 5) dieselben bezüglich eindeutig sich entsprechender ebener Systeme

gemacht hat. Die Curven (3) werden im Allgemeinen gewisse Punkte

sämmtlich gemein haben; und zwar seien dies a, einfache, a.
2
dop-

pelte, a3
dreifache u. s. w. Punkte, welche allen Curven des Systems,

oder, was dasselbe ist, den Curven

fx
= 0

> fi — 0
> J> = 0

> fx = 0

gemeinsam sind. Und zwar nehme ich zunächst au , dass unter diesen

Punkten keine solchen Systeme vorkommen, welche als vollständigen

Schnittpunktsystemen angehörig besondern Bedingungen der Lage unter-

worfen sind.

Zwei der Curven (3) schneiden sich ausser in diesen festen Schnitt-

punkten noch in

n2 — «, — 4a
2
— 9rta . . .

beweglichen Schnittpunkten. Diese Zahl muss gleich der Anzahl der

Punkte sein, in welchen der Schnitt der entsprechenden beiden Ebe-

nen, also eine Gerade, die Oberfläche trifft, also gleich N. Und so

hat man die Gleichung:

(4) N —= n2 — a, — 4a
2
— 9a3

....

Eine zweite Gleichung gewinnt man, indem man das Geschlecht p x

einer Curve (3) und der entsprechenden ebenen Schnittcurve der Ober-

fläche einander gleich setzt. Ist d der Grad der Doppelcurve der

Oberfläche, gleichviel ob diese Curve eine einzige oder eine aus meh-

reren bestehende ist, und ist r der Grad der Rückkehrcurve , oder die

Summe der Grade von solchen, so hat die ebene Schnittcurve d Dop-

pelpunkte und r Huckkehrpunkte, besondere Lagen abgerechnet, wo
sie deren mehr hat. Für eine allgemeine Lage der schneidenden Ebene

ist also

(5) = -d - r.

Die in der Abbildungsebene hegende entsprechende Curve (3) ist von

der Ordnung n, und hat a
2
Doppelpunkte, dreifache Punkte u. s. w.

Besondere Werthe der Parameter abgerechnet, hat man also

((3 ) pi
_ »-!»-» _ a7

- 3a, - 6a
A

. . .

Endlich erhält man eine Ungleichung, indem man von der

Forderung ausgeht, dass die Functionen /; sich nicht aus dreien der-

selben linear zusammensetzen lassen, wie es sein muss, damit wirklich

die Gleichungen (1) eine Fläche darstellen. Die in der Annahme der

festen Punkte, Doppelpunkte u. s. w. der Abbildung liegenden Bestim-

mungen müssen daher wenigstens um 4 kleiner sein, als die Anzahl

von willkürlichen Constanten, welche eine allgemeine Curve nUr Ord-

nung mit sich führt. Es muss also sein:
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(7) 4 < «+!.»+« - a, - 3a
2
- 6«

3 . . . .

Aus der Combination der Gleichungen (4) (6) (7) ergiebt sich nun
sofort die einfache Ungleichung:

(8) Pl <N-2,
oder, wenn man aus (5) den Werth von p einführt:

(9j d + r > —

Hierdurch ist im Allgemeinen eine untere Grenze gegeben, welche

die Ordnung der Doppelcurve einer Fläche erreichen muss, damit eine

eindeutige Abbildung auf der Ebene denkbar sei. Aber allerdings

kaDn es unter Umständen eintreten, dass gewisse Flächen mit einer

Doppelcurve niederen Grades abbildbar werden, indem nämlich der

oben gemachten Annahme entgegen, Fundamentalpunkte der Abbildung

Schnittpunktsystemen angehören. In einem solchen Falle verringert

sich die Anzahl von Bestimmungen, welche die gegebenen Fundaraen-

talpunkte für die Curvenschaar (3) mit sich führen, und es wird, wenn
etwa a diese Verringerung angiebt, die Gleichung (7) zu ersetzen sein

durch

4 5 "+',"+* _«,_ S«, - 6«, -...+«

,

wodurch zugleich (8) (9) übergehen in:

p,ZN-2 + « , d+r a.

So führt bei den Flächen 4Un Grades die Gleichung (9) auf die

Notwendigkeit wenigstens einer geraden Doppellinie, bei den Flächen

5 len Grades auf die Notwendigkeit wenigstens einer Doppelcurve 3ter

Ordnung. Aber bei den Flächen 5l,n Grades tritt der besondere Um-
stand ein, dass schon eine Fläche 5 l * r Ordnung mit einer

Doppelcurve 2 len Grades abbildbar wird, wenn diese in zwei
sich nicht schneidende Gerade zerfällt.

Geometrische Abbildung der hier zu behandelnden Flächen auf
einer Ebene.

Ob eine gegebene Flächenart sich eindeutig auf einer Ebene ab-

bilden lässt, ist häufig einfach zu entscheiden, indem man eine Abbil-

dung wirklich herstellt, unbekümmert darum, ob bei derselben die

Functionen /} möglichst niedern Grades sind oder nicht. »So braucht

man bei der Abbildung der Flächen 3 ter Ordnung nur zwei sich

nicht schneidende Geraden der Fläche zu betrachten. Lässt man eine

dritte Gerade sich so bewegen, dass sie beide stets trifft, so bestimmt
17*
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sie in jeder Lage einen Punkt der Flüche, und einen entsprechen-

den Punkt einer beliebig gewählten Ebene. Und zwar ist durch einen

dieser letztern Punkte die jedesmalige Lage der Geraden vollständig

bestimmt, so dass im Allgemeinen zu jedem Punkte der Fläche nur

ein Punkt der Ebene und umgekehrt gehört, also eine eindeutige Ab-

bildung eintritt. Ebenso kann man bei den Flächen 4 , r Ordnung
mit einer zusammenhängenden Doppelcurve zweiten Gra-

des die Möglichkeit der Abbildung sofort einsehen. Nehmen wir irgend

eine der 16 Geraden,//, welche, wie ich an einem andern Orte gezeigt

habe, den Doppelkegelschnitt treffen, und lassen wir eine Gerade /;'

sich so bewegen, dass sie stets sowohl jene Gerade// als diesen Kegel-

schnitt trifft. Die bewegte Gerade //' seh neidet dann die Oberfläche

nur noch in einem Punkte ( A)
y
und schneidet eine beliebig gegebene

Ebene in einem Punkte B. Durch das gegenseitige Entsprechen der

Punktpaare A, B ist die Fläche auf der Ebene eindeutig abgebildet.

Denn ist einer dieser Punkte gegeben, so legt mau durch ihn und

g eine Ebene; diese schneidet den Doppelkegelschnitt nur noch einmal,

und die Verbindungslinie des Schnittpunkts mit dem gegebenen Punkte

giebt eindeutig die Grade g\ also auch eindeutig den andern der beiden

Punkte A
y
B.

Die gleiche Construction kann mau auf Flächen vierter Ord-

nung mit einer Doppelgeraden anwenden, wenn nur zuvor be-

wiesen wird, wie unten geschehen soll, dass eine gewisse Zahl von

Kegelschnitten existirt, welche ganz in der Fläche liegen, und einen

Punkt mit der Doppelgeraden gemein haben.

Was die Flächen fünfter Ordnung anbetrifft, so erkennt man

bei denjenigen , deren Doppelcurve aus zwei sich nicht schnei-

denden Geraden besteht, sofort die Ausführbarkeit einer ähnlichen

Construction. Denn man braucht nur eine bewegliche Gerade g sich

so bewegen lassen, dass sie die beiden Doppelgeraden stets trifft, so

schneidet g in jeder Lage die Fläche noch einmal, in A, und eine

gegebene Ebene in einem entsprechenden Punkte B. Diese Punkte

A und B entsprechen sich eindeutig, weil durch jeden derselben g ein-

deutig bestimmt ist, und die Fläche ist also auf der Ebene eindeutig

abgebildet.

Wenn zweitens die Fläche fünfter Ordnung eine Doppelcurve
dritten Grades hat, so kann diese nur eine Raunicurve sein, weil

sonst die Ebene derselben die Fläche in einer doppelten Curve dritter

Ordnung, also in einer Curve 6 ,er Ordnung schneiden würde, was un-

möglich ist. Die Kaumcurve kann in eine Gerade und in einen Kegel-

schnitt zerfallen, welche sich treffen, oder in drei Gerade, deren zwei

die dritte schneiden. In allen diesen Fällen kann man als Projections-

8trahlen der Abbildung die Sehnen der Raunicurve betrachten. Jede

Digitized by Google



Ueber Abbildung algebraischer .Flächen 2f>7

solche »Sehne sehneidet die Fläche noch in einem Punkte A , eine ge-

gebene Ebene in einem entsprechenden Punkte Ii. Das Entsprechen

aber ist eindeutig; denn durch jeden Punkt des Raumes geht nur eine

.Sehne der Kaumcurve, daher ist, wenn A oder Ii gegeben vorliegt,

(f und damit der andere der beiden Punkte A, lì eindeutig bestimmt.

— Dass die Doppelcurve dritten Grades nicht aus Gerade und Kegel-

schnitt, welche sich nicht schneiden, oder aus drei sich nicht schnei-

denden Geraden bestehen kann , ersieht man leicht. Im ersten Falle

schneiden alle Geraden , die in der Ebene des Kegelschnitts liegen und

zugleich die Doppelgerade treffen, die Fläche in 6 Punkten; daher

muss die Fläche in eine Fläche 4,rr Ordnung und jene Ebene zerfallen.

In dem andern Falle schneiden alle die 3 Geraden treffenden Geraden

die Fläche in 6 Punkten und liegen also ganz in ihr; die Fläche zer-

lällt also in ein Hyperboloid und in eine Fläche dritter Ordnung. Ein

Zerfallen der Doppelcurve kann demnach nur so eintreten, dass das

Resultat ein specieller Fall der Raumcurve 3"' Ordnung bleibt.

Tch wende mich nun zur Untersuchung der zuletzt genannten drei

Flachenarten, und werde zeigen, wie man sie auf die einfachste Art,

d. h. mittelst möglichst niedriger Functionen /"auf einer Ebene abbildet.

§. 3.

Flächen 4'" Ordnung mit einer Doppelgeraden. Gerade uud

Kegelschnitte auf denselben.

Bezeichnet man durch A = 0
}
ft = 0 zwei Ebenen , welche sich

in der Doppelgeraden einer mit einer solchen begabten Fläche vierter

Ordnung durchschneiden, so nimmt die Gleichung der Fläche die

Form an :

(10) A*tv — 2BÄv + B*u = 0
,

wo »/, c, w Ausdrücke zweiter Ordnung sind. Diese Gleichungsform

lehrt nach Hrn. Kummer (Monatsber. der Beri. Acad. Sitzung vom
Hi"*" Juli 1863) sofort , dass die Fläche eine Schaar von Kegelschnitten

enthält, deren Ebenen sämmtlich durch die Doppelgerade gehen. In

der That, wenn man die Gleichung des Ebenenbüschels A-\- XB = C\

mit der Gleichung (10) combinirt, erhält man die Kegelschnittschaar

als Durchschnitt des Büschels mit einer Schaar von Flächen zweiter

Ordnung, indem für jeden Kegelschnitt und ein entsprechendes A die

Gleichungen zusammenbestehen :

(Iii A + Ui — Q, u + 2Xv + l'w = 0.

Aber die Fläche enthält noch gewisse andere Kegelschnitte, welche

aus dreipunktig berührenden Ebenen entspringen, und auf welche mau
kommt, indem man zunächst gerade Linien auf der Fläche aufsucht.
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Unter den Kegelschnitten (11) sind nämlich gewisse, welche in Linien-

paare zerfallen. Ein solches Zerfallen tritt immer ein, wenn die Ebene

A -f- X li = 0 die entsprechende Fläche zweiter Ordnung berührt.

Bezeichnet man durch yl,
,
B{ , uik , va , w, k die Coefficienten in (11),

so ist die Bedingung dafür die folgende:

!tt
(l
+2lt>irH*icff t^+aiP.rM'w,, u„-f-21r31+i««rsl u„+2Xr

4lH-A'w4 ,

lu, +'2ii;„+i»«J II un-f2Ai>ft-f-A'tctt u„-\- 2 X«»+ 1* *on utt+2lvn+l'icit A t+lB,
MM+2Xc ls+i*wJ3 i*,,+ 21vI3+*«m?„ uM-f 21t„4-l*tos, tt

4,+ 2*i>43 +A*«7 4, A^lB, = <

uirr-2UM+i'«>, 4 ut44-2AyJI-4-A««c /4 M„+2At>84+ A*tosl w44+2it'44H-i«u?4< ^i+A^j

Dies ist eine Gleichung 8 ten Grades für A; es giebt also auf der

Fläche 8 Paare von je zwei sich schneidenden Geraden,

welche alle durch die Doppelgerade gehen. Es wird sich weiter-

hin zeigen, dass diese 16 Geraden die einzigen sind, welche auf der

Fläche existiren.

Nehmen wir nun aus 7 der 8 Paare je eine Gerade, und suchen

einen Kegelschnitt , welcher diese 7 Geraden und die Doppellinie selbst

schneidet. Ich verdanke Hrn. Dr. Lüroth die folgende Ableitung

der Modifikationen , welche die für beliebig liegende 8 Gerade von ihm

in Borchardt's Journal Bd. 68, p. 185 angestellten Betrachtungen

bei diesem sehr speciellen Falle, wo 7 Gerade die 8 ,e treffen, erfahren.

Die a. a. 0. gemachten Abzahlungen lehren, dass die Classe einer

Fläche, deren Tangentenebenen sechs gegebene Gerade in Punkten

eines Kegelschnittes treffen, nicht grosser als 8, vielmehr im Allge-

meinen gleich 8 ist. Nehmen wir als solche 6 Gerade die von den T

andern (b , c , d , e
, f , g ,

h) geschnittene Gerade (a) und fünf der

andern (b , c , d , e
, f). In diesem Falle schneidet offenbar jede durch

den Schnitt von a mit b , c , d , e oder / gelegte Ebene die 6 Geraden

in Punkten eines Kegelschnittes, nämlich in nur 5 Punkten. Daher

muss die Fläche 8 lor Classe sich in die Gleichungen der fünf Schnitt-

punkte von a mit b , c , d , e
, f auflösen und in eine Fläche 3tcr Classe.

Andererseits kann man diese Fläche 3 ,or Classe leicht direct nachweisen.

Denn zunächst bestimmen 6 Gerade der gegebenen Art nach dem

Principe der Dualität eine Fläche 3,er Classe , welche dieselben enthält,

genau aualog, wie sie eine sie enthaltende Fläche 3 lcr Ordnung bestim-

men (vgl. Salmon, Geometry of three dimensions, 2. edition, Art. 4981

Herr Lüroth aber hat folgenden Satz bemerkt:

Alle Tangentialebenen einer Fläche dritter Classe

schneiden eine Gerade der Fläche und fünf solche Gerade,
welche jene aber nicht einander schneiden, in 6 Punkten
eines Kegelschnittes;
ein Satz, welchem dualistisch folgender entspricht:

Jeder Punkt einer Fläche 3 ttìr Ordnung ist Spitze eines
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Kegels 2 ler Ordnung, welcher eine gegebene ihrer 27 Ge-
rauen und irgend 5 andere ihrer Geraden berührt, welche
die erste aber nicht einander treffen.

Den letzteren Satz , welcher den ersten unmittelbar nach sich zieht,

beweist man leicht an einer Abbildung der Fläche 3lcr Ordnung, welche

unter allen die directeste ist, und folgendennassen entsteht. Wählen
wir auf der Fläche eine Gerade a, und einen Kegelschnitt C2 , welcher

sie nur einmal, und ebenso je einmal jede der fünf Geraden b, c, rf,

f. f. die jene schneiden, trifft, was immer möglich ist. Um einen

Punkt % der Mäche abzubilden, zieht man durch ihn die einzige Ge-

rade, welche zugleich a und C, trifft. Durch diese und einen beliebig

aber fest auf C7
gewählten Punkt P legt man sodann eine Ebene;

sie schneidet die Bildebene in einer Geraden |, welche die Abbildung

Ton x ist" dieser Abbildung entspricht also jedem Punkte x der

Fläche eine Gerade der Bildebene, und die ebenen Schnitte bilden sich

als Curven 3lcr Classe mit 6 festen Tangenten ab, dualistisch ent-

sprechend der Abbildung durch Curven 3 ler Ordnung mit 6 festen

Punkten. Von den 6 festen Tangenten sind fünf die Bilder von b, c>

d
f c,f; a bildet sich als Kegelschnitt ab, der diese berührt.

Der Punkt P kann durch andere Wahl von C.
2

in jeden Punkt

der Fläche verlegt werden. Daher genügt es, zu zeigen, dass von

ihm aus ein Kegel 2,er Ordnung gelegt werden kann, welcher a, b
f

c, d, c, f berührt, oder die durch P und diese Geraden gelegten Ebe-

nen zu Tangentenebenen hat. Es ist leicht zu sehen , dass der Kegel,

welcher durch das Bild von a geht, diese Eigenschaft hat. Derselbe

wird beschrieben bei Abbildung der verschiedenen Punkte von a\ man
legt in irgend einem Punkte P' von a die Taugentenebene der Fläche;

diese schneidet C2
in einem Punkte P", und die Ebene PP P' schnei-

det die Bildebene in einer Tangente des Bildes von «, also in einer

Tangentenebene eines Kegels zweiter Ordnung, da dieses Bild ein

Kegelschnitt ist. Aber hierbei benutzt man alle durch a gehenden

Ebenen, also auch die Ebene von P nach a, und diese ist also Tan-

gentenebene jenes Kegels. Und ebenso benutzt man alle von a durch

6. c, d, e,f gelegte Ebenen, welche die Bilder von b, e, d, e, f liefern,

indem man durch P und diese Geraden Ebenen legt, welche daher,

wie die Abbildung lehrt, den Kegel ebenfalls berühren müssen;

w. z. b. w.

Der geometrische Ort der Ebenen, welche a, b, c, d. «. f in

Punkten von Kegelschnitten treffen, ohne durch einen ihrer Schnitt-

punkte zu gehen, ist also eine Fläche 3 ,CI Classe, welche diese 6 Ge-

raden enthält.

Construiren wir nun ebenso die Flächen 3,cr Classe, welche a, b,

c, d, c, g und «, b, c, d, v,, h enthalten. Die gemeinsamen Tangenten-
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ebenen aller drei Flachen sind dann die gesuchten Ebenen, welche

die 8 Geraden in Punkten eines Kegelschnittes treffen. Aber îese

drei Flächen haben f> tangirende Ebeuenbüschel gemeinsam, die näm-

lich, welche a, b. r. ri. e und die zweite h. c, </, r gleichzeitig tref-

fende Gerade a zu Axeu haben. Die Abzahlung der Erniedrigung,

welche die Anzahl der gemeinsamen Tangentenebenen hierdurch erfahrt,

berechnet man wie die Verminderung der Anzahl der Schnittpunkte,

welche drei Flächen 3,er Ordnung gemein haben , welche sich in einer

Curve 6u
'r Ordnung sämmtlich treffen ; und zwar einer Curve 6 ,rr Ord-

nung, welche nicht auf einer Fläche 2"r Ordnung liegt, und deren

Ergänzungscurve also eine Raumcurve 3|W Ordnung ist. Indem man

nach Salmon's Raumgeometrie, Fiedler's Uebersetzung, p. 123, ver-

fahrt, erhält man als übrig bleibende Zahl von Tangentenebenen 1.

und also den Satz: #

Es giebt nur einen Kegelschnitt, welcher eine Gerade
a, und sieben andere Gerade b, t ... h gleichzeitig trifft,

welche sämmtlich die erste treffen, einander aber nicht.

Kehren wir nun zu der Fläche 4" r Ordnung zurück. Die obige

Entwicklung giebt ein en Kegelschnitt , welcher die Doppelgerade un<l

je eine Gerade aus 7 der 8 Paare trifft. Dieser Kegelschnitt schnei-

det also die Fläche 4,or Ordnung, da der Schnittpunkt mit der Dop-

pelgeraden doppelt zu nehmen ist, in 9 Punkten, und liegt daher

ganz in der Fläche. Die Ebene des Kegelschnittes aber schneidet

die Fläche noch in eiuem zweiten Kegelschnitt, welcher durch den-

selben Punkt der Doppelgeraden hindurchgeht. Betrachten wir nun

den Schnitt der Ebene dieses Kegelschuittpaares mit der Ebene eines

der Geradenpaare. Die Schnittlinie kann die Fläche ausser in der

Doppelgeraden nur noch in zwei Punkten schneiden; sie schneidet aber

jeden der Kegelschnitte noch einmal , und jede Gerade des Paares ein-

mal. Daher müssen diese letzteren Punktpaare zusammenfallen , und

man sieht also, dass jeder dieser Kegelschnitte auch noch eine Gerade

des 8,cn Paares trifft. Aber während aus 7 Geradenpaaren je eine

Gerade beliebig gewählt werden kann, ist sie bei dem 8 ,rn dadurch

völlig bestimmt.

Ich fasse diese Resultate in folgenden Satz zusammen:

Es giebt 64 dreifach berührende Ebenen, welche die

Fläche in je 2 (also im Ganzen in 27 = 128) Kegelschnitten
treffen, wobei denn immer ein Schnittpunkt eines Kegel-
schnittpaares auf der Doppellinie liegt. Jeder Kegel-
schnitt trifft je eine Gerade jedes Geradenpaares, der er-

gänzende immer die andern Geraden; und zwar giebt es

immer einen Kegelschnitt, der je eine beliebig gewählte
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Gerade aus 7 der Paare trifft, während die Gerade de» H trn

Paares dadurch bestimmt ist.

[>ie unmittelbare Aufsuchung dieser 64 Ebenen würde auf eine

fileithung 64,en Grades führen. Man sieht, wie die Auflösung derselben

auf die Auflösung von einer (Jleichung Grades (um die X Paare

zu finden ! uud von 7 Gleichungen 2' -" Grades (um 7 Paare zu zer-

legen) zurückkommt.

§. 4.

Niedrieste Abbildung dieser Flüchen und geometrische Deutung
derselben.

Die Auffindung der aus den dreifach berührenden Ebenen ent-

springenden Kegelschnitte führt sofort afff die Abbildung, und zwar

auf die einfachste Abbildung der tisiche auf einer Ebene. Die Func-

tionen f, müssen in diesem Falle wenigstens von der 4 lc " Ordnung

sein; denn Hachen 4 lor Ordnung, für welche die /, von der 3 lcn Ord-

nung sind, haben eine Doppelcurve 2 l " n Grades. Es wird sich im Fol-

genden zeigen, dass in der That eine Abbildung existirt, bei welcher

die /i vom 4,en Grade sind.

Zu diesem Zwecke bezeichne ich durch C— 0 eine der dreipunktig

berührenden Ebenen , welche oben gefunden wurden. Da C — 0 die

Fläche in zwei Kegelschnitten schneidet, so muss mit Hilfe von (7 = 0

sich die Gleichung der Flache in Ewei Factoren 2 len Grades zerfallen

lassen , welche aber beide nach dem Obigen für i = 0 , B = 0,

C=Q verschwinden müssen, und welche also nach Absonderung der

mit C behafteten Terrae mit A = 0 , Jl = 0 verschwinden. Daher

wird das Produkt dieser Factoren homogen vom 2 ,cn Grade in A, B
gemacht werden können; und da wegen der Doppelgeraden die ganze

Fläehengleichung homogen vom 2 ,cn Grade in A , B gemacht werden

kann, so muss der Rest der Flächengleichung, welcher den Factor C
hat, in einem andern Factor ebenfalls homogen vom 2,,n Grade in

A, B sein. Die Gleichung der Flache nimmt also folgende Form an:

(12) (AB'-BA')UB'-BA") -- C(PA*-2NAB+MB') = Q
?

wo A', B'
f
A", B", M, N, P lineare Ausdrücke sind.

Diese Gleichungsform führt ohne Weiteres zu den gesuchten Ab-

bildungen; denn man kann die Gleichung (12) in die Gleichungen auf-

lösen :

l x

A + l7
B = 0

,

M' + 1>B' + g3 C = 0,

i3 M"i, -f B"l2) + (MIC- + *lxl*X + IH>
) = 0,

welche für die x linear sind, und in welchen die Verhältnisse der £

die Stelle von zwei Parametern vertreten. Indem man die Verhnlt-
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niase der x aus diesen Gleichungen berechnet, findet man die x pro-

portional mit Functionen 4,cr Ordnung der g, wie es Bein sollte.

Solcher Abbildungen giebt es 128, deren je zwei con-

iugi rt sind. Denn die Form (12) lässt sich auf 64 Arten herstellen;

aus der Form (12) aber kann man ausser den Gleichungen (13) noch

andere, ganz ähnliche, ableiten, in denen nur A\ B' mit A" , B"
vertauscht erscheinen, oder, was dasselbe ist, in welcher die beiden in

der dreifach berührenden Ebene enthaltenen Kegelschnitte gerade um-

gekehrt benutzt sind, wie in (13). Sehen wir nun, wie sich die in (13)

enthaltene Abbildung gestaltet.

Die Gleichungen (13) hängen genau mit der Abbildung zusammen,

von welcher in §. 2 gesprochen wurde. Denn die ersten beiden Glei-

chungen (13) stellen für constante |, also für die Abbildung eines

bestimmten Punktes der Flache, zusammen eine Gerade dar, welche

durch diesen Punkt geht. Aber diese Gerade geht ausserdem erstens

durch die Doppelgerade, da für A = 0 , B = 0 die eine jener Glei-

chungen identisch erfüllt ist; zweitens durch den Kegelschnitt, dessen

Gleichungen sind:

(14) C = 0 , AB— BA' = 0,

da für C= 0 jene Gleichungen nach Elimination von £, , |2
die zweite

dieser Gleichungen liefern. Die ersten beiden Gleichungen (13) führen

also in der That auf den oben benutzten Projectionsstrahl , und die

dritte Gleichung dient nur dazu, die Lage des Punktes der Fläche auf

diesem Projectionsstrahle zu fixiren. Aber die Grössen | sind keines-

wegs die Coordinaten des Punktes, welchen der Projectionsstrahl auf

einer gegebenen Ebene trifft. Vielmehr kann man diese Grössen auf

eine ganz andere Art unmittelbar geometrisch deuten.

Die zweite Gleichung (13) kann man, wenn in derselben £, , £3

als Parameter betrachtet werden, als Gleichung eines Ebenenbündels

ansehen, welches den Punkt A' = 0 , B' = 0 , C?= 0 zum Scheitel

hat. Nach den Gleichungen (14) ist dieses ein Punkt des Kegelschnit-

tes (14) selbst, also des einen Kegelschnittes in der doppelt berühren-

den Ebene. Und zwar ist es ein beliebiger Punkt P dieses Kegel-

schnittes. Denn da die Functionen A'
t
B' nur aus der Gleichung der

Fläche (12) bestimmt werden, so sind sie keineswegs absolut bestimmt,

sondern man kann sie noch dadurch modificiren, dass man an Stelle

von A'
t
B' die Ausdrücke A' + mA , B' -\- mB setzt, in denen m

eine Constante bedeutet. Benutzt man aber diese Ausdrücke an Stelle

von A', If, so wird der Scheitel des Bündels durch die Gleichungen

dargestellt :

C = 0 , A' + m/* = 0 , F +
welche einen beliebigen Punkt des Kegelschnittes bezeichnen.
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Nehmen wir also au, man hätte A'
t
B' in bestimmter Weise ge-

wählt, und den Scheitel des Bündels demnach vollständig gegeben.

Da nun jedem Punkte der Fläche ein Projectionsstrahl entspricht, und

durch diesen wiederum nur eine Ebene (im Allgemeinen) des Bündels

geht, so kann man als Bild des Punktes die Gerade ansehen, in wel-

cher die Ebene des Bündels eine gegebene feste Ebene schneidet. Auf der

festen Ebene entsteht dann das Bild der Fläche, wobei allerdings jedem

Punkte der Fläche eine Gerade entspricht, und welches man dua-

listisch übertragen muss, um zu der Abbildung zu gelangen, in welcher

jedem Punkte ein Punkt entspricht.

Ich behaupte nun, dass £ t , |2 , £, die Coordinaten der dem
Punkte x entsprechenden Geraden in dieser beliebig ge-

gebenen festen Ebene sind. Hierbei lege ich als Definition von

Coordinaten eines Punktes und einer Geraden im Dreieckcoordinaten-

system folgende Definitionen zu Grunde, welche ich in meinen Vor-

lesungen zu geben pflege, und welche, von den üblichen leicht ab-

weichend, sich in vielen Beziehungen empfehlen:

Coordinaten eines Punktes in der Ebene sind drei

Zahlen, welche sich zu einander verhalten, wie die

Abstände des Punktes von den Seiten des Coordi-
natendreiecks, multipli cirt mit drei beliebig gewähl-
ten Constanten;
Coordinaten einer Geraden in der Ebene sind drei

Zahlen, welche sich zu einander verhalten, wie die

Abstände der Geraden von den Ecken des Dreiecks,
multiplicirt mit drei beliebig gewählten Constanten.

Die Constanten, welche in der einen Definition vorkommen, sind

von der in der andern auftretenden abhängig; man bestimmt sie so,

dass, wenn x
x ,

x
2 ,

xz
die Coordinaten eines Punktes, «,, t^, u

3
die

einer Geraden sind, die Bedingung, dass der Punkt auf der Linie liege,

durch die Gleichung

ausgedrückt wird. Aehnliche Definitionen nehme ich in Bezug auf

das Coordinatentetraeder im Räume an.

Wenn man nun in dem Ausdrucke ^A +
, welcher,

gleich Null geseist, eine beliebige Ebene des Bündels repräsentirt,

und in welchem N = 0 die Gleichung der unendlich fernen Ebene be-

deutet, die Coordinaten irgend welcher Punkte im Räume einsetzt,

so erhält man Zahlen , welche sich zu einander verhalten , wie die Ab-

stände dieser Punkte von der Ebene des Bündels. Als solche Punkte

wähle ich nun die Ecken des Dreiecks, in welchem die Ebenen A = 0,

B' = 0, C = 0, die Grundebenen des Bündels, die beliebig für die
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264 üeber Abbildung algebraischer Flachen.

Abbildung gegebene Ebene schneiden. Für jede dieser Ecken ver-

schwinden zwei der Ausdrücke A', B', C, wahrend der Quotient

des dritten durch N einen constanten Werth annimmt. Man erhält

daher aus dem obigen Ausdrucke der Reihe nach die £, multiplicity

mit Constanten. Die Grössen | verhalten sich also wie die Abstände

der Ecken des durch vi', B' , C auf der Abbildungsebene bestimmten

Dreiecks von der beweglichen Ebene des Bündels, deren Parameter

die £ sind. Und diese Abstände verhalten sich offenbar wieder, wie

die Abstände der Dreiecksecken von der Geraden , in welcher die Ab-

bildungsebene von der Ebene des Bündels geschnitten wird. Die

Grössen £ sind also die Coordinateli dieser Schnittlinie in Bezug auf

das durch die Grundebenen des Büschels gegebene Dreieck.

§.5.

Eigenschaften der entwickelten Abbildune.

Sehen wir jetzt , welchen Charakter die Abbildung hat Da die r

Functionen 4 ,,r Ordnung der £ proportional werden, so führt die Glei-

chung einer Ebene auf eine Gleichung 4,rr Ordnung in den £, oder

jeder ebene Schnitt wird durch eine Curve 4"r Classe abgebildet.

Das System von Curven 4 ,er Classe, welches so das

System ebener Schnittcurven abbildet, hat 8 feste ein-

fache, und eine feste Doppeltangente, und ist dadurch
vollständig definir t. Das letztere ist sofort klar, wenn mau er-

wägt, dass die allgemeine Curve 4 ,,r Classe 15 willkürliche Constanten

homogen enthält. Die 8 einfachen und die Doppeltangente führen

11 lineare Bedingungen für diese Constanten mit sich; es bleiben also

nur 4 übrig, d. h. so viel, als das System nothwendig enthalten

muss.

Eine feste einfache Tangente erhält man jedesmal für den Dureh-

schnittspunkt des abzubildenden Schnittes mit einer der 8 Geraden,

welche den Kegelschnitt (14) treffen. Denn da eine solche Gerade

sowohl die Doppelgerade als den Kegelschnitt trifft, so wird sie Pro-

jectionsstrahl für jeden ihrer Punkte; nehmen wir von dem Scheitel

des Ebenenbündels nur an, dass er nicht auf einer dieser Geraden

liege , so giebt also unsere Construction , auf jeden Punkt einer solchen

Geraden angewandt, in der Abbildung immer dasselbe, nämlich die

Schnittlinie der Abbildungsebene mit der durch die Gerade gehenden

Ebene des Bündels. So entstehen also 8 Gerade in der Ab
bildung, welche nicht Punkten, sondern wieder Geraden
entsprechen, und welche Tangenten an die Abbildung jedes ebenen

Schnittes sind, weil jeder ebene Schnitt einen Punkt mit jeder der

entsprechenden Geraden im Kaume gemein hat.
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Dagegen wird man auf eine feste Doppeltangente geführt durch

Betrachtung des Kegelschnittes, welcher sich mit dem Kegelschnitt

•; 14) zu einem ebenen Schnitte ergänzt. Wenden wir unsere Construction

auf einen Punkt dieses durch die Gleichungen

(15) C =0 , AB" — BA" = 0

dargestellten Kegelschnitts an, so sehen wir, dass der Projections-

strahl ganz in die Ebene C= 0 fallen muss. Er ist also die Verbin-

dungslinie eines Punktes in dem Kegelschnitte (15) mit demjenigen

Punkte, in welchem die Doppelgerade von der Ebene C = 0 des Kegel-

schnittes getroffen wird. Und da der Scheitel des Ebenenbündels in

eben dieser Ebene liegt, so wird es immer die Ebene (7 = 0 selbst

sein, welche als projicirende Ebene auftritt, und jedem Punkte des

Kegelschnittes (15) entspricht also dieselbe (ierade, der

Durchschnitt von C—0 mit der Bildebene. Aber jeder ebene

Schnitt der Fläche hat mit dem Kegelschnitt (15) zwei Punkte gemein-

sam. Daher ist jene feste Gerade zweimal Tangeute der Bildcurve

des ebenen Schnittes, und alle solche Curven haben sie zur festen

Doppeltangente.

Obgleich diese Art der Abbildung auf solche Weise geometrisch

entstanden ist, so werde ich doch im Folgenden der Bequemlichkeit

wegen nicht sie, sondern ihre dualistische Üebertragung gebrauchen.

In dieser also bildet sich jeder ebene Schnitt als Curve 4 ,rr Ordnung

ab; und zwar bilden alle diese Abbildungscurven das vollständige System

von Curven 4,rr Ordnung, welches einen festen Doppelpunkt und 8

feste einfache Punkte geraein hat.

Man kann darauf aufmerksam machen, dass die 9 Punkte, welche

hier als Fundamentalpunkte der Abbildung erscheinen, nicht die Schnitt-

punkte zweier Curven ii
1" Ordnung sein können. In der That, wäre

dies der Fall , und wären u = 0 , v = 0 zwei solche Curven ÎV" Ord-

nung, so müsste die Abbildung jedes ebenen Schnittes die Form haben

Mu + Nv = 0

,

wo M, N lineare Ausdrücke wären. Da nun in einem der Schnitt-

punkte von u = 0 , v = 0 diese Curven einen festen Doppelpunkt

haben sollen, so müssten M, N für diesen Punkt ebenfalls verschwin-

den, oder, wenn P=0
, Q — 0 zwei durch diesen Punkt gehende

Gerade wären, müsste die allgemeine Form der Gleichung für die Ab-

bildung eines ebenen Schnittes diese sein:

Man könnte also setzen , um die Coordinaten eines Punktes der Fläche

auszudrücken :

QX
X
= Pu , ÇJ

2
= Qu

,
QX) = Vv

, qj 4
= (Jv ,
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und man erhielte x
x
x

x
— x

2
x

3
= 0, was die Gleichung einer Fläche

2ter Ordnung wäre.

Ausserdem werde ich im Folgenden diejenigen Besonderheiten

ausschliefen , welche eintreten , wenn von den 9 Fundamentalpunkten

der Abbildung drei auf einer Geraden oder 6 auf einem Kegelschnitte

liegen.

Im Vorbeigehen bemerke ich , dass die hier entwickelte Abbildung

ganz ebenso bei den Flächen 3 ,or Ordnung eintritt, wo nur an Stelle

der Doppelgeraden eine einfache zu setzen ist (vgl. p. 259).

Allgemeines über Flächen, welche auf einer Ebene abbildbar sind.

Vollständige Durchschnitte.

Gehen wir jetzt von der Abbildung aus, um die auf der Fläche

liegenden krummen Linien zu untersuchen. Ich will, ehe ich zu den

Anwendungen der hier in Rede stehenden Abbildung übergehe, die

nöthigsten allgemeinen Principien entwickeln. Es seien

(16) QX
X
= /*!

,
QX

2
= f2 ,

QX
3
= /3 ,

QX
4
— fXi

wie in (1) die Gleichungen ei uer Oberfläche, die f seien vom Grade n;

die Curven /| = 0 , also auch daa System der Abbildungen ebener

Schnitte

(17) a
t Xi + a

2
x2 + a

3
x

3 + a
4
x
A
— 0

mögen a, einfache, a
2

doppelte u. s. w. Punkte gemein haben. Zu-

nächst hat man dann den Satz:

Ein rfacher gemeinsamer Schnittpunkt der Curven (17)

(Fu n d a m e n t a 1 p u n k t der Abbildung) stellt eine auf der

Fläche liegende Curve r ,cr Ordnung dar, welche die Eigen-
schaft hat, ihre Coordinaten als rationale Functionen eines

Parameters ausdrücken zu lassen.

In der That braucht man nur die Form der Grenze zu untersuchen,

welche die Gleichungen (16) annehmen, wenn man die | sich einem

r fachen Fundamentalpunkte nähern lässt. Zu diesem Ende kann man
eines der £, etwa jj3 , constant lassen, dagegen £, durch |, -f «x,

l2
durch |2 -f- t A ersetzen; sind dann |2 , g3 die Coordinaten des

Fundamentalpunktes, und ordnet man nach den Potenzen von £, um
diese Grösse schliesslich gegen Null convergiren zu lassen, so verschwin-

den rechts in (16) alle Glieder bis zu s
r

, und indem man diesen Fac-

tor in Q eingehen lässt, dann aber £ gleich Null setzt, erhält man:

(17.) w _g* +r .^-~i... + g*.
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also die £ als rationale Functionen r,er Ordnung von > was zu be-

weisen war.

Dass, wenn zwei Curven in der Abbildung sich in einem Funda-

tnentalpunkte schneiden, daraus kein Schnitt der entsprechenden Cur-

ven auf der Mäche folgt, ist schon oben benutzt. Haben wir also

eine Curve mu*r Ordnung in der Abbildung, und untersuchen wir die

entsprechende Curve itT er Ordnung im Räume, so finden wir zunächst ihre

Ordnung M, wenn wir die Anzahl der beweglichen Schnittpunkte der

Abbildungscurve mit der Abbildung eines ebenen Schnittes bestimmen.

Die Curve m" r Ordnung gehe a,
,
a
2

. . . mal durch die einfachen,

. . . mal durch die doppelten Fundamentalpunkte u. s. w. Dann
ist hiernach:

(18) M = nm — Za — 2Zß — 3 Zy ... .

Hat die Curve mlcr Ordnung ausserdem noch d Doppelpunkte und r

Köckkehrpunkte, so ist ihr Geschlecht, welches mit dem der Raum-

, curve übereinstimmen muss:

= m—l . m—

2

^ r _ ^T a.«— 1 S^ ß-ß -1 ^7y 1

Zwischen den Zahlen m, ß, y . . . besteht, wenn die Fundamen-

talpunkte keinen Schnittpunktsystemen angehören (§. 1), noch immer
die Bedingung, dass die durch sie geforderten Bedingungsgleichungen

für die Coefficienten der ebenen Curve an Zahl nicht grösser seien , als

die Anzahl der Coefficienten selbst, weniger 1, also:

1 ^ W+

1

2

W+2 —^ c "+1 — ^Pitt1 — ^yy* 1 3d— 4r.

Hat, wie ich annehmen will, die Fläche keine Riickkehrcurve, so

können in der Raumcurve im Allgemeinen keine Rückkehrpunkte ent-

halten sein, die nicht auch in der Abbildung solche wären. Die An-
zahl der Rückkehrpunkte der Raumcurve ist dann also :

i'21) B = r.

Und aus (18) (19) (20) folgt sofort mit Hilfe der Gleichungen, welche

ich in Creile 's Journal Bd. 67, p. 8 gegeben habe,*) für Rang (R) und

Classe (X) der Curve, so wie für die Zahl A ihrer 4punktig berührenden

Ebenen:

R = m(n^-2+2n)-2d-3r-Za(a+l)— Zß(ß+S)-Zy{y+b)...
% Ä-=.3m(m—3+n)—6rf—8r-32:«*—ZZß(ß+\)—3Zy(y+ 2)...

A = 2m(Sm+2n— 9) — \2d— lör—2Za(3a-l)— 2£ß(3ß+l)
— 227y(5y4-3) ... .

*) R — 2p — 2 4- 2M — B
K=*2p — 2 + — M
A — îp — 2 + 2K — B.
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Diese Formeln gehen in eine sehr merkwürdige und einfache Form
über, wenn man sie auf den vollständigen, nicht zerfallenden
Durchschnitt der gegebenen Fläche mit einer beliebigen Hache
L l *T Ordnung anwendet. In diesem Falle ist die Ordnung der Schnitt-

curve

(23) M=LN.
Die Gleichung der Abbildungscurve erhält man, indem man in

die Gleichung der Fläche L wr Ordnung für die Coordiuaten die Func-

tionen fi einsetzt. Dieselbe ist also von der LnUn Ordnung, oder es ist

m = Ijh. Ferner wird jede durch einen einfachen Fundamentalpunkt

dargestellte Gerade von der Fläche L U ' T Ordnung in L Punkten ge-

schnitten; daher muss in der Abbildung von dem Bilde der Schnitt-

curve jeder einfache Fundamentalpunkt Lmu\ getroffen werden, oder

jeder solche Fundamentalpunkt muss ein /Jacher Punkt der Bildcurve

sein. Jeder doppelte Fundamentalpunkt repräsentirt einen Kegelschnitt,

welcher von der Fläche // cr Ordnung in 2 L Punkten geschnitten wird.

Durch jeden solchen Punkt muss also die Bildcurve 2 /«mal gehen,

u. s. w. Mau sieht also, dass alle a gleich L, alle ß gleich 2L
y

alle

y gleich 3L zu setzen sind, u. s. w. Endlich mögen sich die Fläche

LWi Ordnung und die Hache NWs Ordnung in d Punkten so berühren,

dass im Berührungspunkte ein Doppelpunkt der Schnittcurve entsteht,

und in r Punkten so, dass im Berührungspunkte ein Rückkehrpunkt

erscheint. Dann verwandelt sich also die Gleichung (19) in folgende:

,24) ? > = ^-^J-ml-ä-r-^ L L~ 1
-

iL . 3L—

1

_a
3

_ ...

= g — d — r —
2 («, + 4ß

2 + 9a
;<

. ..)

+ v (a \ + 2a
2 + • • •)•

Nun kann man die beiden Summen
ci, -f- 4 a

3 -f- 9 a.
t

. . . , a, -f- 2 a
2 -f- 3 a3 . . .

durch die Ordnung N der gegebenen Fläche und durch das Geschlecht

/), ihrer ebenen Schnittcurven ausdrücken. Es wird nämlich nach

<4) (6):

a, + 4a
2 -j- 9a, . . . = n* - N

daher auch, wenn man das Doppelte der zweiten Gleichung von der

ersten abzieht:

(26) «, + 2a, -f 3a
3

• • • = 3n — 2 — N -f 2p
t

.

Mit Hilfe der Gleichungen (25) (2G) aber verwandelt sich (24) in:

(26-) ,,_ ^V^'-^'-i'-rf-r.
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Aus dieser Gleichung ist die Zahl », die Ordnung der abbildenden

Functionen /,• ganz verschwunden, und dasselbe gilt also auch von den

ausj) gebildeten Zahlen li
y
K, A. Die Singularitäten des voll-

ständigen Durchschnitts hängen also nur von der Ordnung
der beiden Flächen, von der Zahl ihrer Berührung, und
dem Geschlecht p t

des ebenen Schnittes der gegebenen
Fläche ab. Und zwar findet man sofort:

Ii = L*N+ L(N + 2Pi _2)-2</-3r
(27) K = ZVN+GMpt-V-Gd — 8r

A = GL*N + L(V2(p
i
- 1) — 2jV) — 12</ — 15r.

Linter den Fällen, wo die Schnittcurve zerfällt, hebe ich nur einen

hervor, welcher von besonderem Interesse ist. Wenn nämlich die voll-

ständige Schnittcurve eine derjenigen Curven enthält, welche durch

Fundanientalpunkte abgebildet werden, etwa die einem Hachen Fun-

damentalpunkte entsprechende, so ist der Rest des vollständigen Durch-

schnittes von der Ordnung LN— r. Trotzdem entsteht dieser Rest

in der Abbildung noch immer, indem man die Functionen /) statt der

x in die Gleichung der Fläche LUr Ordnung einsetzt. Die Erniedri-

gung des Grades der Raumcurve kann also nur dadurch entstehen,

dass die Abbildung öfters, als im Allgemeinen bei der Abbildung des

vollständigen Durchschnittes geschieht, durch einen oder mehrere der

Fundamentalpunkte geht. Nun sieht man aber sogleich folgenden

Satz ein:

Wenn die Abbildung des vollständigen Durchschnittes
der gegebenen Fläche mit einer Fläche X ter Ordnung durch

einen rfachen Fun d amenta lpun kt (rL-\-\) m al hindurch geht,

so besteht der vollständige Durchschnitt nicht nur aus der

entsprechenden Raumcurve, sondern auch aus der durch
den Fundameutalpunkt selbst dargestellten Raumcurve
r ler Ordnung.

In der That sah man bei Ableitung der Gleichung (17a
), dass

jeder Fortschreitungsrichtung, in welcher man sich in der Bildebene

von einem r fachen Fundamentalpunkte aus bewegen konnte, ein Punkt

x,A der durch den Fundameutalpunkt dargestellten Curve entspricht.

Die in dem eben ausgesprochenen Satze aufgestellte Bedingung sagt

also aus, dass die Curve r,cr Ordnung von der Fläche LWr Ordnung

in rL-\-l Punkten geschnitten werde, also der Fläche L ier Ordnung

ganz angehört. Diese Curve ist also ein Bestandtheil des vollständigen

Durchschnittes der Fläche L l * r Ordnung mit der gegebenen Fläche.

In Verbindung mit dem Vorhergehenden folgt nun aber auch umgekehrt,

dass nur bei dem in Rede stehenden Falle die durch den Fundameutal-

punkt dargestellte Curve aus dem vollständigen Durchschnitte ausscheidet.

Mathematische Annalen I. 18
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Allgemeines. Die Abbildung der Doppelcurve.

Die Doppelcurve der Fläche Nter Ordnung ist dadurch charakteri-

sirt, dass jeder ihrer Punkte durch zwei Punkte der Abbildung dar-

gestellt wird; so dass also die Abbildung der Doppelcurve dem Ge-

schlechte nach mit ihr selbst nicht übereinstimmt. Sind £, jj zwei

Punkte der Abbildung, welche sich zu einem Punkte der Doppelcurve

vereinigen, so hat man die nothwendigen und hinreichenden Glei-

chungen:

/; (8 = fx (n)

(9os fi (ß) = fi (n)

> fÄt) = fAv)
f*(t)-f< (n)

In diesen Gleichungen ist unter den Functionszeichen der Kürze wegen

immer nur ein Buchstabe geschrieben, an Stelle der drei entsprechen-

den Coordinaten.

Um aus diesen Gleichungen die Gleichung der Abbildung der

Doppelcurve zu erhalten, eliminirt man die ij. Und zwar kann man
dies auf folgende Art ausgeführt denken. Aus den Gleichungen

(29) x, = fi („)

erhält man durch Elimination der i\ die Gleichung der Fläche N%"

Ordnung selbst:

(30) F (x
{ ,

x
2 ,

x
3 ,

x
4 )
= 0.

Wollte man nun , um von der Resultante der Gleichungen (29) zu der

Resultante der Gleichungen (28) überzugehen, in (30) an Stelle der

r, die Grössen /*<(£) setzen, so würde identisch Null entstehen, weil

diese Functionen, für die x gesetzt, die Gleichung der Oberfläche für

alle Werthsysteme der £ befriedigen. Man muss daher in (30) für die

.r, die Ausdrücke

(31) Xi = fi(l) + ê.e,

setzen, wo die e beliebige Grössen sind, und dann e gegen Null con-

vergiren lassen. Durch Eintragung der Werthe (31) in (30) erhält

man aber einen Ausdruck, dessen erstes Glied bei einer Entwicklung

nach Potenzen von f verschwindet. Daher dividirt man durch e
f
setzt

sodann £ gleich Null, und erhält:

(32) si = 0 = + + *,F'{x,) + z
4
F'(x

A),

in welcher Gleichung jetzt die xf durch die fi{%) ersetzt werden können.

Der so entstehende Ausdruck muss in zwei Factoren zerfallen; in die

Gleichung der gesuchten Abbildung, und in einen von den willkür-

lichen Grössen z abhängigen überflüssigen Factor. Um diesen zu
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ermitteln, geht man auf die Gleichungen zurück, in welche die Glei-

chungen (29) durch Einführung der Werthe (31) übergehen. Diese

Gleichungen werden:

(33) ÄOl) - A «) + «*-

Diese Gleichungen werden erfüllt, wenn man die rj den g gleich setzt,

Termehrt um die Grossen von der Ordnung s, also wenn man setzt:

(34) 1?,= +
Indem man diese Werthe einführt, durch e dividirt, und dann s gleich

Noll setzt, erhält man:

Ehminirt man aus diesen Gleichungen die £, so erhält man die

Gleichung

e = o

cft (i)

<it eis

ms rftd) mi)
Hi Ht

tu
e Ui)

d,

welche linear in den e ist. Da im Allgemeinen die Coefficienten der z

keinen gemeinschaftlichen Factor besitzen (dasselbe tritt beim Vorhan-

densein von Rückkehrcurven ein, welche ich ausschloss, oder wenn
drei der Functionen f einen gemeinsamen Factor besitzen, so dass

ein Funkt der Fläche als Curve abgebildet wird), so muss © ein Fac-

tor von Sl sein, und indem die e aus dem Quotienten ausscheiden, wird

die Gleichung der Abbildung der Doppelcurve:

(37) » - 0 .

Da nun Sl von der Ordnung (N— l)w in den £, & von der Ordnung

3(»— 1) ist, so wird die Abbildung der Doppelcurve von der

Ordnung (N— 4) t* -f- 3

.

Untersuchen wir jetzt, wie oft die Abbildung der Doppelcurve

durch die verschiedenen Fundamentalpunkte hindurchgeht. Da jede

der Curven f,

= 0 einen rfachen Fundamentalpunkt zum Hachen Punkte

hat, so hat die Curve SI = 0 einen solchen zum (N—l)rfachen Punkt.

Aber die aus je drei f gebildete Ja cobi 'sehe Curve hat denselben

(vgl. Cremona, sulla trasformazioni geometriche delle curve piane,

Nota2' ,a
, Bd. 5, Ser. 2 der Abhandlungen der Akademie von Bologna)

zum 3r— lfachen Punkte, die Curve ^ also zum (N— 4) r-|- lfachen.

Lud man hat also den Satz:

18*
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Die Abbildung der Doppcl curve geht durch einen rfachen

Fundamen talpunkt (N— 4) r-\- 1 mal.

Für das Geschlecht p' der Doppelcurve ergiebt sich hieraus, wenn

man voraussetzt, dass die Curve nicht '/.erfüllt', und dass keine weitem

Doppel- und liückkehrpunkte eintreten , welche übrigens dann auch in

der Uaumcurve solche wären, und demnach einfach in Abzug zu

bringen wären:

(
JV-4)H+ 1 *)»+ * „ (Jv*-4)r+l.(tf-4)r

P = 2
~~ 2j 3

'

oder, wenn man die Gleichungen (2f>) (20) zu Hilfe nimmt:

p
, =M+ J,1-,_

(
,_ 4)pii

oder wenn g = 1 " — P\ the Ordnung der Doppelcurve ist,

p = (N— 4)y-\-\, was von der Urdnungszalil m der Abbildungsfunc-

tionen und von den Fundamcntalpunkten ganz unabhängig ist.

Das Geschlecht der Abbildung der Doppel curve istalso

das nämliche für eine gegebene Fläche, wie auch die Ab-
bildung geschehen mag. Dies Resultat war vorauszusehen. Denn

zwei verschiedene Abbildungsarten derselben Fläche auf einer Ebene

geben zwei ebene Systeme, welche sich, bis auf die Punkte der Dop-

pelcurve, eindeutig entsprechen. Solche Systeme gehören also zu denen,

welche Hr. Cremona a. a. 0. betrachtet hat. In diesen aber giebt

es niemals Ausuahmscurven, sondern nur Ausnahmspunkte. Daher

müssen auch die beiden Abbildungen der Doppelcurve einander Punkt

für Punkt entsprechen , d. h. beide müssen dasselbe Geschlecht haben,

was zu beweisen war. — Beiläufig folgt aus dieser Betrachtung, dass

alle Abbildungen einer Fläche aus einer derselben durch Cremona sehe

Transformationen abgeleitet werden können.

Verbindet man je zwei aus demselben Punkte der Doppelcurve

entspringende Punkte ihrer Abbildung durch eine Gerade, so umhüllen

diese eine Curve, deren Tangenten den Punkten der Doppelcurve ein-

deutig entsprechen, und deren Geschlecht daher dem der Doppelcurve

selbst gleich ist.

Man sieht daraus , dass die Abbildung der Doppelcurve ausser den

oben angeführten Doppelpunkten noch gewisse Specialitäten besitzt,

welche sie von anderen Curven mit gleichem Grade und Geschlecht

unterscheiden. Sind nämlich die Coordinaten eines Punktes der Dop-

pelcurve durch Ausdrücke der Form

çXi = <p,{X }li)

gegeben, wo zwischen den Parametern A, fi eine algebraische Gleichung

*(A,fO = ü
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stattfindet, so infìsseli die Coordinateti einer Geraden in der Abbildung,

welche die beiden einem 1'unkte der Doppelcurve entsprechenden Punkte

verbindet, sich ähnlich darstellen; die Coordinateli eines Punktes der

Abbildung der Doppelcurve müssen also die Form annehmen:

Qli = + ^(A,fi)^Ä(A,/T),

wo Xi y & rationale Functionen ihrer Argumente sind. Ist also

insbesondere für die Doppelcurve p = 0, und kann man also fi durch

X rational ausdrücken, so führt die Abbildung «1er Doppelcurve nie-

mals auf allgemeine A bei' sehe, sondern immer auf hyperellip-

tische Functionen.

§. 8.

Flächen 4,or Ordnung mit einer Doppelgeraden. Vollständige

Discussion ihrer Geraden und Kegelschnitte.

Indem ich mich nunmehr zur Betrachtung der Fläche 4 ,,r Ordnung

mit einer Doppelgeraden zurückwende, will ich zunächst eine für die

weitere Discussion wichtige Ungleichung ableiten, welche gilt, wenn

die Fundamentalpunkte keine Schnittpunktsysteme enthalten, und wenn

ausser einem Doppelpunkte nur einfache Fundamentalpunkte vorhan-

den sind. Diese Ungleichung bezieht sich auf die ebenen Curveu,

welche Abbildungen auf der Fläche gelegener Kaumcurven werden

können. Indem ich von Doppelpunkten und Rückkehrpunkten der

Uaumcurve abstrahire, erhalte ich für diesen Fall aus (18) (19) (20):

M = nm — 2ß — Za

< 2 2 -

Aus diesen Gleichungen folgt sogleich:

M -j- p — 1 > n m — 3m — ß
oder

Dagegen ist, wenn man von dem Falle ß = 1 absieht, ein /? tacher

Punkt der Abbildung erst bei einer Curve (0+l) ,rr Ordnung möglich,

also für ß > 1 immer

(40) m > ß -f 1

.

Aus beiden Ungleichungen zusammen folgt nun für n > 4 die folgende

Begränzung für ß :

(41) ß <
iW+/>+2—

«

}n—

4

während zugleich m in die Grenzen (39) (40) eingeschlossen ist.
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Aber für den vorliegenden Fall, wo n = 4, gehen die Ungleichungen

über in

(40) m < M + p - 1 + ß , m > 1 + ß (für ß > 1).

Es knüpfen sich daran sofort folgende Schlüsse:

I. Gerade Linien auf der Fläche geben M = 1 , p = 0 ; ferner,

da der durch den Doppclpunkt dargestellte Kegelschnitt von einer

Geraden höchstens in zwei Punkten geschnitten wird, kann ß höch-

stens 2, also ß = 0, 1,2 sein. Im ersten Falle wäre m = 0; in der

That geben die 8 einfachen Fundamentalpunkte Gerade der Flache. Im

zweiten Falle kann w = 1 sein; man erhält Gerade, die durch den

Doppelpunkt gehen. Diese stellen Gerade im Räume vor, wenn eine

der Zahlen a auch noch = 1 ist; man erhält also die 8 Verbindungs-

linien des Doppelpunkts mit den einfachen Fundamentalpunkten. Jede

hierdurch dargestellte Gerade bildet mit der dem zugehörigen Funda-

mentalpunkte entsprechenden ein Paar. Für ß = 2 müsste m < ß
und w>l -\- ß sein, was unmöglich ist. Es giebt ausser den
oben (§. 3) gefundenen 8 Paaren keine Geraden auf der

Fläche.

II. Kegelschnitte. M= 2, p = 0. Die Zahl ß der Durchschnitte

mit dem durch den Doppelpunkt dargestellten Kegelschnitt kann 4

werden, also ß = 0, 1, 2, 3, 4. Die beiden Grenzen von m fallen

für ß > 1 zusammen, und man erhält für ß > 1 immer m = \ -\- ß.

Man hat daher folgende Fälle:

1) ß = 0, m < 1. Abgesehen von dem durch den Doppelpunkt

dargestellten Kegelschnitt erhält man als Bilder von Kegelschnitten

die Geraden, welche die einfachen Fundamentalpunkt« verbinden. Ihre

Zahl ist = 28.

2) ß = 1 , m = 1 , oder m — 2. Die Annahme m = 1 giebt den

Struhlbüschel, dessen Scheitel der Doppelpunkt ist. Er stellt eine

Schaar von Kegelschnitten dar. Die Annahme im = 2 fordert, das«

vier der « gleich 1 seien, und führt daher auf Kegelschnitte, welche

durch den Doppclpunkt und durch vier einfache Fundameutalpunkte

gehen. Ihre Zahl ist = TO.

3) 0=2, m= 3. Die erste Gleichung (38) giebt 2=4.3—4— 2.«,

oder Za = 6. Man hat also völlig bestimmte Curven dritter Ordnung
in der Abbildung, welche durch 6 einfache Fundamentalpunkte gehen,

und in dem doppelten einen Doppelpunkt haben. Ihre Zahl ist

H = 2«.

4) ß = 3, m = 4. Die erste Gleichung (38) giebt 2.« = 8. Man
hat eine Curve vierter Ordnung, welcjie in dem doppelten Fundamen-
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talpunkte einen dreifachen Punkt hat, und durch alle einfachen Fun-

damentalpunkte geht. Sie ist vollständig bestimmt.

5) ß = 4, m = 5. Wenigstens eines der a müsste > 1 sein,

wodurch die Curve fünfter Ordnung zerfallen würde. Dieser Fall lie-

fert also nichts.

Bemerken wir, dass alle Curven vierter Ordnung, welche einen

gegebenen Doppelpunkt haben und durch 8 gegebene Punkte gehen,

11 Bedingungen genügen, also nur vier Parameter enthalten, so er-

kennt man, dass jede diesen Bedingungen in der vorliegenden Abbil-

dung genügende Curve vierter Ordnung auch die Abbildung eines

ebenen Schnittes ist. Dies trifft für die unter 4) behandelte Curve

zu; und zwar tritt der in §. 6 erwähnte Fall ein, in welchem die

durch den doppelten Fundamentalpunkt dargestellte Curve dem voll-

ständigen Durchschnitte zuzuzählen ist. Die Curve 4) gehört also

mit der durch den doppelten Fundamentalpunkt dargestellten Curve

dem vollständigen Schnitte einer dreifach berührenden Ebene zu. Der

vierte Schnittpunkt der Kegelschnitte liegt auf der Doppelcurve, und

erscheint also in der Abbildung in zwei Punkte aufgelöst. — Ebenso

vereinigt sich je eine der Curven 1) mit je einer der Curven 3),

und 35 Paare der 70 Curven 2) zu Abbildungen vollständiger Durch-

schnitte.

Ausser den 1 + 28 + 70 + 28 + 1 = 128 Kegelschnitten, die

von den 64 dreifach berührenden Ebenen herrühren
,
giebt es also nur

noch die unter 2) erwähnte Schaar von Kegelschnitten auf der Fläche.

Sie stellt also die Schaar dar, in der ein durch die Doppelgerade

gelegter Ebenenbüschel die Fläche schneidet.

Bezüglich der Lage dieser Kegelschnitte zu einander und zu den

16 Geraden genügt es, das Verhalten eines Kegelschnittes zu be-

trachten, etwa des durch den doppelten Fundamentalpunkt dargestell-

ten. Denn die verschiedenen Kegelschnitte verhalten sich ganz gleich-

formig , indem nach §. 3 jeder in einer entsprechenden Abbildung die

Stelle des doppelten Fundamentalpunktes einnimmt.

Jeder der 128 Kegelschnitte ist acht Geraden zugeord-

net, welche ihn treffen. Und zwar haben zwei Kegelschnitte unter

ihren zugeordneten Geraden immer eine gerade Anzahl gemein. Man
erkennt nun aus der Betrachtung der Kegelschnitte (1), (2), (3) so-

fort Folgendes:

Jeder der 128 Kegelschnitte wird nicht getroffen von

den 28 Kegelschnitten, deren zugeord nete Geradensy steine

mit dem seinigen 6 Gerade gemein haben; einmal getrof-

fen von den 70 Kegelschnitten, deren Geradensysteme mit
dem seinigen vier Gerade gemein haben; zweimal von den
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28 Kegelschnitten, deren Geradensy steine mit dem seini-

gen nur 2 Gerade gemein haben.

Unter den dreifach berührenden Ebenen giebt es daher
i* _1 *}ft

-
it
= 896 Paare, welche sich so schneiden, dass immer

ein Kegelschnitt einer Ebene einen der andern zweimal

trifft; hingegen —~— = 1120 Paare, welche sich so schnei-

- den, dass jeder Kegelschnitt der einen Ebene jeden der

andern trifft.

Jeder Kegelschnitt der Schaar wird von jedem der 128
einzelnen Kegelschnitte einmal getroffen.

§. 9.

Raumcurvcn und ebene Curven dritter Ordnung, welche auf der

Fläche liegen.

III. Raumcurven dritter Orduung. M= 3, p = 0, m < 2 -|- ß.

Ein Kegelschnitt kaiui eine Uaumcurve dritter Ordnung höchstens in

drei Punkten schneiden, wenn sie nicht zerfallen soll; daher ist ß
höchstens 3. Man hat also folgende Fälle:

1) /3 = 0; m = 1 oder m— 2. Für w= l erhalt man acht ein-

fache Schaaren, abgebildet durch Strahlbüschel, deren Scheitel die

8 7 6
einfachen Fundamentalpunkte sind. Für m= 2 giebt es die r~r~ = 56

einzelnen Curven, deren Bilder Kegelschnitte durch fünf einfache Fun-

danientalpunkte sind.

2) ß = 1 ; m = 1 , 2, 3. Der Fall m = 1 giebt nichts, denn (ie-

rade durch den festen Doppelpunkt stellen Kegelschnitte dar. Aus
S 7 6

m = 2 erhält man die = f>6 Schaaren, deren Bilder Kegel-

schnitte durch den doppelten und drei einfache Fundameutalpunkte

sind. Aus m= 3 findet man eine Anzahl von einzelnen Curven, deren

Bilder Curven dritter Ordnung sind, welche durch den doppelten Fun-

damentalpunkt gehen, und fünf einfache Fundamentalpunkte zu ein-

fachen, einen sechsten zum Doppelpunkt haben. Sie sind hierdurch

7 6
völlig bestimmt (9 Bedingungen); ihre Zahl ist 8 . = 168.

3) ß = 2; m = 3, 4. Für m= 3 haben wir einfache Curvenschaa-

ren 3" r Ordnung, welche in dem doppelten Fundamentalpunkte einen

Doppelpunkt haben, und durch 5 der einfachen hindurchgehen. Die

8 7 6
Zahl dieser Schaaren ist 3- = 56. — Für m = 4 erhalten wir

1 . - . 0

Curven 4 ,pr Ordnung, welche in dem doppelten und in zwei einfachen
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Fuudamentalpunkten Doppelpunkte haben und durch fünf weitere ein-

fache Fundamentalpunkte hindurchgehen. Diese Curven sind hier-

durch völlig bestimmt (14 Bedingungen); ihre Zahl ist ^ • 6 = 168.

4) ß = 3 ; m = 4 , 5. Bei w* = 4 erhält man 8 Schaaren von

Curven vierter Ordnung, welche in dem doppelten Fundamentalpunkte

einen dreifachen Punkt haben, und durch je 7 einfache Fundamen-

talpunkte hindurchgehen (13 Bedingungen). Bei m = 5 könnten zwei

verschiedene Fälle eintreten. Damit p = 0 sei, muss die Curve 5,cr

Ordnung ausser dem in den doppelten F'undamentalpunkt fallenden

dreifachen Punkt noch entweder drei Doppelpunkte in dreien der ein-

fachen Fundamentalpunkte, oder einen weitern dreifachen Punkt in

einem derselben haben. Indessen ist der zweite Fall nicht möglich,

denn es müsste 2m =11 sein , also nach Abzug von 3 nocli 2.«= 8

übrig bleiben, während doch nur 7 Fundamentalpunkte übrig sind,

deren keiner der Curve mehr als einfach angehören kann. In dem
erstem Falle hingegen bleiben von Z« = 1 1 nach Abzug von 0 wegen

der drei in drei Fundamentalpunkte fallenden Doppelpunkte noch 5

übrig; durch jeden der übrigen F'undamentalpuukte geht also die Curve

8 7 G
einmal hindurch. Solcher Curven giebt es « = 56; sie sind

durch 6 -|- 3 . 3 -f- 5 = 20 Bedingungen völlig bestimmt.

Es giebt also im Ganzen 8 + 56 -f 56 + 8= 128 einfache

Schaaren von Raumcurven 3lor Ordnung auf der FMäche;

ausserdem aber 56 -f 168 -f- 168 -f- 56 = 448 einzelne Raum-
curven 3 lcr Ordnung, welche keiner der Schaaren ange-
hören.

Die hier auftretenden Zahlen erklären sich leicht, wenn man das

Verhalten der Curven 3,er Ordnung zu den 8 Paaren von Geraden ins

Auge fasst. Was zunächst die Schaaren von Raumcurven betrifft,

so muss man sich erinnern, dass es 128 Combinationen von je 8 Ge-

raden, je eine aus jedem Paar, gab, welche je von einem Kegelschnitt

getroffen wurden. Aber es giebt noch 128 andere Combinationen von

je 8 Geraden, je eine aus jedem Paar. Jede Schaar von Curven
3 " Ordnung hat nun die Eigenschaft, die Geraden einer

solchen Combination einmal, die übrigen gar nicht zu tref-

fen; was aus der Abbildung sofort erkannt wird.

Die einer solchen Curvenschaar 3,cr Ordnung zugeordnete Com-

bination von Geraden hat mit der einem der 128 Kegelschnitte zuge-

ordneten immer eine ungerade Combination gemein. Eine Curve
aus einer Schaar dritter Ordnung schneidet einen jener

Kegelschnitte gar nicht, lmal, 2mal, 3mal, je nachdem
die zugeordneten Combinationen 7, 5, 3, 1 Gerade gemein-
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sani haben. Die Curven einer Schaar treffen also 8 Kegel-

schnitte gar nicht, 56 einmal, 56 zweimal, 8 dreimal. Eine
Curve der Kegelschnittschaar wird von jeder Curve aus
den Schaaren 3 ,cr Ordnung einmal geschnitten.

Curven 3 ,ür Ordnung aus derselben Schaar schneiden
einander nicht; Curven verschiedener Schaaren schneiden
sich in 1, 2, 3, 4 Punkten, je nachdem die zugeordneten
Combination en 6, 4, 2, 0 Gerade gemein haben; dies tritt

bei jeder Schaar beziehungsweise 28, 70, 28, Imal ein.

Die 448 einzelnen Raumcurvcn 3 ,cr Ordnung, welche
ausserdem auf der Flüche existiren, zerfallen in 56 Grup-
pen zu 8. Jede Gruppe ist 5 Paaren von Geraden zugeord-
net, deren Gerade die 8 Curven der Gruppe silmmtlich ein-

mal schneiden. Ausserdem schneidet jede der 8 Curven
je eine Gerade der 3 übrigen Paare zweimal, die andern
keinmal.

Nach den drei einzelnen Geraden, welche eine solche

Curve trifft, richtet sich ihr Schnitt mit den einzelnen
Kegelschnitten. Ein Kegelschnitt wird von der Curve

0, 1,2, Smal geschnitten, je nachdem unter der dem Kegel-

schnitte conjugirten Combination sich 3, 2, 1,0 jener drei

Geraden befinden. Demnach schneidet jede jener Curven
16 Kegelschnitte Ornai, 48 einmal, 48 zweimal, 16 dreimal.

Jeder Kegelschnitt aus der Schaar ferner wird von einer

solchen Curve zweimal getroffen.

Die Schaaren von Curven 3 ,cr Ordnung werden von
einer solchen einzelnen Curve 3 tcr Ordnung in 1, 2, 3, 4

Punkten getroffen, je nachdem von den 3 einzelneu die

letztere schneidenden Geraden 3, 2, 1, 0 unter der zu der

Schaar gehörigen Combination enthalten sind.

Die 448 einzelnen Curven 3 ler Ordnung schneiden ein-

ander nach folgender Regel: Curven aus derselben Gruppe,
welche beide dieselben 5 Paare schneiden, in 1,3, 5 Punk-
ten, je nachdem unter den 3 einzelnen Geraden, welche
jede noch trifft, 2, 1 oder 0 gemeinsam sind; dies tritt bei

jeder Curve beziehungsweise 3, 3 und lmal ein.

Curven aus zwei Gruppen, bei denen unter den 5 von
jeder Gruppe getroffenen Paaren 4 gemeinsam sind, in 0,

2, 4 Punkten, je nachdem von den drei einzelnen Geraden,
welche jede der Curven noch trifft, 2, 1,0 gemeinsam sind;

dies tritt bei jeder Curve beziehungsweise 60, 30, 30mal
ein.

Curven aus zwei Gruppen, bei denen unter den 5 von
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jeder Gruppe getroffeneu Paaren 3 gemeinsam sind, in

1, 3 Punkten, je nachdem von den 3 einzelnen Geraden,
welche jede der Curven noch trifft, 1 oder 0 gemeinsam
sind; dies tritt bei jeder Curve beziehungsweise 120, 120mal
ein.

Curven aus zwei Gruppen, bei denen unter den 5 von
jeder Gruppe getroffenen Paaren nur zwei gemeinsam sind,

2m al; was bei jeder Curve 80mal eintritt.

•Jede dieser Curven wird also beziehungsweise von 60,

123, 110, 123, 30, 1 der übrigen 0, 1,2, 3, 4, 5mal getroffen.

IV. Ebene Curven 3ur Ordnung. Da diese Curven nothwendig

durch eine Gerade zum vollständigen ebenen Schnitte ergänzt werden,

so erkennt man, dass auf der Fläche 16 Schaaren solcher

Curven liegen; jede solche Schaar entsteht durch den »Schnitt der

Fläche mit einein Ebenenbüschel, welche eine der IG Geraden zur

Axe hat. Ihre Abbildungen theilen sich in zwei Classen , welche man
aus der Bemerkung erhält, dass die Abbildung eines ebenen Schnittes

immer eine Curve 4lcr Ordnung mit einem Doppelpunkt in dem dop-

pelten Fundamentalpunkte ist, welche durch alle einfachen Funda-

mentalpunkte hindurchgeht 5 und dass umgekehrt jede solche Curve

Abbildung eines ebenen Schnittes ist. Ist daher die Axe des Ebenen-

büschels eine der Geraden, welche sich als Verbindungslinien des

Doppelpunktes mit einem der einfachen Fundamentalpunkte abbil-

den, so wird der Büschel von ebenen Curven dritter Ordnung durch

Curven dritter Ordnung abgebildet, welche ebenfalls durch den Dop-

pelpunkt, nicht aber durch den erwähnten einfachen Fundamental-

punkt, sondern statt dessen durch die 7 übrigen gehen, und welche

sich also ausser diesen 8 Punkten noch immer in einem festen neun-

ten Punkte durchschneiden. Dieser neunte Punkt gehört der Abbil-

dung der Doppelgeraden an; er ist die Abbildung des Punktes, wel-

cher mit dem Durchschnitt der Axe des Büschels und der Doppelge-

raden auf der Fläche vereinigt liegt.

Wird dagegen die Axe des Ebenenbüschels durch einen der ein-

fachen Fundamentalpunkte abgebildet, so bilden sich die Curven des

Büschels dritter Ordnung als Curven vierter Ordnung ab, welche

durch die einfachen Fundamentalpunkte gehen und in dem doppelten

einen Doppelpunkt haben. Aber damit zu dem hierdurch dargestell-

ten ebenen Schnitte auch die Axe des Büschels gerechnet werde, muss

auch noch in dem ihr entsprechenden Fundamentalpunkte ein Doppel-

punkt stattfinden (§. 6.). In der That sind dadurch die Curven 4tcr

Ordnung 13 Bedingungen unterworfen, so dass nur noch ein Büschel

übrig bleibt. Die Curven dieses Büschels schneiden sich in zwei

festen Doppelpunkten und in sieben festen einfachen Punkten; sie
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haben also noch einen weitem festen Punkt gemeinsam; und dieses

ist wieder die Abbildung des Punktes, welcher mit dem Durchschnitt

der Doppellinie und der ßüschelaxe auf ersterer vereinigt liegt.

Unter den IG Büscheln von ebenen Curven 3 ler Ordnung sind

8mal zwei conjngirt, deren entsprechende Geraden ein Paar bilden.

Zwei Curven aus conjugirten Büscheln schneiden sich

dreimal, zwei Curven aus nicht conjugirten zweimal.

Betrachten wir einen dieser Büschel, etwa einen solchen, welcher

sich als Büschel von Curven dritter Ordnung abbildet. Die Gleichung

des Büschels in der Abbildung ist von der Form <p -f * t — 0. Die

Discriminante von <p -f gleich Null gesetzt, giebt eine Gleichung

12" n Gerades für l. Es giebt also in jedem Büschel 12 Curven mit

Doppelpunkt, welchen denn auch auf der Fläche Curven mit Doppel-

punkt entsprechen. Die hierdurch gegebenen 12 . 16 « 192

Ebenen bilden eine zweite Classe von dreifach berühren-
den Ebenen*), welche von der oben betrachteten gänzlich verschie-

den ist. Denn bei der letztern zerfiel die Schnittcurve der Ebene mit

der Oberfläche in zwei Kegelschnitte, von deren vier Schnittpunkten

einer in die Doppelgerade fiel, die andern aber wirkliche Berührungs-

punkte wurden. Hingegen bei diesen neuen Ebenen zerfallt die

Schnittcurve mit der Oberfläche in eine Gerade und in eine Curve

dritter Ordnung mit Doppelpunkt. Während also ein Schnittpunkt

der Geraden mit der Curve 3,pr Ordnung auf die Doppelgerade fällt,

bleiben die übrigen beiden und der Doppelpunkt wirkliche Berüh-

rungspunkte der Ebene mit der Oberfläche.

Wenn eine Gerade einer Oberfläche sich als Gerade abbildet,

welche der erstem Punkt für Punkt entspricht, so sind die Reihen der

auf ersterer liegenden Punkte und ihrer auf letztern liegenden Ab-

bildungen nothwendig projectivisch. Dasselbe gilt von einer Geraden,

welche sich als Fundamentalpunkt abbildet, und von dem Strahlbü-

schel, welcher in der Abbildung diesen Punkt zum Scheitel hat-, wobei

denn jedem Punkte der Geraden ein Strahl entspricht und umgekehrt.

Was man aber über die projecti vischen Beziehungen der
Elemente in der Abbildung der Geraden feststellt, gilt

auch für die Punkte der Geraden selbst. Betrachten wir z. B.

den Büschel von Curven 3 ,<,r Ordnung in der Abbildung, welche eine

als Gerade abgebildete Gerade zur Abbildung ebener Schnitte ergän-

zen , so schneidet jede dieser Curven die Abbildung der Geraden ausser

deni doppelten Fundamentalpiuikt noch zweimal, und die so entstehen-

den Punktepaare bilden eine Involution. In dieser entspricht unter

*) Ah eine dritto Classe kann man die 8 Ebenen durch die Doppelgerade

ansehen, welche die Oberfläche in Linienpaaren schneiden.
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anderm dem auf der Geraden liegenden einfachen Fundamentalpunkte

derjenige Punkt, in welchem eine durch alle neun Fundamentalpunkte

gehende Curve 3 ,er Ordnung die Gerade schneidet. Diese Curve 3"r

Ordnung aber ist, wie sogleich näher entwickelt werden wird, die

Abbildung der Doppelgeraden; im Räume entsteht also eine Involu-

tion, bei welcher ein Paar von Punkten der Schnitt mit der Doppel-

geradeii und der Schnitt mit der conjugirten einfachen Geraden ist.

Ferner hat die Involution der Abbildung nur zwei Doppelpunkte ; es

giebt also im Räume auch nur zwei Curven des Büschels, welche die

Gerade ausserhalb ihres Schnittes mit der Doppelgeradeu berühren.

Man kann so den Satz aussprechen:

Legt mau durch eine der 16 Geraden Ebenen, so schnei-

den diese in Curven dritter Ordnung, welche alle durch
den Schnitt mit der Doppelgeraden gehen. Sie schneiden
die Gerade in Punktepaaren einer Involution; zwei von

ihnen berühren die Gerade in den Doppelpunkten der In-

volution; der Schnittpunkt mit der Doppelgeraden bildet

ein Paar mit dem Punkte, in welchem die Gerade von der

ihr conjugirten getroffen wird.

§. 10.

Die Abbildung der Doppelgeraden.

Die Doppelgerade bildet sich nach §. 7. als Curve dritter Ordnung

ab, welche durch alle einfachen sowie durch den doppelten Funda-

mentalpunkt einmal hindurchgeht, und also dadurch völlig bestimmt

ist. Das Verhalten der Punkte der Doppelgeraden studirt man also,

indem man die elliptischen Integrale erster Gattung einführt, welche

den Punkten der Curve entsprechen, indem sie ihre Coordinateli zur

obern Grenze haben, und indem die absolute Invariante der Curve

mit dem Modul durch eine Gleichung mit numerischen Coefficienten

verbunden ist; die untere Grenze der Integrale ist ein beliebiger fester

Punkt der Curve.

Bezeichnen wir durch u
{ ,

u7 , ... u3„ die Wertlie des Integrals,

welche den Schnittpunkten der Curve 3,er Ordnung mit einer Curve

m,rr Ordnung entsprechen, so ist imnief

(1) M, + M2 . . . 4- U*n *= MC,

wo c eine gewisse Constante bedeutet (vgl. Grelles Journal, Bd. (>3,

p. 197); und umgekehrt sind die 3n Punkte Schnittpunkte mit einer

Curve m ler Ordnung, sobald diese Gleichung besteht.

Der Werth des Integrals für den doppolton Fuiidamentalpunkt

sei 6, die Werthe für die einfachen Fundamentalpunkte />,, h.if ... ft,.
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Betrachten wir nun die Abbildungen ebener Schnitte der Oberfläche.

Dieselben sind Curven 4 l,r Ordnung, welche durch die einfachen Fun-

damentalpunkte gehen, und in dem doppelten einen Doppelpunkt

haben; und da eine solche Curve nur drei willkürliche Parameter ent-

halten kann, so sind auch alle solche Curven Abbildungen ebener

Schnitte. Die Curve 3 ,,r Ordnung wird von jeder derselben in zwei

weitem Punkten geschnitten, deren entsprechende Integrale m, v seien.

Die Gleichung (1) geht also für die Abbildungen ebener Schnitte

über in:

(2) u + v + 2b + b
t + 6, . . . + fcs

= 4c.

Wir können nun einen Punkt P auf der Curve dritter Ordnung so

bestimmen, dass das ihm zugehörige Integral der Gleichung

p = 2b -f 6, -f- b
2

. . . -f bH
— 3c

genügt, und erhalten dami aus (2):

(3) u + v + p = c,

eine Gleichung, welche aussagt, dass die zu u, v, p gehörigen Punkte

auf einer Geraden liegen. Die Abbildungen ebener Schnitte
treffen also die Abbildung der Doppelgeraden, abgesehen
von festen Schnittpunkten, in Punktepaaren, deren Ver-
bindungslinien sich auf einem Punkte P der letztern Ab-
bildung treffen, und solche Punktepaare Q,Q' sind also die Durch-

schnitte der Curve 3" r Ordnung mit dem von P ausgehenden Strahl-

büschel.

Die Punkte Q.Q', welche den Integralen u,v zugehören, sind

Abbildungen der Schnittpunkte eines ebenen Schnittes mit der Dop-

pelgeraden, d. h. der beiden Punkte, welche in einem solchen Schnitt-

punkte vereinigt liegen. Die Schaar der Paare Q,Q' liefert

also die Abbildung der Punkte der Doppelcurve.

Um dieses geometrisch zu deuten, bemerke ich, dass geraden

Linien in der Bildebene Kaumcurven 4Ur Ordnung und 2 ,,r Species ent-

sprechen, und zwar bilden sie eine doppelt unendliche Schaar, welche

dem bei der Abbildung bevorzugten Kegelschnitte (doppelter Funda-

mentalpunkt) so zugeordnet ist, dass sie ihn nicht trifft. Solcher Schaa-

ren giebt es also 128; wodurch die auf der Fläche liegenden Curven

4t,r Ordnung und 2 ,cr Species übrigens durchaus nicht erschöpft sind.

Unter der hier bevorzugten Schaar triebt es nun eine einfach

unendliche, bei welcher ein wirklicher Doppelpunkt auftritt; sie giebt

in der Abbildung die Schaar von Geraden, welche Punkte Q,Q' ver-

binden. Alle diese Geraden gehen durch einen Punkt P in der Ab-

bildung der Doppelcurve, mithin gehen auch alle Curven der ein-

fachen Schaar auf der Oberfläche durch einen festen Punkt Fl der
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Doppelcurve, dessen Bild P ist, und zwar so, dass die Tangente der

Curve immer in der nämlichen Taugentenebene der Doppelcurve lie-

gen. So giebt es 128 Punkte Tl, den 128 Curvenschaaren entspre-

chend. Betrachtet man insbesondere den Strahl QQ', dessen einer

Punkt Q mit P zusammenfallt (Tangente der Abbildung der Doppel-

curve in P), so sieht man, dass ihm eine besondere Curve 4,cr Ord-

nung und 2lor Species entspricht, welche in // einen wirklichen Dop-

pelpunkt hat, und zugleich mit ihrem einen Zweige die Doppelge-

rade berührt. Ferner kann man noch diejenigen vier besondern Cur-

ven der einfachen Schaar betrachten, deren Abbildungen die von P
an die Abbildung der Doppelgeraden gezogenen Tangenten sind. Für

diese fällt das Punktepaar Q Q' zusammen; die vier so gegebenen

Punkte der Doppelgeraden sind daher llückkehrpunkte, d. h. Punkte,

deren beide Tangentenebenen zusammenfallen. Und jede der vier ent-

sprechenden Raumcurven hat also in einem dieser Punkte einen Rück-

kehrpunkt; es sind dies die einzigen Fälle, in denen ein Rückkehr-

punkt eintreten kann. Dagegen kann achtmal eine Curve einer Schaar

durch die Verbindungslinie des Punktes P mit einer einfachen , einmal

durch die Verbindungslinie mit dem doppelten Fundamentalpunkte

abgebildet werden; im ersten Falle zerfallt die Raumcurve 4,or Ord-

nung in die durch den einfachen Fundamentalpunkt abgebildete Ge-

rade und in eine Curve dritter Ordnung; im andern Falle in den

durch den doppelten Fundamentalpunkt repräsentirten Kegelschnitt

und in einen Kegelschnitt der einfachen Kegelschnittschaar (§. 8). Ich

fasse diese Verhältnisse in folgenden Satz zusammen:

Auf der Doppelgeraden giebt es vier Rückkehrpunkte.
Durch jeden derselben gehen 128 Raumcurven vierter Ord-
nung und 2 ,cr Species, welche daselbst einen wirklichen
Rückkehrpunkt haben, und ausserdem durch je einen von

128 festen auf der Doppelgeraden liegenden Punkten //

gehen. Jede jener Curven ist ein Glied einer von 128 Schaa-
ren solcher Raumcurven 4 ler Ordnung und 2 lcr Species,

welche durch den betreffenden Punkt 77 gehen, in irgend

einem Punkte der Doppelgeraden einen wirklichen Dop-
pelpunkt haben, und einen gewissen der 128 einzelnen

Kegelschnitte nicht treffen. In jeder solchen Schaar giebt

es 8 Curven, welche in eine Gerade und eine Raumcurve
dritter Ordnung, eine, welche in zwei Kegelschnitte zer-

fällt.

Ich glaube hiermit die Verhaltnisse, welche bei dieser Art von

Oberflächen eintreten, hinreichend angedeutet zu haben und wende

mich einer andern Flächenart zu.
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haben , wobei die

aber kann man die

Dieser Gleichung

§. 11.

Flüchen fünfter Ordnung mit einer Doppelcurve dritter Ord-

nung. Niedrigste Abbildung auf einer Ebene.

Verstellen wir unter Li} Mi lineare Ausdrücke in den x, ho stel-

len die Gleichungen

L
t + XM

l
= 0

(1) L
2 + kM., = 0

L, + Mil - «

eine Raumcurvc dritter Ordnung dar, welche der gemeinsame Durch-

schnitt der drei Flüchen 2'" Ordnung

(2) 0, = LM, - LJf, = 0
, 0, = LJl, - L,M, = 0,

ist. Eine Fläche 5,,r Ordnung, welche diese Curve zur Doppelcurve

hat, muss eine Gleichung von der Form

Z2 A ix <J>, <I>X = 0

A iM lineare Functionen sind,

folgende Gestalt geben:

A tt A^ A^ M[

M,

welche als Eliminationsresultat der Gleichungen

+ A + ^isfc = V + ^if

(4) A,& + vi^ + ^
3:,|3

= V + J/;tM

4- L,\, + £3|3
= 0

M
x \ x + Jtf

2g2 + = 0

betrachtet werden können. Multipli cirt man die ersten dieser drei

Gleichungen aber mit |3
und addirt, so verschwinden die rech-

ten Theile wegen der letzten beiden Gleicnungen und man hat die

für die x lineare Gleichung

(5) EEAiK ^^0.
Diese, zusammen mit den beiden letzten Gleichungen (4) genügt, um
die Verhältnisse der x als rationale Functionen der \ darzustellen,

und liefert also die Abbildung der Flache auf einer Ebene.

Du wir über die (Joefticienten der A , L, M nirhfa vorausgesetzt

(3) 0 =

h

A.
it

A.n
A

3Ì Ayi

L
x

L,

m< nu

0

0

M,

M,
0

0
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haben, so haben diese drei Gleichungen, nach den r geordnet, zu

ihren Coeffieienteu ganz willkürliche Functionen der £, welche in den

letzten beiden Gleichungen (4) vom l
1"", in der Gleichung (5) vom

2,ra (ìnule sind. Schreiben wir daher diese Gleichungen jetzt so:

2.7,, I, = ZliXi = 0

wo die Ä,
t
u lineare, die <p quadratische Functionen der £ sind. Be-

zeichnen wir durch ftf f.,, f^, fx
die Determinanten :

so sind die Gleichungen der Fläche wieder:

*8) or, = /; ,
pa-

2
= /; ,

p.r
:5
=

f.x ,
pr, ==

Die Functionen f sind hier vom 4 ,,n Grade. Dies ist in der That

der niedrigste Grad, den sie im vorliegenden Falle haben können.

Denn damit die ebenen Schnitte dieser Flache 5,,r Ordnung durch

Curven 3"' r Ordnung abgebildet werden können, muss ;>, = !, jeder

ebene Schnitt also mit ö Doppelpunkten begabt sein, oder eine Dop-

pelcurve fünften Grades stattfinden.

Die Gleichungen f,\
= 0 haben eine Reihe von Punkten gemein.

Da die Gleichungen

l>estehen, so folgt aus /, = 0, /., = 0 entweder auch f\ = 0, /*, = 0,

«der die beiden Reihen fi,, <p
:i
und A

4 ,
ji,, q>

x
müssen einander

proportional sein, so dass die Gleichungen bestehen:

9s = P9V

Die Elimination der x aus diesen Gleichungen giebt eine Gleichung

fV" G rades für p, und man hat also für dieselben f) gemeinsame Lii-

sungen. Die 16 Lösungen der Gleichungen fx

= 0, f, = 0 enthalten

also 5 solche, für welche /!,, fx
nicht verschwinden, 11, für welche

sie verschwinden.

Das System der Abbildungen ebener Schnitte ist also ein System

von Curven 4,,r Ordnung mit 11 gemeinsamen Punkten. Da solche

Curven dann nur noch 3 Parameter, und zwar linear enthalten kön-

nen, so nmfasst das System alle Curven 4 ,,%r Ordnung, welche durch

Mathematische Annaion I. 19
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diese 11 Punkte gehen, und ist also durch dieselben vollständig defi-

li irt.

Man kann die 11 Punkte ganz beliebig annehmen. Denu wie

mau sie auch wählt, gewisse specielle Lagen ausgeschlossen, immer

bilden die durch sie gellenden Curveu vierter Ordnung ein System

von allgemeinem Charakter, welches aus vier Curveu /; = 0 linear

zusammengesetzt wird, und welches eine Fläche von der Ordnung

JV—

4

2 — 11=5 liefert, deren ebene Schnitte p = .'*> haben, und

welche also eine Doppelcurve 3 1 "' Ordnung entlialten muss. Die aus-

geschlossenen Lagen der Fundameutalpunkte beziehen sich darauf,

dass drei jeuer Punkte auf einer Geraden, 6 auf einem Kegelschnitt,

10 auf einer Curve Ordnung, oder endlich 9 im Schnittpunkt,

system zweier solcher liegen können. Was aber die Doppelcurve drit-

ter Ordnung betrifft, so ist zwar ein Zerfallen derselben in Kegel-

schnitt und Gerade, welche sich treffen , oder in drei Gerade, deren eine

die beiden andern trifft , nicht ausgeschlossen ; aber wohl der Fall von

Kegelschnitt und Gerade, welche sich nicht treffen, oder drei sich

nicht schneidende Gerade, also alle diejenigen Fälle, welche nicht

Specialitäten einer Raumcurve 3,w Ordnung sind. Denn in beiden

Fällen giebt es unendlich viele Gerade, welche eine so zerfallende

Curve dreimal treffen, und also die Oberfläche sechsmal schneiden,

daher ganz in derselben liegen; während sich sogleich zeigen wird,

dass die hier zu betrachtende Abbildung nur eine endliche Anzahl

von geraden Linien liefert.

Die wirkliche Construction der Abbildung, oder vielmehr einer

der später zu benutzenden dualistisch entgegengesetzten, bei welcher

jedem Punkte der Oberfläche im Allgemeinen eine Gerade entspricht,

erhält mau leicht aus den Gleichungen (6). Jn diesen kann man dio

Li , Mi auch beliebig durch L { -\- öJIT,
, L,- -f- tM, ersetzen; dio

Gleichung aber

& (Li + a Mi) & = 0

ist die Gleichung eines Ebenenbündels, welches in dem Puukte

L
t + öM, = 0

,
L

t + <sM
2
= 0

,
Lz + 03/., = 0,

d. h. in einem beliebigen Punkte der Raumcurve seinen Scheitel hat.

Da nach dem eben Gesagten schon der Punkt L
{

= 0, L.,= 0, Z.3
= M

ein ganz beliebiger Punkt der Curve ist, so will ich diesen zum Sch.'i

tel des zu betrachtenden Bündels nehmen, dessen Gleichung

L
x l x + A£2 + A« b 3 — 0

ist. Nach §. 4 sind dann die è die Coordinateli einer Geraden, die

der Durchschnitt der betreffenden Ebene des Bündels mit einer belie-

big gewählten festen Ebene ist, auf welcher letztern die Abbildung

geschieht. Es ist nur die Frage, welcher Punkt der Fläche durch

1

i
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diese (ienule abgebildet wird. Man coiistruirt diesen Punkt folgender-

maßen. Eine Ebene des Bundeis Z" = 0 schneidet ausser am
Scheitel »lie Curve 3 ,,r Ordnung noch in zwei Punkten. Da für Punkte

der Curve die Li den Jf, proportinul sind, so besteht fflr diese bei-

den Punkte auch die Gleichung 2JJ\f,•£,- == 0, also die zweite Gleichung

Die durch eine Ebene des Bündels = 0 bestimmte Sehne

der Curve ist somit durch die ersten beiden Gleichungen (fii gegeben,

und geht also durch den Punkt x, welchen die Gleichungen (fii be-

stimmen , und welcher der Geraden £ der eben erwiihuten Bildebene

entspricht. In der That geht jene Sehne nur noch durch einen

Punkt der Fläche, da sie die Doppelcurve zweimal schneidet. Die

Construction der Abbildung ist also folgende:

Durch einen Punkt j der Flache legt man die Sehne
der Curve dritter Ordnung, welche durch ihn geht. Fixirt

man nun auf der Curve dritter Ordnung irgendwo einen

Punkt, und legt von ihm aus durch die Sehne eine Ebene,
so schneidet diese die Bildebene in einer Oeraden, welche
«las Bild des Punktes x ist.

Im Folgenden wird, wo es nicht besonders bemerkt wird, die die-

ser Abbildung dualistisch entsprechende zu Grunde gelegt.

Dio Curven erster, zweiter und dritter Ordnung, welche die

Flitehe enthalt.

Für die Abbildung einer auf der Fläche liegenden Kanmcurve M^ r

Ordnung, welche in tier Abbildung durch eine Curve mKn Ordnung

ersetzt wird, die durch die Fundamentalpunkte a, , ... «n mal

hindurchgeht, erhält man hier aus §. fi (18) (19) (20) die Gleichungen:

M = Am — 2.«

(9)
z^-i. •

- m -\~ 1 . m '2 -, « . c -}- 1

< 2" 2

Aus denselben ergiebt sich die einfache Combination

(10) m<Jlf+j>-l,

welche zur Untersuchung der einfachsten auf der Fläche liegenden

Curvensy8teme sehr bequem ist. Ich betrachte die folgenden:

I. Gerade. Für M=\, p = 0 hat man aus (10) m = 0. Es
giebt also keine anderen Geraden auf der Fläche, als die

11 durch die Fundamentalpunkte dargestellten. Sie schnei-

den einander nicht. Da hier also alle Geraden gleichmässig in der
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Abbildung berücksichtigt sind, so giebt es nur eine Art, die Flache

durch Functionen fi vom 4' " Grade abzubilden, wie auch aus der

Ableitung der Abbildung erhellt.

H. Kegelschnitte. M = 2 , p = 0 giebt m < 1 , oder vielmehr

tu = 1. Nur die Verbindungslinien zweier Fundamentalpunkte kön-

nen in der ersten Gleichung (9) il/=2 machen. Es giebt also

~^ = 55 Kegelschnitte auf. der Flüche. Jeder schneidet 2

Fundamentalgerade je einmal und ist diesen gewissermaßen zugeord-

net. Zwei Kegelschnitte treffen sich nicht oder treffen 3ich, je nach-

dem sie eine zugeordnete Gerade gemein haben oder nicht.

IH. Raumcurven dritter Ordnung. M= 3 , p — Q giebt m < 2.

Man hat also erstlich 11 Schaaren solcher Curven, welche durch Strahl-

büschel abgebildet werden, die in je einem Fundamentalpuukte ihren

Scheitel haben. Curven verschiedener Schaaren schneiden sich ein-

mal, Curven derselben Schaar nicht. Die Curven einer Schaar schnei

den die zugehörige Fundamentalgerade, die übrigen nicht; sie schnei-

den einmal die 45 Kegelschnitte, für welche ihre Fundameutalgerade

nicht zugeordnet ist, die übrigen nicht. In jeder Schaar zerfällt zehn-

mal eine Curve in eine Gerade und einen Kegelschnitt, wobei denn

alle nicht von der Schaar getroffenen Kegelschnitte auftreten. — &
giebt zweitens ^-—r! = 462 einzelne Raumcurven dritter Oni-

nung, welche sich als Kegelschnitte durch fünf Fundamentalpunkte

abbilden, und solchen Fünfen zugeordnet sind. Zwei derselben treffen

sich 0, 1, 2, 3, 4mal, je nachdem ihre Fünfen 4, 3, 2, 1,0 Gerade

gemein haben. Jede schneidet die 15 Kegelschnitte zweimal, deren

zugeordnete Gerade in ihrer Fünf nicht vorkommen, 30 Kegelschnitt»'

einmal, bei denen eine zugeordnete Gerade der Fünf angehört, zehn

Kegelschnitte nicht, deren Gerade beide in der Fünf enthalten sind.

Jede dieser einzelnen Curven schneidet die Schaaren von Ilauiucurv« ti

einmal oder zweimal, je nachdem die der Schaar zugehörige Gerade

in ihrer Fünf vorkommt oder nicht.

IV. Ebene Curven dritter Ordnung. Sie sind nur in Verbindung

mit den Kegelschnitten möglich, indem man die Ebenen derselben

mit der Fläche zum weitern Durchschnitt bringt. Ihre Zahl ist daher

ebenfalls 55. Da sie sich je mit einem Kegelschnitte zu einem voll-

ständigen ebenen Schnitte vereinigen , so müssen sie in der Abbildung

mit den Verbindungsgeraden der Fundanientalpunkte sich zu Curven

4" r Ordnung durch alle Fnndamentalpunkte vereinigen, also dun h

Curven 3 ,,r Ordnung durch 9 Fundanientalpunkte abgebildet werden.

Jede trifft also 9 Gerade je einmal, einen Kegelschnitt dreimal auf

der Doppelcurve und dreimal ausserhalb derselbe»), IS zweimal, >i
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einmal; sie schneidet die Raiuncurve dritter Ordnung von zwei Schau-

reu dreimal, von 0 Schaarcn zweimal. Sie trifft endlich von den ein-

zelnen Iiaumcurven dritter Ordnung 12(> einmal. 252 zweimal, 84

dreimal , n. s. w,

Es ist leicht, diese Aufzählungen beliebig fortzusetzen.

Diu dreifach berührenden Tangentcnebcnen der Fläche müssen in

Curven schneiden, welche drei nicht auf der Doppeleurve gelegene

Doppelpunkte besitzen. Es giebt solcher Ebenen hier drei Arten;

entweder solche, deren Schnittturven nicht zerfallende Curven fünfter

Orduungsiud, oder solche, deren Schnittcurven in (Jerade und Curven
4'" Ordnung, oder drittens solche, deren »Schnittcurven in Kegelschnitte

und Curven dritter Ordnung zerfallen. — Im ersten Falle müssen

sich die Schnittcurven als Curven 4'" Ordnung durch die 11 Funda-

nientalpunkte abbilden, welche ausserdem drei wirkliche Doppelpunkte

haben; und ihre Zahl ist gleich der Anzahl solcher Curven, welche

in dein Systeme von Curven 4"' Ordnung durch 11 Punkte vorkom-

men; eine Zahl, welche nicht leicht zu bestimmen scheint. — Im zwei-

ten Falle muss die Curve 4 l" Ordnung sich als Curve 4*" Ordnung

abbilden, welche einen Fumhunentalpunkt zum Doppelpunkte hat. Da
nun die Curve vierter Ordnung im Räume von der Oeraden viermal

geschnitten wird, der Doppelpunkt in der Abbildung aber nur zwei

Durchschnitte anzeigt, so müssen die beiden andern sich dadurch in

der Abbildung aufgelöst haben , dass sie im Kaume in die Doppele um;
gefallen sind. Jede durch eine der (Jeradeii gelegte Ebene berührt

also in der That die Flache zweimal, nämlich in den Schnittpunkten

der Oeraden mit der ergänzenden Curve vierter Ordnung, welche

nicht auf «1er Doppelcurve liegen. Da ferner die Ebene die Doppel-

eurve dreimal treffen muss, so muss die Curve vierter Ordnung im

Kaume noch einen Doppelpunkt besitzen, welcher aber kein Berüh-

rungspunkt mit der Fläche ist. und in der Abbildung aufgelöst er-

scheint. Unter den Ebenen nun, welche durch eine bestimmte (Jerade

der Fläche gehen, giebt es eine gewisse Zahl von solchen, welche

uoch einmal die Fläche berühren, und also dreifach berührende Ebe-

nen der Fläche sind. Bei diesen müssen die ergänzenden Curven 4 1 " 1

Ordnung zwei Doppelpunkte besitzen. In der Abbildung erhält mau .

ihre Bilder, indem man das Büschel von Curven 4Ur Ordnung unter-

sucht, welches durch 10 F'undamentalpunkte geht und im II 1"' einen

Doppelpunkt hat, und die Frage stellt, wie viele Curven des Büschels

einen weitern Doppelpunkt besitzen. Nach Hrn. Cayley ist die Zahl

der Curven •w
u'r Ordnung in einem Büschel mit cc gemeinsamen Dop-

pelpunkten, welche noch einen weitern Doppelpunkt besitzen, gleich

3(w -Ip — 7«.

(Crelles Journal, Bd. ü4. p. IGT) ; man erhält also hier für u — 1,
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€t= \ die Zahl 20. Es giebt also für die hier betrachtete
Fläche 1 1.20 dreifach b er (ihr e ml e Tangen ten ebenen, welche
durch eine der Geraden gehen. — Endlich ist noch die Ebene
jedes der oben angegebenen 55 Kegelschnitte eine dreifach berührende

Ebene. Denn jede dieser Ebenen schneidet noch in einer Curve drit-

ter Ordnung, welche mit dem entsprechenden Kegelschnitte (> Punkte

gemein hat. Der ebene Schnitt hat also 0 Doppelpunkte, von denen

nur drei auf die Doppelcurve fallen, während die drei übrigen wirk-

liche Berührungspunkte sein müssen.

Es wurde schon oben erwähnt , dass jede durch eine der Geraden

gelegte Ebene noch in einer Curve vierter Ordnung schneidet, die mit

der Geraden zwei feste Punkte gemein hat, ihre Schnittpunkte mit

der Doppelcurve. Die übrigbleibenden beweglichen Punkte-
paare bilden eine Involution, welche man leicht in der Abbil-

dung nachweist. In der Abbildung werden diese Curven vierter Ord-

nung wieder Curven vierter Ordnung, die in dem betreffenden Funda-

mentalpunkte einen Doppelpunkt haben. In der Abbildung .stellen

sicli also alle diese Curven zusammen als Büschel dar, und die Tan-

gentenpaare des Doppelpunktes entsprechen den beweglichen Schnitt-

punktpaareit der (ìeradeu und der Curve vierter Ordnung im Kaume.

Da nun die Taiigenlenpaiire jenes Doppelpunkts eine Involution bil-

den, so hat man den .Salz:

Legt man durch eine der Geraden der Oberfläche Ebe-
nen, so schneiden dieselben immer in Curven vierter Ord-
nung, deren jede die Gerade nur in zwei veränderlichen
Punkten trifft. Diese Punktepaare bilden eine Involution.

Es giebt also nur zwei Ebenen des Büschels, bei welchen
die Curve vierter Ordnung die Gerade in Punkten berührt,

welche nicht der Doppelcurve angehören. (Doppelpunkte
der Involution.)

$. 13.

Die Abbildung der Doppelcurve. Hypcrellipt isolier Charakter
derselben.

Die Doppelcurve bildet sich im vorliegenden Falle nach den Ab-

zahlungen des §. 7 als Curve 7"' Ordnung mit 11 Doppelpunkten,

den Fundamentalpunkten ab, und die Abbildung gehört also zum Ge-

schlecht ;/ = 4. Jede Abbildung eines ebenen Schnittes trifft die

Curve in sechs beweglichen Punkten, oder vielmehr in drei beweg-

lichen Punktepaaren, entsprechend den drei Durchschnittspunkten der

Ebene mit tier Kaumcurve. Untersuchen wir zunächst die Curve,
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welche voii der Verbindungslinie soldier Paare umhüllt wird, und

welche der Kaumcurve selbst Punkt fur Punkt eindeutig entspricht.

Zum Zwecke dieser Untersuchung muss ich auf die (Construction

zurückgehen, welche in §. 11 entwickelt wurde, und bei welcher

jedem Punkte der Oberflache eine Gerade in der Bildebene entsprach.

Cm die zu einem Punkte j gehörige Gerade zu finden, legte man
durch je die einzig mögliche Sehne der Curve, verband sie mit einem

beliebig gewählten Punkte L der Doppelcurve durch eiue Ebene, und

schnitt Letztere mit der Bildebene. Liegt nun ./• der Doppelcurve sehr

nahe, so kann man diese Construction folgendermassen auffassen. Tu

einem Punkt« y der Doppelcurve giebt es zwei Tangentenebenen E , V/

der Oberfläche. Jede dieser Ebenen schneidet die Doppelcurve noch

in einem Punkte, z oder r\ Die Geraden yz,y.:' sind Sehnen der

Doppelcurve, welche die Oberfläche in zwei dem Punkte y in den bei-

den Ebenen EE' sehr nahe liegenden Punkten schneiden. Diese, und

bei einem Grenzübergange also auch den Punkt // selbst, bildet man
also ab, indem man die oben erwähnte Construction auf die Sehnen

>jz,iiz' anwendet, und die beiden dadurch auf der Bildeben»' erhaltenen

Geraden bilden also zusammen den Punkt // der Doppelcurve ab. Man
sieht, dass der Schnittpunkt der beiden auf der BilrMicne erhaltenen

Geraden direct erhalten wird, wenn man die Verbindungslinie von /.

mit // durch die Bildebene schneidet. Der Ort solcher Punkte ist also

der Durchschnitt der Bildebene mit dem Kegel zweiter Ordnung, wel-

cher L zum Scheitel hat, und die Doppelcurve enthält , ist also ein

Kegelschnitt.

Uebertragt man dieses dualistisch, so tritt an die Stelle des Linien-

paars, welches einen Punkt // der Doppelcurve abbildet, ein Punkte-

paar, an Stelle seines Durchschnitts ihre Verbindungslinie, um! also

hat man folgenden Satz:

Die Verbindungslinien der Punktepaare auf der Abbil-

dung der Doppelcurve umhüllen einen Kegelschnitt.

Die Punkte der Doppelcurve sind durch die Gleichungen

(11) + XM
X

= 0 , L, + XM, = 0 , L
s -f AJf, = 0

gegeben. Von den Gleichungen (<>) wird für Punkte, welche diesen

Gleichungen genügen, die zweite eine Folge der ersten, oder man
kann die ersten beiden Gleichungen <ü) durch eine Combination beider

(12) (L, + u.V, ) |, + iL, + uJ/,i I, + {
L, + uJ/

:I ) l, 0

ersetzen, zu der dann die dritte Gleichung (f>) :

(13) = 0

hinzuzufügen ist. um die Abbildung der Doppelcurve analytisch aus-

zudrücken. Entwickelt man aus (11) die Verhältnisse der j , so erhält

mau die Coordinateli eines beweglichen Punkts der Doppelcurve als
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ganze Functionen dritter Ordnung von A. Führt man diese Werthe

in (12) ein, so wird die Gleichung durch A — fi theilbar, und nach

Entfernung dieses Factors bleibt ein Ausdruck von der Form

{14) À', I, + K2 g, -f K, 0 j+ aj, + pj.

zurück, in welchem die K quadratische Functionen von A, die J
lineare der | sind. Dagegen geht die Gleichung (13) in

(15) rzy« 1 1« = o = P + a p, + v P
2 + a<p,

über, wo die Q kubische Functionen von A sind, die P quadratische

der %. Eliminirt man aus (14) und (15) die Grösse A, so erhält man
die Gleichung der Curve 7 ,cn Grades, welche die Doppelcurve ab-

bildet :

0 =

P
0

J
0

0

p

J
0

1\

j,

J

*3

0

0

1\

0

0

J,

Bezeichnet man aber durch
, r.,, Coordinateli einer Geraden in

der Bildebene, so erhält man die Gleichung des beweglichen Punkte-

naares dieser Abbildung, indem mau aus den Gleichungen (14), (151

und der Gleichung

«i Si + <'ì li + S:> = 0

die § eliininirt, also die Gleichung bildet:

Qu Qi-i Qu K\

Qvi Qn On
(16) Qis Qu

K.,

AT,

#3
0

0

0

0

== 2.^' Tìnv,rk .

Die rechte Seite dieser Gleichung ist immer in zwei für die r lineare

Factoren (Punkte eines Paares) zerlegbar, und darf daher identisch

gleich

(«,!>! + «
2 t;

2 + (0, v
{ + + 03 r :t )

gesetzt werden, wo die «, ß die Coordinateli der Punkte eines Paure*

sind. Diese beiden linearen Factoren werden getreu ut, indem man
nach einem bekannten Determinantensatz:

Qu
Qn
Qn

Qn
Qn
Q»
A ..,

AT,

^3
0

A", p, c,

#3 * ?

3
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setzt, wo die r. ganz beliebige Grössen sind. Denn bezeichnet man
durch Sl den Ausdruck

I

Qu Qn Qu *i

<> Q'i[ Q->2 Qti K-,U - V, V« V„
'

A", A', K, 0

so kann man die Gleichung (16) jetzt durch die in den /: lineare

Gleichung ersetzen:

/,-, r, r,

/•
?

c,

'»3 '
;
:t

c
n

. /St ,

und man hat also für die Coordinateli eines Punktes « der Abbildung

die Ausdrücke:

p«, = 7,?,,,, 4. 7t',,r
2 + + (/.-, — /•':,',) ySl

(17) p«, = Vi,, c, + /»V.r., + r, + (/,-., c
t

— k
{

<:,) ySl

ça
t
= lin P| + ^23 «2 + #33 + (*1 ~ *| ' ,

während die Coordinateli (i des zugehörigen Punktes aus diesen durch

Veränderung des Zeichens von y Sl entsteht.

Die Gleichungen (17) sind die Gleichungen der Abbildung der

Doppelcurve in einer Form, welche sogleich zeigt, ilass die Curve auf

die hyperelliptischcn Functionen führt, bei welclien die Irrationalität

\ Sl auftritt. Die Grösse Sl ist von der 10u " Ordnung in X, was mit

dein Geschlecht p' = 4 übereinstimmt.

Die Tangentenebeuen eines Punktes der Doppelcurve fallen zusam-

men, sobald die jenem Punkte entsprechenden Punkte der Abbildung

sich vereinigen , also bei Sl — 0. Die Doppelcurve enthält da-

her zehn Punkte, welche Rückkehrpunkte der Oberfläche
sind.

Aus der Gleichung (IG) folgt, wenn man eine Keine der v durch

die K
}
die andere durch die <; ersetzt, dass identisch

ü^llix AT, vx = 0.

Multiplicirt man daher die Gleichungen (17) mit K
{ ,

Tu, A'
:|
und addirt,

so erhält man :

rt, K
{ + «

2 A'. + «, K. = 0,

und ebenso für die ß f
welche von den a nur durch das Vorzeichen

vun \ Sl unterschieden sind:

A K, + ß, K, + ß.s K3
- 0.

Die K verhalten sich daher wie die Coordinateu vu v.,, ra der Verbin-

dungslinie a, ß, und die Coordinateli der Tangenten des oben erwähn-



294 Ueber Abbildung algebraischer Flüchen.

teil von diesen Verbindungslinien umhüliteii Kegelschnittes sind also

durch die Gleichungen gegeben:

(18) Qc, = h\

Qt'n = K\<
deren rechte Seiten in der That quadratisch in k sind.

§. 14.

Eigenschaften der Flüche, welche mit dem hyperelliptischen

Charakter der Abbildung der Doppclcurvc zusammenhängen.

Die Curve 7 ,,r Ordnung
;
durch welche die Doppelcurve abgebil-

det wird, hat die 11 Fundamentalpunkte zu Doppelpunkten, was 33

Bedingungen für die Coeffieienten einer Curve 7' " Ordnung ergiebt.

Da nun eine Curve 7"' r Ordnung erst durch 35 Bedingungen völlig

bestimmt ist, so sind noch wenigstens zwei weitere Punkte nöthig,

um die hier zu betrachtende Curve geometrisch zu beistimmen. Solche

I "unkte construirt man leicht in grösserer Anzahl, indem man die

ebenen »Schnitt«* d»*r OhcrH liehe betrachtet, welche durch ein«' «1er 11

Geraden gehen. Kin Büschel \«>n Khcneu . weh lies durch di«*selbe

Gerade gi'ht . «chm-id-'t # 1 * - Fläch«' noch in einem Küschcl v«»n Our-

ven vierter Ordnung, und diese bilden sich nach 4?. 12 als ein Büschel

von Curven vierter Ordnung ab, welche durch alle Fundamentalpunkte

gehen, in «lern jener Oeraden entsprechenden aber einen Doppelpunkt

besitzen. Diese Curven sind dadurch in der That 13 Bedingungen

unterworfen, und ihre Gleichungen haben also die Form <f -\- x0 = 0:

sie müssen sich also in 1(1 festen Punkten schneiden. Von diesen

werden 14 durch die Fundameutalpunkte absorbirt; es bleiben also

nur zwei weitere übrig. Indem man sie construirt, erhält man jedes-

mal zwei weitere Punkte der Curve 7*" Ordnung. Denn diese beiden

Punkte, da sie in der Ebene allen Curven des Büschels angehören,

müssen auch im Baume auf Punkte führen, welche allen Curven des

Raumbüschels gemein sind. Solcher Punkte aber giebt es in der That

zwei; denn da die Gerade die Doppelcurve in zwei Punkten trifft, so

liegen mit diesen auf der Flüche zwei Punkte vereinigt, durch welche

alle Curven vierter Ordnung gehen, welche mit der Geraden zusam-

men ebene Schnitte bilden, l ud zwar sieht man hieraus, dass die

beiden so construirten Punkte Paare bilden mit den beiden Punkten

der Curve 7 t,r Ordnung, welche in dem entsprechenden Doppelpunkte

vereinigt liegen. Wenn mau also auf die 11 verschiedenen Arten

solche zwei Punkte construirt, so hat man nicht nur 22 weitere Punkte

der Curve 7 ,el Ordnung; sondern indem man sie mit «lem jedesmal

entsprechenden Fundamentalpunkte verbindet, hat man auch 22 Tan-
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geuten des Kegelschnitts, welcher von den Verbindungslinien der Paare

umhüllt wird.

Dieser Kegelschnitt selbst ist die Abbildung eiuer Kuinncurve 8 ,rr

Ordnung, welche auf der Oberfläche liegt. I m diese Curve geome-

trisch zu charakterisiren , stellt man folgende Betrachtung an. Bei

der in §.11 gegebenen Construction einer Abbildung, in welcher

jedem Punkte eine Gerade entspricht, hatte man von dem Punkte L
der Raumcnrvc aus, wie in §. 13 gezeigt ist, die Raumcurve zu pro-

j icireu , um einen Kegelschnitt zu erhalten, welcher den Punkten der

Doppelcurve eindeutig entsprach. Legt man also durch L und eine

Tangente der Raumcurve eine Ebene, so schneidet diese die Bild-

ebene in einer Tangente dieses Kegelschnitts. Sonach sind also die

Tangenten des Kegelschnittes die Bilder derjenigen Punkte, in wel-

chen die Tangenten der Doppelcurve die Flache nochmals schuciden.

Und indem man dieses dualistisch überträgt, findet man den Satz:

Der von den Verbindungslinien der Paare umhüllte
Kegelschnitt ist die Abbildung der Curve a eh t er Ord n u ng.

in welcher die Fläche fünfter Ordnung von der abwickel-

baren Flache der Ta n g<- ntc u der Doppel« tirv geschnitten

wird.

Der l instand, dass <1b- Tangenten des Kegelschnittes die Curve

Ordnung immer so treffen , dass unter den Schnittpunkten ein

Paar ist, fuhrt auf den Satz:

Es giebt auf der Fläche eine einfache Schaar von

Uaumeurven vierter Ordnung, welche die erwähnte Curve
achter Ordnung berühren, und tier Beili e nach «lie Punkte
der Doppelcurve zu wirklichen Doppelpunkten haben.

Da es unter den Punkten der Doppelcurve 10 Bückkehrpunkte

giebt, d. h. in Fälle, in welchen die Punkte eines Paares unendlich

nahe zusammenrücken, so enthält jene Schaar 10 Curven mit Bück-

kehrpunkt; ihre Bilder befinden sich unter den gemeinsamen Taugen-

ten des Kegelschuittes und der Curve 7 , r Ordnung, deren Zahl 40

ist, da die Classe der Curve 7"' r Ordnung gleich 7 . <» — 2 . 11 =20
wird.

Die Punktepaare, welche auf der Curve 7 ,<1 Ordnung auftreten,

geben ihr nicht nur die Eigenschaft auf hyperelliptische Functionen

zu führen, sondern geben ihr zugleich besondere Eigenschatten, die

von denen der andern Curven 7'"' Ordnung mit jenen 11 Doppelpunk-

ten, welche auf allgemeinere Abel sche Functionen führen, wesent-

lich verschieden sind.

Jede Curve vierter Ordnung, welche durch die 11 Fundamental-

punkte geht, schneidet unsere Puuklepaare 7'" Ordnung in i> Pmikte-
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paaren. Obgleich also p' — 4, so bestimmen doch nicht 2 solcher 6

Schnittpunkte Wie 4 übrigen, sondern jeder bestimmt einen gewissen

andern, welcher mit ihm ein Paar bildet. Alle Curven vierter Ord-

nung durch jene 11 Punkte bilden ein System mit drei Parametern,

und schneiden die Curve 7 Ul Ordnung in Ii beweglichen Punkten; alle

Curven aber dieser dreifach unendlichen Schaar, welche durch einen

weitern testen Punkt gehen, enthalten noch einen andern, und bilden

eine zweifach unendliche Schaar, welche die Curve 7 Ur Ordnung nur

noch in vier beweglichen Punkten trilFt; alle Curvcn der Doppelschaar,

welche durch einen dritten festen Punkt der Curve 7 kf Ordnung gehen,

treffen sie dann noch in einem vierten, haben nur zwei bewegliche

Schnittpunkte mit ihr und bilden eine einfach unendliche Schaar.

Während es also im Allgemeinen bei p = 4 zu jedem Punkte einer

Curve n lir Ordnung nur zwei Punktepaare giebt, welche mit ihm und

den Doppelpunkten der Curve eine Curve (i*~.'i) h '
r Ordnung nicht

bestimmen (vgl. Clebsch und Cordali, Theorie der Abelschen
Functionen, p. 213), so giebt es hier zu jedem Punkte unendlich viel

solcher Puuktepaarc, von denen immer einer mit dem erstem ein Paar

bildet, während der zweite beliebig ist, oder welche beide zusammen

ein Paar bilden.

Diese besonderen Verhältnisse zeigen sich weiter insbesondere bei

den Curven vierter Ordnung, welche durch die Fundamentalpunkte

gehen und die Curve 7 ,,r Ordnung in gegebener Weise berühren.

Erstlich kann eine solche Curve in einem Punkte berühren. Dieser

Punkt aber muss dann mit dem ihm unendlich nahen ein Paar bil-

den, muss also die Abbildung eines Rückkehrpunktes sein; und es

giebt also 10 doppelt unendliche Schnuren solcher Curven. Sie bilden

die 10 doppelt unendlichen Sehaaren von ebenen Schnitten ab, «leren

Ebenen durch je einen der Uückkehrpunkte gehen. Zweitens kann

eine der Curven vierter Ordnung die Forderung erfüllen müssen, die

Curve 7 l,r Ordnung in zwei Punkten zu berühren. Dies sind entwe-

der Abbildungen zweier Uückkehrpunkte, oder zwei Punite ein os
|A (I

Paares. Im ersten Falle erhält man die Bilder der " = 45 Schaa-

ren von Schiiittcurven , deren Ebenen durch zwei Rückkehrpunkte

gehen; im andern Falle die doppelt unendliche Schaar von Bildern

ebener Schnitte, deren Ebenen die Doppelcurve berühren. Endlich

können Curven vierter Ordnung die Curve 7 tcr Ordnung dreimal

berühren. Dabei erhält man zunächst 2^ '(2'' — 1) = 120 einzelne

Curven (vgl. Grelles Journal, Bd. 63. p. 208), Bilder ebener Schnitte,

welche durch drei Bückkehrpunkte gehen. Aber ausserdem treten 10

einfach unendliche Schaaren auf, welche in den Punkten eines Paares

und der Abbildung eines Kückkehrpunktes berühren; Abbildungen von
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eignen Schnitten, deren Ebenen die von einem Uückkehrpunkte an

«lie Doppelcurve gezogenen Tangenteuebenen sind.

Ausserdem können Curven vierter Ordnung durch die 11 Funda-

mentalpunkte die Curve 7 ,,;r Ordnung zweimal dreipunktig berühren,

wo denn beide Berührungspunkte ein Paar bilden. Die so erhaltene

einfache Curvenschaar bildet die ebenen »Schnitte ab, deren Ebenen

die Schmiegungsebenen der Uanmcurve dritter Ordnung sind.

§. 15.

Flächen zweiter Ordinine:, welche durch die Doppelcurve gehen.

Die Gleichung der Abbilduns der Doppelcnrve.

Durch die Doppelcurve dritter Ordnung lassen sich unendlich viele

Flächen zweiter Ordnung legen, deren jede die gegebene Oberfläche

noch in einer Cune vierter Ordnung schneidet. Es ist eine Doppel-

schaar von Kaumcurven vierter Ordnung, welche so entstehen. Nun

sind die (Jleichungen der durch die Kaumcurve dritter Ordnung geleg-

ten Flächen zweiter Ordnung in der Porm enthalten:

/>, J/, y,

(10) 0 = L., M, y,

tn welcher die y willkürliche Constante bedeuten. Aber nach den

letzten beiden' Gleichungen (4) verhalten sich für Punkte der Fläche

fünfter Ordnung die Unterdeterminanten der L , M wie die £, sodass,

wenn man statt der xt
die Functionen /} setzt, die Gleichungen statt-

finden :

L
2
M^ — L

3
ilf

2
— 8. 5,

t2u) L
{
M

{

— — S. l2

L.M, — UM
X

— S. £

Die Gleichung (19) verwandelt sich hierdurch in:

(21) *S . (y,|, + y2 {, + y3 fe) = 0,

wo die Parameter nur im zweiten Factor vorkommen. Dieser stellt

also die bewegliche Schnittcurve des Systems (19) mit der Oberfläche

dar, S = 0 die feste, also die Doppelcurve, wie denn in der That

auch S von der 7 ,r" Ordnung ist. Mau hat also erstlicli den Satz:

Die geraden Linien der Abbildung stellen diejenigen

Curven vierter Ordnung und 2 ,or Species dar, in welchen
die durch die Doppelcurve gelegten Flächen zweiter Ord-
nung die Oberfläche schneiden.

Die Gleichung der Abbildung der Doppelcurve aber findet

man, indem man die Gleichung (10) wirklich in die Form (20) über-
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führt. Um diese Ueberführung zu bewerkstelligen, bemerke ich, dass

die Gleichung (10) durch Elimination der tj aus den Gleichungen:

\
Mi + + As'in = n

<22i
j
M

x n x + -f 3/;iV3
n

entsteht . An Stelle der ersten dieser Gleichungen kann mau nach (dl

setzen :

2;

Ht Vi + Va II Pi <Pi

rl t

Ht Vi +
»Éi

Va A, ih <P>

àl„

Ht + rl>

M* Va a. Va <Pa

( i
t

rit
Vi -f

rl
t

H, Va Pi 94

> / ( li I ( )., . f li \ . .

(<!, »'+*{. l' + it,
«»)''•""•

oder, wenn man fïir die rr aus (8) ihre VVerthe setzt, die Determi-

nante :

tot

Ht 'U ^ Ht ìh ^ H, n*
A

-
ih <Pi

I 0
ri* , di* . ri, ,

,1,

-

n
> „

Führt man nun für A, den Werth

j dli y . di w - rli u
x

'

=
H, *' + <è, *» + rfc

lj

ein, so übersieht man leicht, dass man dieser Gleichung auch die

Form geben kann:

f)l. fil.

Pi Vi

Pi 9>2

Pi <Pa

Pi 91

V7I.1 — «îaiî V-Ai — Vit* Vili— Viti 0 0

oder, indem man nach der letzten Reihe ordnet, und unter p t ,p : ,p3

die nicht mit Null multiplicirten Unterdeterminanten versteht :

Vi Vi Ii

ih Vi Ii •

Ih Va fei

Ganz ebenso verwandelt sich die zweite Gleichung (22) iu:

( lt r)l, ti,

H, Ht Ht
fk t ih ri t

Ht Ht tu
a, dl s

Hz
a 4 a, rh
H, H»
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*l Vi

7, e,

ü=..-
;

u

/ a
: , V:t « - v.. v, i,

7.« 9S I:,

*i Vi

- 'hl I
— »/ i I t »i » I — »/vi I

n 0

Benutzt man nun die so üansformirten Gleichungen, so wird

Li Mi fife - 7v6:i — 7:ilv r.

L, M
2 y., — ;>;,!,— £i5i — îifci y? =

3/Ä y :l ;;>,!, — j»,I, 7ife — 7vi> ft

= — (y.'i + rvfe 4- ya fei) ^ + i>i7..fe

.

Man hat daher

S = — 2.' ± Pi 5f,S3 ,

und die Gleichung der Abbildung der Doppeleurve wird:

§• IG.

Flächen vierter Ordnung, welche längs einer Raumciirve

zehnter Ordnung berühren.

Kine bemerkenswerthe Schaar von Curven erhält man durch Be-

trachtung einer Art von Oberflächen vierter Ordnung, welche die

gegebene Fläche längs einer Curve berühren. Bezeichnet man durch

den Ausdruck

L
x + x M

{
A

Vi ^13

A21

A„ Ann
l23) 0jf* A,

t
Ann A xi L,+XMn

L, + x'il/, L
2 fx'JI/, 4- x'Mn 0

so ist nach bekannten Sätzen <D
au

<J>
xjf

. — '/>jjx ,
gleich dem Produkt

der Determinante der ^1 mit einer andern Determinante, welche ent-

steht, indem man jene mit den beiden Reihen /,,—|-x3/,, L, -f- x'.3f(

gleichzeitig horizontal und vertikal rändert. Aber die letztere Deter-

minante ist (x — x')? multiplicirt mit der Determinante, welche nach

(3) gleich Null gesetzt die gegebene Fläche darstellt. Jede Fläche

$«« schneidet daher die gegebene Fläche so, dass im Durchschnitt

4»^. — 0, d. h. sie schneidet in zwei zusammenfallenden Curven , oder

»ie berührt längs einer Curve. Man hat so den Satz:
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Dio Flächen <P XX — 0 bilden eine einfache Schaar von
Flächen vierter Ordnung welche die •'egebonc Fläche
liings lUumcurviMi /eh n ter Ordnung her Uhren , und je zwei

solcher Raumcur\\en. welche von den Berührungen mit den

Flächen 0*x = O,' Ox „ = 0 herrühren, liegen auf eiuer Flä-

che der doppelt unendlichen Schaar (PKX - = {).

Um nun die Lage der Fläche <Prr - = 0 näher zu untersuchen,

kann man zunächst ihre 12 Durchschnittspunkte mit der Doppelcurve

der Fläche fünfter Ordnung bestimmen. Von diesen Punkten sind

zwei die durch die Parameter x und x bestimmten Punkte dor Raum-

curve dritter Ordnung, welche durch die Gleichungen

Z, + xJ/,=0
,
7,^x^ = 0 , /.., + x3f3

= 0

und

-f x'3/, = O
, L

: + x'M, = (i
, + xM.

t
= 0

gegeben sind. Die Flächen <hxx — 0 berühren also die Raumcurve

in dem durch den Parameter x auf ihr bestimmten Punkte. Die an-

deren 10 Schnittpunkte der Doppelsehaar tf>** • = 0 mit der Curve drit-

ter Ordnung sind fest ; es sind nämlich keine andern , als die auf letz-

terer gelegenen Rückkehrpunkte der Fläche fünfter Ordnung. Um die-

ses nachzuweisen, genügt es, auf die Betrachtungen des Iii zurück-

zugehen. Indem man nämlich für die .r, die Functionen dritter Ord-

nung von A einsetzt, welche jene Grössen als Coordinateli eines Punk-

tes der Raumcurve charakterisiren , verwandelten sich dio A iK in Qir ,

die Grössen L{ -f- xM(
und Li -f- x M] in (x— A) J& und (x — A)À'/.

Daher verwandelt sich der Ausdruck (23) in (vgl. lft»)

(
x .. - A) (Y— A).ß = 0.

Die oben erwähnten Punkte der Doppelcurve werden durch die ersten

beiden Factoren gegeben; der letzte führt auf die 10 Rückkehrpunkte.

Der vollständige Durchschnitt der Fläche 4 ,,r Ordnung <PXJf = 0

mit der gegebenen Fläche muss sich als Curve von der Ordnung
4-4—16 abbilden; aber da sich nach dem Vorigen dieser Durchschnitt

in die Berührungscurven der letztern Fläche mit den Flächen <2>xx =0
und Ox

-

K - = 0 auflöst, so muss jede einzelne dieser Berührungscurven

sich als Curve achter Ordnung abbilden. Die Gleichung der Abbil-

dung einer solchen Curve findet man leicht aus den Gleichungen (4),

indem man bemerkt, dass, sobald man ^= xA setzt, und an Stelle

«1er letzten beiden Gleichungen (4) die Combination

(/,, + x M,) I, + + x M,) + (/,3 + x £3
= 0

treten lässt, die Elimination der £ sofort Oxx = 0 liefert. Begnügt

man sich also ^ = xA zu setzen, ohne von dieser letzten Combination

Gebrauch zu machen, so erhält mau die Gleichtingen für die gemein-

same Sohnittcurve der gegebenen Fläche mit den Flächen &xx = 0,
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welches auch x' sei, d. h. die Berührungscurve mit <& XK = 0. Die

fraglichen Gleichungen sind also:

*nlx 4- A-At 4- = {L
{
4- xJ/,) a

(23-) Al Ii + AlU + ^33 la = (^3 + *^
3)

*

A I, + ^2 & + ^3 = 0

Die gesuchte Abbildung findet mau, indem man aus diesen Gleichun-

gen X und die w eliminirt. Zu diesem Ende sehreibt man die obigen

Gleichungen passender in der folgenden Form, in welche sie durch

die identischen Gleichungen (6) sogleich übergeführt werden:

r<Pt
1

*Éi
4

C<Pi

*» Hi + it! + ^ ir! + J
'

4

#1 *1 ~f *2 *2 + *3*3 "H *4 *4 — 0

*lf*l H" *
2f*2 + ##3 + *4r*4 = 0 -

Aus diesen Gleichungen folgt das Verschwinden der Determinante:

L, 4- *M
{

z,
2 4- x ^2

X3 4- x3/
s

0

0

di, + ^ H! + *« ^,

= 2A (Z, 4- xM
x )

= 2/1 ( L, 4- xJ/,)

= 2A (L
3 -h *Jf,)

(24)

dtp, àtpt

à 4, Ht
8<pt dtp. d<p*

dit dit dit dit

à<p, dtp, àfpa

dû dit H, vit

*4

f*2 f*3

0.

Dieser Ausdruck ist vom vierten Grade in den £, enthält aber aucli

noch die x
y
und zwar linear, iu der letzten Vertikalreihe. Setzt man

für diese die ihnen proportionalen Grössen /) ein, so erhält man eine

Gleichung achten Grades, die Gleichung der gesuchten Abbildungs-

curve.

Man sieht aus der Form (24), dass die Abbildungen der Berüh-

rungscurven der Flächen &KK = 0 mit der gegebenen Flächedie Glei-

chungsform

U 4- x V = 0

annehmen, also ein Büschel von Curven achter Ordnung bilden. Von

den 64 Grundpunkten dieses Büschels sind 10 die Abbildungen der

Rückkehrpunkte, 44 fallen in die Fundamentalpunkte , von den letzten

10 wird weiterhin zu sprechen sein. Was das Verhalten des Büschels

Mathematische Aonalen L 20
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302 Uolior Abbildung al^clu-aisclior Flächen.

gegen die Fundaiuentalpunkte betrifft, so ist leicht zu sehen, dass

jede Curve des Büschels jeden Fundamentalpunkt zum Doppelpunkt

hat, wodurch denn in der That jeder Fundamentalpunkt vierfacher

Grundpunkt des Büschels wird. Multiplicirt mau nämlich die Glei-

chung (24), welche eine Curve des Büschels darstellt, mit der Glei-

chung einer beliebigen in der Bildebene liegenden Geraden:

«l Éi + «a lì + "ri £3 = ^
so kann mau das Product als Determinante mit sechs Reihen darstel-

len, welche aus der Determinante (24) entsteht, indem man die Ver-

tikalreihe

«1 ; «2 > «3 7 0 ? 0 , «, i, + a.
2 £2 -f a

3

hiuzufügt, und die fehlenden Glieder der letzten Vertikalreihe durch

Nullen ergänzt. Zieht man nun die ersten drei Horizontalreihen , mit

, £2 , £ :i
multiplicirt, von der letzten ab, und dividirt diese durch

— 2, so bleibt die Gleichuug:

f<p
t

itt

^3 '<P4

r S,

A, x ^1
1

1

(Vi

rè* r{. < 1,

r<p4

^1*
7>

? -f x JA, «2
4

<<Pt

<ì,

r<p,

rè,

'•Pi

< ta

rip 4
/

:i + x J/
;1

I

«:.

*, *, ;., 0 0

fi 0 0

T2 Tri 0 0
1

ein Ausdruck, welcher für die vier Unterdeterminanten f homogen

vom zweiten Grade ist; denn eine Anordnung nach den letzten drei

Reihen giebt die einfachere Form

'1 1 /• (<Pt 1 f (Ts I r r

(24") 0 =

r<p 4

è.
/y, -f-

r<p3 r<p,

wo die beiden ersten Vertikalreihen für die /, linear sind. Die 11

gemeinsamen Verschwindungspunkte sind also Doppelpunkte dieser,

und daher auch der Curve (24).

Die 5G Schnittpunkte der Abbildung der Doppelcurvo mit den

Abbildungen der in Rede stehenden Berührungscurven sind hiernach

die Ii viermal zu rechnenden Fundamentalpunkte, die Abbildungen

der 10 Rückkehrpunkte , und endlich ein bewegliches Punktepaar, die

Abbildung des die Berühruugscurve charakterisirenden Punktes der

Doppelcurve.
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Die 10 fehlenden Grundpunkte des Büschels achter Ordnung sind

Abbildungen der Punkte, in denen sich alle Flächen 0KX mit der

Flüche fünfter Ordnung noch treffen, und welche nicht der Doppel-

curve angehören, welche also wirkliche Berührungspunkte die-

ser Flächen mit der Fläche fünfter Ordnung sind. Man
findet diese Abbildungen in folgender Weise. Die Gleichungen (24)

werden erfüllt, unabhängig von x, indem man in (4) A und u ver-

schwinden lässt, und also von dem Systeme ausgeht:

(.25)

0 = A,
{ g, + A.n l, + \L, i, = I r ^ Xl

0 = Jl/, I, + 3/, |2 + il/
;t I, = 2\« (

.r,

Dies sind fünf Gleichungen
;

in denen die drei Verhältnisse der

j mit den zwei Verhältnissen der § die Unbekannten bilden, welche

also dadurch bestimmt sind. Die Punkte x, welche durch diese Glei-

chungen gegeben werden, liegen nicht auf der Doppelcurve; denn

wenn man
Lj + Ail/, = 0,4 + ^^ = 0, />., + IM

S
= 0

setzt, und die x aus diesen Gleichungen durch A ausdrückt, so redu-

ciren sich nach §. 13 die Gleichungen (25) auf das System

fei*. + + feife - n

fei *i + Ì2 "h fen fe» = <>

K
t $, + J4T

3 fe + A'
:J3
= 0,

welche keine gemeinsame Lösung gestatten. Um die Anzahl der ge-

meinsamen Lösungen der Gleichungen (25) zu bestimmen, eliminirt

man die x der Reihe nach aus je vier der Gleichungen. Die Klimi-

nationsresultate seien, je nachdem man die erste, zweite u. s. w. Glei-

chung ausgelassen hat:

F
x
= 0

,
F

2
= 0

,
F.A = 0 , A = 0 , M = 0.

Die Ausdrucke F
x ,
F21 F:i ,

A, M sind dann durch die vier Gleichun-

gen verbunden (* = 1 , 2, 3, 4):

r
> Ì + ** Ü; + 5 + ^ + .«*-«.

Nun haben die ( "urven J = 0 , M = 0, welche von der vierten Ord-

nung sind, iti Punkte gemein. Diese Punkte sind theils solche, für

20*
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welche Flt F.if Ft
verschwinden, und welche also zu den gesuchten

gehören, tbeils solche, für welche die Fh irgend welchen Werth i] h

haben, so dass aus der obigen Identität die 4 Gleichungen folgen:

dtp. &p.

1h
cT<
+

Die Losungen dieser für die £, r\ symmetrischen Gleichungen erhält

man aber aus den Punkten der Paare, welche für die vier Kegel-

schnitte

«jp, = 0
, q>2

= 0
, qp3

= 0
, q>4

= 0

gleichzeitig harmonisch sind, und deren Anzahl gleich 3 ist, wie ich

in Crelles Journal Bd. 67, p. 3 gezeigt habe. Die Gleichungen (25)

haben daher 16 — 6=10 Lösungen, wie zu beweisen war. Die

Doppelschaar <2>xx== 0 berührt also die gegebene Fläche in

10 festen Punkten, deren Bestimmung durch das Vorliegende er-

reicht ist.

Aber es giebt unendlich viele Systeme von Flächen <bxx = 0.

Denn aus der Gleichung der Fläche sind die A, x uieht völlig bestimmt,

sondern man kann statt der Aix die Ausdrücke

(26) Äix = A,x + y, Lx + yx U + d{ 3/x -f dx 3/,

setzen, wobei die y, ,
tf, willkürliche Constante sind. In den Gleichun-

gen (4) ändert sich dadurch nichts, als das» an Stelle von X , u die

Grössen
A' = A + y x £ t + y2 £ 2 + y3 £3

= t
1 + £i + ö i ti 4- #3 ^3

treten. Wohl aber ändern sich die Flächen #xx - = 0 sowohl, als ihre

Sehnittcurven mit den Flächen fünfter Ordnung. Die neuen Flächen

<P'KK . = 0 erhält man, indem man in (23) die Äix an Stelle der A im

setzt. Eine kleine Rechnung zeigt, dass <PXX « dann folgenden Aus-

druck annimmt:

(«)

A
Vi ^13 L

x -f x3/, x>,

A.n A.n A,y^ l
2 + x j/:

2
x'y.

A„ An A.\ L., -f x3/
;1 * ?A

i, U A, ü 0
1

i)/, M, M, 0 o 1

t

•An An A, L, -f x M
x *i xy

x
;

Ai AT! -^23 L, + x' M., *Yi

^31 -'hi -^33 L, + x'M, <*3

ii L., 0 0

M
2
M

3
0 0

+
Li My

M,
d

x

- xy
x

ö
x
— xy..

^3

*I
- *'

Yx

M2 d
2
— x'y

2

3/., d
:1
- x>3
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Den Einflu8s des Einführens der A',n an Stelle der A iH auf die

Schnittcurven der Mächen = 0 mit der Fläche fünfter Ordnung,

oder die Berührungseurven der Flächen <PK, = 0 findet man am ein-

fachsten aus den Gleichungen U1"* = 0 ihrer Abbildungen (24). Aus

(26) folgt

ZZA',, lì* = = Z<p,j; + 2Z?.,xi Zy»%* + 22fi,x, Zd,l* 1
-

daher
= tpi + 2A, ZyA* + 2^,. vó%£„

so dass die Functionen /] offenbar nicht geändert werden, also [,' =
ist. Nehmen wir daher an Stelle der Gleichung (24) die Gleichung

(24*) . deren rechte Seite den Werth — \ Vx (o, £, + a., g, -f a
3 £.,)

hat, und ersetzen in ihr die J (> durch die A'IM , so hat man nur die

Functionen tp in der erSten Vertikalreihe zu verändern, und man er-

hfdt also für die trausformirte Function die Gleichung:

{ *K (a
x I, + «, l, + a, fe)

- - * V. („, g, + a
2 fe + «

3 y +

Z,
3 + x3/

3

Z^U L
l + xM

l
«,

r6i
r-r.,

Bemerken wir, dass hier die Grössen L, , J/, so verstanden werdeu,

dass in ihnen die x{ durch die fé ersetzt werden, so sehen wir, dass

in den beiden letzten Determinanten die ersten Vertikalreihen bezie-

hungsweise von den Lif 3f, nicht verschieden sind. Daher hat man
einfacher:

%K («, I, + «, l. + «
:t fe) « («, è, + «

2 £2 + «, É,>

+ 4 - xy,) i„ • Z ± L, 3f2
«

;t
.

Nun ist nach §. 15

Z+ L
x
M2 On = • (a, £, -f- a, £, -f a

3 g3 )

,

wo S = 0 die Abbildung der Doppelcurve ist. Daher bleibt übrig:

(28) 9', — Vr + (»i Ii + »>2 &2 + w
3 £3 ) S

wol>ei nur »i< für den ganz beliebigen Coefficienten 4 (ô K — xyK) ge-

setzt Ì8t.

Die Curven zehnter Ordnung, welche die Berührungs-
curven der Flächen vierter Ordnung mit der gegebenen
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Fläche sind, bilden daher eine v ierfach unendliche Schaar.

Ihre Abbildungen setzen sich aus einem der oben beschriebenen beson-

dern Büschel und aus der Combination der Abbildung der Doppel-

curve mit einer willkürlichen Geraden zusammen. Alle haben mit der

Abbildung der Doppelcurve die Doppelpunkte und die Abbildungen der

Rückkehrpunkte gemein ; und durch jedes Punktepaar von S = 0 geht

noch eine dreifach unendliche Schaar von Curven, so dass also im

Räume eine dreifach unendliche Schatr von Berührungscurven durch

jeden Punkt der Doppelcurve hindurchgeht.

Jede Gerade der Abbildung stellt nach §. 15 eine Curve vierter

Ordnung und 2'" Species dar, welche der Schnitt der Oberfläche fünf-

ter Ordnung mit einer durch die Doppelcurve gelegten Flüche zweiter

Ordnung ist. Eine jede solche bestimmt eine G erade der Abbildung,

also in (28) die Verhältnisse der nt\ die Raumcurve vierten (trades

wird von der durch ?irx = 0 abgebildeten Raumcurve zehnter Ord-

nung in 8 Punkten (Schnittpunkte der Geraden mit iFn — 0 in der

Abbildung) getroffen, und jedes solche Punktsystem bestimmt dann

mit der Raumcurve zehnter Ordnung zusammen eine einfach unend-

liche Schaar von Berührungscurven zehnter Ordnung, welche durch

jene acht Punkte hindurchgehen, u. s. w.

§. 17.

Flächen fünfter Ordnung mit zwei sieh nicht schneidenden

Doppelgeraden. Niedrigste Abbildung auf einer Ebene.

Ich gehe jetzt zur Betrachtung der Fläche fünfter Ordnung mit

zwei sich nicht schneidenden Doppelgeraden über, die einfachste auf

einer Ebene abbildbare Fläche, bei welcher die Ordnung von dein

Geschlechte des ebenen Schnittes »1er allgemeinen Regel (§. 1) ent-

gegen um weniger als 3 verschieden ist. Die Doppelgeraden seien

.r, = 0 ,
.<"., = 0 und ./'., = 0

,
r, = 0. Dann muss jeder Tenu der

Flächengleichung wenigstens von der zweiten Dimension für x
t ,

x
t

und ebenso von der zweiten für
,

.t, sein. Setzt mau daher in

jener Gleichung

(1) x., Ar,
,

r, = .«./,,

so geht die Gleichung tier Fläche nach Division mit x^xj in eine

Form über, welche die x nur noch linear enthält, während sowohl

A als p quadratisch darin vorkommt, also, wenn man nach den ab-

ordnet:

(2) 0 = A
x

x
x -f x, + A, .r

:l -f vl
4
x if

wo die A Functionen sind, welche sowohl X als p quadratisch enthal-

ten. Aus (l) und (2) zusammen folgt:
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PA. = JMa + pJ.)

p .r
4
= — ft (J , -f- *

»

wodurch die Abbildung gegeben ist. Setzt mau in diesen Gleichungen

'»> *-!'•'•-!*.

und njultiplicirt mit £ 3
,;

, so gehen aus den A t homogene Functionen

Tierter Ordnung Bi hervor, welche sowohl Ç, als |2
nur quadratisch

enthalten. Und die Gleichungen der Abbildung werden also:

Qx {

= (t,B, + i,B
x )l,

Diese Gleichungen zeigen zunächst, dass die Doppelgeraden

j-, = 0
,
x

2
= 0 und = 0

,
.r, = 0

durch die beiden Curven fünfter Ordnung

(ti) |3 Ä, + £2 tf, « 0
, |3 B, + I, J/2 = 0

abgebildet werden. Die erste dieser Gleichungen ist für £2 , £3 homo-

gen von der dritten, für g, , £3 homogen von der zweiten Ordnung,

bei der zweiten ist es umgekehrt. Die erste Curvo hat daher bei

|„ = 0
, §3 = 0 einen dreifachen, bei |, = 0

, |3 = 0 einen Doppel-

punkt, die andere umgekehrt. Und zwar sind die beiden Curven (6)

übrigens ganz allgemeiner Natur, da über die Coefticienten in den B
nichts vorausgesetzt wurde, und da jede Curve der angegebenen Art

sehr leicht und zwar auf unendlich viele Arten in der Form (6) dar-

gestellt werden kann. Die beiden Curven (6) schneiden sich ausser-

dem noch in 13 einfachen Punkten.

Die Abbildung des Schnittes der Fläche mit der Ebene

wird nach (5) durch die Curve sechsten Grades gegeben:

(7) + «A) (fcjfc, + fei*,) - («,fe 4- «,fe) (fe*. +W = 0.

Betrachtet man die a, als Parameter, so hat man ein System von

Curven sechster Ordnung vor sich, welches erstlich durch alle Schnitt-

punkte der Curven (6) geht, zugleich aber durchaus homogen dritter

Ordnung sowohl für fe , fe als für £, , fe ist, und also die beiden viel-

fachen Punkte der Curven (6) zu dreifachen Punkten hat. Zugleich

umfasst die Gleichung (7) offenbar alle Curven sechster Ordnung, die

das vollständige Sehnittpunktsystem der Curven (6) enthalten, sich
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also aus den Ausdrücken (6) zusammensetzen, und zugleich die bei-

. den vielfachen Punkte jener Curven zu dreifachen Punkten habeu.

Die Abbildung enthält also zwei dreifache und 13 einfache Fun-

damentalpunkte. Die letztern stellen 13 auf der Fläche liegende

Gerade dar, und zwar, wie sich weiterhin zeigen wird, die einzigen Ge-

raden, welche die Fläche ausser der Doppelgeraden enthält. Jede der er-

stem schneidet beide Doppelgerade, da sie in der Abbildung durch

»Schnittpunkte der Abbildungen der Doppelgeraden dargestellt werden.

Um die Construction der Abbildung zu erhalten, braucht man
nur auf die Gleichungen (1) zurückzugehen. Legt man durch den

Schnitt der Ebenen r, = 0
,
x

z
= 0 eine Bildebene , so bilden in die-

ser die genannte Schnittlinie zusammen mit den Schnittlinien der

Ebenen x2
= 0 und x

i
= 0 ein Dreieck , dessen Seiten in der ange-

führten Folge a, b, c seien. Aus der Qleiehung x
2
— Xx

t
= 0 sieht

man, dass A bis auf einen constanten Factor das Abstandsverhältniss

des Punktes A
, fi der Fläche, also auch jedes Punktes in einer Linie

ist, welcher von dem Punkte der Fläche aus nach dem Durchschnitte

der Ebenen .r, = 0
,
x

2
= 0 gezogen ist. Dies trifft für jeden Punkt

des zum Punkte A
, p der Fläche nach §. 2 zugehörigen Construc-

tions8trahles zu, also auch für den Punkt, wo dieser Strahl die ange-

nommene Bildebene schneidet. Daher ist endlich A bis auf einen an-

dern constanten Factor das Abstandsverhältniss des so construirten

Bildpunktes von den Geraden b , a in der Bildebene. Genau auf die-

selbe Weise sieht man ein, dass fi bis auf einen constanten Factor

das Abstandsverhältniss des Bildpunktes von den Geraden c, a ist.

Endlich also, setzt man -j

1
- für A, für fi, so sieht man, dass die

I sich bis auf constante Factoren wie die Abstände des Bildpunktes

von den Geraden b, c, a verhalten. Indem man also das Dreieck

a, b, c zum Coordinatendreieck in der Bildebene wählt, werden die

£ nach §. 4 die Coordinaten des abbildenden Punktes der
Bildebene, womit die geometrische Interpretation des in den For-

meln (5) enthaltenen Abbildungsprocesses aufs einfachste gegeben ist,

und zwar diesmal in einer Form, in weicher wirklich jedem Punkte

der Fläche ein Punkt der Bildebene zugehört, während bei den

früheren Abbildungen immer einem Punkte eine Gerade entsprach.

Die Schnittlinie der Ebenen = 0
,
#

3
= 0, welche als die Seite

a des Coordinatendreiecks der Bildebene bezeichnet wurde, schneidet

die Oberfläche fünfter Ordnung in einem Punkte. Wendet man die

eben erwähnte Construction auf diesen Punkt an, so wird sein Con-

structionsstrahl die Seite a selbst. Aber diese schneidet die Bildebene

nicht in einem Punkte, sondern gehört ganz der Bildebene an; daher

entspricht dem gedachten Punkte der Oberfläche nicht ein Punkt der
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Bildebene , sondern die ganze Gerade = 0. Man erkennt dies auch

aus den Formeln (5). Denn setzt man in diesen £3 = 0, so wird

j, = 0
,

or3
= 0, und die andern beiden Gleichungen nehmen die

Form an:

(8) Qx
2
= *t*t* , QXt — ßtfl*,

also noch

ax
A
— ßx.> = 0.

Für §, = 0 erhält man also drei lineare Gleichungen zwischen

den x, d. h. einen einzigen Punkt der Überfläche, welcher der Gera-

den §3 = 0 entspricht.

Aber es liegt sehr nahe, den besondern Fall zu uutersuchen, in

welchem die Gerade a eine der 13 Geraden der Oberfläche ist. Denn

im Vorigen wurde über die besondere Lage der Ebenen x
i
=0,x,

i
= 0

nichts vorausgesetzt, als dass sie durch die eine Doppelgerade gehen

sollten, und ebenso, dass x
3
= 0, x

4
= 0 durch die andere gingen.

Daher kann man immer noch die Ebenen x, = 0
,
x

:i
= 0 so bestim-

men, dass ihre Schnittlinie eine beliebige, die beiden Doppelgeraden

schneidende Linie ist. Da nun jede der 13 Geraden beide Doppelge-

raden trifft, so kann man eine derselben zur Geraden a wählen, und

erhält dadurch eine besondere Art von Abbildungen, deren es 13 ver-

schiedene giebt, je nachdem man eine oder die andere der 13 Gera-

den zu Grunde legt

In diesem besondern Falle ist die Gerade a nicht mehr Abbil-

dung eines Punktes, sondern das Bild der ganzen auf der entspre-

chenden Geraden im Räume liegenden Punktreihe. Die Gleichuugen

(8) also müssen nicht mehr auf einen bestimmten Punkt, x fuhren,

das Verhältniss x
2

: x
i
rauss unbestimmt sein , die Coefficienten a

, ß
müssen verschwinden. In diesem Falle also sind li

7
und B

x
nicht

mehr zugleich quadratisch in £, und quadratisch in sondern sie

erhalten den Factor j=
3 , und die übrig bleibenden Factoren stellen,

gleich Null gesetzt, Curven dritter Ordnung dar, welche durch die

Punkte g, = 0
, £3
= 0 und £2 = 0 , = 0 hindurchgehen. Die bei-

den Curven (6) , die Abbildungen der Doppelgeraden , sind jetzt durch

Gleichungen von der Form

l3 • 9 = 0
, È, • if = 0

dargestellt, und <p = 0
, ^ = 0 sind jetzt zwei Curven vierter Ord-

nung, von denen die erste bei £2
= 0

, £3 = 0 einen Doppelpunkt, bei

I, = 0 ,
= 0 einen einfachen Punkt hat , die andere umgekehrt,

und zwar sind dieselben ganz allgemeine Curven solcher Art. 8ie

schneiden sich ausserdem noch in 12 Punkten, den Abbildungen der

12 übrigen Geraden, während die 13 ,e durch £3 = 0 abgebildet ist.

Indem nun aus allen Functionen (5) der Factor §3 sich absondert,
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sind es nur noch Functionen fünfter Ordnung, durch welche die Ab-

bildung vor sich geht, und zwar sind die Gleichungen der Fläche jetzt:

e-'\. = 5«9>

wobei <p = 0 und tf-
= 0 jetzt die Abbildungen der Doppelgeradeii

werden.

§. 18.

Gerade und Kegelschnitte der Flache. Ebenen » welche durch

sie gelegt werden.

Die Abbildung des allgemeinsten ebenen Schnittes:

(10) -f a,l
t
)<p — («3I:, -f tf,£

3 )# = 0

ist zugleich die allgemeinste Curve fünfter Ordnung, welche durch die

»Schnittpunkte von (p = 0 und # — 0 geht, und in den Doppelpunk-

ten dieser Curven Doppelpunkte hat. Unter den zerfallenden Curven,

welche in diesem Systeme enthalten sein können, sind zunächst die-

jenigen zu bemerken, deren zugehörige Ebenen im Räume durch die

Doppelcurven gehen. Es geschieht dies, wenn entweder a
l
=Q

f
a,

2
=()

oder a.
K
= 0

,
^,=0. In beiden Fällen zerlegt sich die Abbildung

in die Abbildung einer Doppelgeraden und in den Büschel von Gera-

den , welcher im Doppelpunkte der Abbildung der andern Doppelgera-

den seinen Scheitel hat. Die beiden so entstehenden Büschel von

Geraden sind Abbildungen von zwei Schaaren ebener Curven
dritter Ordnung, welche auf der Fläche liegen; ein solcher Büschel

ist der Durchschnitt der Fläche mit den durch diejenige Doppelgerade

gelegten Ebenen, in deren Abbildung der Scheitel des Büschels nur

ein einfacher Punkt ist. Jede solche Ebene schneidet noch die andere

Doppelgerade, und die Curven dritter Ordnung erhalten dadurch je

einen Doppelpunkt.

Unter diesen Curven sind insbesondere 2 . 13, welche in eine

Gerade und einen Kegelschnitt zerfallen , indem die erzeugende Ebene

durch eine der 13 einfachen Geraden der Oberfläche hindurchgehen.

Es giebt also 26 Kegelschnitte auf der Fläche, welche den 13

Geraden in der Art paarweise zugeordnet sind, dass jede Gerado der

Schnitt der Ebenen eines solchen Paares ist. Von diesen 26 Kegel-

schnitten bilden sich 24 als die Verbindungslinien der doppelten Fun-

damentalpunkte mit den 12 übriggebliebenen einfachen ab; die beiden

letzten aber, welche der bevorzugten unter den 13 Geraden zugeord-

net sind , werden durch die doppelten Fundameutalpuiikte selbst dar-

gestellt.
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Da jede Ebene, welche durch eine Doppelgerade geht, die andere

nur in einem Punkte schneidet, so giebt in der Abbildung der Schnitt

der Abbildung einer Curve dritter Ordnung mit der Abbildung der

letztern Doppelgeraden ein Punktepaar an, welches einen Punkt die-

ser Geraden abbildet. Indem man also von dem Doppelpunkte der

Abbildung einer Doppelgeraden die Strahlen zieht, erhalt man auf

jedem zwei Punkte, die Punktepaare der Abbildung. Unter diesen

sind die sechs Tangeuten, welche man von dem Doppelpunkte der

Abbildung an diese ziehen kann; auf jeder Doppelgeraden lie-

gen also sechs Rückkehrpunkte*). Dagegen wird von den

Strahlen des genannten Rüscheis die Abbildung der andern Doppel-

geraden in je 3 Punkten geschnitten; sie entsprechen den Schnitten

dieser Doppelgeraden mit den Curven dritter Ordnung. Da unter den

Strahlen, deren Scheitel für die Abbildung dieser Doppelgeradeu nur

ein einfacher Punkt ist, sich 8 Taugenten befinden, so berühren
uuter den Curven dritter Ordnung eines Ebenenbüschels
immer 8 die Doppelgerade, welche Axe des Büschels ist.

Särumtliche durch eine der Doppelgeradeu gehende Ebenen sind

als dreifach berührende zu betrachten; denn jede solche Ebene schnei-

det noch in einer Curve dritter Ordnung, und diese wieder die Dop-

pelgerade in drei Punkten; in diesen letztern muss also die Ebene

einen Mantel der Oberfläche berühren. -Es giebt also zunächst zwei

unendliche Sehaaren dreifach berührender Ebenen, welche

auf diese Weise erhalten werden.

Unter diesen Ebenen sind diejenigen 20 besonders hervorzuheben,

welche durch eine einfache Oerade der Oberfläche gehen. Bei diesen

treten die beiden Schnittpunkte der Oeraden mit dem entsprechenden

der oben erwähnten Kegelschnitte auf; von diesen Schnittpunkten

aber liegt der eine (wie bei den Curven dritter Ordnung immer der

Doppelpunkt) auf der Doppelgeraden, durch welche die Ebene nicht

geht; es bleibt also nur ein weiterer Schnittpunkt übrig. Diese 26

Ebenen berühren also jede in vier Punkten die Fläche, von
welchen immer drei auf einer der Doppelgeradeu liegen.

* Man erkennt dies aueb leicht direct, Betrachten wir ?.. B. diu Doppelge-

nide x, r o
,

j-, o, und achreiben die Gleichung der Flüche in der Form
Ax

{
* -f *iHx

t
.rt -f- rv2

» o,

wo A, B, C von der dritten Ordnung sind. Da* Paar von Tungentcnebenen eines

Punktes der Doppelgeradeu ist dann

wo A
r

, , Xt
laufende Coordinateli sind, und An , B,, 6',, aus .1, B, (' entstehen,

iudem man
t
= 0 , .r, = 0 setzt. Die Bedingung für den Kückkehrpunkt ist

also A0C0 — B0
* = 0, eine Gleichung sechsten Grade« für -'- •
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Nächst den Ebenenbüscheln, welche eine der Doppelgeraden zur

Axe haben, verdienen nun insbesondere diejenigen Beachtung, deren

Axe eine der einfachen Geraden der Oberfläche ist, und deren jeder

zwei der zuletzt genannten vierpunktigen Berührungsebenen enthält.

Betrachten wir insbesondere den Büschel, dessen Axe die in der Ab-
bildung bevorzugte Gerade ist. Die Curven vierter Ordnung, in wel-

chen die Ebenen des Büschels die Fläche noch schneiden, bilden sich

in diesem Falle als Curven vierter Ordnung ab, welche durch die 12

einfachen und die beiden doppelten Fundamentalpunkte hindurchgehen.

Man erhält die Gleichung der Abbildungen, indem in (10) a2
und a

4

verschwinden lässt, wobei denn nach Auslassung des Factors |3 die

Gleichung eines Büschels übrig bleibt:

(11) a
i (p -f ö 3 $ = 0.

Ausser den oben genannten 14 Punkten müssen diese Curven also

noch zwei Schnittpunkte gemein haben. Man sieht aber, dass man
in einem der doppelten Fundamentalpunkte die Tangente des Büschels

(11) bildet, einmal der von <jp und einmal der von # herrührende Theil

identisch verschwindet , dass also der Parameter ^z, : «
3

in beiden Fäl-

len herausgeht, und also die Curven (11) sich in. diesen Punkten be-

rühren, wodurch denn die richtige Zahl von Schnittpunkten herge-

stellt ist. Uebrigens bedeutet dies für die auf der Oberfläche liegenden

Curven nur, dass alle die beiden durch die doppelten Fundamental-

punkte dargestellten Kegelschnitte in constanten Punkten schneiden,

was selbstverständlich ist.

Jede dieser Curven vierter Ordnung in der Abbildung schneidet

die Gerade |., = 0 ausser in den beiden doppelten Fundamentalpunk-

ten in zwei beweglichen Punkten, und da diese aus dem Büschel 11

erhalten werden, so bilden sie eine Involution. Es giebt also den

Doppelpunkten derselben entsprechend zwei Berührungscurven. Fer-

ner erhält man zwei bemerkenswerthe Punktepaare, indem man die

Curven tp = 0 , # = 0 betrachtet, welche gleichfalls dem Büschel

angehören. In diesem Falle rückt der eine Punkt des Paares in einen

der doppelten Fundamentalpunkte, und wird also die Abbildung des

Punktes, indem einer der durch die Gerade gehenden Kegelschnitte

dieselbe ausserhalb der Doppelgeraden trifft, während der andere Punkt

des Paares den Schnittpunkt der Geraden mit derjenigen Doppelgera-

den abbildet, mit welcher der Kegelschnitt in einer Ebene liegt. Man
hat also folgenden Satz:

Die durch eine einfache Gerade gelegten Ebenen
schneiden die Fläche in Curven vierter Ordnung; von den
Schnittpunkten derselben mit der Geraden fallen zwei

in die Schnittpunkte A,B der Geraden mit den Dop-
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pelgeradeij a
, ß. Die andern beiden Schnittpunkte sind

beweglich und bilden eine Involution. Es giebt daher
zwei berührende Curven. Die Involution bestimmt sich

durch zwei Paare, nämlich A mit dem andern Schnitt-

punkte des durch B in einer Ebene mit a gehenden Kegel-

schnittes, und durch B mit dem andern Schnittpunkte des

durch A in einer Ebene mit ß gehenden Kegelschnittes.

Alle diese Ebenen sind doppelt berührend. Unter den Ebenen
jedes solchen Büschels aber sind 25 dreifach berührende.

Man rindet ihre Abbildungen , indem man in dem betrachtenden Cur-

venbüschel vierter Ordnung diejenigen Curven aufsucht, welche einen

Doppelpunkt haben. Man bat also die Discriminante von (11) gleich

Null zu setzen, was eine Gleichung 27. Grades für«, : «
3

giebt. Aber

diese Gleichung hat zwei evidente Lösungen, nämlich a
{
= 0 und

«3 = 0, da die Discrminante von qp und ip selbst verschwindet. Diese

Lösungen führen nur auf die Curven <p = 0
, ^ = 0, welche auszu-

scheiden sind; es bleiben daher nur 25 Losungen übrig. Die ganze
Zahl solcher dreipunktig berührenden Ebenen ist daher
13. 25 = 325.

Die noch übrigen dreipunktig berührenden Ebenen werden in der

Abbildung durch Curven fünfter Ordnung mit fünf Doppelpunkten

dargestellt. Ihre Zahl scheint schwer direct zu bestimmen.

§. 19.

Beweis, dass keine andern Geraden und Kegelschnitte auf der

Fläche Hegen. Hyperboloide, welche durch die Doppelgeraden

gehen.

Ich werde jetzt zeigen , dass auf der Oberfläche keine andern Ge.

raden und Kegelsclinitte existiren, als die oben angegebenen. Zu die-

sem Zwecke benutze ich die Formel §. 0 (18) in der Form

Hier ist n = 5, ferner für Gerade M = 1. Sodann kann eine Gerade

der Fläche keinen durch einen doppelten Fundamentalpunkt darge-

stellten Kegelschnitt zweimal tretfen , ohne in seiner Ebene zu liegen
;

was aber in einer solchen Ebene lag, ist oben bereits behandelt wor-

den. Man kann also annehmen, dass die beiden Zahlen ß höchstens

gleich 1 seien. Sodann kann eine auf der Hache liegende neue Ge-

rade höchstens 5 der 1 3 oben betrachteten Geraden der Fläche schnei-

den; schnitte sie deren G, so läge sie mit diesen und den Doppelge-

raden auf einem Hyperboloid, und dieses schnitte seinerseits die Fläche

fünfter Ordnung in einer Curve 0,,<,n Grades (2 Doppelgerade 7 ein-
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fachen Geraden), würde also ganz der Fläche angehören. Demnach
kann Ha höchstens 5 sein, und man hat also

m < 1 + 5 + 2,2
, d. h. m < 2.

Nun giebt eine Gerade der Abbildung im Allgemeinen eine Curve

fünfter Ordnung im Räume, und dieser Grad kann sich um vier Ein-

heiten nur dadurch reduciren, dass die Gerade durch beide doppelte

Fundamentalpunkte geht; dann aber ist sie eine der früheren Gera-

den. Ein Kegelschnitt (m = 2) stellt im Allgemeinen eine Curve

zehnter Ordnung im Räume dar
;
und deren Ordnung kann sich höch-

stens um 7 Einheiten reduciren, wenn nämlich der Kegelschnitt durch

die beiden doppelten und durch drei einfache Fundameutalpunkte geht.

Es giebt also in der That keine weitern Geraden auf der Fläche.

Bei der Aufsuchung von Kegelschnitten hat man M = 2 zu setzen.

Weil etwa vorhandene Kegelschnitte nicht in der Ebene eines der

früheren liegen können , so ist jedes ß höchstens 2, ferner kann jedes

« höchstens 1 sein, wenn man nicht auf Kegelschnitte in einer Ebene

mit einer Geraden kommen will, welche schon behandelt sind. Es ist

also

2+12 + 2-4 .

»» <
ft

< 4 '

Nun können Gerade nur Milder von Kegelschnitten sein, wenn sie

einen doppelten Fundamentalpunkt mit einem einfachen verbinden;

diese Geraden stellen aber die oben gefundenen Kegelschnitte dar.

Dass Kegelschnitte in der Abbildung mindestens Curven dritter Ord-

nung im Räume darstellen, ist vorhin schon gezeigt. Eine Curve drit-

ter Ordnung in der Abbildung stellt im Allgemeinen eine Curve \ï)
u ''

Ordnung dar; diese Ordnung erniedrigt sich höchstens um 10 Einhei-

ten, wenn nämlich die Curve dritter Ordnung in einem doppelten

Fundamentalpunkte einen Doppelpunkt hat, und durch den andern,

so wie durch 5 einfache Fundamentalpunkte hindurchgeht. Endlich

stellt eine Curve vierter Ordnung im Allgemeinen eine Curve 20,,r

Ordnung im Räume dar. Damit sie einen Kegelschnitt darstelle,

muss sie drei Doppelpunkte oder einen dreifachen Punkt enthalten

(j> = Ü), und die Ordnung muss sich um 18 erniedrigen. Nun sind

olfenbar die günstigsten Fälle die, in welchen zwei Doppelpunkte in

die doppelten Fundamentalpunkte fallen, einer in einen einfachen,

und die Curve noch durch fünf einfache hindurchgeht; oder in wel-

chen ein doppelter Fundamentalpunkt dreifacher Punkt wird, und die

Curve noch durch den andern und durch 7 einfache Fundameutal-

punkte geht. In beiden Fällen aber beträgt die Erniedrigung nur 15

Einheiten.

Es giebt also auch keine weitem Kegelschnitte, und demnach
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auch keine andern ebenen Curven dritter Ordnung auf der Fläche,

aJs diejenigen , deren Ebenen durch eine Düppelgerade gehen. Die

Anzahl der zerfallenden ebenen Schnitte ist also erschöpft.

Nächst den ebenen Schnitten nehmen die Schnitte derjenigen

Flächen zweiter Ordnung die Aufmerksamkeit in Anspruch, welche

durch die beiden Doppelgeraden gelegt werden. Die neben den Dop-

pelgeraden selbst dabei auftretenden Schnittcurven sind von der <j«' n

Ordnung; und da die Flächen zweiter Ordnung, von welcher hier die

Rede ist, die Gleichungsform

ttd\x
3 -f ßx

l
x

i + y.<v*-3 + ÒX.& = 0

haben, so bilden dieselben sich als die Kegelschnittschaar:

«fa' + ßitU + ri,U + '1,1,-0
ab, d. h. als die Kegelschnitte, welche durch die doppelten Funda-

mentalpunkte gehen. Diese Curvenschaar ist eine dreifach unendliche,

wie die Schaar der Flächen zweiter Ordnung selbst. In jedem Punkte

der Fläche vierter Ordnimg wird "diese von einer Fläche zweiter Ord-

nung berührt ; dann zerfällt in der Abbildung der Kegelschnitt in zwei

von den doppelten Fundamentalpunkten ausgehende Gerade, welche

sich in der Abbildung des Berührungspunktes treffen ; in diesem Falle

zerlegt sich also die Curve sechster Ordnung in zwei Cur-
ven dritter Ordnung. Eine andere Zerlegung tritt ein, wenn man
die Fläche zweiter Ordnung durch eine der 13 Geraden gehen lässt.

l>ann bleibt eine Curve fünfter Ordnung übrig; und wählt man zu

jener Geraden die bei der Abbildung bevorzugte, so bildet die Curve

fünfter Ordnung sich als allgemeine Gerade ab. Die Geraden der

Abbildung sind also Bilder solcher Curven fünfter Ord-
nung, welche mit den D oppelgerade n und der bevorzugten
einfachen Geraden zusammen den vollständigen Durch-
schnitt der gegebenen Fläche mit einem Hyperboloid dar-

stellen.

Da die Durchschnitte der Hyperboloide, welche durch die Dop-

pelgeraden gehen, mit der Fläche in der Abbildung Kegelschnitte

geben, welche durch zwei feste Punkte gehen, so haben diese Raum-
curveu sechster Ordnung für die Geometrie der Fläche die Eigenschaf-

ten von Kreisen, während die bevorzugte Gerade die Linie im Unend-

lichen vertritt, und die ersterwähnten Raiuucurven fünfter Ordnung
die Stelle der geraden Linien einnehmen. So giebt z. B. der Satz über

den Mittelpunkt des gemeinsamen Orthogonalkreises dreier Kreise hier

Folgendes:

Man lege durch die üoppelgeraden drei Hyperboloide;
je zwei der drei so entstehenden Schnittcurven mit der

Flüche treffen sich in zwei Punkten. Durch jedes dieser
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316 Ueber Abbildung algebraischer Flachen.

Puiiktepaare und eine fest gewählte einfache Gerade der
Fläche, sowie durch die Doppelgeraden lege man drei wei-
tere Hyperboloide; dieselben treffen sich dann in ein und
demselben Punkte der Fläche.

Indem ich hiermit diese Untersuchungen beschliesse, muss ich

mich begnügen
,
einige Richtungen angedeutet zu haben , in denen für

die betrachteten Flächen Quellen fruchtbarer Untersuchungen sich fin-

den. Aber zugleich muss ich bemerken, dass die gefundenen Eigen-

schaften eben nur für die allgemeinen Flächender gedachten Arten

gelten, während sie sich in besonderen Fällen auf die mannigfaltigste

Art ändern ; wie z. B. wenn die Flächen Knotenpunkte erhalten , oder

wenn die Doppelcurven zu Rückkehrcurven werden, u. s. w.-, eine Reihe

von Möglichkeiten, welche so mannigfaltig ist, dass es schwer wird,

auch nur eine Uebersicht über dieselben zu gewinnen.

Göttingen, den 8«<n October 1868.
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Dieses Werk, welches sich an die vor einigen Jahren erschienene
„Einleitung in die Electrostatik, die Lehre vom Magnetismus und die

Electrodynamik" desselben Verfasse« anschliesst, stellt sich die Aufgabe,
den Leser auf dem kürzesten Wege in die allgemeine Theorie der Elasticität

und Capillarität einzuführen und über die Hauptresultate, zu denen bisher

die mathematische Physik in diesen Disciplinen gelangte, zu. orientieren.

Demnach werden zuerst die allgemeinen Gesetze der Elasticitätskraft

und des Elasticitätsgleichgewichtes entwickelt, zwei allgemeine Gruppen
von Verschiebungen näher erörtert, und dann die Elasticitätsgleichungen

auf eine Reihe von Beispielen angewandt. In einem zweiten Abschnitte
werden dann die Resultate der mathematischen Theorie mit den Ergeb-
nissen der Erfahrung verglichen und zu dem Ende die Ausdehnung, Com-
pression, Torsion und Biegung für besonders wichtige Fälle naher be-

handelt. Im dritten Abschnitte werden zuerst die allgemeinen Gleichungen
für die oscülatorischen Bewegungen isotroper Körper aufgestellt und dann
auf eine Reihe von Beispielen derartiger Bewegungen, sowohl mit als

ohne Dilatation,- angewandt. Der vierte Abschnitt beschäftigt sich, wieder
mit der Vergleichung der Theorie und der Erfahrung, wooei die wich-
tigsten Falle der Longitudinal-, Transversal- und Torsionsschwingungen
ihre Erledigung linden.

*

Die Theone der Capillaritiit beginnt mit der Ableitung der all-

gemeinen Variationsformel, welche die in Rede stehenden Erscheinungen
darstellt; dann werden die Niveauänderungen behandelt, welche in einer

Flüssigkeit durch eine oder zwei eingetauchte Platten hervorgerufen
werden, worauf die Capillareracheinungen an Röhren folgen. Ein fol-

gender Abschnitt behandelt die Modification des hydrostatischen Drucke«,
sowie die Anziehungs- und Abstossungserscheinungen, welche' durch die

Capillarwirkungen verursacht werden. Den Schluss bildet die Unter-

suchung der Gleichgewichtsflächen einer ruhenden sowohl als einer rotie-

renden, der Schwerkraft entzogenen Flüssigkeit unter fortwährender
Bezugnahme auf die einschlägigen Plateau'scheu Versuche. Von den
Meridiancurven der hier zur Sprache kommenden Rotationsflächen sind

Zeichnungen beigegeben.
Die mathematischen Entwicklungen sind, um das Verständnis

möglichst zu erleichtern, vollständig mitgetheilt; die Behandlung ist

meist eigenthümlich.



Notizen zu einer kürzlicli erschienenen Schrift

über die Principien der Elektrodynamik.

Von Carl Neumann in Leipzig.

Meine zum Jubiläum der Universität Bonn verfasste Schrift: Die

Vrineipien der Elektrodynamik (Tübingen, 1S68), über deren Inhalt

eine vorläufige Mittheilung schon enthalteu war in den Nachrichten

der Göttinger Societat der Wissenschaften (Juni 1868), ist von Clau-

siu8 im letzten Hefte von Poggendo rff 's Annalen (Bd. 135. S. 606)

einer Beurtheilung unterworfen worden, mit welcher ich mich nicht

einverstanden erklären kann, und durch welche ich mich zu einigen

kurzen Notizen über jene Schrift veranlasst sehe.

Meine Schrift kann, wenn ich gegenwärtig auf dieselbe zurück-

blicke, als zusammengesetzt betrachtet werden aus zwei verschiede-

nen Theilen, von denen der eine, sowohl mit Bezug auf die Natur

seines Inhalts als auch mit Bezug auf die Festigkeit seiner Begrün-

dang, dem andern voranzustellen ist. Demgemäss erscheint es mir

angemessen, zuerst den wichtigeren, sodann den mehr untergeordneten

Theil zur Sprache zu bringen, und in solcher Weise eine Trennung
eintreten zu lassen, welche in meiner Schrift nicht vorhanden ist.

Der in erste Linie zu stellende Theil der citirten Schrift.

Als Ausgangspunkt dieses Theiles sind zweierlei Vorstellungen

anzusehen, einerseits die Vorstellung, dass für die elektrischen Kräfte

ein Potential existiren müsse, dass aber dieses Potential nicht allein

von der relativen Lage der elektrischen Massen, sondern gleichzeitig

auch noch von ihren Geschwindigkeiten abhängig sei, andererseits die

Vorstellung, dass das bekannte (die ganze Mechanik beherrschende)

Haniilton'sche Princip auf Potentiale solcher Art ebenso gut an-

wendbar sei , wie auf gewöhnliche nur von der relativen Lage abhän-

gende Potentiale. Meine Untersuchung geht demgemäss aus von einer

gewissen hypothetischen Formel für das Potential elektrischer

Massen :

Mathematische Annalen L 21
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(D h, = ï-j [i + 1
(;;;)']

.

Hier bedeuten m und «», die beiden Massen, und r ihre gegenseitige

Entfernung zur Zeit t) daneben ist unter c die im We ber 'sehen Ge-

setz enthaltene Constante zu verstehen*).

Meine Untersuchung zeigt nun, wie man von der Hypothese (1)

aus, bei Anwendung des Hamilton'scheu Princips, unmittelbar hin

gefuhrt wird zu den bekannten Gesetzen der elektrischen Repulsion

und Induction, gleichzeitig aber auch hingeführt wird zu einer die

Elektrodynamik mitumfassenden Form des Princips der leben-

digen Kraft. — An letzteres Resultat lehnt sich unmittelbar eine

neuerdings von mir angestellte Untersuchung über die oscillirende Ent-

ladung einer Franklin 'sehen Tafel (vergi, die Nachrichten der Göt-

tinger Gesellschaft der Wissenschafteu. 13. Januar 1869), in welcher

gezeigt wird, dass mau zu der von Kirchhoff für dieses Phänomen
aufgestellten Differentialgleichung gelangen kann auf einem ganz an-

dern (schon von W. Thomson angedeuteten) Wege, nämlich direct

durch Anwendung jenes Princips der lebendigen Kraft. — Es dürfte

bei dieser Gelegenheit darauf aufmerksam zu machen sein, dass in

meiner Schrift bei Beurthcilung der Grosse einer gegebenen Masse

zwischen der nach ihrer Wirkung und zwischen der nach ihrer

Trägheit gemessenen Grösse keinerlei Unterscheidung gemacht ist.

Eine solche Unterscheidung eintreten zu lassen, ist aber durchaus

nothwendig, falls man Massen von verschiedener Materie (wie

z. B. elektrische und ponderable Massen) gleichzeitig in Betracht

zieht. Setzt man daher (wie es z. B. bei elektrischen Massen üblich

ist) die nach der Wirkung gemessene Grösse einer Masse gleich w,
so ist die nach der Trägheit gemessene Grösse derselben keines-

wegs gleich m y sondern gleich fm zu setzen, wo f einen constauten

Factor repräsentirt, dessen Werth lediglich abhängt von der Natur

der betrachteten Materie. Dieser constante Factor ist an einigen Stellen

meiner Schrift hinzuzufügen , versäumt worden. Das Versehen ist leicht

zu corrigiren; die erhaltenen Resultate bleiben dabei völlig intact.

In meiner Schrift wird übrigens, was das Potential zweier Mas-

sen aufeinander anbelangt, neben der Formel (1) gleichzeitig auch die

allgemeinere Formel

*) Diese Formel ist in meiner Schrift gleich zu Anfang (Seite 2) als der ei-

gentliche Ausgangspunkt meiner Betrachtungen bezeichnet worden; die Con-

stante !L ist dort G genannt. Dabei mag mir gestattet sein zu bemerken, dass

dieselbe Formel an einer andern Stelle meiner Schrift (S. 24) behaftet ist mit

einem störenden Druckfehler; statt
1

ist nämlich dort zu lesen
1

.

cer cc
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in Betracht gezogen , wo <p (r) eine beliebige Function von r reprä-

sentirt. Ebenso wie man bei Zugrundelegung der Hypothese (1) zu

den Gesetzen der elektrischen Repulsion und Induction gelangt
,
genau

ebenso gelangt man, wie meine Schrift zeigt, bei Zugrundelegung

der Hypothese zu demjenigen Gesetze, welches ich (im Jahre

1858) bei meiner Untersuchung über die magnetische Drehung der

Polarisationsebene des Lichtes supponili habe für die zwischen Elek-

tricität und Aether vorhandenen Kräfte.

Gegen den bisher besprochenen Theil meiner Schrift sind von

Clausius keinerlei Bedenken vorgebracht. Seine Bedenken richten

sich vielmehr nur gegen denjenigen Theil, welchen ich hier als den

in zweite Linie zu stellenden bezeichnet habe. Auf diesen letztern

werde ich daher ausführlicher eingehen.

§. 2.

Der in zweite Linie zu stellende Theil der citirten Schrift.

Derselbe beschäftigt sich mit der vorhin genannten, hypothetisch

für das Potential angenommenen Formel (1). Er sucht dieser Formel

einen weiteren Unterbau zu geben; er sucht die Formel zu ersetzen

durch Vorstellungen.
Das zwischen zwei Körpern oder Massen m und wi, vorhandene

Newton'sche Potential (das Product der Massen dividirt durch die

Entfernung) wird von mir aufgefasst als ein Bewegungsantrieb
oder (besser ausgedrückt) als ein Befehl, der von dem einen Körper

gegeben und emittirt, von dem andern recipirt und befolgt wird.

Gleichzeitig wird angenommen, dass der Befehl einer gewissen Zeit

bedürfe, um vom Orte der Emission hinzugelangen zum Orte der Re-

ception, dass er also (mit andern Worten) einer gewissen Zeit bedürfe,

um den Raum zwischen beiden Körpern zu durchlaufen.

Die Entfernung der beiden Körper von einander mag zur Zeit /„

bezeichnet werden mit r0 . Im Augenblick t0
wird von dem einen

Körper ein gewisser Befehl gegeben, und zwar gegeben mit Rück-

sicht auf die augenblicklichen Verhältnisse, d. i. mit Rück-

sicht auf die augenblickliche Entfernung r
0 ;

demgemäss lautet

der Befehl: ^ • Gegeben und emittirt zur Zeit /0 , durchläuft dieser

Befehl den Raum zwischen beiden Körpern, ohne unterwegs irgend

welche Aenderung zu erleiden; er wird daher, weil zur Durchlaufung

jenes Zwischenraums eine gewisse Zeit erforderlich ist, von dem ge-

horchenden Körper recipirt und befolgt werden nicht zur Zeit t0 , son-

dern zu einer etwas späteren Zeit also zu einer Zeit, wo die

21*



320 C. Neumann.

gegenseitige Entfernung der beiden Körper nicht mehr die Grösse r0 ,

sondern bereits eine etwas andere Grösse r besitzt.

Der Befehl oder Potentialwerth kann demgemäss einerseits

bezeichnet werden als das der Zeit /
0
entsprechende emissive Poten-

tial, und andererseits auch bezeichnet werden als das der Zeit / ent-

sprechende receptive Potential. Zur Zeit f„ wird der Befehl gege-

ben, zur Zeit t tritt er in Kraft*).

Die Zwischenzeit / — t
(i

ist diejenige, deren der Befehl bedarf,

um den Raum zwischen beiden Körperu zu durchlaufen. In Betreff

dieser Durchlaufung ist in meiner Schrift diejenige Vorstellung zu

Grunde gelegt, welche sich (wie mir scheint) als die einfachste dar-

bietet, nämlich angenommen, dass der Befehl mit der constauten Ge-

schwindigkeit e vorwärts schreitet auf demjenigen Radiusvector, des-

sen Anfangspunkt der befehlende und dessen Endpunkt der gehor-

chende Körper ist. Die mit c bezeichnete Geschwindigkeit bezieht

sich also auf eine relative Bewegung; denn der Radiusvector,

auf welchem der Befehl entlang geht, befindet sich sei tre r in Bewe-

*) Hiermit in voller Uebereinstimmung heisst es z. B. auf Seite 6 und 7 mei-

ner Schrift wörtlich : „Betrachtet man nur ztcci Punkte m und wi,, so sind aus-

gehend ron der Vorstellnng einer progressiven Fortpflanzung des Potentials für

jeden Zeitaugenblick t zwei verschiedene Potentiale zu untcrsclwidcn , das emissive

und dus receptive."

„Das emissive Potential ist dasjenige, welcfies von jedem der beiden

Punkte ausgesandt wird zur Zeit t, und welches also erst ein wenig später

den andern Punkt erreicht "

„Das receptive Potential andererseits ist dasjenige, welches ron jedem dcr

beiden Punkte empfangen wird zur Zeit t, und welches also sclum ein wenig frü-

her von dem andern Punkte abgesendet ist. Das der gegebenen Zeit zugehörige

receptive Potential ist demnach identisch mit dem einer früheren Zeit entspre-

chenden emissiven Potential "

Der letzte Satz hatte, auf Grund der eben citirten Definitionen für das emis-

sive und receptive Potential, auch so ausgesprochen werden können: „Der zur

gegebenen Zeit von dem einen Punkte reeipirte Potentialw e rt h ist identisch mit

dem, welcher zu einer etwas früheren Zeit von dem andern Punkte emUtirt wird."

Denn unter den Potentialen sind auf den citirten Seiten meiner Schrift überall

bestimmte, durch Formeln ausgedrückte Werthe verstanden.

Hieraua aber geht deutlich hervor, wie wenig iu meiner Schrift die Rede
sein sollte von einer unmittelbaren Achnlichkeit zwischen der Fortpflanzung

de« Poteutiales und der des Lichtes. Würde eB doch völlig ungereimt sein, wenn
man sagen wollte, der in einem gegebenen Augenblicke von dem einen Punkte

reeipirte Lichtwerth (etwa Lichtmenge oder Lichtinteubität) sei identisch mit dem,

welcher zu einer etwas früheren Zeit von dem andern Punkte emittirt wird.

Ueberhaupt besitzen, wie man sieht, die von mir über das Potential gemach-
ten Suppositionen den Gesetzen des Lichtes gegenüber eine so ausserordent-
lich grelle Verschiedenheit, dass es mir kaum einfallen konnte, dieselbe beson-

dere urgiren zu wollen.
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ping, fortgetragen durch die auf irgend welchen Bahnen dahinlau-

fenden Korper*).

Der zur Zeit / vom gehorchenden Körper recipirte Befehl
ww

-

hat nun offenbar diejenige Radiusvector - Länge zu durchlaufen ge-

habt, welche vorhauden ist im Augenblick seiner Reception,
also zu durchlaufen gehabt die zur Zeit t vorhandene Radiusvector-

Länge r. Die hierzu erforderliche Zeit ist aber
^ ;

folglich t—t0
= £ •

Wird das der Zeit t entsprechende receptive Potential mit w
'<>

bezeichnet, und wird ausserdem t
0
= t — dt, r

{)
= r 4 r gesetzt,

so ergiebt sich:

r?) œ = »»J = -
mM,

< .

r 0 r-Jr 1

und gleichzeitig ergiebt sich für das mit ztr correspondirende Zeitiuter-

vall dt die Formel:

(3) Jt = t-t,= T-.

Dass nun aber diese Formeln (2) und (3), bei weiterer Behandlung

und bei Vernachlässigung der dritten Potenz von - -

, fìir das recep-

tive Potential © den Werth liefern : w = w -\-
({(

, wo w den Aus-

druck (1), andererseits ro einen aus log r und ^ rational zusammen-

gesetzten Ausdruck vorstellt; und dass ferner der eben genannte Werth

bei Anwendung des H am il ton 'sehen Princips äquivalent wird mit

dem eiufacheren Werthe: a = w\ — unterliegt keinem Bedenken,

und ist auch in der That von Niemand in Zweifel gezogen.

Somit ist gezeigt; dass die angegebenen Vorstellungen
wirklich hinleiten zu der hypothetisch angenommenen Po-

tenti alformel (1). Ob allerdings diese Ersetzung einer fremdartigen

Formel durch nicht minder fremdartige Vorstellungen, einen

Fortschritt involvirt, dürfte vorläufig schwer zn beurtheilen sein. Auch

*) Die Worte, deren ich mich hier bediene zur Explication dieser Vorstel-

lung, haben sich mir erst gegenwärtig dargeboten. Damals, bei Abfassung mei-

ner Schrift, hatte ich die Vorstellung etwas anders, mehr bildlich, mir einge-

kleidet. Ich dachte mir nämlich damals den befehlenden Körper von einer ins

Unendliche ausgedehnten Atmosphäre umgeben, die gewissermaßen starr mit

dem Körper verbunden ist, und an allen seinen Bewegungen Theil nimmt; sodann

«lachte ich mir den vom Körper emittirten Befehl, mit constanter Geschwindig-

keit und ohne in seiner ursprünglichen Fassung irgend welche Aendcrung zu er-

leiden, fortlaufend in dieser rein ideellen Atmosphäre. Demgemäss brauchte

ich damals das Wort „Fortpflanzung;' welches besser hätte ersetzt werden kön-

nen durch „Trawwimon".
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habe ich bei Abfassung meiner Schrift diesem, in zweite Linie zu

stellendem, Theile derselben kein zu grosses Gewicht beigelegt. Hier-

aus erklärt sich die auffallende Kürze , mit welcher derselbe behandelt

ist; von den 38 Seiten meiner Schrift nimmt er nur etwa 3 Seiten in

Anspruch. So kommt es, dass die diesem Theile zu Grunde liegen-

den Vorstellungen in meiner Schrift keineswegs ausführlich dargelegt,

sondern nur kurz, nur im Vorübergehen angedeutet sind*). Dem
Leser blieb es gewissermassen Uberlassen, diese Vorstellungen erst zu

extrahiren aus den gegebenen Formeln; und das war (wie ich gern

zugebe) keine leichte und gewiss auch keine dankbare Aufgabe. Denn
jene Vorstellungen sind, wie man sieht, (wenigstens in ihrer gegen-

wärtigen Gestalt) sehr heterogen gegenüber denjenigen Vorstellungen,

aus welchen man die Erklärungen physikalischer Processe herzuholen

gewohnt ist.

Immerhin erscheint es, mir**) wenigstens, merkwürdig, dass

dieselben Vorstellungen auch hinleiten zum Gesetze der gegensei-

tigen Einwirkung zwischen Elektricität und Aether. Substituirt man

nämlich im New ton' sehen Potential statt der Function eine be-

liebige Function <p (r), so ergeben sich durch Zugrundelegung jener

Vorstellungen an Stelle der Formeln (2) und (3) die allgemeineren

Formeln :

(2*) o> = «im, (p (r
0 )
= »wi, <p (r — dr),

(3") 41 = 1-1«=
l

•

Diese aber führen bei weiterer Behandlung sofort zu der Potentialfor-

mel (l a
), folglich auch zu jenem Gesetze der gegenseitigen Einwir-

kung zwischen Elektricität und Aether.

*) Ich glaubte mir solches um so eher erlauben zu dürfen, als ich jene Schrill

nur als eine provisorische betrachtete, der eine ausführlichere Publication des

Gegenstandes folgen sollte, und nach meiner Absicht auch folgen wird. Mit die-

sem provisorischen Charakter der Schrift steht in Einklang die sehr ungleich-

milsBige Behandlung ihrer einzelneu Abschnitte; denn einige derselben sind iu

grösster Ausführlichkeit niedergeschrieben; von anderen nur die Resultate mitge-

t heilt. Demgcmäss ist auch meiue Schrift bisher nicht allgemein publicirt,

nämlich absichtlich von mir nicht in den Buchhandel gegeben worden.

**) Ich kann nicht verlangen, dass das hier vorzubringende Argument allge-

mein als gültig anerkannt werde. Denn das Gesetz für die gegenseitige Einwir-

kung zwischen Elektricität und Aether, auf welches ich mich hier stützen werde,

könnte in Zweifel gezogen werden in Folge der V erdet 'sehen ExperimentalUn-

tersuchungen über die bei der magnetischen Drehung der Polarisationsebene dea

Lichts auftretende Dispersion (Ann. d. ehim. (3) T. 69. p. 415). Was mich aller-

dings anbelangt, so glaube ich (gestützt auf nahe liegende Gründe), dass den
Resultaten von Dispersions-Beobachtungen vorläufig keine entscheidende Stimme
über die Richtigkeit oder Unrichtigkeit jenes Gesetzes einzuräumen sei
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üeberhaupt möchte ich diesen in zweite Linie zu stellenden

Theil meiner Schrift keineswegs für völlig überflüssig ansehen. Vielmehr

bin ich geneigt, denselben als eine Vorarbeit zu betrachten, durch welche

die einer tiefer gehenden Einsicht entgegenstehenden Hindernisse, wenn
auch nicht beseitigt, so doch analysirt und beleuchtet werden.

Gegen diesen in zweite Linie zu stellenden Theil meiner Schrift

richten sich die Bedenken von CI ausi us. Ich werde im nächstfol-

genden Paragraphen Gelegenheit haben, auf dieselben einzugehen.

§• 3.

Potential und Licht.

Die von mir über das Potential gemachten Suppositionen zeigen

den Gesetzen des Lichtes gegenüber eine überaus grosse Ver-
schiedenheit. So fallen z. B. was die Emission, Transmission und

Reception anbelangt, unmittelbar folgende Differenzen ins Auge: Das

von einem leuchtenden Körper emittirte Licht ist unabhängig von dem
beleuchteten Körper; hingegen ist das in irgend einem Augenblicke

von einem anziehenden Körper emittirte Potential in strictest er

Weise abhängig von der augenblicklichen Lage des ange-

zogeneu Körpers, (es ist dasselbe nämlich = mp oder — mm, (p (r),

wo r die augenblickliche Entfernung bedeutet). Ferner: Das von dem
leuchtenden Körper in einem gegebenen Zeitaugenblicke emittirte

Licht verliert an Intensität, je weiter es sich vom Körper entfernt;

das emittirte Potential hingegen läuft ohne irgend welche Abän-
derung seines ursprünglichen Werthes bis zum angezogenen

Körper. Endlich: Das von dem beleuchteten Körper reeipirte (d. i.

absorbirte) Licht ist im Allgemeinen ein Bruchtheil des auffallenden

Lichtes
;
hingegen ist das von dem angezogenen Körper reeipirte Poten-

tial identisch (d. i. g 1 e i c hw e r t h i g) mit dem ankommenden Potential.

Die Gesetze, nach denen das Potential von einem Körper zum

andern transmittirt wird , sind also (zufolge meiner Suppositionen) von

den entsprechenden Gesetzen des Lichtes so ausserordentlich ver-

schieden, dass von einer Aehnlichkeit kaum die Rede sein kann.

Wenigstens wäre nur ein einziger Umstand geltend zu machen, in

Bezug auf welchen eine Art Aehnlichkeit stattfindet. Dieser besteht

darin, dass Licht wie potential mit einer sehr grossen constatiteli

Geschwindigkeit sich fortpflanzen; und auch diese Aehnlichkeit

ist keine vollkommene; denn jene constante Geschwindigkeit besitzt

für Licht und Potential verschiedene Werthe, und bezieht sich beim

Licht auf eine absolute, beim Potential aber auf eine relative Bewegung.

Zufälliger Weise ist auf die eben genannte Aehnlichkeit hinge-

wiesen worden durch einen gewissen Passus in der Einleitung meiner
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Schrift (Seite 3). Denn dort wird bemerkt, Ri emann habe die Vor-

aussetzung gemacht, dass. das „Potential — ähnlich wie das Licht —
mit einer gewissen constanten Geschwindigkeit durch den liaum sich

fortpflanze"; zugleich wird hinzugefügt, dass diese Annahme auch mei-

ner Untersuchung zu Grunde liege.

Dass dieser Vergleich mit dem Lichte ein ganz zufälliger und

beiläufiger war, dürfte (abgesehen von dem eigentlichen Texte meiner

Schrift) schon daraus hervorgehen, dass ein solcher Vergleich in mei-

ner ganzen Schrift nur an dieser einen Stelle sich vorfindet, noch

viel deutlicher aber daraus erkennbar sein, dass ein solcher Ver-

gleich mit dem Lichte in meiner Mittheilung an die Göt-

tinger Societät nirgends vorkommt. (Das Wort „Licht" ist in

jener Mittheilung gar nicht enthalten.)

Jedenfalls muss übrigens von mir zugegeben werden, dass der

genannte Passus der Einleitung meiner Schrift, welcher nur eine ge-

legentliche historische Notiz geben , nämlich Riemann als den eigent-

lichen Urheber der Idee einer progressiven Bewegun g des

Potenti ales bezeichnen sollte, wenig Genauigkeit besitzt. Bei Ab-

fassung meiner Schrift erschien es mir kleinlich, in der Einleitung

betonen zu wollen, dass meine Idee über diese progressive Bewegung

von der Riemann 'sehen (soweit mir letztere verständlich geworden)

sich noch wesentlich unterscheide. So unterliess ich dieses Unterschie-

des zu erwähnen; was um so leichter zu Missverständnissen führen

konnte, als die betreffenden Auseinandersetzungen im eigentlichen Texte

meiner Schrift äusserst kurz gehalten sind.

Demgeraäss ist es leicht erklärlich, dass Cl au si us bei Beurthei-

lung meiner Schrift von der Meinung ausgeht, rch hätte die Suppo-

sition gemacht, dass das Potential von einem Körper zum andern

sich ähnlich wie das Licht fortpflanze; während doch in Wirk-

lichkeit meine Suppositionen über die progressive Bewegung des Poten-

tiates den Gesetzen des Lichtes gegenüber die gros s te Verschie-

denheit zeigen. — Es kann mir nur erwünscht sein, dass ich auf

die Gefahr eines solchen Missverständnisses aufmerksam gemacht, und

dieselbe zu beseitigen veranlasst worden bin.

Leipzig, 19. Januar 18(39.
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lieber die Aethcrbewegung in Krystallen.

Von Carl Neumann in Leipzig.

Die vorliegende Untersuchung wird sich beschranken auf die soge-

nannten zwei und zweigliedrigen Krystalle, d. i. auf Krystalle, welche

symmetrisch sind in Bezug auf drei zu einander senkrechte Ebenen.

Es mögen zunächst diejenigen Prämissen , von denen die Untersuchung

ausgehen wird, kurz angegeben werden.

Die Prämissen der Untersuchung.

I. Hypothese: Das Aethermedium besteht aus einem System äusserst

feiner Thcilchen, welche sowohl ihren gegenseitigen Einwirkungen, als

auch den Einwirkungen der pontlerahlen Molecule unterworfen sind.

Diese Einwirkungen finden statt in der Richtung der Entfernung; hän-

gen femer, was ihre Intensität anbelangt, ton der Grosse der Entfer-

nung ab; und werden Null, sobald die Entfernung eine gewisse sehr

kleine Länge übersteigt.

II. Hypothese. Ausserdem hat der Aether die Eigenschaß, denje-

nigen Bewegungen, welche mit einer Aenderung seiner Dichtigkeit ver-

knüpft sind, mit unverhältnissmässig viel grösserer Energie zu wider-

stellen, als andern Bewegungen, bei welchen solches nicht der Fall ist.

Die Dichtigkeit des Aethers ist demnach sehr starken Kräften gegen-

über allerdings veränderlich, hingegen schwachen Kräften gegenüber

so gut wie unterwiderlich.

Die Kräfte, unter welchen bei Entstehung eines Körpers die

pouderablen Molecüle des Körpers und die in ihm enthaltenen Aether-

theilchen zum Gleichgewicht gelangten, und unter deren spannender

Thatigkeit dieses Gleichgewicht fortdauert, betrachte ich als so stark,

dass sie den Widerstand, welchen der Aether seiner Compression oder

Dilatation entgegensetzt, in grösserem oder geringerem Grade über-

wunden haben. Demgemäss ist die Dichtigkeit des Aethers einerseits

in verschiedenen Körpern eine verschiedene, andererseits auch eine

verschiedene an verschiedenen Stelleu ein und desselben Körpers. 80
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werden z. B. die um irgend ein ponderables Molecül herumgelagerten

Aetherschichten verschiedene Dichtigkeiten besitzen; es wird nämlich

die Dichtigkeit dieser Schichten, wenn man 3ich dem Molecül nähert,

zu- oder abnehmen, je nachdem die Einwirkung des Molecüls auf den

Aether eine anziehende oder abstossende ist. Bei einem homoge-
nen Körper wird demnach die Dichtigkeit des in ihm enthaltenen

Aethers eine periodische Function des Raumes sein.

Anders verhält es sich mit denjenigen Kräften, welche während

einer vorübergehenden oscillatorischen Bewegung des Aethers ins Spiel

kommen. Diese Kräfte, welche von den ungemein geringen Ortsver-

äuderungen herrühren, welche die Aethertheilchen bei ihren Oscilla-

tionen erleiden, betrachte ich als so schwach, dass ihnen gegenüber

der Aether incompressibel ist. Die Dichtigkeit, welche der in dem

Körper enthaltene Aether zur Zeit seines Gleichgewichts besass, wird

also, sobald solche Oscillationen eintreten, ungeändert dieselbe blei-

ben. Ist demnach in irgend einem Körper die Dichtigkeit des Aethers

zur Zeit seines Gleichgewichts durch irgend eine Function der Coor-

dinaten q = f {x
} y, z) dargestellt, so wird sie während eines etwa

nachfolgenden oscillatorischen Zustandes ausgedrückt bleiben durch

dieselbe Formel q = f(x f y, z).

Die genannten beiden Hypothesen führen nun (unter Anwendung

des d'Alembert'schen Princips) für die oscillatorische Bewegung

des in irgend einem Körper enthaltenen Aethers zu folgendem Re-

sultat :

Bezeichnet man, was den Zustand der Ruhe anbelangt, die Coor-

dinateli irgend eines Aethertheilchens m mit x, y, s, ferner die DicJi-

tigkeit des Aethers mit q — f (x
}
y,z); und sind andererseits x-\-u,

y -f- v, s -f- tv die Coordinateli von m für irgend einen Zcitaugciibliek

t der Mieicegtmg, ferner mX, mY, mZ die in diesem Zeitaugenblicke

auf m cinwirketulen Kräfte; so gelten für «, v, w die Differentialglei-

chungen:

(V)

0
(Ht

,
eu

ex ' cy +
CIO

cz
'

m Pu
et*
= mX -f-

m
9.

cl
>

ex

m <*v

et*
= mY + m

'1

dl
ì

cy

m C*10

et*
= mZ + m

V

ÒX

Die, in diesen Gleichungen nebcìi «, v, w enthaltene vierte Unbekannte

X repräsentirt einen geteissen Theil des in dem Aethermedium vorhan-

denen Druckes, nämlich denjenigen Theil desselben, welcher entsteht aus

der angenommenen Incomvrcssibilität des Aethers.
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Sind X», y», Z\ A0 die Werthe von X, Y, Z, l für den Zustand

der Ruhe, so wird zufolge der eben hingestellten Gleichungen:

0 VU ,
vi rl°-«»*• + ,

„>

o-«.r- + "

o = »,/» + »'

Denigemäss können jene Gleichimgen (1*) für die Bewegung des

Aethers auch so dargestellt werden:

<i
k
)

0
eu
ex +

£r , fio

cy it
»

m
et*
= m (X- X") + m

<i

rl il-
ex

l n
)

m e*v = m - Y") + ta— l")

et*
- y

m ehe

it*
= m -Z") + M

<1

e fi-
ez

A
.

n
) .

Und in dieser Form sind sie für die Anwendung bequemer als in ihrer

ursprünglichen Gestalt*).

§• 2.

Integration der Differentialgleichungen.

Die in den Gleichungen (l b
) enthaltenen Differenzen (X— X°),

\ Y — Y°), (Z— Z 0
) besitzen sowohl bei den verschiedenen von

Cuuchy entwickelten Theorien als auch bei derjenigen, welche von

meinem Vater aufgestellt wurde, die Werthe:

(x-x°) = (/,„ + A,) % + (*„

+

1,2) % + (*„ + ih) g +

.2) (Y- y») = (*„ + h,)% + (/,,,, + /../) + (Ajj + Aj +

(/-if) = (A,, + A,) f* + (*,, + 7,..) f£ + (*» + *>) £ +

*

*) Diese Hypothesen und Formeln sind von mir in Vorschlag gebracht in mei-

ner Dissertation : „Explicare tentatur quomodo fiat, ut lucis planum polarisatio-

ns per vires electrica» vel magneticas dccünetur (Halis Saxonum 1858)'*; in mehr
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wo die h , 6 Constante sind , nämlich die constaliten Mittelwerthe ge-

wisser dem betrachteten Krystall eigentümlicher periodischer Functio-

nen repräsentiren. Soweit sind jene Theorien in Uebereinstimmung.

Divergenz zwischen ihnen tritt aber ein, sobald es sich um die

Werth e jener Coefficienten h
, v oder um die unter denselben anzu-

nehmenden Relationen handelt. Zunächst nnn werde ich die

aus meinen Prämissen erhaltenen Differentialgleichun-

gen (l* ,b
) unter Anwendung der Werthe (2) weiter behan-

deln und integriren, ohne über jene Coefficienten irgend
welche Voraussetzungen zu machen; beschränken werde ich

mich dabei allerdings auf den Fall, dass die zu untersuchende Aether-

bewegung aus parallelen ebenen Wellen besteht.

Ersetzt man in den Gleichungen (l
1

*) die periodische Function
j

durch ihren constanten Mittelwerth, er mag c heissen, und setzt man
gleichzeitig

c (A — k°) = A,

so werden jene Gleichungen mit Benutzung der Werthe (2) folgende

Gestalt annehmen:

0 = fH + r0 + dw
t

ex 1 c y
1 cz

fit = etc«> = Ctc -

Es bestehe nun die zu untersuchende Aetherbewegung aus Wellen,

welche parallel sind zu einer durch den Anfangspunkt des Coordina-

tensystems gelegten Ebene, deren Normale die Kichtungscosinus er, ß, y
besitzt. Die Excursionen w, r, w des am Orte j*, y, z befindlichen

Aethertheilchens werden alsdann ausser von der Zeit / nur noch von

demjenigen Abstände r abhängen, den der Ort#, y, z von jener Ebene

hat. Ebenso wird auch der am Orte x, y, z vorhandene Werth von

A nur abhängig sein von t und r. Es ist aber:

(4) r = ax + ßy + yz

.

Demnach wird z. B.

cu cu cA ci
et — , = « , u. s. w.

ix er ' ex er

Die Gleichungen (3) gehen daher über in:

ausführlicher Weise sind dieselben später von mir entwickelt worden in meiner

Schrift: „Die magnetische Drehung der rolarisationsebene. Halle, 1863."
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(5)

0 — a
du

cr
, a cr

+ ? rr + ? Tr'

c*u

ri*
= >i

c*u + 2Ä» *ß + 2Ä i3 «y
cr* + vi« + «

CA

dt* cr* ßr % + 2A 21
/la

cr*
+ M + 0 cr'

rV = '3

c*ic

cr* + 2A,.
c*v èA

1

tr

wo unter /, ,

*'

2 ,
i
3

die Ausdrücke zu verstehen sind:

«I = (»II + *.) «' + (*l. + *») /»' + C'13 + '<») J"'.

(«) h = + ''.) «' + (*» + *») C + ('<» + *0 y
J

,

Es sei r die Scliwingungsdauer der von uns betrachteten Bewe-

gung, und zur Abkürzung werde die Bezeichnung eingeführt

(7) cos^ 2^ = 4>{t),

so dass also

(8) *"(<) = - (t)' *(')•

Um die Gleichungen (5) zu integriren, werde gesetzt:

t- = t — ,

(9 ,

V "' )

w _C*(<-£),

wo 4, J/, C, J), wi disponible Constanten sein sollen. Durch Sub-

stitution dieser Werthe in (5) ergiebt sich:

(io, o = •*±M±i° <j>*
,

A<t>" — ' ,1 + -''»"W + 2A„ «K' ,5.. ,

fc 1(J> _ «« 0 »

etc. etc. etc.

,

wo zur Abkürzung <J>, <2>', 0>"

far *('-;).*('-;> *'('-.»)

gesetzt sind, und wo also, nach (8), zwischen O und <P" die Relation

stattfindet:
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Somit zeigt sich, dass die zweite der Gleichungen (10) in allen ihren

Gliedern mit dem Factor <2>" behaftet ist, während die erste dersel-

ben behaftet ist mit dem Factor <&'. Unterdrückt man diese Facto-

ren, so ergiebt sich:

(11) 0 aA + ßB + yC,

i
t
A + 2hit aßB + 2h„ <tY C al)

etc. etc. etc.

Zur weitern Abkürzung mögen nun die Bezeichnungen eingeführt

werden :

1 + ». (;„)'

as) î + fc^y

1 + »'(t"»)' - '»

I >

«2»

i, + 2(/#„ — 7/
21
~ A SI ) a

2 = j,

,

/
2 + 2(A31

-/<
32 -/^)^=i2 ,

«3 + 2
(Ä i2 — *i3 — hn) y

1 = J*,

die ersteren mit Bezug auf augenblickliches, die letztern mit Rück-

sicht auf späteres Bedürfniss. Die Gleichungen (11) gehen dann

über in:

0= aA' -{-ßB +?C,
0 = (/, — t,»»

2
) A + 2h Vi

aß B+ 27»,3 ayC—aD,
(13)

0 2 h
2l
ßa A + (/2-i2

w2)I* + 2 /i 23 ßy C— ßl),

0=2 Ä„ y« .4 + 2A33 y0 JB+ (/,—

t

3m2
)
C— y/>.

Die für u, r, w, v4 angenommenen Ausdrücke (9) werden also

die zu untersuchende Aetherbewegung repräsentiren , sobald die in

jenen Ausdrücken enthaltenen Constanten A, B, C, 1), m den Glei-

chungen (13) Genüge leisten. Aus diesen letztern aber ergiebt sich

für m* die quadratische Gleichung

ß

(14) 0
(«i — «X)
2 /<

2J
ßu

2 /i
3l
ya

2 7i,
2
a/J

(*„— i,*w2
)

2h32 yß

y 0

2//, 3
ay a

2A 23 0y /Î

(/3
— i3 m») y

Sind wt2 und m'2 die beiden Wurzeln dieser Gleichung, und sind

ferner A, B, C, D und A' , B'
,
61

', /)' die bei Substitution jener

Wurzeln aus den Gleichungen (13) sich ergebenden Werthe von A, B,

C, D, so werden also in der gegebenen Richtung a, ß, y zwei

Wellen sich fortpflanzen können, und zwar die eine mit der Ge-

schwindigkeit m und der Vibrationsrichtung A, B, C, die andere hin-
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gegen mit der Geschwindigkeit m' und der Vibrationsrichtung A\
Ji'

f
C.
Aus der ersten der Gleichungen (13) folgt, dass beide Vibrations-

richtuDgen genau parallel sind mit der Wellenebene. MuUiplicirt man
ferner die drei übrigen jener Gleichungen mit A\ B\ C und addirt,

so ergiebt sich (mit Rücksicht auf jene erste):

(i
t
AA' + i 2

BB' + i3 CC) m* = t, AA' + i
2
BB' + » 3 CG'

+ 2h2,ßy (BC + ITC)

+ 21hiYu(CA' + CA)

+ 2h
l2
aß(Air + AB).

Eine analoge Gleichung muss gelten für die andere Wurzel w'7
; und

zwar muss sich diese Gleichung aus der schon hingeschriebenen offenbar

dadurch ableiten lassen, dass man m, A, B, C und m', A\ B\ C mit

einander vertauscht. Durch Subtraction dieser beiden Gleichungen wird

man also erhalten:

(i, jLT + \ 2
BB' + t3 CC) (m'-m 2

) = 0,
d. i.

(15) i,^v4' + i2
BB' + i3CC = 0.

Die Vibrationsrichtungen A, B, C und A', B\ C werden daher ge-

nau aufeinander senkrecht sein, sobald die Grössen i (12) den gemein-

schaftlichen Werth l haben, d. i. sobald die in den Differentialglei-

chungen enthaltenen Coefficienten b gleich Null sind. Also:

In einer gegebenen Richtung können sich immer nur
zwei Wellenebenen fortpflanzen. In beiden sind die Vi-

brationsrichtungen genau transversal, d. i. genau paral-

lel mit den Wellenebenen selber. Ausserdem werden diese

Vibrationsrichtungen genau senkrecht auf einander sein,

sobald die(von einer directen Einwirkung der ponderablen
Molecüle herrührenden) Coefficienten h gleich Null*) sind.

Die quadratische Gleichung (14) für die Fortpflanzungsgeschwin-

digkeit lässt sich übrigens in viel einfacherer Form darstellen. Zu-

nächst mag bemerkt werden, dass die zweite der Gleichungen (13)

sich so darstellen lässt :

D = (*,
- i, w2

) £ + 2h
X2 ßB + 2h [3 yC.

Addirt man zu dieser Gleichung die identische Gleichung:

0-- 2(4, , + *,,) «»^ + 2*„ aA -(- 2 hn aA ,

und addirt man ferner hinzu die aus (13) entspringende Gleichung:

*) Sie werden übrigens anch dann anf einander senkrecht sein, wenn die l)

nicht Null, sondern nur einander gleich sind.
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0 = + 2A„«> £ + 2hM ßB + 2hi3yC

,

so ergiebt sich:

D = [i, + 2 (**-*,,-*,,)

+ 2 [/.„(jSB+yC) + /<„ (yC+ «^)+ 7»„M+W] ,

oder wenn man den symmetrischen Ausdruck

l)-2 [hn (ßB + YC) + A 3 ,
(yC + a^) + Ai,M + ßB)\ = 5

6etzt, und ausserdem Rücksicht nimmt auf die in (12) eingeführten

Bezeichnungen :

In genau derselben Weise, wie hier die zweite der Gleichungen (13)

behandelt ist, lässt sich auch behandeln die dritte und die vierte

dieser Gleichungen. Man gelangt so zu folgenden Formeln:

AA = —- . .. ;

Ji
— t,W

Fügt man hinzu die erste der Gleichungen (13):

(16b
) 0 = aA + ßB + yC,

so folgt augenblicklich:

(16-) 0 = ,- "!
, + .

t + y " v
Dies also ist die quadratische Gleichung, deren Wur-

zeln die beiden Werthe von m2 sind. Sind jene beiden

Werthe gefunden, so werden sich dann ferner aus (16") die

zugehörigen Werthe der Verhältnisse A : B : C in einfach-

ster Weise ergeben.

Wir steigen nun hinab zu specielleren Untersuchungen, indem

wir der Reihe nach folgende Voraussetzungen eintreten lassen, die

später, theilweise wenigstens, ihre Rechtfertigung finden werden.

I. Voraussetzung. Die ponderahlen Mohriile hohen auf dir linrr-

(jung des Aethers leine directe Einwirkung. Denigeniäss sind die Cwf-

ficienten

VI = h = = 0,

und also nach (12):
* ' ' i

»1 = h = »3 = L
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E Voraussetzung. Zwischen den Coeffìcicntcn /*,,, h.n ,
ä33 ,

hTif

hM . />,.,, (schon von meinem Veder sujntonirfcn) Relationen

staff:

hi + /'ll = C'ai »

A M -f hn = <U J2
.

Jh iiHianäss ha tin gesetzt werden :

h = «, = 3 (ft -f r — «)

,

7<
;fl
= ft, ftr, = 3 (e -f r/ — ft)

,

h i2
= f

,
A ;n
= 3 (a -f ft — c).

Zur Abkürzung may dabei die Bezeichnung eingeführt werden:

(<> + c) «' + (c + a) p + (« + ft) y
2 =

= (a + b + r) — (««2 + + cy*) = ji.

III. Voraussetzung. Die Cocffteicnten ft,, h
2 ,

ft
3 , weiche der bes-

srrn Symmetric willen fortan bezeichnet werden mögen mit

h
{

= a
,

h
2
= b

y
h

x
= c,

timi Inder einander glcichwcrthig. Diese III. Voraussetzung, deren

liwrhtigung gewöhnlich durch Betrachtungen über den im Acthenfie-

dinm vorhandenen Druck deducili wird, erscheint sehr misslich , wie aus

dm weiteren Verlauf meiner Untersuchung hervorgehen wird. Ich

tcmle daher diese Voraussetzung erst ganz zuletzt eintreten lassen. Setzt

man also

so wird ]> vorläufig als variabel (nämlich als abhängig von den liich-

tumjsrosinus a,ß,y), und erst bei späterer Hinzuziehung der -TU. Vor-

aussetzung als constant (nämlich ah glcichwcrthig mit a, b, c) anzur

sehen sein.

Nach (6) und (12) ist

also mit Benutzung der II. Voraussetzung und mit Benutzung der für

/<,, h,, ft3
eingeführten neuen Bezeichnungen:

j, = p + 3 (A + e — f/) «2
-f + fty

2 + 2 (ri— ft— r) «2
.

Hieraus folgt durch Hinzuaddiren der identischen Gleichung

0 = — a -f aa* + «/3
2 + «y2

augenblicklich :

_ p _ a + ( ft + + (C + a) ß- + (« + ft)

M»tlu-inati->chc A mittlen I. 22
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d. i. (vergi, die bei Gelegenheit der II. Voraussetzung eingeführte Be-

zeichnung) :

j, = p _|_ p — a. Ebenso wird offenbar werden:

0?) + — L,

h = P + ?'
—

In Folge der I. und II. Voraussetzung gehen daher die Formeln

(16
!,

' b ' t
) über in:

SuA

1 18») B = *"V ,»

c
Sy

(18
1

*) 0 = «yl -f ßB + yCV

Diese Formeln mögen bezogen gedacht werden auf die eine der beiden

Wellen, auf die Welle W mit der Fortpflanzungsgeschwindigkeit m.

Analoge Formeln können dann hingeschrieben werden für die andere
Welle W mit der Fortpflanzungsgeschwindigkeit in'.

Die Gleichung (18c

) kann, wenn für den Augenblick

p + p — mm = 3f,
V ;

i> -f *7 — m'm' = AT

gesetzt wird, so dargestellt werden:

d. i.

0 = M1 — M [{b + c) a 1 + {c + «) ß* + (« + 6) y'] +
+ [bca* + caß* + aby*].

Hieraus folgt:

(20) M+M' = (b + e) «* + (e + a) + + b) f,

also zufolge der von uns eingeführten Bezeichnung (vergi, die II. Vor-

aussetzung) :

(21) M + M' = p,

oder, wenn man für M , M' deren eigentliche Bedeutungen (19) sub-

stituirt :

(22) 2p + 2p — mm — in in = p,

d. i.

(23) p -j- 2p = mm -f- m'm'.
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Hieraus folgt (durch Subtraction von a, h, c):

V ~f~ V — a — mm — m m — V — a
t

(24) P -\~ V — & ~ MW = Ww' — p — fc,

|) -|- 2> — c — nun = nini — p — c

.

Hierdurch aber gewinnen die Formeln (\R*> r
) folgende Gestalt:

* Sa
IM IM — (/> -f- rt

)

ï'âV) B = -, ,-

,S

?' m m — (/» 4" h)

e ,Sy

° — mm' - (]> + c)

[W) 0 = aA -\- ßB -f- yC*
7

(25*) 0 = -|- , _^-r + /y)
-f ^* _y(/T _|_ c)

•

Die Formeln (25a
) drücken A, B, C durch im' aus; d. h. sie

drücken die Vibrationsrichtung der einen Welle W aus durch die

Fortpflanzungsgeschwindigkeit der andern Welle W. — Zu diesen

Formeln mag noch hinzugefügt werden diejenige, welche aus (25b
)

wenn man daselbst für cc, ß, y die aus (25 n

) entspringenden

Werthe substituirt; sie lautet:

(2.¥) mm (Ä1 + IP + C2
) = (p-f «) ^2 + G* +*) & + 6»+ 0^*5

ihre Unke Seite reducirt sich auf w'w', sobald man unter .4, J?, Gr ge-
radezu die Cosinus der Vibrationsrichtung versteht. Endlich mag
noch hinzugefügt werden die Formel:

(250 0 = AA' + BB' + CC,

welche sich auf Grund unserer I. Voraussetzung unmittelbar ergiebt

aus früheren Betrachtungen (pag. 331).

Bis hierher haben wir nur von der I. und II. Voraus-
setzung Gebrauch gemacht. Ziehen wir nun endlich auch noch

die III. Voraussetzung hinzu, so verwandelt sich die Grösse p in eine

Constante, d. i. in eine dem betrachteten Krystall eigentümliche

Zahl. Die Formeln (25 il
*

c
»
a

- «) enthalten alsdann im Ganzen nur

noch drei dem Krystall zugehörige Constante, nämlich:

V + a, V + P + c,

und repra8entiren, wie man leicht übersieht, die Fresnel'-

schen Gesetze mit voller Genauigkeit, nur mit dem einen

Unterschiede, dass die Polarisationsebene (in Ueberein-
stimmung mit der Theorie meines Vaters) identisch ist mit
der Vibrationsebene.

22*
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§. 3.

Bildung der Differential -Gleichungen.

Das Aetherinediunj, mit dem wir uns beschäftigen, mag vorläufig

enthalten gedacht werden in einem völlig beliebigen Körper, und

versetzt sein in irgend eine oscillatorische Bewegung. Wir be-

trachten neben einander zwei verschiedene Positionen des Mediums,

einerseits die dem Gleichgewicht entsprechende Position II
9

,
und

andererseits diejenige Position Ii , welche vorhanden ist in irgend

einem Zeitaugenblick t jener oscillatorischen Bewegung. Besitzt eine

von der räumlichen Anordnung des Mediums abhängende Grösse bei

der erstem Position den Werth A, so mag ihr Wr

erth bei der letztem

bezeichnet werden mit A -f- DA.

Während der Position 77° habe das Aethertheilchen im von einem

andern Aethertheilchen im, und von irgend einem ponderablen Mole-

eül m die Entfernungen r und v. Die zwischen diesen Massen im. w,

und m , m vorhandenen Potentiale mögen bezeichnet werden

mit: und mit:

(1) mmj (r2) = mm
x
f mm j

(r
2
) = mm f.

Versteht man also unter a, b, c und a, b, c die relativen Coor-

dinateli von Wij und m in Bezug auf m (eine Bezeichnung, der zufolge

et
a2 _|_ ]ß

t _j_ ci = ri Und a
2 + &

2
-f- c

2 = r
2

ist), so werden — jmim, -

a ,

— mm
{

— mm
l

die rechtwinkligen Componenten der von »i

auf Mij ausgeübten Wirkung, und folglich -j-mm^/, -f- ihm,
| £

,

-f- mm s

~- die Componenten derjenigen Wirkung sein, welche umge-

kehrt m
l
ausübt auf m. Aehnliches gilt mit Bezug auf das Potential

im m f.
Setzt man also:

mX 9 = mSmt%+ m Sm

(2) mY 9 = mSn
t % + m S m \{>

mZ9 = imSmi, mSm ^
und versteht man dabei unter S eine über alle zur Umgebung von m
gehörigen Massen im, und m sich ausdehnende Summation, so werden

mX 9
,
mY 9

, mZ 9 die Componenten sämmtlicher Kräfte darstellen,

welche auf m einwirken bei der Position 77°, d. i. zur Zeit des Gleich-

gewichtes.

Für die bei der Position 77 vorhandenen Componenten jm X, m Y,

mZ gelten offenbar analoge Formeln, welche aus den schon hinge-
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stellten Formeln (2) einfach dadurch abgeleitet werden können, dass

man die in jenen Formeln enthaltenen relativen Coordinateli a, b, c,

a, b , c übergehen lässt in

a + Da, b + l)b, c + De, a + Da, b + Db, c + De.

Somit wird z. B.

,„X =,„£,„, (^+/)^) + ^m(à+D^) (

folglich :

miX— X") = im + * m 7>
fa »

und ebenso wird:

w ( r- r «) « m Shu J> [{ +>»Sm D ^,

Nun ist, was die erste dieser Formeln anbelangt:

Da Z'
= /'(r

2
) als eine Function des Quadrates der Entfernung

aufgefasst werden soll, so sind unter f = /"(/ 2
), f" = f" (r2

) die

uach diesem Quadrat genommenen Ableitungen zu verstehen. Ebenso

verhält es sich bei der Function
f
=

f (v
2
). »Somit ergiebt sich aus (4)l

D"/
a
= C>/" -f A auf") Da + 4 Dò + Aacf'.Dc,

D (J = <2f -f 4aaf')Da + 4aM'. Db + 4 «f. De.

Bei Ausführung der Sumraationen S sind zu unterscheiden das

centrale Theilchen m, und andererseits die benachbarten Aether-

theilchen m
t

. Es mögen

//, c. und

die (Koordinaten sein, welche das centrale Theilchen m beiden Posi-

tionen 77° und 77 besitzt. Alsdann werden

x-\-a, ll-\-b, z-\-c, und

x-\-a-\-u(x-\-a, y-j-b, z -\-c)
,
y-{-b-\-v{.t -f-«, y-\-b.z-\-c), etc.

diejenigen Coordinaten sein, welche das Nachbar-Theilchen m, bei

der einen und bei der andern Position besitzt; und gleichzeitig werden

alsdann

* + « > y + b » * + c ,
und

'• + « , ?/ + b
, -f c

die Coordinaten des ponderablen Molecüles m für jene Positionen sein.

Digitized by Google



<

338 C. Neumann.

Denn wir nehmen an
;

dass die pomlerahlen Moleciile während der

oacillatorÌ8chen Bewegung des Aethers keinerlei Verrückungen oder

Bewegungen erleiden.

Die relativen Coordinateli von m
x
und m in Bezug auf m, welche

während der Position Ti" die Werthe hatten

i

I

y )
z
) -

y > -) >

y » *)•

a, I a,

& , und ) b

,

I
c,

nehmen daher hei der Position 11 die Werth« au:

a -\- u (x-\- a
,
y -{-b , z c) — u (x

} y ,
z)

, |
a — « (j-

b -\- v (x+ a ,y-\-b , z -\-c) — v (x ,y ,
z)

f
uud M> — v (x

c +w(x+a ,y+ b ,z+ c) —w(x ,y }
z), (c —

Bezeichnet man daher (in voller Uebereinstimniung mit der der Charak-

teristik D zuertheilten Bedeutung) diese letztern Werthe der relativen

Coordinaten mit a Da , b -j- Db , c -f- De und <x-\-Dn
y

6 -f Db,

c + -De, so wird:

Da = u {x+a
,
y+b , z+ c) — u (x ,y,z) , Da = — ti // , -)

,

etc. etc. etc. etc. etc.,

oder, wenn man nach dem Taylor 'sehen Satze entwickelt, und gleich-

zeitig u , v , w für u {x
f y f

s) j v (x
, y ,

z)
,
w(x

t
y,z) setzt:

^ = a
Tx + 6 ^ + °Tz + T er* + >

==
'

etc. etc. etc. etc. etc.

Führt man zur Abkürzung (mit Bezug auf eine beliebige Function a)

die Bezeichnung ein:

(6)

dea .

j
djo ,

^co , « a £*a> , bb d2 co , cc p*a>

wo alsdann unter jJ die neun Grössen:

a fi

a
>
b, c, y } —> —> bc

>
ca

>
nh

i

bb cc

2 ' 2

und unter w die zugehörigen Ableitungen von co zu verstehen sind,

so wird schliesslich:

D a

(7)

2P P m
,

1«

= 2p p v

2»ï

Da =
Db = — -y

,

De = — w.

(8)

De = Z r

Somit folgt aus (5):

D y~a = 2^ {îë(2ï»/-+ 4a«pH + v (4«&7) /") + tö (4acJ>/*")} ,

D F^ — tt
(
2 f' + 4oaf) — v(4abf) -w(4acf).
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Suromirt man diese Ausdrücke über alle zur Umgebung vou m gehörigen

Massen tu
t
und m, und beachtet man, dass (während einer solchen

Summation S) die dem centralen Theilchen m zugehörigen Grössen u,v,w,

ft , c , ü' beständig ein und dieselben bleiben, so folgt:

=
{
h S m^pf'+laavf")+ v S m^abjif")+ * S»*t (4 a vpf) } ,

= n S m (2 f' + 4 a a f) - t? m (4 afcf") — # m (4 ac f").

Die Differentialgleichungen für eine oscillatorische Bewegung sind

ihrer allgemeinen Form nach bereits früher (nag. 327) aufgestellt.

Substituten wir dort die für mX — mX" , etc. die gefundenen Werthe

(3), so gewinnen jene Gleichungen folgendes Aussehen:

(10) () = (U + 'S + <2!1
,1 vx 1 cy 1

m ai = ;>< 7> ^ + m 5 m i)
.

a + 7 , a
~ »

etc. etc. etc.

also bei Substitution der Werthe (9):

— m S m (2f' + 4aaf") —rtfm (4a6 f") — te S m (4 acf)

^ f

|- = etc. etc. etc.

,
1 d(X— i°)

' 7 da:

Führt man in diesen Gleichungen die Summationen
2J,

wirklich aus,

indem man für j>, «, w? der Reihe nach die ihnen zukommenden
Werthe [vgl. (6), (7)] substituirt, so ergeben sich Formeln von fol-

gender Gestalt:

0 = ^ + ^4.^,
ix 1

1 y 1 c

z

(12)
a<« - " + " + q

'
< X~

'

a?p _ V M V J- 1 ^-*°)
6

;

f*
r -j- r -f- ^ ^- ,

wo unter Î7, V, W diejenigen Glieder verstanden werden sollen,

welche nur gerade Potenzen von a, b, c, a, b, c enthalten, unter
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U'f V, W hingegen die nach Absonderinig dieser noch übrig bleiben

den Glieder. Was die Glieder erster Art anbelangt, so ergiebt sica

aus den Formeln (11) mit grosser Leichtigkeit z. B. für U folgender

Werth :

I ^ Sm
x
(ar+Za>n + (4 aWf )

(13) U =
j
+ ^ £«, {jr-t"+2«**Y")+ »S'««i (4 <r cY') •

I
+ ^ Ä'w.^Y'+änVY") - « ,S'mO?f'+4a*f )

Es mögen die Bezeichnungen eingeführt werden:

m S w't °2 /" = m
?

(14*) * »»5»M, &2 f = ™#2,
w St»i c2 f = m U3 ,

m 2 a 1 /*" = m 2/n , m S >U\ 2 //* c l

f" = in Hr .

(14'') m S w»! 2 6* = m 7/,2 ,
m S w, 2 c* f — m //..,

?

m £ »w, 2 c 1 /"' = m tfM ,
m £ wi, 2 «2 //' /" = m //,, ,

— m # m (2 f + 4 a
?

f
") = m fc, ,

(14e
) — m ^ m (2 f ' + 4 b

2
f") = m £,

,

— w 5 m (2 f ' + 4 c
?
f") = m $s .

Schreiben wir mit Anwendung dieser Bezeichnungen deu Werth von

U (13) von Neuem hin, und fügen wir gleichzeitig die aus der Sym-

metrie leicht erkennbaren Werthe von Kund W hinzu, so haben wir

die Formeln:

u -= (H,, + h,) g + (/f,,

+

m,) + + ^ g

(i5) v = uà, + u,) ^ + + h,) + + //,î
f;;

Aehnliche Formeln werden aus den Gleichungen (11) deducirt werden

können für die Werthe von II', V , W. Während aber die in U,

V , W enthaltenen Coefficienten //, § durch Summen dargestellt sind,

in welchen nur gerade Potenzen von «, b, c, o, fr, c vorkommen
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1

[vergi. (I4vh - f
)|, werden dit* in //', V , W enthaltenen Coefficien-

teii — sie mögen 77', S}' heisseii — die Form besitzen:

m H' = m S i»
t
a" Wer F(/!

) ,

[
lbl

m $y = m S m û« e? $ (r )

,

wo unter den drei Exponenten a, ß, y immer mindestens einer

ungerade ist.

Sollen die Wert he der Coefficienteii II
, >>, 77', ,v>' wirklich berech-

net werden, so wird zurückzugehen sein auf die Position 77°. Denn

die Grössen >*, a, l>, r, v, a, fc, c , von denen die Werthe jener Coeffi-

cieuten abhängen , beziehen sich auf diejenige relative ( truppirung,

welche zwischen den Aethertheilchen , sowie zwischen diesen und den

ponderablen Molecülen stattfindet zur Zeit des Gleichgewichts, d. i.

zur Zeit der Position 77°.

8. 4.

Die in den Differentialgleichungen enthaltenen Coefficienteii 77.

Fortan mag vorausgesetzt werden, dass der Körper, mit dem wir

es zu thun haben, ein zweiundzweigliedriger Krystall ist,

dessen Achsen parallel sind mit dcNcn des Coordinatensystems.

Die Dichtigkeit y des in dem Krystall enthaltenen Aethers wird

jedenfalls anzusehen sein als eine periodische Function der Coor-

dinateli .r, v, die drei Indices dieser Function (d. i. die drei Grössen,

um deren Multipla man .r, //, z anwachsen lassen kann, ohne dass

der Werth von ij dadurch eine Aenderung erleidet) mögen bezeichnet

werden mit £, ,
£
2 , f

(
. Demgemäss w ird der Krystall durch drei auf

einander senkrechte »Systeme von Parallelebenen in einzelne Paralle-

lepipeda von den Dimensionen f,, e
:t
zerlegbar sein, welche wah-

rend der Ruhelage des Aethers unter einander congruent sind, so

dass es z. H. nur einer parallelen Verschiebung eines solchen Parai

-

lelepipcdums bedürfen würde, um dasselbe hinsichtlich seiner Aether-

und ponderablen Massen mit irgend einem andern Parallelepipedum

zur Deckung zu bringen. Auch wird, was ein solches Parallelepipedum

für sich allein anbelangt, die darin vorhandene Massenvertheilung

symmetrisch zu denken sein in Bezug auf die drei Ilalbirungsebenen,

d. i. in Bezug auf drei durch den Mittelpunkt des Parallelepipedums

parallel zu seinen Seitenflächen gelegte Ebenen.

Hieraus folgt, dass die im Vorhergehenden mit H, II', $y
bezeichneten Coefficienteii (14, 16) ebenfalls periodische Functionen

«les Raumes sind, dass sie nämlich für homologe Punkte jener Paral-

lelepipeda gleiche Werthe haben, und dass sie ferner auch innerhalb

ein und desselben Parallelepipedums gleiche Werthe besitzen müssen

in je acht zu den Ilalbirungsebenen symmetrisch gelegenen Punkten.
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An Stelle der periodischen Functionen H, £>, $>' wird es ge-

stattet sein, ihre cons tant en M ittehverthe h, {), h', \) in unsere

Differentialgleichungen zu substituiren, und um so mehr gestattet sein,

je mächtiger die Incompressibilität des Aethers ist gegenüber den

attraetiven oder repulsimi Kräften der ponderabili Molecüle.

Um jene Mittelwerthe zu finden, betrachten wir irgend eines der

zuvor genannten Parallelepipeda, und construireu seine den Ebenen

y: ,
zx, xy parallel laufenden Ualbirungsebenen A, ]>, C. Sind m

und m zwei Aethertlieilchen innerhalb des Parallelepipedums und sym-

metrisch gelegen zur Ebene A, so werden die zur Umgebung von m

gehörigen Aether- und ponderablen Massen w/,,m eine Gruppe bilden,

welche in Bezug auf die Ebene A das genaue Spiegelbild ist von der

jenigen, die gebildet wird von den um tu herumgelagerten Massen /«,_, \\\.

Bildet man daher die Summen

mW = m S >"
{
«" W e* F(r':

) ,

einmal für m
y

das andere Mal für in, so werden in beiden Fällen

dieselben Werthe von b, c, r, b. c, aber entgegengesetzte

Werthe von a, a sich darbieten. Demgemäss werden, falls der Ex-

ponent « ungerade ist, die Werthe von //', für m und m ent-

gegengesetzt, die mit Bezug auf das Parallelepipedum gebildeten

Mittelwerthe von W
}

,v>' also Null sein. — In analoger Weise lässt

sich mit Benutzung der Halbirungsebenen fi, C nachweisen, dass die

genannten Mittelwerthe auch dann Null sind, wenn einer der beiden

andern Exponenten ß, y ungerade ist.

In denjenigen Summen aber, durch welche W, $ definirt sind

(Iß), besitzt unter den Exponenten a, ß, y immer wenigstens einer

einen ungeraden Werth. Daraus folgt, dass sämmtliche Coeffi-

cienten W,$y den Mittelwerth Null haben. Demnach wird

allgemein:

(17) Ii = 0 , V « 0.
«

Und es werden also in den Differentialgleichungen (12)

die Glieder V, V, W verschwinden, sobald man die perio-

dischen Coefficienten in jenen Gleichungen ersetzt durch

ihre constanten Mittelwerthe.

Wir gehen über zur Untersuchung der Coefficienten H (14* •
h
)

und ihrer Mittelwerthe h, indem wir in voller Uebereinstimmuug mit

unserer Hypothese der Incompressibilitiit (pag. 323) annehmen, dass

die Vertheilung des Aethers im Innern des Krystalles nur wenig ver-

schieden ist von einer absolut gleichförmigen Vertheilung.

Es sei m irgend ein Aetbertheilchen innerhalb unseres Krystalles,
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und 0 diejenige um m beschriebene kleine Kugel, welche alle auf m
überhaupt noch einwirkenden Aethertheilchen beherbergt. Bei tier

Wertubestiminuug «1er Coefficienten H, ,s>, 7/', >Y kommt, wie schon

bemerkt wurde (pag. M41), immer nur der Zustand des Gleichge-
wichts in Betracht; doch auch, in diesem Zustande wird die Kugel 0,

weil sie einem Krystalle angehört, in ihrem Innern eine Anordnung

darbieten, welche an verschiedenen Orten von verschiedener Üichtig-

tigkeit und in verschiedenen Richtungen von verschiedenem Intervall

ist. Jedenfalls aber werden die innerhalb O befindlichen Aethertheil-

cbeu durch geeignete kleine Verschiebungen in Gedanken immer in

eine Gruppirung versetzt werden können, bei der jene Unterschiede

des Ortes und der Richtung völlig verschwinden; dieser absolut

gleichförmige Zustand des Inhaltes von 0 mag dem wirklichen
Zustande gegenüber kurzweg bezeichnet werden als der fingirte Zu-

stand. Daneben werden drei Functionen g (x
, y ,

z)
,

i\ (x ,y,z),

l(x ,y ,
z) denkbar sein , welche massgebend sind für jene kleinen Ver-

schiebungen, deren es bedarf, um die in 0 enthaltenen Aethertheilchen

aus dem erstem Zustande in den letztern zu versetzen, d. i. drei Func-

tionen von solcher Beschaffenheit, dass ein bei der wirklichen An-

ordnung mit den Coordinateli x ,y }
z versehenes Aethertheilchen bei

Eintritt jener fingirte n Anordnung die Coordiuaten x -J- £ (x
, y ,

s),

Sind also

x
, y , z und

x -\- a
, y -j-b , z + o

die Coordiuaten des centralen Theilcheus m und irgend eines andern

innerhalb 0 befindlichen Theilcheus wi, zur Zeit des ^v irklichen Zu-

standc8, so werden diese* Coordinaten bei Eintritt des fingirten Zu-

standes übergehen in

und in

x -f- a -f- l (x -\- a
, y -f- b

7
z 4- c) , etc. etc. etc.

Die relativen Coordinaten von m
{

in Bezug auf m, welche während

des ersten Zustandes gleich

a , b , c

waren, werden also bei Eintritt des zweiten Zustandes die Werthe

haben :

a -f £ (•*• -f- « > v + & >
z + 0 — l (

x
> y }

s) j
etc - etc - etc -

Bezeichnet man diese letztern "Werthe mit a
, ß , y , so ergiebt sich,

wenn man nach Potenzen von a,b ,c entwickelt, in erster Annäherung;
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wo 1 , 17 , Ç zur Abkürzung stehen für % (x
, y }

z)
,

rj (x
, // ,

r)
, £ (.r , */ , .?>,

und wo also § , 17 , Ç, ebenso wie ihre Ableitungen
£J

• M ; etc. etc..

Werthe besitzen, die unabhängig sind von a ,b , c
,
folglich constant

sind für sämmtliche mit m in Beziehung gebrachte Nachbartheilchcn

//<,. Führt man, was diese Constanten anbelangt, die Bezeichnungen

ein:

di di ci ï • « ,

Û" ft
' é = ~ ^ > ci = ~ <** »

V, + *
? = 2p ,

0 9
) &— * §?--*. > ^— * > +

so gehen die Relationen (18) über in:

(20) 0 = (1— v) b — v
{
c — v.

t
a

,

y = (1— n) c— ,t, a — n.
t
b .

Nach unserer Vorstellung unterscheidet sich der fingi rte absolut gleich-

förmige Zustand des Inhaltes von 0 nur wenig von seinem wirklich

vorhandenen Zustand. Demnach sind die neun Constanten /1 , v , ff

kleine Grössen, deren Quadrate und Producte (in erster Annäherung)

vernachlässigt werden können. Nun folgt aus (20):

m a = « -f na + pi b +w ,

b = ß -\~ vb + v
{
c -f «V* j

= y + ^ + + x
2
b

)

also, wenn man diese Werthe von a , b , c in denjenigen Ausdruck

substituirt, welcher in der ersten dieser Gleichungen auf der rechten

»Seite sich befindet:

a = « + pia -f «-«ï + + fi 2
r)

+ M0 + v/' + 1V? + ,,*fl)

+ f* 2 (y + + *
t « + *

2 &) >

also, wenn die Quadrate und Producte der fi , v , jt vernachlässigt

werden:
r/ = (l -f-jtl « -f- /x,/3 -f ,"->y ; und ebenso wird:

(21) h = (l + v)ß + viy + v^,
c — {\-\-%)y -\- n

x

a-\- n
2 ß .

Hieraus folgt weiter (wiederum mit Vernachlässigung der höhereu Poten-

zen der fi , v
,
n) :
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(22*) a2 + b2 + c2 = (a3 4- ß
2 + y

2
) + 2<>«2 + t'/3

2 + jry2
)

+ 2 lO, + 3r
2)0y + (jr,H- fi.) y « + 4- *,)«£],

also rait llückblick auf (10):

(22") r2 = p
?

-f- 2(>«» + ?ry2
-f 2fi'0y + 2i/y« -f 2 x'afl),

wo r und p den Abstand zwischen m und t«, bezeichnen zur Zeit des

wirklichen und zur Zeit des fingirten Zustandes. Zur Abkürzung

mag die vorstehende Forniel so geschrieben werden:

(22^) r2 = p
2
-f 2 (>«2

-f r/32
-f ;ry2 + *) ,

wo alsdann s nur ungerade Potenzen von «
, ß , y enthalt.

Ist F(r2
) eine beliebige Function von r-, so ergiebt sich aus (22'i,

wiederum mit Vernachlässigung der zweiten Dimensionen von (i,v,7C,

H', v'
f
7t':

, 03») F(r2
) = F(ç 2

) -f 2 (ji«2
-f v/32 + 3ry2

-f- f) 7«"( p
2
) ,

eine Formel, welche bei Einführung der Bezeichnungen:

F(r2
) = F, F(q2

) = *,
i2f»'*") F'(r2

) = I", 7<"(p 2
)
=

jF
1"^2

) = F", i<"'((> 2) =

die Gestalt annimmt:

(23') F = 0 -\- 2 (ß a2
-\- vß2

-f- jry2 + *) 0'.

Es handelt sich um die Untersuchung der Coefficienten i/(pag.340),

d. i. um die Untersuchung der Summen:

m H
l
— m S w'j « 2

f*

(24) >u ifH = m Sm
l
2a*r t

#m//m = im Sni,2b l c1

f",

wo f , f' stehen für />*), f (>'
2
). Für diese Functionen / ', /"' er-

geben sich aus (2'â*' h
'
r
) die Formeln:

m r = v+2 (j. «' + »/p + *f + ,) 9",

wo die 9 zu den /'in analoger Beziehimg stehen, wie in (23'') dieci» zu den F.

Ferner ergeben sich für die in (24) vorhandenen Ci rossen a2
,

r/',

auf Grund von (21) folgende Ausdrücke:

a2 = (14- 2ß) a2 4- «

,

(26) a* = (1 4- 4 ft) « 4 4-

&V = (14- 2v 4- 2») 0
2
y
2 4- s",

wo f", f'" (ebenso wie das schon vorhin eingeführte s) mit unge-
raden Potenzen von «

, ß , y behaftet, und (ebenfalls wie jenes

f) aus Gliedern zusammengesetzt sind, deren jedes eine der kleinen

Grössen p , v , it
, ft, ,

v,
,

jr,
, f*2 ,

v
2 ,

»
2 , fi', v', Jt' zum Factor hat. —

Substituirt man die Werthe (25), (26) in (24), so ergiebt sich:
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m H
x
= m £»', |(1 + 2 ft) «V + 2 + + «VI ,

(27) m Hu = JS'W|2[(l + 4ft) a'ff 2 (ft«*+ v/J'+ *y»)aV"l ,

'

m 7/M - m 2 1(1 + 2 I» + 2«) /îW+
+ 2 0t«'+ V /F+ */»)/FyV'1.

Denn bei der liier auszuführenden (auf die fingirte, also auf eine ab-

solut gleichförmige Vertheilung sich beziehenden) Summation S
fallen die Grössen £

,
t', t \ f'", wo sie linear vorkommen, deswegen

fort, weil sie mit ungeraden Potenzen von a
, ß } y behaftet sind-,

während sie andererseits, wo sie mit einander inulti plicirt vor-

kommen, ebenfalls fortfallen, weil ein solches Product in Bezug auf

die Grössen p , v , % ,
/i, , etc. von der zweiten Dimension ist.

Wir führen nun, was die Umgebung von m während ihres fingir-

teu Zustandes anbelangt, die Bezeichnungen ein:

Sm
x
o2

<p' =3K,
(28) £w,pV = ly

5
*,

<~1 m *n 3.5.7'Sm
{
o«<p = ~

2 2
- X .

Mit Rücksicht auf die absolute G leichförmigkeit, welche während

jenes fmgirten Zustandes in der Umgebung von in herrsclit, ergeben

sich alsdann [wie später (nag. 356) erläutert werden soll] die Formeln :

(29) Sm^q>" = f x , 5w^W = j *

,

Sm
x
câ<p" = -

4
- x', Sw^V'^t*', ^,«^Vf ={x.

Und zwar repräsentirt die erste dieser Zeilen im Ganzen drei For-

meln, die aus der wirklich aufgeführten durch Vertauschung von a

mit ß und y entstehen. Jn ähnlicher Weise repräsentirt die zweite

Zeile im Ganzen sechs, und die dritte zehn Formeln*). — Durch

*) A üb den Formeln (28) folgt, wie liier beiläufig bemerkt werden mag, dass

K -\- x — 0 wird , Hobnld die Function <p der Bedingung entspricht:

Q*<P +j9 t(
P =- 0 ,

d. i. der Bedingung:
2

(«•) v + j n 9" = o

,

wo zur Abkürzung p
? = rj gesetzt ist. — Ebenso ergiebt sich aus den Formeln (28)

andererseits, dass x -f x' = 0 wird, sobald <p der Bedingung entspricht:

2
(ß) v" + 1 *i ty" = 0 •

Beachtet man nun, das« q>', <p", <p"' die Ableitungen von <p nach ç*, d. i. die Ab-

leitungen von <p nach rj sind, so zeigt sich augenblicklich, dass die Bedingung (ß)
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Anwendung von (29) gewinnen die für die Coefficieuten II erbaltenen

Werthe [21) folgende Gestalt:

IT, = ()^2l
i)K -f @p + v + x)x,

i/u = (3 + 12/0* + (15f* + 3v + 3jr)x'
?

J/.,
t
= (1 + 2t> + 2jt) x + O -f 3v + 3*) x',

(»der (besser geschrieben) folgende:

H
t
= Ä + 2,a (ff + x) + öx,

,30, J/n = 3x + (x + x') + 3dx',

#23 = * + 2(v + x) (x + x') +
wo zur Abkürzung gesetzt ist:

(31) <j = ft + 1/ +
Mit Rücksicht auf die in unseren Bezeichnungen beobachtete Symme-
trie ergeben sich nun aus (30) unmittelbar folgende Formelsysteme:

//, = Ä -f xff -f 2(ff + x)ft.

(32») i/
2
= Ä + xo + 2 (ff + x>,

7/
3
= ff + xo- + 2(Ä + x)sr,

i/n = 3 x 4-3x'<y+ 12(x + x>,
132'') Hn =3x + 3 x'o- + 12 (x + x') v,

I/M= 3x + 3x'tf + 12 (x + x>,

^ = x + xH2(x + *') (* + *),

(32^ = x + x'o- + 2(x + x') (« + u),

J7
|2
= x + x'o- 4- 2(x 4- x

) (ft 4- v)

.

Aus diesen Formeln*) ergeben sich augenblicklich die überraschend

einfachen Relationen:

eine anmittelbare Consequent der Bedingung («) ist, doss also beide Bedingungen

gleichzeitig erfüllt sein würden, falls etwa <p den Werth haben sollte:

(•/.) qp - Cr)

C

9
-\

wo CT

eine willkürliche Constante.

*) Wenden wir unsere Betrachtungen für einen Augenblick an auf den freien

Aether, d. i. auf denjenigen Aether, welcher sich befindet innerhalb eines von

{.onderabler Materie leeren Raumes, und dessen Verthcilung also eine absolut
gleichförmige ist. Bei Betrachtung eines solchen Aethermcdinms wird für die

von uns herbeigezogene fingirte Anordnung am besten die wirkliche Anord-

nung selber zu wählen sein, weil sie den Anforderungen der absoluten Gleichför-

migkeit völlig entspricht. Ist aber die fingirte Anordnung identisch mit der
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(33) H,, + //„ = 6 7/
3I ,

7/,, + 7/„ 0 77,,.

Die liier berechneten Coefficienten 77 beziehen sich individuellen!

das von uns betrachtete Aethertheilchen m\ sie sind nämlich, zufolge

ilirer ursprünglichen Definition (24), .Summen, die sich ausdehnen

über die Umgebung von tu- sie sind daher abhängig von derjenigen

Anordnung, welche der Aether zur Zeit seines (ileichgewiehtes dar-

bietet innerhalb jener Umgebung. Diese Abhängigkeit giebt sich

leicht zu erkennen in den für diese ( 'oefficienten gefundenen Formeln

(:î2 b
» *••). Denn v, x, 6 leiten sich ab aus denjenigen kleinen

Verschiebungen, deren es bedarf, um die Umgebung von m aus ihrem

wirklichen Zustande überzuführen in einen fingirten absolut gleich-

förmigen Zustand; und K, x, x' sind bestimmt durch die Natur

dieses letztern Zustande*, d. i. durch die bei demselben vorhandene

Dichtigkeit. Bezeichnet man letztere mit î>, so sind K, x, x lediglieli

Functionen von &.

Um auf die Bedeutung von fi, v, x, a, K, x, x näher einzu-

gehen, denken wir uns innerhalb der Umgebung von m eine kleine,

in sich geschlossene Fläche abgegrenzt, welche während des wirk-

lichen und während des fingirten Zustandes von verschiedener (iestalt

wirklichen, so situi \i = v = n~ a =--<). In diesem Fülle verwandeln sich abo

die Formeln (32) in:
*

//, » Jlj = 773 = K,

(«) //,, = lln = 7f3J = 3x ,

7/M = ^'.11 — Hi2 = *•

Olfenbar sind nun die CoefHeienten 11 des freien Aethers identisch mil ihren

Mittelwerten A; «lie Gleichungen («) können also auch so geschrieben werden:

= —
• = K,

''23 = '»31 = ''12 = * •

Diese Werthe der h entsprechen der II. uud III. Voraussetzung tpag. 333 j. Pio

I. Voraussetzung ht ebenfalls erfüllt, weil ponderable Materie g;ir nicht vorhan-

den ist. Bedient man sich nun der bei (Gelegenheit jener Voraussetzungen einge-

führten Bezeichnungen, so verwandeln sich die Formeln (ß) in:

(I = b^, c = x .

Bildet man daher mit Bezug auf den freien Aether die Gleichung für die Fori

pllanzungsgeechwindigkeit )» (pag. 335), so ergiebt sich:

o .
fi*

i r
2

1 1
-(Ä + x) ' ™<-

vA + x) m< -.A-f x;
'

d. i.

(
f ) w* ^ A + x
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sein wird, und welche im erstem Zustande mit S, im letztern mit ü
l>ezeichnet werden mag. Die innerhalb dieser Fläche enthaltene Aether-

masse M ist ausdrückbar durch das über S ausgedehnte Integral:

(34) M = fffqdadbdc,

andererseits aber auch ausdrückbar durch das über E ausgedehnte

Integral :

(35) M = JfJ » da dß dy
7

vorausgesetzt, dass man unter q und # die Dichtigkeiten des Aethers

zur Zeit des wirklichen und zur Zeit des fingirten Zustande* versteht.

Durch Transformation verwandelt sich das letztere Integral in

(35») M =
fj'f #7 da db dr,

wo V die Functionaldeterminante von a, ß, y nach a , b
1
c ist, und

wo nunmehr die Integration nicht mehr über 2J, sondern [ebenso wie

in (34)] über S ausgedehnt ist. Beachtet man, dass die Fluche S, 2J

beliebig klein sein kann, so folgt aus (34) und (3;V) augenblicklich:

q = W,
oder, wenn man den Werth der Determinante V aus (20) berechnet,

und die höheren Dimensionen von ii,v, Jt,fin wiederum ver-

nachlässigt :

</ = &({— u — v — 71),

d. i. nach (31):

q = &(\ — o)
f
oder:

Da ö (ebenso wie /*, v, ar) eine der Umgebung von m zugehörige

Constante ist (vergi, pag. 344), und da & die Dichtigkeit dieser

Umgebung nach Eintritt des fingirten absolut gleichförmigen
Zustandes repriisentirt , also ebenfalls constant ist, so folgt aus (3G),

dass auch q constant ist. Der in unseren Rechnungen eingehaltene

niedrige Grad der Annäherung bringt also mit sich, dass die Dichtig-

keit des Aethers während seines wirklichen Zustandes in der Umge-

bung von m (d. i. innerhalb der Wirkungssphäre von m) als con-

stant betrachtet wird.

Aus den Formeln (2211 ') ergiebt sich, dass diejenigen Acther-

theilchen, welche zur Zeit des wirklichen Zustandes auf einer um m
beschriebenen Kugelfläche

(37*) «2 + ir -f-c' = Const,

liegen , nach Herbeiführung des fingirten Zustandes auf einer Ellipsoid-

fläche sich befinden werden, die dargestellt ist durch die Gleichung:

(37")
(l + 2fA) "

2 + (l + 2l,) ß* + (l + 2n) f' +
-f- ßy -f- Av'ya -f- Ait'aß = Const.

Mathematische Annaleu 1 . 2.1

(30)



350 C. NkI'MA VN.

Daraus folgt, dass die Umgebung des Theilchens m aus ihrem

wirklichen Zustande in jenen fingirtcn Zustand übergehen wird durch

drei auf einander senkrechte Dilatationen (resi». Contractionen) , die

ihrer Grösse und Richtung nach charakterisirt sind durch die dieser

Umgebung zugehörigen Constanten v, n, n' t
v, ri.

Was also die für die Coefficienten 11 gefundenen Wer-
the (32»' l, c

)
anbelangt, so sind v, n, <s abhängig von

denjenigen Dilatationen, deren es bedarf, um die Umge-
bung von m aus ihrem wirklichen Zustande überzuführen

in jenen fingirtcn absolut gleichförmigen Zustand; wah-

rend andererseits K
y
x, x Functionen derjenigen Dichtig-

keit & sind, w eiche nach Eintritt letzteren Z us tan des statt-

findet.

Der tìngirte Zustand, in welchen die Umgebung von im versetzt

werden sollte, ist bisher nicht vollständig bestimmt worden. Er

sollte ein absolut gleichförmiger sein. Zu seiner vollständigen.

Bestimmung ist noch erforderlich die Angabe der Dichtigkeit, welche

dieser absolut gleichförmige Zustand besitzen soll , d. i. die Angnbe

der Dichtigkeit &. Offenbar darf sich diese Dichtigkeit nicht gar zu

weit entfernen von derjenigen Dichtigkeit q, welche im wirklichen

Zustande vorhanden ist; innerhalb des so bestimmten Spielraumes aber

darf & willkürlich gewählt werden. Vorzugsweise sind es zwei

Methoden, welche in diesem Gebiete der Willkür als besonders zweck-

mässig hervortreten.

I. Die Methode der normalen Dichtigkeit. — Man nimmt für die

Dichtigkeit # des fingirtcn Zustandes, an welcher Stelle des Krystalls

das betrachtete Aethertheilchen ut sich auch befinden mag, immer

ein und denselben Werth, einen gewissen Normal wert h , wel-

cher etwa gleich ist dem Mittelwerthe der Aetherdichtigkeit tj inner-

halb des ganzen Krystalles. Alsdann werden Ä\ x, x (als nur abhängig

von d) Constante sein, nämlich für alle Stellen des Krystalles ein

und dieselben Werthe besitzen.

IL Die Methode der localen Dichtigkeit. Man nimmt an jeder

Stelle des Krystalls tur # denjenigen Werth, welchen die Aetherdich-

tigkeit an dieser Stelle bereits besitzt während des wirklichen Zu-

standes, d. i. den an dieser Stelle vorhandenen Werth von q. Als-

dann werden K, x, x von einer Stelle des Krystalls zur andern ver-

schiedene Werthe besitzen, nämlich Functionen von q sein. Und

gleichzeitig wird alsdann die Summe ö = fi -(- v -f- it Null werden,

wie solches mit Rückblick auf (36) aus der Identih'cirung von # und

q unmittelbar folgt.

Die erste Methode erscheint weniger gut als die zweite. Denn
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unsere Rechnungen sind um so genauer, je weniger der wirkliche Zu-

stand der Umgebung irgend eines Theilchens von dem fiugirten Zu-

stande derselben differirt; und diese Differenz ist offenbar bei der

Methode der normalen Dichtigkeit grösser als bei der Methode der

localeu Dichtigkeit.

§• 5.

Die Mittelwerthe /* der Coefficicnteii H.

Wir liaben früher (pag. 332) drei Voraussetzungen eintreten las-

sen, deren Berechtigung jetzt näher untersucht werden soll.

Die I. Voraussetzung bestand darin, dass die directe Einwir-

kung der ponderabeln Molecule auf die Aethertheilchen Null ist. Dass

diese Voraussetzung unseren Grundvorstellungen durchaus entspricht,

übersieht mau sofort; denn jene Wirkung wird als Null zu betrachten

sein, sobald die Excursionen w, r, w der einzelnen Aethertheilchen

so klein gedacht werden, dass jene Kräfte im Gebiete einer solchen

Kxcursion als constant angesehen werden können.

Die II. Voraussetzung- drückte sich aus durch die Gleichungen:

hri -f- h.n = 6h Tt ,

(1) **, + /<n= G/#3I ,

/*,, -f //,., = (i//,.
2

.

Nun haben wir aber gefunden (pag. 348), dass zwischen den Cocffi-

cienten // an jeder beliebigen Stelle des Kryslalles die Relationen

obwalten :

.2) H,, + Hn = 0/f
31 ,

U
xx + Hri

= G//,,.

Und hieraus ergeben sich jene die Mittelwerthe der H betreffende

(ileichuugeu (1) als eine ebenso unmittelbare wie nothwendige Con-

sequenz.

Es bleibt also nur noch übrig die III. Voraussetzung, welche

sieh ausdrückte durch die Gleichungen:

i.'V) //, = h 2
= //.,.

Nun haben wir gefunden (pag. 347):

H
{

= K + xa + 2(K + x)fi,

(4) //, = K + xa + 2(K + x)v

,

Hz = K + xa + 2(K + x)n.

Hieraus ergeben sich, wenn man die Methode der normalen Dichtig-

keit (pag. 350) in Anwendung bringt, die Grössen K, x, x also als

23*
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Constante betrachtet, für die Mittelwerthe /<,, h.if h 3
folgende

Werthe:

Ä, = K+ xa + 2(A' + x) jT,

(5) Ä, = Ä + xo7 + 2(K +x) »,

A a
= K+ xa + 2(JST + x)*,

wo <J, ft, v, st die Mittelwerthe von 0*, ft, v, jt vorstellen sollen.

Jene III. Voraussetzung /#, = = h3
würde also verlangen, dass

(6) f*
= v = jt

ist. Alsdann aber würde, wie aus den für die H gefundenen Wer-

then (pag. 347) sofort erhellt, nicht nur h
i

= h
7
= A.

} , sondern auch

/»,, = h2i = 7j 33 und //.
J3
= /*.,, = A

12
werden. Soll also die III. Vor-

aussetzung aufrecht erhalten werden, so wird die hier benutzte Me-

thode der normalen Dichtigkeit anzusehen sein als ein zu grobes, den

krystallinisehen Charakter völlig auslöschendes Verfahren, folglich zu

verwerfen sein.

Demgemäss gehen wir über zur Methode der localen Dichtigkeit.

Vermittelst dieser ergiebt sich aus (4):

= # + xa + 2(A + x)/i,

(7) h, = K + Va + 2(K+x)v,

Äj = Ä + xff + 2(k~+xjn
f

wo wiederum die Mittelwerthe durch horizontale Striche angedeutet

sind, wo also z.B. xa den Mittelwerth des Productes xa, ebenso

(K -f- x)fi den Mittelwerth des Productes (K -j- x)/t vorstellt. Soll

daher die III. Voraussetzung A, = = A3
mit unseren Formeln in

Einklang sein, so muss

(8) (Ä+"*)7* = (Ä +"*") 'li
.
= Çk + ~*) *

sein.

Allerdings scheint ein Widerspruch zwischen diesen
Relationen (8) und unseren Grund Vorstellungen nicht statt*

zufinden. Aber das ist nicht genug. Die hier entwickelte
Theorie würde vielmehr erst dann eine völlig befriedi-

gende sein, wenn sich nachweisen liesse, dass die Rela-
tionen (8), die Repräsentanten der III. Voraussetzung, eine

unmittelbare Consequenz jener Grund Vorstellungen sind.

Ob ein solcher Nachweis möglich ist, darüber habe ich bis jetzt kein

bestimmtes Urtheil. Jedenfalls ist es mir bisher, trotz mancher Be-

mühung, nicht gelungen, denselben zu führen. Und die mehrfach

verbreitete Ansicht, dass ein solcher Nachweis sich führen liesse durch

Betrachtung der im Innern des Aethers vorhandenen Druckkräfte,
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scheint mir einer strengen Kritik gegenüber nicht Stand halten zu

können.

Die in (8) enthaltene Grösse Ä -f- x ist, da wir die Methode der

localen Dichtigkeit eingeschlagen haben, eine Function der localen

Dichtigkeit q, nämlich angehörig einem fingirten Aethermedium, wel-

ches in absolut gleichförmiger Weise mit jener Dichtigkeit q im

Räume vertheilt ist. Man könnte zur Erklärung der Relationen (8)

die Conjectur machen, dass diese Function K -f- x Null ware für jeden

beliebigen Werth von q. Eine solche Conjectur ist aber unstatthaft.

Denn wäre /? -f- x für jedes q gleich Null, so würde die Function

x -f- x' ebenfalls für jedes q Null sein (wie solches im nächsten Para-

graph dargelegt werden soll); und demgemäss würde alsdann (wie

aus den Werthen der H (pag. 347) augenblicklich folgt) nicht nur

A, = A2
= Ä3 , sondern auch h

yi
= Ä22

= k 33 und /*„ == h
3{
= 7t

J2

werden.

Noch in anderer Art lässt sich nachweisen, dass die von q ab-

hängende Function K + x nicht für jedes q Null sein kann. Es ist

nämlich unmöglich, dass sie verschwindet für diejenige Dichtigkeit

q, welche im freien Aether vorhanden ist, weil sonst (vergi, die

Note auf pag. 347) die Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Lichtes im

freien Aether den Werth Null erhalten würde.

§• 6.

Betrachtung eines absolut gleichförmig Vertheilten

Aethermediums.

Der Zweck dieses Paragraphen besteht lediglich darin, den nach-

träglichen Beweis zu liefern für einige früher gemachte Behaup-

tungen.

In einem absolut gleichförmig vertheilten Aethermedium seien m
und »i, irgend zwei Theilchen mit der Entfernung ç und mit den

relativen Coordinaten a, ß, y. Ferner sei <2> eine beliebige Function

von q
7

, welche verschwindet, sobald ihr Argument q* eine gewisse

Grösse überschreitet.

Wir denken uns durch m eine gerade Linie gelegt, und zwar in

solcher Richtung, dass ihre Richtungscosinus proportional sind mit

drei gegebenen Constanten A, B, C. Auf diese Linie denken

wir uns die Entfernung p senkrecht projicirt. Für die so erhaltene

Projection â crgiebt sich dann die Formel:

v ;

Va* + n i + c»

Aus dieser folgt:
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4

(2) (A 1 + ir- -f CO" = (^« + + W,
wo m eine beliebig gewühlte ganze Zahl sein mag. Aus (2) ergiebt

sich durch Multiplication mit ro, & und durch Summation über alle

zur Umgebung von m gehörige Theilchen w, :

(3) (4* + JßP + C2
)" SntiV* = Sta, (Aa + 2^/5 + Cy)**0.

Entwickelt man linker Hand die Potenz (A 2
-\- -\- Cl

)

n
, und ebenso

rechter Hand den Ausdruck (Aa -J- Bß -{- C/f" nach dem polynomi-

schen Satz, und beachtet man dabei, dass auf der rechten Seite die-

jenigen Glieder verschwinden, welche mit ungeraden Potenzen von

a, ß y y behaftet sind, so erhalt man:

(4) l~ np-nq.nr-) '
ÄM»' *MZVfl2ji^-7Br-' Ä,l

'
Ä

* y *]'

wo 77o = 1 und /7n= 1.2.3 ... n ist, und wo die Summation 2 aus.

gedehnt zu denken ist über alle diejenigen Systeme positiver ganzer

Zahlen p, q, r, für welche

(5) p + q + r = h

ist. Da -4,2*, C beliebig gegebene, d. i. beliebig gewählte Con-

stante sind, so müssen iu der Formel (4) die links und rechts mit

dem Product Äip
JfH (f

r
behafteten Glieder einander gleich sein; somit

folgt:

Noch mag bemerkt werden , dass zufolge der vorausgesetzten alw>o-

luten Gleichförmigkeit des Aethermediums die Gleichungen stattfinden

werden :

(7) Sm
x
d**0 = Sm

x

«*" O = 6'w, ß
2n 0 = Sm, y

tn
<P

.

Nun ist, um eine Betrachtung von anderer Seite her einzuschla-

gen:

(S)
Q

1 = «' + ß
2 + y\

K } m
x

q**& = w, (a2 -f- /3
2 + y'O 0,

mithin auch:

(9) S m», o
s" 0 = (rc

2
-f /3

2 + y
2)" 0,

oder, wenn nach dem polynomischen Satz entwickelt wird:

(10) Sm,Q*«* - 2'
(,,,-„ nr

S», «*/*,*•) ,

wo die Summation [ebenso wie in (4)] über alle diejenigen Systeme

positiver ganzer Zahlen }) , q, r ausgedehnt ist , welche der Bedingung

(ö) entsprechen. — Substituirt man in (10) für $m, a-Pß2,iyir 0 den

durch (6) dargebotenen Werth , so ergiebt sich mit Rücksicht auf (7) :

x o (v./ n*n mjj.mq.mr\) 0
(11') òro, p-" 0 =

j
2? ^JTnvTlV /wiT 'J I

• oro,a2"0,
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(1. i.

(ll
b
)

Sm
t

Q*» 4> = N. S;/*, a2» <P
,

wo N die aus (ll a
) ersichtliche Bedeutung besitzt, mithin eine allein

von n abhängende Zahl repräsentirt. — Uni den Werth dieser

Zahl N zu ermitteln, braucht man nur zu beachten, dass die hier

angestellten Betrachtungen Schritt für Schritt auch dami gültig sein

müssen, wenn man statt der Summationen über discrete Punkte Integra-

tionen nimmt, die sich ausdehnen über eine um m beschriebene Kugel

von beliebig gegebenem Radius. Der Einfachheit willen mag dieser

Radius = 1 , und die Function <P ebenfalls = 1 gewählt werden. Setet

man also:

a = p cos & = Qp f

ß = Q sin # cos <jp = p Y 1 — p* cos q>,

y = p sin % sin <jp = p j/1 — p
l sin <p,

und nimmt man an Stelle von w/, das Ilaumelement :

p
2 <Iq dp d<p,

so wird man in ganz derselben Weise, wie man zur Formel (lt a ' b
)

gelangte, auch gelangen zu folgender Formel:

'

:

12
) III 9

2n
Q' <lQ <¥ <t<P = III («0*" Q

2
<*Q* <f<P >

wo die Zahl N identisch ist mit der in (ll a>b) enthaltenen Zahl N,

.und wo die Integrationen nach p, p, <p die Grenzen besitzen:

Grenzen für p : 0 1
,

Grenzen für p : — 1 + 1
>

Grenzen für <p: 0 .... . 2n.

Führt man zunächst die Integrationen nach p und <p aus, so ergiebt

sich:

V da = 2n N
)

1

p^ilp

d. i.

4?r 4» . AT

2« + 3
"~ (2»r+ 3) (2n + 1)

'

Somit folgt:

(13) N = 2n + 1.

Die Formel (II'- 1

') geht also über in:

! 14) #>"i
Q*"fp = (2/1 -f 1)

«*"

Setzt man also zur augenblicklichen Abkürzung:

SniiQ*»® = r,

*o folgt aus (14) und (7):
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Sodann folgt weiter mit Rücksicht auf (6)

(io) ow,a p y i —
np Uq llr n2n 2,1 + 1'

Diese letztere Formel kann , weil nach (5) /> -f </ -|- r= m , mithin

Tin 2" Tin 2.4_. .2w

Tip. Tlq. Uv ~~
2>' Tlp.V Tlq.ï Tlr~

~~
(2.4..2^) (ï.4..2î) (2.4..2n

ist, auch so geschrieben werden:

(16*) Sm^W= '--"^"/.'ì'.TS -1" * "'— *.+ .

'

Aus diesen Formeln (15*• ,,
• e • ,,

) ergiebt sich aber unmit-

telbar die Richtigkeit der früher (pag. 346) in Bezug auf

die Grössen K, x, x gemachten Behauptungen.

Wir denken uns, um zu einer ganz andern Betrachtung überzu-

gehen, ein und dasselbe Aethermedium successive in zwei verschiede-

nen Zuständen. Bei beiden mag die Anordnung eine absolut gleich-

förmige sein; während aber bei der einen die Dichtigkeit = 9 ist,

mag sie bei der andern einen von # unendlich wenig verschiede-

nen Werth besitzen, nämlich = # -|- <lfr sein.

Mit Bezug auf die Anordnung (&) mögen die Summen K, x, x'

(pag. 346) gebildet gedacht werden:

St^a'tp = K,

(16) Sm^f = } x, Smi a*p<p" = { x,

= x Äw,«W = I x'y 5/w,«^VV"= {*'•

Die analogen Summen mit Rücksicht auf die Anordnung (9 +
mögen bezeichnet werden mit K -+- dK, x -f- dx, x -f- dx'.

Denken wir uns für diese zweite Anordnung die Coefticienten ü
berechnet, so ergiebt sich aus der Definition dieser Coefftcienten

(pag. 340) augenblicklich:

H
x
= H

2
= H.

A
= K + dK,

(17) //„= H22 = H
3:i
=Z(x+dx),

An Stelle der früheren Anordnungen (q) und (#) werden nämlich hier

in Betracht gezogen die Anordnungen (# -f d&) und (&). Substituirt

man die Werthe (17) in die zwischen den H und K, x, x immer statt-

findenden Relationen (pag. 347), so ergiebt sich, dass im vorliegen-

den Falle (i = v = it, folglich jtt = v = n = "
ist. Gleichzeitig ver-

wandeln sich jene Relationen in
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K + dK = K+H6 + l(K + x)0
r

(18) 3(x + rfx) = 3x + 3x'cf + 4(x+x>,
x -f d* — x -j- *'<* ~h 3 (* + •

Die dritte dieser Formeln ist identisch rait der zweiten. Die beiden

ersten aber lassen sich einfacher so schreiben:

lIK _ E2L±JL» „,

Nun ist (vergi, pag. 349) im Allgemeinen ^ = & (1 — ö), folglich im

hier betrachteten Falle:

fr-f rffr «= #(1 —
mithin

= _ #(j,

(1. i.

(20) a = - ^ .

Aus (19) und (20) folgt sofort:

(IK = -
d >

rfx =
3
— -j,

und hieraus durch Addition:

,22) «?(* + «) + + '<» + »> <£.

Aus dieser Formel aber folgt sofort, dass wenn K -f- x für jeden
Werth von d Null ist, Gleiches auch von x -f- x' gelten muss*).

Hiermit ist die Richtigkeit einer früher gemachten
Behauptung (pag. 353) erwiesen.

§. 7.

Zusammenfassung des Resultates der Untersuchung.

Geht man von den zu Anfang dieses Aufsatzes (pag. 325) genann-

tem Hypothesen aus, und nimmt man ausserdem an, dass die ponde-

rablen Molecüle eines Körpers keine directe Einwirkung haben auf

die Aethervibrationen in seinem Innern, so gelangt man für die Be-

wegung ebener Aetherwellen in einem zwei und zweigliedrigen Kry-

*) Mit dem liier erhaltenen Hesultat steht völlig in Einklang eine früher ge-

machte Bemerkung (Note auf pag. 346), nämlich die Bemerkung, dass K -|- x

«Vöhl, als auch x -|- x' für jeden Werth von & verschwinden würden, sobald

das Potential zweior Aethertheilchen auf einander umgekehrt proportional ware
mit der dritten Potenz ihrer Entfernung.
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stall, ohne Zuziehung irgend einer weiteren Voraussetzung,
zu folgenden Ergebnissen:

T. Sind et, ß, y die Cosinus derjenigen Winkel, unter welchen

die Normale der Welle yeyen die Krystailachsen geneigt ist, so bestimmt

sich die Fortpflanzungsgeschwindigkeit m der Welle durch die für nr

quadratische Gleichung:

«*
, . ß\ _ I

y'

wim — (/> -f a) ' mm — (/> + h) ' mm — (/< -f c)

wo ï> die Bedetdnng hat:

p = a et
2

-f- bß"1 -j- cy 1

,

und wo a, b, c und d, b, e sechs dem Krystall eigenthümliehe Con-

stante sind. — Demgemäss existiren für jede gegebene Richtung a,ß,y
nur zwei Wellen, deren Fortpflanzungsgeschwindigkeiten die beiden

Wurzeln jener quadratischen Gleichung sind.

II. Bezeichnet man die Fortpflanzungsgesehwindigleitm der beiden

Wellen mit m und m', ferner die Cosinus ihrer Vibrationsrichtungen

mit A, B, C und A', B', C, so gelten die Formeln:

A. B. C m
-

m'__ ^,_j_<0 ' m 'm
'— [p-\-bj ' mm'— \]>-{-c)

A'' B- (T = n
•

ß
•

y

m m — (f) + a) ' m m —{]>-{- h) »' m — -

(p -f- c;

und ferner die Formeln:

0 = cìA + ßB + yC,

0 = a A' + ßlf + yC,

0 = A A' + BB' + CC,

welche zeigen, dass die beiden Wellen genau transversal, und dass

ihre Vibrationsriehtungen genau senkrecht auf einander sind.

Diese Resultate würden identisch sein mit den Fresnel'schen

Gesetzen (die Vibrationsrichtung im Sinne meines Vaters

genominen), sobald sich nachweisen liesse, dass die Constanten

a, b
}

e einander gleich sind; denn alsdann würde der Ausdruck

p = a a* -f- b ß
7

-f- v y-

gleich sein dem gemeinschaftlichen Werthe jeuer drei Constanteii,

also ebenfalls eine Constante sein.

Dass aber die Constanten a, b, c einander gleich sind, scheint,

wenn auch nicht im Widerspruch mit den genannten Hypothesen, so

doch wenigstens keine nothwendigè Consequenz derselben zu sein.

Es dürfte noch zu bemerken sein, dass die erhaltenen Resultate

Aehnlichkeit besitzen mit den Resultaten einer Untersuchung von de

Saint-Venant (C. R. LVII. pag. 387; Ber. d. Berliner Pysikal. Ges.

XIX. pag. 145). September 18G8.
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Ueber biternäre Formen mit contragredienteii Variabelii.

Von A. Cleuscii und 1\ Gordan.

—

§. 1.

Charakter der Aufgabe. Symbolische Darstellungen.

Die Formen, von welchen hier die Rede sein soll, drücken,

gleich Null gesetzt, eine in der Ebene stattfindende Beziehung zwi-

schen den Coordinateu eines Punktes und einer Geraden aus. Solche

Formen, wo sie in der Theorie der Curven secuudiir auftreten, führen

den Namen von Zwischenformen oder Concom itanten. Aber ein genaue-

rer Einblick in die Theorie der tertiären algebraischen Formen lehrt,

dass gewisse allgemeine Eigenschaften erst dann vollständig erkannt

werden können, wenn man eine Form von der Gestalt einer Zwischen-

form zur Grundform wählt. Die gegenwärtige Untersuchung soll

fur das von solchen Formen entspringende Formensystem gewisse Ge-

sichtspunkte allgemeiner Natur aufstellen, welche sodann auf Formen,

deren Grad in beiden Arten von Variabein der erste ist, angewendet

und geometrisch gedeutet werden, was denn unter anderm auf die;

bekannten Eigenschaften e.ollinearer ebener Systeme führt.

Bezeichnet man durch x
x , x.

2 ,
x.A Punktcoordinaten, durch u

2 ,
/r,

Liniencoordinateu , ferner durch «,, «.,, «
3

symbolische Cocfficienten,

welche den ersten, durch a lt <i
2 ,

a.
ò

solche, welche den zweiten cogre-

Jient sind; setzen wir ferner, wie im Folgenden ähnlich immer ge-

schehen soll:

ax = a
x

x
x -f- a..x.

2 + ^ 3
^
3 ,

so kann man die allgemeinste Grundform der angegebenen Art durch

I — <l u
• .r a

darstellen; wobei also der Coefficient eines Products von t< und x sy tu-

teliseli durch das entsprechende Product der a und « ersetzt ist , mul-

tiplicirt mit einem Polynomialcocfficienten. Statt der symbolischen

l'oefHeienten a wird es erlaubt sein, auch gelegentlich b, c u. s. w.,

statt, der « auch ß, y u. s. w. zu benutzen.
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Aus der Function f entsteht ein System algebraischer Formen, unter

denen sich Invarianten , Covarianten
,
zugehörige Formen befinden , wel-

che aber im Allgemeinen den Charakter von Zwischenformen besitzen.

Auf dem Wege, welcher im 59ten Bd. des Crelleschen Journ., p. 1 folg.

eingeschlagen ist, zeigt sich, dass alle Formen des Systems auf sym-

bolische Producte von Determinanten und von linearen Ausdrücken

zurückführbar sind. Die erstem müssen je drei Reihen cogredienter

Grossen enthalten; also entweder Grössen t« mit symbolischen Coefficien-

ten a,b, oder Grössen x mit symbolischen Coefficienten a, ß, ... .

Die andern enthalten zwei Reihen von contragredienten Variabein;

also eine Reihe von u, a, b, . . . und eine Reihe von x, a, ß, ... .

Die symbolischen Producte also, in welche jede dem Formenkreise von
/' angehörige Gestalt sich zerlegen lässt, haben in ihren Factoren fol-

gende Typen, in welchen der Kürze wegen (a , b, c) für die Deter-

minante E+ a
x
b
2
f
3
gesetzt ist u. s. w. :

j 1) Wh) , 2) {abc), 3) (aßx)
, 4) (aßy)

5) «x , 6) ua ,7) ax , 8) a„ .

Unter diesen ist der 5,c eine selbstständige Form, die bei contra-

gredienten Variabeln auftretende evidente Zwischenform ux . Die übri-

gen sind rein symbolische Factoren.

Eine in dem Formenkreise von f enthaltene Gestalt sei in den

Coefficienten von /"von der hlen Ordnung, in den .r vom p
ien Grade,

in den u von der vten Classe. Die Summe y. -f- v von Grad und
Classe soll als Rang bezeichnet werden.

Operationen zur Formenbildnng. Gruppen des Formensystems.

Denken wir uns das ganze aus f entspringende Formensystem

nach der Ordnung eingetheilt, so entsteht zunächst folgende Frage:

Wie kann man die verschiedenen Formen (/< -|- l) ,cr Ord-
nung aus den Formen hlcr Ordnung sich abgeleitet denken?

Um die Sache völlig zu fixiren, denken wir uns jede Form nicht

nur in ihrem Ausdruck in Coefficienten und Variabein gegeben , son-

dern auch unter ihren symbolischen Darstellungen, welche in mannig-

fachster Weise möglich sind, eine bestimmte festgehalten. Betrachten

wir also zunächst eine Form (h -\- l) ,er Ordnung als ein solches völlig

gegebenes symbolisches Product von Determinanten und linearen Fac-

toren. Unter den verschiedenen symbolischen Buchstabenpaaren grei-

fen wir ein beliebiges, etwa a, a, heraus. Soweit die Buchstaben

dieses Paares in unserer Form in den Typen ua ,
aX} aa auftreten, las-

sen wir diese Factoren aus. Soweit sie in Verbindungen wie
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(1) (ab«), (abc), (a/Is), («M
auftreten, setzen wir für sie die entsprechenden Ausdrücke

(2) bx ,
(übe)

, uß ,
(xßy).

Durch diese Operationen geht die Form (h -f- l) le
' Ordnung in

eine Form h**r Ordnung über. Aus dieser Form h ttT Ordnung kann

man umgekehrt die Form (h -\- 1)
,rr Ordnung entstehen lassen, indem

man in der erstem an Stelle der Factoren (2) wieder die Factoren (1)

eintreten lässt, auf diese Weise die neuen symbolischen Buchstaben

a,a einführt, und die Factoren ua ,
ax ,

aa in entsprechenden Poten-

zen ergänzt.

Man bemerkt , dass sowohl die eine als die andere dieser Opera-

tionen, indem man andere Buchstabenpaare a , a
;
b, ß n. s. w. benutzt,

auf die mannigfaltigste Weise ausgeführt werden kann. Aber das

Wesentlichste ist, dass man erkennt, wie aus den Formen h l *r Ord-

nung, diese als gegeben betrachtet, alle Formen (// -f- l)'
cr Ordnung

durch eine gewisse Anzahl symbolischer Operationen abgeleitet werden

können. Diese Operationen sind folgende:

1) Es werden einige von den Factoren bx , ex u. s. w. , welche in

dem symbolischen Ausdruck der Form /*
ler Ordnung vorkommen, in

(abu), (aeu) u. s. w. verwandelt, wo Buchstaben sind, welche in

dem gegebenen symbolischen Ausdrucke nicht vorkommen. Die An-

zahl dieser Factoren sei »w,.

2) Es werden einige Factoren (übe)
,
(mìe) u. s. w. in (abe), (ade)

u. s. w. verwandelt. " Die Anzahl dieser Factoren sei m.v
3) Es werden einige Factoren u*

f
«y ... in (ctßx)

,
(ayx) u. s. w.

verwandelt. Die Anzahl dieser Factoren sei ms
.

4) Es werden einige Factoren (zßy)
,
(xds) u. s. w. in (aßy),

(aòi) ... verwandelt. Die Anzahl dieser Factoren sei.)«
4

.

Wenn wir, von einer Form hier Ordnung ausgehend, die Zahlen

»i, , m 2 ,
w*3 , mA auf eine bestimmte Weise gewählt haben, so ist es

zwar noch möglich, auf sehr mannigfache Weise Formen (h -j- l) ,,,f

Ordnung abzuleiten, indem man die vier genannten Operationen auf

andere und andere symbolische Factoren der Form h Ur Ordnung an-

wendet; aber die hinzuzufügenden Potenzen der symbolischen Facto-

ren ax , m« , aa sind soweit bestimmt, dass wenn man die Potenz von

«0 annimmt (= w0), die übrigen völlig gegeben sind. In der That

muss die Anzahl aller vorkommenden a gleich m, die aller a gleich n sein.

Daher ist die hinzuzufügende Potenz von ax die (m— m, — m
2
— w/0)"\

die hinzuzufügende Potenz von «« die (m—m
3
— m

4
— m0)

ie
.

Aber wegen der folgenden Betrachtungen ist es zweckmässig,

die Anwendung dieser vier Operationen, und damit zugleich die Be-

deutung der Zahlen />/,, m2 ,
w

3 ,
w

4
passend zu erweitern. Die erste
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Operation kann man so ausdrücken, dass in einigen Factoren hx ,rri ...

die .<•, durch die Unterdeterrainanten

H
i
as~~ H \"i y

n
.\
a

\
— "i"t } "i".> 'Vi

ersetzt werden. Aber diese Ersetzung kann ebenso gut bei einem di r

Factoren (ßyx) stattfinden, wodurch derselbe in

übergeht. Auch dieses soll erlaubt sein, und wie oft es geschieht,

soll in der Zahl im, mit einbegriffen werden.

Ebenso kann man die dritte Operation so ausdrücken, dass in

einigen Factoren u^Uy,... die h durch die (Brossen

— .';,«., ,
r, a, — ./",«., , — .r

?«,

ersetzt werden. Es soll nun erlaubt sein, dieses auch in den Facto-

ren (beu) vorzunehmen, wodurch ein solcher Factor in

br (\ — fjta

übergeht; die Zahl im., soll zugleich (lie Anzahl dieser Verändernn-

gen unifassen.

Es bedeutet also jetzt :

1) im, : wie oft die .r durch die lliiterdeterniinanten der n und a

ersetzt sind;

2) im.,: wie oft die « durch a ersetzt sind;

l\) iM
:t

: wie oft die m durch die Unterdeterminanten der r und «

ersetzt sind;

4^ im
I

: wie oft die x durch « ersetzt sind.

Nachdem wir so die aus einer Form /<'*' Ordnung entspringenden

Bildungen nach den Zahlen im,,, im,, mn m
;l ,

im, in gewisse («nippen

gebracht haben , soll für die Resultate der Anwendung der Operationen,

von denen die Rede ist, eine gewisse Reihenfolge festgesetzt werden,

lind zwar sollen die vermittelst derselben entstandenen Formen so

geordnet werden, dass die Formen einer gewissen Ordnung zuerst

nach ihrem Range geordnet werden; die^ Formen desselben Ranges

dann nach der Hohe der ersten charakteristischen Zahl im,,,

so dass die Formen mit grössern im,, denjenigen vorangehen, welche

ein kleineres im„ haben; diese Formen wieder sollen geordnet werden

nach der Grösse der zweiten charakteristischen Z ah I (Gesammt-

zahl aller geänderten symbolischen Factoren)

M
t
= IM, -f- 1H

2 -f- +
von dem kleinsten Wcrthe von M

{
beginnend; in gleicher Weise sol-

len die Formen mit gleichem M
y
weiter nach der Höhe der drit-

ten charakteristischen Zahl
M

2
= IM, -f IM,

geordnet werden, welche zusammengenommen angiebt, wie oft die u
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in a und die x in a verwandelt sind; die Formen mit gleichem M
2

nach der Höhe der vierten charakteristischen Zahl

(Anzahl der Factoren, in welchen die n in a verwandelt sind), und

•lie Formen mit gleichem nach der H ö he der f ü n ft e n charak-
teristischen Zahl

welche die Anzahl der Factoren , in denen die r in Unterdeterniinan-

ten der w und der n verwandelt sind, anzeigt. Endlich sollen die

Formen (It -f- l) ,,r Ordnung, welche alle diese Zahlen gemeinsam ha-

ben, nach den Functionen /*' ,r Ordnung geordnet werden , ausweichen

sie entstanden sind. Diese selbst ordnen sich wieder nach denen der

(Ii— l) ,,n u. s. w., so dass nur die Auordnung der Formen erster Ord-

nung gegeben sein muss.

Mit Hülfe dieser Festsetzungen kann man es unternehmen , eine

Tafel aller zu f gehörigen algebraischen Formen in ihrer symbolischen

Darstellung zu entwerfen und anzuordnen. Dabei wird zunächst an

Stelle der gegebenen Function fy
und zwar in der beistehenden Auf-

einanderfolge die Formenreihe zu setzen sein (mit abnehmendem w/„):

Indem man von dieser Reihe ausgeht, der, wenn man will, die

evidente Zwischenform nx noch vorausgehen kann, und die oben fest-

gesetzten Anordnungen festhält, gelangt man zu einer Anordnung

aller Formen in eine völlig bestimmte Reihe von Gruppen. Man wen-

det auf jede Form h Wr Ordnung die Operationen so an , dass man auf

Operationen mit kleinen M
y

solche mit grossem, unter diesen auf

Operationen mit kleineren M, solche mit grösseren etc. folgen lässt,

unter den erhaltenen Bildungen aber die mit niederem Range voran-

stellt. In jeder der erhaltenen Gruppen kommen nur noch solche For-

men vor, für welche die ö Zahlen w/, oder 3/, übereinstimmen und

welche aus derselben Form //
l,r Ordnung entstanden sind. Aber frei-

lich entsteht dabei jede höhere Form auf verschiedene Weise, da wir

oben gesehen haben, dass man von einer Form (h -{- l) ,rr Ordnung

auf .mannigfache Weise zu Formen A ,Pr Ordnung zurückgehen könne.

Jede höhere Form kommt also in mehreren dieser Gruppen vor; es

kommen ausserdem Formen vor, welche nicht einfache symbolische

Producte, sondern Suramen von solchen sind, die dann zum Theil

neu, zum Theil schon früher dagewesen sein können.

Da nun die Anordnung der Gruppen eine völlig bestimmte ist,

so können wir die Festsetzung machen, dass jede Form nur in

derjenigen Gruppe beibehalten werden soll, welche beider
angenommenen Anordnung der Gruppen zuerst vorkommt.
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Ks wird sich zeigen, dass dann auch die weitern Formen ausgelassen

werden können, welche aus solchen auszulassenden Formen durch die

angeführten Operationen hervorgehen. Aber ehe wir hierauf einge-

hen können, müssen andere Punkte der Betrachtung ihre Erledigung

finden.

Zusammenhang der Formen einer Gruppe.

Die verschiedenen Formen einer Gruppe unterscheiden sich nur

dadurch von einander, dass dieselben Operationen auf verschiedene

symbolische Factoren der Ausgaugsforni hUr Ordnung angewandt sind.

Bezeichnen wir für den Augenblick in dieser Factoren der Form hx

und der Form (ßyx) gleichmässig durch rx , rs . . . , Factoren der Form

Ufi und der Form (bvx) gleichmässig durch u {l
, »y etc., so kann man

der Form h l r Ordnung die Gestalt geben

F= £ rx r'x ... u
8
u
Q

- ... }\

in welcher P das Product derjenigen symbolischen Factoren bezeich-

net, welche weder die x noch die u enthalten, und wo die Summe 2J

sich auf die verschiedenen symbolischen Producte bezieht, aus denen F
zusammengesetzt sein kann. Verschiedene Formen derselben Gruppe

entstehen dadurch, dass entweder die Operationen (1), (4) auf ver-

schiedene der Factoren r.r ,
»*'*..., oder dadurch, dass die Operatio-

nen (2). (3) auf verschiedene der Factoren u
ç ,

u
ç

- angewandt wer-

den. Wie verschieden iudess auch zwei so entstehende Formen (A-f-lV""

Ordnung sein mögen, so kann man doch immer eine Reihe von For-

men derselben Gruppe zwischen ihnen so einschalten, dass je zwei

benachbarte Formen der ganzen Reihe sich nur durch die Benutzung

zweier Factoren unterscheiden, sei es zweier Factoren r,, r X} oder

zweier Factoren u
Q ,

t<
()

. Wenn wir also zeigen, dass die Differenz

zweier solcher benachbarten Formen der Gruppe immer aus Formen

sich zusammensetzen, die frühern Gruppen angehören, so folgt, dass

allgemein die Differenz zweier Formen derselben Gruppo
durch Formen früherer Gruppen zusammensetzbar ist.

Um diesen Satz für benachbarte Formen zu beweisen, ist es nur

nöthig, ihn für solche Formen zu beweisen, welche sich durch Be-

nutzung von rx und r'x unterscheiden , da dann für die aus verschie-

dener Benutzung von «
ç ,

u
9

- entstandenen, wie man leicht sieht, das-

selbe gelten muss; auch genügt es natürlich, in F ein Glied der

Summe zu betrachten. Die bei der Benutzung von rXf r'r eintretende

Verschiedenheit kann aber eine dreifache sein. Entweder bleibt einer

der Factoren ungeändert, der andere wird durch die Operation (l)

geändert; oder einer bleibt ungeändert, der andere wird durch die
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Operation (4) geändert; oder endlich, einer wird durch die Operation

(1), der andere durch die Operation (4) geändert. Bezeichnet man
immer durch M denjenigen Theil des Resultat«, welcher nicht aus den

Factoren rx ,r'x hervorgegangen ist, und also in beiden benachbarten

Formen der nämliche ist, so sind die drei zu betrachtenden Differen-

zen folgende, welche mit Hülfe der bekannten Identität in die bei-

stehenden Formen verwandelt werden :

M\r
x
(rua) — r'x (rna)\ = M \ux (r'ra) — ax (r'r«)[

r
x

)
y

' aA
_

.r .

{

r
2

r
2

x
:ì
a, — x

x
«

:t

r
:i

r.,' x
t

a., — x
2
a,

M{rx r'u — r'x ru ) = M.

M \ra (run) — r'n (rua)'] = M {«„ (rra) — aa (r'ru)} .

Es ist leicht zu zeigen, dass in der That alle Glieder rechts in

frühem Gruppen vorkommen. In dem ersten Ausdrucke scheidet sich im

ersten Cîliede der Factor ux aus; der liest hat also niedem Rang und

kommt also früher vor. Das zweite Glied entsteht aus einer Function

h x<lf Ordnung, welche sich nur dadurch von F unterscheidet, dass an

Stelle der Factoren rx r'x der Factor (r'ru) gesetzt wird; und zwar ent-

steht es durch Operationen, welche übrigens die bei Entstehung der

linken Seite auf F angewandten sind, nur dass einmal weniger x in

Unterdeterminanten der u und a verwandelt sind. Daher ist M
x

um
1 kleiner als bei Aufstellung der Terme der linken Seite, und das

fragliche Glied gehört also einer frühern Gruppe an.

Die rechte Seite der zweiten Gleichung entsteht aus derselben

Function h >,n Ordnung, welche eben an Stelle von 2^ trat, indem man
übrigens dieselben Operationen ausführt, wie sie zur Bildung der lin-

ken Seite benutzt wurden, nur dass einmal statt dass die x sich in

die a verwandeln, die u in die Unterdeterrainanten der x und der

« übergehen. Daher hat zwar M
{
denselben Werth wie bei den links

angewandten Operationen; aber M
2

ist um 1 kleiner; die Form rechts

gehört also einer frühern Gruppe an wie die Formen links.

Die rechte Seite der dritten Gleichung besteht aus 2 Theilen.

Beide entstehen wieder aus derselben Function hWT Ordnung, welche

schon benutzt wurde. Aber bei dem ersten Theile werden, statt ein-

mal die x in die a, einmal die x in Unterdeterminanten der u und n

zu verwandeln, nur die u in a verwandelt; daher ist 3f, um 1 klei-

ner. Im zweiten hat man zwei Veränderungen weniger, also M
x
um

2 kleiner, und ausserdem tritt aa vor, so dass w
tì
um 1 grösser wird.

Aus beiden Gründen gehört das Glied einer frühern Gruppe an.

Ilierdurch ist in der That der zu beweisende Satz erwiesen.

Mathotiiatiicho Annale» I. - I
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§. 4.

l:el>ereiiiaiiderschiebungeii.

Wcim man die Form F selbst wie eine Grundform betrachtet,

und sie symbolisch durch

(1) F = % «r

darstellt, so entsteht durch Anwendung der oben geschilderten Ope-

rationen ein Ausdruck, welcher ein gewisses Aggregat der Formen

der entsprechenden Gruppe (/< -f l) l<r Ordnung ist, und welcher die

besondere Eigenschaft hat, dass seine Coefficienten sich aus denen

von f und F direct zusammensetzen, linear fur jede beider Arten von

Coefficienten. Dieser Ausdruck, welcher die symbolische Form hat:

• (sua)
mt

• • (fixa)"* a? • a™-"*-»"-"" .
„»— «.

kann in der That aus F dadurch abgeleitet werden , das9 man F nach

den x und den u wiederholt differenzirt , und die Differentialquotien-

ten mit passenden Grossen multipli cirt und addirt, welche ausser den

u und den x nur Coefficienten von / enthalten. Wir wollen diese

Art, F zu behandeln, als Uebereinanderschiebung von F mit
/'*), und 0 als das Resultat der Uebereinanderschiebung bezeichnen.

Man erkennt dann leicht, dass die Differenz des einer Gruppe
entsprechenden 0 und einer Form der Gruppe durch For-
men früherer Gruppen ausdrückbar ist. Dieser Satz ist eine

directe Folge des im vorigen §. bewiesenen. Wenden wir iiiimlich

die Differentialoperatiouen , von denen oben die Rede war, auf die

andere Form von F an:

(2) F = Erx rx ... t*
p
M
f

- ... . P,

so erhalten wir offenbar eine Summe von Gliedern , welche durch Ver-

tauschung der r,r' ... oder der s,s' ... unter sich in einander über-

gehen, d.h. wir erhalten, bis auf einen allen gemeinschaftlichen Zah-

lenfactor, die Summe aller Formen der betreffenden Gruppe, diese so

gezählt, als wären alle r und alle s von einander verschieden,

(3) 0 = kZ<p,

wo unter rp die verschiedenen Formen der Gruppe verstanden sind,

und Ä' eine Zahl bedeutet. Nun entsteht aber die svmbolische Form

*) Der Process des Ucbereinandersehiebens ist hiernach nur eine Erweiterung

des Processes, welchen Herr A ronhold als Bildung von Functionalinvarianten

bezeichnet, wobei freilich hier immer eine der dabei benutzten Functionen al»

die ursprüngliche angenommen ist Aber du* letztere, welches nur wegen dos

(buigos der obigen Untersuchung geschieht, ist für den Megrilf* unwesentlich.
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(1) aus (2), indem man alle r einander gleich setzt, alle s einander

gleich setzt und das Summenzeichen auslüsst. Hierdurch geht jedes

(p in 0 über; ist also / die Anzahl der <p in dein oben festgestellten

Sinne, so hat man auch

0 = hlO , k = 1

und die Gleichung (3) geht also über in

10 = £<p.

Ist also qp0 irgend eine der Formen ç>, so ist auch

1(0— <Po)
-= 2J((p-<p

{)),

wo nun rechts das von <p0 herrülirende Glied identisch verschwindet.

Aber nach dem vorigen §. sind die Differenzen tp— tp0 durch Formen

früherer Gruppen ausdrückbar, also auch 0 — qp0 , was zu bewei-

sen war.

Der hierdurch nachgewiesene Satz lässt sich nocli anders aus-

sprechen. Denn da die Differenz zwischen der Uebereinanderschie-

bung und einer Form der Gruppen sich durch Formen früherer Grup-

pen ausdrückt, so kann man jede Form ersetzen durch die entspre-

chende Uebereinanderschiebung, vermehrt um Glieder früherer Gruppen.

Führt man bei diesen nun wieder dasselbe aus, und fahrt so fort, so

erhält man endlich den Satz :

Jede Form einer Gruppe ist gleich der entsprechenden
Uebereinanderschiebung, vermehrt um Ucbereinander-
schiebungen, welchen frühere Gruppen entsprechen.

Man darf also jetzt die Gruppen ganz aufgeben, und
erhält das vollständige System der zu f gehörigen Formen,
wenn man in den früheren Entwicklungen statt jeder

Gruppe die entsprechende Uebereinanderschiebung setzt.

Hieraus ergiebt sich nun sofort der am Ende von §. 2. angedeu-

tete Satz. Denn wenn eine durch Uebereinanderschiebung entstandene

Form Fh eine lineare Combination von früher auftretenden Formen

Fl derselben Art ist, so sind auch alle durch Uebereinanderschiebung

mit f aus Fh abgeleitete Formen dieselben linearen Combinationen

der aus den jF* abgeleiteten, und können also ebenfalls ausgelassen

werden. Und so sieht mau also, dass bei der Bildung der Tafel

der Uebereinanderschiebungen jede lineare Combination
früherer Formen selbst nebst allen ihren abgeleiteten For-

men ausgelassen werden kann.

Auch ein anderer Punkt, welcher früher zweifelhaft scheinen

konnte, wird hiermit erledigt. Man durfte früher keineswegs solche

Formen ohne Weiteres auslassen, welche, wie auch ihre symbolische

Form beschaffen war, den wahren Werth 0 hatten. Aber nunmehr
24*
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sieht man, dass diese Formen in, der Tafel der Uebereinanderschie-

bungen nie etwas geben können, da die Uebereinanderschiebung von
/" mit einer identisch verschwindenden Function nothwendig seihst

identisch verschwindet.

Aber zugleich sieht man, dass, wenn eine Uebereinanderschiebung

nicht durch frühere linear ausdrückbar ist , auch keine der in der ent-

sprechenden Gruppe enthaltenen Formen identisch verschwinden kann,

da sie der Uebereinanderschiebung selbst, vermehrt um lineare Coni-

binationen früherer, gleich ist.

Da zu jeder der frühern Gruppen nur eine Uebereinanderschie-

bung gehört, so bilden die Uebereinanderschicbungen ein völlig fest-

geordnetes »System; und lässt man jede Forai dabei aus, welche durch

frühere linear ausdrückbar ist, so kommt auch jede Form nur einmal

vor; wobei natürlich nicht ausgeschlossen ist, dass viele dieser For-

men sich noch auf höhere als lineare Weise durch andere ausdrücken.

§ 5-

Volle Systeme h Ur Ordnung.

Unter einem vollen System von Formen A lPr Ordnung sei

ein solches verstanden, durch welches alle Formen h yrr Ordnung in

dem aus /* entspringenden Formensystem sich linear ausdrücken las-

sen, wenn man noch Potenzen von ux als ergänzende Factoren hinzu-

fügt. Aus dieser Definition folgt von selbst, dass, wenn in der Tafel

der Uebcreinanderschiebungen ein volles System h l,r Ordnung gegeben

ist, die Uebereinanderschiebuugen aller Formen //
Ur Ordnung mit f,

also alle Formen (/< l) ,cr Ordnung sich ebenfalls durch die Ueber-

einanderschiebungen jenes vollen Systems multiplicirt mit PotenKen

von Hj. linear ausdrücken lassen. Um dieses einzusehen , braucht man
nur zu beweisen, dass durch Uebereinanderschiebung von f mit u*\F
Glieder entstehen, welche aus Potenzen von t/T und aus Uebereinan-

derschiebungen von mit f zusammengesetzt sind. Aber der Aus-

druck m£ . F kommt als Entwicklungscoefficieut von t>' in dem Aus-

drucke

vor. Setzt man daher in 0 (1* §.4) ft -f p, s -\- eu statt ft , .s und

nimmt den Coefticienten von so erscheint in der That der neue

Ausdruck als Aggregat von Tennen, welche die nämliche Gestalt wie

0 haben, und mit Potenzen von ux multiplicirt sind.

Die Uebereinanderschiebuugen eines vollen Systems /<
lcr Ordnung

geben also ein volles System (A-f-l) ,rr Ordnung. Dasselbe kann noch

büerflüssige Formen enthalten, d. 1). solche, welche durch andere un-
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ter ilfhen linear ausdrückbar sind; über es können niemals Formen

fehlen, welche zur Herstellung eines vollständigen Systems nothwen-

dig wären.

Denken wir uns alle vollständigen Systeme zunächst durch die

Bildung der Tafel der Uebereinanderschiebungen so gegeben, dass

alle vollen Systeme aus Uebereinanderschiebungen bestehen. Der Cha-

rakter des vollen Systems wird nun offenbar keinesweges geändert,

wenn man etwa eine Form des Systems mit einem numerischen Factor

nmltiplicirt, und ausserdem lineare Combinational früherer Ueberein-

anderschiebungen (von passender Ordnung, Grad und Classe) hinzu-

fügt. Das vollständige System bleibt also z. B. ein solches, wenn
mau statt jeder Uebcreinanderschiebung eine beliebige Form der ent-

sprechenden Gruppe setzt
,
multiplicirt mit einer beliebigen numerischen

Constante. Man wird sehen, von welcher Wichtigkeit dies ffir die

Anwendungen ist.

Auf ein ganz beliebig gegebenes volles System der h ivn Ordnung
kann man immer den Process der Uebcreinanderschiebung anwenden,

um ein volles System (/* -f- l) ,rr Ordnung zu erhalten. Denn die das

volle System /<
,cr Ordnung ersetzenden Uebereinanderschiebungen kann

man durch die Formen des beliebigen vollen Systems " Ordnung

linear ausdrücken; also auch die Uebereinanderschiebungen jener, d. h.

ein volles System (/t -f l) ,,,r Ordnung, durch die Uebereinanderschie-

bungen dieser, was zu beweisen ist.

Indem man nun dieses mit dem Vorigen combiuirt, kann mau
von einem beliebig gegebenen vollen System von Formen Fh h ,,r Ord

uimg ausgehen. Wenn jede Form dieses vollen Systems in einer ge-

wissen symbolischen Gestalt gegeben ist, so gehört sie auch in eine

gewisse Gruppe, und die gegebenen Formen werden daher in einer

ganz bestimmten Weise geordnet, welche der oben festgesetzten Ord-

nung der Gruppen entspricht. Man bildet nun die Gruppen , in welche

die aus diesem vollen System abgeleiteten Formen zerfallen. Nimmt
man aus jeder dieser (»nippen eine Form, und lässt alle diejenigen

dabei aus, welche durch vorangegangene linear ausdrückbar sind, so

bleiben jeder Form Fh eine gewisse Zahl dieser Formen (/* -f- I) 1"

Ordnung zugeordnet, insofern sie bei dieser Bildungsweise gerade

aus Fh hervorgegangen sind. Dabei sind also z. B. solche Formen

auszulassen, welche zwar aus F entstehen können, aber welche bei

Benutzung anderer Buchstabenpaare aus einer früheren Function, oder

auch aus Fk selbst, aber mit Hülfe von Zahlen m, die frühern Grup-

pen zugehören, ableitbar sind.

Die zu den Formen des vollen Systems h irr Ordnung zu-

gehörigen Formen bilden also ein volles System (h -f- l) ,rr

Ordnung. Und mau kann also, indem man si«h dieses Begriffs
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bedient , von den Formen 1
,CI Ordnung ausgehend , ein System* zuge-

höriger Formen 2,er Ordnung entwickeln, zu diesen zugehörige Formell

dritter Ordnung u. s. w. Man gelangt so zu der Bildung eines For-

mensystems, durch welches alle Formen sich linear ausdrücken lassen,

welche sich in dem Formensysteme von f überhaupt finden, und wel-

ches noch willkürlich genug ist, um der Anwendung besonderer Kunst-

griffe hinlänglichen Spielraum zu lassen.

§• 6.

Vollständige Formensystemc. Crltcrien derselben.

Das Ziel der vorliegenden Untersuchung ist nun die Untersuchung

eines vollständigen Formensystems, d. h. eines solchen, durch

welches alle aus f entspringenden Formen sich als ganze und ratio-

nale Functionen darstellen lassen. Es sollen jetzt als Vorberei-

tung zu der folgenden Anwendung die Criterien eines solchen Systems

gegeben werden.

Zu einem vollständigen Systeme gehören immer ux und die in

§. 2 aufgeführten Formen erster Ordnung. Bezeichnen wir im Ganzen
die Formen eines vollständigen Systems durch V, so enthält die im
Vorigen entwickelte Tafel als Formen hWr Ordnung lauter rationale

Functionen der V. Aber auch die Formen (h -f- l) tcr Ordnung sollen

ganze Functionen der V werden. Die Formen erster Ordnimg sind

es wirklich; beweisen wir also, dass, die Formen /*
,tr Ordnung als

ganze Functionen der V angenommen , die Formen (h -\- l) ,cr Ordnung
bei der oben dargestellten ßildungsweise von selbst ganze Functionen

der V werden, so ist damit dargethan, dass überhaupt alle aus f ent-

springenden Formen ganze Functionen der V sind, d. h. dass die V
wirklich ein vollständiges Formensystem bilden.

Es ist also nichts weiter zu beweisen, als dass aus den V und
aus Producten der V durch Uebereinanderschiebung oder Processe,

welche derselben äquivalent sind (Bildung eines Gliedes der entspre-

chenden Gruppe), wieder ganze rationale Functionen der V entstehen.

Der erste Theil des zu führenden Nachweises besteht also darin,

dass man aus den V selbst die Uebereinanderschiebungen oder deren

Aequivalente bildet, und zeigt, dass sie wieder durch die V ausdrück-

bar seien. Dabei kann man, indem man den Beweis für irgend eine

Form führt, immer voraussetzen, dass für alle frühere Formen der

Beweis bereits geliefert sei. Der zweite Theil leistet dasselbe für Pro-

duete der V. Dieser zweite Theil kann durch folgende Betrachtun-

gen vereinfacht werden , deren Nutzen freilich zum Theil erst durch

die Anwendung vnllig evident wird.
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Ein Product von Functionen V sei V . M, wo M das Product

der übrigen V ist, welche darin noch vorkommen. Indem wir nun

mit diesem Product die verschiedenen Uebereinanderschiebungen vor-

nehmen, können wir jede Uebereinanderschiebung durch eine Form
der entsprechenden Gruppe ersetzen. Und zwar können wir diese Form
so wählen , dass möglichst viel von den der Gruppe entsprechenden

Operationen auf die symbolischen Factoren von V selbst angewandt
werden. Kann man alle Operationen, welche der Gruppe entsprechen,

auf V selbst anwenden, so zerfällt die zu bildende Form in ein Pro-

duct von Formen V mit einer aus dem einen V selbst abgeleiteten

Form. Ist also der erste Theil der Untersuchung bereits erledigt, so

hat man bereits ein Aggregat von V vor sich, und man kann in dem
hier zu behandelnden zweiten Theile solche Producte auslassen. Aber

auch in vielen andern Fällen findet man, ohne selbst besondere Vor-

aussetzungen über das Product M zu machen, dass das untersuchte

Product nichts liefern kann. Es bleiben also nur gewi sse Systeme
der Zahlen w0 ,

m
{
... w

4
oder MQf Ml

... Jf
4
übrig, deren

Operationen bei Producten, welche ein bestimmtes V ent-

halten, zu berücksichtigen sind. Auf diese Weise gehören
zu jedem N gewisse Systeme charakteristischer Zahlen.

Denken wir uns zu jeder Form V die Systeme charakteristischer

Zahlen gebildet. Nur Producte solcher V sind dann in Be-
trachtung zu ziehen, welche gemeinsame Systeme cha-

rakteristischer Zahlen besitzen. Und auch bei diesen Producten

siud alle solche auszuschliessen , bei welchen man die dem charakte-

ristischen Zahlensysteme entsprechenden Operationen bereits auf ein

Product aus einer geringem Anzahl ihrer Factoren anwenden kann.

Und somit ist denn der Gang der Untersuchung festgelegt. Man
untersucht zuerst die Uebereiuanderschiebimgen der einzelnen V mit ff
oder Glieder der entsprechenden Gruppen; bildet ferner die den ein-

zelnen V entsprechenden Systeme charakteristischer Zahlen, sucht die

Producte auf, deren Factoren gemeinsame charakteristische Zahlen be-

sitzen, und indem man diese auf Producte von nicht zu viel Factoren

beschränkt, hat man nachzuweisen, dass die aus diesen Producten ent-

stehenden Bildungen als rationale Functionen der V darstellbar sind.

§. 7.

Betrachtung des Falles m = 1, n = 1. Vollständiges System

für diesen Fall.

Wenden wir uns jetzt beispielsweise zur Betrachtung einer Form,

welche für die u und für die x linear ist (m =1, n = 1). Jhre sym-

bolische Form ist
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f = Ox "a .

Die Können erster Ordnung bestehen daher ausser /' nur noch aus der

Invariante aa) und diese ist die einzige Form, für welche m0
= 1 ist;

bei allen übrigen Bildungen können wir m
()
= 0 annehmen.

Da in f nur eine symbolische Heihe a und nur eine symbolische

Keihe « vorkommt, so können die Zahlen »<
2 ,

m
x
nur die

Werthe 0 oder 1 haben. Aber mi, und w/
2
können nicht zugleich 1

sein, da sonst bei der anzuwendenden Operation die Heihe n zweimal

eingeführt würde; ebenso können mi., und m
x

nicht zugleich 1 sein.

Sonach lassen w lf m 2
im Oanzen 3 (Jombinatiouen, mS) m x

ebenfalls M

zu, und die Anzahl von Combinationen aller w, wäre 0. Aber von diesen

fallen noch zwei aus; erstlich die Combination, wo alle w, verschwin-

den, welche keine eigentliche Operation, sondern nur Multiplication

mit f giebt, zweitens der Fall, wo mi, und mi
3

gleichzeitig 1, mi., und

m
x

also Null sind. Denken wir uub nämlich die durch diese Zahlen

charakterisirte Operation auf eine Form /i
l r Ordnung angewandt, welche

die symbolischen Factoren rx . u
Q

enthält , so dass diese in

(rua) (p.ra) =
>\. rx ra

Uq «x "a

(If, ax . (la

übergeht. Wenn wir nun durch M das Product der übrigen syrnlio-

lischen Factoren der Form bezeichnen, sodass M . rx . u {t die gegebene

Form war, so zerfallt die neugebildete Form in die (> Theile

M . r
9
ux aa — M . r

Q
n x n„ -f- M . rx uu </

v -f- M . ra u
Q
nx

— 71/ . ux a
e
ra — M . aa rx .

Der letzte Theil ist bis auf den Factor aa die urspn'ingliche Form selbst,

der erste bis auf die Factoren nx . aa die der ursprünglichen , des nie-

derem Hanges wegen noch vorangehende Form M.r„
f
beide //

,rr Ord-

nung, also schon bekannt, der zweite Theil ist das Product der letz-

tern Form mit f. Der dritte Theil entsteht aus M . rx u 9
durch Ver-

wandlung von u in a , also durch eine Operation mit kleinerm 3f
t ,

welche daher früher vorzunehmen ist, als die hier behandelte. Ebenso

verhält es sich mit dem vierten Theil , welcher aus M . rx u {, durch Ver-

Wandlung von x in et entsteht. Der fünfte Theil endlich entsteht aus

M. rx uQ
durch Verwandlung von x in « und u in q, wobei zwar 3/,

denselben, aber einen höhern Werth hat. Das einzige neue (Jlied

also, welches die gegenwärtig betrachtete Operation, und zwar mul-

tiplicirt mit nx , uns liefern würde, entsteht ohne diesen Factor durch

«lie später ohnedies anzuwendende Operation , bei welcher urna, x in

« verwandelt wird. Man kann daher die erst betrachtete Operation

ganz auslassen.

Digitized by Google



lieber biterniirc Formen.

Hiernach erhält man für die anzuwendenden Operationen folgende

Tafel, welche so angeordnet ist, dass die charakteristischen Zahlen Mi
voii jetler Operation zur andern gerade so wachsen, wie es die für die

successive Anwendung der Operationen in §. 2. festgesetzte Regel ver-

laugt:

m4 » 4 |

m, '»3 -V, V,
1

Jlf, il/, Ks gehen filier*)

1) «> 0 l l

w

0 4» (» u in Unterdet. von .t und «
-';

1) 0 ; 0

;

ü 1 j in Untcnlet. von u und a

:

o 0 1 0 0 u in a

-lì ; 0 0 1 1 1 0 .r in a »

5) 0 l 0 1 1 0 0 « in «, « in Unterdet. von jr: und «

«) 1 0 1 0 •i 1 l l x in a, x in Unterdet. von u und a

7) 1 1
1

0 * 2 l 0 x in a, m in «.

Um nun das vollständige Formensystem zu erhalten, kann man von

den Formen erster Ordnung ausgehen, diese Operationen anwenden,

die Resultate möglichst reduciren, auf die übrig bleibenden die Ope-

rationen wieder anwenden u. s. w. Man findet dann, dass, abgesehen

von der identischen Zwischenform hx , das vollständige Formen

-

system aus 7 Formen besteht, welche, nach den oben gegebenen

Regeln geordnet, diese «ind:

I. i = ax , f= ax ua ,
i

t
= üffba , fv

= ax H(iba , Ù = itßb
r
cu ,

<P = (ixt'xba (ßyz) y # = n!t u r
ba (acu) .

Die Anordnung der ersteu 5 Formen bestimmt sich durch Ordnung
und Rang. Unter den letzten beiden Formen, welche gleiche Ord-

nung und Rang haben, ist die 6''" voranzustellen, weil sie aus der

4,e" durch die Operation 1) der Tafel entsteht, die 7k' aber durch die

Operation 2).

§. 8.

Nachweis, dass das System I. ein vollständiges ist.

Um nun die Formen I. als vollständiges Formensystem nachzu-

weisen, ist erstlich es nöthig, zu zeigen, dass die Anwendung der in

der Tafel aufgeführten Operationen auf dieselben nichts neues giebt.

Wir können dabei von den Invarianten abstrahiren, auf welche über-

haupt die Operationen nicht anwendbar sind. Es bleibt also die Wir-

kung der Operationen auf 4 Formen zu untersuchen.

1. f = üx uu .

Die Anwendung der Operationen der Tafel giebt die Formen:

ax bx (x«ß) , ua Hp (u ab)
,

ax ba Up ,
apua hx ,

a^tt« •

*) Bei den Anwendungen werden natürlich die in dieser Columne erwähnten

a,a oft durch 6, ß, durch c,y etc. je nach Bedarf zu ersetzen sein.
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374 A Clehscii uud I*. Guhoan.

Die Operationen 5), G) sind nicht anwendbar. Die ersten beiden der

obigen Formeln verschwinden identisch, da sie durch die nichtsbedeu-

tende Vertauschung von a, a mit b
t ß das Zeichen ändern. Die 3,e

und 4,c Form fallt mit der 4'™ der Tafel I., die letzte mit der 3 l<°

von Tafel I. zusammen.

2. ft
= ax Ufi ha .

Die Operationen 5) , 6) sind wieder nicht anwendbar. Die übrigen

geben:

ox cx ba (ßxy) ,
uß Uyba (auc)

,
axCpba ur ,

(iY Hflba cx ,
a
r
r
fi
ba ,

Die erste, zweite und letzte dieser Formen sind die 6'% 7 ,c und 5,e

der Tafel T. Die 4 le Form geht in die 3 ,e über, wenn man a, a in

b, ß; b, ß in c, y) c, y in a, a verwandelt. Die 3,c ist daher allein

zu untersuchen.

Betrachten wir zu diesem Zwecke die identische Gleichung

0 =
ff, ff

2
ffJ

0

b
{

b., b3 0

r, c
2

c3 0

ff, ff
2 M

3
0

«i «» t, 0

ßi ß* ft 0

vi n Yi o

' ff« ba Ca Ua

ctp bp Cp Up

lly by C
r

Uy

bx

r

fx1
**3

Ordnet mau diese Gleichung nach der letzten Verticalrcihe , so werden

die ti„, ff*, My enthaltenden Glieder einander gleich, weil sie durch Ver-

tauschuug der ßuchstabenpaare in einander übergehen ; man erhält also

ff« r.
«fi

<lp — 3«« «r ffy Cy

ffy 6, c
r «X ?>x

/•

ii jr (/
3+ 2i 3/I,)— 3{2tta «/f 6y c,+ *V— i

x
f-2if\),

wodurch die gesuchte Form auf Formen der Tafel I. zurückgeführt ist.

3. tp = ax cx ba (ßyx) .

Die Operationen 1), 3), 5), 7) sind nicht anwendbar; die übrigen

geben, indem man die Operationen aufpassend gewählte Factoren von

<p anwendet:

2) ax cx ba (Ufldy — uY dp) = f? — f- (**ba dpud ,

was auf die soeben reducirte Form führt.

4) nx cx dK ba (ßyö) = 0, weil durch Vertauschung von d, d mit

c, y sich nur das Zeichen ändert.

6) ax ba (cud) (ßyö). Vertauscht man d, Ö mit b, ß und mit c, y
und addirt die Resultate, so hat man:

3 ax ba (cud) (ßyö) = ff, (ßyö) [btt (cud) — ca (bud) — da (cub)}

cd

ox ua . (ßyö){cbd) = /'.
; h

fi
by bs

!

dp dr di

= — /'• + - 3tV,).
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Uuber biU-rtiiiru Formen. 37f>

4. 1> = ttpHyba (acu).

Diese Form verhält sich genau wie <p , der sie dualistisch entgegen-

gesetzt ist; man braucht sie also nicht zu untersuchen.

So sieht man also, dass die Operationen der Tafel, auf die For-

men I. angewandt, nichts neues geben. Es bleibt nun übrig, die

Wirkung der Operationen auf Producte der Formen zu betrachten.

Zu diesem Zwecke suchen wir die zu den verschiedenen Formen I.

gehörigen Systeme charakteristischer Zahlen, oder die ihnen entspre-

chenden Operationen auf.

Indem man aber die Producte f . M
, /, . M

, <p . M , # . M bildet,

sieht mau, dass in den ersten beiden alle Operationen bis auf 5) und

6) in f und fx
erschöpft werden können ; dass hingegen für die letzten

beiden nur die Operation 7) existirt, an welcher beide Factoren der

Producte theilnehmen können. Den Functionen ft f{
sind also die

Operationen 5), 6), den Functionen <p t # ist die Operation 7) zuge-

ordnet. Es können also nur neue Formen entstehen, indem man 5),

G) auf f2
, ffit ff, und 7) auf <p . # anwendet. Aber das letztere kann

man übergehen. Denn es ist

(1) rp . if> = ax cx ba . UfUy b'a- . (ßyx) (ac'u)

= ax Cx bu . HpUy b'a
-

(tf, Up

Oy Cy lly

a'r c'r u J.

ein Ausdruck, dessen Terme in solche Factoren zerfallen, dass sie sich

aus f und fx
durch die wiederholte Anwendung der Operationen 3), 4)

erzeugen lassen , und also nach dem Vorigen immer wieder auf f und ft

zurückführen. Da nun (7) auf Producte und Quadrate von fu f an-

gewandt, nichts Neues giebt, so kann es auch auf <p . # angewandt

nichts Neues geben.

Uebergeht man auch noch die Untersuchung solcher Bildungen,

welche nur andern zu untersuchenden dualistisch Entgegengesetztes

liefern, so sieht man, dass nur übrig bleibt, die Wirkung der Ope-

ration 5) auf /*, ff{y ff zu untersuchen. Zu den 3 so entstehenden

Formen können wir wühlen:

aus P: cx aY bx (xaß), ist ç>;

aus/'/*,: a dx üy bx (xaß), aus dem Vorigen durch Operation 4.

(ein x in Ô verwandelt) ableitbar, also bei der Betrachtung von q>

zurückgeführt
;

aus ff*: es (L (i
r
b,ex (xaß), aus dem letzten durch Verwandlung

eines x in s entstanden, also Resultat der Anwendung einer Opera-

tion auf bekannte einfache Formen.

Somit ist nachgewiesen , dass die Formen 1. in der That ein voll-

ständiges System bilden.
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§. o.

Formeusysteni der zusammengesetzten Function

F = xii, + ft<7-

Unter ilcn Formen des Systems I. silici 3 Invarianten, zwei Zwi-

scheuformen ersten Grades und erster Classe, zu welchen noch die

evidente Zwischenform ux tritt, ferner eine Covariante dritten Grades,

und eine zugehörige Form dritter Classe. An Stelle der Zwischeuforni

/, und der Iuvarianten
,

i
2
kann mau auch Verbindungen einführen,

welche passend gewählt sind; und zwar ist es für die weitere Behand-

lung des Formensystems zweckmässig, an Stelle dieser drei Formen
folgende zu Grunde zu legen, welche weniger einfache symbolische

Ausdrücke, aber wichtige Eigenschaften haben:

( i l - I, .„ Z
1— 3 i i, 4- 2 Im

l — . t i = ..
- - >

(1)

G

1

0 = fi - *f+ -7- M* •

Aus den Formen (j }
/', uz kann man nun die Zwischenform

(-) F = *tt, + *f+M
zusammensetzen und »las Formensystem dieser zusammengesetzten Func-

tion studiren. Zunächst erhält man die Invariante i dieser Form,

indem man für i die Definition

(3) /= y .

(
* r

anwendet. Aus ux entsteht durch Auwendung dieser DiÖerentialope-

ration <i, aus /'entsteht i) aus f\ dagegen der Ausdruck:

Daher wird

y -pi- = - p

+

3 - ••.

Man hat also, wenn man die Formen der zusammengesetzten Function

F immer durch die entsprechenden grossen Buchstaben bezeichnet, die

Formel :

(4) J = 3x + il + />.

Gehen wir nun zur Aufsuchung der Function G (g für die zusam-

mengesetzte Function F) über. Man kann zu diesem Zwecke zunächst

bemerken, dass /', durch die Gleichung

<»> / - 2 X
detiuirt werden kann, sowie, was durch die symbolischen Ausdrücke

augenblicklich klar wird, dass
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oder nach §. 8.

= i"ux — i'f-\- if\.

Hieraus folgt für y die Gleichung, welche eine der wichtigsten Eigen-

schaften dieser Function liefert: »

Um nun auch ^ ?/
J

^
g zu bestimmen, bemerken wir zunächst,

dass aus der symbolischen Form sofort folgt:

STI cft bf, = ^? f f r /^TT < f ( f,\

Benutzt man also zur Bildung dieses Gliedes den oben gegebenen

Werth ties Ausdrucks (6) , so hat man

Nun geht aber, wenn man für /j überall «/ + //'— setzt, die

linke Seite über in:

und man erhält also , indem man dies der rechten Seite von (8) gleich-

setzt und (7) benutzt:

<9
> 2^X-- ii

"
u
' + i

"r+i '

if
-

Die Function (i ist nothwendig von der Form

(10) G = Kux -f- Lf + My
,

da jede Form dieser Art sich aus uX} fy f, also auch aus nxy f, y zu-

sammensetzen muss. Bildet man nun den Ausdruck >^ ' , so

erhält man links nach (7) J"nx , und indem man nach recht« die Ope-

ration ausführt, findet man:

(11) J".nx = K(xn,+ Xf+ng) + L(xf+ + if-ïvx )+ i
ii"<„x

)

-f M(xy+ Xi"ux -\- ri"n»+ i"f+t{i)) ,

und indem man also auf beiden Seiten die Coefficienten von ux ,f,y
vergleicht, erhält man die drei Gleichungen :

! J" = Kx + L{pï'-kï) + AI (X — fit) i"

(12) 0 = Ja + /,(*+ A/) + JW>r

J

o = A> + + Af(x+ /*/").
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Die letzten Gleichungen geben die Verhältnisse von K, L, M\ aber

man sieht, (lass K, L, M den Unterdeterminanten dieser Gleichungen

selbst gleich werden , weil für x = 0 , A = 0
, j* = 0 G in yx über-

gehen, also M= 1 werden muss. Es ist also:

K= («+ «) («+*•<') -il»"
C= ^i" — X(x+ (ti')(13)-

und daher

(14)

A X+ A<

f

fit

x-f-fi/"

Bildet man nun ferner für die zusammengesetzte Function F den Aus-

druck

so erhalt man aus (14):

(15) J' -
3

x+ li

X

fit

und aus der ersten Gleichung (12) folgt:

x x+a;
(16) J"= fi A

x ni"-Xi'

Iii"

x-j-fii'

r(x-pi)

Diese Darstellungen vereinfachen sich noch, wenn man die quadra-

tischen Formen in x, A, fi einführt, deren Differentialquotienten die

Coefficienten der Gleichungen (12) sind, nämlich:

(17)

2p = 2xA + A2
/ + ii'

2q = 2xfi+ A 2 +
2r = x2 — AV -f 2<*Ar — ^ii".

Mit Hülfe derselben werden die Gleichungen (14), (15), (IG) folgende:

c , dp dq dF~
(}% öl

(18) J ' = ^±ïx «"À du
dp dq dr
x c l c (l

Die letzte Gleichung ist noch in mannichfacher Weise umgestaltbar,

da zwischen den quadratischen Functionen p, q f
r, J' und dem Qua-

drate der linearen Function J die Relation besteht:

(10) Cr + 2ip + 2i'q + 2 J' — J 2 = 0

.
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Um die Formen <jp und if für die zusammengesetzte Function F
zu bilden

,
genügt es , dieselben in der Gestalt zu nehmen , welche aus

der symbolischen Form sofort hervorgeht:

(20)
— du, cut cut

- cj-
t
er, dr3

In diesen Formeln kann man ohne Weiteres fx
auch durch y ersetzen.

Wenn man aber diese Formeln für F bildet, also an Stelle der Func-

tionaldeterminanten von g, f, ux diejenigen von G, F, ux setzt, so zer-

fallen die neuen Formen tf>, W sogleich in die Producte von ç>, ip mit

der Functionaldeterminante von G, F, ux gegen y, f, ux , und es ist

also

(21)
*-^.<P
V = J . if ,

wo d jene Functionaldeterminante bedeutet:

M L K
(22) z/ =

0 0 1

= MX - L h

Man sieht, dass der Werth von x auf O, V gar keinen Einfluss hat.

§• 10.

Die Formen <p, if.

Zwischen den 8 Grundformen », f
,

/'", «x ,
/*, .7, ç>, # besteht

eine einzige höhere Relation. Dieselbe entsteht, wie iu §. 8. bereits

angedeutet, durch Bildung des Products <p . if. Man kann die For-

mel (l) jenes §. durch geschickte Vertheilung der vor der Determinante

stehenden Factoren in folgende Form bringen:

a'fibaaJ/aUp r'fthaax uY ' u[t l>„n 1

<p . if = a'yCj/a Uf c'
Y
cx ur u

Y
rr

!

a'tha'Up Cx Uy nr

oder, wenn man durch f, fyi f.n f2 die Formenreihe

K u.

f-:
= fix ha Cp M,

2
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bezeichnet, in die Gestalt:

A ft f\

9 • i> = fi fx f

fx f n*

Nun ist nach den Formeln (1), (2) des vorigen §. und durch An-

wendung der die /, definirenden Üifferentialoperation :

/i — if + = <7

/:, — //; + fY =*

Wenn man also in dem Ausdrucke von <p . & die zweite Reihe mit — i,

die dritte mit ï multiplicirt zu der ersten addirt, so hat man:

i"f i"nx o

9 • V» = f-i fx f

fx f

und wenn man jetzt mit den Vertikalreihen verfahrt, wie vorher mit

den horizontalen :

/ f — it ux + / y i nx ff
I

(23) (p . il> = i"iix if— inx -f (j f

it f

Die linke »Seite dieser Gleichung ist nichts anderes, als di»?

Determinante, in Bezug auf x, A, /i gebildet, der quadra-
tischen Form

(24)

Aus dem Producte <p . 4* werden
v
wir jetzt die folgenden drei ffir

die Theorie der Formen <p, $ wesentlichen Functionen entwickeln:

q __ àcp (Uft = VT^.f.*
< *h < M

A <V 'V,MA

sr = VW ^ <-TA< "a

1
h" fwh'tìUk-(>uA'

= V
Die Bildung der Functionen Sì geschieht auf «lie jedesmal zuletzt an

gegebene Weise. Um den Process

"NT! F

auf das Product <p . tf> anzuwenden, nehmen wir letzteres in der oben

zuerst angegebenen Form:

;/;« u f
ï

9 • i> =
ï

ft fx f
I

•

j

f\ f «x
j
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Indem wir auf diesen Ausdruck jenen Process anwenden, erhalten wir

zwei Arten von Gliedern; die einen entstellen durch Anwendung des

Processes auf ein einzelnes fb ; und wenn man dabei «, als f x
betrach-

tet, und zugleich

setzt, so wird das Aggregat dieser Theile:

Die andern Glieder entstehen, indem man den Process auf Produci*

f,fi so anwendet, dass man den Ausdruck

S fi <>l\ STI Òfi i)fkyi ou <>h = yi <n

4 <>xh < u
h ^ ou

bildet, welcher nach der Eutstehungsweise der ft den Werth fi+k+i hat.

Aber jedem Product fi fk in der Determinante tp . i[> entspricht ein

anderes Product, welches mit jenem in derselben Unterdeterminante

vorkommt, aber mit entgegengesetzten Zeichen; bei einem solchen

(Jliede ist die Summe der Indices dieselbe wie bei /! /* , und das liesul-

tat der Operation ist also das nämliche, nur mit entgegengesetzten

Zeichen. Je zwei solcher Tenne heben also einander auf, und es

bleibt übrig

(25) ß - 2 v* •

Denkt man sich nun die
f,,

sämmtlich durch nx , f,(/ ausgedrückt, so

hat man etwa

fh = €th u r + ßh f -f yh f/ ,

und also auch, durch Anwendung des Processes ^ ^ r ^ „ :

H = 3 «/, + ißh -f- V yhi
also

(26) w-^^^ia^+.-ftH-,"^)

f* ff f u

Um nun Sl' zu bilden, wendet man den Process auf (20) au. Di«;

Cocflicienten der ih sind wieder Unterdeterminantcu, welche nach dem

oben Auseinandergesetzten nichts geben, als diejenigen Ternie, welche

durch Anwendung des Processes auf einzelne fh entstehen. Mithin

hat man

oder nach der Analogie von (2(>j:

Mktkem «tische Aunalen I. .'5
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(28) il' = 9'* V + öi ''^.-f
ß/'^-v*

_|_
r'.v* + ....

Endlich findet man suis dieser Formel sofort:

(29) il" = 27 ' '
•^ + 27 /

' ' + 27 7 'V* + • • •+ '" 3
'

'
'^ •

Ist daher £ eine beliebige Grosse, und setzt man in dem Ausdrucke

(23) von <p . tl> für

«x > f , 0
die Ausdrücke

«/ + 3f , f+ iE , g + i'e,

so erhalt man durch Entwicklung nach Potenzen von ê einen Ausdruck,

dessen Coefficienten die Functionen Sl sind:

+ Î
Ä + Ä + ÎT.S

Dieser ganze Ausdruck ist also die Hesse'sche Deter-
minante, nach x, A, p genommen, der quadratischen Form

(30) 2 {p (f+ia) + q (../+/'*) + r («,+ 3*)} ,

und die 42 sind die Entwickelungscoefficienten der Deter-
mi n a n t e.

Da <p . i> die Eigenschaft hat, sich nur um z/2 zu ändern, wenn
man an Stelle von /' die zusammengesetzte Function xnx -f- If -\-

zu Grunde legt , so kommt dieselbe auch denjenigen Formen zu , welche

durch Anwendung der Operation
^ r

\
u

aus derselben abgeleitet

sind, also die Formen SI, SI', Sl". Von diesen ist die erst« für die u

wie für die x vom 2 lc", die zweite vom l
,c", die letzte vom 0,,n Grado.

Die letzte entsteht bis auf den Factor G, wenn man in (23) u r , f, //

durch 3, /, ?" ersetzt, und hat also den Werth:

i**— 2ii" 3?" ?"

3/" P— 2Ï i

r i 3
(31) H" = C

— — G 1 27 ?" - /
•/" ' + 4 ?

:, ?" + 4 ?' 3— 18 //"/•"}

= - (> /?,

wo 7£ die Determinante der cu bischen Gleichung d = 0 ist.

Dagegen erhält man \ Sl', wenn man die l Intcrdetermii tauten der rechts

bei il" stehenden Determinante mit den Elementen der Déterminante

<jp . # niultiplicirt. Man findet dann, dass die Coefficienten von f und

<j verschwinden, und dass SV sich auf den Ausdruck reducirt:

(32) SV = — 2 U. n a

Dagegen bleibt Sl eine selbständige Form.

'X •
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§. 11.

Das Forniensystem der cubischen Formen <p, t*.

Untersuchen wir nun die Formensysteiue, welche entstehen, iiulein

man die cubischen Formen

tp — (pi — tp'x • • • > = *4 = «?// • • •

zu Grunde legt. Bemerken wir, dass eine dieser Formen in die andere

übergeht, wenn man die x mit den «, und zugleich in den symbolischen

Uoefficienten von /*, aus denen <p und V «ich zusammensetzen , a mit a,

h mit ß etc. vertauscht. Hierdurch geht /'in sich selbst über, und ebenso

bleiben //, i, i" völlig ungeandert. Die beiden in der Theorie von

(p und # zuerst auftretenden Formen

% = (PxVxifptp'uy-

stehen daher auch in der Beziehung zu einander, dass durch Vertau-

sehung von n mit rr mit a etc. eine Fonn in die andere übergeht.

Aber zugleich sind beide Zwischenformen von /', und da sie nur vom
zweiten Grade in den u und den x sind , so müssen sie als ganze Func-

tionen von t( x , f, //, if /", i" darstellbar sein. Da indess letztere Grössen

sich durch die angegebene Vertauschung nicht ändern, so folgt:

(33) % = .

Die cubischen Formen, welche durch die Hesse 'sehe Determinante

von <jp und ip gegeben sind, können sich, da f keine andern cubischen

Formen als <p und zulässt, von diesen selbst nur durch constante

Factoren unterscheiden, welche also durch /, /" darstellbar sind,

mithin durch die Vertauschung nicht geändert werden. Diese Factoren

sind also einander gleich, und wenn man durch m ihren gemeinsamen

Werth bezeichnet, hat man

(34) 4<p = m . <jp ,
= m . $

.

In gleicher Weise hat man für die ersten cubischen Zwischenfonnen

(35) $v = m . 4'
,

S tt , = m . q>

.

Aus den Gleichungen (34), (35) folgt, dass cp = 0 ein System

von drei Geraden, also ein Dreieck darstellt, und dass $> — 0 das Pro-

duct der Gleichungen der Dreiecksecken ist.

Wendet man den Process d auf beide Seiten der Gleichung ^34)

nochmals au, so erhalt man m x
tp und tu* 4'. Aber nach der Theorie

der cubischen Formen setzt sich die Determinante von .dv aus dip und

und tp , sowie aus den Invarianten T'ip zusammen. Im vorliegen-

den Falle verschwindet die Discriminante von g>, und es giebt also

eine Grosse in" so, dass

2.V*
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Tv = Typ = m'\

Die Determinante von z/y reducirt sich daher bis auf einen numeri-

schen Factor auf m" 4
. ç>, und die Vergleichung mit dem Vorigen

lehrt also, dass m" von wi nur um einen numerischen Factor verschie-

den ist. Die erste Invariante von <p und ist also, bis auf

einen numerischen Factor, das Quadrat, die zweite ebenso
der Cubus der In varian tencombination m.

Aber ebenso folgt aus der Theorie der cubischen Formen, dass,

wenn man den Process S zweimal hinter einander anwendet, eine Com-

bination der zugehörigen Formen S und T, multiplicirt mit Potenzen

von S' und T', auftritt. Die zugehörige Form T ist nun bis auf einen

numerischen Factor nur um m von S verschieden, daher geht das Re-

sultat hier bis auf einen solchen Factor in m ]
. tp über. Aber die Glei-

chungen (35) geben

Daher ist auch m von m nur um einen numerischen Factor verschieden.

Die Invariantencombination m ist, abgesehen von einem nume-

rischen Factor, leicht zu finden. Aus (35) folgt

Vf '* S
'P . '> . m ' c s ip r>

/ ' < »
h r'Mv « :

'V' cxk 'vxk-'cxk
.. / 1 cu

h t U
h^

t H
h^ ïr

k
{?xk-i?xk

"

= m' SI".

Aber links steht ein Ausdruck, welcher bis auf einen numerischen

Factor gleich »S", also gleich m2
ist. Mithin unterscheidet sich

m nur um einen numerischen Factor von Sl" oder von der
Discriminante li der cubischen Gleichung. Und es gehen

also bis auf numerische Factoren die Formen

über in Htp 4» in lit

it » Jl1> » flip

Tv
S\

Ii1 * Rl
<p

» K> & i/> >>
ti-

IP li* .

Was endlich 0y = (3>u, betrifft , so unterscheidet sich die Form llv = //„

von demselben nur durch den Factor w , und es genügt also, diese

Form zu bilden. Nun aber weiss man aus der Theorie der cubischen

Formen, dass der Ausdruck

ex. Öu.

sich aus Hv und aus einem Gliede mit m, . S\ zusammensetzt. Daher
besteht umgekehrt H aus jenem Gliede, oder aus m . SI und aus einem
Gliede in 7 nr . Dividirt man also durch m, so findet man
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wo « und 0 numerische Coefficienten sind. Da

V = o
àu

i
cx

i

so folgt nach (32)

0ß = 2a.

§. 12.

Canonische Form im allgemeinen Falle (wi

Collineare Systeme.

1 , n = 1).

Die Gleichung f= 0 stellt, wenn man die u darin als Variable

ansieht, einen Punkt y dar, dessen Coordinateli mit denen eines Punk-

tes x durch die Gleichungen verbunden sind:

(I) 99, = # . «9, = ^ » »y, - ^ •

Wenn also, wie wir annehmen wollen, die Determinante von /'nicht

verschwindet, so entspricht jedem x ein y und umgekehrt, und da die

Gleichungen (1) linear siud, so hat man zwei in einander liegende

collineare Systeme vor sich.

Die Determinante von / ist in symbolischer Form:

«
,
a
2 «1«3

= ff|6,c3(«/*y)»

6

3» •

"i =

b2 ß {
b
2 ß., b,

2 ßj

W\ W2 c3 y3

oder, wenn mau die Paare a«, hß
}
cy in jeder Weise permutili und

den 6Un Theil der Summe aller Permutationen nimmt:

I

Ha tifi Ay

£ (ahe) (aßy) = I ha bp bY

I

ea Cp c
Y

Nehmen wir also an, dass i" nicht verschwinde. Man kann dann
im Allgemeinen die Function / durch lineare Transformation in die

Form bringen:

(2) f = /,X, U
x + 1>X

2 U2 + l
3
X

3 U, ,

während ux in Uj übergeht.

In der That, geht man von dieser Bildung aus, und bezeichnet

durch £ die Determinante der Transformation

_J_ dXt eXs I
f "1 d ut

2j — dxi Sxt ~dx3
— 2u ~ d'0\ dUt c03

4- <L
X

\ ixt <L>
r
i

' ^1 ellj r Ut rll
}— BX

t dXt dX3 / < — ? 1*1 du, c«j

durch A die Determinante
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A =
/ 2 / 1

1

1

0

so hat man für die Grundformen die Ausdrücke

<l = 'f "I" V +
= V + ^

3 + y
<JP = f /4 . X, X

2
X.,

# = I Z7, t7
2

l7.
{

.

Daher werden ferner die in §. 9. eingeführten Formen:

(4) < * " = *, «2 ü3

tj = i/, x, -f /
:t
/,c72 x, 4- t,i, u,x,.

Es sind also /, , /., die Wurzeln der Gleichung

(5) <J(T) - 0;

und sind dieselben, wie wir zunächst annehmen wollen, sämmtlich
verschieden, so findet man die Producte l7,X, ausgedrückt durch

die Wurzeln /, und durch uXf f, fj, indem mau die Gleichungen

«x — Ui x, + r.,X
2 + J7, X,

/ = l
{
U

x
X, + l, U,X

2 + /j r/
3
x9

if = M,^i*. + U, c72X2 + l
A l,U,X,

«*>)

auflöst :

(7)

oder auch:

(8)

vi <7, X, = - /,) {
Mi Z, (Z3 + Z

2 )
- /7, -

.7}

tf,X
2
= (/, - /3) {nj, (f, + /,) - /72

- r,j.

a u,x, = (/2
- /,) {ux i

3 ft + y - //, - i/}

tf*x4 =

• Diese Gleichungen bestimmen die Substitutionscoefficienteu, soweit

das überhaupt hier möglich oder nöthig ist; soweit nämlich, dass nur

noch alle Coefficienten desselben Xu mit einem beliebigen gemeinsamen

Factor behaftet werden können , welcher dann bei den Coefficienten

der entsprechenden Uh reciprok auftritt.

Die Gleichung <p = 0 stellt das Product der Seiten des neuen

Fuudameutaldreiecks, die Gleichung ^ = 0 das Product seiner Ecken

dar. In diesem neuen Dreieck verwandelt sich, indem man die neue

Form von F zu Grunde legt, die Gleichung (1) in
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(
D) py,-/, x, , o

r

2
= i, x, , 9 y3

=.- f
3
x

3
.

Die Ecken des Fundamentaid reieck« entsprechen sieh selbst. Die

Gleichung (9) erhält man auch direct, indem solche lineare Verbin-

dundungen X der x, resp. Yx der y gesucht werden, für welche die

Gleichungen (1) in die Form

co-) P r = ix
übergehen. Ist dann

X = a
x
x

x + a^x, + «,x.,

und

so hat man identisch aus (1)

lE(tkXk = Za ikXi«ki
also

daher

la
{

= «,,«, + a,
2«., -f- ff,,«,

/«
7
= «.,,«, -f «,,«, -f ri.,.,re.,

/«
:{
= «.„«, + m.,,«

2 + ff.,.,«.,;

«Ii— 1 «12 «in

f/
2 ,

(l.y, l «.,-, J
= 0= Z/ (/).

«<l «12 «33— '
I

Und die Gleichung (9
a
)

ergiebt also die verschiedenen Gleichungen

(ÎI), so lange alle Wurzeln von z/(Z) = 0 verschieden sind.

Die zusammengesetzte Function

F = xux + kf + w
wird hier:

(10) F= (x + Xl
{ + f*!,^) Î7, X, + (x + A*

2 + f*W f/,X, +
+ (x + a + « /,/.,) r;

x
:(

.

In dieser Gleichung kann man durch passende Bestimmung von

x, A, fi den Coefficienten jedes beliebige Werthsysteiu im,
,

im
2 ,

im,

geben, so dass

»»1 = x -f- A/, + «'2/3

(11) — « + ^2, + F^i.

fM 3 = x + A/
;, + ja/,/

2 ;

oder, was dasselbe ist, man kann es so einrichten, dass einem belie-

bigen Punkte X ein beliebig zugeordneter Y entspricht, indem

Q Y{
= (x+ */, +pU,)X,

(12) 9 Y2
= (x + A/

2 + u7,/,)X
2

py3
= (« + A^ + ^yx,

oder

(lo; »i, : im., : im, = ^ : ^ : ^
gesetzt wird.
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Die Gleichung F—0 stellt also die Gesamnitheit aller

colli n ear en Systeme mit gem einsamem Fundament al drei eck
dar. Dans aus densellien, wenn man F statt /' zu Grunde legt, keine

neuen Systeme entspringen, entspricht dem oben gegebenen Satze, dass

die bilinearen Zwischeufonnen von F wieder aus ux , f, g sich zusam-

mensetzen.

§. 13.

Eine gewisse Reihe collineare!* Systeme und ihre Eigenschaften.

Punktreihen, welche aus ihnen entspringen, und Invarianten-

rclationcn , welche besondere Eigenschaften der Punktreiheu
angeben.

Unter den so gebildeten collinearen Systemen giebt es eine Reihe,

welche zu der Form f in besonderer Beziehung stehen. Mittelst der

Gleichung f=0 erhält man aus # den entsprechenden Punkt y; sieht

man diesen wieder als Punkt des ersten Systems an , so entspricht ihm

ein Punkt s des zweiten; betrachtet man s als Punkt des ersten Sy-

stems, so findet man einen entsprechenden Punkt t im zweiten u. s. w.

Die Gleichungen dieser Punkte erhält man, wenn man jeden aus dem
Vorhergehenden entstehen lässt, wie y aus x, d. h., in dem neuen

Coordinatensystem, indem man die Coordinateli des vorhergehenden

Punktes beziehungsweise mit /,, /
3

luultiplicirt. Die Coorcliuaten

werden also in dem System des Fimdamentaldreiecks :

x^ y s t

.X| ^i^i h'X\ * * *

-Xj l,X., L^X, /v'A, • • •

X
,\ t:i!X

-.i
l/X-i • • •

,

oder die Gleichungen dieser Punkte sind:

.; ) Uj. = 0

?/)/" =o
s) /; = o

t) u = o

denn es ist

ri] rf

Man kann diese Pimktreihe auch rückwärts fortsetzen, indem man
zunächst denjenigen Punkt aufsucht, welcher, als Piuikt des ersten

Systems betrachtet , im zweiten Systeme x liefert. Die Gleichung die-

ses Punkts ist

h i'
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und indem man diese Reihe fortsetzt, erhält man Punkte, deren Glei-

chungen durch g y

= 0, g2
= 0 u. s. w. bezeichnet werden mögen. In-

dem wir den Punkt x selbst durch die Zahl 0 bezeichnen, können

wir die Punkte der ersten Reihe durch 1, 2, . die der zweiten

durch — 1, — 2, ... bezeichnen; es entsprechen dann den Punkten

die folgenden darunter stehenden Gleichungen:

... (-2) (-1) O 1 2 ...
^ }

... ^= 0 <7= 0 «x=0 f=0 /,=0 . . .
;

so dass der Punkt k die Gleichung hat:

(15) 0 = Zh Sî/aX,,.

Jede solche Gleichung aber ist zugleich die Gleichung eiues colli-

nearen »Systems, welches unmittelbar von dem Punkte 0 auf den Punkt

k führt. So entspricht also der Punktreihe (14) die Reihe (15) von

collinearen Systemen.

Die Punkte der Reihe liegen auf einer transcendenten Curve,

welche man aus den Gleichungen

P y, = i\x,

durch Elimination von q und k erhält:

log £ log '/ + log ^ log '/ + log £ log « 0,

und welche in unendlich vielen Fällen in eine algebraische übergeht;

so oft nämlich die Grössen log ^- sich wie positive oder negative ganze

Zahlen verhalten.

Aber man kann sich die Frage stellen, unter welchen Um-
ständen gewisse Punkte der Reihe auf einer algebraischen
Curve gegebenen Charakters liegen?

Nehmen wir an, der h {% kic
f
mle u. s. w. Punkt der Reihe sollen

auf einer Curve n,cr Ordnung liegen, und zwar seien soviel Punkte

der Reihe gegeben, dass eine Curve nUT Ordnung durch einen Punkt

weniger gerade bestimmt ist, dass also zwischen den Coordinateli der

Punkte eine einzige Bedingung besteht. Diese Bedingung kann mau
bekanntlich so schreiben, dass ihre linke Seite als Aggregat von Pro-

ductcti aus dreireihigen Determinanten erscheint, in deren jeder Reihe

die Coordinateli (fines der gegebenen Punkte auftreten. Jede solche

Determinante hat also die Form
Ih ] k Im
l

\
l

\ *!

x,x,x3 v l./ ir
h- h

k
h
m
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und die gesuchte Gleichung ist eiu Aggregat von Producten solcher

Ausdrücke. Die ganze Gleichung aber können wir durch Potenzen

der X dividiren, und brauchen also nur von den Determinanten zu

sprechen. Indessen ist, wenn h < k und auch h < m, immer

/,* V V"
1

1 V A
'2
*~*

/./ l
2
l

/.,"*
I = l* /./ ?,* I 1

*'*-*

i
y v. V"

!

i v-* y-*
I

Der erste Factor ist (*")*. Man sieht also, dass die linke Seite

der gesuchten Gleichung sich aus Potenzen von i" und aus Determi-

nanten der Form

1

1

1

ir

zusammensetzt. Diese letztern sind nun zu bilden, oder vielmehr, da
jede dieser Determinanten durch

1

h
7

theilbar ist, und man also durch letztere die ganze gesuchte Gleichung

so oft dividiren kann, als Determinantenfactoreu in jedem Gliede vor-

handen sind, hat man nur die Ausdrücke

1

1

1

. I .

j

l

l

IT

V

V

zu bilden. Mau findet aber Ai„, als Coefficient vun
J, ^ in der

nach abstcigeuden Potenzen vou x und y auszuführenden Entwickelung

des Quotienten

I

1

r (.- . ;/)
-

1

1

•>
•— h

1

1

1 h

J
!/-/,

1

?/-/,

1

?/— 'a ^ v A km
' ^~ j k-i-l ym+l

Der Zähler dieses Quotienten wird gleich
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xy — h (* + y) + h* y -h

*9 — h C* + y) + V !/
-

~f (*) ^ (y)

1

1

1

1

1

1

l
2

Z /
2

xy — -h y)

— 1

— 1

x — /3

1

0

0

p I

V
und mau fiudet also die A als Coefucienten des Ausdrucks:

(16) F(x, 9)- £i- tl+̂ i =
Setzt man also:

J (oô J (y)

1

1

J(y)

7f„
,

Zf,
,

7; t

y
3 ^ y« y

4

l^o = 1)

so ist

F(x, !n = (x-i,) EE -£*^=ZZlUh
(,̂*+ -» y* -H»

oder weiiu man im ersten Theile der Dojipelsuiniue // — l und /.' — 2,

im zweiten A —2 und k — 1 statt /* und Je setzt:

*{x,y) = ZI xt+iyi+i

also

(17) ylu = BH _ X J$k _ t — Bk _., 7*A _ a .

Die 2* endlich bestimmen sich aus <len Gleichungen:

JA = 1

B
t

- i Jl0 0

7/, -ü;, + /'2*
0
=0

7>*
:1 + -r/;0

=0
B

x
-ili, + /'JA —i"B, = 0

Wir können diese Gleichungen in die eine zusammenfassen:

Bk -/JA-, + /'JA-* -/"JA_ 3 =0,
wenn wir nur, wie dies auch in (17) geschehen muss, alle B mit

negativem Index auslassen. Es folgt aber daraus:

TV-, {lh^ -/JA-. + ÏBk ,
— /"JA-:.}

- JA s {TA-, -/JA-* + *'/A_ 3 —/"JA-,} =0,
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oder, nach (47):

AA , k
— iAktk.. x + i'A k ,k-* — <"^l*,*-3 =0.

Nehmen wir noch hinzu, dass

A k , a
= — A hil ,

so können wir aus dieser Recureionsformel die A leicht berechnen
;

und zwar erhält man:

ii„ -i
j4|-{ ^= t ^23 == ^

vi, g = P — /' A.n = ii — *" A 3{
= i"2 — ii"

Indem man auf die hier angegebene Weise verfährt, erhält man
immer als Bedingung dafür, dass gewisse Punkte der Reihe auf einer

gewissen algebraischen Curve liegen, eine gewisse Iuvariantenbezie-

hung, und damit also zugleich solche Invariantenrelatiouen geome-

trisch interpretirt, indem dieselben aussagen, dass die collinearen Sy-

steme auf Punktreiheu fuhren, bei welchen gewisse Punkte auf einer

algebraischen Curve gegebener Art sich befinden.

Aber wenn der /<", Ic
lc

, m lv
. . . Punkt auf einer solchen Curve

liegen, wobei der 0lc Punkt x als Ausgangspunkt betrachtet ist, so

braucht man nur den + r,en Punkt zum Ausgange zu nehmen, um
zu sehen, dass dann auch der

(/< 4- r)u', (k + r) ,c
,
(m 4- r) ,c u. s. w.

Punkt auf einer Curve derselben Art liegen. Man kann daher immer
einen Punkt der zu betrachtenden Punktgruppe beliebig wählen , also

statt eines Punktes derselben den 0,tn Punkt nehmen.

Der 0U' Punkt kann mit dem ersten und zweiten nie auf einer

(ieraden liegen, ohne dass überhaupt alle Punkte der Reihe in diese

Gerade fallen. Der 0,u
, #

le und Je
1* Punkt aber liegen auf einer Gera-

deu, wenn

o = l // y
i V I,'

oder wenn
Ait = 0.

Man erhält also als Bedingung, dass drei Punkte der Reihe in

einer (ieraden liegen, die Invariautenrelationen :

bei 0, 1,3 : * = 0

bei 0, 1,4 : t
2— i'=0

bei 0, 2, 3 : i"=0
bei 0, 2, 4 : ii—i"=0
bei 0, 3, 4 : P— ü"= 0 u.s.w.
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1 v V
1 I? /,<

1 V /a
4

Dil' Bedingung, tlass die Punkte 0, 1, 2, 3, 4, 5 auf einem Ke-

gelschnitte liegen, ist durch die Gleichung:

I

1 7, 7,'
1

1 J,» V
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ausgedruckt. Nach der Definition der A verwandelt sicli dies, indem

man noch durch i"3 dividirt, in:

AM A.n AXi
= i"Au An A ViAn .

Der Factor A.
1X , der sich hier absondert, ist leicht erklärlich. Denn

A.n =0 bedeutet, dass 0, 2, 4, also auch 1,3, 5 auf einer Oeraden

liegen, wobei denn allerdings alle 0 Punkt«' sich auf einem, freilieb

uneigentlichen
,

Kegelschnitte befinden. Die eigentliche Bedingung

aber ergiebt der andere Factor:

^23 = * Au A Vi
A Vi)

oder
;'3 _ pr = o

11. s. w.

§. 14.

Kurven, auf welche die InVariantenrelationen des vorigen

führen.

Die Gleichungen, welche so zunächst als Invariantenrelationen

auftreten , und welehe also gewisse besondere Ausgangssysteme f=0
charakterisiren, kann man in Gleichungen von Uurvensystemen ver-

wandeln, welche von dem Ausgangssysteme unabhängig werden, und

nur noch von dem Fundamentaldreiecke selbst abhängig sind. Man
kann nämlich fragen, welcher Punkt y einem beliebig gewählten Punkte

x entsprechen müsse, damit die so bestimmte Collineation f— 0 auf

Punktreihen von einer jener Eigenschaften führe. Es folgt aus dem
Früheren, dass man, um diese Frage zu beantworten, nur in den ge-

gebenen Relationen an Stelle von

die Grossen
y, rt y3

A', ' A't
> A,

zu setzen hat. Hierdurch verwandelt sich der Ausdruck
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394 A. Clkhhuii und P. GVkdan.

in

Y ;. x
. (X,l-Y,) (X.J-Y,) (X.J-Y,).

Dies aber ist der Quotient der VVerthe, welche die Covariante ç? an-

nimmt, wenn man sie einmal für die Variabein Xit das andere Mal
für dit- Variabeln /X4

— 1", bildet, oder wenn man jedes Mal die

ursprünglichen Coordinateli einführt:

Bezeichnen wir den Zähler, nach Potenzen von / geordnet, durch

Ptp _ 3P 9l _|_ 3/^ _
<p3j

so ist 9., = 0,die Gleichung des Fundanicntaldreiecks
,

qp., = 0 die

erste, qp, = 0 die zweite Polare desselben in Bezug auf den Punkt .r.

Da nun zi (l) hiernach in

j:\
3 Vi p I

3 7>t
j

Vs
tp ' (p tp

übergeht, so rrhält man die Gleichungen der gesuchten Cnrven, in-

dem man

1

durch

•

* t
r

,
i"

V 9

ersetzt, oder, wenn man mit der passenden Potenz von <p multiplicirt,

durch

3ç, ,
3rp

2 ,
tp

:iJ

dann aber die verschiedenen Terme mit solchen Potenzen von tp mul-

tiplicirt, dass das Resultat für die vier qp, homogen wird.

Die Curve <p3
= 0 (das Fundameniiidreieck) hat drei Doppel-

punkte, die Ecken des Dreiecks. Der Kegelschnitt (p., = 0, die Polare

von x, geht also durch die Ecken dieses Dreiecks hindurch. Um die

Tangente der Polare in einem dieser Puukte zu finden, kann man die

Polare von x in Bezug auf das Seitenpaar suchen, welches sich in der

betrachteten Ecke schneidet, und man sieht also, dass die Tangente

des Kegelschnitts q>2
= 0 zu jenen beiden Sqiten und zu der Verbin-

dungslinie von x mit der Ecke harmonisch liegt. Der Kegelschnitt

qp2
= 0 ist hierdurch geometrisch mehr als vollständig bestimmt

;
ja

indem man die Seiten des Dreiecks und die Tangenten des Kegel-

schnitts in den Ecken als Seiten eines Pascalschen Sechsecks betrach-

tet, sieht man, dass die drei Seiten des Dreiecks (p ,p'
}
p") von den

in seinen Ecken (ß, ß', ß") berührenden drei Tangenten (/, t', t")

entsprechend in drei Punkten («, «', «") geschnitten werden, welche

auf einer Geraden liegen, der Pascalschen Linie des Sechsecks. Von

Digitized by Google



hoher biternüre Formen. 395

dem Punkte a gehen die Strahlen t, p aus, deren crsterer in ß be-

rührt, und deren zweiter durch die Linie ßx in einem Punkte geschnit-

ten wird, welcher zu a
f

ß', ß" harnionisch ist. Daher ist ßx die

Polare von « in Bezug auf den Kegelschnitt <jp 2
= 0, ebenso ßx die

von ß"x die von «"; endlich also ist x der Pol der Pascalschen

Linie, und diese also fallt mit der Geraden = 0 zusammen.

Mit Hülfe dieser Betrachtungen lassen sich nun die Curven deu-

ten, welche aus den obigen Invariantenbeziehungen entstehen. -Der

Punkt x sei beliebig gegeben; die folgenden Gleichungen sagen aus,

auf welchen Curven y liegen muss, damit die aus y und x abgeleitete

Punktreihe eine der bezeichneten Eigenschaften hat:

1) Die Punkte 0, 1, 3 auf einer Geraden: <p, = 0

2) Die Punkte 0, 1, 4 auf einer Geraden: 3qp,v— 99., = 0

3) Die Punkte 0, 2, 3 auf einer Geraden: q> 7
= 0

4) Die Punkte 0, 2, 4 auf einer Geraden: 9<jp,<jp., — qxp, = 0

5) Die Punkte 0, 3, 4 auf einer Geraden: 3<p./ — <jp,
rp

{
= 0

G) Die Punkte 0,1,3,4,5 auf einem Kegelschnitt: «p/V -^yV«—
lieber die geometrischen Eigenschaften dieser Curven liisst sich Fol-

gendes bemerken:

ad 1. Die Curve ist die Pascalsche Linie selbst.

ad 2. Ein Kegelschnitt, welcher in den Schnittpunkten des Kegel-

schnitts <pQ
= 0 mit der Pascalschen Linie erstere berührt. Diese

Punkte (y , y) sind die Berührungspunkte der von x an den Kegel-

schnitt <p2
= 0 gezogenen Tangenten.

ad 3. Der Kegelschnitt, welcher die Polare von x in Bezug auf

das Fundamentaldreieck ist.

ad 4. Eine Curve dritter Ordnung, welche durch die drei Schnitt-

punkte der Pascalschen Linie mit den Seiten des Fundamentaldreiecks

geht, und in den Ecken desselben von dem Kegelschnitte <p2
= 0 be-

rührt wird.

ad 5. Eine Curve vierter Ordnung, welche in den Ecken des

Fundamentaldreiecks Doppelpunkte hat, und in den Punkten y, y' die

Pascalsche Linie berührt.

ad 6. Eine Curve sechster Ordnung, welche die Punkte y, y' zu

dreifachen Punkten hat, und die Ecken des Fundainentaldrciccks zu

zu Doppelpunkten, so aber, dass die Seiten desselben zugleich die

Taugeuten der Doppelpunkte sind ; welche endlich durch den Punkt x

selbst hindurchgeht.

Es genügt, die Class»' von geometrischen Betrachtungen ange-

deutet zu haben, welche hier auftritt; es ist leicht, dieselbe beliebig

weit fortzusetzen.
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§• 15.

Besondere Fülle der Collineation.

Ebenso genügt es, dieAusiiahmsfiille anzudeuten, welche dadureh

eintreten, dass von den Wurzeln der eubisehen Gleichung zwei oder

drei einander gleich werden.

I. Ist lA = l.if so muss man die kanonische Form (2) durch die

folgende ersetzen:

(1) /*= l.X.U, + 1,(X
7 U, + X2 U,) + aX,U„

wo « eine beliebige, aber von Null verschiedene Grösse ist.

I'm die Zulässigkeit dieser kanonischen Form einzusehen , bemerke

man, dass jetzt nur zwei lineare Combinational À*,, resp. 7, so gefun-

den werden können, dass aus (1) §. 12. die Form

Q Yi = h Xi
hervorgeht. Setzen wir also

(2)
9 Yt

= /, X,
!

ç r?
= /, x., ,

so muss die dritte Gleichung die Form haben

C\) 9 YA
= ßX

t + «X, + yX3 .

Bildet man nun «lie eubische Gleichung wie in §. 12, so erhält man

0 =
/, — l 0 0

0 /,— / 0

a ß y-l

also, damit /
2
Doppelwurzel sei, y = lr Setzt man nun noch

1
' + /

^
/

1
«

mr ^3 >
X

» + / ^
/
X

i
fîir X*>

so zerstört man in der Gleichung (3) das Glied mit X,, und die Glei-

chungen (3) gehen über in

C> Y, = / , X,

e r, = «x, + /,x.„

was mit der Annahme der kanonischen Form (1) identisch ist.

Man erhält mit Zugrundelegung derselben die Bildungen [vergi.

§. 12. (3)|:

/ = Z, + 21, f, = Z,
2 + 2y Û = /,=» + 2/.,*

/!' = 2/,/, i" = /,/,
2

/,= /,
2 X, ü

x + tf(X,tf, + X
s tfs ) + 2l,<tX,V,

(,= /,'X, Uy + //(X, ff, + X
3 UJ + 3/,,

2«X,ff
3

.v = vx, ff, + V,(x,ff,+ xyg - «W,
<p = ,«(/,- /._,)* X, A7 * = «

(/, - /,.)
?

ff, ff,*.
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Uebcr Internare Formen. 397

Zwei Seiten der frühem Fundamentaldreiccke fallen zusammen
(X, =0), doch so, dass ihr Schnittpunkt bestimmt bleibt (F, = 0).

Der hier betrachtete Fall umfasst alle collineareu Systeme dieser Art,

welche dieses uneigentliche Fundaineutaldreieck gemein habeu. Die

Formeln für die Collineatiou :

9 Yt
=

/, X,

9 Y2 = /, X,

qY3
= l,X, + «X

2

lehren, dass wieder alles vollständig bestimmt ist, wenn einem belie-

big gegebenen Punkte X ein Punkt Y zugeordnet ist, da die Ver-

hältnisse der ,/.,, « dann aus den obigen Gleichungen bestimmt sind.

Die Coordinatcu des hiett Punktes der zu einem beliebigen Punkte

X gehörigen Keine sind:

9Y
{

= //X,

14) qY, = 1,>-X,

gY
:t
= //X

:t + /««/* 'X
2

.

Damit gewisse Punkte dieser Reihe bestimmte Lagen haben, müs-

sen Relationen bestehen, welche nur die Invarianten, also nur /,

nicht aber « enthalten. So werden denn die aus derselben abgeleite-

ten Curven nur ^' , ^* enthalten. Alle oben aufgestellte Curven gehen

also in Systeme von Geraden über, welche durch den Schnittpunkt

der doppelt zu rechnenden Seite des Fundamentaldreiecks (X'
2
= 0)

mit der einfachen (X, =0), oder durch die Ecke U
:i
= () hindurch-

gehen. In der That nämlich wird die aus den Coordinateli dreier

Punkte der Reihe gebildete Determinante hier

/,* X, /./ X, /,* X
;{ + /*«!*-» X,

!
j

/,* V */*-

//X, //X,, //X3 + /;«/',
'

= X.Ay «
1

/,* /,* Ä7* _l

/."«X, IrX., /,'"X
:t + mal™ %

J

j

V" ml";- 1

Man sieht, dass a hier nur als Factor erscheint, und also aus

den in Rede stehenden Gleichungen ganz herausgeht. Uebrigens ent-

steht die übrigbleibende Determinante aus der entsprechenden in §. 13,

indem man A, in l
2

-\- a übergehen, und ca gegen Null convergiren

lä8st. Daher kann man sofort die früher gegebenen Formeln benutzen,

und nur A, = /., setzen. Hiermit ist das oben Behauptete nicht nur

erwiesen, sondern man findet auch leicht die Systeme von Geraden,

welche in diesem Falle an Stelle der oben aufgestellten Curven treten.

II. In dem Falle, wo ausserdem a = 0 wird, verschwinden <jp

und y>; die Gleichungen (2) geben

(5) y, x 2 — y,x, «o.
Dieser Fall umfasst alle einem gegebenen perspectivischen Systeme.

Mathematische Annalen 1. 26
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398 A. Ci.kh.sch und P. Gordan.

Die Bedingungen, welche man Punkten der Reihen auferlegen kann,

sind von selbst erfüllt, da alle Punkte der Reihe auf demselben Pro-

jectionsstrahl (5) liegen.

III. Wenn alle drei Wurzeln der cubischen Gleichung einander

gleich werden, so kann man die kanonische Form anwenden:

f= I (X& + X
7U9 + X

AUS ) + aX
x
U2 + ßX,U^

Es ist darin / der gemeinschaftliche Werth der drei Wurzeln ; a und (i

sollen zunächst als von Null verschieden vorausgesetzt werden. Auf
die vorliegende kanonische Form wird man folgendermassen gefuhrt.

Unter den linearen Verbindungen der Gleichungen §. 12 (1) giebt es

nur eine, welche die Form

(6) Q YX
= IX

X

hat. Die andern zwischen den Y und X stattfindenden Gleichungen

müssen die Form haben:

9 Y2
= «X, + (6 + 1) X, + cX,W *Y>-«X

t + ßX
2 + (y + l)X>.

Aber die cubische Gleichung, welche hiernach den Ausdruck

l — z 0 0

z/0) = 0 = a l + b-e c

a ß l-\-y—z

hat, muss die Wurzel l dreimal enthalten. Daher muss man haben

(8) b -f y — 0 , by — cß = 0.

Man erfüllt diese Gleichungen identisch, indem man

c = /i-'
, ß = - vl

, b = nv , y = — fiv

setzt. Die Gleichungen (7) verwandeln sich dadurch in

Q Y2
= AX, + IX, + fi(vX, + nX,)

Q Y3
= «X, + IX, - v(vX

2 + ttX,).

Es folgt aber daraus die Verbindung

Q( v Y7 + f = (av -f ap) X, + l(vX
2 -f jwX.j.

Setzt man also jetzt wieder Y
2
für vY

2 -f p Y3 , und X2
für vX.

2 -f pX :i ,

so erhält man eine Gleichung der Form

(9) qY7
= aX, + IX

2 ,

welche aus den Gleichungen (7) immer abgeleitet werden kann. Man
darf daher annehmen, dass eine der Gleichungen (7) die Form (8)

bereits habe, d. h. 6 = 0, c = 0. Die Gleichungen (8) geben danu

y = 0, während ß beliebig bleibt. Die dritte Gleichung (7) wird also

(10) qY, = «X, + ßX
2 + /X,.

Verändert man nun noch F., und X3 , indem man statt derselben
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Uelicr 1 >itenuire Forni ou. 39*J

Y
s
- " Y, und X3

— " X, setzt, so fallt im (10) noch das Glied

mit X, fort, und es bleibt

ill) ,Yt -ßXt + lX3 .

Multiplicirt man nun (6), (9), (11) mit Uif U2 ,
U

:x
und addirt, so

ergiebt sich die Gleichung der Collineation :

f=l(U
x
X

x + U2
X

2 + tf3X3 ) + aX,U, + ßX,U,,

welche sich von der oben angenommenen Form nur dadurch unter-

scheidet, dass u statt a geschrieben ist.

Legen wir jetzt die Form

f = 1{U
X
X

X + U2
X

2 + U,X,) + aX
x
U

2 + ßX
2 ü,

zu Grunde, so finden wir:

/ = , i
x
= 3P

,
i
2
= 3P , ï = 3P , r = P

/; = P(U
X
X

X + U
2
X

2 + U,X
:t) + 2«/X,t7

2 + 2^X2 J73 + aßX
x
U,

/• = P(t7,X, + U
2
X

2 + f/
:{
X,) + 3aPX

t
U2 + 3/JPX

2 tf3+3«/J/X1
t/3

U = JA_H ( ^1 X, + Ü
2
X2 + (/

3
X

3) + (A + lJaPX^ +
+ (Ä + 1) 0/*X2 t/3 + *--*+! X, tf,

= P(tr
>*. 4- U2

X
2 + r/aX;

0- «?X, c72 - /3?X
2 0, + aß X

{
U,

tp = - £«^AV , * = ^ Î73
3

.

Dieser Fall umfaast alle diejenigen collinearen Systeme, bei wel-

chen sich die Ecken des frühem Fundantentaldreiecks in einen Punkt

(r3
= 0), di© Seiten in eine Gerade (X, =0) vereinigt haben. Auch

hier wird durch die Gleichungen

qY
x
= IX

X

(12) Q Y2
= «X, + IX,

9 Y, = ßX, + JX
3

alles bestimmt, sobald zu einem willkürlichen Punkte X ein bestimm-

ter Y zugeordnet wird, indem die Verhältnisse der Grössen a, ß, l

dadurch gegebene Werthe annehmen.

Die Punkte der Reihe

9 Yx
= l»X

x

pi; = i
h x2 + /*«** i x,

0 r3 = î*xa + /*/ïP- | x
2 +

h h
r

l

«ßih i x
x

können hier, indem mfin durch überall dividirt, einfacher durch

die Gleichungen

(QY
X

= PX
X

(i:V) ; 9 Y., = PX, -I- A«?X,

((.i^aVh/^A'^'' «/jx,
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dargestellt werden. Diese Punkte liegen daher hier nicht mehr auf

einer transcendental Curve, sondern auf einem Kegelschnitt, dessen

Gleichung man erhält, indem mau ç und /* aus den obigen Gleichun-

gen eliminirt. Indessen genügt es hier zu bemerken, dass die Glei-

chungen

pT, = «, + 2hßi + k2
ri

immer einen Kegelschnitt darstellen, dessen Gleichung in Liuieueoor-

dinaten ist:

(«,«, -f- «,«, + «3«,) (>,«, -f- jy<2 -f y3«.i)
~ (/?,«, -f- /3,m, -f ft,M 2)

2=0.
Es sind daher a,y Punkte des Kegelschnitts, 0 der Schnittpunkt tier

in a,y an den Kegelschnitt zu ziehenden Tangenten. Wenden wir

dies auf die Gleichungen (13) an, so sehen wir, dass an Stelle des

Punktes a der Punkt X, au Stelle von y der Punkt L\ = 0 tritt,

wahrend ß die Form p F., -\- qU
:i

= 0 hat, also ein Punkt von X, = 0

ist. Der betrachtete Kegelschnitt geht also durch X, und berührt in

dem Punkte t7, = 0 , in welchem sich die Ecken des Fundamental-

dreiecks vereinigt haben , die Gerade X, = 0, welche die Vereinigung

seiner Seiten ist. Der Kegelschnitt zerfällt niemals, ausser wenn
X, = 0 ist, da die Determinante (2J ± «, ß2 y:t)

2 des Kegelschnitts

sich auf X,* redueirt.

IV. Man kann noch den Fall betrachten, wo eine der Constan-

ten a,ß verschwindet. Es ist gleichgültig, welche man verseliwinden

liisst. Sei ß = 0; die Gleichungen (12) gehen dann über in

pF, = /X,

Q Y., = IX2 -f- a Ar

,

pF3
= /X.,.

Es folgt I ,X
;!

— YòX t

= 0; man hat also perspectivischc Systeme,

deren Centrum der Punkt X, = O
,
X

;{
= 0 ist. Verschwindet end-

lich sowohl « als ß, so hat man identische Systeme, deren entspre-

chende Punkte immer zusammenfallen.

G i essen, den :$•"» September 1SÜ8.
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Note bezüglich der Zahl der Moduln einer (Ilasse von

algebraischen Gleichungen.

Von A. Hkill in (ìiessen.

Ri email n knüpft seine Betrachtungen über algebraische Functio-

nen an eine Gleichung w,on Grades in s, deren Coeffieienten ganze

Functionen »m ,c" Grades von s sind und bezeichnet dieselbe mit:

F = nr.

Der von ihm aufgestellte Begriff der durch rationale Substitutio-

nen (eindeutige Transformationen) in einander transformirbaren Glei-

chungen zwischen s und s führt ilin zur Aufstellung von solchen

einer gegebenen „Classe" angehörigen Gleichungen, für welche die

(.trade m und n den niedrigsten Werth haben, ohne dass die wesent-

lichen, d. h. die bei einer eindeutigen Transformation ungeäudert blei-

benden und im Allgemeinen von einander unabhängigen Constanten

in ein gegenseitiges Abhängigkeitsverhältniss treten. Die Classe sei

durch die Zahl p charakterisirt
;
versteht man noch unter r die Anzahl

der Fälle, wo die ersten Dinerentiahjuotieuten der Function F nach

s und s zugleich mit F selbst verschwinden , während zwei verschie-

dene endliche Werthe annimmt, so haben die besagten Gleichungen

niedrigsten Grades die Form*):

p — 2fi— 3 F = 0 ' = (**—*f

p = 2n-2 F (s,Z) = 0 r= (u -l)(ß- 3),

wo r von den Coefticienten der Potenzen von s und z in den ganzen

Functionen F als lineare homogene Functionen - der übrigen so be-

stimmt werden müssen, dass und für r der Gleichung F = 0

*) Rie mau n, Journal Creile-Bm clianl lid. 51, §. IX

0) v>*
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genügende Werihcpaare gleiclrceitig verschwinden. Transforming man

die Gleichungen (1) mittelst der Substitutionen:

s = -*
; z = *-

in eine in den Variablen y, #2 y3
homogene Form:

F
(jfl 7 Vi j V:i) = 0,

so kann jede der so entstehenden Gleichungen als die einer Curve auf-

gefasst werden, in welcher jenen r Werthepaaren s , z Doppelpunkte*

entsprechen, und welche im Allgemeinen noch eine höhere Singulari-

tät in den den Werthen s = oo und s = oc entsprechenden Punkten

besitzt. Und zwar repräsentiren jene Gleichungen niedrigsten Grades

für p > 2 Curven 2ft
,l'r Ordnung mit 2ju.fachen und r Doppelpunkten.

Fasst man jede der obigen Gleichungen (1) niedrigsten Grades, dir

man in gewisser Beziehung als Normalformen der R i ein an u sehen

Gleichungen für ein gegebenes p ansehen kann, in der oben ausge-

führten Weise als die einer Curve auf, so kommt derselben nicht auch

die Eigenschaft zu, Curve niedrigster Ordnung für das gegebene p
zu sein, denn statt auf den Grad in s und z kommt es hierbei auf

die Gesammtdimension an.

In dem Werke über A bei' sehe Functionen von Clebsch und

Gordan wird nun andererseits eine Methode angegeben, vermittelst

deren sich eine gegebene Curve nUr Ordnung mit Doppel- und Rück-

kehrpunkten in eine Norm al curve von möglichst niedriger Ordnung

überführen lässt. Diese Ordnung ist p -{- 1

.

Liisst sich nun die Transformation jener Nonnalcurve auf die

Rieinann'sche Normalform und umgekehrt ausfuhren, so muss die

Anzahl der in beiden Normalformen enthaltenen, durch eindeutige

Transformation nicht zerstörbaren Constanten übereinstimmen. Nie-

mann*) stellt nun für die in seiner Normalform enthaltenen wesent-

lichen Conatanten mit Hülfe analytischer Untersuchungen die Zahl

3p— 3 auf. Herr Cayley**) gelangt zu der Zahl 4p— 6 für jene

Nonnalcurve p -f 1
,or Ordnung aus Betrachtungen geometrischer

Natur.

Ich werde nun im Nachfolgenden auf dem Wege der Rechnung

au einem möglichst zutreffend gewählten Beispiel (p = 4, in welchem

Falle 4p — G = 10; 3p— 3=9, r = 0 ist) zunächst zeigen, dass

die Anzahl der durch eindeutige Transformation nicht zer-

störbaren Constanten in der obigen Normalcurve ^ -f- l
,pr

Ordnung nicht verschieden sein kann von der in der von

*) Ibid. §. 12.

**) Verhandlungen der Mathematical- Society , Oct. IG. , 18C3.
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Anzahl der Moduln einer Classe von algebraischen Gleichungen. 403

Rieniann aufgestellten Gleichung (1), iudem ich eiufach die

Transformation der Normalcurve für den genannten Fall (von der

fünften Ordnung mit 2 Doppelpunkten) in jene Form wirklich aus-

führe. Alsdann werde ich eine Reihenfolge von Transformationen an-

geben, mittelst deren für das eben genannte Beispiel aus der Rie-

mann 'sehen Normalform eine Form mit nur 3p— 3 = 9 Constanten

hergestellt werden kann.

An anderer Stelle*) habe ich gezeigt, dass ein pfacher Punkt in

dem Punkte y i
= 0; y%

= 0 der transformirten Curve

F (y,,y„sfe) =0
dadurch entsteht, dass man in:

9Vi = &i Cr, ,
*2 ; *a)> wo « = 1, 2,3,

den Ausdrücken 0
1
und 0

3
einen gemeinsamen Factor giebt, der ftir

ft Punkte der Curve f (x
{
x.

t
j'.,) = 0 verschwindet. Damit auch noch

in y2
= 0; y K

= 0 ein fifacher Punkt erscheine, so möge das Gleiche

für 0
2
und <2>

3
stattfinden; die Transformationsformeln auf die Rie-

mann 'sehe Form haben alsdann die Gestalt:

QV* = %'%,
wo die ^ und % Functionen der x von gleicher Dimension sind.

Bei der Transformation von Curven mit niedrigem p ineinander,

um welche es sich in unserem Beispiele handelt, wird man vielfach

auf Substitutionsformeln geführt, aus welchen sich ohne Hülfe der

gegebenen Gleichung f (x) = 0 die Werthe der x rational durch die

y ausdrücken lassen. Eine solche direct umkehrbare Transfor-

mation bietet den Vortheil, ohne schwierige Elimination die Glei-

chung der transformirten Curve sowie den auszuscheidenden Factor,

welcher bei dieser Transformation immer auftritt**), sofort und über-

sichtlich zu ergeben. So z. B. berechnet man aus:

(2) gy2
= x&

%

QVn = x
i
x
2

die umgekehrten Transformationsformeln:

ff'i = Vitf-t

(2*) öf
2 = Mi

ff ^3 = VìVì •

*) Habilitationsschrift, 1867.

**) Tn den unten gogebenen Beispielen stellt, wie mau sehen wird, das p die

ses Factors zu dem der trausfonuirten Curvo (also des anderen, irreductibeln

Factors) in keiner Beziehung.
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Der geometrische Shin dieser Transformation ist von Hrn. Cremona
in einer Abhandlung „ Sidle trasformazioni gconictrkìie (Idle figure

piane" (Acad. Bologna 1804) bereits näher erörtert worden.

Die allgemeine Gleichung der Normalcurve für p = 4 (von der

fünften Ordnung mit 2 Doppelpunkten) lässt sich durch lineare Trans-

formation immer auf eine solche Form bringen, dass die letztgenann-

ten in die beiden Eckpunkte x
x
= 0; x.

d
— 0 und #

2
= 0; x.A

= 0 des

Coordinatendreiecks zu liegen kommen. Die Gleichung der Curve hat

alsdann die Form:

t— X
\

A
'fi (X2 >

Xs) "f" X2
S

' Ii {
X

l )
Xs) ~f" X

\
X

2
X

S 'f\ iX2
Xii Xi

X
\ ì
X

\
X

-i)

+ *3
S
7i(*l>*2>*3) = 0

>

wo die unteren Indices der f die Dimension in den eingeklammerten

Variabein angeben. Transformirt man f=0 mittelst der Substitutions-

formeln (2, 2»), so kommt:

y»
V

•

F= //*V [y-ûi-î-f-l {y, , y*) -f y^-ff (y3 , V\)

+ yMi • /i'" iv\ ; 2/2 ; y-i) + y\ih'fi(y^ >y. 5 yi > yi y2) I
= o.

Seien die Coefficientcn in o (,
>, .... und löst man

auf, so kommt, nach Weglassimg des Factors y* y {
' (vergi. S. 403,

Note) :

* = («v + %2 y:< + y^3
(«'V + ^y* + c"y/)

Man sieht, dass die Glieder alle verschieden sind, 15 an der Zahl.

An der Riem aim 'sehen Form (1), einer Curve sechster Ordnung mit

einem dreifachen Punkte je in y, =0; y., = 0 und */., = 0; y:i
= <>,

fehlt nur noch der Term //..". Um auch diesen ganz allgemein zu er-

halten, setze man noch;

y l
=s-\-a-

i
f/
3
= r; y3

= 1.

Wir haben also successive drei Transformationen angewandt, deren

Umkehrbarkeit keinem Zweifel unterliegen kann.

Wir schreiben die hierdurch sich ergebende Gleichung in der

Form :

s3 *
<P:» + 3s- -f 3s <p, -f ç?0 = 0,

wo

<Pi = «a • ~ 3 + 3 «,>rî -f- 3a,i^ -f- «,o ;
<' = 1 , 2 , 3.

Die Zahl der Coefficientcn a-n beträgt 16.

Mittelst der Trausformationsformeln :

kann man nun, wie eine oberflächliche Abzahlung lehrt, die Rie-
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einer Chwae von algebraischen Gleichungen. 405

m a il il 'sehe Form auf eine solche mit nur 9 Coefticienteu transfor-

uiiren.

Um aber einen genaueren Einblick in diese neue Transformation

zu ermöglichen , wollen wir dieselbe nun gleichfalls in mehrere andere

zergliedern.

Wir setzen zunächst:

S *+l

und bestimmen die Grössen a und ß derart, duss in der transformir-

ten Gleichung:
P #3 -f 3/2

• ^ -f 'òt •
tf», + #0

= 0

der Coefficient von 3t2 ein vollständiger Kubus wird. Derselbe hat

die Form:

^2 = ß («*9>3 + 2a(P2 + 9>i) + «V.» + 2 «<jp, + (JP„

= s*(V.
i+ ß<pj + W(w,+ß&,)+3z{V

l + ß<l>
i ) + VQ+ß*w

wo
<2>, = «2

. a3i 2 « • a* -\- «h ; = a7 -ö2 . + 2 a - a ti -f- aw

gesetzt ist. Sollen also in ii>2
die Quotienten der Coeflicienteii je

zweier aufeinander folgenden Potenzen von z einander gleich sein, so

hat man zwei Gleichungen zur Berechnung von ß und «, nämlich:

Eliminirt man aus denselben ß }
so kommt für« folgende Gleichung

12Un Grades, welche diese Grösse als Functiou der a ik definirt:

2

Diese Gleichung ist die einzige höhere Gleichung, deren Auflösung

bei der auszuführenden Reduction der Coiistantenzahl nothwendig ist.

Denkt man sich für a eine Wurzel derselben in die <2> und Ur eingesetzt,

so ergiebt sich ß aus einer Gleichung 2U" Grades. Man kann somit

durch diese Transformation der gegebenen Gleichung die folgende Ge-

stalt geben:

P • 4', + 3 P h (- + òf + 3 / - ^ -f- % = 0,

die Grössen ^ sind von derselben Form wie früher die <p.

8etzt man weiter:
z' -\- a

Z = «Ii f

z + b

wo a und h irgend zwei Wurzeln der Ausdrücke if> sind (gleichgültig

ob sie demselben oder verschiedenen # angehören), so werden hier-
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durch zwei Coefficieriten in der transforinirten Gleichung zum Ver-

schwinden gebracht. Drei weitere lassen sich dadurch = 1 machen,

dass man in den sehliesslichen Substitutionsformeln:

t = m • g und z' = n . t

die Constanten m und n passend bestimmt und endlich die ganze

Gleichung durch eine passende Constante dividirt, Die so entstehende

Gleichung in <s und Ç erfüllt die verlangte Bedingung, nur ?>p— 3 = 9

Coefficienten zu besitzen.

G i ess en, Januar 1809.
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Zur Geometrie auf den Hachen zweiter Ordnung.

Von II. Müller in Freiburg i. Br.

Betrachtungen über die Räumen rve dritter Ordnung.*)

1) Die Frage nach den gemeinsamen Punkten zweier Raumcurven

dritter Ordnung, welche auf einem Hyperboloid liegen und die Strahlen

der nämlichen Regelsehaar des Hyperboloids zu Sekanten haben (siehe

§. 3.), vereinfacht sich, sobald einer der gemeinschaftlichen Punkte

bekannt ist.

Sind aber drei derselben gegeben, so wird die Construction des

vierten linear.

Dieser Fall hat dadurch besonderes Interesse, dass er zur Auffin-

dung des achten Punktes, in welchem sich alle durch 7 Punkte gehende

Flächen zweiter Ordnung schneiden, benutzt werden kann, und soll

im Folgenden besonders betrachtet werden.

Satz: Wenn zwei Raumcurven Ii, IV dritter Ordnung
3 Punkte p x > p2i p* und eine Regelschaar Cr gemein haben
(d. h., wenn alle Strahlen von G auch Sekanten von Ii und
Ii' sind), so haben sie noch einen vierten Punkt gemeinsam.

Von p x
aus werden die Curven 11 und IV durch zwei Kegel zweiter

Ordnimg K, K' projicirt. Dieselben haben die Strahlen p { pt
~]\~p

s

und den Strahl A der Kegelschaar G, welcher durch j>, geht, gemein-

sam und müssen sich deshalb noch in einer vierten, durch jr>, gehen-

den Oeraden B treffen. Dieselbe enthält nun entweder einen gemein-

schaftlichen Punkt p i
der beiden Raumcurven oder zwei getrennte

Punkte r und s derselben. Von diesen beiden Fällen erweist sich aber

der zweite als unmöglich , weil B eine Erzeugende der Regelschaar G
sein müsste (B enthielte 3 Punkte r s von G) und durch einen Punkt

p x
nicht zwei Erzeugende A und B der gleichen Regelschaar gehen

können.

*) Ueber Raumcurven dritter Ordnung in synthetischer Betrachtung siehe z. B.

Die Geometrie der Lage. Vorträgo von Dr. Theodor Heye. Hannover 1868.
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Die beiden Kaumcurveii haben also einen vierten gemeinschaft-

lichen Punkt pi
.

Zur Construction von pA
dient die folgende Betrachtung:

Man lege durch einen Strahl A von G eine Ebene a. Dieselbe

enthält noch zwei nicht in A gelegene Punkte r und r' von Ii und Ii'.

r
t
r
2

ist ein Leitstrahl der Regelschaar G. Die beiden Ebenen p ipt
r

und iViV sollen // und // genannt werden. Dreht sich nun a um A,

so beschreibt rr' eine Regelschaar G' und die Ebenen b und b' be-

schreiben zwei Ebeiienbüschel, welche mit dem von a erzeugten Büschel

projectivisch sind nach dem bekannten Satze, dass die Punkte einer

Raumcurve dritter Ordnung aus zwei ihrer Sekanten durch projecti-

vische Ebeiienbüschel projicirt werden. Die Gerade rr' und die beiden

Ebenen b und b' erzeugen also bei der Bewegung drei unter sich pro-

jectivische Gebilde.

Die beiden von b und il beschriebenen projectivischen Ebcnen-

büschel haben aber die Ebene T t pt )>3
und deshalb noch eine andere

ß entsprechend gemeinsam. Die Ebene ß wird nun von dem ihr ent-

sprechenden -Strahle der Regelschaar G' in dem gesuchten Punkte p %

geschnitten.

2) Die beiden Sätze:

Zwei Raumcurven Ii und IV dritter Ordnung, welche einen Punkt

p {
und eine Regelschaar G gemein haben, schneiden sich in einem

oder in drei weiteren Punkten; und:

Zwei Raumcurven 7t und Ii', welche eine Regelschaar G und zwei

Punkte^, und p^ gemeinsam haben, schneiden sich in keinem oder in

zwei weiteren Punkten
;

werden gerade so bewiesen. Die Kegel K und K' haben in diesen

Fällen bezüglich einen (die durch gehende Erzeugende A von Cr)

oder zwei {p x l>i
und A) gemeinsame Strahlen. Die übrigen Schnitt-

linien derselben enthalten gemeinsame Punkte von Ii und 11'.

3) Zwei Raumcurven if, und iv
2 , welche 4 Punkte ji, p^lhVi

und eine Sekante A gemeinsam haben, fallen zusammen
oder sie haben eine Regelschaar G gemeinsam.

Mau projicire 11 und Ii' aus i> {
durch die Kegel K und A" zweiter

Ordnung. K und K' haben die drei Strahlen pt ,
p~jT

3 , pJp~A ge-

meinsam und schneiden sich demnach noch in einem vierten; Strahle

lì. Der Strahl 11 ist eine gemeinsame Sekante von li
{
und R, und

enthält ausser p x
entweder einen gemeinsamen Punkt p.ò von Ii

x
und

li2 oder zwei getrennte Punkte r und $ dieser Curven. Im ersten

Kalle haben Ii und 11' 5 Punkt«? und eine Sekante gemeinsam und

fallen daher zusammen*). » Im zweiten alter haben sie diejenige Kegel-

*; Siehe z. ]».: Hfjc, Vorlesungen 11, pag. 81.
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Zur Geometrie auf den Flächen zweiter Ordnung. 40!)

schaar gemeinsam, welche durch die Strahlen A und Ii und die Punkt«:

V\y Pa P.\ bestimmt ist.

4) Bekannter Weise schueiden sich zwei Flächen zweiter Ordnung,

welche eine Gerade gemeinsam haben, in einer Raumcurve dritter Ord-

nung, von welcher diese Gerade Sekante ist.*)

Umgekehrt haben zwei Flachen zweiter Ordnung, welche sich in

einer Raumcurve dritter Ordnung schneiden, noch eine Gerade gemein-

sam, welche eine Sekante dieser Raumcurve ist.**)

Die Construction dieser Geraden, welche zugleich den Deweis des

zweiten Satzes enthält, soll wegen ihrer Verwendung im Folgenden

hier erörtert werden:

G und G' seien die beiden Regeischaaren der Mächen F mid F',

welch«; aus Sekanten von Ii bestehen. Durch die Punkte p und r von

Ii sollen bezüglich die Strahlen toz' und qq' von G und G' gehen.

Man lege nun durch einen weitem Punkt « von 7î die Linien o" und

ö', welche bezüglich ;r, q und ;r', q schneiden. Durch einen andern

Punkt t von Ii erhält man ebenso die Geraden t und r'. Die Ebenen

(flr) und (tfV) schneiden sich in dem gesuchten gemeinschaftlichen

Stralile von F und F', welcher zugleich Sekante von II ist. Der Be-

weis für die Construction und die letzte Behauptung liegt darin, dass

tf, x und a' , x zwei Paare entsprechender Strahlen in den collineareu

Bundein sind, durch welche Ii aus .s und t projicirt wird, or und

ö't' sind entsprechende Ebenen dieser Bündel und schneiden sich in

einer Sekante von IL Dieselbe ist sowohl der Regelschaar G ange-

hörig, welche durch die den beiden collineareu Bündeln angehörigen

projectivÌ8chen Ebenenbüschel mit den Achsen a und t erzeugt wird,

als auch «1er andern G', welche auf dieselbe Weise aus den Ebenen-

büseheln o' und x' entsteht.

5) Unter Voraussetzung des Satzes:

„Alle Flächen zweiter Ordnung, welche 7 Punkte p i
p., . . .

gemein haben, schneiden sich noch in einem achten Punkte pH
"

soll dieser achte Punkt construirt werden.

Man denke sich die Regelschaar G construirt, welche die Geraden

l'tP>> IKVi U11(l (Ue Punkte pit 2}\y Pu enthält, sowie die andere //,

welche durch die Geraden p t pt , pt p-
t
und die Punkte^, p lt , p. be-

stimmt ist. Diese beiden Regeischaaren schneiden sich in einer Raum-

curve Ii dritter Ordnung, welche />, p t
zur Sekante hat (siehe §. 1. Nr. 4.)

und durch die Punkte 2h P\ Pu Pm2*i ?5
ebt, welche Elemente die Curve

"auch vollständig bestimmen.

Construirt man nun noch eine dritte Regplsehaar J, welche die

*) Keye, Vorlesungen II, pag. 74.

**) Reye, Vorlesungen II, nag. K-J.
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Strahlen ps p,, V^p, enthält und durch die Punkte p ]f p2f ps geht,

so schneiden sich // und J in einer Raumcurve Ii' dritter Ordnung,

welche p6
als Sekante hat und durch die Punkte p., p :i p4 j>5

geht.

Die Curven Ii und Ii' haben die llegelschaar H gemein und ausser-

dem noch die 3 Punkte
» Vi » P:>-

Sie haben ftlso noch einen weitern

Punkt gemein, welcher offenbar der gesuchte achte gemeinschaftliche

Punkt pH der Regeischaaren G, H, J ist und nach §.1,1 construirt

werden kann.

G) Wenn eine Raumcurve Ii dritter Ordnung 7 Punkte
einer geradlinigen Flache F zweiter Ordnung enthält, so

ïst sie ganz auf dieser Fläche gelegen.*)

Um diesen Satz zu beweisen, betrachten wir zunächst die Gesainmt-

heit der Flächen F, welche durch 7 beliebige Punkte p i p2
. . . p 7

gehen.

Fügen wir noch die Bedingung hinzu, dass F eine durch ju

gehende Gerade A enthalten müsse, so gelangen wir durch Bewegung
von A um p1

zu allen geradlinigen Flächen zweiter Ordnung, welche

die 7 Punkte enthalten.

Denkt man sich F gefunden , so muss diejenige Regeischaar dieser

Fläche, zu welcher A gehört, aus Sekanten der beiden Raumcurven

A*! ll
2

dritter Ordnung bestehen , welche durch A als Sekante und be-

züglich durch j), p2
. . . 2>-, oder p., p:i

. . . pü bestimmt sind. (Ver-

gleiche unten §. 2, 3.). Mehrere Flächen, welche den angegebenen

Bedingungen genügen, sind also nur dann möglich, wenn if, und H
2

zusammenfallen, das heisst, wenn A die durch p. gehende Sekante

derjenigen Raumcurve dritter Ordnung ist, welche durch die 6 Punkte

Pi Pi • • • Pc geht und durch dieselben bestimmt ist. Daher der Satz :

Durch 7 Punkte und eine durch einen dieser Punkte
gezogene Gerade ist eine einzige Fläche zweiter Ordnung
bestimmt, wenn nicht diese Gerade die durch d iesen Punkt
gehende Sekante der Raumcurve dritter Ordnung ist, welche
durch die übrigen 6 Punkte bestimmt wird.

Liegen die 7 Punkte auf einer Raumcurve Ii dritter Ordnung, so

gehen durch einen dieser Punkte unendlich viele Sekanten von It, die

einen Kegel bilden, also:

Durch 7 auf einer Raumcurve dritter Ordnung gelegene
Punkte und eine durch einen dieser Punkte gehende Gerade
ist eine einzige geradlinige Fläche zweiter Ordnung be-

stimmt, wenn nicht jene Gerade eine Seite des Kegels ist,

durch welchen Ii aus dem fraglichen Punkte projicirt wird.

*) t'hfiHlc«, Compte» rendus *tv. 1857, ]>ag. 102. Nr 15. Olmo Beweis.
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Zur Geometrie auf den Flüchen zweiter Ordnung. 411

Lässt man nun unter der letztern Annahme A sich um j)7 drehen,

so erhält man natürlich alle durch p K p2
. . . p-

t

gehende Flächen F.

Ist 1) A keine Sekante von if, so kann man die (einzige) Fläche F,

welche durch p { p2
. . . p^ und A geht, wie folgt finden. if wird aus

j)f und p^ z. B. durch collineare Strahlenbündel S
t
S' projicirt. Dem

Strahl A in S entspricht ein Strahl A' in S'. Die Geraden A mid

A' sind nun die Axen zweier projectivischen Ebenenbüschel, welche

eine Regelschaar erzeugen, welche aus Sekanten von Ii besteht und

die eine Regelschaar der gesuchten Fläche F bildet.

ist 2) A Sekante von Ii, so gehen durch p x
... p6 und A un-

endlich viele Flächen F, die alle nach §. 1,4, pag. 409 diejenige

ihrer beiden Regeischaaren, von welcher A ein Strahl ist, mit 11 ge-

mein haben. Damit ist der Satz G) bewiesen und zugleich der folgende :

Eine Raumcurve dritter Ordnung hat mit einer geradlinigen Fläche

zweiter Ordnung höchstens sechs Punkte gemein, wenn sie nicht in

dieselbe hinein fallt.*)

7) Zwei Raumcurven dritter Ordnung if, und li
2 , welche 5 Punkte

gemein haben und nicht zusammenfallen, liegen auf einer Fläche

zweiter Ordnung.**)

r und s seien zwei weitere Punkte von if,. Durch dieselben gehen

zwei Sekanten p und <J von if
2

. Dieselben bestimmen eine Regel-

schaar G
2 , welche aus Sekanten von if

2
besteht. 7f, hat mit G

2

7 Punkte gemein und ist daher ganz auf G
2
gelegen. Jeder Strahl

von G
2

hat aber nur einen einzigen Punkt mit if, gemein. Auf

gleiche Weise erhält man eine Regelschaar G, welche aus Sekanten

von if, besteht und deren Strahlen je einen Punkt von if
2

enthalten.

Die Regeischaaren G
x
und G

2
müssen aber der nämlichen geradlinigen

Hache zweiter Ordnung angehören , weil sonst G
{
und G

2
einon Strahl

gemein hätten, welcher sowohl von if, als auch von if
2
Sekante wäre,

was nur dadurch möglich ist, dass if, und if
2
zusammenfallen.

8) p sei ein Punkt einer Raumcurve if dritter Ordnung x, ein

Strahl des Kegels K, durch welchen if aus p projicirt wird und y
ein durch/) gehender, nicht in K gelegener Strahl. Durch jede Gerade

t/ kann man bekanntlich nur eine Regelschaar legen, welche if enthält.

Durchs geht dann ein Leitstrahl x jener Regelschaar, welcher Sekante

von R ist.

Durch jede Gerade x dagegeu kann man unendlich viele Regel-

schaaren legen, welche die Curve if enthalten, und in jeder solchen

geht durch p ein Leitstrahl ff, welcher nur den Punkt p von if ent-

hält. Zu jeder Linie ij gehört auf diese Weise eine Linie x, aber zu

*) C ha« les, Comptes rendus. 18f>7. pair. 192, Nr. 15. Ohne Ueweia.

**) Kbenda pag. 194, Nr. 30.
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jeder Linie x unendlich viele y, die, wie jetzt gezeigt werden soll,

in einer Ebene liegen, p' sei ein zweiter Punkt von H und x' ein

Strahl des zu p' gehörigen Kegels W . Durch II und H' geht eine ein-

zige -llegelschaar, welche aus Sekanten von Ii besteht, und man erhält

alle solche durch K gehende Regeischaaren, wenn man x' den Kegel

K' beschreiben lässt. y' sei jeweils der durch p gehende Leitstralil

der durch xx bestimmten Regelschaar. Dieser Strahl y muss fortwährend

x schneiden und beschreibt die Ebene (j/x). Der durch p gehende

Leitstrahl y der Regelschaar (xx) muss nun auch eine Ebene beschrei-

ben, denn man weiss, dass y und y x
entsprechende Strahlen der bei-

den collinearen Strahlenbündel mit den Mittelpunkten p und p sind,

welche Ii erzeugen.

Die Ebene p' x enthält den Strahl pp und den andern p'p"
f
welcher

nach dem zweiten auf Ii gelegenen Punkte von x geht. Die von y be-

schriebene Ebene muss daher diejenigen Strahlen enthalten, welche in dem
Strahlenbündel p jenen entsprechen, das heisst die Tangente an Ii in p
und den Strahl x. Daher kann man den folgenden Satz aussprechen :

Legt man durch die Tangente in p an die Curve Ii eine

Ebene, so schneidet dieselbe den Kegel K, in welchem Ii

aus p projicirt wird, noch in einem zweiten Strahle x. Ein
Strahl y des Strahlenbüschels, welches in dieser Ebene
liegt und p zum Mittelpunkte hat, bestimmt eine Regel-
schaar, welche durch Ii geht und x zum Leitstrahl hat.

Beschreibt y den Strahlbüschel, so bewegen sich die Leit-

strahlen der Regelschaar in den andern Punkten p' von Ii

auf den Kegeln K' und die Strahlen derselben sind dadurch
projectivise h auf die Strahlen y bezogen.

Fällt y mit der Tangente oder x zusammen, so erhält man die

2. Kegel, durch welche Ii aus p und p" projicirt wird.

Man erhält aus dem Vorhergehenden den allerdings an sich schon

evidenten Satz:

Legt man geradlinige Flächen zweiter Ordnung durch
eine Raumcurve dritter Ordnung, so enthalten die Tangen-
tenebenen derselben in Punkten der Curve feste Linien,

die Tangenten der Curve.

Speciell :

Legt man durch fünf Punkte und eine Gerade alle mög-
lichen geradlinigen Flächen zweiter Ordnung, so haben
dieselben zugleich zwei feste Tangentenebenen in denjeni-

gen Punkten, in welchen die durch jene 6 Elemente be-

stimmte Raumcurve dritter Ordnung die Gerade schneidet.

Diese Tangentenebenen gehen nämlich durch die Gerade selbst und

bezüglich durch die Tangenten der Raumcurve in jenen Schnittpunkten.
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§. 2.

Axen Ton Ebenenbüscheln, in denen Ebenen , welche durch feste

Punkte gehen, gegebene DoppelschnittVerhältnisse haben.

1) R und Ji' seien zwei Raumcurven dritter Ordnung, welche 4

Punkte p { p2 p3 px
und eine Gerade A als Sekante gemein haben.

Die beiden Curven haben dann eine ganze Regelschaar gemein-

sam (§. 1 , 3) und bestimmen also einen Strahlencomplex zweiter Ord-

nung*) von dem, wie sehr leicht zu sehen ist, PxP2 ihP\ Hauptpunkte

sind. Dieser Strahlencomplex ist aber durch die 4 Punkte und den

einen Ordnungsstrahl A bestimmt, und es müssen deshalb alle durch

P\ Pi Pz Pi und A gelegten Raumcurven dritter Ordnung Ordnungs-

curven des Complexes sein. Der Ordnungskegel des Complexes in

einem beliebigen Punkte p ist derjenige, durch welchen die Punkte

der durch PP\PiPzP\ und ^4 bestimmten Raumcurve dritter Ordnung

aus p projicirt werden.

Der Strahlencomplex ist also der Ort aller Sekanten von denjeni-

gen Raumcurven dritter Ordnung, welche durch p x p2p^px
und A

gelegt werden können.

Durch 4 Punkte p t p2 p% px
und zwei Gerade A und B als

Sekanten kann nur dann eine Raumcurve dritter Ordnung
gelegt werden, wenn jede der Geraden dem durch die an-

dere Gerade als Ordnungsstrahl und die vier Punkte als

Hauptpunkte bestimmten Complexe angehört.

Dann sind aber auch unendlich viele solche Curven durch die 6

Elemente bestimmt; legt man nämlich eine Raumcurve dritter Ord-

nung durch p x p2 j)3 px
A und einen Punkt p von B , so ist B von

selbst Sekante der Curve. Je zwei dieser Curven haben eine Regel-

schaar gemein , welche durch p { p2 p3 px
geht und A und B zu Erzeu-

genden hat.

Der Strahlencomplex kann also auch als Ort der Strahlen aller

Regeischaaren betrachtet werden, welche durch i^p2 PzlU gehen und

die Gerade A unter ihren Strahlen enthalten, und man kann auch

sagen, durch P\P2 PsP\ A Ulia< B können dann Raumcurven dritter

Ordnung gelegt werden, wenn diese Elemente auf einer Regelschaar

liegen**).

Da nun je zwei Strahlen A , B des Complexes mit p^ p2 p3 p4
in

unendlich vielen Raumcurven dritter Ordnung (oder in einem Hyper-

i

) Ueber diese Strahlencomplexe Biehe Heye Vorträge II. pag. 117. Die da-

rauf bezüglichen Ausdrücke im Folgenden sind hier wie dort im gleichen Sinne

zu verstehen.

**) Cremona, Creile, Bd. 60.
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boloide) liegen und deshalb p { p2 ;>3 p4
nus A und B durch projecti-

vi8che Ebenenbüschel projicirt werden, so gilt der Satz:

Alle Linien A, welche so gelegen sind, dass die Ebe-

nen (Ap
x )

(A2)
2) (Ajis) (Ap

x)
ein gegebenes Doppelverhâl t-

niss haben, bilden einen Strahlencomplex zweiter Ord-

nung, von welchem p x p2 p3 pt
Hauptpunkte sind.

2) Wenn fünf Punkte p x p2 ..ph gegeben sind, so kann man nach

dem Orte der Geraden A fragen, welche so liegen, dass das Büschel

A (/>, p2
. • p&)

der fünf durch jene Punkte und A gelegten Ebenen

einem gegebenen Wurfe, zum Beispiel dem der fünf Punkte 3r,jr
2
3r3jr4 jr5

einer Geraden projectivisch ist*).

Es ist zunächst leicht zu seilen, dass durch einen Punkt P des

Raumes nur eine einzige Gerade A gehen kann. Zieht man nämlich

noch die Linien Pp
x ,

Pp2i .., Pph und schneidet alle 6 Gerade durch

eine Ebene E in den Punkten x, x, . . . x5 , so muss auch der Wurf
x (x, . . . x&) dem gegebenen Wurfe projectivisch sein. Der Punkt x

wird nun nach bekannter Weise eindeutig als vierter Schnittpunkt

zweier Kegelschnitte construirt, und damit ist auch die durch p gehende

Gerade A bestimmt. Man sieht nun leicht, dass alle Sekanten der

durch p x
. . . 2h und A bestimmten Raumcurve dritter Ordnung diesel-

be Eigenschaft haben. Diese Strahlen sind aber auch die einzigen,

weil je durch einen beliebigen, nicht in der Curve gelegenen Punkt

P nur ein Strahl A gelegt werden kann und derselbe daher mit der

durch P gehenden Sekante der Curve zusammenfallen muss.

3) Es seien 6 Punkte p x p2
. . . pK

gegeben. Man soll eine Gerade

A finden , so dass der Wurf A (p x p2
. . ;>6)

einem gegebenen Wurfe,

z. B. dem der G Punkte n
x
%2

. . . ar0 einer Punktreihe projectivisch

sei. Man construire nach 2) die Raumcurve dritter Ordnung 7?,

deren Sekanten A der Bedingung

A (P\ lh Pa Pi Pb) projectivisch », %
2

jr3
iz

4
itb

genügen, und die andere Raumcurve 11', deren Sekanten A' der Be-

dingung
A ' ÜhPn Pi Pi P*) projectivisch n

2
ar
3 *4

jr
ft

jr6

genügen.

E und B' haben eine Regelschaar gemein, denn sie haben die 4

Punkte p2 p3 Pi p5 gemein und noch z. B. die durch /), gehende Se-

kante von B', weil dieselbe nach 1) mit allen durch p x
gehenden Se-

kanten von B dem Kegel der durch p x
gehenden Strahlen B ange-

hört, für welche

B (Pi Ps P* Pi) projectivisch jr
2

jt3 jt
4

jt
5 .

*) Den Ausdruck Wurf braucht Staudt für eine endliche Anzahl von Elemen-
ten einer Punktreihe, eines Strahlbüschels u. s. w.
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Die Strahlen A dieser Regelschaar sind nun die gesuchten, denn

sie haben offenbar die Eigenschaft

Ä Oi Pi Pi Pa Pb Pò projectivisch ar, jr
2 »3

x
i

jr
5 »6

.

Nur wenn der sechste Punkt auf der Raumcurve R gelegen ist, genü-

gen alle Sekanten derselben der Bedingung.

4) Es seien 7 Punkte gegeben. Man soll Linien A von solcher

Lage suchen, dass der Wurf A (p, p2 ...p^p-) projectivisch ist dem
Wurfe *, 3r

2
. . . *6 n. von sieben Elementen eines Elementargebildes.

Man denke sich zuerst die Regelschaar G construirt, welche alle

Geraden A enthält, die der Bedingung

A (Pi Pi ' — Pù )
projectivisch (jr, jr

2
. . . »„)

und die Regelschaar G\ deren Strahlen A' die Eigenschaften haben

dass:

A' (p2 p2 . . . Pi ) projectivisch (jr
2

jr3 . . . jr
7),

sowie auch die Raumcurve R dritter Ordnung, für deren Sekanten B :

B (Pi P:\ ÌU P-, Pò projectivisch (jr., jt
3

jt
4
nh

jr6).

Es ist nun aus dem Frühern klar, dass die Strahlen der beiden

Regeischaaren zugleich Sekanten von R sind. Sie schneiden sich also

in dieser Raumcurve und haben noch einen Strahl A gemein, welcher

nach §. 1, 5) construirt wird.

Diese einzige Gerade hat nun die Eigenschaft, dass:

A ( j), p7
. . . j)7 ) projectivisch jr, ar, . . . jr

7 .

5) Um sogleich eine Anwendung von diesem letzten Satze zu

macheu, so soll eine Fläche dritter Ordnung durch die Durchschnitts-

curve R zweier Fluchen zweiter Ordnung und sieben weitere Punkte

Pi Pi • ' • Pi Se^eS^ werden.

Man lege durch R und die sieben Punkte sieben Flächen F^F2 ... F7

zweiter Ordnung und bestimme die Gerade A, so dass:

A (p ì p2 jj7) projectivisch F
t
F

2
. . . F-.

Die beiden projectivischen Büschel, das Flächenbüschel zweiter

Ordnung und das Ebenenbüschel mit der Achse A, erzeugen die ge-

suchte Fläche.

§. 3.

Auf einem Hyperboloide sind zwei Raumcurven dritter Ordnung
gegeben, welche die Strahlen der nämlichen Regelschaar zu

Sekanten haben. Mau soll die vier Durchschnittspunkte

derselben suchen*).

Diese Aufgabe ist als gelöst zu betrachten, wenn sie auf die an-

*) Aufgabe, gestellt von Chasles comptes rendus 1857, piig. 19*. No. 32.

27*
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derer „Die Durchschnittspunkte zweier Kegelschnitte zu finden" zu-

rückgeführt ist.

Die eine Raumcurve M wird aus einem ihrer Punkte p durch einen

Kegel zweiter Ordnung projicirt, welcher von einer beliebigen Ebene

A in einem Kegelschnitte K geschnitten wird. Die andere Raum-

curve Ii' wird aus p durch eine Kegelflache dritter Ordnung projicirt,

welche in dem durch p gehenden Strahle der aus Sekanten von Ii

und IV bestehenden Regelschaar sich selbst schneidet. Die Ebene A
schneidet diese Kegelfläche in einer Curve L dritter Ordnung mit

einem Doppelpunkte, durch welchen auch der Kegelschnitt K geht.

Die Durchschnittspunkte von L und K, welche nicht in den Dop-

pelpunkt von L fallen, sind nun die Projectionen der gesuchten Durch-

schnittspunkte von Ii und Ii' aus p auf die Ebene A.

Zur Aufsuchung dieser Punkte dienen die folgenden Erinnerun-

gen und Betrachtungen.

Man nennt bekanntlich eine Punktreihe P mit einer Involution J
projectivisch, wenn P projectivisch ist zu der Punktreihe der vierten

harmonischen Punkte, welche durch einen festen Pimkt auf dem Trä-

ger der Involution J und die Punktgruppen von J selbst bestimmt ist.

Man nennt ebenso zwei Involutionen J und J' projectivisch, wenn
die auf obige Weise für die beiden Involutionen hergestellten Reihen

von harmonischen Punkten unter sich projectivisch sind.

Ist a ein Punkt ausserhalb eines Kegelschnitts K und b ein Punkt

desselben , so bilden die Geraden bp und bq , welche nach den Durch-

sclmittspunktcn p und q eines durch a gehenden Strahles a gezogen

sind, eine mit dem von « beschriebenen Strahlbüschel projectivische

Involution. Der vierte harmonische Strahl ß zu ba, bp und bq trifft

nämlich den Strahl a auf der Polare von a und die von a und ß be-

schriebenen Strahibüschel sind deshalb projectivisch.

Der Strahibüschel der Strahlen « und die damit projectivische

Involution der Strahlenpaare bp, bq haben aber die besondere Lage,

dass der Strahl ba ein Strahl des Strahlenpaares in der Involution

ist, welches dem Strahle ab des Büschels entspricht.

Umgekehrt: Haben zwei projectivische Büschel, ein einfaches und

ein involutorisches, die obige Lage, so schneiden sich die entsprechen-

den Strahlen auf einem Kegelschnitte, welcher durch den Mittelpunkt

des iiivolutori8chen Strahlbüschels geht.

Zwei projectivische Strahlbüschel , ein einfaches und ein invo-

lutorisches, sind auf einander bezogen, wenn den fünf Strahlen

a (a,
,
a
2 ,

a
3 ,

a
4 ,

a
5) des ersten fünf Strahlen b (ß { , ßt , ß3 , ßi , 05)

entsprechen sollen (eigentlich fünf Strahlenpaare, zu denen die fünf

Strahlen bß
x
bß

2
. . bßb gehören).

Dreht man nämlich die beiden Gebilde um ihre Mittelpunkte a
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und by bis die »Strahlen aa
x

und bß
l

iu die Gerade ab fallen, so

schneiden sich die übrigen entsprechenden Strahlen in 4 Punkten,

welche mit b auf einem Kegelschnitte liegen , welcher unmittelbar zur

Construction der entsprechenden Elemente beider Gebilde führt.

Eine Curve dritter Ordnung mit einem festen Doppelpunkte b ist

bekanntlich durch 6 weitere Punkte a p t p2 . -i>h bestimmt*).

Man kann dieselbe construiren, indem man a und b bezüglich zu

Mittelpunkten eines einfachen und eines involutorischen Strahlbüschels

macht, in denen sich die Strahlen qp l
bp

{ ,
ap

2 bp2 , . . .
,
ap

b bpò ent-

sprechen.

Umgekehrt: Hat man eine Curve dritter Ordnung mit einem

Doppelpunkte b , und zieht man durch einen andern Punkt a der Curve

»Strahlen a, welche dieselbe noch in den Punkten pq schneiden, so

bilden die Strahlen bp
f
bq ein Strahlenpaar einer mit dem durch die

Bewegung von a um a entstehenden Strahlbüschel projectivischen

Involution.

Kehren wir nun zu unserer Aufgabe zurück, die übrigen Durch-

schnittspunkte der Curve dritter Ordnung L mit dem Doppelpunkte

b und des durch b gehenden Kegelschnittes K zu finden.

Sei a ein weiterer Punkt der Curve L. Eine durch a gehende

Gerade a schneide die Curve dritter Ordnung in den Punkten p und

q, und den Kegelschnitt K in den Punkten r und s. Die Strahlen-

paare bp bq und br bs gehören nun zu zwei involutorischen Strahl-

büscheln mit dem Mittelpunkte b, welche projectivisch auf einander

bezogen sind, weil sie beide projectivisch sind zu dem Büschel der

Strahlen a. Die vier durch b gehenden Geraden, in welchen ent-

sprechende Geraden der beiden Involutionen zusammenfallen, sind

offenbar nach den vier gesuchten Durchschnittspunkten von K und

L gerichtet.

Die Aufgabe, diese vier Strahlen, oder was das Gleiche ist, die

vier Punkte zu finden, in welchen entsprechende Punkte zweier auf

derselben Geraden G befindlicher projectivischer Involutionen J und

J' zusammenfallen, hat Chasles in den Comptes rendus (1855,

pag. 677) behandelt. Sie ist auch leicht in folgender Weise auszu-

führen.

Man nehme in einer durch G gehenden Ebene 3 feste Punkte

abc und bestimme den vierten Grundpunkt d des Kegelschnitt-

büschels (a, by c, d) und den vierten Grundpunkt d' des andern Bü-

schels (a, b, c, d'), welche bezüglich auf der Geraden G die beiden

Involutionen J und J' erzeugen. Die beiden durch die entsprechen-

den Gruppen der Involutionen J und J' projectivisch auf einander

*) Siehe z. B. Cremona, Ebene Curven pag. 46.
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bezogenen Kegelschnittbüschel erzeugen eine Curve M vierter Ord-

nung mit den Doppelpunkten abc, deren Durchschnittspunkte mit

G die gesuchten Punkte sind.

Setzt man nun zwischen zwei ebenen Systemen Z und Z
1

eine

geometrische Verwandtschaft zweiten Grades*) fest, so dass abc die

Hauptpunkte im System X sind, so entspricht der Curve M in X ein

Kegelschnitt in I, und der Geraden G in I auch ein Kegelschnitt in

Z, (welcher durch die drei Hauptpunkte dieses Systems geht). Den
vier Durchsdmittspunkten der beiden Kegelschnitte entsprechen in Z
die gesuchten Durchschnittspunkte von M und G.

Hiermit ist die ursprünglich gestellte Aufgabe gelost und auch die

folgenden, welche auf dieselbe zurückgeführt werden können.

1) Die vier Punkte zu finden, in welchen entsprechende Punkte

zweier collinearer räumlicher Systeme zusammenfallen.

Die beiden Systeme bestimmen nämlich einen Strahlencomplex.

Je zwei Ördnungscurven (Raumcurven dritter Ordnung) des Complexes

haben eine Regelschaar gemein und schneiden sich in den vier ge-

suchten Punkten.

2) Es ist ein Flächenbüschel zweiter Ordnung gegeben. Man
soll die Mittelpunkte der vier in diesem Büschel enthaltenen Kegel

finden**).

3) Es seien vier projectivischc Ebenenbüschel mit den Achsen

A
x
A2

A
z
A

A
gegeben. Man soll diejenigen Punkte finden, in wel-

chen entsprechende Ebenen der vier Büschel sich schneiden***).

Die Büschel A
x
A2 A3

einerseits und A
{
A

2
A

k
andererseits erzeu-

gen zwei Raumcurven dritter Ordnung, welche die von den Büscheln

A
v
A 2

erzeugte Regelschaar gemein haben. Die Durchschnittspunkte

der beiden Raumcurven sind die gesuchten.

§• 4.

Anwendungen der Construct ionen in §. 2.

1) Es seien in einer Ebene E die Punkte a, b, c, qly q2 , qb
gegeben. Man soll ein Kegelschnittbüschel construiren, zu dessen

festen Punkten abc gehören, während die fünf Kegelschnitte dessel-

ben, welche durch q x q2 . . q5
gehen, einen Wurf bilden, welcher dem

gegebenen Wurfe von 5 Elementen ä, jt
2 . . it

b eines Elementargebil-

des projectivisch istf).

*) Siehe z. B. Heye in Scblömilch's Zeitschrift f. Math. u. Pbys. XI. p. 280.

**) Ueber die Zurückführung dieserAufgabe siehe li cy e, Vorträge etc. 16. Vortrag.
***) Siehe Cremona, Creilo Journal. Bd. 58. und Steiner, Systematische

Entwicklung der Abhängigkeit etc. p. 298.

t) Auf diese Aufgabe führt die Construction der durch 9 Punkte bestimmten
Curve dritter Ordnung. Siehe Haertenb erger, CreÜVs Journal. Bd. 58.
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Auflösung. Man verbinde die acht Punkte mit einem ausser-

halb E befindlichen Punkte m durch gerade Linien und construire ein

Hyperboloid H, welches die Geraden ma mb enthält. Die Geraden

mc mq
t

... mqb mögen dasselbe in den Punkten x, plf p2 , . . ph

treffen.

Man construire ferner die durch x gehende Gerade A, welche so

gelegen ist, dass der Wurf der 5 durch A und bezüglich die Punkte

Pi Pi • • Vu gehenden Ebenen dem gegebenen projectivisch ist.

Projicirt man nun die Kegelschnitte, in welchen H von den Ebe-

nen des Büschels A geschnitten wird, aus m auf die Ebene E, so

erhält man das verlangte Kegelschnittbüschel. Der vierte feste Punkt

desselben ist die Projection des Punktes <7, in welchem die Gerade A
das Hyperboloid zum zweiten Male trifft.

Diese Construction wird nur dann unmöglich, wenn der Wurf
3T, ar

2
. . 3r

5
durch ein Strahlbüschel von ö Geraden gegeben ist, welche

durch die 5 Punkte q x q7 q.s qx qb und einen der drei Punkte a, b, c

gehen. Ist zum Beispiel c der Mittelpunkt dieses Strahlbüschels, so

sieht man , dass in unserer Construction d mit m zusammenfallen muss,

und somit durch Projection von m aus kein Kegelschnittbüschel, son-

dern wiederum das Strahlbüschel cq
t
cq2 . . cqb erhalten wird.

2) Die Gesammtheit aller Kaumcurven dritter Ordnung, welche

auf einem Hyperboloid H gelegen sind, durch vier feste Punkte

a, b, c, d auf demselben gehen und die Strahlen der einen Regel-

schaar G von H zu Sekanten haben, soll ein Büschel von Raumcur-

ven dritter Ordnung genannt werden. Durch einen weitern, auf if

angenommenen Punkt geht nur eine einzige Curve des Büschels. Pro-

jicirt man die Curven aus einem der festen Punkte, z. B. aus d auf

eine Ebene E, so erhält man ein Kegelschnittbüschel. Die festen

Grundpunkte desselben sind die Projectionen von a, b, c auf E und

der Schnitt ó* der durch d gehenden Erzeugenden von G mit dersel-

ben Ebene.

Man sieht hieraus, dass man das Büschel von Raumcurven drit-

ter Ordnung auf irgend ein Elementargebilde projectivisch beziehen

kann.
,

Projicirt man aus d auch die beiden Regeischaaren G und G'

auf die Ebene E
f
so entstehen zwei Strahlbüschel. Das der Regel-

schaar Cr entsprechende Strahlbüschel hat seinen Mittelpunkt in dem
Durchnitt d' von i?und dem Strahl der Regelschaar G'

}
welcher durch

d geht. Das andere Strahlbüschel dagegen hat seinen Mittelpunkt in

Ô, dem vierten Gruudpunkte des Kegelschnittbüschels.

Daraus ergiebt sich mit Beachtung des Vorigen:

a) Wenn a, b, c gegeben sind, kann man den vierten Grund-

punkt d des Büschels von Curven dritter Ordnung auf eine
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einzige Art so bestimmen, dass 5 durch 5 gegebene Punkte

Pi 1h • ' Ih des Hyperboloids H gebende Curven des Büschels

einen Wurf bilden, welcher projectivisch ist mit dem Wurfe
der 5 durch p x

. . ph
gehenden Strahlen von G.

b) Wenn man aber die Strahlen von G' projectivisch auf die

Curven des Büschels beziehen will, so ist die analoge Con-

struction nicht möglich

-

Bezieht mau die Curven des Büschels projectivisch auf die Strah-

len derjenigen Regelschaar G von H, welche nur Sekanten der Raum-
curven enthält, so ist der geometrische Ort des Durchschnitts ent-

sprechender Elemente eine Raumcurve S vierter Ordnung von der

ersten Species, wie nun gezeigt werden soll.

a sei ein Strahl der Regelschaar G. Durch diesen Strahl, die

vier Punkte a, b, c, d und einen weitern, ausserhalb des Hyperbo-

loids H angenommenen Punkt m ist ein- Büschel von Hyperboloiden J
bestimmt. Die Flächen desselben schneiden sich mit H in den ver-

schiedenen Curven des Büschels (ab cd), a' sei sodann ein beliebi-

ger Strahl der zweiten Regelschaar G' von II. Die Strahlen von G
werden aus a' durch die Ebenen E eines Ebenenbüschels projicirt.

Das Büschel von Hyperboloiden J und das Büschel von Ebenen E
sind nun projectivisch auf einander bezogen , wenn man zwei Elemente

derselben entsprechend setzt, welche entsprechende Elemente des Cur-

venbüschels und der Regelschaar G in sich enthalten. Die entspre-

chenden Flächen beider Büschel schneiden sich auf einer Fläche drit-

ter Ordnung F, welche mit H die sich schneidenden Geraden tf und
ö' und die Raumcurve S gemein hat.

Durch besondere Wahl von m, a und ö' kann man auch bewir-

ken, dass die Flüche F in eine Ebene und eine Fläche zweiter Ord-

nung zerfällt, so dass S als Durchschnitt zweier Flächen zweiter Ord-

nung erscheint.

Zu diesem Zwecke nehme man zunächst w in der Ebene dreier

Grundpunkte des Büschels, zum Beispiel in der Ebene abc an. Der
Schnitt dieser Ebene mit H zusammen mit dem durch d gehenden

Strahl à' der Regelschaar G' repräsenÜrt auch eine dem Büschel an-

gehörige Raumcurve dritter Ordnung. Demselben mag in der Regel-

schaar G der Strahl â entsprechen. Lässt man nun an die Stelle von

a und o"' d und d' treten, so sieht man leicht, dass der Ebene Öd'

des Ebenenbüschels eine Fläche J entspricht, welche in dieselbe

Ebene und die Ebene abc zerfällt, womit sich die obige Behauptung

erweist.

Die Curve S ist durch 8 auf H gegebene Punkte bestimmt. Soll

dieselbe in diesem Falle durch ein Büschel von Raumcurven, welche

die Strahlen von G zu Sekanten haben und die projectivisch darauf
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bezogene Regelschaar G erzeugt werden, so darf man drei von den

gegebenen Punkten zu festen Grundpunkten des Büschels nehmen.

Der vierte Grundpunkt ist dann eindeutig bestimmt, wie aus dem
Frühern erhellt.

Bezieht man das Büschel von Raumcurven dritter Ordnung pro-

jectivisch auf die Strahlen der Regelschaar G', so erhält man als geo-

metrischen Ort des Durchschnitts entsprechender Gebilde die Raum-
curve S' vierter Ordnung und zweiter Species*).

Um dies zu zeigen, denke man sich das Büschel der Hyperbo-

loide J, welche durch einen Strahl 6 von G, die vier Grundpunkte

a, b, c, d des Büschels von Raumcurven dritter Ordnung und einen

weitern, nicht auf H liegenden Punkt gehen. Jede Curve des Büschels

ist dann in, einer Hache des Flächenbüschels gelegen. Aus einem

andern Strahle t der Regelschaar G projiciren sich die Strahlen von

G' in einem Ebenenbüschel. Dieses Ebenenbüschel ist nun auf jenes

Flächenbüschel zweiter Ordnung projectivisch bezogen , wenn man zwei

Elemente derselben entsprechend setzt , welche entsprechende Elemente

des Curvenbüschels und der Regelschaar G' enthalten.

Die entsprechenden Flächen beider Büschel schneiden sich nun

auf einer Fläche dritter Ordnung, welche mit H zwei sich nicht

schneidende Gerade o* und x und die fragliche Curve S' gemein hat.

Eine solche Curve ist durch 7 Punkte auf dem Hyperboloid be-

stimmt und wird dadurch construirt, dass man 4 derselben a, b, c, d

zu Grundpunkten eines Büschels von Curven dritter Ordnung macht,

und die Curven dieses Büschels, welche durch die drei übrigen Punkte

gehen, denjenigen Strahlen von G' entsprechend setzt, welche diesel-

ben Punkte enthalten.

3) In einer Ebene E seien neun Punkte ab q { q2
. . . q7

gegeben.

Man verbinde a und b mit einem beliebigen, nicht in E gelegenen

Punkte m und denke sich ein Hyperboloid H construirt, welchem die

Geraden ma und mb angehören. Dasselbe werde von den Geraden

mP\i mlh> ' ' •> m Vt m den ? Punkten p x > 1h* • • •> Pi geschnitten.

Es giebt nun nach §. 2, 3) nur eine einzige Gerade A, welche

so gelegen ist, dass die Ebenen AqXi Aq2} Aq:
einen Wurf

mit einander bilden, welcher einem gegebenen Wurfe, z. B. von 7

gegebenen Punkten it
2

n
1

einer Geraden, projectivisch ist.

Die Durchschnitte von H und den Ebenen des Büschels A liefern,

wenn sie von »» aus projicirt werden, einen Büschel von Kegeln zweiter

Ordnung. Die vier gemeinsamen Seiten der Kegel dieses Büschels sind

*) Zuerst von Salmon behandelt. Siehe Salmon, Analytische Geometrie

des Baumes, deutsch von W. Fiedler. II. pag. 108.
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ma, mb und die nach den Schnittpunkten k und l von A und H ge-

richteten Geraden mk und ml.

Man sieht leicht, dass hiermit folgende Aufgabe gelöst ist.

Man soll ein Kegelschnittbüschel construiren, in welchem die

durch 7 Punkte p x p2
. . p-j gehenden Kegelschnitte einen mit dem

Wurfe jr, jr2 ... jr7
projectivischen Wurf bilden, wenn zugleich zwei

gegebene Punkte a und b Grundpunkte dieses Büschels sein sollen.

Hierbei ist aber zu bemerken, dass, so oft der Wurf sr, ar
2 . . . ar

7

durch die 7 Geraden np
i
np

2
. . . nplf welche einen Punkt n der

Ebene E mit p t
. . . j>7 verbinden

,
gegeben ist, man statt des gesuch-

ten Kegelschnittbüschels wieder das Strahlbttschel n (j>, p2
. . . j>7)

erhält.

4) Man habe ein Hyperboloid H, dessen beide Regeischaaren mit

G und G' bezeichnet werden mögen und auf diesem Hyperboloid ein

Büschel von Raumcurven dritter Ordnung.

Die Regelschaar G soll diejenige sein, welche aus Sekanten der

Curven besteht. Auf das Curvenbüschel beziehe man ein Ebenenbüschel,

dessen Achse A dem Hyperboloid nicht angehört, projectivisch. Die

einzelnen Ebenen des ' Büschels A schneiden H in Kegelschnitten,

welche alle durch zwei feste Punkte, die Schnittpunkte von A und M
gehen. Das so entstandene Kegelschnittbüschel auf H ist nun pro-

jectivisch auf den Büschel von Curven dritter Ordnung bezogen und

die entsprechenden Curven der Büschel schneiden sich in Punkten einer

auf H gelegenen Raumcurve fünfter Ordnung, welche folgende Eigen-

schaften hat:

Die Curve fünfter Ordnung schneidet die Strahlen von G in drei

Punkten.

Auf jedem solchen Strahle erzeugen nämlich die Curvenbüschel

zwei projectivische Punktreihen, eine einfache und eine involutorische.

Die drei Punkte, in denen entsprechende Punkte der beiden Reihen

auf einander fallen, sind die Schnittpunkte des Strahles mit der Curve

fünfter Ordnung.

Die Curve fünfter Ordnung schneidet die Strahlen von G' in zwei

Punkten, in welchen nämlich entsprechende Punkte der beiden durch

die Curvenbüschel auf diesem Strahle erzeugten einfachen Punktreihen

zusammenfallen.

Die Curve ist durch 11 ihrer Punkte ab c d p x p2 . . . p 7
auf dem

Hyperboloide bestimmt.

Um sie zu construiren , mache man ab c d zu Grundpunkten eines

Büschels von Curven dritter Ordnung. Die 7 durch p x p2 • • • Pi gehen-

den Curven desselben sollen R
i
R

2
. . . Ü7

heisseu. Ferner construire

man nach §. 2, 3) eine Gerade A, welche die Eigenschaft hat, dass

die Ebenen Ap
v
Ap2 . . . Ap7 einen Wurf bilden, welcher mit dem
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Wurfe R
l
B7 . . . jR

7
projectivisch ist. Durch das Curvenbüschel und

das projectivisch darauf bezogene Ebenenbüschel mit der Àchse A
wird die Curve erzeugt.

Von irgend einem ihrer Punkte p aus wird die Curve durch eine

Kegelfläche vierter Ordnung mit einem Doppelstrahle projicirt (der

Doppelstrahl ist der durch p gehende Strahl von G) und diese Kegel-

fläche wird von einer Ebene in einer Curve vierter Ordnung mit einem

Doppelpunkte geschnitten. Die Construction dieser Curve ist also hier-

mit zugleich gegeben, dieselbe kann aber auch direct nach §. 4, 3)

vorgenommen werden, wie folgt: a b c d e

p

{ p2
. . . p7 seien 12 gege-

bene Punkte, durch welche die Curve gehen soll und zwar soll a ein

Doppelpunkt derselbeu werden. Die Punkte a b c d mache man zu

Gruudpunkten eines Kegelschuittbüschels. K
i
K

2 . . . 2T
7

seien die

Kegelschnitte desselben, welche durch j>, p2 . . . jh, gehen.

Construirt man nun ein zweites KegelschnittbQschel, zu dessen

Grundpunkten a e gehören, so, dassdie durch p x p2
. . . p7

gehenden

Kegelschnitte desselben einen Wurf bilden, welcher mit dem Wurfe

K
x
K

2
. . . Kj projectivisch ist, so werden diese hierdurch projectivisch

auf einander bezogenen Kegelschnittbüschel die Curve erzeugen.

Die Raumcurve selbst kann auf unendlich viel Weisen als partiel-

ler Schnitt des Hyperboloids H mit einer Fläche dritter Ordnung dar-

gestellt werden , welche letztere mit dem Hyperboloid einen Strahl der

Regelschaar G gemein hat.

Durch einen Strahl 6 der Regelschaar G, die vier Grundpunkte

«, b, c, d des Büschels von Raumcurven dritter Ordnung mit einem

jrillkürlich angenommenen Punkte m ist ein Büschel von Hyperboloi-

den J bestimmt. Die einzelnen Flächen dieses Büschels schneiden

das Hyperboloid // in den Raumcurven des Büschels (a, b, c, d).

Jeder Raumcurve entspricht aber eine Ebene des Ebenenbüschels A.

Dadurch sind die beiden Flächenbüschel projectivisch auf einander

bezogen und erzeugen eine Fläche dritter Ordnung, welche H in der

Raumcurve fünfter Ordnung schneidet.
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Sur les réseaux de courbes et de surfaces algébriques,

par

E. de JoNQi/ièftEs , à Paris.

I. Steiner, dans son premier mémoire „sur la dépendance
mutuelle de courbes algébriques"*), a consacré quelques alinéas

à l'étude des propriétés du réseau spécial formé par les courbes polai-

res premières de tous les points d'un plan relativement à une courbe

fixe tracée dans ce plan, et il a fait connaître notamment le nombre

des courbes de ce réseau dont chacune est douée d'un point de rebrous-

sement ou possède deux points doubles**).

L'illustre Géomètre obtenait ces résultats, en s'appuyant sur quel-

ques propriétés des courbes polaires, concurremment avec les rela-

tions connues sous le nom de formules de Plucker***).

Plus récemment (22. février 1864), M. Cayley, abordant directe-

ment les deux questions que je viens d'énoncer, a démontré que, dans

un réseau général d'ordre quelconque n, le nombre des courbes dont

chacune possède un point de rebroussement est 12 (» — 1) (n — 2),

et énoncé que celles qui possèdent deux points doubles sont au

nombre de

$(n-l) (n_2) (3n2 -371—11).

*) Voir le Journal de Creile, t XXVII, p. 4.

**) Steiner a énoncé ces deux résultats sans démonstration. M. Cleusch a

démontré le premier, dans un mémoire inséré au journal de M. Borchardt, en

1861, sous le titre Ueber Curven vierter Ordnung. L'année suivante, ils ont

été démontrés géométriquement tous les deux, par M. Cremona dans son In-

troduzione ad una teoria delle curve piane, et par moi dans un mémoire

inédit qui a concouru avec quelque succès pour le prix de mathématiques de

l'Institut de France.

***) Puisque le nom de M. Plücker bc présente sous ma plume, je ne veux pas

laisser échapper l'occasion qui m'est offerte de payer un tribut de respect et de

reconnaissance à la mémoire de ce profond géomètre, enlevé trop tôt à la science

et à ses amis, au nombre desquels il voulait bien me compter.
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L'illustre géomètre reconnaît toutefois, en ce qui concerne le dernier

résultat
,

qu'il n'a pas réussi à l'obtenir directement; mais seulement

par voie d'induction*). J'ai donc pensé qu'il pourrait y avoir quelque

intérêt à faire connaître comment je suis parvenu, de mon coté, à ce

théorème.

La méthode dont j'ai fait usage a déjà été employée par moi dans

quelques autres circonstances, notamment pour faire une investigation

directe du nombre des plans tangents triples que possède en général

une surface algébrique**). Elle est susceptible de recevoir encore

d'autres applications analogues. Mais, avant d'entrer en matière, j'ai

besoin de rappeler ou d'établir quelques-uns des principes fondamen-

taux de la théorie des réseaux.

IL Steiner a appelé réseau (et les géomètres ont adopté géné-

ralement cette heureuse expression) une famille de courbes planes ou

de surfaces algébriques du même degré n, assujéties à passer par au-

tant de points communs, moins deux, qu'il en faut pour déterminer

une courbe ou une surface de ce degré, ou, ce qui revient au même,

une famille de courbes ou de surfaces telles, qu'il n'en passe qu'une

seule par deux points pris à volonté.

Trois courbes ou surfaces du réseau, choisies arbitrairement, mais

n'ayant pas les mêmes points d'intersection, suffisent pour déterminer

le réseau, dont l'équation générale, contenant deux paramètres va-

riables A, p, peut s'écrire sous la forme

c -J- A c + fi • c" = 0

,

c = 0 , c'=0 et c" = 0, étant les équations individuelles des trois

courbes ou surfaces dont il s'agit.

Cette équation montre immédiatement qu'une courbe quelconque

du réseau passe par les points d'intersection de la courbe c" — 0 avec

l'une des courbes du faisceau c -j- A • c' = 0 que les deux autres déter-

minent, puisque cette équation peut s'écrire ainsi:

(c + A-c') + ft-c" = 0,

ce qui traduit algébriquement la proposition énoncée.

") Memoir ou the theory of involution, inséré dans les Transactions
of the Cambridge philosophical Bociety, t. XI, 1 er partie, p. 32 et 37.

Voir aussi Lessons introductory to the modern Higher algebra de M.

G. Salmon, page 153.

Le présent article était déjà sous presse, quand j'ai été informé que M. Cre-

mona a démontré ces deux propositions, par une méthode qui lui est propre, dans

les annales de Tortolini, t. VI, page 161. Je suis heureux de pouvoir réparer a

temps mon oubli involontaire.

*) Nouvelles annales de mathématiques, i III, 2e série, page 1.
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On conclut de là, que tout réseau de surfaces algébriques, quand

on le coupe par un plan arbitraire, donne lieu, sur ce plan, à un

réseau de courbes du même degré, et que, réciproquement, tout réseau

de courbes sur un plan peut être regardé comme provenant de Tinter-

section d'un réseau de surfaces du même degré par ce plan.

La première de ces deux propositions est évidente; car deux points

pris arbitrairement dans le plan suffisent pour compléter la détermi-

nation de Tune des courbes l'intersection, puisqu'ils complètent aussi

la détermination de la surface du réseau d'où provient cette courbe

individuelle.

Pour démontrer la proposition réciproque, choisissons arbitraire-

ment les trois courbes c
y
c, c", pour déterminer le réseau et, par

chacune d'elles, faisons passer à volonté une surface du degré «; ce

qui est possible, puisque le nombre des points qui déterminent la

courbe est toujours moindre que celui des points qui déterminent la

surface. Soient s = 0, s' = 0, s" = 0, ces trois surfaces. Je dis que

le réseau s -{- A . s' -f- ft . s" = 0, coupé par le plan commun des cour-

bes c, c, c", donne lieu, sur ce plan, à un réseau qui n'est autre

que celui dont ces trois courbes font partie.

En effet, les surfaces s et s étant conduites, respectivement, par

les courbes c et c'
t

leur courbe d'intersection rencontre le plan aux

mêmes points où ces deux courbes se rencontrent elles-mêmes. Donc

toutes les courbes du faisceau c -f- A • c = 0 peuvent être regardées

comme résultant de l'intersection du plan par le faisceau de surfaces

s -f- A • s* = 0, A recevant simultanément les mêmes valeurs dans l'un

et dans l'autre cas.

Les deux courbes c -j- A • c' = 0 et c" = 0, auront donc, pour

toute valeur donnée à A, leurs points d'intersection situés surla courbe

commune aux deux surfaces s -j- A • s' == 0 et s" = 0, et, par suite,

le faisceau

(c + Le) -f fi.c" = 0

résulte, aussi de l'intersection du plan par le faisceau

(s -f A • s) -f /t • s" = 0,

les indéterminées A et ft recevant simultanément les mêmes valeurs

dans les deux cas.

III. Cela posé, quand une courbe du réseau plan a un point de

rebrou8sement, la surface correspondante touche le plan en ce point

par un contact stati onuaire, et, pareillement, si une courbe du

réseau a deux points doubles, la surface d'où elle dérive touche le

plan, par un contact ordinaire, en chacun de ces deux points, c'est-

à-dire qu'elle a un double contact avec le plan.

On voit ainsi que le problème de déterminer le nombre des cour-
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bes d'au réseau plan, dont chacune possède deux points doubles, est

le même que celui de déterminer le nombre des surfaces d'un réseau

du même ordre, dont chacune a un double contact avec un plan donné.

C'est sous cette dernière forme que je vais en aborder la solution.

IV. On sait que le nombre des surfaces d'un faisceau du degré

n qui touchent, par un seul contact ordinaire, un plan donné, est

égal à 3(w — ï)*.

Les surfaces du degré n, qui passent par autant de points moins

deux, qu'il en faut pour déterminer lune d'elles et qui, en outre, tou-

chent un plan, forment par conséquent ce que j'ai appelé (en 1861)

une série d'ordre n et d'indice 2V; N étant ici égal à 3 (n — l)2 .

Donc, en vertu de cette loi, très -simple et générale, que j'ai

fait connaître dans mes Recherches sur les séries de courbes
et de surfaces algébriques*), il y a, dans la série dont il s'agit,

3 (n — l) 2
• N, c'est- ù- dire 9 (n — l)4 surfaces particulières, dont

chacune touche à la fois deux plans distincts; en d'autres termes, dans

un réseau de surfaces d'ordre n, il y en a 9 (n — l) 4 qui touchent

ces deux plans fixes. J'ai d'ailleurs prouvé, dans le mémoire précité,

que ces 9 (n — ï)
4 surfaces sont toutes des surfaces proprement

dites du degré w, et qu'il ne peut y être compris, dans le cas présent,

aucune surface singulière ou décomposée**).

Soit L la droite suivant laquelle se coupent les deux plans donnés.

On peut faire tourner l'un des plans autour de L, jusqu'à ce que

l'angle des deux plans devienne aussi petit qu'on voudra, et, dans

chaque position respective de ces plans, le nombre total des surfaces

du réseau qui les touchent l'un et l'autre, ne cesse pas d'être exprimé

par la formule 9 (n — l)4
, tant que les deux plans sont distincts.

A la limite, c'est-à-dire quand les deux plans arrivent à coïnci-

der en un seul que j'appelerai M, ce nombre est encore le même
théoriquement, et il est alors relatif aux surfaces dont chacune a

un double contact avec ce plan unique. Mais il devient nécessaire,

par une interprétation correcte de ce cas extrême, de faire subir au

nombre 9 (n — Ì)
4 certaines réductions que je vais indiquer.

V. Parmi les surfaces du réseau , il y en a une infinité qui pos-

sèdent chacune un point double, et l'on sait***) que tous ces points

*) Publié chez G authier- Villars — Paris — 1866.

**) On peut consulter aussi, sur ce point, le beau mémoire que M. Cayley
vient de publier dans les transactions of the Cambridge philosophical
society, pour 1868, sous le titre: On the curves which satisfy given con-

ditions; page 113.

***) Voyez, per exemple, un article sur les singularités des surfaces al-
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doubles forment, par leur succession, une courbe à double courbure

dont l'ordre est 6 (n — î)
2

. Cette courbe a 6 (w — l)2 points com-

muns avec le plan M. En chacun de ces points, il y a une surface

du réseau (celle à laquelle le point double appartient) qui est tangente,

analytiquement parlant, au plan M, donc qui touche, au même titre,

les deux plans primitifs, actuellement confondus en un seul. Mais,

comme les seules surfaces dont on demande le nombre, sont celles

qui ont, avec le plan M, des contacts proprement dits et non des

contacts singuliers, il faut d'abord retrancher ce nombre 6 (n — l) 2

du nombre total 9 (» — l) 1 trouvé plus haut.

En outre, on sait*) que le lieu des points de contact simple des

surfaces d'un réseau avec un plan est une courbe du degré 3 (n— 1).

11 y a donc, dans le réseau que Ton considère, 3 (n— 1) surfaces,

dont chacune touche le plan M sur la droite L. Or, comme les deux

plans primitifs ont été amenés à coïncider, par la rotation de l'un

d'eux autour de cette droite, chacune de ces 3 (n— 1) surfaces tan-

gentes touche en réalité les deux plans ou, en d'autres termes, doit

être comptée analytiquement comme touchant deux fois le plan M»
Mais comme elle n'a néanmoins qu'un contact simple avec ce plan,

elle ne saurait être comptée parmi les surfaces proprement bi-tan-

gentes dont on cherche le nombre. H faut donc encore retrancher

3 (ti — 1) du nombre ci -dessus.

Effectuant ces deux réductions, il vient, en appelant X le nom-

bre résultant,

(a) X = 9 (n^J)* — 6 (n— l)2 — 3(»— 1) —
= 3 0—1) [3(«—Ì)3 — 2(n— 1) — 1].

Actuellement, ce nombre X exprime celui des doubles contacts

des surfaces du réseau avec le plan M , mais non pas le nombre même
de ces surfaces. Car il est clair, si l'on appelle x le nombre des sur-

faces qui ont, avec le plan M, un double contact ordinaire, et y celui

des surfaces qui touchent ce même plan par un contact stationnaire,

que le nombre ci- dessus comprend deux fois le nombre x. Quant au

nombre y, il n'est pas possible de reconnaître a jtriori le degré de

multiplicité avec lequel il entre dans la formule (a). Appelons provi-

soirement a ce degré de multiplicité, qui nous est inconnu; nous

aurons

X = 2x + a • y = 3 (m— 1) [3 (>T-^T)3 — 2(»— 1) — 1].

gébriques, que j'ai inséré en 1862 danB le Journal de Liouville. Voye*
ausai l'Introduzione ad uua teoria geometrica delle superficie de M.
Cremona. Bologna, 1866.

*) Ibidem.
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VI. On sait, par le mémoire île M. Cayley: On the theory
of involution, que la valeur du nombre y est 12(w — 1) (w— 2).

Il ne reste donc, pour arriver à connaître le nombre r, qu a chercher

la valeur du coefficient a.

Pour cela, appliquons la formule (a) au cas particulier du réseau

polaire traité par Steiner. On sait, par lui, qu'on a, dans ce cas,

j ' = $ (n— 2) [3{M=~2) 3 --14(ti— 2)+ll], et y'= 12 (w-2) (n—3).

Substituant cos valeurs dans l'expression de X, il vient

3 (w— 2) [3 0— 2)
3 — 14 (*— 2) -f 1 1] + a • 12 (n— 2) (m — 3) =
= 3 (n— 2) [3 (n

—
' 2)

3 — 2 (n — 2) — 1]

,

d'où, l'on tire immédiatement a = 3; ce qui est aussi la valeur de ce

«•< efficient dans le cas analogue de la théorie des courbes planes.

Portant cette valeur de a et celle de y dans l'équation générale

(r/j, on trouve enfin, pour la valeur cherchée de x,

x = $ (n — 1) [3 (w _ l)3 — 14 (n—l) + 11] =
= $(w— l)(n— 2) (3n2— 3n— 11).

Tel est donc, à la fois, le nombre des surfaces d'un réseau d'ordre

n, qui ont un double contact ordinaire avec un plan fixe et celui des

courbes planes d'un réseau du même ordre, dont chacune possède deux

points doubles; ce qu'il s'agissait de trouver.

VII. Ce résultat seiend , immédiatement et sans nouvelle démon-

stration , à des familles de courbes ou de surfaces de l'ordre n, du

même degré d'indétermination que les réseaux, mais moins simples,

qu'on pourrait appeler des réseaux complexes. Je veux parler des

familles de courbes ou de surfaces assujéties, non plus exclusivement

à, passer par autant de points communs, mais plus généralement à

autant de conditions communes quelconques, moins deux, qu'il en

faut pour déterminer chacune d'elles. Dans ce cas, si l'on désigne

par N le nombre déterminé des courbes ou des surfaces de ce réseau

qui passent par deux points quelconques donnés, on peut dire, par

analogie, que le réseau complexe est d'indice N (tandis qu'un ré-

seau simple est d'indice 1), comme je l'ai déjà fait dans un mémoire

sur les contacts multiples des courbes algébriques, inséré

en 1866 dans le Journal de M. Borchardt. Le nombre x devient,

pour un tel réseau,

x' = Sx = \ N (n — 1) [3 (n— l)3 — 14 (n - 1) + 11];

c'est-à-dire que, dans un réseau complexe d'ordre n et d'indice N, il

y a, en général, x courbes (ou surfaces) dont chacun jouit de la pro-

priété énoncée.

Toutefois, pour que ces surfaces soient toutes des courbes ou des

surfaces du degré n, proprement dites, c'est-à-dire non décomposées
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eu courbes (ou surfaces) possédant ties branches (ou des nappes) mul-

tiples de degrés inférieurs, il faut que, parmi les conditions commu-
nes du réseau , se trouve celle de passer par quelques points fixes , et

que le nombre de ces points fixes soit supérieur à certaines limites

précises que j'ai fait connaître dans le mémoire précité (Journal de

Borchardt) *).

En dehors de ces limites, se rencontrent les difficultés propres

à chaque question particulière, qui dépendent des conditions du réseau.

La nature de ces difficultés est bien nettement mise en évidence par

M. Cayley dans l'important mémoire que j'ai déjà cité plus haut:

On the curves which satisfy etc. Je ne puis qu'y renvoyer le

lecteur curieux d'aprofondir cette intéressante et vaste théorie.

VIII. En terminant, il ne me semble pas hors de propos de

faire remarquer de nouveau le parti qu'on peut tirer, dans l'étude des

familles de courbes générales, de la notion de cet indice qui, con-

jointement avec le degré des courbes, suffit à tenir lieu de toutes les

conditions auxquelles chacune de ces familles est assujétie, en tant du

moins qu'il s'agit de la recherche des propriétés que Pone e let et

Steiner, après lui, ont appelées projectives.

Quelques personnes, il est vrai, semblent croire que cette faculté,

aussi importante que singulière, appartient seulement à la méthode

dite des caractéristiques, dans laquelle en même indice a d'ail-

leurs été conservé, sous un autre nom, tandis que le degré des courbes

y a été remplacé par un deuxième indice, corrélatif du premier.

Mais cette opiuion parait inexacte. En effet, la méthode dont

il s'agit a essentiellement besoin qu'on lui fournisse, pour chaque

degré des courbes considérées, les valeurs numériques des caracté-

ristiques élémentaires; elle est impuissante à faire connaître ces

valeurs par ses seules ressources. Cette nécessité d'invoquer un secours

étranger fait que cette méthode, dès qu'on s'élève au dessus du second

degré, même pour les questions les plus simples, est réduite à donner

des formules, qui contiennent des quantités toujours inconnues,

et qui sont, par cela même, à peu près sans utilité.

S'il en est autrement, à l'égard des coniques et des surfaces du

second ordre, c'est que la théorie de ces courbes et de ces surfaces

permet, par ailleurs**), de déterminer les valeurs des caraetéristi-

•) Voyez au6si, sur ce point, lo imimoir<> déjà cite de M. Cayley- On the

curves which satisfy given conditions, page 113.

**) Comme l'a fait, par exemple, M. Zeuthen dans de remarquables mémoires,

Tun sur la détermination des caractéristiques des coniques (Copen-

hague 186.V* et l'antro, plus n :c<Mit. sur la détermination < aracteri st i-
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ques dont il s'agit. Mais, dès qu'on passe seulement au troisième

degré, ces ressources tirées du dehors font défaut, et il faut bien

alors en revenir à la notion de l'indice, conjointement avec le degré

des courbes, et à cette loi de multiplication par l'indice, dont

je viens de présenter un nouvel exemple (VII)*). Car, seule jusqu'ici,

cette dernière méthode permet d aborder et de résoudre avec précision

une foule de questions concernant les familles de courbes d'ordre quel-

conque.

Paris, 22 Janvier 1869.

ques des surfaces du second ordre (nouvelles anuales des mathéma-
tiques, t. VU. 2 tf série. 1868).

*) Au surplus, il n'y a là rien qui- doive étonner; car ce n'est pas seulement

dans la théorie des séries ou systèmes de courbes, et de surfaces, que se mani-

feste ce caractère en quelque sorte exceptionnel des courbes et des surfaces du

second degré. On sait qu'il se rencontre pareillement à l'égard des propriétés

individuelles de ces courbes et de ces surfaces, et que les méthodes les plus

fécondes en ce qui les concerne, n'ont plus eu le méne succès, à beaucoup près,

quand on a eu à s'occuper de l'étude du* courbes et dea surfaces d'un degré su-

périeur au second
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Notes sor un système de coordonnées linéaires dans

l'espace.

Par II. G. Zeuthen (de Copenhague).

Mr. Plîicker, dans son célèbre memoire sur „une nouvelle géo-

métrie d'espace"*), détermine les droites en prenant pour point de

départ les constantes qui entrent dans les équations qui les représen-

tent dans un système de coordonnées ponctuelles ou planaires.

Mais dans un appendice**) il ajoute quelques remarques sur la marcile à

suivre pour déterminer une droite indépendemment de sa représenta-

tion dans ces deux autres espèces de systèmes de coordonnées. Mr.

Plîicker présume que la tâche ayant pour objet de réaliser cette idée

serait féconde, mais en même temps très - laborieuse.

En suivant la voie que je vais indiquer ici. il me semble qu'on

gagne les mêmes avantages, en même temps qu'on évite les difficultés

au moyen d'une représentation mécanique qui permet d'emprunter à

la statique des propositions généralement connues de cette science. Le

système lui-même de coordonnées liuéaires que j'exposerai u est pas

différent de celui que Mr. Cayley a indiqué déjà en 18G0***) et

dont il vient de faire usage dans son mémoire „Ou the six coordina-

tes of a line"f); mais aussi ce savant prend pour point de départ

la représentation d'une droite au moyen de coordonnées ponctuelles.

1. Détermination d'une droite au moyen de ses moments par

rapport aux arêtes d'un tétraèdre.

Pour les applications que nous en aurons ù faire je rappellerai

que le moment d'une force par rapport à un axe fixe est le

•) Philosophical Transactions 1865 page 725, Journal do Liouville 2 n p
B« :rie

tomo 11. Ce mémoire est suivi de l'oeuvre posthume du même sujet: Nene Geo

metrie des Raumes, Leipzig, 1868.

**) Partie III, Liouville page 102.

***) Quart. Math. Jouru. t. III, I860, p. 226.

f) Transaction of the Cambridge Philosophical Society Vol. XI. Part. II; je

n'avais connaissance ni de ce mémoire, ni do la note <le I860, en exposant en
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produit de la projection de la force sur un plan perpendiculaire à

l'axe, par sa plus courte distance de l'axe. On donne à ce moment

un certain signe suivant que la force tend à faire tourner dans un

sens ou dans lautre, un corps auquel elle serait appliquée, et qui ne

pourrait que tourner autour de Taxe. La valeur numérique et le signe

du moment resteront les mêmes, si, sans changer la valeur numéri-

que et le signe de la force, nous changeons les deux droites, celle

qui indiquait la position de la force contre celle qui servait d'axe, en

regardant toujours comme positifs les mêmes sens de ces deux droites.

Si la force devient égale à l'unité, le moment ne dépendra que des

positions et des sens des deux droites, et sera égal au produit de

leur plus courte distance par le sinus de l'angle que for-

ment leurs sens positifs. Nous appellerons cette quantité pure-

ment géométrique le moment de l'une des deux droites par

rapport à l'autre, ou seulement le moment des deux droites.

Alors, on trouve le moment d u ne force quel conque par rap-

port à un axe en multipliant la valeur de la force par le

moment des deux droites qui représentent la force et l'axe.

Les ohjets fixes par rapport auxquels nous pensons déterminer

une droite quelconque K sont les arêtes d'un tétraèdre dont nous dé-

signerons les sommets par a, b, c, d. A cet effet, nous ferons agir

suivant K, dans un de ses deux sens, une force égale à l'unité, que

nous décomposerons, ce qui est toujours possible*), suivant les six

arêtes du tétraèdre. Désignons les composantes suivant

da , db , de , be , ca , ab respectivement par

X , Y , Z , L , M ,
N,

qui peuvent être des quantités positives ou négatives, si nous établis-

sons que da etc. n'indiquent pas seulement les positions des compo-

santes, mais qu'elles marquent aussi, au moyen de l'ordre des d et

a etc., dans quel sens ces composantes doivent agir pour être positi-

ves. Or comme le moment d'une force par rapport à un axe est égal

à celui de ses composantes, nous pouvons trouver le moment de l'unité

Juillet 1868 dans la réunion de* naturalistes Scandinaves à Christiania les princi-

pes fondamentaux de ce système de coordonnées.

*) En effet, si l'on désigne par p le point où K rencontro le plan abc on

peut commencer par décomposer la force suivant la droite pd et une droite

située dans le plan abc. La première de ces deux composantes peut Be décom-

poser suivant da, db et de; ai la seconde rencontre ab au point q, on peut la

décomposer suivant qc et ab, et la composante suivant qc se peut décomposer

suivant ca et cb. Si le plan abc est parallèle à K ou la droite ab à la compo-

sante de K dans le plan abc, on peut remplacer ce plan ou cette droite par

une autre face ou arête du tétraèdre.
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tie force agissant suivant K. par rapport à un axe quelconque, uu,

selon notre définition, le moment tie la droite K par rapport à uul'

autre droite, en prenant la somme algébrique des moments des com-

posantes X, Y ... par rapport au même axe. Commençons par cher-

cher le moment de la droite K par rapport à da. Alors les moments

des forces, A', Y, Z, M, N, qui agissent suivant cette droite ou la

rencontrent, seront égaux à zéro, et le moment cherché sera par con-

séquent égal ii celui de la force L ou au produit de la force L par

le moment des droites da et bc.

On peut déterminer de la même manière le moment de la droite

K par rapport aux autres arêtes du tétraèdre; on trouve alors, en

désignant les moments des droites

da et bv , dì) et va , de et ah respectivement par

i, j, le

et les moments de la droite K par rapport aux arêtes

da , db , dv , be , va , ab respectivement par

x
, y , z , I ,m

,
w,

les équations suivantes:

j
= Li . // = Mj ,

z = A7,
[ ]

) l = X/ , m = Yj
,

u = ZU.

Le moment de la droite K par rapport à une autre droite quel-

conque K', dont nous désignerons les moments par rapport aux arêtes

du tétraèdre par x', y, z', /', w\ >/'. ou le moment des droites K
et K' y sera égal à

Xx -f Yy + Zz -f Lï -f- M ni -J- AV.

En désignant ce moment par [A' , A"
]

, et en remplaçant dans son

expression X . Y par les valeurs que donnent les équations ( 1 )

on trouve

(2) [K,K] = ' + + ym ' + + + ue '

•

Le moment d'une droite par rapport à elle même étant toujours

égal à zéro, la substitution de x — x
, y = y etc. dans l'équation

(2) doit donner \K
,
K'\ = 0. Par conséquent, les

m
six moments

d'une droite quelconque par rapport aux arêtes du tétraèdre fixe doi-

vent toujours satisfaire à l'équation suivante

(3) *) '! + 7 +
r

; - o.

*) L'équation jH> étant homogene ne sera pas changée, si x, y . . sont lu*

moments d'uue force quelconque au lieu de ceux de l'unité de force. Klle ex-

prime donc que x, y ... sont les moments d'une Beule force par rapport
aux arêtes d'un tétraèdre. Ou en déduit au moyen des équations (1) la
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Eu général, deux droites dont le moment est égal à zéro se rencontre-

ront (ou seront parallèles); par conséquent, l'équation [K , K '\
«= 0 ou

xl + /'/ m'y -f y m ,
,,'z + z'n _ >

(
4

) —r h j + t~
u

expriino que les deux droites AT et K' sont dans un même plan.

Dans cette dernière équation (4) nous pouvons attribuer à x
, y

des valours constantes soumises seulement à la condition de satisfaire

à l'équation (8). *\ jet/» étant aussi des constantes, les six moments

de la droite K par rapport aux arêtes du tétraèdre seront alors les

seules quantités variables de l'équation (4). lîtant homogène par rap-

port îi ces six moments elle peut être réduite à ne contenir que les

«iuq rapports des cinq moments au sixième, et comme les moments

doivent toujours satisfaire à l'équation aussi homogène |3}, on peut

éliminer un des rapports, de facon que l'équation (4) soit remplacée

par une nouvelle, où quatre des rapports des moments de la

droite K par rapport aux arêtes du tétraèdre sont les seules

variables. Ces quatre rapports seront parfaitement déterminés, si la

position de la droite K est dounée, et réciproquement ces quatre rap-

ports étant donnés, détermineront parfaitement la position*) de la

droite K; car les quatre rapports donnés détermineront au moyen de

l'équation (3) tous les rapports des moments, puis au moyen des

équations (1) les rapports des composantes X. Y etc., et ces der-

niers rapports déterminent parfaitement la position de la seule résul-

tante [dont l'existence est assurée par l'équation (3)]. Les quatre

rapports peuvent donc être regardés comme des coordon-

nées de la droite, if. En en faisant cet usage nous ne les intro-

duisons pas pourtant explicitement, ce qui pourrait se faire par la

transformation indiquée pour le cas particulier de l'équation (4) , mais

nous gardons, à cause de la forme plus symmétrique , des équations

homogènes contenant tous les six moments [comme (4)] en

nous rappelant toujours que ces six moments doivent satisfaire à

l'équation (3).

Des transformations de coordonnées se font au moyen de

l'équation (2), qui peut servir à exprimer le moment d une droite

quelconque par rapport à une arête de l'ancien tétraèdre de référence

au moyen de ses six moments par rapport au nouveau tétraèdre de

référence. L'expression (2) de \K,K'] étant homogène et du premier

condition que lea forces X. Y etc. agissant suivant les arêtes d'un

tétraèdre auront une seule résultante. L'équation qui exprime cette con-

dition sera
i.XL + .j.YM + k.ZX = «.».

*) Mais non pas le sens.
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degré, on voit que des équations homogènes seront remplacées, après

cette transformation, par d'autres équations homogènes, des équations

algébriques par des équations algébriques du même degré.

, IL Modification des coordonnées.

Les formules (2) — (4), ainsi que celles que nous aurons encore

à déduire
,
prendront des formes plus simples au moyen d'une modi-

fication du système de coordonnées. Nous introduisons au lieu des

six moments de ki droite À', par rapport aux arêtes du tétraèdre île

référence abeti, les six tétraèdres ayant pour arêtes oppo-
sées un segment, égal à l'unité, de la droite À" et une arête

du tétraèdre abed, divisé par ce tétraèdre. Pour les signes

de ces tétraèdre nous prendrons ceux des moments des arêtes oppo-

sées qui les déterminent, et ils ne seront donc déterminés que lorsqu*

on a choisi le sens positif de K. Ces six quantités que nous venons

de définir, quoique quatre de leurs rapports suffisent pour déterminer

la position de 7i, nous les appellerons — avec Mr. (Jay ley — les

six coordonnées de la droite K.

Pour remplacer, dans les formules déjà trouvées, les moments par

ces nouvelles coordonnées nous ferons usage du fait que le volume
d'un tétraèdre est égal au produit de deux arêtes opposées
multiplié par leur moment et divisé par six, ce qu'on voit en

partageant le tétraèdre au moyen d'un plan passant par l'une ties deux

arêtes et par sa plus courte distance de l'autre. Ou aura donc, en

désignant les nouvelles coordonnées de la droite K par x
if yv zv l

t
,

», , les moments de la même droite par x, y ... et le volume du tétraèdre

de référence par T, les équations suivantes:

da.x db. y tic. s , bel en . m tib.n—
6 T >Vi ~ c '/ 1

3
*
~

(i T > 1 ~ 67" »
m

»
~~

0 7' >
**• ~~~

<> T
et

f)T= (la . be . i = db. ea .j — de . ab .
/,'.

En substituant les valeurs des moments x
, y . . que donnent les pre-

mières de ces équations et en réduisant au moyen des dernières, on
trouve les formules qui doivent remplacer les équations (2) — (4).

Nous supprimerons dans les équations qu'on trouve alors les indices

des lettres et désignerons, par conséquent les nouvelles coor-

données, comme dans ce qui précède les moments, par x,y,z,l,m,n.

On parvient donc aux résultats suivants:

1°. Le moment de deux droites AT et AT' a l'expression

(5) [K
,
K'] = GT(xV + lx' + ym -f my' + zri + nz)

2°. Les six coordonnées d'une droite satisfont toujours
à la relation identique
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(6) xì -f- i/m -f- z h = 0,

et six quantités qui satisfont à cette équation sont tou-

jours proportion elles aux coordonnées d'une droite qu'elles

déterminent parfaitement:

3°. Si les coordonnées d'une droite À" satisfont à l 'équa-

tion suivante

(7) Xx -{- x'I + m'y -j- ij'm -f riz -J- z tl = 0>

où les coefficients jr\y' ... satisfont à la condition (<>), la

droite À' rencontre la droite fixe dont 1 es coordon n ées sont

proportionnelles à ces coefficients.

Des transformations de coordonnées se font maintenant au moyen

de l'équation (5). Elles ne troublent l'homogénéité ni ne changent le

degré des équations.

III. Relation identique et non - homogène entre les six réor-

données.

Ou peut parfois avoir besoin de connaître non -seulement les rap-

ports »les six coordonnées d'une droite, mais aussi leurs valeurs elles-

mêmes. Connue ces valeurs dépendent seulement de la position de la

droite, qui est parfaitement déterminée par leurs rapports, elles doi-

vent satisfaire , outre à l'équation homogène (G) , à une autre équation

identique, mais qui n'est pas homogène. C'est celle que nous pro-

posons de trouver ici.

Nous commencerons par le cas particulier où la droite K passe

par le sommet d du tétraèdre de référence; alors x = // = s = 0

et nous n'aurons qu'à chercher une relation entre «#, et n. Dans

ce cas on peut prendre le point d pour l'origine du segment, égal à

l'unité, de la droite K. En désignant son autre bout par y (d(j=\)
}

les angles que K fait avec les plans

bed , cda
f
adi

par l , 1? , Ç

et ceux que da , db , de font avec les mêmes plans,

par a
, ß , y,

on a*)

j
gbcd sin g ^ ntfcd sin q ^ _

ulnjd _ «in f

nìjcd da. sin a 1
1H

abcd db.nmß 1
U

itbcd
~~

dc.&'my

*) La première des équation» prouvées montre que l'angle § reste constant

en même temps que la coordonnée /, par conséquent aussicu même temp* que le

moment de K et Ite; on en peut tirer le théorème suivant: le lieu des droite*

passant par un point fixe et ayant un moment constant par rapport à une droite-

fixe, est un cône de révolution.
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Or on sait que *')

(?«y + ri^y + (

si,,j

y + 2^ . ^
\»m cij r y Bin 0 /

1 \nin y^
1 hui ß sin y

+ 2
B
?

n
* • cos (nia) + 2

8il ' è
-

KÌU

2 cos («<th ~ I .

1 sin y .sin« /
' »in« snip v

Par conséquent ou trouve quo les coordonnées /, m, n d'une droite

K passant par d doivent satisfaire à l'équation suivante:

< S , da !
. P + db\ m 1

-f- (A -
. » + 2 <M . dr . cos <>h) . m »

-{- 2tir.tia.eos (alti), ni -f- 2dtt.db.vos (tttllt) . im — 1.

Daus le t as particulier où (rVr) = (nia) = (m///) = * nous aurons

(8
b
) <fo* . P + f ///' . m* + ffc* 1

,

et tia.l, db. m et i/r.w seront les cosinus des angles que l'ait A' avec

les arêtes da, db et dr.

Regardons maintenant une droit« quelconque K. Soit /'le point

où elle rencontre la face dab. Alors on voit sans difficulté (en pre-

nant le point / pour origine du segment, égal à l'unité, de la droite

K qui est arête de tous les tétraèdres, numérateurs des coordonnées)

(pie

./• — y n x — y -f "

Jdfa Jl'f'f J<ïfb Jndb 1

où les triangles sont positifs ou négatifs suivant que leurs aires sont

si droite on à gauche du sens du périmètre indiqué par leurs nota-

tions. La dernière de ces équations montre que la coordonnée ,.n"

d'une droite passant par tl et parallèle à K est égale h x — y -}- n. On
trouve d'une manière analogue les autres coordonnées de la même
parallèle. Cette droite a donc les coordonnées

x'=0, i/=0, /=0
,
l'—y— z-\-t

,
iri=.z— x-j-m , u — j — ff-j-n.

Or i'
,
m/', ri doivent satisfaire à l'équation (8); en y substituant les

valeurs de /', m et ;/' et en exprimant cos (bt/t), cos iala), cos (adh)

au moyen des arêtes du tétraèdre on trouve l'équation suivante

(9) da* . 1) . A + db'1 . I) . Ii -f dt> . lì . (J + be . li . C
+ cai.C.A+ fib* .A.B = —l

où

*) On prouve cette relation en construisant un parallèlipipèdc dont le» trois

arêtes sont dans les droites da, db et de, et dunt la diagonale e*t dans la droite

K. Si Ton désigne les longueur» dea trois arête» par y et . et celle de la dia-

gonale par r, on a la relation suivante

•'•* -f v» + r* -f 2 y r. cos bdc) -+- 2 -M-. cos \aht) -f 2 .ry. cos (adb) =1 r*.

ce q on voit en projetant toutes ces droites sur trois axe» orthogonales Or

.r sin « — ;• sin £, y sin ß = r sin rj. ~ sin y = r sin

et la substitution des valeurs de :r , */ et r déterminées par ces équations donne

la relation dont il s'agit.

Digitized by Google



< 'oonlonnt-eB linéaire» dans l'espace. 430

(10) A =*y — z+ l, B= z -x+ in, C= x—y-\-n, /)= -I — m— n,

et dans le cas particulier où (bde) = (rda) = (a db) — *
:

(l) b
) da2

. A' + db"- . IP + de2
. C2 = 1

.

L'équation (9), à côte de l'équation (6), servira à déterminer

les six coordonnées d'une droite lorsqu'on connaît quatre

de leurs rapports. On peut aussi en faire usage pour faire une

équation qui contient les coordonnées d une droite K, homo-
gène par rapport à ces coordonnées. Le complexe des droites

K qui ont un moment constant l par rapport à une droite tixe À"

sera, pur exemple, réprésenté par l'équation suivante

(11) =
=—P (dà*. 1).A+ db\ I). li+ tt<*. D. C+ Im*. B. V+vtû.CA + air.A. li)

,

où [K, K'\ s'exprime au moyen île l'équation (5), A, li, C, 1) au

moyen des équations (10).

Les considérations qui nous ont conduit à l'équation (9) nous

donnent encore le moyen de déterminer les angles et les distances

de droites dont on connaît les coordonnées. Nous nous bornerons à

cet égard au cas d'un tétraèdre de référence où (ht/c)= (eda)= ( adì})— *
>

qui est toujours préférable lorsqu' il s'agit de ces quantités. Alors

da .A, db . B et de . C seront les cosinus des angles que la droite

K fait avec les arêtes da, db et de. On voit donc que l'angle c,

formé par les deux droites K et K' , sera détérminé par la formule

(12) cos v = da" . A . A' + db* . li . B' + r/r* . C . C,

où A' , B' et C désignent les valeurs de A, B et C qui corresjion-

dent à la droite K'. Puis la plus courte distance des deux droites

TA' AT' I

sera déterminée au moyen de l'expression 1

.'

VI. Droites qui passent par un point ou qui sont situées

dans un plan.

Une droite K qui rencontre deux droites fixes qui se rencontrent

elles-mêmes doit ou passer par leur point de rencontre ou être située

dans leur plan. Soient par exemple les deux droites fixes les arêtes

da et db du tétraèdre de référence. Alors r = 0 et y — 0 , ce qui

amène suivant (6) ou que z = 0 ou que n = 0. Dans le premier cas,

K rencontre aussi de et passera par conséquent par d, dans l'autre

elle rencontre aussi ab et sera par conséquent renformée dans le

plan dab .

Nous savons donc exprimer distinctement par les trois équations

x- = y = z = 0 ou x• = y = n = 0 que la droite K passe par le point
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!%

d, ou quelle est renfermée dans le plan dab. La même ebòse est

possible pour un point ou un plan quelconque. Soient, en effet, x'
f y .

.

.

et x
,
y" ... les coordonnées de deux droites qui passent par le point

ou qui sont renfermées dans le plan. Alors selon (1) on doit avoir,

dans tous les deux eus,

(13) I
ï J + x' 1 + m' y -f f m -f- n z -f- z' n = 0

,

où les coefficients satisfont, suivant (6), aux équations

+ »/'*«' -f *' w' = 0,

4- ;/",„" + = o,

et, comme les deux droites se rencontrent, suivant (7), à 1 équation

(15) ./;' I" -\- V x" 4 y' m" -f-
«*' y" -f" ^ H '

~f" n — 0 .

Pour distinguer la condition de passer par le point de

rencontre «les droites (13), nous commençons par chercher les moments

d'une certaine droite rencontrant les deux droites, mais dont ou sait

expressément qu elle passe par leur point de rencontre. Nous pourrons

faire usage de celle qui passe par le point d . En en désignant les

coordonnées par x
x , y. ... on a x

t
= y. = z

x

= 0 ,
qui avec les équa-

tions (13) donnent*)

l\ Ht. W|
1*1 in ~ I ti ê il * il # it

*

y z — s y z x — x z x y — y x

Toute droite K qui passe par le poiut donnée doit aussi rencoutrer

cette troisième droite, ce qui s'exprime par l'équation:

( Hi) (y'z" - zy) x + (zx" — x'z") y + (xf — yx") z = 0 .

On exprime donc qu'une droite passe par un point donné
au moyen des deux équations (13) et de l'équation (16), les

coefficients satisfaisant aux trois équations (14) et (15).

De même, une droite située dans le plan des deux droites (13)

doit rencontrer chaque droite de ce plan, par exemple sa droite d'inter-

section avec le plan dab**), ce qui s'exprime par l'équation

(17) (y'n" - n'y") x + (»V - x n") y + (x'f - yx") n = 0 .

On exprime donc qu'une droite se trouve dans un plan donné

*) Une droite passant par le point d et rencontrant les droite* Uli) sera in-

< . x y z
déterminée lorsque d cat dans le plan de ces droites. Alors *

., = • „ = '„•
x y z

Dans ce cas on doit remplacer d par un autre de» sommets du tétraèdre.

**) Une droite située dans le plan dah et rencontrant les droites (13) sera in

déterminée lorsque dab passe par le point de rencontre de ces droites. Alors
# t >

ij $t
' =» = • Dans ce cas on doit remplacer dab par une autre des faces
X y ti

r i

du tétraèdre.

Digitized by Google



Coordonnées linéaires dans l'espace. 441

au moyen des deux équations (13) et de l'équation (17), les

coefficients satisfaisant aux trois équations (14) et (15).

Nous avons donc exprimé au moyen de trois équations, dont

aucune n'est une conséquence algébrique des deux autres, les conditions

qu'une droite doit passer par un point ou se trouver dans un plan.

Néanmoins, selon nos considérations géométriques, toute droite qui satis-

fait aux équations (13) [(14) et (15) ayant lieu entre les coefficients

de ces équations] doit aussi satisfaire ou à l'équation (16) ou à l'équa-

tion (17). Pour s'expliquer ce fait, on n'a besoin que de se rappeller

que les coordonnées d'une droite satisfont toujours à l'équation (6).

C'est cette équation que les équations (16) et (17) remplacent, ce qu'on

prouve directement en éliminant l et m des équations (13) et (G): car

le premier membre de l'équation résultant de cette élimination peut,

au moyen des équations (14) et (15) se décomposer en deux facteurs

qui sont les premiers membres des équations (16) et (17 ). Par consé-

quent, les trois équations aux moyens des quelles nous avons
exprimé les conditions de passer par un point ou de se

trou ver dans un plan, rendent superflue l'équation (3). Ces

conditions ne seront donc que doubles.

On peut simplifier les équations qui expriment la condition de

passer par un point, choisissant pour les droites représentées par les

«Vniations (13) celles qui joignent le point aux deux sommets du tétraèdre

a et h, ce qui amène x = m = n' = 0 et /" = y" = n" — 0 et qui

rend les équations (14) superflues. De même, on peut simplifier les

équations qui expriment que la droite K se trouve dans un plan donné

en choisissant pour les droites (13) les droites d'intersection du plan

avec deux faces du tétraèdre de référence.

V. Applications.

Au lieu de reproduire, au moyen des coordonnées que nous venons

d exposer, la théorie des collections de droites désignées par Mr.

Plflcker sous les noms de ^complexes" et de ,,congruences", et celle

des surfaces réglées, nous n'en donnerons que peu d'applications.

J'espère pourtant que ces exemples suffiront à montrer l'usage de ces

coordonnées.

1°. Complexes de droites. En général, une équation homogène

F(x,y ,z ,l,m
,
n) = 0

sera satisfaite par les coordonnées d'une infinité de droite, parmi les-

quelles il y aura même un nombre infini qui passent par un point

quelconque ou qui se trouvent dans un plan quelconque; car, comme
nous avons vu, chacune de ces conditions n'est que double et ne fait

avec l'équation donnée que trois conditions des quatre qui sont uéces-
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saires à déterminer une droite (mais bien quatre des cinq équations

nécessaires à déterminer les rapports des six coordonnées). Aux com-

plexes appartiennent les collections des tangentes d'une surface et des

droites qui rencontrent une courbe fixe.

Le degré de 1 équation d un complexe qui ne change pas,

comme nous l'avons vu
,
par une transformation des coordonnées ,

s'ap-

pelle le degré du complexe.
Le lieu des droites d'un complexe qui passent par un

point est un cône dont l'ordre est égal au degré du com-
plexe (Pliicker).

En effet, prenons le point pour le sommet d du tétraèdre de ré-

férence. Alors x = // = £ = 0, et les trois coordonnées /, m, n seront

dans un système triangulaire les coordonnées du point où la droite À'

rencontre le plan abc. Le lieu de ce point de rencontre sera donc

une courbe dont l'ordre est égal au degré du complexe. Donc etc.

De même, les droites d'un complexe qui se trouvent dans
un plan enveloppent une cou rbe dont la classe est égale au

degré du complexe (Pliicker).

En effet, posons dans le plan la face abc du tétraèdre de réfé-

rence. Alors l = m = n = 0 , et x, // et s seront dans un système

triangulaire les coordonnées de la droite K.
2°. Une propriété des complexes linéaires. Une com-

plexe du premier degré s'appelle aussi un complexe linéaire. Selon la

propriété générale des complexes que nous venons de prouver, les

droites d'un complexe linéaire qui passent par un point se trouvent

aussi dans un même plan, et réciproquement. L'équation (7) étant

du premier degré, les droites qui rencontrent une droite fixe forment

un complexe linéaire; mais comme les coefficients x
, y ... de cette

équation sont assujetties à la condition (6), nous n'y aurons qu'un cas

particulier de complexes linéaires.

Pour prouver la propriété des complexes linéaires dont nous pen-

sons nous occuper ici, nous donnerons à leur équation générale

(18) a.x- + 0./+y.;/+d.»* + f.*-f£.n = 0

la forme suivante

(1Ü) {l'+X.l")x + {x+ l.x")l + (m + X.m")y +
-f (i/'-f-l. y")m+ (n'+ k.u)z + (/+À./> = 0

où les quantités x,y ... ainsi que les quantités x", y" ... satisfont

aux équations (G) et (9). Ce -ci est possible d'une infinité de manières;

car nous n'avons à la détermination des 13 quantités x',y . .. , x",y" ... , A

que les quatre équations des formes (6) et (9) et les 5 équations suivantes:

, 1Q .

r+A.r s+i.x- ».'+A.WI- v-H.v" n'+A.»r z+\.z"W a p y ö I ;
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Alors x
,

y' ... et x"
,
y" . . . seront les coordonnées de deux droites

K' et K", et l'équation (19), suivant (h), pourra s'écrire

(21) [A, A'] 4- A . [A', A"] = 0 ou -[*' £'.] = - A,

co qui donne la définition géométrique suivante d'un complexe linéaire,

que c'est la collection de droites dont les moments par
rapport à deux droites fixes sont dans un rapport constant.

Nous voyons encore que, pour un complexe donné, cette propriété a

lieu par rapport à une infinité de couples des droites. Comme la dif-

férence des nombres 'des quantités à déterminer et des équations est

égal à quatre, la position de l'une des deux droites peut être

prise arbitrairement; puis celle de l'autre sera parfaitement déter-

minée ainsi que la. valeur constante du rapport des moments.*)

On voit que les droites du complexe qui rencontrent l'une des deux

droites fixes, en rencontrent aussi l'autre. Ces droites sont donc les

mêmes que celles auxquelles Mr. Plticker a donné le nom de polaires

conjuguées par rapport au complexe. En prenant deux polaires

conjuguées pour arêtes opposées du tétraèdre de référence, on réduira

l'équation du complexe à la forme suivante

(22 )
./• + A . / = 0

.

On pourrait aussi faire usage d'un théorème connu de la statique

pour prouver la propriété des complexes linéaires que nous venons

d établir.**) L'équation (18) dun complexe linéaire gardera sa forme,

si l'on remplace les six coordonnées d'une droite par les six moments

dont nous avons fait usage au commencement. Seulement les valeurs

des coefficients seront altérées par cette transformation, mais nous leur

donnerons les mêmes notations. Alors l'équation du complexe exprime

que la somme des moments d'un système de forces « , ß , y f
ô , f

, £

agissant suivant les arêtes du tétraèdre de référence, par rapport à la

droite A", est égale à zéro. Ce système de forces, qui — comme nous

l'avons vu — peut remplacer un système quelconque de forces, peut

être remplacé lui-même par deux forces, agissant suivant deux droites

dont il est permis de prendre l'une arbitrairement. En désignant les

deux droites par A" et K' et le rapport des deux forces par A, on

trouve de nouveau l'équation (21).***)

*) Les équations donnent à toutes les coordonnées de la droito cherchée ainsi

qu'au rapport k un signe double, correspoudant aux deux sens de cette droite.

••) Réciproquement, cette propriété, prouvée comme nous venons de le faire,

peut servir à prouver le théorème de statique dont il s'agit.

***) Il ne sera pas difficile maintenant do prouver, au moyen des coordonnées

actuelles, le théorème de Chasles sur le volume du tétraèdre déterminé par les

deux forces résultantes — ce que fait aussi Mr. Cayley — ainsi que l'extension

de vc théorème due ä Möbius.
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Cette dernière preuve nous montre encore, que les couples de

droites, polaires conjuguées par rapport à un complexe
linéaire, sont les mêmes que celles suivant lesquelles agis-

sent deux forces qui remplacent un même système de forces.

Or on sait que ces mêmes couples de droites jouent aussi un rôle

dans la cinématique: ils sont les couples d'axes des rotations infi-

niment petites auxquelles il est possible de réduire un même mouve-

ment infiniment petit d'un corps solide. (îomnie les droites du com-

plexe rencontrent toutes les deux droites de chacun de ces couples,

lorsqu elles en rencontrent une, elles seront, comme l'a prouvé Mr.

Chas les au tome LU*) des Comptes Rendus de l'Ac. des Sciences,

les droites qui dans ce mouvement infiniment petit sont

normales aux trajectoires de tous leurs points. On peut

donc, dans l'endroit cité et déjà dans le tome XVI des Comptes Ren-

dus,**) où Mr. Cli a sie s traite des mêmes droites, puiser une discussion

des complexes linéaires qui est antérieure à celle de Mr. Pliicker.***)

L'équation du complexe des droites tangentes à une
sphère. Nous nous bornerons au cas d'un tétraèdre de référence où

(h (le) = (cria) = (adi) = et dont le sommet d est placé au centre

de la sphère. Pour résoudre la question, nous ferons usage du fait

que le moment \K, K'\ de la droite À" tangente a la sphère, par

rapport à une droite A" passant par d et perpendiculaire au plan (d, A"),

doit être égal au rayon r de la sphère. Soient T' , m" , n" les coor-

données d'une droite mobile K" passant par d et. rencontrant h", ce

qu'on exprime, selon (7), par l'équation suivante

xr -f ym" + zn = 0.

Alors, selon l'équation (12), il faut que les coordonnées m', h' de

la droite Ä", qui est perpendiculaire à toutes les positions tie la droite

À'", satisfassent toujours à l'équation

da' . I' . I" 4- db1
. m . m" + dr? . n . n" = 0

.

Ces deux expiations, où les rapports /"
: m" : n" peuvent prendre une

infinité de valeurs, doivent être identiques par rapport ii ces coordon-

nées. Il faut donc que

*) pag. 1094.

**) pag. 1420-1432.

***) A l'endroit citò du tome LU des Comptes Rendus Mr. C basi e s prouve

que six droites d'un même complexe linéaire (défini par lui de la manière indi-

quée) peuvent être lea directions de six force? en équilibre. On peut donc, comme
l'a fait Mr. Cayley, employer les six coordonnées d'une droite à déduire les

propriétés de ces droites ou de „six droites en involution", dont la question

est premièrement introduite dans la science par Mr. .Sylvester (Comptes lien-

dûs LU, p. 74).
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</«'./' difl.vi tlC.n

j- y

ou, selon la relation identique (S 1

')
,
que

da . V dh . »;é de . n 1

du à de i (j^y + +
( (/t

.)'

En substituant lea valeurs de f, ni', ri que donnent ces équations

(et x' = y = z = 0) dans la formule (5), on trouve

-/(;.)* + + (;.)'-•

En faisant cette équation rationnelle et , au moyen de la relation iden

tique (9
b
), homogène, on trouve

<*> (f.)' + (&)' + (;.y
=

= T 1
[ti

a

1
(y— z+ ff -f- M* (jr— mf -f r/r* (jr-y-f w)3

]

,

qui sera l'équation cherchée.

Les mêmes procédés , ou bien une transformation des coordonnées,

pourront nous donner l'équation déterminant le même complexe par

rapport à un tétraèdre de référence dans une position quelconque, mais

où toujours (ìt de) = (eda) = (a db) — *
• Alors le centro de la sphère

jKjurrait être déterminé au moyeu des équations (13) et (10). —
L équation du complexe serait très compliquée, si l'on prenait un

tétraèdre de référence d'une figure parfaitement arbitraire.

4". L'équation du complexe des tangentes d'un hyper-
bol oide à une nappe. Nous regarderons aussi dans cette question

le cas où la surface est dans ime position particulière par rapport au

tétraèdre de référence, en supposant que les arêtes db et eu soient

deux génératrices de l'une des générations, da et be deux génératrices

de l'autre. Alors, si nous désignons les coordonnées d'une génératrice

de la première génération par x ,
y' celles d'une génératrice de

l'autre génération par x"
}
y" on doit avoir

I
2,"=o , » -=(>,

<*> {

*

et, selon (t>),

y m + z'ri = 0,

T + z'ri' = 0,

et comme les deux génératrices doivent se rencontrer, selon (7),

(2G) ri s" + z n" = 0

.

Pour déterminer l'hyperboloide on a besoin de connaître encore une

seule génératrice de l'une des deux générations. Prenons dans la pre-

mière génération celle dont les coordonnées y et m' sont égales. Helon

Matlu-inatincliO Anualen I. 21)
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les équations (24), (25) et (20), les coordonnées de celle-ci prendront

les formes suivantes

* 1 y m z i>

" ° y l }l ~ ï

_
«

'

et il y aura en même temps dans l'autre génération une génératrice

déterminée par les coordonnées

.r / y m S «
- li

~
ÏX

~~~
o ~ o * 1

?

k étant un paramètre dont la variation donnera tous les hyperboloides

dans la position indiquée par rapport au tétraèdre de référence.
5

*)

En prenant ces deux droites, à côté des arêtes ilb et ra, da et

hr
f
pour directrices respectivement pour la seconde et la première géné-

ration, on doit, pour déterminer des génératrices quelconques, ajouter

aux équations (24) et (25) les suivantes

/ A (;«' — /') -f z + kri = 0
,

/ k (//"-{- m ) -f- z' — kri'= 0,

ou, selon les équations (24),

\>t
Alors l'équation (26) ne sera qu'une conséquence des autres.

Les tangentes de l'hyperboloide sont les droites qui à la fois

passent par le point de rencontre et se trouvent dans le plan , de deux

génératrices quelconques appartenant aux deux générations. En dé-

signant les coordonnés d'une tangente par z, jy ... on a, selon les

équations (13), (10) et (17) de la troisième partie (où seulement

x = /' = y" = m" = 0)

(28)
! r

m'y -f- y m -\- ri z -f- z n — 0 .

x -j- x"l -f- ri'' z -f- z" h — 0
,

I ?/ « r -f h j; //
—

// * n = () .

En éliminant de ces quatre équations et des quatre équations (25)

et (27) les rapports de y: m: ziri et de x" :
/": z" : ri' , on trouve deux

équations, qui peuvent être réduites à l'équation identique ^0) et à

*) Les deux génératrices scroni imaginaires, si l devient négatif. Dans ce cas

on pourrait les remplacer par les génératrices déterminées de la manière suivante :

* T' • • • •

.?• / = V »' - »

o
». K-i " -A ~

"i
'

_ f y" m" r" n"
~ J^i o o A 1

'

ce qui n'altère ni l'équation (27 , ni les résultat* ultérieurs.
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une autre équation. Celle-là est introduite par les équations (29),*)

et celle-ci sera l'équation cherchée. Elle sera

(ÎM)) (g+JLtïf -h 4A./7 = 0,

ou bien

(z— An) 2 — 4Xym = 0.

Les mêmes procédés peuvent être employés dans le cas on l'hyper-

boloide est placé d une manière quelconque par rapport au tétraèdre

tie référence. On parviendra au même résultat en appliquant une trans-

formation des coordonnées au résultat déjà trouvé.

VI. Surfaces-complexes.

Nous finirons cet article par la recherche des équations qui , dans

le système de coordonnées dont nous faisons usage ici, déterminent

les surfaces auxquelles Mr. Pliicker a donné le nom de surfaces -com-

plexes (Complexflächen). Comme nous ne faisons ici usage, ni de

coordonnées ponctuelles ni de coordonnées planaires, nous ne cher-

cherons, ni les équations auxquelles ljjs points de ces surfaces, ni

celles auxquelles leurs plans doivent satisfaire, mais, comme dans les

exemples précédents
}

celles qui ont lieu entre les six coordonnés de

leurs tangentes.

Une surface-complexe d'une droite fixe if', par rapport

à un complexe de droites, a deux définitions dont l'identité est

évidente :

1°. Elle est le lieu des courbes planes, enveloppes des

droites du complexe qui se trouvent dans un même plan

passant par la droite fixe À".

2°. Elle est l'enveloppe des cônes, lieux des droites du
complexe qui passent parunmêmepointdela droite fixe A".

Toutes les surfaces-complexes par rapport au complexe
des tangentes d'une surface ou par rapport à celui des

droites qui rencontrent une courbe, se réduiront à la sur-

face ou à la courbe elles-mêmes.

De la double définition d'une surface - complexe , on tire les pro-

priétés suivantes de ses points et de ses plans tangents:

*) Comparer la partie IV de cet article où nous avons indiqué que chacune

des équation» (16) et (17) remplace la relation identique (6). On n'obtiendra que

cette seule équation, si Ton ne fait pas usage de toutes les deux équations (29);

mais il sera bien permirf, pour obtenir l'équation cherchée, d'omettre, par exemple,

une des deux équations (28).

29*
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Un point de la surface • complexe est un point de rencontre de

deux droites consécutives du complexe qui sont dans un même plan

passant par la droite fixe A".

Un plan tangent de la surface -complexe est un plan passant

par deux droites consécutives du complexe tpii rencontrent la droite

fixe au même point.

Il s'ensuit qu'une tangente de la surface-complexe ren-

contre
1°. une droite K du complexe rencontrant la droit»*

fixe A",

2". la droite consécutive à A' qui se trou ve «laus le plan
déterminé par AT et K',

3". la droite consécutive à A' qui passe par le point de

rencontre de A' et A".

Les tangentes de la surface -complexe ne seront pas pourtant les

seules droites qui rencontrent trois droites déterminées de la manière

indiquée. Puisque les deux dernières de celles-ci rencontrent la pre-

mière, une droite qui satisfait aux trois conditions passe ou par le

point de rencontre de A' avec^a première des droites consécutives ou

par son point de rencontre avec la seconde. Dans le premier cas,

elle est une tangente de la surface -complexe, dans lautre elle n'est

qu'une droite du complexe dos droites qui rencontrent A". En ne sé-

parant pus ces deux espèces de droites, nous ne ferons donc qu'intro-

duire dans l'équation résultante un facteur étranger qu'on peut éloigner

ensuite.*)
-

Soient X
, y , ... les coordonnées de la droite fixe A", x, y,

celles d'une droite K faisant partie du complexe, que nous supposons

donné au moyen de l'équation homogène

(31) F (je, l, y, m, z, w) = 0,

et rencontrant A", ce qui s'exprime au moyen de l'équation

(32) V x + xl + m'y + y m + *'»« + nz = 0

.

Les coordonnées x
} y, ... satisfont enlin à l'équation identique et

homogène

(33) xl + pm + en = 0,

et à l'équation identique et non homogène du second degré (9) que

nous écrirons

(34) ,S = 1

.

Si nous désignons les coordonnées d'une tangente quelconque de la

*) La circonstance que K' sera une droite multiple de la surface -complexe
ne fait pas quo toutes les droites qui rencontrent À" en soient des tangentes.
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surface -complexe cherchée par X, Y, . . ., la première des trois con-

ditions auxquelles ces tangentes sont assujétius donne

(35) Lx + X/ + My -f Ym + Nz + Zn = 0 .

Soient ensuite x -f Ôx, l -f ôl, y -f ôy, m -f dm, z -f- d^, n -f 6it

les coordonnées de la droite du complexe consécutive à K qui se trouve

dans le plan déterminé par K et K'. Alors les équations (13) et (17)

(réduites au moyen des équations (32) et (33)) donnent

/ . ôx -f- x . ô l -f- m . ôy -\- y . ôm -{- n . âz -f- z . ô n = 0
,

/'
. Ôx -f- x . ôl -f- m' . ôy -f- y . ôm -f- n . ôz -f- z . ôn = 0

,

(y h — ny) . ôx -\- (nx — xri) . ôy -f- (xy — yx) . ôn = 0
,

et les équations (31) et (34) donnent

* F A, I
? F AIA dF A I

* F A i ' F A i ^ F A *
r Jr

x cl ' < y J y

f m 1 c z 'm '

On exprime enfin que la tangente de la surface -complexe rencontre

cette droite, au moyeu de l'équation

L . ôx -f X . ôl -f M . ôy + F . *«* + JV* . ft; -I- Z . ôn = 0 .

En éliminant Ôx, ôy, ... du ces six équations, on trouve que la deu-
xième des trois conditions s'exprime au moyen de l'équation suivante

l X
,

m
; 2/ , n

>
Z

v , IM' , n Z

yn-ny
,

nx — xn t'-yx
' F r F , F < V , F
es > r/ »

r>J > cm v n

r .S* ?S rS r N < S
r , / ' / „;

•

f !•

/ M
,

>* Y
» -*

• tt»- èquatioi 1 ]>»ui •Ht»- r'-d'iii'' .m in-« \ fit <!••>

^ 0.

Kll ••Hèt ,
liMlltijdii.il.« t..H.« l.-.s t.-rni.s d<> . «doimes v.'ft i< ;« le.* r» j

»« m • 1 1 V f-

-

inent |«i«r

>.l.>j, n' . : , ,

et prenons les sommes des termes des séries h(»nzontales, multiplions

ensuite les mêmes termes (du déterminant originaire) par

x , l
, y , m , z , h

,

ut faisons les mêmes additions; alors, un posant

Ij • -4- / • . + y -\- ut • 4- z . 4- n . = 2-1 x •
4

I
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et eu employant les notations analogues pour les sommes analogues,

on trouve les deux colonnes suivantes:

0

0

£(x'L)
f

qui peuvent remplacer la première et la troisième colonne de 1 equa-

tion trouvée. Alors celle-ci se réduira à l'équation suivante:

0

0
0

n

2

0

X
y y n

y

X
y y n

y

cF ?F cF
cl y

C M*
y

l 2 ?

X
y

Y
?
N

= 0.

La déduction de l'équation qui exprime la troisième condition

(qu'une tangente rencontre la droite consécutive à K qui passe par le

point de rencontre de K et K'), est parfaitement analogue à celle

que nous venons d'employer pour la deuxième condition. On doit seu-

lement faire usage de l'équation (16) au lieu de l'équation (17), de

façon qu'on ait partout à changer les coordonnées n contre les coor-

données z, et réciproquement. Les deux dernières conditions s'expri-

ment donc à la fois par les deux équations suivantes:

(36)

X
y y y » y

•
-

y

y
y y y

n -

t

z
y

ÎF , F cF cF
cl >

,. m ' cz 1 en y

X
y

y
,
x

,
Z

y

0

0
0.

21(/L\

On obtiendra donc l'équation de la surface-complexe
cherchée en éliminant les rapports de x : l : y : m : z : n des

six équations (31), (32), (33), (35) et (3(3). Pour effectuer cette

élimination, il faut qu'on connaisse la forme particulière de la fonction

F) mais, aussi en général, on peut donner aux équations nécessaires

pour l'élimination des formes plus commodes ou , au moins plus symmé-

triques. Eu effet, le tétraèdre de référence n'ayant aucune position

particulière par rapport au complexe donné (31), x, y et n ne sont

que trois coordonnées d'une droite par rapport à trois arêtes qui se

trouvent dans une même face, et x, y, z en sont trois qui sont rap-

portées à trois arêtes qui concourent à un même sommet. Par consé-

quent, il y aura plusieurs équations analogues aux équations (3(>), qui
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Coordonnée* linéaire*» dans l'espace. 451

pourront remplacer le même nombre d'équations déjà trouvées. Les

équations (36) et les équations analogues seront toutes comprises dans

les suivantes

l^es équations (31) et (85) et la relation identique

XL + YM -f ZN = o

permettent d'y ajouter encore les deux colonnes que uous écrirons ici

à côté des autres:

.'
/w

y
n ,

-

r
j .»

t»'
y

y'
>

cF r F ?F ^/•' ÏF
r' >

• ry r
1 wt

• rn

X M • x
,

Z

l , x , tu
, y , n , g , 0 , 0 , 0

ï , x , tn
, y , n' , g , 0 , , Z(x L)

cF ?F cF cF dF ?F v /,<?*\ v /f*' v/ v^*Y^ > y/ ' ry ' ïrh' éz ' Fn ' * ex) ' ^^ '

< / )
' -

(
A

où les notations abréviatives Z sont déjà expliquées.*)

Voici donc six autres équations qui donnent aussi, après l'élimi-

nation des rapports de x:l . . . ,
l'équation de la surface -complexe.

Entre ces équations se trouve la suivante

0
• *(45 - *v L

) i

> . *(x ")

- XVQ [*(^).*(x£)- *(?*' • W>] - «

ou après l'éloignement du facteur étranger 2*\x'L)
t

qui, égalé à zéro

ne donnerait que le complexe de droites rencontrant la droite fixe À",

et dont nous avons déjà parlé,

(38) âï^-^-^P'^-W-O.
*) Il faut remarquer que

y. /êF dF\ » /?F ÎF . cF ?F
,
dF dl'\

\cx ' II) \t x cl c'y
' cm « C z

'

0 »)
'
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Dans le cas particulier, ou

ce qui a lieu pour le complexe des tangentes d une surface ou des droites

rencontrant une courbe — comme l'a prouvé Mr. Cayley*) — l'équa-

tion (38) se réduit à l'une ou l'autre des deux suivantes:

,40) 0 , *(*1*)~0.

Exemples. 1°. Dans le cas d'un complexe linéaire

a .x -f- ß .1 -f- y . y -f- à .m -f- s .z -|- £ . n = 0
,

on a

rF ^„ iF —R ? F —„ (F —A rF— c
?F —f>

, x ~ C
' fil

— P > < rj~~ Y > f m
—

° » f;~ é
' r. n ~ 6

»

de facon que l'équation (.*>8) se réduit à la suivante

(41) 2 27 (.r'a) . I(X«) — 27 (a 0) . £(xL) = 0 ,

qui ne contient pas les coordonnées x, y, . . ., et qui sera par consé-

quent l'équation de la surface -complexe cherchée. Etant du premier

degré, et représentant le complexe de droites tangentes à une surface

ou rencontrant une ligne droite ou courbe, elle ne peut que représenter

le complexe de droites rencontrant une certaine droite fixe. Posons,

pour trouver les propriétés de celle-ci,

' i' -f- A/" x' -f Ix" »«'4-17«" y -f ly" h+A,i" 5+17"

où aussi x", y" f . . . satisfont aux conditions auxquelles les coordon-

nées d'une droite sont assnjéties; alors l'»*quation (41) se refluirà à la

suivante

-Ti/O • 2 {XI") = o,

on si la quantité constanti' 2. < i I > n est pas /.éro ;i

,4:Vi -..V/ » - /" V -f
/"

/. -f ,e )'
-f-

./" .1/ .: „"/. \- : S

<|iii »*\|»riine que la droit»* i A . ) . . . .i r»*ii«-« »iit it ihm- droiit* ti\»

:•'.//. . . . >. *'r, U'S »Mjiiatioiis )4l?i »*tant les mêmes «jue lc> ••»jUatiotis

I 19). Ut droite u • V • • • •' sera la polaire conjuguée a la droit»-

fixe K' par rapport au complexe. Ainsi, la surface-com-
plexe de A" par rapport au complexe linéaire se réduit à

cette polaire conjuguée.
Dans le cas où H{x\") = 0, c'est à dire dans le cas où la droite

K' rencontre sa polaire conjuguée, l'équation \\\) devient identique,

*\ Quart. Math. .Tourn. t. Iti, p. ìli.
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et l'on voit aussi saus difficulté, que toute droite satisfait alors à nos

trois conditions.*)

2°. Le complexe de tangentes d'un hyperboloide qui a les arêtes

db. ca, daetbc du tétraèdre de référence pour génératrices des deux

générations, se détermine par l'équation (30)

+ 4Xxl = 0.
On eu tire

?F
, , , ?F cF f)F n ?F '

, , ,-=4A./, ^=4A.r, ^«. w -0, ^ = +
2AÜ+ A«),

qui donuent

£
fa*'

• ") - 8
[
4
* " + (

*"+ x ">'] = 0
•

L'équation (38) se réduit conséquemnjent à l'une ou l'autre des deux

équations (40). Commençons par supposer que ce soit la première qui

ait lieu. Celle-ci s'écrira

2X(lX+xL) + (z+Xu)(Z+XN) =* 0

ou, à cause de l'équation donnée,

x(ix+xL? + xi(Z+xyy = o.

étant égal àzèro, une autre de» équations (37) formée des

trois premières colonnes et de la dernière se réduira à

I

X , c , m
4X1 , 4Xx , 0 - 0,

L , X , M
d'où l'on tire sans difficulté l'équation cause de

t

'
/
=

4 j,.)

I X - a L - 0,

nu tllo\»Ml l;tt|li#'|l«' l <qi|ilU<»ll « ï * -

j ; * tniUV»' I»«|iilt , (

1 /. A" /. ./-v À A",- -. M

.•u it r»'qiiatinii du i-.mi|il«\v<- «1« mi il *
:

.

*) ban» ce cas, leo equations uuus montrent que

de facon que toutes le? droites du complexe rencontrent unr droite fixe, t elle ci

est rencontrée par la droite A", et toutes le» droites qui se trouvent dans le plan

et passent par le point de rencontre de « es deux droites fixes, sont polaires eon

jupuées à A". - Ce cas particulier excepté, on peut déterminer au moyen de

l'équation (41) la polaire conjuguée à une droit« donnée, sans avoir recours, comme
auparavant , à la relation identique ('J .
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De même la dernière des équations (40) conduirait à l'équation

4 A x l + (r' + = <»,

qui ne contient aucune quantité variable. Par conséquent, si les quan-

tités données ne satisfont pas à cette dernière équation, c'est -à -dire

si la droite donnée K' n'est pas tangente à l'hyperboloidc , celui-ci

sera lui-même la surface -complexe. Dans le cas où K' est tangente

a l'hyperboloide toute droite satisfait aux trois conditions; mais aussi

alors on doit considérer l'hyperboloide comme la surface -complexe.

r.
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Projectivische Erzeugung der allgemeinen Flächen dritter,

vierter und beliebiger Ordnung durch Flachcnbündel

niederer Ordnung.

Von Tn. Reye in Zürich.

Wie die analytische Geometrie meistens von den Gleichungen
der Curven und Flächen ausgeht, so bildet in der synthetischen Geo-

metrie die Erzeugungsart einer Curve, Fläche oder eines Strahleu-

gebilde8 gewöhnlich den Ausgangspunkt fur die Untersuchung dersel-

ben. Man lässt ein Gebilde aus anderen einfacheren entstehen oder

durch sie beschreiben , und gewinnt dadurch nicht nur eine Anschauung

von demselben , sondern zugleich kräftige Hülfsmittel zur Erforschung

seiner Eigenschaften. Deshalb kann das Auffinden neuer Erzeugungs-

arten räumlicher Gestalten von grosser Wichtigkeit werden, und

führt, wie noch in jüngster Zeit die Theorie der Raumcurven und

Flächen dritter Ordnung gezeigt hat, häufig auf kürzestem Wege zu

den Haupteigenschaften jener Gebilde.

Nun ist merkwürdig, dass wohl von den algebraischen ebenen

Curven, nicht aber von den algebraischen Flächen und Raumcurven

eine einfache, für die synthetische Geometrie brauchbare Erzeugungsart

bekannt ist. Eiue ebene Curve p -f- q
lvt Ordnung kann allemal durch

zwei projectivische Curvenbüschel von den Ordnungen p und q erzeugt

werden; eine Fläche von der Ordnung p -f- q dagegen lässt sich nur

dann als Erzeugniss von zwei projectivischen Flächenbüscheln j>
ter und

q
Xer Ordnung darstellen, wenn sie unendlich viele Schnittcurven von

Flächen ptcr und q
[er Ordnung enthält. Dieses findet bei den Flächen

vierter und höherer Ordnung nur in besonderen Fällen statt; und da

andere, synthetisch anwendbare Erzeugungsarten fehlten, so waren

bisher diese Flächen und ihre Schnittcurven für die synthetische Geo-

metrie nur auf Umwegen zugänglich. Diesem Mangel kann abgehol-

fen werden, indem man als erzeugende Gebilde nicht allein Flächen-

büschel, sondern auch Flächenbündel (Flächennetze) benutzt.

Die vorliegende Arbeit enthält allgemeine Erzeugungsarten der

Flächen dritter und vierter Ordnung durch projectivische Flächenbün-
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del niederer Ordnung. Durch ihre Entwicklungen zeichnet sie zu-

gleich einen Weg vor, auf welchem man zu analogen Erzeuguugsarten

einer Fläche niVT Ordnung gelangt. Wir werden ausgehen von einer

Anzahl, wie ich glaube, neuer Sätze über die Schnittpunkte von drei

und die Durchdringungscurven von zwei algebraischen Flächen, und

bezeichnen im Folgenden der Kürze wegen:

mit l^,Fn

x>
F; beliebige Flächen, mit Kn

,
IC

X
Kegelflächen «'"Ordn.;

mit (f
M
,d[* Schnittlinien von zwei Flächen F und Fn

\

mit (l, vi, n) die l.m.n Schnittpunkte von drei Flächen Ft ,Fu,

,F*t

welche nicht alle drei durch eine und dieselbe Curve gehen.

Unter den Curven, welche als der vollständige Schnitt von zwei

Flächen betrachtet werden können, giebt es z. B. drei Curven zwölf-

ter Ordnimg C
,l l% ff " und C8 '4

- Dieselben unterscheiden sich durch un-

sere Bezeichnung deutlich von einander; die erste ist eine ebene Curve,

die zweite der Schnitt einer F 2 mit einer F fi

, und die dritte der

Schnitt einer F* mit einer FA
.

§• 1.

Die 16 Schnittpunkte (2, 2, 4) von zwei Flächen F'1 mit einer F*.

1. Eine F x
ist bekanntlich durch 34 beliebig gewählte Punkt«»

bestimmt. Wenn 25 derselben auf einer F 2 angenommen werden, so

zerfällt F* in F- und eine 7'
1

,

2
, welche die übrigen neun Punkte ver-

bindet. Beliebige 33 Punkte bestimmen eine C* *, welche mit jedem

Punkte des Raumes durch eine F K verbunden werden kann, durch

welche also ein Büschel von F x hindurchgeht. Wenn 24 dieser 33

Punkte auf einer F' angenommen werden, so zerfällt ÜXA in zwei <"*•',

von denen die eine (CiA) auf F-, die andere (Cj-
-1

) auf einer durch

die übrigen neun Punkte gehenden /',-' liegt. Denn zu dem Flächeu-

büschel gehört in diesem Falle aneli diejenige /•'*. welehe aus /•
'

und /•", besteht, und diese wird von jeder anderen I ' des luischeU

in r-' und <
\

A gesehnittmi. Als».: Durch 24 beliebig»? Punkte
einer /•"•' ist eine auf /'• li»'ge'nde •"'

' l'es ti m m t; in .der sei-

he-, wird /"• v..ii j ••.!».• r durch die -J \ Punkt»- gellenden /''

ire seb n it t en.

2. \fu /•','•' wird / • in einer C -\ und ('-:l in U'> Punkten ge

schnitten; und diese lt» Punkte (2,2,4) liegen auch auf Wenn
('-* und /',*' gegeben sind, so könneu wir zur liestimmuifg von C1

;

1

noch neun Punkte derselben willkürlich auf/', 2 annehmen (1.); woraus

folgt, dass jede auf construirte C-A , welche durch 15 von den 1(»

Punkten ('2,2, 4) hindurchgeht, auch den P.V " enthalten muss.

Daraus aber ergiebt sich sofort: Alle Fl liehen vierter Ordnung,
welche durch 15 gegebene Punkte einer »>'•'-' hindurchgehen,
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schneiden »Ii ose Raiimcurvo vierter Ordnung noch in einem
ganz bestimmten 1G U" Punkte. Hei der Bestimmung «hier F %

durcli 34 Punkt*? zählen also IG Punkte .(2, 2, 4) nur für 15 unabhän-

gige Punkte, und wir können ausser ihnen noch 11) andere Punkte

von F x willkürlieh annehmen. Wird eine F* durch 10 beliebig

angenouimene Punkte einer (r- gelegt, so muss sie mehr als IG und

folglich alle Punkte von C2 -2 enthalten.

3. Wir können von (2.) eine interessante Anwendung auf die ei-

nlachen. Schneiden wir eine C- - durch drei Ebenen f, , e.,, f., in den

Punktenquadrupelu A
x , B s ,

C\
,
D

x ;
.4, . Ji,, (.'., , und A.

ò
,B.

Ò , (\ , 1), ,

und suchen wir sodann die vierten Schnittpuuk te A
x ,
B

x ,
C

4 ,
V), von

(.*** mit den Ebenen A
X
A.

Ì
A.„ B

x
B., BJt (\C, ÏA, und J)

x
1)., DA , so

liegen auch diese in einer Ebene. Denn die vier Ebenen der

A. B, C und 1) bilden zusammen eine F 4
, und jede andere i*

4
, welche

durch 15 von ihren IG »Schnittpunkten mit C*- 2 geht, muss folglich

auch den IG 1'" enthalten. Offenbar aber bilden die vier Ebenen £, ,
t

:i

und A
x
BA (\ eine solche F x

, und I)
x

liegt folglich in A
t
B

x

—
Lassen wir f

, , f., und zusammenfallen, so erhalten wir den bemer-

kenswerthen Satz:

4. Die Schmiegungsebenen von vier in einer Ebene e
x

liegenden Punkten einer ('•- schneiden diese Kaunicurve
in vier neuen Punkten, welche gleichfalls in einer Ebene
liegen. Diese Eigenschaft der Ü1 - ist einer bekannten Eigenschaft

der Cx:i analog. Schon an einem anderen Orte habe ich daraus ge-

schlossen: „dass die IG Berührungspunkte der stationären Schmie-

„guugsebenen einer C2 - zu vieren in 140 Ebenen liegen, von denen

„durch jeden der IG Punkte 35 hindurchgehen." Von diesen IG Be-

rührungspunkten und stationären Ebenen sind übrigens höchstens acht

reell, so dass es unter jenen 140 Ebenen höchstens 14 giebt, welche

je vier reelle Berührungspunkte verbinden. — Eine Umkehrung des

obigen Satzes lautet: Wenn aus jedem der vier Schnittpunkte
einer (?* mit einer Ebene drei Schmiegungsebenen an O3

gelegt werden, so liegen die 12 Berührungspunkte zu vie-

ren in 27 Ebenen.

5. Wir wollen fortan die acht Schnittpunkte (2, 2, 2) von irgend

drei F 2 eine Gruppe assoeiirter Punkte nennen. Zu sieben

Punkten kann der achte assoeiirte linear construirt werden auf Grund

des Hc8se'schcu Satzes: „Verbindet mau von acht assoeiirten Punk-

„ten irgend sechs durch eine Kaunicurve dritter Ordnung, so ist die

„Verbindungslinie der letzten beiden Punkte eine Secante dieser Curve."

Ich behaupte nun: Wenn von IG Punkten (2,2,4) irgend acht

(P) eine Gruppe assoeiirter Punkte bilden, so bilden auch



4">.H Th. Rkvk.

die übrigen acht (Q) eine solche Gruppe. Wir können näm-

lich (2.) die 16 Punkte mit 19 beliebigen Punkten S durch eine F*
verbinden; und wählen wir 17 von den 19 S auf einer durch die 8 V
gehenden F 2

, so zerfällt F* in F 2 und eine F 2 (nach 1.). Diese

geht durch die 8 Q und die letzten beiden, ganz beliebigen Punkte S.

und meine Behauptung ist somit bewiesen, dass nämlich durch die

8 Q ein Bündel von F2 gelegt werden kann.

6. Der soeben bewiesene Satz ist von gleicher Wichtigkeit für die

Raumcurven C22 wie für die Hachen F*. Wir werden ihn meistens

in folgender Fassung anwenden: Wenn eine C6* und eine F 4 sich

in acht associirten Punkten schneiden, so haben sie noch
andere acht associirte Punkte mit einander gemein. Von
acht associirten Punkten ist bekannt, dass wenn vier derselben in

einer Ebene liegen, auch die übrigen vier in einer und derselben Ebene

enthalten sind. Da nun eine F 3 und eine Ebene zusammen eine F %

ausmachen, so ergiebt sich aus obigem Satze noch: Wenn eine (T28

und eine F [i sich in acht associirten Punkten schneiden,
so haben sie noch vier in einer Ebene liegende Punkte mit
einander gemein; und umgekehrt.

§. ».

Die Schnittcurven C*-4 und C2 -3 einer F 2 mit einer F* oder F\
und ihre Erzeugung durch projectivische Curvenbüschel.

7. Die Schnittcurve C-A einer F2 und einer F* hat 12

scheinbare Doppelpunkte; d. h. aus einem beliebigen Punkte P
des Raumes können im Allgemeinen und höchstens 12 Secanten an

O4 gezogen werden. Wird nämlich P als Centrum und seine Polar-

ebene jr in Bezug auf F2 als Involutionsebene eines involutolisehen

Systèmes angenommen , so entspricht in demselben F2 sich selbst und

die F x einer F
{
*, also auch 6~4 einer auf F 2 liegenden C~- A

. Die

Curven C*A und C\A werden aus P durch eine und dieselbe Kegelfläche

K H projicirt und schneiden sich in 32 Punkten (2, 4, 4), von welchen

acht auf n und die übrigen 24 auf 12 durch P gehenden Secanten

der C* 1 liegen. — Ebenso ergiebt sich : Eine C- a hat sechs schein-

bare Doppelpunkte. Je vier durch einen beliebigen Punkt P
gehende Secanten einer 0 :l oder CiA schneiden offenbar die F2 und

folglich auch die f.--3 o<ler O 1 in acht associirten Punkten. Die Auf-

gabe: Auf einer O 3 oder G-4 eine Gruppe assoeiirter Punkte
zu con strili re li, ist hiernach leicht zu lösen.

8. „Zwei auf einer F2 liegende O4 schneiden sich in .32 Punk-

„ten (2,4,4), welche mit jedem anderen Punkte S von F 2 durch

„eine einzige A verbunden werden können; und durch 23 dieser 32
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„Punkte sind (nach 1.) im Allgemeinen die übrigen neun bestimmt."

Wenden wir diesen allgemeinen Satz an auf die soeben betrachteten

32 Punkte, von denen acht in der Ebene 7t liegen, so können wir

dieselben, indem wir den willkürlichen Punkt & ebenfalls in 7t anneh-

men, durch eine C* 4 verbinden, welche in eine C l - und eine f>3 zer-

fallt. Also die 24 Schnittpunkte der 12 Secanten, welche
aus einem beliebigen Punkte P an eine C*A gezogen wer-

den können, liegen auf einer Os
. Und die zwölf Secanten

selbst liegen auf einer Kegelfläche dritter Ordnung; denn

da eine C23 nur sechs scheinbare Doppelpunkte besitzt (7), an die

vorliegende O3 aber 12 Seeanten aus P gezogen werden können, so

wird diese C2 -3 aus P durch eine K* projieirt. — Mau erkennt leicht,

dass die 24 Schnittpunkte der 12 Secanten mit je drei anderen Punk-

ten der C* 4 durch unendlich viele O4 verbunden werden können, und

dass je zwei solche C24 sich ausser in den 24 Punkten noch in acht

Punkten einer C1 -2 schneiden.

9. Die sechs Secanten, welche aus einem beliebigen

Punkte P an eine C2 -3 gezogen werden können, liegen auf
einer K 7

. Ihre 12 Schnittpunkte liegen auf einer O'- 2 und können

mit je drei anderen Punkten der 6'2 -3 durch einen Büschel von C*2
'

1

verbunden werden. Je zwei durch die 12 Punkte gehende C23 schnei-

den sich noch in sechs Punkten eines Kegelschnittes. Der Beweis

dieser Satze ist derselbe wie in (8.). — Zu bemerken ist noch, dass

jede Gerade der F-, auf welcher die C*-
3 oder Ci X liegt, als eine Dop-

pelsecante von C2 - 3 und als eine mehrfache Secante von C24 zu be-

trachten ist; denn sie hat mit C*-3 drei und mit C*-
4 vier Schnittpunkte

gemein, nämlich dieselben , wie mit F s und F 4
.

10. Zwei Flächenbüschel zweiter Ordnung sind bekanntlich pro-

jectivisch, wenn die Polarebenen eines beliebigen Punktes in Bezug

auf ihre Hachen zwei projectivische Ebenenbüsehel bilden; sie erzeu-

gen alsdann eine F4
. Mittelst eines solchen Büschels von Polarebenen

kann man jeden Flächenbüschel C2-2 zweiter Ordnung leicht auf andere

Gebilde projectivisch beziehen. Von einer beliebigen F 2 werden zwei

projectivische Flächenbüschel zweiter Ordnung in zwei projectivischen

Curvenbüscheln vierter Ordnung, und die von jenen erzeugte F 4 in

einer C2

1

geschnitten; die Polaren eines Punktes in Bezug auf die

Ourven C2 -2 der beiden Curvenbüschel bilden zwei gewöhnliche, pro-

jectivische Strahlenbüschel. Also: Zwei projectivische Curven-
büschel vierter Ordnung, die auf derselben F* liegen, er-

zeugen eine C* 4
, welche durch die zweimal acht Knoten-

punkte der Büschel hindurchgeht. Ist die so erzeugte C2 -4 die

allgemeine Durchdringungscurve einer F 2 mit einer P 4 ?

11. Diese Frage muss bejaht werden; denn wir können beweisen,
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dass jede beliebig gegebene G- 4 als Erzeugniss solcher Curvenbüschel

sich darstellen lässt. Bei diesem Beweise wird sich der wichtige Satz

(5.) aufs Neue ergeben. Wir nehmen auf (?A irgend acht assoeiirte

Punkte Pan (7.) und legen durch dieselben zwei beliebige G1
-' 2

, welche

auf der durch C*A gehenden F 2 enthalten sind. Von diesen beiden
(H.t w jrj (*t< noch in je acht neuen Punkten geschnitten, die wir mit

8 Q und S Q {

bezeichnen wollen. Wir betrachten nun irgend sieben

von den Punkten Q und sieben Q x
als Knotenpunkte von zwei auf F-

liegenden Curvenbüscheln vierter Ordnung, und beziehen dieselben

projectivisch so auf einander, dass in den 8 P und in zwei willkür-

lich gewählten Punkten S von CiA je zwei homologe Curven der Bü-

schel sich schneiden. Die Büschel erzeugen dann eine CiA
(10.), wel-

che mit der gegebenen identisch ist; denn beide haben die 24 Punkte

8 V -f 7 Q + 7 V, -f 2 S gemein, von denen 1 Q, 1 , die 2 S und

mehrere P als ganz beliebige Punkte der gegebenen C** betrachtet

werden können, und durch 24 beliebige Punkte einer F'* ist nur eine

C~A möglich. Die achten Knotenpunkte der Büschel liegen folglich

auch auf CiA , d. h. die Punkte 8 Q und ebenso 8 Q {
bilden eine G ruppe

assoeiirter Punkte, wie schon in (5.) auf andere Art bewiesen wurde.

12. Wenn auf einer CiA acht assoeiirte Punkte P bekannt sind,

so schneidet also jede durch die 8 P gelegte F- die Gv 4 in einer neuen

Gruppe assoeiirter Punkte 8 Q\ und da wir einen dieser 8 Q willkür-

lich wählen können, so erhalten wir eine Reihe solcher Gruppen.

Legen wir durch die 8 Q beliebige i'"2 , so bestimmen diese auf C-A

eine neue Reihe von Gruppen assoeiirter Punkte, zu welcher auch die

Gruppe 8 P gehört. Aus dem Beweise in (11.) folgt dann der Satz:

Die beiden Reihen von Gruppen assoeiirter Punkte, welche
sich auf (iiuer C*A ergeben, sobald eine solche Gruppe be-

kannt ist, hängen so von einander ab, dass jede Gruppe
8ty der einen Reihe mit j eder G ruppe 8 P der anderen durch
cine C'

22 verbunden werden kann. Verbindet man auf diese

Weise die Gruppen der einen Reihe mit zwei bestimmten
Gruppen der anderen, so erhält man zwei proj ecti vische

Curvenbüschel vierter Ordnung, als deren Erzeugniss die

G- 4 betrachtet werden kann.

13. Wenn (? 4 aus einer Cn - und einer C--
3 besteht, so ergiebt

sich für G*-3 aus dem eben Bewiesenen die folgende Erzeuguugsart.

Legt man durch acht assoeiirte Punkte Q einer O3 einen

Büschel von Raumcurven G*-'-, die alle mit C2-3 auf einer F-

liegen, so schneidet jede dieser G*- 2 die G2 -3 noch in vier, in

einer Ebene liegenden Punkten P\ und die Ebenen dieser

4 P gehen alle durch eine Secante von G^-
3 und bilden einen

zum Curvenbüschel (8 Q) projecti vi scheu Ebenenbüschel,

Digitized by Google



Flächen dritter und vierter Ordnung. 401

welcher mit (8 Q) die C23 erzeugt. Dieser Satz lässt sich auch

direct beweisen, wenn man davon ausgeht, dass durch 15 beliebige

Punkte einer J'*
2 eine auf F2 liegende C2 -3 bestimmt ist, und dass alle

Flachen F* dritter Ordnung , welche durch eilf gegebene Punkte einer

CJi hindurchgehen, diese Raumcurve vierter Ordnung noch in einem

ganz bestimmten zwölften Punkt« schneiden müssen.

§• 3.

Erzeugung einer f'3 oder F* durch reciproke Flilchenbündel.

14. Drei Hachen F2
}
F

t

2
,
F

7
2 zweiter Ordnung, welche nicht

demselben Flächenbüschel angehören, bestimmen bekanntlich einen

Flachenbündel zweiter Ordnung. Zu demselben rechnen wir den Flä-

chenbüschel F2F
l

2 und jeden anderen, welchen irgend eine Fläche

dieses Büschels mit F
2
2 bestimmt, ausserdem aber alle Schnittcurven

6*- von je zwei Flächen dieser sämmtlichen Büschel. Der Flächen-

bündel besitzt im Allgemeinen acht Knotenpunkte P, durch welche

alle seine F 2 und C2 -2 hindurchgehen. Durch jeden anderen Punkt

des Raumes geht eine O 2 des Bündels ; und zwei Punkte können durch

unendlich viele oder durch eine einzige Fläche des Bündels verbunden

werden, je nachdem sie auf einer C22 desselben liegen oder nicht. Die

Polarebenen und Polarstrahlen von je zwei beliebigen Punk-
ten in Bezug auf alle F 2 und C2 -2 des Bündels bilden zwei

collineare Strahlenbündel, deren Mittelpunkte jenen bei-

den Punkten in Bezug auf den Flächenbündel, d. h. auf alle

seine F2 und O2
,
conjugirt sind. Wird ein solcher Strahlen-

bün3el auf irgend ein anderes Gebilde, z. B. auf eine Ebene, collinear

oder reciprok bezogen, so ist dadurch auch der Flächenbündel zweiter

Ordnung auf dieses Gebilde collinear oder reciprok bezogen.

15. Zwei Flächenbündel 8 P und 8 P, zweiter Ordnung sind hier-

nach reciprok, wenn die polaren Strahlenbündel, welche wir für irgend

einen Punkt in Bezug auf die Flächenbündel erhalten, reciprok sind.

Jeder F2 des einen Bündels entspricht eine C2-2 des anderen; dem
Flächenbüschel C2 -2 des letzteren entspricht ein zu ihm projectivischer,

auf F2 liegender Curvenbüschel des ersteren Bündels. Um die Bün-

del 8P und 8P, reciprok auf einander zu beziehen, können wir vier

beliebigen F 2 von 8 P irgend vier C* 2 von 8 P, willkürlich zuweisen";

oder auch wir können zwei Flächenbüschel von 8 P auf irgend zwei

Curvenbüschel von 8 P, projectivisch beziehen, so dass der gemein-

schaftlichen F 2 der ersteren jedesmal die gemeinschaftliche C2 * der

letzteren entspricht. Die reciproke Verwandtschaft der Bündel ist als-

dann völlig festgestellt; denn Analoges gilt für die reciproke Verwandt-

schaft von zwei Strahlenbündeln.
Mftthem»tl*che Annahm L 30
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16. Zwei reciproke Flächenbiindel zweiter Ordnung 8 P
und 8 7J

,
erzeugen eine F 4

y
welche durch die zweimal acht

Knotenpunkte der Bündel hindurchgeht. Zu dieser F 4 rechnen

wir jeden Punkt, welchen irgend eine F 2 des einen Bündels mit der

entsprechenden C2 -2 des anderen gemein hat. — Bezeichnen wir ua.ni-

lich die erzeugte Fläche vorläufig mit <Z>, so leuchtet zunächst ein,

dass 0 mit jeder F 2 der beiden Bündel eine C2- 1 gemein hat. Denn
jede F2 des Bündels S F können wir uns durch eine O- desselben

beschrieben denken ; der so gewonnene Curvenbüschel von 8 P erzeugt

aber (nach 10.) mit dem ihm entsprechenden Flächenbüschel von 8 P,

eine Cr-4 , welche der vollständige Schnitt von F2 mit 0 ist und durch

die acht Knotenpunkte P hindurchgeht. Zwei solche durch die SP
gehende Schnittcurven Cr-4 haben offenbar noch andere acht assoeiirte

Punkte mit einander gemein, in welchen eine durch die SP gehende

C2 -2 von der entsprechenden F 2 des Bündels 8P, geschnitten wird.

Wir können deshalb die beiden 0 1 als eine einzige OiA auffassen

(vgl. 1. und 2.) und mit einem beliebigen Punkte des Raumes, insbe-

sondere auch mit einem der 8P, durch eine F 4 verbinden. Diese F 4

ist aber identisch mit 0; deun die beiden Flächen werden von jeder

durch die 8 P, gelegten F2 in zwei C2 * geschnitten, welche einen

Punkt P, und 32 Punkte von C iA gemein haben und folglich zusam-

menfallen. Die erzeugte Fläche <P ist also wirklich eine F x
.

17. Jede gegebene F 4 kann als firzeugniss von zwei
reeiproken Flächenbündeln zweiter Ordnung dargestellt

werden. Um dieses zu beweisen, construiren wir (7.) auf F4 irgend

acht assoeiirte Punkte P, und legen durch dieselben zwei Flächen F2

und P, 2
, welche die F 4 in zwei Curven C24 und C*A schneiden. Letz-

tere haben ausser den 8P noch acht assoeiirte Punkte Q gemein (6.).

Durch die SQ legen wir eine F2
2

, welche die F 4 in einer C2*4 und

die Curven C24 und C\A noch in je acht assoeiirten Punkten Ii und

P, schneidet. Endlich wollen wir noch auf (r
2

A eine Gruppe asso-

ciirter Punkte P, so annehmen, dass dieselbe mit den Sit durch eine

C22 und folglich (12.) auch mit den 8P, durch eine C* 2 verbunden

werden kann. — Wir beziehen nun die Flächenbiindel zweiter Ord-

nung 8 P und 8 P, reeiprok auf einander, sodass den Flächen F2 und

P, 2 von 8P die Curven O2 und C\~ von 8 P, entsprechen , und dass

die auf F 2 und P, 2 liegenden Curvenbüschel von SP mit den ent-

sprechenden Flächenbfischeln <72 -2 und ('f- von 82', die Curven O 4

und C21 erzeugen (vgl. 11. und 12.). Diese reciproke Beziehung ist

ausführbar, weil dadurch der Scbnittcurve von F2 und P, 2
, welche

die SQ mit den 8P verbindet, die durcli die SQ gehende gemein-

schaftliche F.
2
2 der Büschel C2 - und V\* zugewiesen wird. Die bei-

den reeiproken Bündel aber erzeugen eine P4
, welche mit der gege-
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beiieii identisch ist; denn sie hat mit dieser die 8P, sowie O4 und
4 gemein , also auch (wie in IG.) jede 6* 4

, in welcher F 4 von einer

durch die 8P, gehenden F2 geschnitten wird.

18. Die Punkte 8P, $Q, SR und8P, der vorigen Nummer kön-

nen als vier beliebige Gruppen assoeiirter Punkte der F4 betrachtet

werden, welche nur der einen Bedingung genügen müssen, dass jede

derselben mit der folgenden auf einer C2-2 liege. Die in (17.) ausge-

führte Construction aber lehrt uns: Je acht Punkte von F 4
, die

mit den 8P(oder8P,) auf einer O2 liegen, können mit den
8 P, (resp. 8P) durch eine F2 verbunden werden; und man
gewinnt auf diese Weise zwei reeiproke Flächenbündel
zweiter Ordnung 8P und 8Pj, als deren Erzeugniss die F4

betrachtet werden kann. Sind die acht Punkte P und ein Punkt

P, gegeben, so können die übrigen sieben Punkte P, noch unendlich

viele verschiedene Lagen auf F4 haben. Wir können irgend 8 Q con-

struiren, indem wir eine durch die 8P gehende C2 * mit F4 nochmals

zum Durchschnitt bringen, und mit diesen SQ sollen die gesuchten

8 P, auf einer F2 liegen. Verbinden wir nun die 8 Q mit dem gege-

benen Punkte P, durch eine C2-2
, so schneidet diese die F 4 in acht

neuen Punkten R, von denen einer mit P, zusammenfallt; und diese

8 R liegen mit den gesuchten 7 P, auf einer C2 -2
, welche die F4 in

dem gegebenen Punkte P, berühren muss. Daraus folgt: Wenn auf
F4 die acht assoeiirten Punkte P und ein Punkt P, (odejr

auch R) gegeben sind, so liegen die übrigen sieben Punkte
P, (resp. R) auf einer C24

, welche in dem gegebenen Punkt e

P, (oder R) einen Doppelpunkt besitzt.

19. Von der allgemeinen Flache vierter Ordnung sind bisher, ab-

gesehen von den Sätzen, die aus der Lehre von den Polarflächen sich

ergeben, fast gar keine eigentümlichen Eigenschaften entdeckt wer-

den. Wenn ich mich nicht täusche, wird bei der Theorie derselben

einst die Frage eine Kolle spielen, wann diese F 4 Schaaren von O*
enthält und wie viele solche Schaaren. Sobald dieF4 irgend eine

C22 enthalt, liegen auf ihr zwei Schaaren von O2
, und jede

C2 -2 der einen Schaar kann mit jeder C22 der anderen Schaar
durch eine F 2 verbunden werden; und verbindet man so

irgend zwei Raumcurven C22 der einen Schaar mit jeder

C22 der anderen Schaar, so erhält man zwei proj ectivische

Flächenbüschel zweiter Ordnung, als deren Erzeugniss die

F 4 zu betrachten ist. Ich habe nun im zweiten Theile meiner

Geometrie der Lage pag. 253 und 254 bewiesen, dass jedeF4
, welche

eine C2 -2 enthält, durch zwei Flächenbündel zweiter Ordnung erzeugt

werden kann , deren zweimal acht Knotenpunkte auf einer C2 -2 liegen.

Sollte es umgekehrt gelingen, die allgemeine F4 als Erzeugniss von
80*
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zwei solchen Bundein zweiter Ordnung darzustellen, durch deren 10

Knotenpunkte eine G*-* gelegt werden kann, so wäre damit zugleich

auf F* das Vorhandensein von zwei Schaaren von G*2 nachgewiesen;

freilich könnten diese C8-2 auch imaginär sein. Mir selbst ist dieser

Nachweis bis jetzt nicht gelungen.

20. Zwei Punkte heissen conjugirt in Bezug auf eine Gruppe asso-

ciirter Punkte Q, wenn sie in Bezug auf drei und folglich (14.) alle

durch die SQ gelegten F 2 einander conjugirt sind. Sind nun auf

einer F* irgend acht associirte Punkte P gegeben, so schneidet jede

durch dieselben gelegte C*-2 die F* in einer neuen Gruppe associirter

Punkte Q, und die SQ führen ebenso zu unendlich vielen anderen

solchen Gruppen R auf F*. Ich behaupte nun: Wenn in Bezug
auf alle Gruppen associirter Punkte, welche auf F* in die-

ser Weise aus einer einzigen 8P sich ergeben, zu einem
beliebigen Punkte A des Raumes die conjugirten gesucht
werden, so erhält man als Ort derselben eine F2

. Betrach-

ten wir nämlich die F* als Erzeugniss von zwei reciproken Flächen-

bUndeln 8 P und 8 P, , so ist jede Gruppe 8 Q der Schnitt einer C**

von 8 P mit der entsprechenden F2 von 8 1\ . Die Polaren des Punk-

tes A in Bezug auf die F 2 und C2-2 der beiden Flächenbündel bilden

aber zwei reeiproke Strahlenbündel, welche eine F2 erzeugen; und

diese F2 enthält die Punkte, welche zu A conjugirt sind in Bezug

auf die Gruppen SQ, 8P, 8P, und in Bezug auf jede Gruppe asso-

ciirter Punkte H von F*
f

die mit den 8P, in einer G* 2 liegen. Be-

rücksichtigt man noch, welche Freiheit man hat, um zu den 8P die

8P, zu construiren (18.), so springt die Richtigkeit meiner Behaup-

tung in die Augen.

21. Der in (16.) und (17.) eingeschlagene Weg führt mit Leich-

tigkeit zu folgenden Sätzen über die Flächen dritter Ordnung. Ein
Flächenbündel zweiter Ordnung erzeugt mit einem zu ihm
reciproken Strahlenbündel eine -F 3

; zu derselben rechnen wir

jeden Punkt, in welchem eine F 2 oder O- des Flächenbündeis von
der entsprechenden Geraden oder Ebene des Strahlenbündels geschnit-

ten wird. Durch acht associirte Punkte P einer F' ist ein
neunter Punkt P, (der Gegenpunkt der 8 P) auf F* bestimmt;
derselbe liegt in einer Ebene mit je vier Punkten Q, in
welchen 2™ VOn einer durch die 8P gehenden noch ge-
schnitten wird. Wenn mittelst der 4Q jeder C** von 8P
eine Ebene des Gegeupunktes P, zugewiesen wird, so sind
der Flächenbündel 8 P und der Strahlenbündel 1\ reeiprok
auf einander bezogen, und F* kann als ihr Erzeugniss be-
trachtet werden. Jeder Strahl von P, wird alsdann von der ent-
sprechenden F* des Bündels 8P in zwei Punkten der 2* geschnitten.
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§• 4.

Project! vische Erzeugung der allgemeinen Flüche » -f l
Ur

Ordnung.

22. JedeF 1 kann auch durch einen Flüchenbündel drit-

ter Ordnung und einen zu ihm reeiproken Strahlenbündel
erzeugt werden» Statt dieser Erzeugungsart will ich jedoch gleich

eine analoge von beliebigen algebraischen Flachen angeben. Sei also ge-

geben eine ganz beliebige I*
T* +I

, sei C
,l (n+1>

eine ebene Schuittcurve die-

ser Fläche und P irgend ein Punkt dieser Curve. Von einer durch P ge-

henden Ebene wird C'
, ("+1)

in P und ausserdem in n Punkten Q ge-

schnitten; eine durch die nQ gelegte Fn
aber schneidet die noch

in anderen Punkten Ii, welche als Knotenpunkte eines Büschels von

Cx '* betrachtet werden können. Wir können demnach durch diese n2

Punkte Ii auf unendlich viele Arten eine C*'* legen; dieselbe schneidet

aber die Tm+ 1 noch in n* neuen Punkten P, , welche die Knotenpunkte

eines Flächenbündels nUl Ordnung sein werden. Durch die n3 Punkte

P, gehen also unendlich viele C "; jede derselben schneidet aber die

Fn+ l
noch in n2 Punkten li

x
, welche mit dem zuerst angenommenen

Punkte P in einer Ebene liegen. Und wenn jeder Cn n
des Flächen-

bündels n* P, auf diese Art eine Ebene des Strahlenbündels P zugewie-

sen wird , so sind die beiden Bündel reeiprok auf einander bezogen und

erzeugen die F" +i
. Auf FH+l

liegen auch die n Punkte Q x
, welche

irgend eine 2fTN von n3 P, mit dem entsprechenden Strahle von P ge-

mein hat.

23. Für den Beweis dieser Sätze (22.), welche auch die vorhin

angegebene Erzeugungsart (21.) der F* in sich schliessen, sind oben

Anhaltspunkte genug gegeben, und ich àihergehe ihn deshalb. In (22.)

ist meine frühere Construction der F x
(16.) nicht enthalten; die Ver-

allgemeinerung der letzteren führt vielmehr zu folgendem Satze : Zwei
reeiproke Flächenbündel von den Ordnungen p und q er-

zeugen eine F1"^] dieselbe geht durch die j/* -f-
q'A Knoten-

punkte der beiden Bündel und enthält jeden Punkt, wel-

chen eine Fläche des einen Bündels mit der entsprechen-
den Curve des anderen gemein hat. Man erkennt nämlich leicht,

dass jede Fläche Fp
resp. Fq der beiden Bündel von der erzeugten

Fläche in einer Cr"{p+,i) resp. (7
7 (;>+'/)

geschnitten wird , woraus der Satz

folgt (vgl. 1(5.). Was ich hier unter reeiproken Flächcnbündeln ver-

stehe, ist wohl aus dem Zusammenhange deutlich genug zu erkennen.

24. Wir können auch durch collineare Flächenbündel Flächen

höherer Ordnung erzeugen; nämlich: Drei collineare Fl ä eh en

-
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»

bündel von den Ordnungen p, q und r erzeugen eine Fp ~r '
i
"rr

]

dieselbe geht durch àie -\- q
:i

-\- r* Knotenpuukte der drei

Bündel und enthält jeden Punkt, welchen drei homologe
Flächen der Bündel mit einander gemein haben. Der Beweis

ist am leichtesten analytisch zu führen. Ist nämlich allgemein F*=0
die Gleichung einer Fläche n ,cr Ordnung, und bezeichnen X, X lt X

2

willkürliche Constante, so stellt die Gleichung:

(1) ai' + i.fy + i.jy-o
die sämmtlichen Flächen eines Bündels p

{CT Ordnung dar, wenn man
den drei Constanten X nach und nach alle positiven und negativen

Zahlwerthe beilegt. Ebenso stellen die Gleichungen:

(2) XF1 + X
Y
F* + X

2
F

2
q = 0 und XF + X

t
F

{

r + X
2F2

r = 0

zwei Flächenbündel q
ter und rter Ordnung dar; und diese drei Bündel

sind collinear auf einander bezogen, wenn je drei Flächen derselben

einander zugewiesen werden, in deren Gleichungen die Constanten

X, X lf X
2

dieselben Zahlwerthe haben. Durch Elimination der drei

Constanten aus (1) und (2) erhält man aber die Gleichung der von

den collineareu Bündeln erzeugten Fläche, und man sieht, dass diese

Gleichung vom p -f- q -}- r'
en Grade ist.

25. Die Grassmann sche Erzeugungsart der Fläche dritter Ord-

nung mittelst drei collinearer Strahlen- (oder Ebenen -) Bündel ist ein

besonderer Fall von (24.). Abgesehen von diesem einen Fallp=q=r=\
darf übrigens die durch collineare Flächenbündel erzeugte JF>'+'+

r

nicht als die allgemeine Fläche (j) -f- q -f r) ,pr Ordnung betrachtet

werden. Denn schon die Fläche vierter Ordnung, welche (fürp=q= 1

und r= 2) durch zwei collineare Ebenenbündel und einen zu densel-

ben collinearen Flächenbündel zweiter Ordnung erzeugt wird, ist nur

ein besonderer Fall der F*, weil sie durch diejenige Kaumcurve drit-

ter Ordnung hindurchgeht, in deren Punkten je zwei homologe Strah-

len der collinearen Ebenenbüudel sich schneiden.

Zürich, den 3. Februar 1869.
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Die Cylmderfunctionen erster und zweiter Art.

Von Hermann IIankel in Erlangen.

Die bekannte Differentialgleichung

welche in fast allen mathematisch -physikalischen Untersuchungen auf-

tritt, die sich auf einen gegen eine Axe symmetrischen Zustand be-

ziehen, wird im Allgemeinen, für ein beliebiges complexes x und »,

durch zwei Functionen

integrirt, wenn diese Cylind erfunctionen*) erster Art durch

definirt werden. Nur in dem Falle, dass n eine positive ganze Zahl

ist, fallen diese beiden sonst verschiedenen Lösungen zusammen und

es entsteht somit die Aufgabe, neben J*(x) noch eine andere parti-

culärc Lösung der Differentialgleichung aufzusuchen, die ich in Ueber-

einstimmung mit Hrn. C. Neu mann**), der kürzlich diese Cylinder-

funetionen zweiter Art einer ausführlichen Betrachtung unterzogen

hat, mit Y*(x) bezeichne. Letzterer hat Y* (x) in zwei Theile zer

legt: Y"(.r) = L" (x) + E*(x), wo:

Diesen letzten Theil hat Hr. Lom mei***) in die Form;

*) Ich schliesse mich hier iu der Bezeichnung dem passenden Vorschlage Hrn.

Heine 1

* an (Creile Jonrn. t. 1)6. p. 128).

**) Theorie der BesBcl'schen Functionen. t8G7. p. 52.

***) Studien fiher die Bedsel'öchen Functionen. 1868. p. 86 bcq.

J*{x) und J-\x)
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n
1 T. /*

E"(x) =
r(i)"r(»+'ii (ï) / eos (jCC08 9>) sûi 2

"<P logsin 2
ç>tfç>

oder:

JTÇ*;) = 2{*(2»+l)- log 2} «7»

gebracht, wo

und somit # ( 1 ) der negativen Constatiteli des Jntegrallogarithinus

^ (1) = — 0,5772 . . . gleich gesetzt wird*).

Dass die grosse Weitläufigkeit und geringe Durchsichtigkeit die-

ser Ausdrücke eine eingehende Untersuchung derselben verhindert,

liegt auf der Hand. Durch grössere Einfachheit empfehlen sich die

lutegralformeu und es hat Hr. Heine**) eine zweite particulière Lö-

sung durch das Integral

x* ./V 0"»* sin'V?

dargestellt, analog der älteren Formel:

J"W"r ()) r
1

(„ +!)
(:)"/^"- V -J>

Diese Form erscheint bei Hrn. Heine aus der Theorie der Kugel-

functionen abgeleitet, indem die Cylinderfunctioneu als Grenzfälle von

Kugelfunctionen angesehen werden könuen. Allgemeiner gesprochen,

kann man J* (x) als Grenzfall einer hypergeometrischen Reihe an-

sehen, und zwar, wie Hr. Hansen***) bemerkt hat:

rW - (ï
)"

r^+T, F (".-'.(»+ 1) -
- fi)

wo w, w' zwei positive unendlich wachsende G rossen bedeuten und

die hypergeometrische Iteihe:

*) (i a u B a hat bekantlich ^
-°^

c
— ' - W (x) geltet, wo II (x) = r{x + 1).

Um nun diese Function W mit der T- Function in bequeme Verbindung zu brin-

gen, habe ich obige Form angesetzt, so dass das Gauss 'sehe {x) mein

y (x -f 1) ist.

**) Creile, Journ. t. 69. p. 140.

***) Abhandlung d. Sächsischen Ges. d. Wisscnsch. Mathcin.-phys. Classe t. II.

1855. p. 252.
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x P ,y, x)

r[a) r(ß) r(Y +p) r{P +i)
^

darstellt. Es hat die Reihe für tT(#) ein Element, (n -f- 1), welches

iu dem berührten Falle eine positive ganze Zahl ist, und eine einge-

hende Untersuchung zeigt, dass in diesem Falle die Differentialglei-

chung jener Reihe als zweite particulière Lösung nicht eine zweite

hvpergconietrische Reihe F hat, sondern dass diese anderen Losungen

aus gewissen abgebrochenen hypergeometrischen Reihen G (a, ß, y, x)

(ganzen Functionen von x) und neuen Reihen von dem Typus:

N {a tPf y f
x)

r(a)riß)riy_ i) ^ r{y + p)r(p+i) J
' X

{ * (r + ;>) + * (i> 4- 1) - * («+!') — * (0 +i0 — hg x
)

zusammengesetzt sind.

Es ist nicht meine Absicht, hier in eine allgemeine Theorie die-

ser anomalen , bisher nur sporadisch bemerkten Fälle einzugehen , was

ich einer folgenden Abhandlung vorbehalte. Ich begnüge mich hier,

die particuläre Lösung Y in der neuen Form II (cc, ß, y, x) von Reihen

zu entwickeln und die, wie ich meine, natürlichste Ableitung dersel-

ben zu geben, die ihr Wesen vollständig aufzuklären geeignet ist.

In einigen weiteren Paragraphen habe ich dann die J und Y als

Integrale dargestellt und die Werthe sämmtlicher Integrale (auf

reellen und complexen Wegen), die als Lösungen der Differentialglei-

chung angesehen werden können, vollständig untersucht, indem ich

hier, wie in der ganzen Abhandlung sogleich die allgemeine Voraus-

setzung eines complexen Index « und einer complexen Variabelen

x mache.

Am Schlüsse habe ich die bisher nur theilweise bekannten semi-

convergenten Entwicklungen der Cylinderfunctionen erster und

zweiter Art aufgestellt, und ihnen eine eingehendere Discussion für

complexe Werthe des Argumentes gegeben, die zu eigentümlichen

Resultaten geführt hat und vielleicht als erster Baustein zu einer all-

gemeinen Theorie der semiconvergenten Reihen für unbeschränkte

Variabilität des Argumentes dienen kann; denn die eigentliche Natur

dieser merkwürdigen Entwicklungen ist noch fast ganz unerkannt;

und es dürfte erst die complexe Functionentheorie ihr Wesen zur

Erkenntuiss bringen, ebenso als auch sie erst die wahre Natur der

convergeuten Potenzreihen aufgedeckt hat.

§• 1.

Eut wickelunç von Y in eine Reihe.

Wenn n eine positive ganze Zahl ist, so reducirt sich J~
n
{x) auf
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J~
rH

(x)-
ì
denn lässt man unter jener Voraussetzung eines ganzen posi-

tiven n in:

W W ^ r(_ » + '+''+ i)r(/»+i)

ilie Grösse £ zu Null abnehmen, so verschwinden alle Glieder der

1 leihe bis zu p — n, da F(— »-f-jp-f- 1) Sü lange unendlich gross

wird, als das Argument eine negative ganze Zahl oder Null ist. Setzt

man in der zweiten Summe von p= » an p — n einem neuen Suinma-

tionsbuchstabcn p gleich , so hat man :

W ~W ^ r(-n + «+/i+i)r(ji+ i) I^J

+ (_n- /*\"+ ' S -

f - /üV"

und, wenn £ = 0, fällt die erste Keihe ganz weg, die zweite verwan-

delt sich in J+n (x), so dass:

J-*(x) = (-1)" <7
+

"(.t).

Um aber auch in diesem Falle eine zweite particuläre Lösung zu er-

halten, bemerken wir, dass, weil (— 1)" J~ in
'\x) — Jn

* (x) mit

abnehmendem « verschwindet, der Quotient

(„ i)- J-i»—>(x) — J— (x)

sich einer Grenze nähern wird, und da er im Allgemeinen, was auch

n und £ seien, eine particuläre Lösung darstellt, auch im Falle eines

ganzen n und abnehmenden £ eine solche liefern wird. Es ist leicht,

den Grerizwerth jenes Quotienten darzustellen; denn setzt man vor-

stehende Reihen ein, so wird er:

wo f(e) den von £, 2', £ abhängenden Ausdruck repräsentirt :

K*) Ä r{H + ,7+ u r (/> + f 4-
1)
(

2
)
~~ r <n +p- i'+ i) r u> + » ) ( 2 )

Den Grenzwerth, dem sich das hier eingeführte /'(f), dividirt

durch £, nähert, findet man leicht durch Differentiation des Zählers

und Nenners nach £ und nachherige Substitution £ = 0 zu:

1 oi, * 1 r'<p+i) 1 r'di+ yi+n
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Die einfache Transformation von

r^- j = — r (u — £ — )>) sin (— w -f € 4-p 4- 1) x

mittelst der Formel: r(.r) T(l — x) sin iwr= x liefert ferner den Grenz-

werth von:

,r (-,7+ï+7,+T)
= (- r(»-J<);

und somit schliesslich als zweite particuläre Lösung:

+
(

X
,)^rIn-+^,

,

)

)

"rlP+1
)

(l)"{><*(î)'-*(-+P+I)-*(H-l)(.

welche sich von dem oben mit Y bezeichneten Ausdruck nur durch den

Factor 2 und ein Vielfaches von J*(x) unterscheidet.

So hat man z. 13. für n == 0:

iu welcher Form schon früher Riemann*), jedoch ohne alle Ablei-

tung, die Lösung in diesem speciellen Falle gegeben hat. Für n = 1

findet man:

Y< (x) + =

= \ J; rtfrÄ+i) fif {

log ©' - * (P + 2) - H" + V)

I

u. s. w. Wir haben somit diese zweite Lösung entwickelt in der denk-

bareinfachsten Reihenform, die sich der der «7 function soweit, als nach

der Natur der Sache möglich, anschliesst; während die oben citirten

Formen der Hrn. Neumann und Lommel, Y selbst nur entwickelt

nach t/funetiouen aufzeigen.

Was übrigens die Convergenz dieser Reihen Y betrifft, so ist der

Quotient zweier aufeinander folgender Glieder:

_ x
logQ2 - *(n + p + 2) - * (j>_+2)

*) Popgendortfs Annalen. t. 95. i». 135.
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Da uuu der asymptotische Werth von r(q) rait unendlich wachsen-

dem positivem q bekanntlich

6,(9 - \) 10K7-7

der von tff(q) also: log q ist, so wird sich jener Quotient mit wach-

sendem }> der («renze:

1 x_ log (n-f p+2) (;>-f 2)

~
(» + ;> + !) (/>-H) 2 log (n -f f'+l) (/>'+ 1)

nähern, also unendlich abnehmen; und die Reihe Y convergirt daher,

wie die Reihe J, für jedes endliche complexe x.

Die I/ösungen Y"(x) lür ein ganzes positives 11 haben übrigens

einen wesentlich anderen Charakter als die Cylindcrfunetionen erster

Art, die J*{x)\ denn während x~
n J+ n

{x) in der ganzen Ebene der

complexen x eine eindeutige Function der Variabelen x ist und J"(x)

bei einem Umlaufe um x — 0 den Factor c"
nJ" annimmt, der im Falle

eines positiven ganzen n sich auf 1 reducirt, hat Y*(x) in x=0 einen

solchen Verzweigungspunkt, dass bei seinem Umkreisen Yn
(x) um

Aiti J"(x) additiv zunimmt. Im Allgemeinen wird übrigens Y n
(.v) für

./ =0 unendlich, wie für n = 0 aber wird Y (x) in x =0 loga-

rithmisch unendlich werden.

Da die beiden Losungen J+n (x) und J~"(x) für ganze u zusam-

menfallen, wir aber in Y"(.r) eine lineare Function beider gefunden ha-

ben, welche immer von ihnen verschieden bleibt , so kann es zweckmässig

erscheinen, neben J n
(x) noch für ein allgemeines n als andere partico-

lare Lösung:

(1) y* (x) = 2* c*"*
'r ( 'r)

--
c08 nn" 3 ~ H(X)

V 1
8111 2tl*

einzuführen, die dann für den speciellen Fall eines ganzen n iu die

obige Ijösung übergeht. Auch werden unten «lie Summen:

^ sin 2 im — in
1 W ïcô*n* J {j)

Ci) c*"
e J {J )

:;
J U) - yv)-f . </"u)7 Sili '»»IW '»IT ' 1 I'IIS Ii TT 'sin 'J«?r - 1Î cos «ir

als particuläre Lösungen auftreten.

Uebersicht der Integral Cormen fttr die (yliiiderfuiietionen.

Um die Differentialgleichung, die wir der Bequemlichkeit wegen:

0 x

1 r x~ n
Ii

- - - x"
+l

11
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schreiben, durch Integrale aufzulösen, setzen wir, entsprechend dem
bekannten Integrale:

allgemein :

J{ = x» f — 1)-*,7/

a

und erhalten so auf bekannte Weise als Bedingung für die Grenzen:

a

I. Unter der Voraussetzung eines complexen w und # mit posi-

tiven reellen Theilen wird c
xti

(t
2— für /=+ 1, — 1 und für

ein t mit unendlich grossem imaginären Theile, / == ooi", ver-

schwinden. Da aber das f e*" (t* — \)"~idt unter diesen Voraus-

setzungen des Werthes von x
i
über einen Theil des oberhalb der reel-

len Axe gezogenen unendlichen Kreises genommen, verschwindet, so

können wir statt / = ooi auch t = k -f ooi setzen. Wir erhalten iu

diesem Sinne als particuläre Integrale:

(1) x* /
l

c
xti

{P—l)*-idt,

(2) o?"
/*>'

(3) ä- jT>"

zwischen denen die lineare Relation:
N„

.4-1 rf-*' +1
/ + / + / =0
-l 4-1 4*»'

besteht, wenn die Potenzen in entsprechender Weise bestimmt wer-

den. In allen diesen Integralen hat man von einer der Grenzen auf

einer einfachen Linie, die keinen Verzweigungspunkt / = f 1 um-

kreist, zu der anderen Grenze, und zwar am einfachsten geradlinig

zu gelieu. Eine andere Classe von Integralen entsteht, wenn man
von einem der Grenzpunkte aus zu ihm zurückkehrt, nachdem mau
unterdessen einen der Verzweigungspunkte umkreist hat. So hat man
als particulares Integral

(4) z»/V" (<*-l)-4 dt,

+ i

wenn man dabei von -f- 1 ausgehend, den Punkt t— — 1 umkreist

und so wieder zu / = -j- 1 zurückkehrt. Ebenso ist:
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(5) x»f >' (F-l)-U/,
-

1

wenn man auf dem Wege den Punkt t = -\- 1 umkreist, ein particu-

lates Integral. Das

(G) af /" "V" (/•- 1)"-* dt

-f- »i

kann auf drei verschiedene Weisen genommen werden, entweder, in-

dem man von -f~ oci ausgehend, den Punkt t = -\- l allein, oder

t = — 1 allein , oder beide gleichzeitig umkreist.

Es leuchtet ein , dass alle diese Integrale lineare Functionen zweier

particuliirer Integrale, z. B. J+n (x) und J~*(x) oder J n
(x) und Y\x)

sein müssen, und wir werden in §. 3 und 4 diese Reduction thatsäch-

lich ausführen. Zuvor aber mag dieses System von Integralen noch

weiter vervollständigt werden.

Bei der Symmetrie der ursprünglichen Differentialgleichung nach

-f- n und — w, hat man auch

x— f e
xt<

(*-'- 1)-
— 4

dt
«

als particuliire Integrale anzusehen, wo

je!" (P— 1)—+1 =0.
a

Wenn nun die bisherigen Annahmen festgehalten werden, wonach

x und n positive reelle Theile haben, so sind von diesen Integralen

nur die drei in:

(7) a?-»/e*'" (P— 1)— dt

enthaltenen zu gebrauchen: wenn man entweder um jeden der Ver-

zweigungspunkte t = -4- 1 einzeln oder um beide zusammen integrili.

In den anderen wird dagegen die Function unter dem Integralzeichen

an den Grenzen im Allgemeinen so unendlich , dass die Integrale ihre

Bedeutung verlieren. Wir haben somit in diesem Falle 11 brauchbare

particuläre Integrale.

Wenn dagegen n einen negativen reellen Theil hat, so sind letz-

tere Integrale die, welche man benutzen wird; oder einfacher: Es tre-

ten dann 11 Integrale auf, welche man aus den aufgestellten (1) bis

(7) durch Vertauschung von -f- n mit — n erhält.

Zwischen diesen beiden Fallen findet indess ein Uebergang statt;

denn wenn der reelle Theil von n zwischen -h £ liegt, so verschwin-

det (t2 — l)+
n+

^ jn jen punkten f = + 1 immer, und es sind dann

(1) bis (ti) und die aus ihnen durch Vertauschung von -f- n mit — n
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erhaltenen, also im Ganzen IG, siimmtlich brauchbare particuliire In-

tegrale.

II. Bisher ist x mit positivem reellen Theile vorausgesetzt wor-

den. Nehmen wir, indem wir zunächst die Voraussetzung eines n

mit positivem reellen Theile beibehalten, jetzt x mit negativem reel-

len Theile an, so behalten die Integrale (1), (4), (5) ihre Bedeutung

bei. Da aber c*' jetzt nicht für t = -f* oo/, sondern für t= — ooi ver-

schwindet, so hat man die übrigen Integrale (2), (3), (G), (7) durch

entsprechende Integrale nach t = — oo?' zu ersetzen, d. h. in das un-

endlich negative Imaginäre hinaus zu integriren , wobei es gleichgültig

ist , in welcher Weise man den reellen Theil des t bestimmt.

Wie man zu verfahren hat, wenn unter derselben Voraussetzung für

x y « einen negativen oder einen zwischen + £ liegenden reellen Theil

hat, bedarf jetzt weiter keiner Auseinandersetzung.

III. Ist endlich x rein positiv imaginär (sein reeller Theil

Null), so hat man an (1), (4), (5) nichts zu ändern; die Integrale

( 2), (ü), (G), (7) müssen aber jetzt nach t— oc erstreckt werden, weil

e*u dort verschwindet ", und zwar gelten diese unter der Voraussetzung

eines positiven reellen Theiles von w. Doch mag noch bemerkt wer-

den , dass in diesem Falle die drei in (7) enthaltenen Integrale mit den

dortigen Grenzen t — ooi beibehalten werden können, unter der Bedin-

gung jedoch, dass t = h -f- oci gesetzt, der reelle Theil k nicht un-

endlich in das Negative wächst. Denn unter dieser Bedingung bleibt

c"' an der oberen Grenze endlich und (1 — wird die ausrei-

chende unendliche Decrescenz der Function an der oberen Grenze des

Integrales herstellen. Ebenso würde man in diesem Falle t=Jc— oci

als die obere Grenze ansehen können.

Wie man im Falle eines n, das einen negativen oder zwischen

-i- ^ gelegenen reellen Theil besitzt, die Integrale auszuwählen hat,

und dass man, wenn

IV. x eine rein negativ imaginäre Grösse ist, t = — oo im

Allgemeinen als obere Grenze anzusehen hat, leuchtet nach Vorste-

hendem genügend ein. —
Wir haben so das vollständige System der Integrale betrachtet,

welche als particuläre Lösungen unserer Differentialgleichung ange-

sehen werden können: Je nach der Beschaffenheit des x und n sind

bald diese, bald jene Formen zu gebrauchen: Mit x ändert sich die

Art und WT

eise, wie man in diesen Integralen die Variabein in 's Un-

endliche wachsen lassen muss. Es kann dies in der Form zusammen-

gefasst werden, dass t so wachsen soll, dass xti = — oo ist, also

t = 1
oci. Dies führt darauf, xti = — u als neue Veränderliche ein-

zuführen, und so die particulären Integrale in der Form:
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anzunehmen. An Stelle der Grenzen t = + 1 treten jetzt m = + x i

auf, und man hat für den unendlichen Werth der Integrationsvaria-

belen jetzt in jedem Falle u = -f- oc zu setzen (oder allgemeiner

u = oo -{- ki, wo k eine ganz beliebige, endliche oder unendlich wach-

sende reelle Grösse ist). Die drei Integrale:

wo man um h — -f- allein, oder um u = — xi allein, oder um diese

beiden Verzweigungspunkte gleichzeitig zu integriren hat; wie die wei-

teren drei in:

x"fc-« (u2 -f- X 1)—-* du

enthaltenen Integrale gelten jetzt unverändert für jedes « und x.

Die Integrale:

der Function

ar* er» (u2
-f- aî

2)»-i

gelten jetzt, wenn » einen positiven reellen Theil hat, unbedingt für

jedes x. Wenn aber n einen negativen rellen Theil hat, so treten

an ihre Stelle dieselben Integrale der anderen Function:

x* c- H (u2
-f x2)-*-l,

und wenn der reelle Theil von n zwischen + ^ liegt, so kann man
summtliche Integrale benutzen.

Trotz der etwas allgemeineren Gültigkeit, welche den Integralen

der letzteren Form zukommt, habe ich es doch vorgezogen, die fol-

genden Entwickeluugen an die frühere und ältere Form anzuschliesseu.

§. 3.

Die Integrale für die Cylinderfunctionen erster Art.

Um nun die vorstehenden Integrale zu entwickeln und sie so

auf<T(:r), J~"(x), Y*{x) reduciren zu können, hat man zunächst fest-

zusetzen, wie man die vieldeutige Potenz (<
2 — 1)—* oder überhaupt

(t 2 — I)'
1 in der Ebene der complexen t bestimmen solle. Da

(t
2 - iy = (t-iy (/+!)*,
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Die Cylinderfunctionen erster und zweiter Art. 477

so sieht man, dass diese Function die drei Verzweigungspunkte

— 1 , -f- 1 , oo hat. Läuft man um t = -{- 1 oder / = — 1 herum,

und kehrt wieder zum Ausgangspunkte zurück , so hat die Potenz den

Factor i*ini angenommen , und wenn man den Punkt / = cx> umkreist,

den Factor cV; wenn in beiden Fällen in der positiven Richtung

(d. h. bei gewöhnlicher Lage der reellen und imaginären Axe gegen

einander, umgekehrt wie der Zeiger der Uhr) die etwa kreisförmige

Curve durchlaufen wird. Die Potenz wird demnach eindeutig sein, so

lange man nicht einen dieser Punkte umkreist, also innerhalb der

Ebene, wenn man sie sich in einer alle drei Verzweigungspunkte ver-

bindenden, einfachen, keinen Knoten bildenden Linie zerschnitten denkt.

Nur in dem Falle, dass 2q [= 2n — 1] eine ganze Zahl ist, wird

die Zerschneidung eine andere. Ist 2q eine gerade [also (n — ^) eine

ganze) Zahl, so wird die Potenz überhaupt nicht vieldeutig. Ist aber

2q eine ungerade [n eine ganze] Zahl, so ist t = oc kein Verzweigungs-

punkt mehr und die Ebene ist nur zwischen — 1 und -f- 1 zerschnitten

zu denken. Doch bedürfen diese speciellen Fälle im Folgenden keiner

Bpeciellen Behandlung, insofern sie von selbst in den allgemeinen Fall

eingeschlossen sind.

Um nun im Allgemeinen (f - l)
v zu bestimmen, betrachten wir

seine Factoren. Soll der erste derselben (t — 1)
? eindeutig sein, so

denken wir uns die Ebene von / = 1 in einer in das Unendliche lau-

fenden Linie zerschnitten*), und setzen dann:

/ — 1 = rcf
,

(t — Vf = n eW

,

«

<p zwischen 0 und 2n liegen soll , und

yìo log r der reelle Logarithmus dieser positiven Grösse, also für

ein reelles q der positive reelle Werth dieser Potenz ist. Dann ist

für Werthe von t in der reellen Axe zwischen — 1 und -f- 1:

t — 1 = re»'
;

, (*— l)
q = rt

*) In Betreff der Bedeutung einer solchen Zerschneidung mag folgendes bemerkt

werden: Geschieht die Zerschneidung in der reellen Axe von 1 bis « . so be-

deutet dies nichts anderes als: Es soll in t — 1 = re'p\ worin <p bekanntlich um
ganze Vielfache von 2ni unbestimmt ist, die Variabilität von qp zwischen den

< Jrenzen 0 und 2« eingeschlossen sein. Wird in der Linie von £ = 1 bis * = 1 -j- x i

zerschnitten, ao wird q> zwischen den Grenzen + - und 5
6>

anzunehmen sein,

oder etwa auch zwischen —
- 3 * und -f-

* und man wird diese beiden Annahmen

dadurch unterscheiden können, da*s man sagt, es solle die Potenz genommen
werden, welche für t= 2 entweder = 1 ist, wo dann t — 1 = tf"

,
{t — X)'1= ï> =» l

zu setzen wäre, oder im anderen Falle, wo t — 1 = tr*' gesetzt ist, die Potenz,

welche »ieh filr / — 2 auf r'1*' rodueirt

Mathematische Aiihalcn I. Iii
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478 Hkrmaxn Hankel.

Ferner nehmen wir, um die Potenzen von (t -j- 1) eindeutig zu

machen, die Ebene von — 1 bis 1 in der reellen Axe und von 1

bis ins Unendliche in der schon vorhin festgesetzten Linie zer-

schnitten an, und setzen, indem wir 2* > q>' > 0 annehmen:

t + 1 = r'c9 '

,
{t + l)

9 = r q
e'

1''' **'

so dass oberhalb der reellen Axe zwischen t = — 1 und -j- 1

t + l = r' (*+ I)* — r'^-*1""

und unterhalb

t+ l = reiJti

(* + 1)
? «= r*

zu nehmen ist.

Durch Superposition finden wir dann in demselben Intervalle,

oberhalb der reellen Axe
(rr')< e""

1
'

, {p - l)
9 =(1 - ft)* r(i) (t + ir (/ - ir

und unterhalb
(II)

(/ + l)
v

(t — \)
q = (rr')*e

+"ri

, {p — l)
tf = (1

wenn wir mit

(p-y = (l — oy

diejenige Potenz von (1 — 0) bezeichnen, welche sich aus

für den reellen Logarithmus dieser positiven Grösse (1 — P) ergiebt,

d. h. diejenige, welche die Entwicklung nach dem binomischen Lehr-

satze :

(i-0' = r(ï+1) || ^ j

<-
1

'

)

';
(i)+1)

^
liefert, die sich für t = 0 auf -{- 1 reducirt. —

Wir betrachten nun das Integral

fati (/7— i)— 4 dt

von -f- 1 oberhalb der Zerschnei-

dung und um — 1 herum nach + 1

unterhalb der Zerschneidung geführt,

auf einer Curve, wie sie etwa in

Fig. 1. ausgezogen ist. Dann kann

man unter der notwendigen Voraus-

setzung eines n mit positivem reel-

len Theile das Integral auf eine Curve

zusammenziehen, wie sie in Fig. 1.

punktirt gezogen ist; und zerfällt
-i

man das Integral in eines f ober-

Fig. I.

aoi

4 OO

halb des Schnittes und eines f un-
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* Die Cylinderfunctionen erster und zweiter Art. 479

terhalb desselben , beachtet ferner die in (I), (II) angegebenen Zeichen

der Potenzen in diesen , so findet man obiges Integral

= r-tit-ivj'
1

<*« (i_f2)—* dl + c+*(.-i)* ^^« (l _**)»-* dt

= — c% cos nie

Reducirt man nun letzteres / auf f . entwickelt den so entstehenden
-1 "o

cos xt nach Potenzen von xt, integrili mittels der bekannten Formel

für die Euler sehen Integrale erster Art und wendet die auch im

Folgenden häufig benutzten Formeln:

TT

COS 71«

an, so findet man

l

also nach dem Werthe letzterer Reihe:

» + 1

(4) J

oder auch

womit die Werthe der Integrale (1) und (4) des §. 2. gefunden sind.

Auch (5) desselben §. Hesse sich so ohne Schwierigkeiten finden , wenn

man eine andere Zerschneidung einführte. —
Um weiter das Integral Fi». U.

+ 3D I

unter der Voraussetzung eines complexen x
mit positivem reellen Theile zu behandeln,

denken wir uns den von -f- 1 ins Unend-

liche gehenden Schnitt, dessen specielle

Lage bisher willkürlich gelassen war, von

-|- 1 nach -f- act, oder etwa geradlinig und

der imaginären Axe parallel nach 1 -foot
ausgeführt und bestimmen die Potenzen bei-

derseits nach obigen Regeln (1), (II), in-

dem wir in / — 1 = re?' die Variabilität

von <p zwischen den Grenzen -f £ und 5
*
—

31*
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480 Hkhmaxn Haskf.1-.

nehmen. Wir wollen dann das Integral von der linken Seite dieses

Schnittes um — 1 und -f- 1 herum , ohne an den Schnitt zu treffen,

auf der anderen , rechten Seite des Schnittes wieder hinaus nach l -f- cc i,

in einer Curve erstrecken, wie sie etwa in Fig. 2. dargestellt ist.

Um dann dies Integral nach aufsteigenden Potenzen von x zu

entwickeln, müssen wir zuvor

(
ji __!)—* = 1"-* /»-»(i __».)—*

setzen und

(
1 ~ l)

= r(»+i)2
9
rin-p'+lfrüT+V)

nach dem binomischen Lehrsatze entwickeln. Dies setzt aber voraus,

dass wir mit unserer Integrationscurve immer ausserhalb des mit dem

Radius 1 um t — 0 beschriebenen Kreises bleiben, an welchem die

Convergenz dieser Reihe aufhört. Um aber ausserhalb dieses Conver-

genzkreises die Gleichung:

behaupten zu können, müssen wir auch £
2*~ l in der von 0 über 1

nach 1 -|- coi zerschnittenen Ebene zu

bestimmt denken-, dann ist iu der so zerschnittenen Ebene weder die

linke, noch die rechte Seite vieldeutig und es werden beide in allen

Punkten übereinstimmen, wenn passend, d. h. so bestimmt ist,

dass beide Seiten für Einen Punkt übereinstimmen. Wählen wir dazu

einen Punkt auf der negativen reellen Axe links von — 1, so ist in

diesem nach Obigem:

(t — iy- r"-' e*-*'— *>'
, (*+ 1)"-* * e

-*<—4>»

also:

(p - 1)— * = (rr)""*

und wird, wenn sich t nach — oo entfernt, und n eine positive reelle

Zahl ist, in das positiv Unendliche wachsen. Gleichzeitig wird

und soll die rechte Seite ebenfalls in s positiv Unendliche wachsen, so

muss

gesetzt werden; so dass man:

zu setzen hat. Nach diesen Vorbereitungen hat man dann :
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Die Cylinderfuuctionen erster und zwoiter Art, 481

Es handelt sich nun um die Ermittelung dieser Integrale:

in denen t
q die einzige vieldeutige Grösse ist, so dass man die Zer-

schneidung sich jetzt nur von 0 nach ooi und zwar, der Einfachheit

wegen, auch direct in der imaginären positiven Axe vorgenommen

denken kann. Es ist dann in

die Variabilität des <p" auf die Werthe von + * bis 5 £ beschränkt.

Führen wir jetzt die neue Variabele u durch t — ui ein, so ist

die neue « Ebene jetzt von 0 bis -|- oo auf der positiven reellen Axe
zu zerschneiden, und bestimmen wir dem entsprechend

u = r&f*
,

uf^r'i&V,
so ist

f — •« u''

eine bestimmte Gleichung, wenn t
1 entsprechend bestimmt wird. Nun

ist für t = — 1, = c
qn
\ und « = + * = c* '

also u7 = <-

?
a '

und somit, wenn die Gleichheit beider Seiten hergestellt werden soll,

n .

i
q = e* s ', also hat man:

Letztere Integrale aber lassen sich durch die Tfunction ausdrücken,

was auch q sei; und zwar folgendennassen:

Das Integral

/
c

"x
u q du

Fig. 3.

4-00

über den in Fig. 3. ausgezogenen Weg ausgedehnt, lässt sich, wenn

q eine complexe Zahl mit positivem reellen Theile ist, auf eine den

Schnitt von 0 bis -» unmittelbar umschliessende Linie (s. Fig. 3.) zu-



482 Hermaxn Hankel.

zusammenziehen, und beachtet man die Vorzeichen, welche ff ober-

und unterhalb des »Schnittes annimmt, so findet man durch Zerlegung
x 0 x

desf in f oberhalb und f unterhalb :

fc-
ux

u l du = / c~
zr
rUir + t**' f c~

xr ndr=2w'* i

sin qn f <T*Wr

wo die Potenz ist, welche in der bekannten Definitionsgleichung

von V(q) für complexe q mit einem reellen Theile, der grösser als

— 1 ist, nämlich in:

erscheint. In dieser Gleichung ist diejenige Potenz von zu neh-

men , welche sich für x = 1 auf -j- 1 reducirt und man hat danach

endlich :

i
M r(-q) X9+1

Da nun beide Seiten dieser Gleichung, auch wenn q in seinem reellen

Theile unter — 1 abnimmt, stetig bleiben, wenn nur die Iutegrations-

curve den kritischen Punkt t = 0 in endlicher Entfernung umläuft,

so gilt sie auch für solche q und ist unter der Voraussetzung

eines positiven reellen Theiles von x für alle complexen q gültig*).

Wird alles dies zusammengenommen, so findet man unser obiges

Integral :

und nach einfachen Transformationen erhält man rechts die Reihe für

J~ n
(x), so dass:

(G>) J- (*) = e-^ -
r
l}-

n)
(-*-)"J u

M
(ff - 1)*-* dt.

it

Diese Gleichung gilt für jedes n, da das Integral rechter Hand
für alle n seine Bedeutung beibehält; sie kann also auch zur Er-

mittelung des Integrales in Anspruch genommen werden, das aus

diesem durch Vertauschung von n mit (— n) entsteht:

p-) c~ (i)-
jf".-

-.^

.

*) Diese Formel und die daraus abzulcitcndcu Integrale für r(q) habe ich

bereits in der Dissertation: „Die E ul er 'scheu Integrale bei unbeschränkter Va-
riabilität des Argumentes" (Leipzig 1803) und im Auszuge in 8chlö milch» Jour-
nal t. IX. p. 8 gegeben.
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Die Cylinderfuuctioncn erster und zweiter Art. 483

§.4.

Die übrigen Integrale der Differentialgleichung.

Wenn in dem Integral (G*) des vorigen §. n einen positiven reel-

len Theil hat, so ist man berechtigt, den Integrationsweg unendlich

dicht an den Schnitt zusammenzuziehen, wie dies in Fig. 2. durch die

punetirte Linie angedeutet ist. In dem speciellen Falle, dass n eine

positive ganze Zahl ist, wird die Potenz (P — zu beiden Seiten

der Linie von 1 bis 1 -j- oo i denselben Werth annehmen und sich daher
T- I 4-1

f aufJ reduciren, so dass man aus (4) und (6*)

*• -j-i

J-(x) = e-
MiJ n

(x)

erhält, eine schon früher bemerkte Relation. Man kann jedoch aus

(6
1
) leicht ein Integral ableiten, welches immer von J*(x) verschie-

den bleibt:

Man hat nämlich, wenn n einen positiven reellen Theil besitzt:

/' = /' +/' + /'.
»i *i -fi +i

und da f rechter Seits an dem Schnitte entlang zu nehmen ist, wo
+ i

I 4-1

(t 2 — 1)" - den Factor çH*-\)m gegen seinen Werth in J angeuoui-
*>»

men hat, so hat man:

f -f /
' = (c*<— — 1) / = 2i è**"' sin 2nx /"

,

it 4-1 l i

wo letzteres Integral auf der linken Seite des Schnittes zu nehmen
ist. Für ein ganzes n verschwindet in:

«5,

f =
+.T+

2t e2"**" sin 2n*/

des Factors sin 2nic wegen, das letzte Integral; dagegen bleibt in je-

dem Falle: «« vH
X i J J

o; „2n /ri/* »i 4-1
*lC

J — sin 2 nx

von Null verschieden und giebt eine Lösung unserer Differentialglei-

chung, wenn sie mit xn multiplicirt wird, und zwar findet man ver-

mittels der Formeln (4) und (()*) des vorigen §. für J n
(x) und J~*(x)

die Gleichung:
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484 Hermann Hankei..

wo die rechte Seite nach (2) in §. 1.

1 tm / » e***= ,»
Y (*>- v«s™

ist, und bleibt, wenn n auch im Speciellen eine ganze Zahl ist*).

Man bemerkt, dass

r- r+ r.
-i -l -fi

wenn man linker Hand von dem Schnitte integrirt, gesetzt werden

kann , weil zwischen den Wegen dieser Integrale die Function überall

stetig und endlich bleibt, und es ist hieraus leicht die Gleichung:

(3) «7- -
rV (-fr/W-i)-*.«-«-"' '-'"SzF*

abzuleiten, wo die rechte Seite nach (3) in §. 1.

= é + i — J\*)2» w ! cm« w
für jedes n gesetzt werden kann.

Es sind nun in den Formein (1) des vorigen §. und (2), (3) die-

ses §. unter der Voraussetzung eines n mit positivem reellen Theile

die Integrale von einem Verzweigungspunkte zum andern, durch die

J und Y dargestellt. Auch sind bereits in (4) und (6') des vorigen §.

Integrale behandelt worden, welche von einem Verzweigungspuukte

ausgehend, wieder zu ihm zurückkehren. Solcher Integrale aber haben

wir noch zwei zu entwickeln:

Die bisher immer angewandte Zerschneidung von — 1 bis -j- 1

und dann parallel der positiven imaginären Axe hinaus ins Unend-

liche, ist, wie schon früher bemerkt, nur eine arbiträre, da es sich

im Wesentlichen bei der Zerschneidung darum handelt, ein Umlaufen

eines Verzweigungspunktes — 1 ,
-j- 1 , oc unmöglich zu machen. Wir

können daher auch die in Fig. 4. gewählte Zerschneidung von -f" 1

nach 1 -f- oc/, und von — 1 ins Unendliche in ganz beliebiger Rich-

tung zu Grunde legen. Bestimmen wir dann den Werth der Potenz

linkerseits der Linien von 1 bis 1 -f- cci ganz wie früher, so behält

das auf der linken Seite gewonnene Integral:

*) Setzt man in (2), t = cos tpi), so entspricht dem f= 1 die untere Grenze

qp = 0; i'ür <p = ao -f
*

t aber wird cob qp» = «t und es verwandelt »ich daher

jenes Integral in das von Hrn. Heine a. a. O. angegebene Integral:

x-f-
"

i

f * >- <»o
Bin*. {(p{) (J(p
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Die Cylinderfuiictionen erster und zweiter Art. m
* »

Fig. 4.

seinen in (2) gefundenen Werth. Betrachten wir nun f derselben

Function von <x>i links von dem Schnitte um t = -f- 1 herum und auf

der rechten Seite des Schnittes wieder

in das unendlich Imaginäre hinaus, wie

es etwa in Fig. 4. gezeichnet ist, so

stellt dies eine nach n immer stetige

Function dar, deren Werth wir ermit-

teln könuen für ein n mit positivem

reellem Theile; denn in diesem Falle

lässt sich das Integral dicht an den

Schnitt zusammenziehen und man fin-

det, da (f
— ])*~* rechts von dem

Schnitte den Factor c* {* ^m gegen sei-

nen Werth auf der linken Seite ange-

nommen hat:

f =— 2 cos nn e"*' f ,

wo das letzte Integral links vom Schnitte zu nehmen ist, so dass man
nach (2) die Gleichung:

erhält, die nun für jedes n, auch für solche

mit negativem reellen Theile gilt.

Wenn wir die Zerschneidung von — 1

in s Unendliche in einer Linie von — 1

parallel der positiven imaginären Axe vor-

nehmen, wie in Fig. 5., und bestimmen

(t
2 — l)"

-
^ rechterseits dieses Schnittes so,

* i

wie vorhin, so reducirt sich das f in posi-
mi

tiver Richtung um / = — 1 herumgenoni-

inen , für ein n mit positivem reellen Theile

auf:

/ '== -f-2cos nn e'
nni

Fig. 5.

+ /+OOÌ

1

wo letzteres Integral in demselben Sinne, als in (3) zu nehmen ist,

so dass mau jetzt die wiederum für alle n gültige Formel:

n - i
(U = r

»*i e»
ni J"

J-
" ix

sin 2n«

erhalten wird. —
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486 II krmAme Uaükkl.

Es sind somit schliesslich alle in §. 2. aufgestellten Integrale der

Differentialgleichung in §§. 3. und 4. (wo sie gleichbeziffert erscheinen)

durch die J und Y dargestellt, und das ganze System der möglichen

Integrale erschöpft.

§. 5.

Die Cylinderfunctionen zweiter Art.

Für den Fall <?ines positiven ganzen n, dem wir diesen Para-

graphen widmen, haben wir in den Formeln (2), (3) des vorigen

Paragraphen

;

(2) r<£lfr<j) (*)"/**" "
,- ,>- 1 = &

zwei Formeln gewonnen, durch deren Addition man Y allein dar-

stellen kann.

Doch können diese Formeln nocli in eigentümlicher Weise trans-

formirt werden: In den vorliegenden Integralen sind nur £= 4-1 die

Verzweigungspuukte der Function unter dem Integralzeichen und der

Schnitt von 1 bis oot ist überflüssig; führen wir aber gleichzeitig

log (—0 ein, so stellt sich wieder ein von t = 0 ins Unendliche

laufender Schnitt als nothweudig dar, um log (— /) in der Ebene ein-

deutig bestimmen zu können. Demnach behalten wir den Schnitt von
— 1 über + 1 nach 1 -f cxi bei, bestimmen (t* — 1)"-* zu beiden

Seiten des Schnittes von — 1 bis -f 1 nach den Formeln (lì, (II) des

§. 3. und setzen

* — re* , log(— t) = logr-f-(9> — ar)i,

so dass also log (— t) für ein negatives reelles t reell ist (log r immer
reell genommen).

Wir bilden nun unter der Voraussetzung eines ganzen n das

c*
(i (C— log(~ 0 dt,

von der linken Seite des Schnittes um + 1 herum nach der rechten

Seite desselben (Fig. 2.); ziehen die 1 utegrationscurve dicht an den

Schnitt zusammen, und zerlegen das Integral:

/•=/ + / + S
ri at, +1 1
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i

Es wird iiuu die Potenz in f linkerseits am Sehuitte dieselben

Werthe haben, als in / rechterseits; dagegen hat log (— t), weil

unterdessen der Punkt t = 0 umkreist ist, in letzterem / um 2ni
l

zugenommen, und man hat somit:

/ + /' = 2« /' c*' (<
2- elf

,

xi
j !

also:

2ar» /'
(/

2- 1)— è <ft =
(

/
'— c*' (p— 1)— 1 log (-*) #7/

;

so dass man aus (2), wenn man den Werth von J~"(j) = (— 1)"

aus (6") in §. 3 substituirt:

Yn
{x) = Ln

(x) + ET(x)
erhält, wo:

- + ••

n-. + î)"r (i ,
(l)"/'^"^- 1)"-' ** (- 0 •

Letzteres Integral kann noch einer weiteren Reduction unterzogen

werden. Bemerkt man nämlich, dass (t
1 — l)"

-
^ zu beiden Seiten

der Strecke von 0 bis -(- 1 entgegengesetzte Werthe hat, log (— t)

aber unterhalb derselben um 2iti grösser ist, als oberhalb, so findet

+i
man die beiden Theile von / :

J + = - 2j «*" [p- log * dt
,

wo dies letzte Integral oberhalb des Schnittes genommen werden muss

und log (— t) -\- ni — log t gesetzt, also log t innerhalb des Integra-

tion sinterval les reell ist.

Was ferner die anderen Theile des Integrales J , f betrifft, so

hat die Potenz in dem zweiten Integrale ebenfalls das entgegengesetzte

Zeichen, log (— /) aber denselben Werth und es ist:

f + jT° = 2f c"' (P - 1)" ! log (- 0 dt,

oder nach Vertauschung von t mit — f :

= — 2 /«"*"'
if

1 - I)"" 1 log t dt,
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wo dies Integral ebenfalls oberhalb des Schnittes zu nehmen ist. So-

mit hat man, wenn man noch (/
2 — = (— 1)" i (1 — *

2)*-i nach

(I) in §. 3. setzt:*)
I

E*(x) « Yln^Wm (!)" f«"
xt ' 0 - log « rf< .

Von Herrn Neumann ist ein zu dieser Art gehöriges Integral

für Y° (x) gegeben worden, welches, wie mir scheint, eben nur fur

h= 0 in dieser Weise existirt. Ich erhalte dasselbe einfach ab Grenz-

fall, indem ich neben (1) in §. 3. noch das andere Integral:

-1

setze, welches unter der Voraussetzung eines der Null nahen reellen

Theiles von n gleichzeitig mit jenem Jn
(x) besteht. Bildet man dann :

Y n
(x) = 2jc e

nni J-M^°8 n*~ J~"fo>
sin 2n%

_»><-. />< <"- i0"
(, -'r

CO8BJr _(i)""
( '-_',r

:i
sin 2h* J

I

r(i + n)
COSn3t r(^-n) |»

und lässt n zur Grenze Null übergehen, so findet man durch Differen-

tiation der letzten Klamraergrösse und des verschwindenden Nenners

sin 2)i7i :

Y(x) =
§ f e"< j£= {log (1 - P) -

,

-1
welches mit

zusammen, für t = cos tp in die erwähnte Formel**) übergeht. —
Die obigen Integrale L und E gestatten eine directe Entwickelung

in die Reihe, welche in §. 1. für die Tfunction gegeben ist. Was
zunächst E betrifft, so entwickele mau cos xt in eine Reihe und be-

diene eich dann zur Integration der aus:

/
*) Wenn man hierin t = cos <p setzt, so erhält man ein Integral, welches dem

von Herrn Lommei (s. p. 468) gegebenen ähnlich, aber nicht gleich ist.

**) Theorie d. Bes*. Funct. p. 46 Formel (27) und (28). Man beachte übrigens,

dat» Bchon oben p. 47*-' auf den Unterschied meiner und der Ncumann'schen Be-

zeichnung aufmerksam gemacht wurde.
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durch Differentiation nach p folgenden Formel:*)

fr (i _ io» t ,ii- i -%%r%ti v {(!•+«- (p+ » + »>
0

Daun findet man

*"(*)- ©"ï^+i+.j (ff {(!»+«-**+»+ 1)} •

Was nun die Entwicklung von betrifft, so geschieht sie

ähnlich, wie die des verwandten Integrales p. 480 — 482. Man
findet zunächst:

30 I

Um den Werth der Integrale, oder allgemeiner:

/*"> (_ 0. [l„g (_,)_« ij rf<

«I

für jedes reelle zu q ermitteln, setzen wir, wie p. 481, t = ui. Wenn
nun hier (— t)

q so bestimmt wird, dass es für reelle negative t reell

wird, und (— «)« in derselben Weise , so ist u—rc+
,
(-«)*=rV^'

« . ».

und daher für ti= *= e *
,

(— m)*= e m
* . Um nun in (— f)*= (— uf ?

die Potenz von i* zu bestimmen , setzen wir / = — 1 , u = t und

finden so:

Wird nun log (— t) ebenfalls für negative reelle J reell bestimmt und

log (— m) auch so, so ist u= i gesetzt log (— m) =— ~i und daher:

log (— t) = log(— u) + fi.

2

*) Ich wähle hier zur Entwickelung die Form vou E*{x) durch^, anstatt

der obigen durch f , um alle Weitläufigkeiten zu vermeiden, welche durch die

f
Verallgemeinerung des Euler'schen Integrales erster Gattung entspringen würden.

Ich habe übrigens bereits a. a. 0. in Schlömilch's Journ. t. IX. p. 13 diese allge-

meinste Formel in der- Gestalt:

(t— af(t — b)q (t—c)-p
-

q -* dt

2ni (b— c)~p
- 1

(c— a)" 5
- 1

{a — b)p+i+ l r(g-fi)

gegeben, wo von b um den Verzweigungspunkt a herum nach b zurück zu iuto-

griren ist; a,b,c
t q beliebige complexe Grössen sind und mir q der Bedingung

unterliegt, dass sein reeller Tlieil grösser als — t ist.
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Man erhält so unter denselben Voraussetzungen in Bezug auf die Zer-

schneidung in der «Ebene als p. 481:

j'f/"{-ty [log(-/)- -*»] j er™ (_«)* log

Letztere Integrale können nun aber aus der dort p. 482 ebenfalls er-

wiesenen Gleichung:

A" (—)•*—

r

f
L

f1
go

leicht durch Differentiation nach q abgeleitet werden, die

OD

j c— (- «)' log (- «) rf« - j,+r*'—j

{log*- * (-«)}
OD

ergiebt, und zwar unbedingt fìir jedes Indessen bemerke man
,
dass,

wenn q eine positive ganze Zahl ist, r(—q) und iff (—
<y)

gleich-

zeitig unendlich werden, und zwar, wie man bei Anwendung der

Formel F(— q) T(l -|- </) sin </jr — — ic leicht findet, so, dass

•£4>_
(
_l)H.. r(8+1) .

Damit geht vorstehende Formel für ein solches g über in die andere:

J e— (_ w)* log (_ „) du = (- 1)' j£ r(q + 1) ,

die man auch leicht direct findet, wenn man beachtet, dass für ein

ganzes positives q, ( — t*)* keinen Verzweigungspunkt in « = 0 hat,

der Integrationsweg also auf die reelle Abscissenaxe zusammengezogen

werden kann.

Wendet man nun diese Formel auf obige Summe von p = 0 bis

p = n — l an ; die erste aber von p = n an und führt in der letzten

Summe einen neuen Summationsbuchstaben p für p — ti ein , so dass

die Summe wieder bei p = 0 beginnt, so findet man:

+ ,|fwl™ (!) <'°* * - 2* <2" +
Benutzt man dann die aus:

r(i) r(2^ + l) = 2" r (p + i) r(P + j)

hervorgehende Relation:

2 * (2;) + 1) = 2 log 2 + * (;> + 1) + * + 1)
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so erhält man durch Addition

F» - V{x) + E*{x)

vollkommen in Uebereinstimmung mit der §. 1. entwickelten Reihe.

§. 6.

Die semiconvergenten Eutwickelnngen der CyUnderfuuetionen.

Um semiconvergente Reihen fur die Cyliuderfunctionen , zunächst

unter der Voraussetzung, dass x und n reelle positive Theile haben,

zu entwickeln, gehen wir aus von dem

fe" (t
1 - 1)— * dt,

welches im Sinne von (2) des $. 4. auf der linken Seite des Schnittes

von 1 bis 1 4" geradlinig zu erstrecken ist.

Wir transformiren dies Integral, indem wir / = 1 -|- ri setzen

und hier r im Reellen von 0 bis oo wachsen lassen. Dann ist t— 1= re *

und nach den Festsetzungen in §. 3.

(t — 1)«—è = rn~ì c("-4)* •'.

Fenier ist / + 1 = 2 (l + £) also:

(*+ 1)— * = 2»-* c-*<— 4>*< (l + £)
w ~*.

wo ^1 -f- y^" ^ 80 zu nehmen ist, dass es für r = 0 sich auf -|- 1

reducirt. Denn dann wird eben für r=0, (t-\- 1)*- 1 = 2"-i c-aU-i)»',

welches ebenfalls mit den Festsetzungen in §. 3. über die Zerschneidung

in Bezug auf (t -}- l)
v übereinstimmt. Somit gibt diese Substitution

in (2) des §. 4.:

Ebenso gibt die Substitution von t = — 1 ri in (3) des §. 4. nach

Bestimmung der richtigen Zeichen:

um 2mjt » f a r(-J)

Um nun diese Integrale nach absteigenden Potenzen von x zu ent-

wickeln, müssen

(i ±
nach aufsteigenden Potenzen von r entwickelt werden; in convergenter
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Weise ist dies nur für den Theil des Integrationsintervalles möglich,

in dem r < 2 ist; in dem Intervall von r = 2 bis r = oo aber wird

die Reihe eine semiconvergente werden.

Erinnern wir uns der Lagrange'schen Form des Restes in der

Taylor'schen Entwickelung, wonach, wenn f(r) eine reelle Function

von r bedeutet:

aw - AO)

+

ma + .. + ';;„; r -» + r(;; 1}
r<*>

und A eine gewisse reelle Grösse in dem Intervalle zwischen 0 und /•

darstellt, so haben wir, wenn wir den Satz auf die reelle Grösse

/(,,„) = (,+ »)• +
anwenden und einstweilen

7V r(i«-j»+4)r(j»+i)

setzen, die Entwicklung:

Nimmt man nun 2m > n — ^ an , so ist der Modul

«a (i± «y-»- --(i + ;

,

)*
(-*-'") <i

und daher der Modul der Summe dieser Binome kleiner als 2\ so daas

der hinzugefügte Rest jedenfalls numerisch kleiner ist, als das an

seine Stelle tretende Glied der regulär fortgesetzten binomischen Reihe.

Die Gültigkeit dieser Schlüsse beruht auf der stillschweigend ge-

machten Voraussetzung eines reellen w; ist aber n complex, und be-

zeichnet man mit ri die conjugirte imaginäre Grösse, so entwickele

man die jedenfalls reelle Grösse

fir 9
n) + f(r,ri)

in derselben Weise und erhält so:

f{r,n) + f{r,n') = 2 (% + n\
p)

+^(C{(1+ ^)"" i "'"'

+ (
1 -'0" '* *"}

'

+-'-(^ri(
1 +^)"" l s

"' + (•-")"
4

Das entsprechende Glied der binomischen Reihe, wenn sie regular

fortgesetzt wird, ist:
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und jener Rest geht aus diesem hervor, wenn die zwei Glieder mit

complexen Grössen multiplicirt werden, deren Modulus kleiner als 1

ist, sobald 2m den reellen Theil von (n — |) übersteigt; der Rest ist

also kleiner als dies Glied.

Ganz ebensolche Betrachtungen würde man über die Reihe tur

die reelle Grösse

\[f{r,n)-f{r,n')\

anstellen können, und sieht nun, dass, wenn man letztere mit i multi-

plicirt und zur ersteren addirt, eine Reihe:

rtr,») - (l + + (l - £)" - * = 2 S (-?)*

entsteht, welche die Eigenschaft hat, dass der Rest, den man rechter

Hand hinzufügen müsste, wenn man die Reihe an irgend einer Stelle

abbricht, sowohl in seinem reellen als imaginären Theile kleiner ist,

als das regulär folgende Glied. Jedoch gilt diese Eigenschaft, welche

man als Semiconvergenz bezeichnet, erwiesener Massen erst von dem
Gliede an, wo 2p grösser als der reelle Theil von (» — ^) ist.

Es ist nun einleuchtend, dass man diese Betrachtung ohne Weiteres

auf die Entwickelung des reellen Ausdruckes:

«{(!+-)-*_(!_-)•-*}_., + 1

übertragen kann und man erhält so, wenn man diese Reihe mit i

multiplicirt und zur vorigen addirt oder subtrahirt:

wo beide Reihen von der Art sind , dass , wenn man bei einem Gliede

derselben die numerische Berechnung abbricht, die so erhaltene com-

plexe Grösse von dem Werthe, welchen die Reihe streng darstellen

soll, um eine Grösse differirt, welche in ihrem reellen, sowie ihrem

imaginären Theile numerisch unter den entsprechenden Theilen des in

der Reihe nächstfolgenden Gliedes liegt.

Will man der Einfachheit wegen beide Reihen in die eine:

(i±4)~*-*.,(±4)'

vereinigen, so darf man doch nie vergessen, dass die Glieder gerader

Ordnung ebenso wie die ungerader eigentlich eine Reihe für sich bilden.

Wenn man vorstehende Reihe mit einer complexen Grösse multi-

plicirt, so wird man nicht in allen lallen behaupten können, dass

der Rest in seinen beiden Theilen jederzeit unter den entsprechenden

Theilen des nächsten Gliedes liegen müsse. Die Eigenthümlichkeit

Mathematische Amialen I. 32
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unserer seniiconvergenten binomischen Reihe kann aber auch so aus-

gesprochen werden, dass der Modul (der absolute Betrag, wie ihn

Herr Weierstrass treffend nennt) des Restes unter dem des nächsten

Gliedes liegen müsse; und diese Eigenschaft wird bei jeder Multiplica-

tion mit einer complexen Grösse erhalten. Ebenso wenig wird die-

selbe durch eine Integration der Reihe aufgehoben.

Substituten wir nun diese Reihen in obigen Integralen , so findet

man ohne Schwierigkeit:

v
' Bin 2n« V'ljtx COa nn (2.r)p

wo zur Abkürzung

gesetzt ist.

Reachtet man, dass nach (2) und (3) in §. 1. die linken Seiten

von (1), (2) respective

L Y H
(x) + 4--""- .Tte)

2* v ' ' 2 cos nn v '

sind, so erhält man durch Subtraction und Addition:

(3) J n
(x) = ]/£ 2 ^ cos [x - i * (» + 4 -,,)].

(4) c— cosn» 1 1» = 2? sin [*- J *(» + J -,)].

Ferner leitet man nus (1), (2) leicht:

(6) J-(x) - 21 cos (r - J n (- » -(- 1 p)\

ab. Wenn man nun beachtet, dass nach bekannten Reductionsformeln

für ein ganzes p:

r(-n-}> + \) r(»-))-f i)

also

(+ n ,P) = (—

so sieht man, dass die Formel für J~ n
(x) aus der von J"

1-

"^) einfach

durch Vertauschung von » mit — » gewonnen wird, und somit

Gleichung (3), welche, wie alle übrigen Reihen dieses Paragraphen,

zunächst unter der Voraussetzung eines positiven reellen Theiles von

n gewonnen ist, in dem Falle eines negativen reellen Theiles von n

ebenfalls ihre Geltung behält. Da nun (1), (2), (4) lineare Functionen

der beiden J+ "(x) und J " (,r) sind, so gelten sie auch sänimtlich
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allgemein für alle coniplexen Werthe von w. Dagegen bleibt die

andere Voraussetzung, dass x einen positiven reellen Theil habe, noch

bestehen; und es ist )/x so zu bestimmen, dass sein Werth positiv

wird für ein reelles positives x.

Um den Charakter obiger Reihen vollständig zu übersehen, so

bemerke man, dass sich J*(x) in die beiden Reihen zerlegen lässt:

16) J'(x) = J/fx eo» »(«+ «] 2{-lf

- f-L 8iü !*-*«(»+*)) s (- 1/

und jede von diesen hat den Charakter, dass, wenn man die Reihe

an irgend einer Stelle abbricht, ihr Werth von dem coniplexen Werthe,

den sie darstellen soll, nur um eine Grösse abweicht, deren Modul

kleiner ist, als das nachtsfolgende Glied. Jedoch kann diese Eigen-

schaft nur von dem Gliede an behauptet werden , von dem an 2p oder

2p + 1 grösser ist, als der reelle Theil von (n —
Wenn n und x reelle positive Grössen sind, so haben in jeder

Reihe die Glieder von p > n an alternirende Zeichen ; denn es wechselt

von p > « an das Zeichen in der Reihe der Coefficienten (w,j>) regel-

mässig ab, und es haben daher alle (n
f 2p) dasselbe Vorzeichen;

ebenso sind alle (2p -f- 1) desselben Zeichens. Die Reihen sind dem-

nach in diesem Falle semiconvergente Reihen von dem gewöhnlichen

Charakter *).

*) Von den Resultaten dieses Paragraphen ist nur Reihe (3) für ganze n und

reelle positive x von Jacobi (Schumacher astr. Nachr. 28. p. 94) und Lipschitz
(Creile Jonrn. t. 50. p. 194) auf ähnliche Weise, als oben, und eine Reihe für

l'°(a:) und 1"' (.r) von Loramel (Studien üb. U. Hees. F. p. 93) entwickelt worden.

Was die Ableitung der semiconvergenten Reihe für J n
(.r) betrifft, die Letzterer

gegeben hat, so entspricht sie nicht den Anforderungen, welche die neuere

Analyse an eine solche stellt: Nachdem Herr Lommel die endliche Reihe nach

absteigenden Potenzen für ein n = m -j- 1 entwickelt hat, wo m eine ganze Zahl

iktt, und gezeigt, dass diese Reihe „vermöge ihrer Form allein schon" den Grund-

eigenschaften der Bessel'schen Functionen genügt, „hält er sich (p. 57) für be-

rechtigt, die Gleichung auch dann noch als Ausdruck der Bosselschen Functionen

anzusehen, wenn m gebrochen ist, mit dem Vorbehalte freilich, dass die fragliche

unendliche Reihe überhaupt zulässig sei." Die Bedeutung dieses Vorbehaltes,

über den nichts weiter bemerkt wird, kann wohl keine andere sein, als die der

Scmiconvergenz der Reihe. Wie soll dies aber erwiesen werden, ohne den Rest

zu entwickeln? da es auf keine Weise möglich ist, einer Reüie an und für sich

anzusehen, ob sie semicouvergent ipt, oder nicht; und eine solche Reihe ohne

Kenntniss oder wenigstens vorherige Abschätzung des Restes überhaupt keine

Bedeutung hat. Eine semiconvergentc Potenzreihe ist nicht, wie eine convergente,

ihrer Form nach characteristisch für die entwickelte Function : sie ist nichts

weiter, als eine Rciho von Erschliessungen innerhalb endlich von einander ent

fernter Grenzen, die man nicht ohne Weiteres für andere Werthe der Veränder-

lichen in Anspruch nehmen kann, als wofür aie bewiesen ist;

32*
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§. Ï.

Discussion der semiconvcrgenten Reihen bei Variabilitat des x.

Die Reihen des vorigen §. sind zunächst unter der Voraussetzung

eines x mit positivem reellen Theile abgeleitet worden, und es ent-

steht die Frage, ob und inwiefern diese Voraussetzung eine zufällige ist.

Zu diesem Zwecke denken wir uns in der Reihe aus (1) des

vorigen §.

(I)
J* {x) -

e

Mi J-* jx) = _ i I _ (n,p)
c
U-i *(»+*-„>!.•

^ ' sin 2wä Y'lux 008 nn ("ix) p

x mit — x vertauscht, wodurch sie in:

V^lnx cos im * (2x) y

übergeht, welche Reihe nach (2) des §. 6. den Werth:

(i) i /X .gy-w-r-w
v ' F —x sin 2««

besitzt. Durch Vertauschung von x mit — x würde aber die linke

Seite der Gleichung (1) in

J' (-.r) - e
nni J-"(x)

sin 2n*

übergegangen sein, und es fragt sich, ob dies mit (I) überstimmt oder

nicht. Man bemerkt nun, dass, wenn die Variabele sich in positiver Rieh

tung (d. h. oberhalb um x=0 herum) von -j- x bis zu— x bewegt, J*(x)

dadurch den Factor c"*', J~ n
(x) den Factor e~

nni
erlangt; wie man

aus den Reihenentwicklungen in §. 1. leicht findet. Dann würde also

vorstehender Ausdruck

e
Mir,

(x) — J-n
(x)

Bin 2»iir

sein, und da bei derselben Variabilität des x
} Y— x = \/x c J*', so

stimmt dieser Werth mit (I) überein, d. h. die Gleichung (1) besteht

auch noch für ein x mit negativem reellen Theile, wenn man sich x
aus dem ursprünglichen Gebiet der Gültigkeit (dem 4. und 1. Qua-

dranten) auf positivem Wege in den 2. oder 3. Quadranten übergehend

denkt.

Die Gleichung (1) besteht jedoch nicht mehr, wenn x nach einem

vollen Umlaufe um x = 0 in das ursprüngliche Intervall der Gültig-

keit zu seinem anfänglichen Werthe zurückkehrt, da unterdessen die

Functionen J n
(x) und J~ n

(x) respective die Factoren c*"*«' , e~ iMi

angenommen haben, die Reihe in (1) aber nur den Factor — 1. Nur in

dem Falle, dass n = m -f- -J- und m eine ganze Zahl ist, bleiben

beide Seiten auch dann noch einander gleich; dann aber ist, wie er-
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sichtlich, die Reihe (1) keine semiconvergente Entwicklung, sondern

eine endliche Reihe. Wir dürfen von diesem Falle daher hier und im

Folgenden ganz absehen.

Die Anwendbarkeit der Formel (1) hört hiernach auf, sobald x

aus dem 3. Quadranten in den 4. tritt; und man kann, wie mir scheint,

dieses merkwürdige Verhalten am besten so ausdrücken:

Man zerschneide die Ebene von 0 bis — <x>i in der nega-

tiv-imaginären Axe, bestimme die vieldeutigen Potenzen x- in

J-* (x) und j/x so, dass sie sich für x = 1 auf -f- 1 reduciren, so

gilt die Gleichung (1) in der ganzen Ebene, so weit sie

nicht zerschnitten ist.

Aehnlich, jedoch anders verhält es sich mit der Gleichung:

K"' ein 2nw y2nx cos nn ~
(Äe)i»

Vertauscht man in der Reihe x mit — x, so geht sie über in:

V-2KX C08 NX (2x)p 1

welche nach (l) sunirairt werden kann und:

n„i J H (x)-enAiJ-n
(x)

OD - - '• fé-, sin 2nn

ergiebt. Die linke Seite von (2) geht durch diese Vertauschung in:

nni e**
iJn{— x) —J- n

{x)

sin 2wr

über, und soll dies mit dem Werthe (II) übereinstimmen, so muss

J*(-x)= «T(+ x), J~"(— x) = e
+Mi J-*(+ x) und

y— x = — i ]/ x gesetzt werden, d. h. mau muss voraussetzen, dass

jetzt x sich in negativem Sinne (unterhalb x= 0) von + x zu — x

bewegt hat.

Man erhält daher das Intervall, in dem Gleichung (2) gilt,

wenn man sich die Ebene in der positiven imaginären Axe
von 0 bis -|- oo» zerschnitten denkt. Die Bestimmung der viel-

deutigen Potenzen erfolgt hierbei so, wie vorhin, dass sie für x = -|- 1

der reellen positiven Einheit gleich sind.

Diese Eigentümlichkeit der semiconvergenten Reihen hängt mit

dem Umstände zusammen, dass sie für die Linien, in welchen wir die

Ebenen zerschnitten, weil in ihnen resp. die Gleichungen (1), (2) zu

bestehen aufhören, selbst alte Bedeutung verlieren.

Was zuerst (1) anbelangt, so geht diese Reihe für x = — yiin:

-4= e-^- * 2? c— iy
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über. Wenn nun y positiv reell, so ist diese Reihe nicht mehr seini-

con vergent, Avie man für ein reelles » leicht erkennt; denn für ein

solches werden die in der Reihe (n,p) alternirenden Zeichen durch

(— iy aufgehoben und die Reihe enthält von 2p > n an lauter Glie-

der einerlei Zeichens. Eine Reihe mit lauter positiven Gliedern aber

kann die Eigenschaft nicht mehr besitzen, dass sie, an einer belie-

bigen Stelle abgebrochen, sich von einem gewissen Werthe immer

weniger unterschiede, als das nächstfolgende Glied augiebt*).

Was die Reihe (1) für x = -\-yi betrifft, so geht sie für diesen

Werth in
1 e \nni _ y v

(n , ;>)

V >ny cösnx w
(2yf

über, also, wenn n reell, in eine Reihe mit abwechselnden Zeichen,

*) Denn angenommen, die aua lauter positiven abnehmenden Gliedern beste

hemic Reihe
Ii = l/0 + »', + «,+ .. , WO M0 > »I > «t > - • •

*

bei semiconvergent, bo sei 1) uö > Ii. Dann ist Uj -f- m, jedenfalls > Ii um eine

Grösse, welche > u
t

ist. Nun soll aber bei einer semiconvergeuten Ueihe, wenn
sie abgebrochen wird, m0 + u, sich von Ii um weniger, als das nächste Glied ut

unterscheiden. Dies widerspricht aber vorigem, wonach der Unterschied > «,

also um so mehr > ut ist. Wenn 2) n0 < Ii ist, so wäre es doch von Ii um
weniger als tt, verschieden und daher u0 + m, > Ii; dann aber können analoge

Betrachtungen, als im ersten Falle angestellt werden.

Eine Reihe mit lauter positiven Gliedern kann daher, wenigstens au solchen

Stellen, wo ihre Glieder abnehmen, nicht semiconvergent sein. Nim kann man
aber in der im Text betrachteten Reihe jedenfalls y so gross annehmen, dass bis

zu einem beliebigen p die Glieder sämmtlich abnehmen; die Reihe könnte dem-
nach bis zu diesem hin nicht als semiconvergent betrachtet werden; und doch

würde man gerade die Reihe bis zu dem kleinsten Gliede fortsetzen, um den mög-
lichst hohen Grad von Genauigkeit zu erhalten. Somit kann eine solche Reihe

mit lauter positiven Gliedern nur in gewissem Sinne noch als semiconvergent an
gesehen werden, der mir indess von vorstehender Reihe, die Ri cm an n (Püggen

-

dorfl's Annal, t. 05. p. 135) als solche in Anspruch nimmt, nicht verständlich ist.

Rei dieser Gelegenheit erlaube ich mir eine höchst einfache, aber, wie mir

scheint, noch nicht ausgesprochene Bemerkung zu machen, welche für semicou

vergente Reihen mit abwechselnden Vorzeichen — dem am häufigsten vorkom-

menden Falle — die oft complicirtc Abschätzung der Größse des Restes ganz er-

spart. Wenn man nämlich nachweisen kann, dass der Rest immer von entgegen-

gesetztem Zeichen, als das letzte Glied, also:

R = «o — «i + «! — •• + (— D" «« + (- r*+i,
so ist

(— r*+i = (_ 1;«+' un+i -f- (— rn+* oder r„+i = un+i — r„+2 ,

und somit, wenn die r alle positive Grössen *^ul, r„+i > un+i. Eine solche

Reihe ist also immer Bemiconvergent.

Wenn die Zeichen nicht rein altcrnirend sind, wird eine Abschätzung der

Grösse des Restes und der Nachweis, dass er kleiner, als das folgende Glied ist,

allerdings nüthiy sein.
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welche allerdings seniiconvergeut sein wird. Erinnert man sieh jedoch,

dass diese Reihe eigentlich als aus der der Glieder von gerader und der

von ungerader Ordnung zusammengesetzt zu betrachten ist , deren jede,

fur sich genommen, jetzt auch wieder nur Glieder einerlei Zeichens

enthält, so scheint jetzt auch vorstehende Reihe unbrauchbar. Indes-

sen liisst sich zeigen, dass man in dem Falle x = -\- yi die Reihe als

Eine zu betrachten hat. Denn in dem Falle, dass x~yi ist, kann

an Stelle des Integrales, welches im vorigen §. zur Entwicklung der

seiuiconvergenten Reihe führte, das andere Integral

I
,.-*' (/» - 1)-* dt

genommen werden, welches durch die Substitution < = 1 + r in:

übergeht. Jetzt aber kann ~|- \,y~ ' in eine theils convergente,

theils semiconvergente Reihe entwickelt werden, welche nicht in zwei

zu zerfallen ist; und man erhält so obige Reihe in dem angegebenen

Sinne.

In ganz derselben Weise liisst sich denn auch zeigen, dass die

Reihe (2) für x = -f- yi, in der Schnittlinie, welche die Gültigkeit

der Gleichung (2) begrenzt, aufhört, eine Bedeutung zu haben; wäh-

rend sie für x = — yi als Eiue Reihe zu fassen, und nicht in zwei

zu zerfallen ist.

Nachdem wir so die Gültigkeitsiutervalle der Gleichungen (1), (2)

kennen gelernt haben, so ist es leicht, zu sehen, dass die aus (1), (2)

durch lineare Verbindung entstandenen Formeln (3), (4), (5) des §. 6.

nur innerhalb des Intervalles bestehen bleiben können, in dem jene

beiden Gleichungen (1), (2) gelten, d. h. also: Es gelten die seiui-

convergenten Reihen (3), (4) nur für solche x, die einen
positiven reellen Theil haben, und es ist diese Beschränkung

somit nicht eine zufällige, sondern eine wesentliche.

In der That: Vertauscht man in der Reihe:

(») Yl 2 CÜS !*- *«(» + * -i'>J.

welche für x mit positivem reellen Theile = J"(x) ist, x mit — x,

so dass sie in:

f- '*„ X (- I)" cos \x + i n (» + i - 1>) 1

übergeht, so kann sie nach (4) summirt werden, und es hat die Reihe

(3) für x mit negativem reellen Theile den Werth:
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Ebenso findet man, das» die Reihe (4)

(4) ]/;x £^ sin[*-i*(N + i-jOl,

die für # mit positivem reellen Theile den Werth:

cos wi e~
Mi l

- Y H
(x),

hat, für solche mit negativem reellen Theile den Werth:

i J n
(- x)

annimmt.

Um demnach auch für solche x, welche einen negativen reelleu

Theil haben , eine semiconvergente Entwicklung zu erhalten , hat man

J n
(x) erst auf J"(

—

x), in dem also die Variabele (

—

x) einen posi-

tiven reellen Theil hat, mittels der Gleichung:

J"(.r) = e""" J n (~x)

zu reduciren. Für rein imaginäre y aber ist eine Entwicklung dieser

Art nicht statthaft.

Während also:

~ cos [x — ± n (n + 4)]

der asymptotische Werth von J*(x) für x mit reellem positiven Theile

ist, wo }/x mit reellem positiven Theile zu nehmen ist, so nähert sich

J"(x) für solche x, die einen negativen reellen Theil haben, dem
Ausdruck:

^cos^ + ^jt (n + 4)],

wenn der Modul unendlich wächst; und es ist }/— x für reelle nega-

tive x positiv zu nehmen.

Wenn x = e -\- yi gesetzt wird, wo s eine unendlich abnehmende,

y eine unendlich zunehmende reelle positive Grosse bezeichnet, so ist

nach der ersten Formel der asymptotische Werth von J"(«-f yî)

wo

v * + ìf* = yyw^f à 1 rtrc ton
,

und in ~ arc tan — der Bogeu im 1. Quadranten zu nehmen ist, da-

mit der reelle Theil von }/t -f yi positiv sei. Nimmt nun * unend-

lich ab, so wird arc tau - = ~ und f^/V -f f/
2 = yy, so dass:
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der asymptotische Werth von J*(e + yi) ist.

Um den von J"(— € -\- #0 zu bestimmen, nehmen wir

J\-e + yï) = e
n" J* (t - yi)

und finden so:

als asymptotischen Werth; jetzt ist:

YT^Ji = /F?qpy' tr^ tarc

und bei unendlich abnehmenden f, arc tan = zu setzen, so dass

mau

als asymptotischen Werth von J+" (— € -f yi) findet. Da dieser mit

dem vou J*(ê + y*) übereinstimmt, so können wir ihn sofort für den

asymptotischen Werth von Jn
(yi) mit unendlich wachsendem y über-

haupt annehmen.

Bei richtiger Bestimmung der Zeichen ist dann:

der asymptotische Werth von J*(— yi).

Erlangen, 15. December 1868.
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Neuer Beweis des Vorhandenseins complexer Wurzeln

in einer algebraischen Gleichung.

Von Hermann Kinkelin in Basel.

Seit Gauss seinen ersten Beweis von der Auflösbarkeit einer alge-

braischen Gleichung durch einen coniplexen Werth der Unbekannten

veröffentlicht hat (1799, Werke Bd. III. pag. 1.), sind mehrere Be-

weise von verschiedenen Verfassern erschienen, welche theils auf einer

analytischen Grundlage, wie derjenige von Caucby (1821, Cours

d'analyse, pag. 331), der zweite und dritte von Gauss (1815 und

1816, Werke Bd. III, pag. 31 und 57), der von Serret (Cours d'al-

gèbre supérieure (1866, Band I, pag. 97), theils unter Beiziehung

räumlicher Anschauungen aufgestellt wurden, wie namentlich die bei-

den von Ullherr (Grelles Journal Bd. 31, pag. 231) und der letzte

von Gauss (1849, Werke Bd. III, pag. 70), der von dem ersten sich

nur in der Form unterscheidet. Man wird nun wohl an den Beweis

irgend einer Wahrheit die Forderung stellen dürfen, dass die zu Grunde

gelegten Priucipien die vollständige Wahrheit enthalten und geeignet

seien, sie zu enthüllen. Ausser dem ersten und letzten Beweise von

Gauss ist aber keiner, der die Existenz aller Wurzeln einer Gleichung

unmittelbar zeigt und damit der ausgesprochenen Forderung Genüge

leistet. Es scheint demnach gerechtfertigt, einen neuen Beweis dieses

Fundamentalsatzcs der Lehre von den algebraischen Gleichungen mit-

zutheilen, der nicht an dieser Unvollständigkeit leidet und ausserdem

den Vorzug hat, sich auf den allerelementarsten Grundlagen aufzu-

bauen und mit den nöthigen Modificationen auch auf trascendente

Gleichungen anwenden zu lassen.

Es sei x = p -j- qi eine complexe Zahl, in der p und q reelle

Grössen bedeuten und * = Y — 1 ist. Nimmt man auf einer Ebene

ein festes Axensystem XOY an und trägt p als Abscisse, q als Ordi-

nate auf, so ist der so bestimmte Punkt m in der Ebene der Reprä-

sentant von c Die Gerade, welche diesen Punkt mit dem Nullpunkte

0 der Coordinaten verbindet, habe die Länge r und bilde mit der

Axe OX den in der positiven Drehungsrichtung gemessenen Winkel «5

dann kann man auch setzen:

x = r (cos a -{- i sin «),
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wobei r und « die Polarcoordinaten von m sind und zwar r der Ra-

dius, a das Argument.

Lässt man p und q alle möglichen Werthe von — oo bis -|- oo

annehmen, so durchlauft x das ganze Gebiet der complexen Zahlen und

die repräsentirendeu Punkte m lullen die ganze Ebene (Zahlenebene)

aus. Das Nämliche wird dadurch erreicht, dass man dem Radius r

alle Werthe von 0 bis + oo und dem Argument a diejenigen von

0 bis 2 7t giebt.

Es bezeiclme F (x) eine algebraische ganze rationale Function der

coniplexen Veränderlichen x, so kann man sie ebensowohl als Func-

tion der beiden unabhängigen Veränderlichen p und q , wie als solche

von r und a auffassen. Sie lässt sich in die Form
V -{- Qi — Ii (cos .4 -f- i sin A)

bringen, wobei V, Q, Ii und A stetige reelle Functionen von r und

« sind. Der Punkt M sei Repräsentant der Function für denjenigen

Werth von x, dessen Repräsentant der Punkt m ist. Er hat die

rechtwinkligen Coordinateli JP und Q und die Polarcoordinaten Ii und

A. Giebt man dem Radius r einen bestimmten Werth und variirt a

stetig von 0 bis 2jt, so wird sich sowohl Ii als A stetig ändern und

zwar so, dass beide- für a = 2jt die nämlichen Werthe annehmen,

wie für « = 0. Das heisst: Wenn man den Punkt m eine Kreisperi-

pherie vom Radius r durchlaufeu lässt, so wird der Punkt M eben-

falls eine geschlossene krumme Linie (von einem oder mehreren Um-
gängen) beschreiben, welche wir eine repräsen ti rende Linie nen-

nen wollen. Da ferner die Function F (x) auch stetig bezüglich des

Radius r ist, so wird die stetige Variation desselben von 0 bis + oo

eine Folge von reprasentirenden Linien erzeugen , von denen sich jede

an die vorhergehende, ohne Zwischenräume zu lassen, anschliesst.

Ueberdies ist zu bemerken , dass keine der repräsentirendeu Linien für

einen endlichen Werth von r einen unendlich entfernten Punkt ent-

hält, noch für einen unendlichen Werth von r einen Punkt in end-

licher Entfernung von O.

Es soll nun zunächst gezeigt werden, dass die Function F (x)

aller möglichen complexen Werthe fähig ist oder, was dasselbe ist,

dass die repräsentirendeu Linien die ganze Zahlenebene bedecken. Um
die Darstellung zu vereinfachen, wollen wir eine Function, deren reprä-

sentirende Linien (von « = 0 bis 2 «) in der positiven Drehungsrich-

tung laufende, geschlossene, nicht ins Unendliche gehende Linien sind

und die ganze Zahlenebcne stetig bedecken, in der Weise, dass die

einem unendlich grossen r entsprechenden ganz im Unendlichen lie-

gen, eine unbegrenzte Function nennen. Die Unveränderliche

x ist eine solche ihrer selbst.

Satz L Die Summe aus einer unbegrenzten Function
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und einer constatiteli Zahl ist selbst eine unbegrenzte
Function.

Beweis. Es sei f (x) = P-f- Qi eine unbegrenzte Function und

werde durch den Punkt M repräsentirt. Addirt man zu ihr die con-

stante Zahl a + bi, so wird die Summe gleich

fx
{x) = (P+a) + (Q + h)i.

Die Coordinateli jedes die Function fx
(x) repräsentirenden Punktes 3f,

sind bezüglich um a und b grösser, als die des entsprechenden Punk-

tes M. Sämmtliche Punkte M sind demnach in gleicher Richtung

und um einen gleichen Betrag verschoben worden, so dass sich in

ihrer gegenseitigen Anordnung nichts geändert hat und die repräsen-

tirenden Linien in unveränderter Gestalt, wenn auch in anderer Lage,

die Zahlenebene bedecken,

Satz. II. Das Product aus einer unbegrenzten Function
und ihrer Veränderlichen ist selbst eine unbegrenzte Func-
tion.

Beweis. Es sei wieder x = r (cos a -\- i sin a) die Veränder-

liche und f (x) = R (cos A + * sin A) eine unbegrenzte Function der-

selben, so ist ihr Product

x. f (x) = r Ii [cos (A -\- a) -j- i sin (A + «)]•

Lässt man in dem letzten Ausdruck zunächst den Radius r con-

stant und variirt dann a stetig von 0 bis 2x, so wird nach der Vor-

aussetzung das Argument A für a = 0 und a = 2ar den nämlichen

Werth AQ oder allgemeiner Aq -j- 2yx haben, unter g eine ganze posi-

tive Zahl verstanden. Wie daher auch im Uebrigen der Gang des

Argumentes A beschaffen sein mag, so wird die Summe A -f a für

a = 0 von dem Anfangswerthe A0 ausgehen und in stetigem Verlaufe,

entweder beständig zunehmend oder stellenweise abnehmend, mit dem
Endwerthe AQ -f- 2% oder allgemeiner A^ -\- 2gn -f 2it für a = 2%
schliessen, also jedenfalls einen vollen Umlauf machen. Da nun auch

der Radius rR eine stetige Function von a ist, so folgt hieraus, dass

die Linie, welche der die Function x. f(x) für den angenommenen
Werth von r repräsentirende Punkt beschreibt, um den Nullpunkt 0
des Axensystems herumgeht und in sich selbst zurückkehrt. Ferner

sind beide , sowohl der Radius rR als das Argument A -f- a nach der

Voraussetzung stetige Functionen von r, und der erstere nimmt bei

stetigem Variiren von r vom Anfangswerthe 0 bis zum Endwerth oo

ebenfalls stetig alle Werthe von 0 bis oo an, was auch sonst sein

Verlauf sein mag, da R für keinen unendlichen Werth von r Null

ist. Die repräsentirenden Linien schliessen sich demnach um den

Anfangspunkt herum continuirlich an einander an und bedecken die

ganze Zahlenebene, w. z. z. w.
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Es ist nicht überflüssig zu bemerken, dass der Radius R
f
wenn

auch nicht für unendliche grosse, so doch für endliche Werthe von r

ein- oder mehrmals verschwinden kann, wenn nämlich eine oder

mehrere der die Function fix) repräsentirenden Linien durch den Null-

punkt 0 gehen. Ein solcher Durchgang komme überhaupt k mal vor,

sei es dadurch , dass k verschiedene Linien oder dass einzelne von ihnen

mehrmals diese Eigenschaft haben. Alsdann wird der Radius R für

k Werthpaare von r und a gleich Null, welche gleich oder ungleich

sein können (im ersten Fall weisen die repräsentirenden Linien in 0
einen Rückkehrpunkt auf). Der Radius rR der Function x.fix) wird dann

ein Mal mehr verschwinden , nämlich ausser für jene noch für r = 0.

Wenn daher die Gleichung f(x) k complexe Wurzeln hat, so hat die

Gleichung x.f(x) — 0 k -f- 1 solche. Geometrisch wird dies dadurch

dargestellt, dass die repräsentirenden Linien von x.f(x) k -f 1 mal

durch den Nullpunkt 0 gehen, wenn diejenigen von f(x) k mal den-

selben pas8iren.

Satz m. Eine algebraische ganze rationale Function
einer complexen Veränderlich en ist jedes complexen Wer-
thes fähig.

Beweis. Die Grössen an mögen beliebige com-

plexe Constante bedeuten, x eine complexe Veränderliche, so sind fol-

gende Functionen unbegrenzt in dem angenommenen Sinne, und zwar

abwechselnd zufolge Satz I. und II.:

x
}

x -f- a ,

x (x -\- o,) = x* -f- öj x , x1
-\- a

{
x+ o2 ,

x (x* -f- a, x -f- a2)
= x3

-f- a, x2
-f- a.

t
x , x3

-f- a x
x1

-\- a2 x -f- a3 ,

u. s. w. bis

x
n + a, x*-

1 + a
2 x*-* + . . . + a

n _ t
x + a

n }

und können daher jeden gegebenen complexen Werth annehmen,

w. z. z. w.

Aus dem letzten Satz folgt unmittelbar, dass eine algebraische

ganze rationale Function für wenigstens einen complexen Werth der

Veränderlichen Null wird, oder dass eine algebraische Gleichung

mindestens eine complexe Wurzel hat.

Man ist nun leicht im Stande nachzuweisen , dass eine algebraische

Gleichung des n,cn Grades n complexe Wurzeln haben muss; wie folgt:

Satz IV. Wenn eine algebraische ganze rationale Func-
tion des n,en Grades ohne constantes Glied für n Werthe
der complexen Veränderlichen Null wird, so gilt dies auch
für eine solche Function mit constantem Glied.

Beweis. Es wird behauptet: wenn eine ganze rationale Function

einer complexen Grosse, in welcher kein constantes Glied vorkommt,
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für n Werthe der Veränderlichen verschwindet, so gibt es ebenfalls n

Werthe von x, welche die Function

F(x) = x* -f a
i
x
n ~ l + xn~*

-f ... +
die das constante Glied a

n
enthalt, gleich Null machen. In der That,

es ist im vorigen Satz gezeigt worden, dass sich immer ein solcher

Werth o von x finden lässt, dass

(W) o" -f «, o"" 1 + a
2
oj"-

2

-f ... -f- n
n _ l

a = — a
H

wird. Setzt man daher in F(x)

x = y -f- w,

so dass ö der Bedingung (W) genügt, so werden x und y eine gleiche

Anzahl von Werthen haben und es wird

*'{*) = f + h y
H ' x

4- + . .
. + y

+ (0," + «, «a-
1

4- ... 4-«^ «4-«.)

oder, da nach der Annahme die Klammer gleich Null ist,

F(x) = y
n + h

x

y*~ 1 + b, y*'* + . . . + »/,

wo das constante Glied fehlt und die Coefficicnten b
x ,

Functionen von o und den Coefficienten a.,n.,, ...a , sind. Der

Voraussetzung zufolge gibt es aber n Werthe von y, welche den letzten

Ausdruck von F{x) gleich Null machen und daher ebensovielc von x,

w. z. z. w.

Satz V. Eine algebraische Gleichung des « ton Grades
hat n complexe Wurzeln.

Beweis. Die Grösse x2
-\- a

{
x — x (x -f- "i) wird Null für die

beiden Werthe x = 0 und x = — a,
,

folglich wird a 2
-f w, x -\- a

2

nach dem vorigen Satz ebenfalls für zwei Werthe von x Null.

Daraus folgt nach der Bemerkung zu Satz II. weiter, dass

x (x- -j- a, x -f tt-i) = ^ + rt
i
& 4~ rt2 ^ ^r drei Werthe von x ver-

schwindet, was nun auch für die Function x? -f "i + n
i
x + <*3 g^-

Auf gleiche Weise schlicsst man, dass der Ausdruck

x -f- a
x
x2

-f- n
2
x -f- a.

(
) = x x

r/, + a., x2
-f- «3 x und mit ihm

auch x* -\- a
t
x* -\- a2 x- -J- «

3 x -f- «, für vier Werthe von x ver-

schwindet.

Wird in dieser Art weiter geschlossen, so ergibt sich allgemein,

dass die Function

für n Werthe von x Null werden muss, w. z. z. w.

Basel, den 1(5. Januar 1860.



Notiz über das cykloidische Pendel.

Von Carl Neumann in Leipzig.

Auf einem gegebenen Cykloiden - Bogen , dessen Ebene vertikal

und dessen Symmetrieachse ebenfalls vertikal steht, mag irgend ein

Mobil sich befinden, welches getrieben durch die Schwerkraft hin und

her geht längs des gegebenen Bogens. Der unterste Punkt des Bo-

gens sei ß, ferner seien a und y diejenigen beiden Punkte des Bogens,

zwischen denen das Mobil oscillirt; so dass also etwa a den willkür-

lich gewählten Ausgangspunkt des Mobils vorstellt, während y den

mit a gleich hohen Punkt auf der andern Seite des Bogens repräsen-

tirt. Man denke sich ferner in der Ebene des Bogens eine Kreislinie

construirt, welche den Bogen berührt im Punkte ß, und gleichzeitig

auch in Berührung ist mit der horizontalen geraden Linie ay. End-

lich denke man sich ein in der horizontalen Richtung a y ankommen-
des System paralleler Lichtstrahlen, und das Mobil als einen kleinen

undurchsichtigen Körper, welcher in jedem Augenblicke seinen Schat-

ten auf die Kreislinie wirft. Alsdann gilt folgender Satz:

Während das Mobil, getrieben von der Schwerkraft, hinabgleitet

von a nach ß, wird gleichzeitig der genannte Schattenpunkt die vine

Hälfte der Kreislinie mit constantcr Geschwindigkeit durchlaufen.

Man kann diesen Satz in sehr elementarer Art beweisen. Ist

nämlich e die Geschwindigkeit des Mobils in einem Augen-

blicke, wo sein Abstand von der Linie a y gleich s ist, so wird be-

kanntlich

v = \%jz
sein, (g die Intensität der Schwerkraft). Hieraus ergiebt sich leicht

die gleichzeitige Geschwindigkeit v
x
des Schattenpunktes.

Offenbar ist nämlich:
v

i
cos qp, = v cos qp,

wo (p und qp, die Winkel bezeichnen , unter welchen die Geschwindig-

keiten v und v, gegen die Verticale geneigt sind. Und hieraus findet

man, und zwar durch elementare, rein geometrische Betrachtungen:
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wo c und r Constante sind ; c repräsentirt den Abstand des Punktes ß
von der Linie ay, und r den Radius desjenigen Kreises, durch dessen

Fortrollen der gegebene Cykloiden - Bogen erzeugt werden kann. Dem-

nach hat also v, einen constan ten Werth. W. z. b. w.

Bezeichnet mithin T die Zeit, welche der Schattenpunkt braucht,

um die Hälfte seiner Kreislinie zu durchlaufen, so wird, weil cit die

ganze Länge dieser Kreislinie ist:

mithin :

Diese Zeit T ist offenbar zugleich auch diejenige, welche das von der

Schwerkraft getriebene Mobil braucht, um von c nach ß zu gelan-

gen. Somit ergiebt sich die Schwingungsdauer des Mobils durch

Verdoppelung des für T gefundenen Werthes.

Leipzig, im März 18G9.
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Auf feste Bestellung ist durch alle Buchhandlungen zu beziehen:

8TERE0SC0PI8CHE PH0T06BAPHIEN

DES MODELLES EINER

FLÄCHE DRITTER ORDNUNG
MIT 27 REELLEN GEBADEN.

\

MIT ERLAUTKKNDKM TEXTE

Db. CHRISTIAN WIENER,

In Couvert. Preis 24 Ngr.

Der Verfasser, angeregt durch die mathematische Section der
Naturforscher-Versammlung in Trankfurt und bewogen durch das grosse
Interesse ,. welches die Flächen dritter Ordnung gegenwärtig in der mathe-
matischen Welt .finden — das auch in einer einschlägigen Preisautgabe
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Uebcr fortgesetztes Tangentonzichcn an Curvcn dritter

Ordnung mit einem Doppel- oder Rttckkehrpunktc.

Von H. DuRÈoE in Prag.

Legt man an eine Curve dritter Ordnung eine Tangente, so hat

diese bekanntlich ausser dem Berührungspunkte noch einen Punkt mit

der Curve gemein, welcher der dem Berührungspunkte zugehörige

Tangentialpunkt genannt wird*). Man kann nun in dem Taugential-

punkte aufs Neue eine Tangente an die Curve legen und den zuge-

hörigen Tangentialpunkt aufsuchen, sodann in diesem wieder eine

Tangente ziehen, u. s. f. Bei einem solchen fortgesetzten Tangenten-

ziehen liegt es nahe, sich die Frage zu stellen, was schliesslich mit

dem Tangentialpunkte geschieht, ob derselbe in's Unbestimmte ver-

lauft oder sich einer bestimmten Grenzlage nähert, oder ob er in ge-

wissen Fallen wieder mit dem ersten Berührungspunkte zusammenfal-

len kann. Dieselben Fragen bieten sich dar, wenn man umgekehrt

verfahrt, wenn man nämlich aus einem Punkte der Curve eine Tan-

gente an dieselbe legt , aus dem Berührungspunkte wiederum , und auf

diese Weise ebenfalls fortgesetzt Tangenten zieht.

In Beziehung auf diese Fragen finden nun bei denjenigen Curven

dritter Ordnung, welche einen Doppel- oder einen Rückkehrpunkt

besitzen, eigenthümliche Sätze statt, die im Folgenden erörtert wer-

den sollen.

1.

Ich beginne mit den Curven dritter Ordnung mit einem Rück-
kehrpunk te, weil hier die Verhältnisse am einfachsten sind; solche

Curven haben bekanntlich nur einen Wendepunkt, der auch immer

reell ist, und aus einem Punkte der Curve lässt sich nur eine Tan-

gente an die Curve legen. Das Folgende stützt sich nun auf eine von

*) Cromo na. lutrodtizione ad una teoria geometrica delle curve piane

(39. h).
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510 H. Dubkok.

Salmon angegebene Methode*), daher wird es zweckmässig sein,

dieselbe hier in der Kürze niitzutheilen.

Bezeichnen A = 0, 11 = 0, C= 0 die Gleichungen von drei

Geraden, indem A, B, C lineare Functionen homogener Punktcoordi-

naten bedeuten, so kann die Gleichung einer Curve dritter Ordnung

mit einem Rückkehrpunktc stets in der Form

IPC = A"

dargestellt werden. Die Geraden A
t
B, C haben dann folgende Be-

ziehungen zu der Curve: C ist die Wendetangente, B die Rückkehr-

tangente, und A die Verbindungslinie des Rückkehrpunktes mit dem
Wendepunkte. Die Durchschnitte der Geraden BC, CA, AB mögen

resp. mit «, b, c bezeichnet werden; dann ist also c der Rückkehr-

punkt, und b der Wendepunkt. Zieht man nun durch den ersteren

eine beliebige Gerade, so kann deren Gleichung in der Form
A = fiB

dargestellt werden , wo ft einen von der Lage der Geraden abhängigen

Coefficienten bedeutet. Diese Gerade schneidet die Curve in einem

Punkte x, und zwar nur in diesem, da sie in e schon zwei Punkte

mit der Curve gemein hat, und es können dann auch die Geraden ax

und bx durch die Zahl ft, ausgedrückt werden. Verbindet man nämlich

die Gleichungen A = fiB und B7C= A3
, so erhält man, indem man

A eliminirt, C= ft*B, also die Gleichung der Geraden ax, und dann,

indem man A für ftB setzt, C — ft
2A als Gleichung der Geraden bx.

Demnach wird durch die eine Zahl p ein bestimmter Punkt x der Curve

fixirt, indem der gemeinschaftliche Durchsclinitt der drei Geraden

cx . . . . A — fi B
bx C = fi

2A
ax . . . . = tt*U

stete auf der Curve liegt. Daraus ergeben sich die Coordinaten des

Punktes x in Beziehung auf ABC als Fundamentaldreieck, nämlich

es ist

A : B : C = fi : 1 : p
3

.

Man sieht leicht, dass jeder Zahl p ein bestimmter Punkt der Curve,

und umgekehrt jedem Punkte der Curve eine bestimmte Zahl ft enk
spricht. Lässt man den Punkt x die Curve in der Weise durchlaufen,

dass man die Gerade cx stets in demselben Sinne um c herumdreht,

so durchläuft p alle reellen Zahlenwerthe entweder stets zunehmend
oder stets abnehmend durch + oc hindurch ; für ft = 0 fällt die Ge-

rade cx mit A, und für fi = oo mit B zusammen, daher entspricht

dem Wendepunkte // der Werth ft = 0, und dem Rückkehrpunkte der

*) Salmon. A treatise on the higher plane curves, pag. 165.
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Tangenten der Curven dritter Ordnung. 511

Werth ft = oc. Die Werthe, welche p in den unendlich fernen Punk-

ten der Curve annimmt, hängen von einer näheren Bestimmung der

Art homogener Coordinaten , die zur Anwendung kommen , ab. In

jedem Falle aber erleidet die Aenderung der Zahl p in den unendlich

fernen Punkten der Curve keine Unterbrechung der Stetigkeit , da die

Drehung der Geraden cx sich continuirlich fortsetzt. Daher kann

man immer je zwei ins Unendliche sich erstreckende Aeste der Curve

als im Unendlichen zusammenhängend betrachten. In diesem Sinne

kann man sagen, dass die Punkte b und c die Curve in zwei Theile

zerlegen, in der Art, dass fi auf dem einen Theile alle positiven

Werthe von 0 bis oo , und auf dem andern alle negativen Werthe von

— oo bis 0 durchläuft.

Schneidet man die Curve mit einer beliebigen Geraden, deren

Gleichung die folgende sei :

aA + ßB + yC = 0,

und bezeichnet man mit x einen der Durchschnittspunkte , so findet

man den diesem Punkte entsprechenden Werth von ft , wenn man die

Bedingung aufstellt, dass die Gerade durch den Durchschnitt der Ge-

raden cx und bx hindurchgeht, indem man also A, B, C aus den

drei Gleichungen
A — pB =0

fi
7A — C = 0

aA -j- ßB + yC = 0

elimiuirt. Dadurch erhält man

1 ,
- fa 0

p», 0,-1 = ß + + y^ - 0.

« , ß> Y

Die Wurzeln fi,, ft2 , p., dieser cubischen Gleichung geben die den drei

Durchschnitten jener Geraden mit der Curve zugehörigen Zahlen an.

In dieser Gleichung fehlt aber das mit yi
l behaftete Glied, daher ist

fa' + fa + fa = °-

Man kann auf dieselbe Art auch das Umgekehrte beweisen, nämlich

dass drei Punkte der Curve stets in gerader Linie liegen, wenn die

Summe der ihnen zugehörigen Zahlen gleich Null ist.

Nimmt man nun an, es sei jene Gerade eine Tangente, und be-

zeichnet mit v die dem Berührungspunkte und mit v
x

die dem Tan-

gentialpunktc . zugehörige Zahl, so hat man, da im Berührungspunkte

zwei Punkte der Curve zusammenfallen,

2v -f- v
x
= 0 oder v

x
= — 2v.

Giebt man aber dem Tangentialpunkte die Zahl v, und dem Berüh-

rungspunkte die Zahl v', so ist

33*
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512 H. Di nfcciK.

v -f- 2i/ = 0 oder v' = — \ v.

Hieraus folgt, wenn man die beiden Theile ins Auge fasst, in welche

die Curve durch die Punite b und c getheilt wird, dass der Tangen-

tial- und der Berührungspunkt stets auf verschiedenen Theilen der

Curve liegen. Setzt man sodann die Tangentenlegung fort, indem

man zuerst jeden neuen Tangentialpunkt als Berührungspunkt an-

nimmt uüd den zugehörigen Tangentialpunkt aufsucht, so erhält man,

wenn v die Zahl des ersten Berührungspunktes ist, für die Tangen-

tialpunkte nach und nach die Zahlen

- 2-v
, (- 2Yp , (- 2)*v, ....(- 2)'v, ...

;

diese wechseln fortwährend das Vorzeichen, und ihre numerischen

Werthe wachsen unaufhörlich und bis ins Unendliche; daher geht
der Tangentialpunkt fortwährend von dem einen Theile
der Curve auf den andern hinüber und nähert sich ohne
Aufhören dem Ilückkehrpunkte. Bezeichnet man umgekehrt die

dem ersten Tangentialpunkte zugehörige Zahl mit v und legt aus jedem

Berührungspunkte aufs Neue die Tangente an die Curve, so erhält

man für die Berührungspunkte nach und nach die Zahlen

- \ v
, (- , (- i)>v ,....,(- \)'v

t
. . .,

welche sich ohne Aufhören der Null nähern. Daher nähert sich

der Berührungspunkt, indem er fortwährend von dem einen
Theile der Curve auf den andern hinübergeht, ohne Auf-
hören dem Wendepunkte. Es leuchtet von selbst ein, dass so-

wohl im Wendepunkte als auch im Rückkehrpunkte der Berührungs-

und der Tangentialpunkt zusammenfallen, so dass jene Punkte wirk-

lich Grenzlagen für die Letzteren bilden.

Zieht man durch den Wendepunkt b eine beliebige Gerade, so

sind die den beiden anderen Durchschnitten x' und x" mit der Curve

zugehörigen Zahlen jtt einander gleich und entgegengesetzt, weil dem
Wendepunkte die Zahl ft = 0 zugehört; daher liegen x' und x" stets

auf verschiedenen Theilen der Curve. Da ferner die Gerade v.x dio

Gleichung A = pli hat, so folgt, dass die Strahlen cx' und ex" ein-

ander in Bezug auf die Geraden A und Ii harmonisch zugeordnet

sind. Die Gerade B theilt demnach jede durch b gehende Sehne harmo-

nisch und ist daher die harmonische Polare*) des Wendepunktes.

2.

Bei Curven dritter Ordnung mit einem Doppelpunkte kann
man nach Salmons Vorgange**) ebenfalls jeden Punkt der Curve

*) Nach der Benennung Salmons (Higher plane curves, pag. 140).

**) A. a O. pag. 170
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Tangenten dor Curveu dritter Ordnung. 513

durch eine gewisse Zahl bestimmen, indem man von einer andern

Gleichungsforin ausgeht, Bezeichnet man nämlich wieder mit

A = 0,B = 0,C = 0

die Gleichungen dreier Geraden, so kann jede Curve dritter Ordnung
mit einem Doppelpunkte durch die Gleichung

(.1'-' + IP) C = A*

dargestellt werden , und zwar gilt das obere oder untere Vorzeichen,

je nachdem der Doppelpunkt ein eigentlicher Doppelpunkt oder ein

conjugirter Punkt ist. Hier gehen von einem Punkte der Curve zwei

(reelle oder imaginäre) Tangenten an die Curve, und diese hat drei

Wendepunkte, von denen im Falle eines eigentlichen Doppelpunkts

einer, und im Falle eines conjugirten Punktes alle drei reell sind.

Was die Beziehung der Geraden A, B, C zu der Curve anbelangt,

so ist zuerst C eine Wendetangente, und der Punkt AC oder b ein

Wendepunkt, also derjenige, der in allen Fällen reell vorhanden ist.

Zerlegt man ferner im Falle des oberen Zeichens Ar — B1 in die bei-

den Factoren A-\- Ii und A — B , so schneiden die Geraden A -f- Ii= 0

und A — li = 0 die Curve in drei zusammenfallenden Punkten, und

zwar beide da, wo die Curve auch von der Geraden A getroffen wird,

also im Punkte Ali oder c. Daher ist v der Doppelpunkt, und

A -f- Ii = 0 und A — B = 0 die Tangenten in diesem. Die Gerade

A ist demnach die Verbindungslinie bc des Wendepunkts b und des

Doppelpunkts c. Die Gerade B endlich geht ebenfalls durch den Dop-

pelpunkt und ist der Geraden A in Beziehung auf die beiden Tangen-

ten im Doppelpunkte harmonisch zugeordnet.

Im Valle des unteren Vorzeichens zerfällt A- -f- B- in die beiden

imaginären Factoren A -f- iB und A — ìB. Daher sind dann die

Tangenten im Doppelpunkte imaginär, und der letztere ein conjugir-

ter Punkt.

Wir wollen das doppelte Vorzeichen mit dem Buchstaben e be-

zeichnen und daher die Gleichung der Curve schreiben

(J.2 — elf*) C=A\
Zieht man nun wieder durch den Doppelpunkt v eine beliebige Gerade

cx mit der Gleichung A = fili, so erhält man durch Verbindung die-

ser Gleichung mit der Gleichung der Curve für die Geraden ax und bx

die Gleichungen

ax . . . . (u2 — e) C= (t^B

bx .... (w 2 — ê) C= fi
2vi.

Es greifen hier die früher gemachten Bemerkungen Platz. Eine be-

stimmte Zahl n und ein bestimmter Punkt der Curve entsprechen ein-

ander gegenseitig, und zwar sind hier die Coordinateli eines solchen

A : B : C= (i (ft
2 — e) : (u2 - t) : w*.
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Kür ft = 0 erhält man den Wendepunkt 6; setzt man aber fi = oc,

so erhält man den Durchschnitt der Geraden B = 0 und A = C. In

der That genügen diese Werthe der Gleichung der Curve; demnach

entspricht der Werth ft — oo dem Durchschnitte der Geraden B mit

der Curve (es giebt nur einen solchen, da B ausserdem durch den

Doppelpunkt geht) , welcher Punkt in der Folge mit d bezeichnet wer-

den soll. A = C ist dann die Gleichung der Geraden b d. Da hier

dasselbe gilt, was oben über den Zusammenhang zweier Curvenäste

im Unendlichen gesagt ist, so wird hier die Curve durch die Punkte

b und d in zwei solche Theile zerlegt , dass die Zahl ft auf dem einen

Theile die positiven Werthe von 0 bis oo und auf dem anderen die

negativen Werthe von — oo bis 0 durchläuft.

Schneidet man die Curve durch eine beliebige Gerade, deren Glei-

chung

«A + ßB + yC = 0

sei, so findet man wie oben die den Durchschnitten zugehörigen Zah-

len, wenn man A, B, C aus den drei Gleichungen

A — fiB =0
y?A — (/i

2 — f) C = 0

aA + ßB -\-yC = 0

eliminili. Diese Zahlen sind also die Wurzeln ft,, ft2 , p, der cubi-

schen Gleichung

I » 0 I

^ ,
0

,
- (f

? — 0 = (« + Y) ft' + ßP
1 - «V - *ß — 0 .

« , £ , y

Da hierin die Coefficienten von ft
3 und ft" resp. /3 und — fß sind, so

besteht zwischen den Zahlen fi,, f*2 ,
a., die Beziehung

(1) ft + ft + ft + £ ft ft ft = o,

und es folgt ebenso leicht umgekehrt, dass, wenn drei Zahlen dieser

Gleichung genügen, die zugehörigen Curvenpunkte in gerader Linie

liegen.

Nimmt man an, dass die obige Gerade eine Wendetangente sei,

so müssen die drei Werthe fi,, w2 ,
w 3

einander gleich sein; die letzte

Gleichung geht dann über in

3u + fu 3 = 0

und liefert für die Wendepunkte die Zahlen ft = 0 und ft = + Y — 3*.

Hierdurch bestätigt sich das oben über die Wendepunkte Gesagte. Ist

nämlich der Doppelpunkt ein eigentlicher (e = -f- 1)» so ist nur der

dem Werthe ft = 0 zugehörige Wendepunkt b reell ; ist aber der Dop-
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Tangenten der Curven dritter Ordnung. 515

pelpunkt ein coujugirter Puiikt (« = — 1), so sind alle drei Wende-
punkte reell, und die ihnen zugehörigen Werthe von ft sind:

f = 0 , li = + V'ò , u = - j/3 .

Lässt man die obige Gerade durch den Wendepunkt b (ft = 0)

hindurchgehen, so zeigt die Gleichung (l), dass die den beiden an-

deren Durchschnitten der Geraden mit der Curve zugehörigen Zahlen

gleich und entgegengesetzt sind. Daher ist auch hier die Gerade B
die harmonische Polare des Wendepunkts B, und man kann den frü-

her mit d bezeichneten Punkt (n = -x>) nun als den Durchschnitt der

harmonischen Polare des Wendepunkts h mit der Curve bezeichnen.

Dann folgt zugleich, dass die Gerade bd, deren Gleichung A = C
war, die Curve im Punkte d berührt.

3.

Wir müssen nun die beiden in Rede stehenden Arten von Curven

abgesondert behandeln und betrachten zuerst die Curven dritter Ord-

nung mit einem eigentlichen Doppelpunkt. Hier ist s = -f- 1

zu setzen. Die Gleichung der Curve heisst dann

(A* - 1P) (7 = vi 3
;

die Coordinaten eines Punkts, welchem die Zahl ft zugehört, sind

A : B : C = ft (ft
2 — 1) : (ft

2 - 1) : ft
3
,

und die Werthe ft,, ft2 , ft3 , welche dreien in gerader Linie liegenden

Curvenpunkten zugehören, erfüllen die Gleichung

(2) », + »2 + f*3 + f*i P2 f*3 = 0.

Wenn die Curve eine Schleife bildet, so liegt offenbar der Durch-

schnitt d der harmonischen Polare des (reellen) Wendepunkts auf der

Schleife. Die Curve kann nun allerdings auch andere Formen haben,

namentlich kann die Schleife sich in abgesonderte, ins Unendliche

verlaufende Theile spalten; allein beachtet man den durch die conti-

nuirliche Aenderung der Zahl ft vermittelten Zusammenhang im Un-

endlichen, so kann man stets einen Theil der Curve angeben, welcher

der Schleife analog ist. Der Doppelpunkt c theilt nämlich die Curve

in der Art in zwei Theile, dass man von c aus auf jedem derselben

wieder nach c zurückgelangen kann. Derjenige dieser beiden Theile,

auf welchem sich der Punkt d befindet, soll dann die Schleife oder

der Theil S genannt werden, der andere Theil dagegen, welcher den

Punkt d nicht enthält, möge der offene Theil oder der Theil l/heissen.

Die beiden Tangenten in dem Doppelpunkte haben, wie wir oben

sahen, die Gleichungen

A = B und A = — B,
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daher gehören dem Doppelpunkte zwei Zahlen an ì nämlich ft = -f I

und (i = — 1. In der That, lasst man einen beweglichen Punkt die

Schleife (den Theil S) durchlaufen und wieder nach c zurückgelangen,

su wird der Punkt d uberschritten; daher durchläuft /t, wenn mau es

etwa mit dem Werthe -f- 1 ausgehen lässt, zwischen c und ä die posi-

tiven Werthe yon +1 bis oo, und dann zwischen d und c die nega-

tiven Werthe von — oo bis — 1. Durchläuft man dagegen den Theil

U, so geht fi von -|- 1 durch 0 hindurch nach — 1. Hieraus folgt:

der (reelle) Wendepunkt liegt stets auf dem Theile U, und dieser Theil

enthält diejenigen Punkte, deren zugehörige Zahlen numerisch kleiner

als 1 sind, wälirend den Punkten des Theiles S (der Schleife) dieje-

nigen Zahlen angehören , die numerisch grösser als 1 siud.

Denken wir uns nun an einem beliebigen Punkte der Curve eine

Tangente gezogen. Sei v die dem Berührungspunkte
, \\ die dem

Tangentialpunkte zugehörige Zahl, so folgt aus (2), indem mau

fi, = fi2
*= v

,
u

3
= v

t

setzt

,

2v + v
, + Vv

,
= 0 oder v

x
= — - •

Zieht man dagegen aus einem Punkte mit der Zahl v eine Taugente

au die Curve und nennt v die dem Berührungspunkte zugehörige

Zahl, so ist für p {
= v

, fi2
= u., = v

v -f- 2v ' -\- vv'2 = 0 oder v' = * •

Hierdurch bestätigt sich zunächst, dass aus einem Punkte der Curve

im Allgemeiuen zwei Tangeuten an die Curve gezogen werden kön-

nen. Ist aber v numerisch grösser als 1, so wird v imaginär, also:

Bei einer Curve dritter Ordnung mit einem eigentlichen

Doppelpunkte ist es nicht möglich, aus einem Punkte der

Schleife (des Theiles S) eine reelle Tangente an die Curve
zu legen, und für alle an die Curve gelegten Tangeuten
liegen die Tangentialpunkte auf dem Theile U der Curve.

Jn der That ist auch der Werth von v
x

= — ^2 vt
^ jeden Werth

von v numerisch kleiner als 1. Geht man nun aber von einem Punkte

des Theiles U aus, so kann man, da dann v < 1 ist, v = sin &
setzen, bezeichnet man ferner die beiden entsprechenden Werthe vou

v mit v{ und v
2
', so ergiebt sich

v( ~= — tg \ 0 v.; = — cotg \ 0,

daher ist stets der eine numerisch kleiner, der andere numerisch grös-

ser als 1. Also: Aus jedem Punkte des Theiles U gehen zwei
reelle Tangenten an die Curve, und zwar immer die eiue

an die Schleife (den Theil S) die andere an den Theil U.
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Taugenten der Curven dritter Ordnung. 517

Aus dieseu »Sätzen folgt, dass inuü beim fortgesetzten Tangenten-

ziehen die Schleife ganz unberücksichtigt lassen kann. Denn einmal

liegen Tangentialpunkte nur auf dem Theile U\ sucht man aber suc-

cessive die Berührungspunkte auf, so kann die Tangeutenziehung von

dem auf der »Schleife liegenden Berührungspunkte nicht fortgesetzt

werden, und es kommt daher jedesmal nur der auf dem Theile U lie-

gende Berührungspunkt in Betracht. Hieraus lasst sich abnehmen,

dass bei alleiniger Berücksichtigung des Theilcs U hier dieselben »Sätze

gelten , wie bei den Curven mit einem tiückkchrpunkte. In der That,

setzt man wie oben bei einem auf dem Theile U liegenden Punkte

die zugehörige Zahl v = sin 0 (wobei man 0 am einfachsten zwischen

— 00" und -}- 00° liegend annehmen kann), so ist für den auf dem-

selben Theile U liegenden Berührungspunkt, abgesehen vom Vorzei-

chen, v = tg \ 0. Setzt mau daher nun nach und nach

tg { 0 = sin 0'
,
tg \ 0' = sin 0", etc.,

so nehmen die Winkel 0 unaufhörlich ab, und folglich nähert sich

der Berührungspunkt ohne Aufhören dem Wendepunkt, indem er stets

von der einen Seite desselben auf die andere lünübergeht.

Für den zu einem Berührungspunkte (v) gehörigen Tangential-

punkt (i/,) fanden wir oben die Formel

2v
v

i
—

i + „t
*

Man kann nun immer annehmen, dass v positiv und kleiner als 1 sei;

denn ist etwa v numerisch grösser als 1 ,
liegt also der Ausgangspunkt

auf der Schleife, so wird schon für den nächsten Tangeutialpunkt v

uumerisch kleiner als 1, fällt es dann aber etwa negativ aus, so wird

es für den folgenden Tangeutialpunkt positiv und bleibt zugleich klei-

ner als 1. Indem man den so bestimmten Tangentialpunkt als Aus-

gangspunkt nimmt, kann man das erste v als positiv und kleiner als

1 voraussetzen. Dann ergiebt sich:

also

l+r
t = ,1 - V

1-1/, +
Bezeichnet man nun die den folgenden Tangcntialpunkten zugehörigen

Zahlen mit v.if v.x ,
etc., so hat man

^ = G
1

;;;)' - C I i)' , C
+

:;)
-

(1 ; y • «• - -
Beachtet man aber, dass, weil v positiv war, auch viH positiv, vin + i

dagegen negativ ist, so kann man schreiben

! + Vi + »/ ' "i + (-W ~~
V 1 + v)
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Nun ist eiu echt** Bruch, also nähern sich diese Werthe mit

wachsendem n der Null, und daher convergirt v%n gegen -f- 1> und

V2»+i gegen — 1. Demnach nähert sich der Tangentialpunkt ohne

Aufhören dem Doppelpunkte, die Tangente aber einer der beiden im
Doppelpunkte stattfindenden Tangenten, oder, wenn man will, beiden

zu gleicher Zeit, indem diese in der Grenze unaufhörlich mit einan-

der abwechseln.

4.

Gehen wir nun zu den Curven dritter Ordnung mit einem con-

jugirten Punkte über. Wir haben hier in den Formeln des §. 2

s = — 1 zu setzen , daher ist die Gleichung der Curve

(4J
-f--#

2
) C= AA

\

der durch die Zahl ft bestimmte Curvenpunkt ist der Durchschnitt

der drei Geraden

A = fiB ,
(u* + 1) C = fi*A , (fi' + 1) C = v*B

und hat die Coordinaten

AiB.G = fi (f*
2 + 1) : (fi

2
-f 1) : fi

3
.

Die Zahlen, welche den drei Durchschnitten der Geradeu

aA + fili + yC = 0

mit der Curve zugehören, sind die Wurzeln der Gleichuug

(3) (« + y) + + «f* + ß - 0,

und daher sind drei in gerader Linie liegende Curvenpunkte dadurch

charakterisirt, dass die ihnen zugehörigen Zahlen ft,, fi2 , fi3
der Glei-

chung

(4) Pi + f»a -h f*3 — f*» #*2 f*s = 0

genügen. Es existiren jetzt drei reelle Wendepunkte, welchen die

Zahlen

f*
= <> , fi = + j/3

;
fi=-//3

angehören, und die wir der Reihe nach mit b, b' , b" bezeiclmen wol-

len. Jeder Wendepunkt hat eine harmonische Polare. Diese gehen

alle durch den conjugirten Punkt, und ihre Durchschnitte mit der Curve

mögen mit d, d' , d" bezeichnet werden.

Die Wendepunkte liegen , da die Zahlen -f- j/3 und — y 3 gleich

und entgegengesetzt sind, wie bekannt, in gerader Linie, und es er-

giebt sich hieraus ferner, was auch schon aus dem Begriffe der har-

monischen Polare eines Wendepunkts folgt, dass die drei von dem
conjugirten Punkte c nach den Wendepunkten gehenden Strahlen mit

jeder der drei harmonischen Polaren ein harmonisches Büschel bilden,
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Taugenten der Curven dritter Ordnung 519

und zwar so, dass jedesmal der nach einem Wendepunkte gehende

Stralli der harmonischen Polare dieses Wendepunkt« zugeordnet ist.

Bezeichnet man die nach den Wendepunkten b,b', b" gehenden Strah-

len mit A, A', A", und die harmonischen Polaren von b, b' , b" mit

2?, B', B', so ist also B mit A, B' mit A' und B" mit A" zuge-

ordnet, und hieraus folgt nach einem bekannten Satze*), dass auch

B t B' , B" mit jedem der drei Strahlen A, A' , A" ein harmonisches

Büschel bilden, und dass AB, ÄB', A"B' conjugirte Strahlenpaare

einer Involution sind.

Die Wendetangente in b (ft = 0) war 0 = 0; um die Gleichun-

gen der beiden anderen Wendetangenten zu erhalten, braucht man
nur zu beachten , dass eine Wendetangente die Curve in 3 zusammen-

fallenden Punkten schneidet. Wenn daher die Gerade

aA + ßB + yC = 0

eine der beiden gesuchten Wendetangenten sein soll , so muss die Glei-

chung (3) sich auf (fi 4- j/3)
3 = 0 reduciren, wo das obere Zeichen

sich auf b', das untere auf b'' bezieht. Die Vergleichuug der Coeffi-

cienten liefert dann die Werthe a*=9, /3 = + 3/3, y = — 8. Be-

zeichnet mau also die Wendetangenten von b' und b" resp. mit C
und C", so sind die Gleichungen derselben

C = 9.4 - 3/3 B - 8 C = 0

C"= 9A + 3/3 B — 8 C = 0.

Daraus folgt:

C" - C = 6j/3#,

und wir erhalten den Satz, der auch aus dem Begriffe der harmoni-

schen Polare eines Wendepunkts folgt: Zwei Wendetaugenteu schnei-

den sich auf der harmonischen Polare des dritten Wendepunkts. Die-

ser Satz liefert in Verbindung mit dem vorhergehenden ein einfaches

Mittel, den dritten Wendepunkt und dessen Tangente zu construiren,

wenn ausser dem conjugirten Punkte die beiden anderen Wendepunkte
und deren Tangenten gegeben sind.

Zieht man aus einem beliebigen Punkte (v) der Curve eine Tan-

gente an dieselbe, so erhält man aus (4) für den Berührungspunkt (v')

v + 2v' - vv"* = 0 oder v' = 1 ± Vl + *f

•

V

Hieraus folgt, dass aus jedem Punkte, mit Ausnahme des conjugirten

Punktes, zwei reelle Tangenten an die Curve möglich sind, wenn man
bei den Wendepunkten die Wendetaugenten mit hinzurechnet. Be-

*) v. Staudt. Geometrie der Lage. pag. 121. oder Cremona. Curve piane

(26).
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zeichnet niaii ferner die den beiden Berührungspunkten zugehörigen

Zahlen mit v( und v./, so ist

Wir benutzen dies, um die Gleichungen der harmonischen Polaren

von // und b'' zu finden. Zieht man nämlich aus einem Wende-

punkte dio beiden Tangenten au die Curve, so ist der eine Berüh-

rungspunkt der Wendepunkt selbst, der andere aber der Durchschnitt

d der harmonischen Polare mit der Curve. Nun waren die Zahlen

der Wendepunkte b, b'
f
b" resp. 0, -f

-
}/ 3, —

\ 3; also sind die den

Punkten d, d'
t
d" zugehörigen Zahlen resp.

V 3 V :\

und die Gleichungen der harmonischen Polaren

7/^0 , li' = A + J B = 0 , U = A - - J B = 0.

Da die Zahlen -f- ^ und — -V. wieder gleich und entgegengesetzt

sind, so bestätigt sich zunächst, dass auch die drei harmonischen Po-

laren Ii, Ii', Ii" mit jeder der drei Geraden A, A', A" ein harmo-

nisches Büschel bilden. Ausserdem aber ergiebt sich der Satz: Die
Durchschnitte der Curve mit den harmonischen Polaren
zweier Wendepunkte liegen mit dem dritten Wendepunkte
in gerader Linie, nämlich bd'd", b'd"d

f
b"dd'.

5.

Man kann die Untersuchung der suecessiven Tangential- und Be-

rührungspunkte hier vereinfachen, wenn man statt der Zahlen /«,

welche die Curvenpunkte bestimmen, Winkel einführt, deren Tangen-

ten den Zahlen ft gleich sind. Da die letzteren alsdann ungeändert

bleiben, wenn die Winkel um Vielfache von n vermehrt oder vermin-

dert werden, so sollen zwei solche Winkel, dereu Unterschied ein

Vielfaches von n beträgt, einander aequivalent genannt werden. Schreibt

man nämlich die Gleichung (4) in der Form

und setzt nun

/*. = tg 0, , f*.,
= tg 0, , u

3
= tg 0.„

so folgt

tg 0, = - tg (0, + 0,,)

oder

e, + e, + e3 — o.
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Demnach liegen drei Curvenpunkte jedesmal in gerader Linie, wenn
die Summe der ihnen zugehörigen Winkel gleich Null oder gleich

einem Vielfachen von n ist.

Zieht man nun an einem beliebigen Punkte (0) der Curve eine

Tangente und bezeichnet den dem Tangentialpunkte zugehörigen Win-

kel mit 0,, so ist

0, = — 2 0;

setzt man dann die Bildung der Tangentialpunkte fort, indem man
die diesen zugehörigen Winkel mit 0

2 ,
03 , etc. bezeichnet, so erhält

man

0, = _ 20 , 0, = (— 2)'0
, 03

= (— 2)
3
0, 0„ = (- 2)«0.

Hieraus folgt, dass die successiven Tangentialpunkte sich nicht einer

bestimmten Grenzlage nähern , da die Tangente eines unendlich grossen

Winkels jeden Werth haben hann. Aber es kann hier der Fall ein-

treten , dass ein späterer Tangentialpunkt mit dem ersten Berührungs-

punkte zusammenfällt. Dies tritt nämlich jedesmal und nur dann ein,

wenn 0„ = 0 -j- x% ist, wo x eine ganze Zahl bedeutet. Man er-

hält also

(5) (- 2)»0 = 0 + xn und daraus 0 = .

Man braucht hierin der ganzen Zahl x nur alle Werthe von Null an

zu geben, welche kleiner sind, als der numerische Werth des Nen-

ners, weil man für alle anderen Werthe von x den früheren aequiva-

lente Winkel erhält. Dann liefert dieser Ausdruck diejenigen Punkte,

von welchen aus die nie Tangente durch den Ausgangspunkt hindurch-

geht. Es ist also bei diesen Curven möglich , Vielecke zu construiren,

welche der Curve zugleich ein- und umgeschrieben sind, indem ihre

Ecken auf der Curve liegen, während ihre Seiten zugleich die Curve

berühren *). Wir müssen diese Vielecke etwas näher betrachten. Setzt

man n = 1, so erhält man die WT

inkel 0, — *
,
— ^ oder die ih-

nen aequivalenten 0, , welche den Wendepunkten angehören,

<la «« (- " ) = *« Ì - - '
/;$

> * (-
2

:r) - «8 -f - + V'A

*) Ich habe nachträglich gesehen, dass solche Vielecke schon von Herrn

Clebsch bei den Curven dritter Classe und vierter Ordnung aufgefunden worden

Rind (in der Note zu der Abhandlung des Herrn Cremona. „Sur l'hypocycloido

à trois rehaussements." Crelle's .Tonrn. Bd. 64), wobei »»ich ein Ausdruck erge-

ben hat, der von dem oben uuter (5) gefundenen nur durch einen Factor 2 unter-

schieden ist. Bezieht man die hier zu Grunde gelegte Gleichung der Curve auf

Linien- anstatt auf Punktcoordinaten, so übertragen sich die vorliegenden Be-

trachtnngen auf die Curven dritter Ciasso und vierter Ordnung, welche Herr Cre-

mona in der genannten Abhandlung untersucht hat.
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ist ; ili der That sind die Wendepunkte diejenigen Punkte, bei wel-

chen schon der erste Tangentialpunkt mit dem ersten Berührungs-

punkte zusammenfallt. Dieselben Punkte erhält man auch für n = 2,

da sich wiederum die Winkel 0, — ,
— ergeben. Dies ist auch an

sich klar, denn Zweiecke kann es nicht geben, sondern wenn die

zweite Tangente durch den ersten Berührungspunkt hindurchgehen

soll, so muss sie mit der ersten zusammenfallen. Nun sind aber die

Wendepunkte auch für jeden Werth von n > 2 mit unter den durch

die Formel (5) bestimmten Punkten enthalten; denn bezeichnet man
den numerischen Werth von (— 2)" — 1 mit N, sodass N= 2" — 1,

oder = 2"
-f- 1 ,

jenachdem n gerade oder ungerade ist, so ist N stets

durch 3 theilbar, weil (— 2)" — 1 durch (— 2) - 1 theilbar ist. Die

Wendepunkte treten daher jedesmal auf, sobald x die Werthe O,

N 2JV

3 , y annimmt. Man bemerkt sogleich, dass zwei verschiedene Zah-

len x dem Winkel

ü - (_2)"_1 ~ - N

immer und nur dann äquivalente Werthe zuertheilen, wenn sie nach

dem Modul N congruent sind. Daher hat man im Allgemeinen für x

ein vollständiges System incongruenter Zahlen einzusetzen, und daraus

folgt, dass man auch in dem Falle eines ungeraden n, wo 0 eigent-

lich = — ist, dafür -j- ^ schreiben kann; denn offenbar ist — ~

äquivalent mit ^T^* ; durchläuft aber x ein vollständiges Restsy-

stem nach dem Modul ÄT, so thut dies auch N — x.

Bildet man nun von irgend einer Zahl x ausgehend die den n
successiven Tangentialpunkten angehörigen Winkel.

,R. xn (— 2)x« (— 2)*xir (— 2)"~ 1 k»W N > N > N '

* N
so erhält man, wenn die Multiplication mit — 2 fortgesetzt wird , im-

mer wieder Winkel, welche diesen der Reihe nach äquivalent sind.

Aber von den Coefficienten (— 2)x, (— 2)
2 x , (— 2)"~ l x ist

jeder einer Zahl aus dem Systeme der nach dem Modul N incongruen-

ten Zahlen congruent. Ist nun etwa (— 2)
rx x' (mod. N), wobei

r < n, so ist der durch den Winkel ** bestimmte Punkt einer der n

Tangentialpunkte der vorigen Reihe, und daher liefern die den Win-
»

kein 2^ und~ zugehörigen Ausgangspunkte nicht zwei verschiedene

«-Ecke, sondern ein - und dasselbe. Man sieht ferner leicht Folgen-

des ein: wenn man neben der Reihe (G) eine zweite, von der Zahl

ausgehende bildet:
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hn (-2)hn (-2)»/»* (- 2)"-|A»

N >
' N > N ' N *

und es ist irgend ein Winkel derselben einem Winkel der vorigen

Reihe äquivalent, also etwa (— 2)
rx (— 2)*h und s < r, so folgt

hieraus, da (— 2)* und N relative Primzahlen sind, (

—

2)
r~'x ^ h,

also tritt dann der vorige Fall ein, und sämmtliche Winkel der zwei-

ten Reihe sind denen der ersteren äquivalent.

Um nun die Anzahl der wirklich existirenden n-Ecke zu bestim-

men, nehmen wir zuerst an, dass n eine Primzahl sei, und zwar eine

ungerade, da der Fall n = 2 nicht in Betracht kommt. Setzt man
für x die Reihe der Zahlen 0, 1,2, ... N — 1, so liefern die darun-

ter vorkommenden Werthe x = 0, = , = --
, wie wir gesehen

haben, stete die Wendepunkte, und für diese drei Werthe von x be-

steht die Reihe (6) aus lauter einander äquivalenten Winkeln. Diese

Fälle ausgenommen aber, kann es nicht vorkommen, dass für irgend

einen Werth von x irgend zwei Winkel der Reihe (6) einander äqui-

valent sind. Denn wäre dies der Fall, wäre also etwa (— 2)
r x =e (— 2)*x

(mod. N) und s < r, so wäre auch (— 2)
r— x ~ x, also ein gewisser

Winkel der Reihe (6) dem ersten äquivalent Es kann geschehen,

dass r — s nicht der kleinste Exponent ist, für den dies eintritt; wäre

aber p der kleinste Exponent, so würden nur die Zahlen

(-2)*x, (— 2)^x, (— 2)
3*x,

mit x congruent sein, und da jedenfalls (— 2)*x = x ist, so müsste n

ein Vielfaches von p und könnte nicht eine Primzahl sein, weil der

Fall p = 1 den Wendepunkten angehört und ausgeschlossen worden

ist. Hieraus und aus dem oben bewiesenen Satze, dass zwei verschie-

dene Reihen nicht zwei äquivalente Winkel enthalten können, wenn
sie nicht vollständig einander äquivalent sind, folgt nun, dass die

sämmtlichen Zahlen x, nämlich 0, 1, 2, . . . N— 1 mit Ausnahme
der drei, welche die Wendepunkte geben, sich in eine Anzahl Grup-

pen von je w Gliedern theilen, so dass jede Gruppe ein n-Eck liefert.

Bezeichnet also 31« die Anzahl der Gruppen uud daher auch die An-

zahl der möglichen »-Ecke, so hat man

en N 3 2" -2
*» - ~n

=

Dass dies in der That eine ganze Zahl ist, folgt unmittelbar aus dem

Fermat'8chen Satze.

Etwas complicirter wird die Sache, wenn » eine zusammengesetzte

Zahl ist. Wir sahen oben , dass alsdann der Fall eintreten kann, dass

die Reihe (6) der Winkel, welche den Eckpunkten eines m -Ecks an-
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gehören, in mehrere Theile von gleicher Anzahl von Gliedern zer-

fallt, in der Art, dass die Glieder eines Theiles sich in den anderen

Theilen periodisch wiederholen. Dieser Fall rauss aher auch jedesmal

eintreten, sobald n eine zusammengesetzte Zahl ist. Denn bezeichnet

man mit a einen Divisor von n und setzt n — au , so ist (— 2)" — 1

durch (— 2)
a — 1 theilbar, und daher, wenn NH und Na die nume-

N
rischen Werthe dieser Zahlen bedeuten, ^* eine ganze Zahl. Sobald

nun x = ist, hat man
Na 1

%n hNn jt_ Im

Nn ~~ N„" ' Nn ~ Nu
'

daher gehurt der diesem Winkel entsprechende Punkt nicht eigentlich

einem «-Ecke, sondern schon einem «-Ecke an, und das m -Eck
kommt nur dadurch zu Stande, dass das «-Eck «Mal hintereinander

durchlaufen wird. Der Zahl h kommen offenbar die Werthe

0, 1 , 2 Na — \

zu. Unter den dadurch bestimmten Punkten sind aber im Allgemei-

nen nicht allein die drei Wendepunkte enthalten, sondern wenn a

selbst wieder eine zusammengesetzte Zahl ist, und a irgend einen

Divisor derselben bedeutet, auch die Eckpunkte der sämmtlichen

«'-Ecke. Die Bestimmung der Anzahl der vorhandenen eigentlichen

-Ecke wird nun besonders dadurch coinplicirt, dass ein und dieselbe

Zahl a' ein gemeinschaftlicher Theiler von zwei Divisoren a und b

von w sein kann. Ist z. B. « = 30, so hat diese Zahl die Divisoren

15, 10, 0, 5, 3, 2; giebt man also der Zahl x die Werthe

0, 1 , 2, .... N.M — 1

,

so erhält man nicht bios die 30- Ecke, sondern auch die 15- Ecke,

die 10 -Ecke, etc. schliesslich die Wendepunkte (die Zweiecke fallen

fort, da es solche nicht giebt). Bestimmt man nun die 15 -Ecke, in-

dem man in der Formel
-J.*

der Zahl h die Werthe 0, 1, 2, . . . N
i:>
— 1

giebt, so erhält man auch die 5-Ecke und die 3 -Ecke mit, aber die

ersteren sind auch in den 10 -Ecken (jjr~) und die letzteren in deu

G -Ecken ) enthalten; die Wendepunkte kommen sogar bei jedem

Divisor vor. Man kann indessen diese Schwierigkeit dadurch umge-

hen, dass man eine Recursionsformel zur successiven Berechnung der

Anzahl der eigentlichen «-Ecke aufstellt.

Man bezeichne mit a, b, c, .... I die sämmtlichen unter sich

und von 1 und n verschiedenen Divisoren von n, jedoch mit Ausschluss

der Zahl 2, da es keine Zweiecke giebt, und setze
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n = au = bß = cy = = a

(unter den Zahlen a
,

/S
, y , ... A kann die 2 aber wohl vorkommen)

;

ferner seien 2U, 21 „, 21 6 , . . . W x die Anzahlen der eigentlichen »-Ecke,

«-Ecke, &-Ecke, . . . J-Ècke. Giebt man nun der Zahl x die Werthe

0, 1 , 2, ... .AT* — 1 und nimmt jeden als Ausgang für eine der Reihe

(C) analog zu bildende Reihe, deren Glieder die aufeinander folgen-

den Eckpunkte liefern, natürlich mit Ausschluss derjenigen, welche

äquivalente Reihen geben, welche also, wenn man alle Coefficienten

gleich auf ihre kleinsten positiven Reste nach dem Modul NH reducirt

hat, in den früheren Reihen schon vorgekommen sind, so erhält man
zuerst die eigentlichen »-Ecke, nämlich Reihen von w Gliedern, welche

alle von einander verschieden sind. Die Anzahl dieser Reihen ist 2U;
von den NH Zahlen x werden dadurch »21« absorbirt. Man erhält fer-

ner die a -Ecke, deren Anzahl 21 a ist, aber hier theilt sich, wie wir

oben sahen, jede Reihe in a Gruppen, und jede Gruppe enthält nur

a Glieder, die sich periodisch wiederholen. Daher kommen hier nur

ri2l 0 Zahlen x zur Verwendung, offenbar aber sind diese sämmtlich

von den früheren »21» Zahlen verschieden. Ebenso erhält man die

//-Ecke, indem bei diesen jede Reihe aus ß Gruppen, jede von b Glie-

dern, besteht. Diese absorbiren daher aufs Neue b 2U sämmtlich von

den früheren verschiedene Zahlen. Fährt man so fort, indem man
auch die c-Ecke, .... /-Ecke aufsucht, so werden nach und nach

die Zahlen x verwendet, und es bleiben schliesslich nur die den drei

Wendepunkten angehörigen übrig. Bei einem solchen aber besteht die

Reihe nur aus einer einzigen, sich fortwährend wiederholenden Zahl,

daher ist die Anzahl der für die Wendepunkte übrig bleibenden Zah-

len gleich 3. Da nun diese und die den verschiedenen Vielecken an-

gehörigen Zahlen alle von einander verschieden sind, so ist die Ge-

sammtanzahl gleich NH) und man erhält die Gleichung

aus welcher nun für jedes » das 21 „ successiv berechnet werden kann.

Es würde nicht wohl ausführbar sein, ein Beispiel aufzustellen, welches

geeignet wäre, alle bemerkenswerthen Fälle zu erläutern; denn bei der

kleinsten Zahl, welche (bei Ausschluss der 2) zwei verschiedene Divi-

soren hat, nämlich n = 12, müsste man schon 352 Reihen aufschrei-

ben, und die kleinste Zahl », bei welcher es vorkommt, dass ein Di-

visor gleichzeitig zwei andere Divisoren theilt, nämlich » = 18, würde

nicht weniger als 14G02 Reihen erfordern. Ich will mich daher

damit begnügen für das Beispiel » = 6, Nb
= 63, die Reihen der

Coefficienten von ~ , und zwar gleich auf ihre kleinsten positiven

Reste (nach dem Modul 03) reducirt, vollständig aufzustellen :

AUUiemaliache Anualru I. 34

Nm = »21« + a 21« + fcSlô + + 1% + 3,
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// .

.

. 0 0 0 0 0 0

1 01 4 55 16 31

2 59 8 47 32 62

3 57 12 39 48 30

5 53 20 23 17 29

G 51 24 15 33 60

I) . . . 7 49 28 7 49 28

9 45 30 54 18 27

10 43 40 46 34 58

11 41 44 38 50 26

13 37 52 22 19 25

jy . . . 14 35 56 14 35 56

y . . . 21 21 21 21 21 21

b" . . . 42 42 42 42 42 42.

Darin gehören die mit b, ?/, b" bezeichneten Keinen den Wende-
punkten, die mit 1), B' bezeichneten den Dreiecken und die übrigen

den Sechsecken an.

Man sieht leicht, dass der Fall, wenn « eine Primzahl ist, sich

dem vorigen unterordnet, und man findet auf diese Weise, dass es

z. B. 2 Dreiecke, 3 Vierecke, 6 Fünfecke, 9 Sechsecke, 99 Zehneeke,

2182 Fünfzchnecke, 35790267 Dreissigecke u. s. w. giebt, welche der

Curve gleichzeitig ein- und umgeschrieben sind.

6.

Wir wenden uns nun zur Betrachtung derjenigen fortgesetzten

Tangentenziehung, die entsteht, wenn man aus dem Berührungspunkte

einer Tangente aufs Neue Tangenten an die Curve legt. Hierbei sind

vor Allem die Wendepunkte b, b\ b" und die Durchschnitte ihrer

harmonischen Polaren mit der Curve, d, d' , d" ins Auge zu fassen.

Jene haben (§. 4.) die Zahlen 0, + — ^3, diese

Die entsprechenden Winkel 0 hìih! demnach

für b . . . 0 für d
*

für h' ...
I

für if .... — £

für //'... — * für <r . . . . * •

Drückt man dieselben als Vielfache von " aus, so zeigt sich, dass

sie folgende Reihenfolge bilden:
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d h" (V h d" 1/ d
[

> — 3 — 2 — 1 0 1 2 3.

Daher tbeilen die drei Punkte d, d' , d" die Curve so in drei Ab-

schnitte, dass in jedem nur ein Wendepunkt enthalten ist, und zwar

derjenige, welcher mit den beiden den Abschnitt begrenzenden Punk-

ten d in gerader Linie liegt (§. 4.). Zieht man aus einem Punkte

(0) der Curve die Tangenten an die Letztere, und bezeichnet die den

beiden Berührungspunkten angehörigen Winkel mit 0/ und 02
', so

ergiebt sich aus den früheren Formeln (§. 5.)

e,- = - i 0 , 0.; = \ - \ 0 ;

zweien Berührungspunkten, die dem nämlichen Tangentialpunkte an-

gehören, entspricht daher stets ein Winkelunterschied gleich *
. Be-

trachtet man aber die sechs in dem Schema (7) aufgestellten Inter-

valle der Curve, welche durch die Punkte b und d gebildet werden,

so liegt der eine Berührungspunkt stets um drei Intervalle weiter

rechts oder links als der andere. Daraus folgt, dass der eine Berüh-

rungspunkt immer in dem nämlichen durch die Punkte d gebildeten

Abschnitte liegt, wie der Tangentialpunkt, der andere aber in einem

der beiden anstossenden Abschnitte. Man übersieht dies am einfach-

sten bei dem Abschnitte d' d" , welcher den Wendepunkt b (0 = 0)

enthält. Zu dem Ende setze mau

und sehreibe die Zahlen in dem Schema (7) als Coefficienten von ^ ,

also folgendermassen :

d b" d' b d" b' d
— 6—4- 2 0 2 4 G

.

Dann liegt der Punkt (0) zwischen d' und d", wenn a eine zwischen

— 1 und -f- 1 liegende Zahl ist, und zwar zwischen d' und b, oder

zwischen b und d", jenachdem a negativ oder positiv ist. Die dem

Berührungspunkten angehörigen Coefficienten von ^ sind nun

— « und 6 — a,

der erstere liegt demnach ebenfalls zwischen (/' und d", und zwar auf

der anderen Seite des Wendepunkts, der zweite aber liegt für ein

positives a zwischen 5 und 6, also in dem Abschnitte d"d
f

für ein

negatives a dagegen zwischen 6 und 7, oder was dasselbe ist, zwi-

schen — 6 und — 5, d. h. in dem Abschnitte dd'. Der zweite Berüh-

rungspunkt liegt also jedesmal in dem an denjenigen Punkt d anstos-

seuden Abschnitte, welchem der Ausgangspunkt am nächsten liegt.

Ausserdem zeigt sich, dass der mit dem Tangentialpunkte in dem
34*
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nämlichen Abschnitte befindliche Berührungspunkt dem Wendepunkte

näher liegt, als der Tangentialpunkt. Setzt man daher das Tangen-

tenziehen in der Weise fort, dass man jedesmal nur den in dem Ab-

schnitte d' d" liegenden Berührungspunkt berücksichtigt, so werden

die Zahlencoefficienten der Berührungspunkte nach und nach

. a a
!

«

und daher nähert sich der Berührungspunkt ohne Aufhören dem

Wendepunkte. Da sich dies nun in den anderen Abschnitten ebenso

verhält, so hat man zusammenfassend folgenden Satz:

Eine Curve dritter Ordnung mit einem conjugirten

Punkte wird durch ihre Durchschnitte mit den harmoni-
schen Polaren der Wendepunkte in drei Abschnitte ge-

theilt, so dass in jedem Abschnitte ein Wendepunkt liegt.

Zieht man aus einem Punkte der Curve die beiden Tangen-
ten an dieselbe, so liegt stets nur der eine Berührungs-
punkt in demselben Abschnitte, wie der Ausgangspunkt;
zieht man dann aus diesem Berührungspunkte wieder die-

jenige Tangente, deren Berührungspunkt in dem nämli-
chen Abschnitte liegt, und setzt dies fort, so nähert sich

der Berührungspunkt dem in diesem Abschnitte liegenden

Wendepunkte, indem er abwechselnd von der einen Seite

des Letzteren auf die andere hinübergeht. v

Ausserdem bemerke man Folgendes: Sind s und t die Berüh-

rungspunkte der beiden aus einem beliebigen Punkte (0) der Curve

an diese gelegten Tangenten, und (s) und (t) die ihnen zugehörigen

Winkel, so ist

e)---!-, (o-f - ?
•

Zieht man aus diesen wieder die Tangenten und nennt s,', &/ und

t
2
' die neuen Berührungspunkte, so hat man

m - + ! ,(«,-)- 1 + -Î-
.
«.') - - " + -i e.') - 4- + -f

•

Nun ist aber

m + <».') + (<•/)= î - t + ! + 1 + ! - *

W + (V) + (V) - - - l + -f + * + -f - w
>

daher liegen sowohl t
y
s,', s2

' als auch s, t
x

'

f /./ in gerader Linie. Das-

selbe gilt auch, wenn der Doppelpunkt ein eigentlicher ist. Denn be-

zeichnet man in diesem Falle die den Punkten zugehörigen Zahlen

ebenso wie oben die Winkel und giebt dem Ausgangspunkte die Zahl

v
f
so hat man (§. 3.)
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«- ,+
';

* w

Da aber hieraus

W (0 = (V) M
M + (V) = -

(J
=

folgt, so ergiebt sich

M + M + IO + MMW-ft
Mail hat dalier folgenden Satz : Zieht man aus einem Punkte

einer Curve dritter Ordnung mit einem (eigentlichen oder
conjugirten) Doppelpunkte die beiden Tangenten an die

Curve* und wiederholt dies mit einem der beiden Berüh-
rungspunkte, so liegt der andere mit den neuen Berüh-
rungspunkten allemal in gerader Linie.

Eine besondere Beachtung verdient nun noch der specielle Fall,

wenn die Tangentenziehung in den drei Wendepunkten beginnt und

aus sammtlichen auftretenden Berührungspunkten fortgesetzt wird. Man
erhält dann, da aus jedem Wendepunkte nur eine Taugente möglich

ist, successive

3 , 3.2 , 3.22
, 3.23

, . . . . 3.2"

Punkte. Die ersten Berührungspunkte sind die Punkte rf; drückt man
die Urnen und den Wendepunkten b angehörigen Winkel durch die

kleinsten positiven Vielfache von ~ aus, so erhält man statt des Sche-

mas (7) das folgende:

b d" b' d b" d'

0 1 2 3 4 5.

Bei der nächsten Tangentenziehung aus den neuen Berührungspunkten

d treten nun Vielfache von ~ auf, als solche verwandeln sich die vori-

gen Zahlen in che doppelten, also in die geraden Zahlen

b d" b' d b" d'

0 2 4 6 8 10.

Für die neuen Berüliriingspunkto aber erhält man

aus d" ... — 1 oder 11, aus d ...— 3 oder 9, aus d' ... — 5 oder 7

6— 1 oder 5, 6— 3 oder 3, 6 — 5 oder 1,

also alle ungeraden Zahlen zwischen 0 und 12. Werden nun aus die-

sen Punkten aufs Neue Tangenten gezogen, so treten Vielfache von

^ auf. Die gefundenen Zahlen werden dann die geraden Zahlen

l - V\ — V*

V

= 1

-2(0
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b <r h' d h" <r

0 2 4 <> 8 10 12 14 16 18 20 22

mal für die neuen Berührungspunkte erhält man wieder die ungeraden

Zahlen. Fahrt man so fort, so sieht man, dass die den sämwtlicheu

Punkten angehorigen Winkel die sämmtlichen Vielfachen von —*- wer-
3.2

den, indem die Coefficienten die natürlichen Zahlen von 0 bis 3.2* — 1

sind, und von diesen gehören die ungeraden Zahlen den sämmtlichen

zuletzt auftretenden Berührungspunkten an.

Wir wollen die Zahl 3.2* mit 2p bezeichnen. Nun liegen drei

Punkte jedesmal in gerader Linie, wenn die Summe der zugehörigen

Winkel gleich einem Vielfachen von n ist. Da die Winkel alle als

Vielfache von dargestellt sind, so tritt dies jedesmal und nur dann
tp

ein, wenn die Summe der drei entsprechenden Coefficienten ei» Viel-

faches von 2p ist, und da alle diese Zahlen auf ihre kleinsten positi-

ven Werthe reducirt sind, so treten als Vielfache von 2p nur entwe-

der 2p selbst oder Ap auf.

Um nun die Anzahl der Geraden zu finden , welche durch einen

bestimmten der 2p Punkte und zugleich durch zwei der übrigen hin-

durchgehen, mögen a, ß, y irgend drei auf diese Art zusammenge-

hörige Punkte und zugleich die ihnen entsprechenden Zahlencoeflficieu-

ten bedeuten. Hält man « fest, so kann man ß nach und nach ab-

nehmend alle ganzzahligen Werthe von 2p — 1 bis 0 geben. Dann
beginnt y mit dem Werthe 4p — « — (2p — 1) = 2p — a -f- 1 und

nimmt zu bis 2p— 1 , worauf man für 2p Null zu selireiben hat, und

die Werthe 1,2, . . . 2p — a folgen. Man hat also folgendes Schema
zusammengehöriger Wertheaß y—* •>

—

* —

'

a 2p— 1 2p-tt+\
« 2p — 2 2p — et + 2

a 2v — a +\ 2p— 1

« 2p — a 0

« 2p — « — 1 1

« 0 2p «

Demnach kommen sowohl in der Reihe der ß, ;ils auch in der Reihe

der y alle Zahlen von 0 bis 2p — 1 vor. Nun gehören aber zu den
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zu betrachtenden Geraden diejenigen Gruppen nicht, in welchen zwei

der Zahlen a
} ß, y einander gleich sind, denn diese liefern Tangen-

ten. In dieser Beziehung ist zu unterscheiden, ob a gerade oder un-

gerade ist. Ist a gerade, so kommt es zwei Mal vor, dass ß= y ist,

einmal in der Reihe y zwischen 2p — a -f- 1 und 2p— 1, nämlich für

ß = y = 2p — ~, das andere Mal zwischen 0 und 2p— «, nämlich

für ß= y=p — |- • Dies liefert offenbar die beiden aus a an die

Curve gehenden Tangenten. Ausserdem wird sowohl ß, als auch y
einmal gleich «, und diese beiden Gruppen geben die Tangente in a

selbst. Rechnet man diese 4 Gruppen von den vorhandenen 2p ab,

so kommt in den übrigbleibenden 2p — 4 jedes Paar ßy einmal in die-

ser und einmal in der umgekehrten Ordnung vor, daher geben je zwei

Gruppen die nämliche Gerade, und die Anzahl der durch a gehenden

Geraden ist p — 2. Eine Ausnahme machen hier die Wendepunkte,

fur welche a = 0, = , = ist; dann ist nämlich die in a statt-

findende Tangente die Wendetangente, so dass alle drei Zahlen a, ß,

y einander gleich werden. Statt der vorhin abzurechnenden vier Grup-

pen hat man jetzt nur zwei abzurechnen, indem die beiden letzten un-

ter den früher erwähnten mit einer der beiden ersten zusammenfallen.

Es bleiben hier also 2p— 2 Gruppen übrig, von denen je zwei die-

selbe Gerade liefern , und durch jeden Wendepunkt gehen daher p —-

1

Gerade. Rechnet man aber der Gleichförmigkeit wegen diejenige Ge-

rade, welche die drei Wendepunkte selbst verbindet, nicht mit, so

hat man auch für jeden Wendepunkt p — 2 Gerade, und uiau kann

dann sagen, durch jeden einer geraden Zahl a entsprechenden Punkt

gehen p— 2 Gerade hindurch.

Ist et eine ungerade Zahl, so kann es nicht vorkommen, dass ß,

y einander gleich werden, weil von diesen Zahlen nothwendig die eine

gerade, die andere ungerade sein muss. Den ungeraden Zahlen a ge-

hören ja auch, wie wir gesehen haben, die zuletzt auftretenden Be-

rührungspunkte an , und von diesen sind keine Tangenten mehr an die

Curve gezogen. Daher kommen hier von sämmtlichen 2p Gruppen

nur die beiden in Abzug, in welchen entweder ß oder y gleich a ist;

also bleiben hier 2p— 2 Doppelgruppen übrig, und die Anzahl der

existirenden Geraden ist p — 1. Diese Geraden kommen nun alle

mehrfach vor, jedoch ist die Anzahl der von einander verschiedenen

leicht zu bestimmen. Denn da die Anzahl der Punkte sowohl mit ge-

radem als auch mit ungeradem Coefficienten gleich p ist, so hat man
im Ganzen p (p — 2) + p (p — 1) = p(2p — 3) Gerade, von denen

jede durch drei Punkte hindurchgeht, also drei Mal gezählt ist. Da-

her ist die Anzahl der von einander verschiedenen Geraden gleich
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v (f 1) = 3.2- l

(2- - 1)

oder wenn man nun die die Wendepunkte verbindende Gerade wieder

hinzurechnet, gleich 3.2*
-1

(2* — 1) + 1. Alles zusammenfassend

kann mau demnach folgenden Satz aussprechen: Zieht man aus

den drei Wendepunkten einer Curve dritter Ordnung mit
einem coujugirten Punkte Tangenten an die Curve und
dann fortgesetzt aus jedem Berührungspunkte wieder, so

erhält man nach der w lcn Tangentenziehung im Ganzen
3.2" Curvenpunkte. Diese liegen zu je dreien in

3.2- 1

(2
n - 1) + 1

Geraden, von denen durch jeden der zuletzt aufgetretenen

Berührungspunkte und durch jeden Wendepunkt 3.2"-1—
1,

durch jeden der übrigen Punkte aber 3. 2*~
l— 2 hindurch-

gehen.

Prag, den 18. Januar 1861).
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Das Problem der Projectivität und seine Anwendung

auf die Flächen zweiten Grades.

Von Ruü. Sturm zu Bromberg.

Unter dem Problem der Projectivität oder der Homographie ver-

steht man das Problem, zu zwei Gruppen von einer gleichen
Anzahl Punkte einer Ebene zwei zu einander gehörige
(„correspondirende") Punkte zu finden, welche resp. mit
den Punkten der einen und der andern Gruppe verbunden
entsprechende Strahlen von zwei projectivischen Strahl-

büscheln liefern. Die Punkte der beiden Gruppen, nach denen

entsprechende Strahlen laufen sollen, wollen wir homologe Punkte

nennen und mit demselben Index bezeichnen. Dass die Anzahl der

Punkte in jetler Gruppe mindestens vier sein muss, leuchtet ein, weil

sonst von einem anharmonischeu Verhältniss und von Projectivität

gar nicht die Itede sein könnte; als die höchste Zahl von Punkten

einer Gruppe wird sich in der Untersuchung sieben ergeben.

L

1. Es seien zwei Gruppen G* und P gegeben von je 4

Punkten: fr, &, fr., ò4 ; ft ft2 ft; ft . Eia beliebiger Punkt px in der

Ebene der beiden Gruppen erzeugt mit den Punkten von G l einen

Kegelschnitt Sx . Der Kegelschnitt ZX) dessen Punkte nx mit ft ftft ft

dasselbe anharmonische Verhältniss umfassen wie die Punkte von Sx ,

unter ihnen px , mit b
{
b^b^bAi ist leicht punktweise zu construiren.

Da nämlich Sx durch 5 Punkte gegeben ist, so lässt sich linear in

jedem derselben, z. ß. in 6, die Tangente b
t
t construiren; dann sucht

man in dem Büschel um ß t
den Strahl ftr auf, so beschaffen, dass

ft (*ftftft) = *i (tb
2
63 W,

so ist Zx derjenige Kegelschnitt durch ft ft ft ft , welcher ftr in ß x
be-

rührt, denn es ist, wenn itx ein Punkt auf Zx ist,

** (ft ß2 ft ft) - ft (* ft ft ft) = h
x

(< hi b, b
é )
= Px (6, b2 b, bA).
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Neimen wir die beiden Kegelschnitte Sx und îx , deren Punkte

px und nx resp. mit G 1 und P gleiches unharmonisches Verhültniss

umfassen, analoge Kegelschnitte, so können wir also den Satz auf-

stellen :

Jeder Punkt eines Kegelschnitts durch die vier Punkte
der einen Gruppe correspondit allen Punkten des analogen
Kegelschnitts durch die vier Punkte der andern Gruppe.

Den acht Punkten der beiden Gruppen correspondiren
offenbar alle Punkte der Ebene, wenn man jeden seiner
Gruppe zuordnet.

2. Die beiden Kegelschnittbüschel durch G l und P sind ersicht-

lich projectivisch , da je einem Kegelschnitt des einen einer und nur

einer des andern entspricht, analog ist.

Analoge Kegelschnitte schneiden sich in Punkten, die sich selber

correspondiren. Also ist der Ort sich selbst correspondirender Punkte

eine Curve vierter Ordnung, welche durch die Punkte beider Gruppen
geht.

3. Analoge Kegelschnitte sind auch die homologen
Geradenpaare der beiden Büschel, z. B. b

2 ,
b

:i
b
4 )
und (ß { ß2 ,

ß,A ß4 ).
Denn wenn p x ein Punkt auf ?>.,, ä, einer auf ß x ß2 ist, so

ist ersichtlich :

p x (6, b
2
b
3
b
4 )
= nx (0, ß2 ß :i ß4 ) }

denn die Projectivitiit ist hergestellt durch das Entsprechen von

P* (l'i 1>z b
4 )

und nx (/3 1 03 ß4 ).

Da nun px b2
mit px &, und nx ß2

mit izx ß {
zusammenfällt, so ent-

sprechen sie sich auch.

Liegt aber px noch auf b
t
b2t xx jedoch auf ß4f so ist jederzeit

AAA) = *. (ft A ßi ft)>

ferner:

p* (t, b2 b
3 b

4 )
= n x (ß3 ß4 ß x ß2),

weil gleichzeitig px b
2
mit px b

{
und nx ßA

mit izx 6-, zusammenfallt,

also:

Px (by b2
b.
ò
b
4)
= jcx (ß x ß2 & ß4 ).

Die beiden übrigen Fälle sind den behandelten ähnlich.

n.

4. Jede Gruppe werde um einen Punkt bu resp. ßh
ver-

mehrt, so dass sich die Gruppen G b und f"
s ergeben. Es

sei wieder p, ein Punkt in der Ebene beider Gruppen. Er erzeugt

mit den beiden Gruppen (i>, b
u b

{
b
4 )

und (/>, h, b3 bb) zwei Kegel-

schnitte S'x und S£, deren analoge durch 0, ß 2 ß :i 0, und ß x 0, /?., ß%
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die Kegelschnitte Z* und Z* seien; deren vierter Schnittpunkt neben

0i 02 0s i8* der einzige correspondirende Punkt %x von px in Bezug

auf die beiden Gruppen Gr5 und

Also wenn 2 Gruppen von je 5 Punkten gegeben sind,

deren Punkte einander als homologe zugeordnet sind, so

giebt es im Allgemeinen für jeden Punkt ihrer Ebene,
wenn man ihn mit der einen Gruppe zusammenstellt, nur
einen correspondirenden.

Der Punkt itx ist als vierter Schnittpunkt von zwei Kegelschnit-

ten, die durch eine hinreichende Anzahl von Punkten gegeben sind,

zu construiren, da die drei anderen Schnittpunkte bekannt sind.

Statt mit den beiden oben gewählten Gruppen von 4 Punkten

aus G b hätten wir offenbar mit je zwei anderen solchen Gruppen

zusammenstellen können.

5. Es sei S
tt
der Kegelschnitt durch die fünf Punkte der Gruppe

G u
. Suchen wir seine analogen Kegelschnitte Z,

,
Z2 ,

Z3 ,
Z,, Z5

durch ft ft ft ft; ft ft ft ft; ft ft ft ft; ft ft ft ft; ft ft ft ft (d.h.

indem wir S0 als Kegelschnitt durch b2 &3 6, bb \ 6, 63 b
x
65 ;

b
i
b
2
b
x

Z>
5 ;

b\ &
2 &i h? b3

64 auffassen), so ist ersichtlich, dass z. B. dem
Punkte !>

t
— der Strahl b

{
6, wird unbestimmt und kann beliebig,

also der projectivischen Beziehung entsprechend gewählt werden —
alle Punkte von Zj correspondiren und auch allen Punkten nx von Z,

nur der Punkt b
x
correspondirt, denn der analoge Kegelschnitt S0 des

Kegelschnitts Z, = (ft ft ft ft Ttx) wird von dem analogen Kegel-

schnitte zu (ft ft ft ft äz), der durch ò, 63 b
x
b
u

geht, eben ausser

m ^3 \ nur n°ch in getroffen.

Aehnlich ist es mit b.
2
und Z

2 ,
bò und Z3 ,

6
4
und Z

4 ,
b
&
und Zv

6. Die beiden Kegelschnitte Z, und Z2
haben ausser ß :i ft ft

noch einen Punkt ft gemein , der als Punkt von Z, , dem analogen

Kegelschnitte zu S0 durch ft ft ft ft, die Eigenschaft hat, dass

00 (02 03 0,05) (6, &3 M.0>
wenn px ein beliebiger Punkt auf S0 ist, und als Punkt von Z2

der-

artig ist, dass

0o (0i 03 0i 0s) = P* (&i &3 h hY
Folglich ist:

00 (01 02 03 04 06) = P* (&| &2 &3 &1 W-
Demnach correspondirt dieser Punkt ft allen Punkten von Sa und durch

ihn gehen auch die übrigen drei Kegelschnitte Z3 ,
Z

4 ,
Zv

Wenn in entsprechender Weise die Kegelschnitte S2 ,

6'
3 ,
Sit &5

den Punkten ft , ft, ft, ft, ft correspondiren, so correspondirt der

Punkt &„, der ihnen allen gemeinsam ist, allen Punkten des Kegel-

schnitte Z„ = (0, ft ft ft ft).
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Also jedem Punkte einer der beiden Gruppen corre-

spondiren, wenn er derselben zugeordnet wird, unendlich
viele Punkte, die auf einem Kegelschnitte liegen, dessen
Punkte mit den vier Punkten der andern Gruppe, die je-

nem nicht homolog sind, dasselbe anharnionische Verhält-
niss umfassen, wie der Punkt mit den vier übrigen Punk-
ten seiner Gruppe.

Ausserdem giebt es für jede Gruppe noch einen Punkt,
der allen Punkten des Kegelschnitts correspondit, den
die fünf Punkte der andern Gruppe erzeugen, und der auf
den correspondirenden Kegelschnitten dieser fünf Punkte
liegt.

Jeder dieser beiden Punkte bQ und ßti
ist als vierter Schnittpunkt

zweier durch Punkte hinreichend bestimmten Kegelschnitte neben drei

bekannten Schnittpunkten zu construiren.

Wir wollen ft0 resp. ßn den verbundenen Punkt der Gruppe
Cr '* resp. I"/' in Bezug auf (rb und P nennen.

7. Ordnen wir eine beliebige Gerade L der Gruppe G b zu, so

lässt sich leicht von vorn herein erkennen, dass der Ort der Corre-

spoiidenten ilirer Punkte, die correspondirende Curve von L, 5. Ord-

nung mit 6 Doppelpunkten ß0 ß t ß.t /33 ß x ß:>
sei. Dass diese Punkte

Doppelpunkte auf der gesuchten Curve sind, erhellt daraus, dass L
jeden der G Kegelschnitte Soy £, ,

S2 ,
»S

3 ,
S

4 , denen diese Punkte

correspondireu
,
doppelt trifft. Da die Curve auf die Gerade L punkt-

weise bezogen ist (punteggiata projettivamente) , so wird sie mit ihr im

Geschlecht übereinstimmen*), also vom Geschlechte 0 sein, d. h. die

bei ihrer Ordnung grösstmogliche Anzahl von Doppelpunkten besitzen*,

folglich ist die Ordnung diejenige positive Zahl, die der Gleichung

fn — 1) (n-2) ^ ß
1.2

genügt, mithin 5. Oder auch die zweien verschiedenen Geraden corre-

spondirenden Curven können ausser den 6 gemeinschaftlichen Doppel-

punkten nur noch den Correspondcnten des Schnittpunktes der beiden

Geraden gemein, also im Ganzen 4 • 6 -f- 1 = 25 Schnittpunkte haben,

folglich sind sie 5. Ordnung.

8. Doch lässt sich dies Resultat auch auf anderem Wege errei-

chen, wenn wir vorerst die correspondirende Curve einer Geraden

aufgesucht haben, welche durch einen Punkt der Gruppe geht, der

sie zugeordnet ist, z. B. einer Geraden Llf die durch den Punkt Î»,

*) Clebsch, über die Singularitäten algebraischer Curven, Journal von Crelle-

Borchardt Bd. 64 Seite 98. Cremona, Preliminari di una teoria geometrica delle

superficie. Nr. 55.
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geht. Wir sehen von dem Kegelschnitte I, ab, der dem Punkte b
x

selbst entspricht. Der correspond irende Punkt itx jedes Punktes p x

auf L
x
werde stets hier als der vierte Schnittpunkt der beiden Kegel-

schnitte Zi und Tg durch ß x ß., ß3 ß x
und ß x ß2 ß3 ßb betrachtet, welche

den Kegelschnitten S'x = (p* b
x
b
2

b.
K
6

4 )
und tf* = (px b

x
b2 b

3
b

:)
analog sind. Die Kegelschnittbüschel S'x und A£ sind perspectivisch,

indem die entsprechenden Kegelschnitte die Gerade L
x

in demselben

Punkte px treffen; mithin sind die Büschel der analogen Kegelschnitte

T'x und Zi' projectivi8ch
,

folglich durchläuft der Schnittpunkt irx ent-

sprechender Kegelschnitte — der einzige, welcher variabel ist — eine

Curve vierter Ordnung. Dieselbe hat die drei Punkte ß x ß2 ß3t welche

Gnind^unkte von beiden Büscheln sind, zu Doppelpunkten, die Punkte

ß x ßh
zu einfachen Punkten. Jedoch wenn px in die Lage (L

x ,
b2

b
:i )

kommt, so löst sich S'x in (b
2
6
3 , 6, b

x), S'x in (b2 63 ,
b

x
bh ) auf. Die

analogen Kegelschnitte sind (No. 3.) die Geradenpaare (ß2 ß3 , ß x ß x )

und (ß2 ß3 , ß\ ßh ), welche die ganze Gerade ß.2 ß3
gemein haben, so

dass sich der eigentliche gesuchte Ort auf eine Curve dritter Ordnung

A,
3 reducirt, welche blos ß x

zum Doppelpunkte hat, da ßtf ßA
auch

auf dem zweiten Bestandteile liegen.

Der Punkt ßn liegt auch auf A, 3
; er correspondirt dem zweiten

Schnittpunkte von L
x
mit SQ .

Die correspondirende Curve einer Geraden, die durch
einen der Punkte der Gruppe geht, welcher sie zugeordnet
ist, ist eine Curve dritter Ordnung, welche durch die 5

Punkte der andern Gruppe und den derselben verbunde-
nen Punkt geht und zwar den homologen Punkt jenes

Punktes zum Doppelpunkte hat. Sie ist — was zu erwarten

war — wegen dieses Doppelpunktes vom Geschlechte 0 und wird durch

den Kegelschnitt I,, der dem Punkte b
x

correspondirt, zur Curve

fünfter Ordnung vervollständigt, die, da Z, durch ß2 ß:i ß{ ß& ßiX

geht, und dort A, 3 trifft, auch diese Punkte zu Doppelpunkten hat.

9. Viermal zerfällt, wenn L
x
sich um b

x
dreht, Ai

3 in eine Ge-

rade und einen Kegelschnitt (bekommt noch einen zweiten Doppel-

punkt), wenn nämlich L
x
in die Lage b

x
b2ì b

x
b3i b

x
bi} b

x
b

:>
kommt.

Z. B. der Geraden 6, 6
2
correspondirt die Gerade ß x ß2

und der Kegel-

schnitt Z2 , welcher letztere dem Punkte b
2

allein correspondirt. Für

jeden Punkt px auf b
x
b2

zerfallen S'x und b"x in (b
x
b2) b

3 b
A )

und

(Ma ih h)> deren analoge Kegelschnitte (ß x ß2 , ß3 ß4 )
und (ß x ß21 ß3 ß:)

sind, welche ausser ß.
x
(auf Z

2 )
die ganze Gerade ß x ß2

gemein haben,

so dass diese bei allen Punkten p x von b
x
b2 als Erzeugniss auftritt,

der Kegelsclinitt Z2
nur bei b

2
. Aber jedem Punkte px auf b

x
b
2
—

abgesehen von b
x
und b

2
— correspondirt nur ein Punkt nx auf ß x ßv

nämlich der zweite Punkt, in dem ß x
ß., ausser in ß2

dem Kegel-
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schnitte durch 0, ß3 ß { ßu begegnet, welcher dem Kegelschnitte

(px b
i
b 3

h
t
b

:>)
analog ist. — Den Geraden b

x
63 , />, b

t ,
b

t

b,
f
corre-

spondiren die Curven (0, ß3f Z3), (0, ßif Z
t ), (ß l ßh ,

Z5 )-

Die sämmtlichen Curven A, 3
, die den durch b

t
gehenden Geraden

L, correspondiren , haben den Doppelpunkt 0, , also damit 4 Punkte

und die fünf Punkte ß2 ß3 ßx ß$ ßu gemein, folglich bilden sie ein

Büschel, das ersichtlich dem Büschel L
x
projectivisch ist.

Die volle correspondirende Curve einer solchen Curve A, s ist übri-

gens 3*5= 15. Ordnung und besteht aus der Geraden L
i
und den

sechs Kegelschnitten S
t
S2 S3

S
t
S

b Sa , von denen S
i
doppelt zu reeb-

nen ist.

10. Sei nun L eine beliebige Gerade, die durch keinen der Punkte

der Gruppe G h geht, der wir sie wieder zuordnen, und px ein beweg-

licher Punkt auf ihr. Die beiden Strahlbüschel L
t
= b

x px und

L
2
= b

2 px sind perspectivisch
,
folglich die beiden Büschel der ihnen

correspondirenden Curven A, 3 und A2
3 projectivisch. Die Curven A, 3

haben den Punkt ß x
zum Doppelpunkt, ß2 ß^ ßx ßh ßQ zu einfachen,

die Curven A2
3 gehen durch ß2

zweimal , durch ß x ß3 ßA ß:, ß0 einmal.

Je zwei entsprechende, die den Geraden L, = b
x px und L

2
= b

2 px
correspondiren, haben ausser ß x ß2) die doppelt rechnen, und ß3 ßA ßu ß„

noch den correspondirenden Punkt nx zu px gemein. Dieser durch-

läuft also eine Curve sechster Ordnung, welche ß x ß2
zu dreifachen,

ß* ßx ß:, ßo zu Doppelpunkten hat. Jedoch die identischen Geraden 6, b
2

und b
2
b

i
entsprechen sich

,
folglich auch ihre correspondirenden Cur-

ven (0, ß2) Z2)
und (ß2 ß t ,

Z,), welche die ganze Gerade 0, ß2
gemein

haben. Diese Gerade reducirt die Ordnung der gesuchten Curve auf

5 und auch die Triplicität von /?, und ß2
in eine Duplicität.

Also hat eine beliebige Gerade, welche einer der bei-

den Gruppen zugeordnet wird, zur correspondirenden Curve
eine Curve fünfter Ordnung (vom Geschlechte 0), welche
durch die Punkte der andern Gruppe und den derselben
verbundenen Punkt doppelt geht.

Der correspondirende Punkt zu dem Punkte, in dem die Gerade

von der Verbindungslinie zweier Punkte der ersten Gruppe getroffen

wird, ist der dritte Schnittpunkt der Verbindungslinie der homologen

Punkte mit der Curve fünfter Ordnung. Die volle correspondirende

Curve zu A 5 besteht aus den 6 doppelten Kegelschnitten S
l
S2 S3

S
4
S,,Su

und der Geraden L, ist also von der Ordnung 25 = 5« 5.

Fünf Punkte einer Geraden L haben ihre correspondi-

renden auf L in den Schnittpunkten von L und A6
. Oie

ersteren sind dann die Schnittpunkte der Geraden L mit ihrer corre-

spondirenden Curve L b
}
wenn man L als Gerade A der Gruppe P

zuordnet.
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11. Die correspondireiiden Curven aller Geraden L eines Strahl-

büschels bilden ein Curvenbüschcl , denn sie haben die sechs Doppel-

punkte, also 24 Punkte, und den correspondireuden Punkt des Grund-

punkts des Strahlbüschels gemein.

Jede solche Curve ist durch die sechs Doppelpunkte und zwei

Punkte — die correspondireiiden derer, durch die man sich die Gerade

L bestimmt denkt — determinili. Jeder Doppclpunkt hat ja auch Für

die Bestimmung einer Curve die Bedeutung von drei Punkten und 20

Punkte bestimmen eine Curve fünfter Ordnung.

m.

12. Jede der beiden Gruppen G b und T' werde durch
Hinzufügungeines Punktes b

Q resp.ft in eine Gruppe Gö resp.

r fl verwandelt. Es seien G^ und r,
;> zwei andere homologe Grup-

pen in 6r
r
* und T 6

, z. B. />, b2 b^ b
4
bn und ft ß2 ft ft ft. Die corre-

spoudirende Curve zu einer Geraden L in Bezug auf G u und P war

eine Curve fünfter Ordnung A\ welche ft ß2 ft ft ft ft zu Doppel-

punkten hat, die in Bezug auf G
x

u und I",
5 ist ebenfalls eine Curve

fünfter Ordnung A,', welche durch ft ft ft ft ft; ßlttl
doppelt geht,

wobei ft,, der der Gruppe C,
5 in Bezug auf die beiden Gruppen G

{

b

und l",
Ä verbundene Punkt ist. Diese beiden Curven haben die vier

Doppelpunkte ft ß2 ft, ft gemein, welche für 1(3 Schnittpunkte rech-

nen ; ausserdem haben sie noch neun Punkte n gemein. Jedem dieser

Punkte 7t entspricht also auf L ein Punkt p'
}
derartig, dass

V (6, M3 M») = *(ft ft ft ft ft),

und ein Punkt p" derartig, dass

V" (ä, h h h h) = * {ßt ft ft ft ft)-

Diese beiden Punkte p' und p" liegen auf dem Kegelschnitte durch

ò, b
2
b
3
b if der zu (ä ft ß2 ft ft) analog ist, und da derselbe zwei

Schnittpunkte mit L hat, so können die beiden Punkte p' und p"

verschieden sein. Also nicht alle neun Punkte it haben correspondirende

Punkte p auf L derartig, dass

p (6, b2
b, b, b6 bG ) =- n (ft ß 2 ft ft ft ft ;);

denn das findet eben nur statt, wenn p' und p" identisch sind. Wir

müssen also, um zu entscheiden, wie viele von den neun Punkten die

genannte Eigenschaft haben, einen andern Weg einschlagen.

13. Wir legen L wieder durch einen der Punkte der Gruppe,

welcher wir diese Gerade zuordnen, z. B. durch /;,. Die correspon-

dirende Curve von L = L
{

in Bezug auf die Gnippon G h und T 5 ist

eine Curve dritter Ordnung A, 3
,
abgesehen von Z, , welche dem Punkte

o, allein correspond irt. In Bezug auf die beiden Gruppen G
t

b und
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r,
5 correspondre der Geraden eine Curve A?,i, abgesehen von X,,,,

welcher dem Punkte 6, in Bezug auf diese beiden Gruppen corre-

spondirt.

Die beiden Curven A, s und A?,i haben den Doppelpunkt ft und

die drei einfachen Punkte ft ft ft geraein , also ausserdem noch zwei

Punkte ri ri'. Jedem dieser beiden Punkte n' und ri'
ì

z. B. ri ent-

spricht auf L ein Punkt p' derartig, dass p (b
l
b
2
b.

i
b

l
b

:>
) = w'(ftftjftft/35 ),

und ein Punkt jî,' derartig, dass^,' {b
i
b.

ì
b

:i
b

i
b^ = ri (ftftftftft) ist.

Da nun aber alle Punkte, welche mit b
x
b2

ft
3
b

x
das anharmonische

Verhältni8s ri (ft ft ft ft) umfassen, unter ihnen p und pXf auf einem

Kegelschnitte durch b
i
b2 \bA

liegen, der der Geraden Z», ausser in

?>, nur noch einmal begegnet, so müssen die beiden Punkte p' und

p x
identisch sein: p'

}
also ist

(6, b2 b, b
A
bh b6)

= *'
(ft ft ft ft ft ß«).

Ebenso
p" (6i b

2
b3 b

A
bb bt)

= %"
(ft ß2 ft ft ft fib ).

Dem Punkte b
x

correspondirt auf A, 3 ausser ß2 ft ft ft ft, noch

ein Punkt in Bezug auf G ''und l"
5

, nämlich der sechste Schnittpunkt

von Z, mit A, 3 neben den genannten Punkten, und mit diesen ist ar'

oder ri' im Allgemeinen nicht identisch, ebenso wenig wie mit den

sechs Punkten auf A?,i, welchen 6, in Bezug auf (?,• und I",
5 corre-

spondirt. Der vierte Schnittpunkt ft' von Z, und Z,,, ausser ß2 ft, ft

ist derjenige Punkt, welcher dem Punkte b
t

in Bezug auf G° und T ,;

correspondirt oder auch in Bezug auf die beiden Gruppen &
2

fr
3 &4

fr,, ft,,

und ßißzßißußv !» der That, weil er auf Z, liegt, so ist

6, (b2 b
3 &

4
&5) = ft'(ft ft ßA ft),

und weil er auf Z,,, liegt,

MMsMe)"A'(ftAAA),
also ist:

b
x
(b2 ò3 b

A
b
& bG) = ft' (ft ft ft ft ft),

mithin auch, da b
x
b

x
beliebig ist, also passend gewählt werden kann,

h (6, b2 b
3
b
A
bb bb) = ft' (/I, ft ft ft ft ft).

Weil aber b
x
zu den beiden Gruppen b

2 b3
b
4
bh b6

und ft ft ft ft ft
beliebige Lage hat, so giebt es nur einen correspondirenden in Bezug
auf dieselben und demnach auch in Bezug auf Cr 0 und

Es konnten nun noch die Schnittpunkte von Z, und A?,i und von

Z|,, und A| 3 in Betracht kommen. Aber wenn z. B. fi ein Schnitt-

punkt von Z, und A?,i ist, so ist sein correspondirender in Bezug auf

G b und r 5
, weil (i auf Z, liegt, der Punkt b

x
, der aber in Bezug auf

Gr,
5 und r, 5 kann nun nicht auch b

x
sein, weil sich sonst ergäbe, dass

ft und b
x
correspondirend seien in Bezug auf G n und T 0

, während es

doch nur b
x
und ft' sind.
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Also giebt es auf der Geraden L
l

(durch b
x
) nur drei Punkte:

b\> P t P "> welche correspondirende Punkte in Bezug auf G 6 und I"
6

besitzen: ß x , 7t', 7t".

Wir vermuthen daraus schon, dass der Ort der der Gruppe G 6

zugehörigen Punkte, welche in Bezug auf die beiden Gruppen 6r 6 und

r° correspondirende Punkte haben, eine Curve dritter Ordnung und

natürlich der Ort dieser correspondirenden Punkte eine eben solche

Curve ist.

14. Um dies genauer einzusehen, drehen wir, damit alle Punkte

der Ebene erschöpft werden, die Gerade L
x
um den Punkt b

x
. Die

Curven A, 3 beschreiben ein Büschel, dessen Grundpunkte der vierfache

Punkt ß x
und die Punkte ß2 /33 ß x ß0 ß0 sind; ebenso die Curven A?,i

ein Büschel mit den Grundpunkten 4 ß x ß2 ß3 ß x ß% ßQtX
. Die beiden

Büschel sind projectivisch, indem sich die derselben Geraden L
x
corre-

spondirenden Curven entsprechen.

Die Punkte 7t' 7t" — die einzigen variablen Schnittpunkte ent-

sprechender Curven — beschreiben also eine Curve sechster Ordnung,

welche viermal durch ß x
geht, zweimal durch ß2 ß3 ß x

und einmal

durch ßh ßn ßa ß0 , x
. Aber sobald die Gerade L

x
in eine der Lagen

h
x

b.Jf b
x

£>3; b
t
bxi z. B. in die erste kommt, zerfallt A, 3 in ß x ß2 ,

T
2

und A*i in ß x ß2 ,
Z.,,, , wobei ü2 ., der dem Punkte b

2
in Bezug auf

die Gruppen G{* und l~,
J correspondirende Kegelschnitt ist. Diese bei-

den Curven haben die ganze Gerade ß x ß2
gemein. Also nimmt das

System der drei Linien ß x (ß2 ,ß3f ß x )
, für welches ß x

dreifacher Punkt

ist und ß2 ßz /34
einfache Punkte, an der Curve sechster Ordnung

theil, und der eigentliche Ort der Punkte n' %" reducirt sich auf eine

cubisene Curve P3
, auf der ß x ß.l ß^ßi ßh ß& ß0 ß0iX

einfache Punkte

sind.

Wie durch ß t)
und ß0 , x

, so geht diese Curve nothwendig auch

durch die vier Punkte, welche den vier übrigen Gruppen von 5 Punk-

ten in P in Bezug auf sie und die homologen Gruppen in G r> ver-

bunden sind , so dass von der Curve P3 ausser den Punkten der Gruppe

P noch 6 Punkte construirt werden können, also diese Curve hin-

länglich durch Punkte bestimmt ist.

Dass die Punkte p p" , denen die Punkte 7t' 7t" in Bezug auf G*

und r G correspondiren , ebenfalls eine Curve dritter Ordnung J23 bil

deu , die durch die 6 Punkte von G° und die verbundenen Punkte der

6 Gruppen von je fünf Punkten in G« geht, leuchtet ohne Weitere

ein. Die beiden Punkte p' p ' und der Punkt b
x
(No. 13) sind die

Schnittpunkte der Geraden L
x
durch b

x
mit dieser Curve.

Also: Wr enn zwei Gruppen von je sechs Punkten G* =
(bi h

t
63 b4

bs bG ) und P = (ß x ß2 ß, ß, ß, 06)
gegeben sind, so be-

MathemmtUcho Annalcn L 35
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finden sich alle Punkte für die es correspondirende %
von der Art giebt, dass

p (ft, b
2

ft
s

ft
4

ft
5

ft6)
= x (ß l ß2 ß3 ßx ft ßü )

ist, auf einer Curve dritter Ordnung Ji 3 und die Punkte
n ebenfalls auf einer Curve dritter Ordnung P3

. 7Ï3 geht
durch die sechs Punkte von Cr 6

, P 3 durch die von P, jene
auch durch die sechs Punkte, die den sechs Gruppen von
je fünf Punkten in G* in Bezug auf dieselben und ihre

homologen in I"
6 verbunden sind, P 3 durch die 6 Punkte,

die diesen b' homologen Gruppen verbunden sind.

Mithin auch, um die in No. 12. unerledigt gebliebene Frage zu

beantworten: Auf jeder beliebigen Geraden L, welche einer

der beiden Gruppen G 6 und I"
6 zugeordnet wird, giebt es

drei Punkte, welche correspondirende Punkte in Bezug auf
diese beiden Gruppen besitzen.

15. Die Punkte, welche den 12 verbundenen Punkten auf der

andern Curve correspondiren , sind leicht anzugeben. Der verbundene

Punkt von G u = (ft, b
2
b^b

x
ft.) ist ßn ) ihm correspondirt in Bezug

auf diese Gruppe und ihre homologe der Kegelschnitt I0= (/J, ß2 ß3 ßt ß:i ).

Dessen sechster Schnittpunkt mit P 3
ist der correspondirende zu ßQ

in Bezug auf G* und

Der correspondirende Punkt zu einem Punkte einer der beiden Grup-

pen, wenn dieser seiner Gruppe zugeordnet wird, hat sich schon ergeben

als der correspondirende Punkt des Gruppenpunktes in Bezug auf

die Gruppe der fünf übrigen Punkte und ihre homologe; z. B. der

correspondirende von ft, in Bezug auf G 6 und l~° ist der von ft,

in Bezug auf die beiden Gruppen (ft
2

ft
3

ft, ft
:,
bü)

und (ß2 ß ?t ßi ß:> /3e).

Wir können auch diesen Punkt leicht als sechsten Schnittpunkt

eines Kegelschnitts mit P3 nachweisen. Nehmen wir aus G 6 irgend

eine Gruppe von fünf Punkten heraus, zu der ft, gehört, z. B. G :
' =

(ft, ft
2

ft3
ft

4 b,J f
so muss unser Punkt auch auf dem Kegelschnitte Z,

liegen, der dem Punkte ft, in Bezug auf G h und die homologe l"
r'

correspondirt, und (da dieser Kegelschnitt durch ß2 ß3 ß x
0. ß0 geht,

wo ß, der verbundene Punkt der Gruppe P in Bezug auf G '

y und I"
5

ist) der sechste Schnittpunkt dieses Kegelschnitts Z, mit P 3 sein.

Der sechste Schnittpunkt aber einer Curve dritter Ordnung und eines

Kegelschnitts, die beide hinreichend durch Punkte bestimmt sind, ist

bekanntlich zu construiren, wenn die fünf anderen gegeben sind.

Also lassen sich auf jeder der beiden Curven R 3 und P3 eine grosse

Anzahl von Punkten zu den gegebenen durch Construction hinzu-

fügen.

Ueberhaupt ist für einen beliebigen Punkt, von dem man weiss,
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dass er einen corre9pondirenden in Bezug auf G6 und P besitzt, also

dass er auf IP oder. P3 liegt, dieser correspondirende zu construiren,

denn er ist ja der correspondirende in Bezug auf zwei in Cr6 uud P
enthaltene homologe Gruppen von je 5 Punkten (No. 4).

IV.

16. Wir fügen nun schliesslich zu jeder der beiden Grup-
pen G c

' und P noch einen siebenten Punkt h- und ß1 hinzu, so

dass sich die Gruppen G" und P ergeben; seien G, 6 und T,*

irgend 2 andere homologe Gruppen von je G Punkten in G 1 und I"
7

, z. B.

h
x
b
2

fc
3 b

i
b
b
&
7
und ß x ß7 ß3 ß x ßh ßly denen also die bisher mit Gb und

P bezeichneten Gruppen von fünf Punkten gemeinsam sind.

Die correspondircnden Punkte in Bezug auf G6 und P sind (Abschnitt

III.) auf zwei cubischen Curven Rf und P3 enthalten, und die correspon-

direnden Punkte in Bezug auf 6r,
6 und T, 6 auf zwei Curven .R,

3 und
P, 3

. Die beiden Curven ü3 und 72,
3 haben die fünf Punkte der Gruppe

G'* und den verbundenen Punkt b0 dieser Gruppe, die beiden Curven

P3 und P, 3 die fünf Punkte der Gruppe f"
5 und ihren verbundenen

Punkt ß0 gemein; jene also noch drei Punkte p0
'
, p0 ", p0

"'

f
diese

ebenfalls drei Punkte jr0', jr0
", ar0

"\

Jeder der drei Punkte p(>
hat nur einen correspondirenden Punkt

in Bezug auf G h und P, da er eben verschieden ist von den sechs

Punkten ò
t
b
2 b3 ò

4 />5
bQ , denen unendlich viele (je auf einem Kegel-

schnitte liegende) correspondirende Punkte in Bezug auf diese beiden

Gruppen zukommen; folglich muss der correspondirende Punkt des

Punktes p0
' in Bezug auf G* und P, den wir auf P 3 suchen müssen,

weil pQ auf JJ3 liegt, identisch sein mit dem in Bezug auf G
x

n und

r,
6
, der sich, weil p0

' auch auf i2, 3 liegt, auf P, 3 befinden muss, also

ersichtlich in einen der drei Punkte 3r0
— wir nehmen an, in it0

' —
fallen, nicht etwa in einen der Punkte ß i ß2 ß3 ßA ßh ß0 , denn diese

haben, weil fc7 und ß1
ganz beliebig zu 6r 6 und P zugefügt sind,

sicher andere correspondirende Punkte in Bezug auf G 6 und P, als

in Bezug auf Gf und T,
0

. Demnach ist:

Pi) Ol h &3 h
i h K) = < (ßi ßi 03 ßi ß:, ßi)

und

Po ib \
h
i
ht b

i h h) = *o (ßi ßi ßi ßi ßi ßi)>

mithin

Po (t>i h h h
\ h h M = < ißi ßi ßi ßi ßh ßi ßi)-

Da ebenso die Punkte ;r0 je nur einen correspondirenden Punkt

in Bezug auf G h und P, also auch in Bezug auf G* und P und auf

Gj 8 und r,
6 und in Folge dessen in Bezug auf G 7 und P haben, so

86«
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gilt für p," und jr
(J

" und für p0
"' und 7tn

'" dasselbe, wie für p0

'

und tt0
'.

Sind also zwei Gruppen von je 7 Punkten gegeben, die

einander als homologe zugeordnet sind, so giebt es drei

Paare correspondirender Punkte, die mit den beiden Grup-
pen verbunden projectiviscbe Strahlbüschel liefern.

In der Aufsuchung dieser drei Puuktenpaare besteht das Problem

der Homographie oder Projectivität im engern Sinne*).

Es sind jedoch im Allgemeinen diese drei Pun kten paare

nicht zu construire Ii ; denn die einen, wie die anderen 3 Punkte

sind eben die drei noch übrigen Schnittpunkte zweier freilich hinrei-

chend durch Punkte bestimmten Curven dritter Ordnung neben sechs

bekannten Schnittpunkten [die Punkte b
{)
und ft lassen sich auffinden

(No. 6.)].

Aber in dem besondern Falle, für den das Problem der
Homographie sehr wichtig ist, ist einer der drei Punkte
bekannt; dann sind die beiden anderen zu finden. Es
ist dieser Fall die Construction einer Fläche zweiten Gra-
des durch zwei projectiviscbe Ebenenbüschel, wenn neun
Punkte gegeben sind.

V.

17. Es seien also neun Punkte beliebig im Räume ge-

geben: PTT 53, SB 2 iö
3

iö, HR Sö„ 33 7
. Wir projiciren aus zweien von

ihnen, P und TT, die 7 übrigen auf eine beliebige Ebene Cy. Die Pro-
jectionen aus V seien b

{ ^M'A V>;> die aus TT: ft ftftftftftft.
Der Punkt in dem die Gerade PU die Ebene trifft,

liegt mit je zwei homologen Punkten aus den beiden Grup-
pen G 7 und r 7 der Punkte b und ß in gerader Linie; es ist

also

* ft h
2 h b

u 6, b 7)
- $ (ft ß2 ft, ft ft ft ft).

<ß repräsentirt demnach zwei zusammengefallene cor-
respondirende Punkte in Bezug auf die beiden Gruppen.
Wir haben es folglich nur mit den beiden anderen Paaren
P» Pn" *a" zu thun. Nehmen wir die beiden Geraden
ffo = lJp<S und yn = TT jt

0
' zu Axen von Ebenen büsche In, so

sind diese derartig projectivisch , dass sich in ihnen die Ebenen

tfo' (33, 23, 533 S3, $& t\, und y9
* (ß i

$ 2
<p

3 <8
4 JBa $ Ä © 7) entsprechen,

*) Man sehe die Abhandlung des Herrn Hesse im Journal von Creile -Bor-
chardt Bd. 62. Seite 188.
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denn diese Ebenen schneiden (* in den Strahlen p0
' (b

t
b
2
b
3 b

t
b& bb fc

7 )

und n0
'

(ß x ß7 ßs ß4 #, ßb ß.) , welche sich ja in den projectivischen

Strahlbüscheln entsprechen. Folglich liegen die neun Punkte auf
der durch dfe beiden Büschel erzeugten Fläche zweiten
Grades F

tt

2 und zwar die sieben Punkte 33, weil sie auf den Durch-

schnittslinien entsprechender Ebenen, P und FI, weil sie auf den

Axen der Ebenenbüschel liegen.

1.8. Die Punkte ;V p0
" lassen sich, wie gesagt, construi-

re n. Sie sind neben 7 bekannten Schnittpunkten b
{
b
2
b
3
b

x
b
b
bQ ip

zweier Curven dritter Ordnung IP und 7?,
3 die beiden übrigen. Von

jeder dieser beiden Curven lässt sich eine hinreichende Anzahl Punkte
auffinden; es genügen für jede ausser den 7 gemeinsamen noch zwei.

Nun kann man in jeder durch 9 Punkte 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9

gegebenen Curve dritter Ordnung stets zu je vieren derselben, z. B.

zu 1, 2,3,4 den sogenannten Gegenpunkt construiren*). Wenn
man in 1 die Tangenten an die fünf Kegelschnitte des Büschels

(1 , 2, 3, 4), die durch ö, 6, 7, 8, 9 gehen, construirt, was in Folge

des Pascalschen Satzes möglich ist, und nun nach Abschnitt II. den

Punkt o aufsucht, dessen Verbindungsgeraden mit 5, 6, 7, 8, 9 ein

Büschel bilden, das dem der fünf Tangenten projectivisch ist, so ist

o der Gegenpunkt. (Nebenbei: Sind 1, 2, 3, 4, f> fünf Schnittpunkte

eines Kegelschnitts mit der Curve dritter Ordnung, so ist der sechste

Schnittpunkt beider Curven der zweite Schnittpunkt des Kegelschnitts

mit der Geraden od, der gefunden werden kann.)

Nun liegt bekanntlich der Gegenpunkt zu 4 von den 9 Schnitt-

punkten zweier Curven dritter Ordnung mit den 5 übrigen stets auf

einem Kegelschnitte. Seien also 0 und o
t
die Gegenpunkte zu b

x
b2 b3

b
4

auf den beiden Curven Ii 3 uud 7f,
3

, von deren 9 Schnittpunkten 7:

/>, b., b^ b
t
b.

t
bn uns bekannt sind, die beiden übrigen p0

' p0
" aber

gesucht, 0' und o,' aber die Gegenpunkte zu b
{
b
7

b.s b
h

', so liegen

einmal die Punkte ßu ßn % oo, j>„'i>0
", das audere Mal ß A ß t) ^ d'o,'^'/),"

auf einem Kegelschnitt -, jeder ist vollständig durch die jedesmaligen

fünf ersten dieser Punkte gegeben. Die Punkte pv
' p0

" sind die bei-

den ferneren Schnittpunkte dieser beiden Kegelschnitte neben ^ und

b0} also zu construiren.

Die correspondirenden Punkte tc^ ;r0
" findet man nun bequemer

als correspondirende Punkte von p lt

'

p

0
" in Bezug auf zwei homologe

Gruppen von fünf Punkten in G" und P.

19. Zu der obigen Construction der Fläche zweiten Grades durch

die neun Punkte wurde nur das eine Paar correspondirender Punkte

•) Cremona's Introduzione ad una teoria geometrica delle curve piane No. 65.
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Po verwandt. Es lässt sich leicht erkennen, dass die beiden ande-

ren Punkte p0
" ;r

0
" dieselbe Fläche erzeugen. Auf F0

2 geht ausser

</0
' und y0

' durch P und TT noch je eine andere Gerade, gQ
" und y0

",

aus der Schaar der erzeugenden Durchschnittsgeraden entsprechender

Ebenen der Büschel um g0
' und y0', und nothwendig ist, da die Fläche

F0
2 auch durch die Büschel um </„" und y0" erzeugt werden kann,

9o" (»i 2?2 3?3 $4 »a 87) = (53. * a $3 ^5 $c »7);

beide Ebenenbüschel schneiden die Ebene in zwei projectivischen

Büscheln um die Schnittpunkte von y0
" und yu

" mit deren ent-

sprechende Strahlen durch die homologen & und 0 gehen. Folglich

müssen die genannten Schnittpunkte mit den beiden Punkten j>0
" 5r0

"

identisch, mithin Pp^' ' = </0
", TTjr„" = y0

" sein. Also ergeben die

beiden Punktenpaare 7>0'ar0
' und p(

"itQ
" dieselbe Fla che zwei-

ten Grades und der Unterschied besteht darin, dass bei

dem einen Paare die durch P und TT gehenden Geraden aus
der einen Schaar auf der Fläche zweiten Grades zu Axeu
der erzeugenden Ebenenbüschel, bei dem andern Paare
die aus der andern Schaar genommen werden.

20. Die beiden Punkte p0
' p0

" (und gleichzeitig ebenso tt0
' jt0

")

sind zugleich reell oder imaginär. In ersterera Falle geht durch die

neun Punkte eine Fläche zweiten Grades mit reellen Geraden, also

im Allgemeinen ein einflächiges Hyperboloid, das sich demnach durch

projectivische Ebenenbüschel construiren lässt. Sind aber die beiden

Punkte p0
'

po' und mit ihnen die Punkte ji0
' jrw

" imaginär, so erhal-

ten wir eine Fläche zweiten Grades ohne reelle Geraden, also ein

Ellipsoid oder zweiflächiges Hyperboloid, auf dem mithin durch P und
durch TT — sowie demnach durch jeden Punkt — zwei imaginäre Ge-
raden (punktirte Geraden mit gemeinsamem reellen Punkte) geheu.

Da nun aber die Axen imaginär sind, so kann die Fläche durch pro-

jectivische Ebenenbüschel nicht erzeugt werden. Die Geraden pü
' pv

"

und jCq' 7T0
" sind jedoch auch in diesem Falle reell und lassen sich mit

Hülfe der Involution construiren. Die Ebene P pQ
'
}>it

" ist die Berüh-

rungsebene im Punkte P an jP0
2

, ebenso TT «„' xn
" die im Punkte TT.

Also: Wenn eine Fläche zweiten Grades durch neun Punkte
gegeben ist, so lässt sich in jedem derselben die Berüh-
rungsebene construiren, und es können, falls sie ein ein-
flächiges Hyperboloid ist, auch die durch zwei der Punkte
gehenden Geraden aus jeder der beiden Schaaren gefun-
den werden, deren Ebenenbüschel in proj ecti vischer Be-
ziehung die Fläche erzeugen. —

Die beiden projectivischen Strahlenbüschel um />„' und jr
0

' erzeu-

gen denselben Kegelschnitt £„
2 — den Schnitt von F0

2 durch die
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Ebene —, wie die beiden projectivischen um p0
" und 3r0

" (während

im allgemeinen Falle bei drei Paaren correspondirender Punkte in Be-

zug auf zwei Gruppen von je sieben Punkten es drei solche Kegel-

schnitte giebt, deren zwei also hier zusammengefallen sind, der dritte

aber wegen der Identität der beiden Strahlbüschel, die ihn erzeugen

würden, illusorisch geworden ist). Auf #0
2 liegen ausser den vier

Punkten p0 ,
x

(,
auch die 14 Schnittpunkte (/>„' hi, ßi)\ es 8*nd diese

18 Punkte die Spuren der 18 durch die neun Punkte gehenden Gera-

den der Hache Fü
2 auf tf.

VI.

21. Es seien nun blos acht Punkte gegeben:

PTT ©
l Ü32 233 $ 4

iö
5 SV

Die einfach unendlich vielen Flächen zweiten Grades durch
diese Punkte bilden ein Büschel zweiter Ordnung B {Fl).

Die Projectionen der Punkte 23 aus P und TT seien wieder:

&i h bà b> bb b6 ) ß x ßi ß3 ßx ft ß6 .

Da giebt es (nach Abschnitt III.) zwei Curven Ii 3 und P3
,
jene durch

die G Punkte b, diese durch die 6 Punkte ß gehend, derartig, dass

jeder Punkt px auf R3 seinen correspondirenden xx auf P3 hat , so dass

P* (b
t
b2

63 b
t

b.0 t\) = nx [ß i ß2 0, ß{ ßh ß6),

also, wenn Fpx = gx , TTjrx = yx , auch das Ebenenbüschel

9m 6, &3 ^4 6» M = y. ißt ß, ß, ß> ft ft),

oder, was dasselbe ist,

9, (93, 33, SS »4 »•) = (®i $2 533 ®i S3. Ö8),

folglich durch dieselben eine Fläche zweiten Grades erzeugt wird, welche

durch die sechs Punkte 33 und durch die beiden Geraden gx und yXf

mitliin durch F und TT geht und demgemäss zu dem Büschel B (l x)

gehört. Bewegt sich px auf Jli und damit nx auf P 3
, so erhält man

das ganze Flächenbüschel B (Fl)\ aus dem vorigen Abschnitt wissen

wir aber, dass jede Fläche Fl bei zwei Punkten pj und px auf if3

und ihren correspondirenden tcJ und itx
" auf P l sich ergiebt; jenes

sind die Schnittpunkte der beiden Geraden auf 14

X durch F
}
diese derer

durch TT mit l*.

Der Punkt % liegt als sich selbst correspondirender Punkt auf

beiden Curven IP und P3
.

22. Es seien Fl
%
und Fl, zwei Flächen des Büschels B{Fl)

t
p'x

[>'
Xl die beiden Punkte auf JÌ3 , welche Fl

t

veranlassen
,
p'
Xj und p"^ die

beiden , aus denen Fl, hervorgeht ; endlich sei dlllXl die Durchschnitts-

curve der beiden Flächen , welche nothwendig durch die acht Punkte
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— die Grundpunkte des Büschels — geht. Sie wird von den vier

Geraden gx = Pp
x , g x>

= Pp
x>} ^ «= Pp

x , gx\ = Pp
x\

ausser in P
je noch einmal getroffen , von den beiden ersten in den zweiten Funk-

ten, in denen sie Fl, treffen, von den beiden letzten in ihren zweiten

Schnittpunkten mit F\
t
. Folglich geht die Projection der Curve M*>r ,

auf aus P, einem ihrer Punkte, welche dritter Ordnung ist, durch

px , px , px , px , ferner durch />, b., b.A />, />
5 />0

und durch s

l>, die Pro-

jectionen der 6 Punkte 25 und die des Punktes TT, hat demnach mit

723 11 Punkte geraein und ist folglich mit ihr identisch-

Ebenso wird die Durchschnittscurve irgend einer dritten Fläche

des Büschels mit F'Xt aus P in die Curve 7i 3 projicirt, und da jeder

Projectionsstrahl diese letztere Fläche im Allgemeinen nur noch in

einem Punkte ausser in P trifft, so schneiden alle übrigen Flächen

des Büschels in eine desselben die nämliche Curve ein, d. h. alle gehen

durch dieselbe Raumcurve vierter Ordnung ìH
4

.

Also alle Flächen zweiten Grades, die durch acht belie-

bige Punkte gehen, haben eine ganze Raumcurve vierter

Ordnung 9t
1 gemein.

Da durch acht Punkte nur einfach unendlich viele Flächen zwei-

ten Grades gelegt werden können, so erhellt, dass an die Stelle der

gegebenen acht Punkte jede beliebige acht andern Punkte dieser Kaum-
curve :H

4 zur Constitution des Büschels B (Fl) gewählt werden kön-

nen. Also eine Raumcurve v ierter Ord nung, in der sich un-

endlich viele Flächen zweiten Grades begegnen, dieGrund-
curve des Büschels dieser Flächen, die bekanntlich mit der
Bezeichnung „erster Species" belegt worden ist, ist durch
acht beliebige Punkte eindeutig bestimmt, und jede Fläche
zweiten Grades, die durch acht Punkte einer solchen Raum-
curve gelegt ist, enthält sie ganz.

23. P3 ist in gleicher Weise die Projection von :K
1 aus TT. Die

beiden Curven R 3 und P 3 sind also in zweifacher Weise Punkt für

Punkt auf einander bezogen: Erstens entspricht je einem Punkte hv
von Ii4 der homologe ß9 auf P3

, der mit h
9

und % in gerader Linie

liegt und aus TT die Projection des Punktes auf :H
4 ist, dessen Pro-

jection aus P der Punkt b9 ist. Sechs Paare solcher homologen Punkte

können an die Stelle der beiden Gruppen (r fi und P treten, sowie ja

die sechs Punkte 35 durch sechs andere auf :K' ersetzt werden können.

Ferner entspricht jedem Punkte px auf Jl'
1 ein correspondirender

Punkt sir auf P3
, so dass die Geraden <jx = Ppx und yx = TT;r r zu

derselben »Schaar einer Fläche F\ unseres Büschels (mit den 8 Grund-

punkten P, TT, 3*, ...3V> oder mit der Grundcurve :>{') gehören. Diebei-

den Strahlbüschel um px und %x sind so bezogen, dass entsprechende

Strahlen nach den homologen Punkten in G'' und P gehen, und wenn
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man immer weitere entsprechende Strahlen in ihnen sucht, so wer-

den diese stets nach 2 Paar homologen Punkten auf ìK
3 und P3 gehen,

d. h. solchen, welche Projectionen derselben zwei Punkte auf :){
4 sind

(diese befinden sich auf der Durchschnittslinie der beiden Ebenen durch

gx und yx , die jene entsprechenden Strahlen in einschneiden) und

je mit ^ in gerader Linie liegen. Oder: Wenn px und irx ein Paar

correspondirender Punkte auf Rz und P3 sind und pXi und 7tXt ein

zweites Paar und ein Strahl in px die Curve P3 in den Punkten hy

und h,j trifft, so trifft sein entsprechender in itx die Curve P3 in den

homologen Punkten ß y und ßv
-, ferner der Strahl pXi b

tJ
hat zum ent-

sprechenden in tcXi den Strahl %Xx ß,, und der Strahl pXl b„- den Strahl

nXi ß,y.

24. Die beiden Büschel px und itx erzeugen den Kegelschnitt

81, in dem Fl durch die Ebene geschnitten wird: er geht durch 4

feste Punkte, nämlich die Schnittpunkte r, r
2

r3 r
4
der Curve ^ 4 mit

der Ebene i?
,
zugleich vier von den 9 Schnittpunkten der beiden Cur-

ven R3 und P 1

,
Punkte, in denen sich zwei homologe vereinigt haben,

also natürlich zwei entsprechende Strahlen aus px und -xx einander

treffen, fti schneidet ausserdem Jt* und P3 in den beiden Paaren cor-

respondirender Punkte p'
x ,

7T
x
(— px ,

7tx) und px ,
7t], welche beide

die tlHche Fl liefern. Die Geraden px px
und jr'

x
7t"
x

laufen in Folge

dessen durch die Gegenpunkte r und ç zu den vier Punkten v auf IP

und P 3
. Da die Ebenen Fp'

x px und TT^ n
:'

x
Berührungsebenen von

Fl in V und TT sind, so ergeben sich Fr und TTo als die Tangenten an

ft* in P und TT. Also lassen sich die Tangenten einer Raum-
curve vierter Ordnung und erster Species, die durch acht

Punkte gegeben ist, in jedem derselben construiren.

Die beiden Gegenpunkte r und q liegen mit den fünf übrigen

Schnittpunkten der beiden Curven Ii3 und P3 auf einem Kegelschnitt.

Einer von diesen fünf Punkten ist die vier übrigen sind im All-

gemeinen weder homologe, noch correspondirende Punkte; sie sind

in der Ebene liegende Berührungspunkte von Tangentenebenen,

welche von der Geraden PTT an Flächen des Büschels Ii (Fl) gelegt

sind.

25. Die Strahlen um r und die um o sind projectivisch auf die

Kegelschnitte bezogen. Die entsprechenden Strahlen und Kegel-

schnitte begegnen sich in zwei Punkten auf JP resp. P3
. Die Berüh-

rungspunkte F P" P" P'" der von r an P3 gelegten Tangenten und die

TT' TT" TT'" TT"" der von p an P3 gelegten Tangenten correspondiren ein-

ander und jedes Paar, z. B. P'TT' vereinigt in sich zwei Paare solcher

correspondirender Punkte, die stets dieselbe Fläche erzeugen, so dass

diese Fläche von den Ebenen FrF und TT? TT' in zwei zusammenge-

fallenen Geraden durchschnitten, also längs der Geraden PP' und
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TT TT' berührt wird. Folglich ist diese Hache ein Kegel, und es erge-

ben sich so die vier Kegel des Büschels.

Die Geraden PP' und fill' müssen sich in der Spitze des Kegels

begegnen, folglich auch P' und TT' mit % in gerader Linie hegen.

Homolog sind sie aber nicht, weil sich die beiden Projectionsstrahlen

PP' und TT TT' in der Spitze des Kegels schneiden, also nicht auf der

Curve J{
4

.

Wenn die Strahlen rp'x p'x und qiz'x jcx in dem einen Winkel,

z. B. r(P', P") re8p. p(lT, TT") mit ihren entsprechenden Kegel-

schnitten Sti in reellen , auf jß3 resp. Ps liegenden Punkten p'x px resp.

n'x n" sich begegnen und aus diesen beiden Paaren correspondirender

Punkte ein Hyperboloid mit einem Fache hervorgeht, das durch die

Ebenenbüschel um Ppx und TT or', oder um Ppfc und TT** in der That

hergestellt werden kann, so begegnen die Strahlen in den Nachbar-

winkeln r (P", P") und Q (TT", TT"') ihren entsprechenden Kegelschnit-

ten Äi, welche, sobald die vier Punkte r imaginär sind, auch imagi-

när (imaginär -reell) sein können, in imaginären Punkten p'
a
p"m und

n'
x
n"
x)

welche auf Ellipsoide oder Hyperboloide mit zwei Fächern hin-

weisen, bei denen freilich die Erzeugung durch Ebenenbüschel ihre

reelle Bedeutung verloren hat und also nicht zur Construction ver-

wandt werden kann.

VII.

26. Es werde wiederum die Anzahl der Punkte um eineu
vermindert:

PTT 33, 332 933 33 4 3?5 .

Durch sie gehen doppelt unendlich viele Flächen zweiten
Grades, ein sogenanntes Flächeunetz oder Flächen bündel
zweiter Ordnung N (Fl). Die Projectionen der fünf Punkte 33

aus P und TT bilden wieder die Gruppen Cr5 = (b
{
b,
2 b3

b
x
6

S ) und

r 5 ==
(/3| /32 /33 ^4 ßh ). Es correspondit (Abschnitt IT.) jedem Punkte

px in der Ebene (* ein Punkt nx ,
derartig, dass

px (6, fc
2 MA) = fcAAftii

folglich correspondirt jeder durch P gehenden Geraden gx im Allge-

meinen eine durch TT gehende Gerade y,, deren Ebeneubüschel so auf

das jener bezogen werden kann, dass

<JX (», £2 «3 »4 = y« («l *2 » 3 *4

also durch die Büschel eine Fläche des Netzes NfFl) erzeugt wird, welche

die Geraden gx und yx — correspondirende Axen durch P und
TT in Bezug auf das Netz durch die 7 Grundpunkte enthält.

27. Der Punkt b
x
in der Ebene (5 hat unendlich viele correspon-

dirende Punkte in Bezug auf G 5 und P, die einen gewissen Kegel-
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und seine Anwendung auf die Flächen zweiten GradeB. 551

schnitt £, durch ß2 /33 ßx ß0
bilden, den analogen Kegelschnitt zu

= (62 63 64
b
b &,). Folglich hat die Axe Pb

x
= PSB, unendlich

viele correspondirende Axen durch TT, welche den Kegel TTI, , d. i.

einen Kegel erfüllen, dessen Kanten mit den vier Geraden TT(/32 03 /34 /?r,)

oder TT (S32 29 3 S3
4
iÖ

5 ) dasselbe anharmonische Verhiiltniss haben, wie die

Kante P9B, b
Y
mit P (S8

2
'&

2 , ^363 , 93 4
£>
4 , 93565).

Jene correspondirenden

Axen bilden mithin einen Kegel, welcher durch TT (932 333 93, 93
r,)

geht

und analog ist zum Kegel P (33, 5Ö
2
SP

3 93 4 335). Also jedenfalls gehen

durch P33j unendlich viele Flächen des Netzes N, und da P$*, den

eben genannten analogen Kegel zweimal trifft, so begegnet sie zweimal

einer ihrer correspondirenden Axen, so dass sich unter diesen unend-

lich vielen Flächen durch zwei Kegel befinden.

Der Gruppe G b ist in Bezug auf sie und P der Punkt bn ver-

bunden , dem alle Punkte des Kegelschnitts Z0 = (0, ßÄ ßx
cor-

respondiren, so dass die Axe Pb
t)

ebenfalls unendlich viele correspon-

dirende Axen durch TT hat, welche den Kegel TT 332 23
;,

5Ö
4 î& 5) er-

zeugen, und durch P60 unendlich viele Flächen des Netzes gehen,

unter ihnen wiederum zwei Kegel.

Was nun die Gerade PTT anlangt, welche in ^ trifft, so ist

ihre correspondirende Axe durch TT sie selbst, da $ sich selbst in Be-

zug auf O b und I"
5 correspondirt; die beiden erzeugenden Ebenen-

büschel werden also identisch, und die Erzeugung mit Hülfe von zwei

Axen durch P und TT lässt uns hier im Stiche. Dass aber dennoch

durch PTT unendlich viele Flächen des Netzes gehen, leuchtet durch

eine blosse Vertauschung von TT oder P mit einem der Punkte iö ein.

Also durch jeden der sieben Grundpunkte gehen sieben
Gerade, welche auf unendlich vielen Flächen des Netzes
sich befinden, unter denen zwei Kegel vorkommen; sechs
von diesen Geraden gehen nach den sechs übrigen Grund-
punkten.

28. Alle Flächen des Netzes, die durch eine solche Ge-
rade gehen, haben noch eine eubische Raumcurve gemein.
Beweisen wir dies für die Gerade P$,&, und für die Gerade Pb

fì
. Es

seien Fl- und Fl- zwei Flächen des Netzes, welche durch P^, gehen;

jene sei erzeugt durch die Büschel um P#,fc, und um TT;ry, diese

durch diejenigen um P33,&i und um T\itx-

, wo also itx - und itx<- zwei

Punkte auf T
l
und demnach TTjt*- und TT»X" zwei Kanten des Kegels

TTZ, sind. Die beiden Flächen Jt j und Fl- haben ausser Pitf, noch eine

eubische Raumcurve iRXjr- gemein, welche der Geraden Pi\ zweimal

begegnet, ersichtlich durch TT iß
2

2V, iö
4

geht und jede der beiden

Geraden TTjtx - und T\nx -

}
die auf ihren betreffenden Flächen zu der-

selben Schaar wie PS3, gehören, noch einmal ausser in TT trifft.

Ihre Projection aus TT ist ein Kegelschnitt, der durch ß2 ßi ß4 ßb und
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552 Kim. Stukm. Da* Problem der Projectivität

durch nx und irx geht, also nothwendig mit I
t
identisch ist. In ähn-

licher Weise wie in No. 22 ergiebt sich hieraus, dass eine von den

Flächen durch P^, von den übrigen stets in derselben cubischen

Kauracurve 9i,
3 durchschnitten wird, also alle dieselbe gemein haben

und folglich ein Büschel mit der Grundcurve (Pö,,^, 3
) bilden. tJi,

3

liegt ersichtlich auf dem Kegel TTZ, und trifft also in den Spitzen

der beiden Kegel, die unter den Flächen des Büschels sich be-

finden.

Ebenso wird die cubisene Raumcurve, in der sich zwei Flächen

des Netzes durch Pb0 noch durchschneiden, aus TT in einen Kegel-

schnitt projicirt, der mit £w
= (ß t ß., ß3 ß t ß.t

) diese fünf Punkte und

noch die beiden ähnlichen Punkte jt, und nx - gemein hat*, so dass

sie also allen Flächen durch Pb» gemein ist u. s. f.

29.. Es sei FXl irgend eine Fläche des Netzes; sie gehört zu ein-

fach unendlich vielen Büscheln Bv des Netzes (welche wir erhalten,

indem wir sie mit säramtlichen Flächen eines Büschels des Netzes,

in dem sie sich nicht befindet, zusammenstellen). Die Grundcurven

iHy dieser Büschel werden aus P und TT in je zwei Curven Ii\

und PJ projicirt. Sind p'
Xl n'Xx und pXl n'Xt die beiden Paare corre-

8pondirender Punkte, welche die Fläche FXi hervorrufen, so liegen

die fünf Punkte b
{
b.,ba b

i
bif ihr verbundener Punkt />„, der Punkt ^

und die beiden Punkte p'
Xt px [

auf allen Curven 1VVÌ so dass diese

ein Büschel bilden , ebenso /J, ß2 ßs ß t ßh ß0 ^ x'Xt x'x\ auf allen . Es

muss nun der entsprechende Strahl zu p'
Xl b

{)
(oder zu p'

Xl b0) in dem

Büschel um »
x

(oder um tc"
x ) stets durch den homologen Punkt von

i»„ auf allen gehen. Die Projectivität der Büschel um px und jrx

(oder um pr und ist nun eine feste, von der Veränderung der

Curven B\ und ?\ ganz unabhängige, also bleibt der genannte ent-

sprechende Strahl fest, und da der homologe Punkt von b,
t
notwen-

dig auf ^ bn liegen muss, so ist er ein gleichfalls unveränderlicher

Punkt, also einer von den neun gemeinsamen Punkten der Curven

P£, mithin da die Punkte /3, 0, ß:] ß x ßs schon als homologe den Punk-

ten />, b., b
:i
b
t
65 zugehören , die Punkte jt^ und n"

Xi
mit der Fläche

P\ sich ändern, während doch bn intact bleibt, so kann nur ßtt
der

der homologe Punkt zu bn sein und beide liegen also mit s
|> in ge-

rader Linie. Sie sind demnach stets die Projectioneu desselben festen

Punktes = (P%,TT/3„) auf allen i){
4

y , durch den also auch die Fläche

Fl, geht, auf der sich ja alle SHJ befinden. Folglich ergiebt sich uns

der wichtige Satz:

Alle Flächen zweiten Grades, die durch sieben Punkte
gehen, gehen auch noch durch einen achten, den wir den

den sieben Punkten verbundenen oder assoeiirten Punkt

Digitized by Google



uud seine Anwendung auf die Flächen zweiten Grades 553

nennen wollen. Er ist also der achte Grundpunkt des Netzes
der Flächen zweiten Grades.

Alle Raumcurven vierter Ordnung und erster Species,

die durch sieben Punkte gehen, gehen auch durch deren ver-

bundenen Punkt.

Je zwei correspondirende Punkte px und xx in der Ebene G er-

zeugen folglich nicht nur mit den Punkten der Gruppen Cr ' und l"
% pro-

jectivische Strahlbüschel , sondern auch durch b0 und ß0 gehen stets

entsprechende Strahlen, so dass also auch zwei Gruppen wie z. B.

b
x
b2 bz 6, 6„ und ß { ß2 ß3 ß4 ßu ganz dieselben Paare correspondirender

Punkte haben wie Gh und I"
5 und für jene sind dann &. und ßh

die

verbundenen Punkte.

Mithin können &0 und/),, stets mit zwei homologen Punk-
ten aus (r 5 und P, folglich 2?0 stets mit einem der Punkte
iÖ, $2 5P 3 iö

4
SB- und, wie diese, auch mit P und TT vertauscht

werden. Wir können also die acht Punkte, da von ihnen jeder der

verbundene oder associirte achte sein kann, kurz acht verbundene
oder associirte Punkte nennen.

Es leuchtet nun ein, dass wenn acht Punkte zur Bestim-

mung eines Flächenbüschels zweiter Ordnung oder einer

Jlaumcurve vierter Ordnung und erster Species gegeben
werden, dieselben nicht verbundene (associirte) Punkte
sein dürfen.

Und: Legt man eine Fläche zweiten Grades durch acht

Punkte einer Raumcurve von vierter Ordnung und erster

Species, so enthält sie dieselbe ganz, wenn die acht Punkte
nicht associirte Punkte sind.

Eine Fläche zweiten Grades und eine ltaumcurve vier-

ter Ordnung und erster Species, welche sieben Punkte ge-

mein haben, durchschneiden sich noch in dem associirten

achten Punkte*).

Der achte Punkt 2?0 ist zu construiren, da dies mit den Punkten

b
t)
und ßt)

der Fall ist.

30. Es ist in No. 10. erkannt worden, dass auf jeder Geraden

in (S? fünf Paare correspondirender Punkte in Bezug auf (r
:> und f 5

liegen. Geht die Gerade durch den Punkte, indem sich zwei corre-

spondirende Punkte vereinigt haben, so liegen ausserdem nur noch 4

Paare auf ihr; in jeder Ebene also durch PTT^ befinden sich 4 Paare

correspondirender Axen, also vier Kegelspitzen des Netzes, ausser den

*) Reye: Sopra le curve gobbe di quart' ordine e prima specie e i loro

punti d'intersezione con superfìcie di secondo grado. Annali di Matematica. Ser. II.

t. II. pag. 129. 222.

Digitized by Google



f)f>4 Run. Stubm. Das Problem der Projectivität

beiden, welche auf PTT selbst liegen und deren Kegel (No. 27.) nicht

aus correspondirenden Axen durch P und TT entstehen können. Es

ergiebt sich daraus, dass die Kegelspitzen des Netzes eine

Curve sechster Ordnung @ 6 bilden. Durch jeden der Punkte

PTT iö, 33j $3 5Ö 4 % (und auch durch 5P0) gehen 7 Gerade, welche ©*

doppelt treffen, durch P z. B. die Geraden P (TT 23, ©2 233 $4
Sö

5 9^
Jede andere Gerade durch P hat nur eine correspondirende Axe

durch TT, kann also höchstens von dieser getroffen werden, also die

Curve @ G höchstens einmal treffen. Keiner der acht Grundpunkte

liegt im Allgemeinen auf © 8
, da sechs Gerade, wie P (FT $,£22333?A)>

bei der Beliebigkeit der Punkte keinen Kegel erzeugen. Folglich hat

©6 sieben scheinbare Doppelpunkte. Sie ist demnach vom
Range 6.5 — 2.7 = 16*).

Der über dieser Curve stehende Kegel sechster Ordnung mit der

Spitze P (oder TT) trifft die Projection JR3 (oder P3
) der Grundcurve

HR.* eines Büschels des Netzes aus P (oder TT) ausser in den sieben

Punkten b (oder ß), die doppelt zählen, weil sie auf den Doppelkan-

ten des Kegels liegen, noch in den vier Punkten p y p" p"" (oder

TT' FT" TT" TT""), welche die vier Kegel des Büschels bewirken

(No. 25.).

vm.

31. Es seien endlich blos sechs Punkte PTT 23,5*;, 93,$*, ge-

geben. Das dreifach unendliche System der durch sie geleg-

ten Flächen zweiten Grades ist ein besonderer Fall des Flä-

chengebüsches zweiter Ordnung (Liuearsystems); das allge-

meine Flächengebüsche**) entsteht durch alle die Flächen, welche sich

in den Büscheln befinden, die durch Zusammenstellung einer Fläche

2. Grades mit sämmtlichen Flächen eines Flächennetzes zweiter Ord-

nung oder durch Zusammenstellung sämmtlicher Flächen eines Büschels

zweiter Ordnung mit denen eines andern veranlasst werden. Unser

specieller Fall tritt ein, wenn die constituirende Fläche durch sechs

der Grundpunkte des constituirenden Netzes geht, oder wenn die

Grundcurven der beiden constituirenden Büschel sechs Punkte gemein

haben. Die Projectionen der vier Punkte 33 aus P und TT geben wie-

*) Man sehe über diese Curve und ihre Singularitäten des Verf. Buch über

die Flächen dritter Ordnung No. 16, 64 und 70.

**) Dasselbe wurde von mir in meinem Buche über die Flächen dritter Ordnung
Flächennetz genannt. Ich habe aber um der Uebereinstimmung willen diese Be-

«eichnungsweise verlassen und verstehe unter Flächenuetz dasselbe, wie unter

Flächenbändel, für das dreifach unendliche Sjstem habe ich die Benennung des

Herrn Heye adoptirt.
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der die beiden Gruppen G* = (6, b2 b.
t
&
4 )

und P = (0, ß2 ß^ /},). Jede
Gerade gx durch P hat unendlich viele correspondirende
Axen yx durch TT, die einen Kegel zweiten Grades bilden,

der über dem Kegelschnitte Zx durch ß x ß2 ß3 ßA
steht, welcher dem

Kegelschnitt Sx = (b
]
b
2 bz b % px) analog ist [wobei px = ((ï, gx)\. Es

ist also der analoge Kegel durch TT (99,0, ,
$2ß2) 933 /3

:,, 33 4 /34 )
zu dem

Kegel durch P ($,?>,, $2
&2 , $363 , $S&4 )

und gx -, wir können ihn auch

den correspondirenden Kegel Ax der Geraden gx nennen; da er die-

selbe zweimal trifft, so liegen auf gx und so auf jeder durch
einen Grundpunkt gehenden Geraden zwei Kegelspitzen des

Gebüsches, abgesehen davon, dass in diesen Punkt selbst

eine solche Kegelspitze fällt, wie ja bekannt ist. Eine Gerade,
die zwei Grundpunkte verbindet, wie P^

x
b

x
, sondert aus dem

Büschel (6, b2 b^bx )
keinen besonderen Kegelschnitt, ihr correspon-

diren alle Geraden durch TT, also wird sie auch vollständig

von Kegelspitzen erfüllt, wie ebenfalls bekannt ist.

32. Aber dem Kegel A, = (TT, Zx), d. h. allen seinen Kanten yx ,

correspondirt nicht blos die eine Gerade gx , von der wir oben spra-

chen, sondern alle Geraden des Kegels Dx = (P,SX), da ja in Bezug

auf 6»
4 und P sämmtliche Punkte von Sx und sämmtliche Punkte von

I* correspondiren. In der Schnittcurve s x von Dx und A, treffen

sich also correspondirende Axen , sie enthält folglich lauter Kegelspitzen

des Netzes. Da die analogen Kegelschnitte durch {b
x
b
2
b3

b
x ) und

(ßißißsßi) zwei projectivische Büschel bilden, so gilt dies auch für

die über ihnen stehenden analogen Kegel Dx und Ax . Diese beiden

projectivischen Kegelbüschel erzeugen nun durch die Durchschnitts-

curven s x den Ort sämmtlicher Kegelspitzen des Gebüsches,
eine Fläche vierter Ordnung 3t

4
, die Kegelspitzen- oder

Kernfläche des Gebüsches. Die vier Grundstrahlen des einen

wie des andern Büschels, also die acht Geraden, welche P und
TT mit den vier anderen Grundpunkten verbinden, liegen

auf $l
4

; die vier Punkte 93, beiden Grundcurven gemeinsam und

deshalb auf allen Curven s% liegend, sind Knotenpunkte der

Fläche, ebenso die beiden anderen Grundpunkte P und TT,

da sie Knotenpunkte der beiden Grundcurven sind; trifft ja auch jede

durch einen der sechs Grundpunkte gelegte Gerade die Kernfläche

ausser in jenem nur noch zweimal (No. 31).

In den beiden Kegelschnittbüscheln durch G 4 und I"
4 sind die

Kegelschnitte analog, welche durch gehen, da ja (b
x
b2 63 Ò,)

~~

^ (ß x ß2 ß3 ß x ).
Also entsprechen die über ihnen stehenden Kegel mit

den Spitzen P und TT, welche übrigens zu den Kegeln des Gebüsches

und zwar zu den sechs ausgezeichneten, die ihre Spitzen in den Grund-

punkten selber haben, gehören, in den Kegelbüscheln einander. Ihre
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556 Run. Stchm. Das Problem der Projectivität

Durchschnittscurve zerspaltet sich in die Gerade PTT, die ja durch $
geht, (also die neunte Verbindungsgerade von zwei Grundpunkten),

und die Raumcurve dritter Ordnung Di
3

, welche durch die sechs Grund-

punkte geht und durch sie bestimmt ist.

Ferner sind in je zwei homologe Geradenpaare analog, z. B.

(&,/>,, ò
3
fc,) und (ßtß^ßßi), also entsprechen einander in den Kegcl-

büscheln die Ebenenpaare '(7'^,^ , ^'*V^) und (TT ±* ì} TT t\ i*
4 )-

Ihre Durchschnittscurve zerfallt in die beiden Geraden 5\332 >2V-A
4

und die Geraden (P*Y^,, und (P SW
4 , TT 53,).

Wir erhalten so noch die sechs übrigen Verbindungsgeraden von

je zwei Grundpunkten und die Durchschnittsgeraden von sechs Ebe-

nenpaaren, die zum Gebüsche gehören; welche Geraden wir als zu Gera-

den erweiterte Spitzen von degenerirten Kegeln des Gebüsches auf der

Kernfläche erwarten musateli. Die vier übrigen derartigen Schnitt-

geraden wird eine andere Gruppirung der Grundpunkte auch als Ge-

raden der Fläche %* erkennen lassen.

Keine zwei der 10 Durchschnittsgeraden treffen einander, weil sie

stets sich als Gegenseiten eines windschiefen Vierseits ergeben, wie

wir dies bei den beiden obigen gesehen haben.

Durch je vier der Knotenpunkte von %A gehen also auf
dieser Fläche einfach unendlich viele Raumcurven vier-

ter Ordnung und erster Species, die aus den beiden übri-

gen Knotenpunkten durch Kegel zweiten Grades projicirt

werden. Einmal zerfällt diese Raumcurve in die Verbin-
dungsgerade der beiden übrigen Grundpunkte und die

durch alle sechs Grundpunkte gelegte cubische Raumcurve
0Î

3 (die demnach allen 15 derartigen Systemen gemeinsam ist); die

Projectionskegel aus P und TT gehören dann zu dem Gebüsche und zwar

zu den sechs ausgezeichneten Kegeln. Dreimal endlich löst sich die

Raumcurve vierter Ordnung in ein windschiefes Vierseit

auf, dessen ein Paar Gegenseiten aus zwei Verbindungs-
geraden von Grundpunkten, das andere aus Durchschnitts-
geraden von Ebenenpaaren des Gebüsches besteht.

33. Ferner liegen auf 21* noch dreifach unendlich viele

Raumcurven sechster Ordnung (16. Ranges) die Kegel-

spitzen- oder Kerncurveu aller im Gebüsche enthaltenen Netze. Durch
je drei Punkte auf %* geht eine solche Curve ; sind aber die 3 Punkte

Spitzen von Kegeln desselben Büschels, so liegen sie auf unendlich

vielen Curven (£
r'

}
die alle noch durch die Spitze des vierten Kegels

des Büschels gehen; oder: durch zwei beliebige Punkte auf %*

geht ein Büschel von unendlich vielen Curven S 6
, -welche

sich noch in zwei festen Punkten treffen, den beiden anderen

Kegelspitzen des Büschels, dem jene beiden Punkte als Kegelspitzen
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zugehören. Zehnmal löst sich in einem solchen Büschel, wenn nämlich

in das Netz, dem die Curve zugehört, eins der zehn Ebenenpaare ein-

tritt, die Curve in dessen Durchschnittsgerade und eine ihr zweimal

begegnende Curve fünfter Ordnung 8 5 auf, welche vier

scheinbare Doppelpunkte hat (da von den sieben Geraden, die von

einem der Grundpunkte des Netzes nach den sieben übrigen gehen,

drei die genannte Durchschnittsgerade treffen), also zwölften Ran-
ges ist*). — Durch jeden Punkt gehen doppelt unendlich viele Cur-

ven von denen sich natürlich unendlich viele in der beschriebe-
-

nen Art, 45 aber sich, wenn nämlich das Netz zwei Ebenenpaare

aufnimmt, in die beiden Durchschnittsgeraden (die gegen einander

windschief sind) und eine (jeder von ihnen zweimal begegnende) Raum-
curve vierter Ordnung© 4 auflösen; da die beiden Durchschnittsge-

raden zusammen fünf Verbindungsgeraden der Grundpunkte des Netzes,

die von einem Gnmdpunkte ausgehen und von denen eine beide trifft,

begegnen, so hat die Raumcurve vierter Ordnung zwei scheinbare

Doppelpunkte, ist also achten Ranges und erster Sjrecies*). Die

Curve <S
f> endlich, welche einem der 120 Netze des Gebüsches zuge-

hört, in denen sich je drei Ebenenpaare befinden, zerfällt in deren

drei (gegen einander windschiefe) Durchschnittsgeraden und eine jeder

der drei Geraden zweimal begegnende Raumcurve dritter Ord-
nung @ 3

, an welche von jedem der Grundpunkte nur eine Secante

geht, die also die bekannte cubisene Raumcurve ist, so dass es auf

ausser ÎH
3 noch 120 eubische Raumcurven © :l giebt; doch nur 00

von diesen bleiben ungetheilte eubische Raumcurveu, die übrigen GO

lösen sich auf je in eine Durchschnittsgerade und eine Verbiudungs-

gerade zweier Knotenpunkte, diese doppelt gerechnet; so dass sich auch

die oben erwähnten 120 Netze des Gebüsches, in denen drei Ebenen-

paare vorkommen, auf 60, in denen blos drei sich befinden, und 15,

welche vier enthalten, reduciren. (Man sehe No. 36.)

Je zwei Ourven ©6 schneiden sich in vier Punkten, den

Spitzen der vier Kegel des Büschels, das ibren beiden Netzen ge-

meinsam ist, und constituiren ein Büschel von Curven @ fl
. Geht eine

Curve <a
r
' durch einen der Knotenpunkte der Fläche %* , z. B. durch

P, so ist dieser für sie ein Doppelpunkt. Alle Büschelgrundcurven

des Gebüsches gehen durch die sechs Grundpunkte; die Grundcurven

also derjenigen, zu denen der Kegel des Gebüsches mit der Spitze P
gehört, haben in derselben einen Doppelpunkt und der genannte Kegel

repräsentirt bekanntlich zwei Kegel jedes solchen Büschels; so zeigt

sich von einer andern Seile der Grund der Duplicität von P auf

Alle Curven 6", die durch einen Grundpunkt und einen andern

*) Des Verf. Biah filier ilie FüHicn dritter Ordnung No. 65.56.

Matlicmatitclie Animlen I. 36
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Punkt auf %* gelegt sind , haben nur noch einen festen Punkt gemein,

weil der vierte sich mit dem Grundpunkte vereinigt hat.

Wählt man gar zwei Grundpunkte zu festen Punkten eines Bü-

schels von Curvcn (5
ß

, so sind beide weiteren festen Punkte mit ihnen

zusammengefallen, und die Curven haben nur die beiden Doppel-

punkte gemein.

Von der Curve ®6 durch drei Grundpunktc soll im nächsten Ab-

schnitte gesprochen werden; sie geht auch durch die drei übrigen und

ist die Curve ìK
3 doppelt.

IX.

34. Wir halten nun sechs Grundpunkte 2TT $V#? ^ 33 4

fest und wollen zu einem siebenten üB& stets den associar-

teli achten Punkt 230 suchen. Zuerst wollen wir 5P5 einige aus-

gezeichnete Lagen hinsichtlich der sechs festen Punkte geben , dann

(in den beiden nächsten Abschnitten) werden wir den Ort des achten

Punktes suchen, wenn der siebente eine Gerade oder eine Ebene
durchläuft, also die associirte Curve oder Fläche dieser Gebilde*).

Es falle der Punkt auf die Verbindungsgerade zweier der festen

Grundpunkte, z. B. auf 3?, 5? 2 . Wenn nun gx und y x zwei correspon-

dirende Axen durch P und TT sind, welche irgend eine Fläche des

Netzes erzeugen, so ist also yx (23, 932 $3 © 4 395 ) = yx ®2 *\ $4
3V),

mithin .fallen in den beiden projectivischen Punktreihen, in denen

die Ebeneubü8chel um gx uud yx die Gerade 35, 232 treffen, dreimal

zwei entsprechende Punkte
,

folglich alle zusammen ; woraus hervor-

geht, dass die Durchschnittsgeraden je zweier entsprechenden Ebenen
die Gerade 33

t 23 2 2?5 treffen, diese also auf der Fläche und demnach
auf allen Flächen des Netzes liegt; ist ja doch der Satz, dass eine

Fläche zweiten Grades, die durch drei Punkte einer Geraden geht,

diese ganz enthält, hinlänglich bekannt. Wir werden also auch ver-

muthen können, dass der associirte achte Punkt die ganze Verbin-

dungsgerade erfüllt, was nun auf Grund der bisherigen Betrachtungen

genauer nachgewiesen werden soll.

Da die drei Punkte b
x
b2 bb und ebenso /*, ß7 ß:>

in Qr auf je einer

Geraden liegen, so zerfallen die beiden Kegelschnitte S0 und Z0 in

die beiden Geradenpaare (b
l
b
2
bb ,

fr
3 6,) und (/3, ß7 ß& , ß.A ßx )

mit den

Schnittpunkten s und o. Der analoge Kegelschnitt zu S0 durch

*) Man vergi, die Abhandlung des Herrn Geiser: Ueber zwei geometrische
Probleme, Journal von Creile - Borchardt Bd. 07, so wie die Resultate der Unter-
Bucbungen dea Herrn Reye über das allgemeine FlächeugebÜBche zweiter Ord-
nung, welche er in seiner Geometrie der Lage II S. 265 mittheilt.
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ß\ßißsß\ zerfallt in die Geraden ß\ßi,ß^ß %
(No. 3.), der aber durch

ßißißsß:, in die Geraden ß x
ß-> ßh

und ß$<f
t
wenn a' auf ß t ß7 ßb

so

liegt, dass (6, 6
2 bh s) = /32 ß,

t

o')*). Beiden Geradenpaaren ist

ausser ßs (und ß t
, die ganze Gerade 0, /i, /3% gemein; in diese hat

sich also der Punkt ßlt
erweitert. In gleicher Weise hat sich der

Punkt b„ zur Geraden b
{
b
2
b
h

erweitert. Folglich hat sich der Punkt

^0 in die Schnittgerade der beiden Ebenen (2*, b
{
b
2
b

:) und (TT, ß\ß>ß:>\
d. i. in die Gerade Sü, Ü32

si\r, erweitert.

Legt man also bei sechs festen Grundpunkten eines

Netzes zweiter Ordnung den siebenten auf die Verbin-
dungsgerade zweier der festen, so erfüllt der assoeiirte

achte diese ganze Gerade.
Drei Flächen zweiten Grades, die durch dieselbe Ge-

rade gehen, haben, sofern sie nicht demselben Büschel an-

gehören, also noch durch eine der Geraden zweimal be-

gegnende eubische Raumcurve gehen, vier Punkte ausser-

halb der Geraden gemein.

35. Es liege nun der siebente Punkt 2tf:,
auf der eubischen llaum-

curve 9i
3 durch die sechs festen Grundpunkte, dann liegt $ sowohl

auf dem Kegelschnitt SQ
= (b

t
b, fc

3
ò

4
b,

t ) , als auch auf Z„= (ß i ß i ßi ß i ßu ),

denn dieselben sind die Projectionen der Curve :K
3 aus V und TT. Nun

ist aber Ma M.0 $ (ßi A ß3 ß t ß:,)> Folglich gilt dies auch

für je zwei Punkte p x (auf Sn) und % x (auf Zw); die beiden Kegel-

schnitte und Z„ correspondiren einander, oder in den Kegelschnitt

Z„ hat sich der Punkt ßt>
und in S0 der Punkt b

it
erweitert, und an

die Stelle des Punktes = (Pb0 ,
TTß,) tritt die Schnittcurve der

Kegel (PN,,) und (TT Z0) d. i. (abgesehen von PTT selbst) die Curve di
3

.

Also, wenn bei sechs festen Grundpunkten eines Netzes

zweiter Ordnung der siebente Grundpunkt auf die durch
jene sechs bestimmte eubische Raumcurve fällt, so erfüllt

der achte assoeiirte Punkt diese ganze Raumcurve, so dass

*) Diese Bedingung bewirkt, daes px C'A&a&s) (0i 0» 03 0.v)i wenn px auf

b
t
bt , nx auf pjc liegt; denn beide anharmonischen Verhaltnisse haben den Werth

c = (b, bt sbh)
a>

(ß, ßt a' ß^). Nun gilt für jeden Werth des anhannonißcheu Ver-

hältnisses (nicht blos für — 1, welcher bei der Harnionicität statt hat) der Satz:

Fallen von drei Strahlen (Punkten), die ein gegebenes unharmonisches Verhält-

niss umfassen, zwei zusammen, dann musB sich mit ihnen auch einer von den bei-

den übrigen vereinigen. Also kann das anharmonische Verhältniss von vier Strah-

len, von denen drei zusammengefallen sind, jeden beliebigen Werth haben, mit-

hin z. B. , wenn px auf b
x
bt b :t

oder itx auf ß,ßt ßs liegt, so kann dem anharmo-

nischen Verhältnisse px (b
t
bt bs bs ) oder -nx {ß t ßt ß3 ß>J auch der Werth ta beigelegt

werden, so dass diese beiden Verhältnisse stets diesen Werth haben und einan-

der gleich sind, wo auch px auf (b
x
b
t
bh ,

bn b% ) und jtx auf (ß t ß, 0S , ßs 0) hege.
' 36*
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sammtliche Flüchen des Netzes durch sie gehen. Eine
Fläche zweiten Grades, die mit einer cubischen Raumcurve
sieben Punkte gemein hat, enthält dieselbe ganz.

Die übrigen 5 Kegelschnitte S (No. 5.) fallen, wie leicht einzu-

sehen ist, in unserm Falle mit <S'
0 , die E mit Z0

zusammen.

36. Wenn, wie in No. 34, alle Flächen eines Netzes durch eine

Gerade und vier Grundpunkte gehen, so zerfallt die Grundcurve jedes

Büschels in diese feste Gerade und eine dieselbe zweimal treffende und

durch die vier Grundpunkte gehende veränderliche cubisene Raum-
curve. Das System also der cubischen Raumcurven durch vier Punkte

und mit einer gegebenen Secante ist doppelt unendlich (ähnlich dem
der Raunicurven vierter Ordnung und erster Species durch acht asso-

ciate Punkte). Durch jeden Punkt im Räume geht cine Curve, durch

jeden Punkt auf der Secante einfach unendlich viele, welche den

Kegel erfüllen, der zu Kanten die Secante und die Verbindungslinien

des Punktes mit den vier Grundpunkten hat.

Weil durch die Grundcurve eines Flächenbüschels, die in eine

Gerade und eine cubisene Raumcurve zerfällt, nur zwei Kegel gehen,

die ihr** Spitzen in den Begegnungspunkten der beiden Theile der

Grundcurve haben, und deren jeder 2 Kegel des allgemeinen Falles

repräseutirt, so reducirt sich die Kegelspitzencurve für das Netz, des-

sen Flächen alle durch eine Gerade gehen, auf die Gerade doppelt

gedacht; der fehlende Bestandteil wird durch die Durehschnittsgeraden

der vier Ebeneupaare gebildet, die in dem Netze enthalten sind. Da
dies Quadrupel von Durchschnittsgeraden, das einer V erbindungsgera-

den begegnet, aus vier Tripeln besteht, so ergeben sich uns die

1").4 = 60 Tripel, deren zugehörige 3 3 zerfallt. (Man s. No. 33.)

Also eine besondere Abart der Curven 3" bilden auf "JC

die Systeme aus je einer Verbindungsgeraden zweier Kno-
tenpunkte (doppelt gedacht) und den Dure hschnittsgera-
deu der vier Ebenenpaare, in deren einer Ebene jene Ver-
b i li d u n g s g e r a d e lieg t .

37. In dem Netze, dessen Flächen alle durch eine eubische Raum-
curve :K

3 — die Grundcurve des Netzes - geheu, zerfallen ebenfalls

alle Büschelgruudcurven in die feste Curve îK
3 und eine bewegliche

Secante derselben. In gleicher Weise wie oben erkennen wir, dass die

Kegelspitzencurvc sich auf die Curve :K
:I (doppelt gedacht) reducirt*).

*) Das» di« Kegelspitzencurve dieses Netzes eich von der sechsten auf dir

dritte Ordnung erniedrigt, muas sich auch aus der Betrachtung der No. 3U. erge-

hen. I>a «eh in dem vorliegenden Falle die beiden Kegelschnitte S0 und I0 hin

sichtlich der beiden (ìruppeu <i s und P eorrespondireu , so eorrespondirt jeder
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Also ist die Curve ili
3 aufSl4 (doppelt gedacht) auch eine

Abart der Curven <B
H

.

Die Kegel des Gebüsches, die ihre Spitzen auf dieser Curve haben

und speciell die, welche sie in einem der sechs Grundpunkte haben,

gehören zum Netze, dessen Grundcurve :H
3

ist. Eine Curve 3% die

durch drei Punkte dieser Curve iK
3 gelegt ist, also auch besonders

durch drei Grundpunkte, reducirt sich stets auf die Curve 0(
3 selbst.

Für jedes System von Curven <3", gelegt durch zwei feste Punkte auf

:K
3 — zu dem also diese Curve mit gehört, sowie auch die etwaigen

Abarten <5
5
,

2>', S 3 — , fallen die beiden ferneren festen Punkte mit

jenen stets zusammen, sodass alle Curven 36
,
gelegt durch zwei

Punkte von 9Î
3
, sich in denselben berühren. —

38. Es ist oben gesagt (No. 34.), dass je zwei Curven 3 6 sich in

vier Punkten schneiden. Keine irreducible Curve 3Ö
trifft eine oder meh-

rere der 10 Durchschnittsgeraden der Ebenenpaare; sobald eine Kern-

curve dies thut, zerspaltet sie sich auf die in No. 33. angegebene Weise,

denn dann liegt mindestens eine Spitze des Ebenenpaar- Kegels auf so

dass dieser zum zugehörigen Netze gehört und also natürlich alle seine

unendlich vielen Spitzen an dessen Kerncurve theilnehmen. Von «Ion

vollständigen Curven 3° wird nun der übrig bleibende Bestandtheil

©"', 3 4 oder 8 3 viermal getroffen, sowie auch diese degenerirten Cur-

ven einander je viermal treffen, da alle Durchschnittsgeraden von Ebe-

nenpaaren gegen einander windschief sind. Von den zehn Durch-

schnittsgeraden wird :tt
3 im Allgemeinen nicht getroffen (ebenso wenig

wie eine vollständige Curve S 1

'); diese Curve wird also von allen S",

3\ ©*, ©3 zweimal getroffen (da sie selbst doppelt zu denken ist),

.lede Verbindungsgerade von zwei Grundpunkten begegnet ebenso jeder

3 n doppelt, und nicht minder jeder <5 ', ® 4
, §3

, deren zugehörige 1,

2, 3 Durchschnittsgeraden die Verbindungsgerade nicht treffen.

Trifft die einer Curve ©* zugehörige Durchschnittsgerade s die

Verbindungsgerade / zweier Knotenpunkte, so haben die beiden Netze,

zu deren Kerncurven und / resp. gehören, während s zu beiden

gehört (No. 3fi.), ein Büschel gemein, in dem das Ebenenpaar mit der

Durchschnittsgeraden * sich befindet; dessen eine Ebene ist (sl), und

der fernere Bestandtheil der Grundcurve ausser / setzt sich zusammen

aus einer Geraden m in dieser Ebene (durch den dritten Grundpunkt

beliebigen, also auch einer durch ^ gehenden Geraden L, weil sie »S'0 zweimal

trifft, ausser dem doppelten Kegelschnitte Z„ eine (Jcrade A, die im Allgemeinen

nicht durch "J*
geht, da dies Z0 schon thut. Also liegt auf h nur ein Paar cor-

respondirender Punkt«*; demnach befindet sich in jeder Kbenc durch 7'TT nur ein

Paar correspondirender Axen, folglich neben deu beiden Punkten P und TT, die

ersichtlich Kcgelppit7.cn sind, nur noch eine.
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562 Rti>. Stvbm. Das Problem der Projectivität

in derselben) und einem Kegelschnitt in der andern Ebene (durch

deren drei Grundpuukte). Durch diese Grundcurve geht ausser dem
Ebeuenpaare nur ein einziger Kegel , der seine Spitze in (l,m) hat.

Dies ist der Begeguungspunkt von ©5 mit /.

Begegnet von den beiden einer Curve <B* zugehörigen Durch-

schnittsgeraden .? und s, nur eine der Geraden l, so begegnen sich

auch 3 4 und / einmal; treffen aber beide die Gerade l, so hat S 4 mit

/ keinen Punkt gemein; iu dem Büschel, das den Netzen gemein ist,

zu deren beiden Kerncurven s und s, gehören, während <5 4 an der

einen, l an der andern theilninimt, befinden sich zwei Ebenenpaare (die

mit den Schnittgeraden s und .s,), also kein wirklicher Kegel.

Wenn endlich von den drei einer Curve © 3 zugehörigen Durch-

schnittsgeraden eine, zwei oder alle drei die Gerade l treffeu, so trifft

©3 diese Gerade einmal, gar nicht oder zerfallt in die doppelte Gerade l

und die vierte Durchschnittsgerade, die derselben begegnet.

39. Wir wollen die sechs ausgezeichneten Kegel des Gebüsches,

welche ihre Spitzen in den Grundpunkten P,TT, 5ÖM i\>, t\ haben,

mit $tp ,
8n ,

#3 , $ 4
bezeichnen. Verlegen wir den sieben-

ten Grundpunkt Î35 eines Netzes aus dem Gebüsche auf einen dieser

Kegel, z. B. auf ftp , so geht der Kegelschnitt S,
t

= (b
{
&
2
b
A
b
x
b

:> )

durch ^> jedoch nicht gleichfalls der Kegelschnitt E0
= (/J, ß2 ßi ß x ß:)J

es sei denn, dass gerade auf die Curve ;){
3
, die sich ja auf allen

sechs ausgezeichneten Kegeln befindet, zu liegen komme; was wir

im Allgemeinen uicht annehmen. Die beiden analogen Kegelschnitte

zu iS'0 dureh ß l ß.,ßi ß i
und ß l ß>ß :i ß:,

gehen, da $ auf SQ liegt und
jederzeit (&, b.,b

3 b
i
fcj (/*, ß., ß.

i ß l ß.J ist, beide auch durch

so dass also dieser ihr vierter Schnittpunkt und der correspondirende

Punkt ßü des Kegelschnitts S
t>

ist. Der correspondirende Punkt ?>„

des Kegelschnitts I0 wird sich dagegen mit dem Punkte auf ixp
ändern; wo er aber auch liege, stets ist, da ßQ

= der achte asso-

ciirte Punkt $0 = (i\, ü^) = P.

Liegt also bei sechs festen Grundpunkten eines Netzes
der siebente auf einem der sechs ausgezeichneten Kegel
zweiten Grades, die durch diese Punkte gehen und ihre
Spitzen in je einem von ihnen haben, so ist der assoeiirte
achte Punkt stets diese Spitze, fällt also mit einem der
festen Grundpunkte zusammen. Kommt freilich der sie-

bente Punkt auf die durch die sechs Punkte geführte eubi-
sehe Itaumcurve :H

3
, welche sich auf allen sechs Kegeln be-

findet, zu liegen, so sind ihm nicht nur die sechs Kegel-
spitzen oder Grundpunkte, sondern die ganze Curve SR

3

associirt (No. 35). .

Jedo Kante eines solchen ausgezeichneten Kegels, z. B. Kp , hat
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mithin — abgesehen von dem Punkte P — clie Curve 9t
3 zur asso-

ciirten Curve und zwar sind beide so associirt, dass dem Punkte, in

dem 'Jl
3 von der Kante zum zweiten Male getroffen wird, die ganze

Curve 9ì*, allen übrigen Punkten der Kaute der eine Punkt P asso-

ciirt ist.

40. Umgekehrt: Fällt der siebente Punkt mit einem der sechs

festen Grundpunkte zusammen, so sind ihm alle Punkte des ausge-

zeichneten Kegels, der seine Spitze in diesem Grundpunkte hat, asso-

ciirt und, was uns eigentlich doch nur noch zu beweisen bleibt, blos

diese Punkte (jeder Richtung durch die Spitze entspricht ein bestimmter

Punkt des Kegels).

Es falle also 935 rait P zusammen, so wird 6. unbestimmt, ßh

fallt in den Punkt der Kegelschnitt Z0
ist also (ß s ß2 ßA ßx

hin-

gegen S
%)
erweitert sich zu dem ganzen Büschel durch (b

{
b

x
&3 6,). Je-

denfalls kann der Punkt b
tt
nur auf dem analogen Kegelschnitt durch

(&! b2 63 b
t) zu Z,, sich befinden; dieser ist, da ^3 auf Z0 liegt und

y (b
x
b2 bt hj ~ Ç(/J, ß, ß3 ß t

), der Kegelschnitt &, b, b, &,); nun

muss stets auf Pb0 sich befinden, also kann SB0 nur auf dem Ke-

gel über dem genannten Kegelschnitte und mit der Spitze P zu finden

sein, d. i. aber auf dem Kegel ®r

41. Wir legen nun den siebenten Punkt SB5 auf die Ebene dreier

der sechs festen Punkte, z. B. auf (P^, so gehört das Paar der

Ebenen (P^i^2^;,) und (333 Sö,TT) ersichtlich zum Netze, und der asso-

ciirte achte Punkt muss auf einer der beiden Ebenen liegen; wir ver-

muthen auf der zweiten, da jede Grundcurve des Netzes die erste schon

viermal, die zweite erst dreimal trifft und doch durch den achten Punkt

gehen muss. Es lässt sich dies aber auch auf Grund unserer Con-

struction des achten Punktes erkennen. Da offenbar die drei Punkte

b
t
b
2

b^ in gerader Linie liegen , so zerfallt der Kegelschnitt #0 in diese

Gerade und in &
3 b x ; der analoge Kegelschnitt durch ß v ß2 ßd ßx

ist

(ß x ß2 , ßsßt), der durch ß x ßx ß s ßh ist ein Kegelschnitt, der mit diesen

vier Punkten das anharmonische Verhältniss (b
{
b
2
sb

:t )
umfasst, wenn

s der Schnittpunkt des Geradenpaares 6'
0

ist*). Dieser Kegelschnitt

und das Paar (ß l
ß., t ß$ßx )

treffen sich ausser in ß x , ß2,ßA noch in einem

vierten Punkte ß0 auf 03 /3 4 ; da nun stets auf TT/?0 liegt, so leuch-

tet ein, dass iö0 auf der Ebene (TT/^/S,) = (TT !£.,©.,) liegt.

Befindet sich also der siebente Grundpunkt auf der

Ebene von dreien der sechs festen Grundpunkte, so liegt

der assoeiirte achte auf der Ebene der drei andern festen.

Befindet sich folglich dieser siebente Grundpunkt auf

*) lliergelten ähnliche Betrachtungen, wie in der Anmerk. zu No. 34.
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der Schnittgeraden eines der zehn Ebenenpaare des Ge-
' büsches, so liegt auch der achte auf dieser Geraden.

Dass er mit dem siebenten zusammenfallt, also jeder Punkt einer

solchen Geraden sich selbst associirt ist, wird sich im nächsten Ab-

schnitte als eine Folgerung des Satzes ergeben, dass das bei jedem

Punkte der Fläche %* der Fall ist.

42. Da im Allgemeinen eine Gerade £ jeden der sechs ausge-

zeichneten Kegel zweimal trifft, so geht in Folge von No. 40. ihre
associirte Curve durch jeden der Grundpunktc doppelt.
Eine Gerade jedoch, welche durch einen der Grundpuukte
geht, trifft den ausgezeichneten Kegel, der seine Spitze in demsel-

ben hat, ausserdem nicht mehr, jeden der fünf anderen aber nur noch

einmal. Folglich ist ihr, abgesehen von dem Kegel, welcher dem
Grundpunkte associirt ist, eine Curve associirt, die durch die-

sen Grundpuukt nicht geht, durch jeden der anderen aber
einmal.

Ferner masseti zwei associirte Curven , da sie Punkt für Punkt auf

einander bezogen sind, von demselben Geschlechte sein (man s. No. 7.),

also die associirte Curve einer Geraden wird stets das Ge-
schlecht 0 haben, d. h. wenn ihre Ordnung « ist, so wird die An-

zahl der wirklichen und scheinbaren Doppelpunkte -
]

sein.

43. Bewegen wir zuerst den Punkt iH5 auf einer Geraden V,

die durch einen Grundpunkt, z. lì. P, geht; so bleibt fr., fest, wahrend

ß:>
die Geraden 'Çfr., durchläuft; es bleibt ferner der Kegelschnitt Su

fest und also auch der analoge Kegelschnitt I-, desselben durch ß t ßißiß t y

auf dem sioh ß{)
befinden muss. Jeder Punkt § dieses Kegelschnitts

wird einmal ßu , denn wenn .r ein beliebiger Punkt auf S
ti

ist, so ist

doch x (fr, fr
2

fr
3

fr,) = £ (ß t ß.t ß :i ß t
). Wenn nun der dem Strahle .{ fr-

entsprechende im Büschel £ die Gerade tybb in ß:>
trifft, so ist »lies

der Punkt ßhi dem £ als ß0 zugehört. i>ì0 muss nun auf TTß, liegen.

Bewegt sich also 2\. auf der Geraden £ = Pfr5 , so beschreibt TTi\,

den Kegel (TTZ
:> ) , der durch TT (iö, ^ , $3 gellt und der analoge zu

dem durch P jö
2 333 sy

4 )
und £ ist. Vertauschen wir TT mit einem

der vier übrigen Grundpunkte, z. B. mit , so ergiebt sich als Ort

von S3, 33„ der analoge Kegel durch 2), (23 2 <H 3 25 4
TT) zu dem Kegel

durch P (Sö
2 iV, 3*

,
TT) und £; mithin als Ort des Punktes 33„ die cubi-

sche Kauineurve v*
9

die diesen beiden Kegeln ausser TT 3?, gemein ist

und die durch ï\ 5
TT brei,t - Bewegt sich 2 auf einem Ke-
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gel durch P^, 33 2 233 33
t), so durchstreicht 2

3 den analogen Kegel

durch TT (23, <8, © 3 <ö
4).

44. Diese beiden Kegel sind aber zwei entsprechende Kegel Dx

und A x der beiden Büschel, durch welche wir die Mâche 9l
4 erzeugt

haben (Abschnitt VIII). Es falle also der Punkt 335 auf 2 in einen

der Punkte, in denen diese Kante von Dx die Schnittcurve s*x={DX) A x)

trifft, dann kommt ß:i
auf den Kegelschnitt X. , über dem ja A x steht,

zu liegen (derselbe wird Z0). Wählt man ihn nun zum Punkt § und

sucht nach der vorigen Nummer auf ò5 den Punkt , für den er ß{)

wird, so wird sich ergeben, dass er für sich selber ß^ wird; also

TT $?„ ßt)
wird identisch mit TT ty

r> ßs . In ähnlicher Weise wird P930 60

mit P:Ö5 l>
:,

identisch, d. h. 230 mit 335 . Also, da die Curven s x die

Fläche %* erzeugen, haben wir nun folgende Resultate:

Die Punkte der Fläche %* sind sich selber associirt,

mithin auch die Durchschnittsgeraden der zehn Ebeuen-
paare des Gebüsches durch die sechs festen Grundpunkte.
Von den Punkten auf ft

3 und auf den 15 Verbindungsgeraden der

Grundpunkte versteht sich dies wegen No. 34 und 35 von selbst.

Jeder Geraden £, die durch einen der sechs Grund-
punkte geht, ist eiue cubische Raumcurve associirt, auf
der die fünf übrigen Grundpunkte liegen und die jener in

zwei sich selbst associirten, auf der Flache %* gelegeuen
Punkten begegnet. Also auch umgekehrt, da nach No. 29. zwei

Socii vertauscht werden können: Jeder der doppelt unendlich
vielen cubischen Raumcurven durch fünf der Grundpunkte
ist ihre vom sechsten Grundpunkte ausgehende Secante
associirt. Dies führt auch zu einer andern Erzeugung der Fläche ?l

4
.

Jede Fläche zweiten Grades, die durch die sechs Grundpunkte

und einen beliebigen Punkt auf \i geht, geht durch dessen Socius auf

und geht sie durch einen Punkt auf l'\ so geht sie durch den

.Socius auf Z. Geht sie durch zwei Punkte auf \î
:t

, also auch durch

deren Socii auf £, so enthält sie die ganze \î — weil drei Punkte

derselben — und folglich auch die ganze ü
3
, von der sie sieben Punkte

enthält. Es zeigt sich hier die gegenseitige Abhängigkeit der beiden

Sätze, dass eine Mäche zweiten Grades, die durch drei Punkte einer

Geraden oder sieben Punkte einer cubischen Raumcurve gelegt ist,

diese Gerade oder diese Curve vollständig enthält.

45. Es ist, wie eben erwähnt, in No. 29. gezeigt worden, dass

der associirte achte Punkt mit jedem der sieben, denen er associirt

ist, vertauscht werden kann. Ferner ist in No. 39. bewiesen worden,

dass der associirte Punkt zu sieben Punkten eines Kegels zweiten Gra-

des, von denen einer in der Spitze liegt, mit diesem zusammenfällt.

Daraus erhalten wir also nochmals das Resultat, dass der Socius der
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Spitze jedes Kegels unseres Gebüsches oder, was dasselbe ist, jedes

Punktes der Kernfläche %* mit diesem Punkte sich vereinigt.

Ferner haben wir in der vorigen Nummer gefunden, dass, wenn
sieben Punkte so auf einer cubischen Raumcurve und einer Secante

derselben liegen, dass sechs, TT iÖ
t ü82 233 SÖ

4 $30 > au^ der Raumcurve und

einer, P, auf der Secante liegt, der achte 335 auch auf der Secante

sich befindet. Vertauschen wir iÖ
0 und P, so erhalten wir das wich-

tige Resultat:

Bei sechs gegebenen festen Grundpunkten PTT©,^,^^
befindet sich der einem siebenten 58 5

associirte stets

auf der von $5 an die cubische Raumcurve :R
3 durch die

sechs festen Grundpunkte gelegten Secante.

46. Nun ist es leicht, die associirte Curve einer beliebigen Gera-

den 2 nachzuweisen. Durch die sechs festen Grundpunkte und durch

die Gerade 2, d. h. durch drei beliebige Punkte von 2, geht ja eine

Fläche des Gebüsches, F2
. Auf ihr muss natürlich die Socia von 2

liegen. Der Socius jedes Punktes von 2 liegt nach der vorigen Num-
mer auf der von ihm ausgehenden Secante von 9i

3
, und zwar dort,

wo sie F2 zum zweiten Male trifft Die Räche, welche durch diese

Secanten erzeugt wird, ist vierter Ordnung, F4
, und hat 2 zur ein-

fachen, 91
3 zur Doppellinie*). Folglich ist die associirte Curve der

Geraden 2 der fernere Durchschnitt 2
7 der beiden Flächen F 4 und J**

2

ausser 2. Sobald nämlich 2 die Curve "di
3 nicht trifft, haben die Flä-

chen F2 und FA ausser 2 und ihrer Socia keinen Punkt mehr gemein,

denn die durch einen solchen Punkt gehende Erzeugende von F 4 hätte

ja ausser dem Punkte noch den Punkt, in dem sie 2 trifft, und des-

sen Socius mit F2 gemein, läge also auf F2
, mithin auch Dl

3
, von

der diese Erzeugende ja eine Secante ist und die dann mit F* acht

Punkte gemeinsam hätte ; dann begegnete aber 9Ì
5 der auf F2 befind-

lichen Geraden 2 doch mindestens einmal. Die sechs Grundpunkte

liegen auf 2 7 doppelt, weil sie die ßegegnungspunkte der Doppelcurve

91
3 von F* mit F2 sind.

Die associirte Curve einer Geraden 2, welche der Raum-
curve dt* nicht begegnet, ist eine Curve siebenter Ordnung
2 7

, welche die sechs Grundpunkte zu Doppelpunkten hat.

Ihr Geschlecht ist Null, also hat sie noch neun scheinbare
Doppelpunkte und ist demnach vom 12. Range; also 2] 2

.

2 und 2]j begegnen sich in vier Punkten von 2l
4

, die sich

selber associirt sind.

47. a) Trifft die Gerade 2 die Curve Dl
a einmal (in p t ) f

dann degenerirt F* in die Räche F 2 und den Kegel über 9i
3 mit der

*) Heye. Geometrie der Lage II, Seite 98.
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Spitze p t
. Der Schnitt von F l und F2 wird illusorisch. An der Socia

von £ aber nimmt ersichtlich die ganze Curve 3ï
3
, dem Punkte p t

asso-

ciirt, Theil. Die eigentliche Socia von £ ist also eine Curve
vierter Ordnung £ 4 auf F2

}
die einmal durch die sechs

Grundpunkte geht (da der andere Bestandtheil 9i
3 auch durch die-

selben geht) und jede Secante dieser Curve auf F2 einmal trifft, im asso-

ciirten Punkte des Punktes, in dem dieselbe der £ begegnet; hin-

gegen dieser Geraden begegnet £ 4 dreimal, in deren drei weiteren

Schnittpunkten mit Also ist £ 4 zweiter Species und sechs-

ten R anges, was ja auch aus dem Geschlecht 0 sich ergicbt; da-

her

ß) Trifft £ die Curve ili
3 gar zweimal (in p t

und j>2), so

zerfällt 2 7 in die doppelte ;)t
3 (welche die Doppelpunkte enthält)

und die Gerade £, denn diese ist ja eben die von jedem ihrer Punkte

an Si
3 gehende Secante selbst. Die Paare der Socii auf der Se-

cante £ bilden eine Involution, denn man kann sie als Schnitt-

puuktenpaare von £ mit den Flüchen irgend eines Büschels aus dem
Gebüsche auffassen. Asyraptotenpunkte sind also die beiden
ferneren Schnittpunkte der Geraden £ mit %\ ausser j),

und p7
. Diese Punkte p x

und p^ bilden selbst ein Paar, da ja jedem

Punkte von 5K
3 jeder andere associirt ist oder jede Fläche (des Ge-

büsches) durch p t
von 9Ì

3 sieben Punkte, folglich diese ganze Curve

und also auch p2
enthält. Säramtliche Secanten von 9Ì

3 treffen

demnach %% in vier harmonischen Punkten, von denen die

beiden Endpunkte zugeordnet sind*).

48. Die Durchschnittsgerade s jedes der zehn Ebenenpaare des

Gebüsches hat sich (Punkt für Punkt) zur associirten Curve (No. 41.

und 44.) und ausserdem noch die sechs Verbindungsgeraden von zwei

Grundpunkten, die ihr begegnen, und deren jede eben ihrem Begeg-

nungspunkte mit s associirt ist.

Ebenso nimmt jede solche Verbindungsgerade / stets an der asso-

ciirten Curve einer Geraden £, welcher sie begegnet, Theil und be-

gegnet dem übrigen Bestandteile, der eigentlichen Socia von £, ausser

in den beiden Grundpunkten, welche l verbindet und die deshalb auf

dieser eigentlichen Socia blos einfache Punkte sind, in einem Punkte,

dem Sociu8 des Punktes (£, /), sofern dieser zu £ gerechnet wird.

«) Begegnet also £ blos einer Verbindungsgeraden, z. B. iTT, so

ist ihre Socia — abgesehen von PTT — eine Curve sechster Ordnung

£*, die durch P,TT einfach, durch 33, $H2^ doppelt geht, ausser-

dem noch sechs scheinbare Doppelpunkte hat und vom 10. Range ist;

*) Re je. Sopra le curve gobbe ecc.
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also ï"
0 . £ und ïj 0

begegnen sich dreimal, weil 2 die Fläche

schon auf l einmal trifft.

ß) Trifft Ï ausser der Verbindungsgeraden Z = PTT noch JH
3 in

einem Punkte ausserhalb l — weiui 2 die Curve ;H
3 auf einer Geraden

/ trifft, so kann es doch nur in einem der beiden Grundpunktc sein

und wir kommen wieder auf die in No. 43. behandelten Geraden 2 —,
so ist ihr eine Raumcurve dritter Ordnung L\*) associirt, welche durch

die vier Grundpunkte 3*, 3V> 3?
;,
3\, einfach geht, durch P und TT aber

gar nicht; der Geraden $ begegnet sie zweimal.

üass eine Gerade 2 eine Verbindungsgerade l und zugleich die

Curve ft
3 noch zweimal trifft, ist nicht möglich, da von jedem Punkte

an iK
3 nur eine Secante geht.

y) Es begegne g zwei gegen einander windschiefen Verbindungs-

geraden z. B. PTT und 3\3? 2 , so ist ihre Socia eine Curve fünfter

Ordnung, die durch PTT 23, 3\> einfach geht
,
jede der beiden Gera-

den l noch einmal trifft, 3V, 3\, zu Doppelpunkten hat, ausserdem vier

scheinbare Doppclpunkte besitzt und vom 8. Itange ist, also

und 2 treffen einander zweimal.

d) Wenn nun ausserdem £ noch :K
3 einmal trifft, also auf der

•lurch (;ìì
3
, PTT, ÜV^S) bestimmten Fläche zweiten Grades liegt (sol-

cher Flächen giebt es 45), so ist ihr ein Kegelschnitt L- associirt,

der durch 2V334 8eu* um^ 2 einmal trifft.

f) Eine Gerade £ treffe drei gegeneinander windschiefe Verbin-

dungslinien /, z.B. PTT, 33| 3.^, 3?3 3S, liege demnach auf dem durch

diese drei Geraden erzeugten Hyperboloide (solcher Hyperboloide giebt

es 15); so ist ihr cine Curve vierter Ordnung associirt, die durch alle

sechs Grundpunkte einfach geht und jeder der drei Geraden ausser-

dem noch einmal begegnet. Sie befindet sich auf dem genannten

Hyperboloide selber und ist eine Curve zweiter Species (vom G. Hange),

also L***)) der Geraden £, der sie associirt ist, und allen Geraden

derselben Schaar begegnet sie einmal.

£) Es treffe ¥ zwei sich schneidende Geraden l, z. B. 3\ 3\. und

3*|3\» (oülie just durch 3\ zu gehen), so trifft sie auch 3V,3*
3 , uuu" da

sie überhaupt in der Ebene (33
t
3* 2

3V
k)

liegt , so muss sich ihre Socia

in der Ebene (PTT3V,) befinden (No. 41.). Sie ist eine (ebene) Curve

vierter Ordnung mit drei Doppelpunkten 3*, PTT (Geschlecht 0) , welche

0. einmal trifft.

m) Geht £ durch einen Grundpunkt P und trifft eine Verbin-

*) Zum Unterschiede von den Curven V,
3 derselben Art, die einer durcli einen

Grundpunkt gehenden Geraden iinsociirt sind (No. 43.).

**) Zum Unterschiede von den Curven VJ derselben Art, welche einer Gera
den v asBociirt eiud, die der ltuuincurve Ji

1 einmal begegnen (No. 47«.).
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dungsgerade 39|i8
2 , so ist ihr ein Kegelschnitt S 2 in der Ebene (TT

associirt, welcher der Geraden £ einmal begegnet und durch TT5Ö
3 23 4

geht.

&) Endlich einer Geraden £ , die durch einen Grundpunkt P geht

und zwei gegen einander windschiefe Geraden z. B. 29,33 2 und

trifft, (solcher Geraden giebt es 90), ist wiederum eine Gerade £'

associirt, die durch TT geht, und zwar die Schnittgerade der Ebenen

(TT^3 2?4 ) und (TTSB,232 )
oder die Gerade durch TT, welche 33,55.. und

iyiV, trifft; in der That, alle Flüchen durch die sechs Grundpunktc,

welche £ enthalten, enthalten auch £'.

XL

49. Die Ordnung der Flüche, welche einer beliebigen
Ebene X associirt ist, ist nun sehr leicht zu finden. Diese Flüche

wird ersichtlich von einer beliebigen Geraden in so vielen Punkten

getroffen, als deren Socia von der Ebene X. Folglich ist sie eben-

falls siebenter Ordnung. Die Curve 3v
a liegt dreifach auf

dieser Fläche X7
, weil sie ihren drei ßegegnungspunkten mit X

associirt ist; ebenso b e f i n d e n sich die 15 Verbindungsge-
raden l je zweier'Grundpunkte auf X 7 als einfache Gera-
den; der Schnitt der 'Flache X 7 mit der Ebene X besteht aus der Curve

vierter Ordnung (>
4 = (X, 9l

4
), deren Punkte sich selber associirt sind,

und den drei Secanten von 3ï
3

, welche in X liegen und die also die

Punkte von £ enthalten, welche ihre Socii auch auf X haben, ohne

mit ihnen zusammenzufallen. Die dreifache Curve die 15 Geraden

l und die Curve 6 * bilden den Durchschnitt der Flüchen X 7 und 91*.

Jede durch einen Grundpunkt gehende Gerade hat zur Socia eine eubi-

8che Kaumcurve, trifft also X 7 ausser im Grtindpuukte noch dreimal,

folglich sind die sechs Grundpunkte vierfache Punkte auf

X 7
. Jeder von ihnen ist allen Punkten eines Kegelschnitts auf X asso-

ciirt.

50. Auf X7 Hegt ein doppelt unendliches System von Curven £; 2 ,

durch je zwei Punkte ist eine bestimmt und je zwei haben ausser den

Grundpunkten noch einen Punkt gemein. Von diesen Curven sind

zwei und zwei derartig vereinigt, dass sie auf derselben Flüche zwei-

ten Grades liegen und deren vollen Schnitt mit X 7 bilden.

Die Flüche i,v nämlich des Gebüsches, welche durch eine Gerade

£ auf X gelegt ist und also deren Socia £} 2
auf X7 enthült, schneidet

X noch in einer zweiten Geraden und enthült folglich auch deren asso-

ciirte Curve.

Die Fläche vierter Ordnung F\ auf der die von den Punkten auf

V ausgehenden Secanten von sich befinden, durchschneidet X 7 in
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der sechsfach zu rechnenden ìli
3

, deren drei Secanten auf X und der

Socia von 2.

Auf X" befinden sich drei Systeme von einfach unendlich vielen

Curven (No. 47a.); je zwei desselben Systems treffen sich, ausser in

den Grundpunkten, nicht mehr, wohl aber je zwei verschiedener Systeme.

Aehnliches gilt auch für die 15 Systeme von Curven 2J 0
(No. 48°.).

Je einem jener und einem dieser Systeme ist, (abgesehen von der Rauni-

curve 9i
3 oder der zugehörigen Verbindungsgeraden) eine Raumcurve

L] (No. 48/*.) gemein. Von allen diesen Curven wird jede ein-

mal (ausser in den Grundpunkten) getroffen.

Von einer Ebene durch drei Grundpunkte wird X\ ausser in deren

drei Verbindungsgeraden, noch in einer Curve vierter Ordnung , die in

den drei Grundpunkten Doppelpunkte hat, durchschnitten; es ist dies

die assoeiirte Curve der Schnittgeraden der Ebene X mit der Ebene

der drei anderen Grundpunkte (No. 48^.).

51. Es gehe die Ebene X durch einen der Grundpunkte,
z. B. durch P, so ist ihr, abgesehen von dem Kegel &P , eine Fläche
fünfter Ordnung X 7

' assoeiirt, welche den Punkt P zum doppel-

ten Punkte , die fünf übrigen zu dreifachen hat, auf welcher :H
3 nur noch

zweifach liegt und sich blos die zehn Verbindungsgeraden der drei-

fachen Grundpunkte befinden; von der Ebene X wird sie, ausser in

R4 nur noch in der Secante von itt
3 geschnitten, welche nicht durch

P geht.

Die doppelt unendlich vielen Curven sind geblieben; Systeme

von Raumcurven giebt es nur noch zwei; das dritte — dessen asso-

eiirte Geraden durch l* gehen — hat sich verwandelt in ein System

von eubischen Raumcurven (£
3 oder) t\ (No. 44.). Jede dieser Cur-

ven wird von einer gewissen Kante des Kegels einmal getroffen

und durch dieselbe zur Curve %\ vervollständigt. Die 15 Systeme von

Curven haben sich auf 10 vermindert. Es giebt noch 20 Curven

L\ auf X h und 10 Kegelschnitte i»
7 (No. 48''.). Diese Kegelschnitte

liegen in den 10 Ebenen durch je drei Grundpunkte, zu denen P nicht

gehört.

Mit einer Curve liegt stets auf derselben Hache zweiten Gra-

des eine Curve i'J, denn wenn eine Fläche des Gebüsches X in zwei

Geraden schneidet, so muss doch die eine durch P geheu.

52. Geht die Ebene X durch zwei Grundpunkte, z. B.

P und TT, so zerfällt ihre Socia in die beiden Kegel und £//

und eine Fläche dritter Ordnung X 3
, auf welcher P,TT und 3î

3

einfach sind, hingegen ^
5
±\

2 $\ Doppelpunkte. Sie enthält nur die

sechs Verbindungsgeraden dieser vier Punkte und wird von der Ebene

t in der Curve dritter Ordnung (>
3 geschnitten, welche diese mit 91*

ausser PTT gemein hat.
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Jede Gerade £ in der Ebene X begegnet der Geraden PTT
;
folglich

enthält die Fläche ein doppelt unendliches System von Curven l'" 0 ,

deren jede diesmal mit keiner andern vereinigt ist, sondern den vol-

len Durchschnitt von X3 mit der Fläche des Gebüsches bildet, die

durch S gelegt ist; die zweite Gerade, in der diese Fläche die Ebene

X schneidet, ist ja stets PTT, die sich selber associirt ist und auf den

beiden Kegeln liegt.

Auf X3 hegen ferner drei Systeme von cubischen Curven und

zwar zwei von Curven 2 J
(No. 44.) und eins von Curven L

J
(No. 48/*.)

;

jedes enthält sechs Kegelschnitte i*
2 resp. L2 (No. 48*». und 48J

.) Die

Curven L\ hegen stets mit :K
3

, die Curven £J aber je zwei und zwei

auf derselben Fläche zweiter Ordnung und die beiden cubischen Raum-
curven verhalten sich gegen deren beide Schaaren entgegengesetzt*).

Endlich giebt es auch drei Curven L * auf X3 (No. 47*.).

53. Es ist aus der Theorie der cubischen Flächen mit vier Kno-

tenpunkten bekannt**), dass eine solche Fläche noch drei Gerade ent-

hält, die in einer Ebene liegen und von denen jede zwei Gegenkanten

des Tetraeders der vier Knotenpunkte 9?2 5*3 2)4
trifft- Zwei solche

Gegenkanten z. B. sind 33,2?2 und ©3ÏV Legt man durch deren

Spuren auf X, durch den dritten Schnittpunkt Q der Curve ;K
3 mit

der Ebene X und durch die beiden Punkte P und TT einen Kegel-

schnitt q {

2
, so liegt dieser auf einer Fläche des Gebüsches, auf der

auch die Geraden $},332 ,
sB 3 ^P4 und die Curve iK

3 sich befinden, welche

also die Flache X3 noch in einer Geraden qx
schneidet, die dem Kegel-

schnitte q {

2 associirt ist und mit 93, 33 2 , 933 3? 4
eine cubisene Curve zu-

sammensetzen muss, also beiden Geraden begegnet***). Diese beiden

Geraden und die Curve 9t
3 setzen mit q x

die volle Socia (6. Ordnung)

von q x

2 zusammen ; eine Socia dieser Ordnung haben alle Kegelschnitte,

welche auf Flächen des Gebüsches sich befinden und in der Ebene

X liegen , folglich durch P und TT gehen. Die beiden anderen Paare

von Gegenkanten des Tetraeders geben zwei ähnliehe Kegelschnitte

q2
2 und #3

2 und als deren assoeiirte Curven die beiden Geraden q2
und

<y3 , welche 23, ©3 ,©2
SÖ

4
resp. $,354 ,!ö2

$<
3
begegnen. qx

trifft z. B.

72
im Socius des vierten Punktes, den die beiden Kegelschnitte

q x

2 und q.t
2 ausser P, TT, Q gemein haben. Also liegen die drei Gera-

den q x q2 q3
in einer Ebene. Jede von ihnen trifft $K

3 einmal und

wird von allen Curven $*„ und L\ doppelt getroffen, weil die Gera-

den, denen diese associirt sind, den assoeiirten Kegelschnitt q
2 zweimal

treffen.

*) Dea Verf. Buch über die Flüchen dritter Ordnung No. 68.

**) Ebenda No. 123.

**•) Ebenda No. 68.
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Jede durch eine Kante des Knotenpunktstetraeders, z. B. 3*, 33,,

gehende Ebene schneidet X 3 noch in einem Kegelschnitte K 2
, der

durch
,
£V, geht und sich auf einer Fläche des Gebüsches befindet,

folglich ist ihm in der Ebene X der Durchschnittskegelschnitt dieser

Flache associirt, der durch P, TT, den Schnittpunkt der Ebene X mit

der Gegenkante ÜY£4
und durch Q geht, denn jener Kegelschnitt K*

trifft ersichtlich die Gerade 393 334
und die Curve 3Ì

3
, so dass diese auf

tier genannten Flache zweiten Grades liegen und die Socia sechster

Ordnung von K~ vervollständigen. Die Kegelsclinitte auf X 3 in den

Ebenen durch eine Kante des Knotenpunktstetraeders sind also den

Kegelschnitten eines Büschels in X associirt.

Einem Kegelschnitte C1 auf X3
, dessen Ebene durch eine der drei

Geraden q geht , z. B. durch q x
, und der also jeder der vier Kanten des

Tetraeders, welche q x
nicht trifft, einmal, der Curve ;K

3 zweimal be-

gegnet, ist in der Ebene X eine Curve vierter Ordnung associirt

(ausserdem noch die Curve *J{
3 doppelt und die vier genannten Kanten)

;

denn die Socia einer beliebigen Geraden I' in X ist eine Curve i'J 0 ,

welche g, zweimal, also viermal begegnet. Diese Curve vierter

Ordnung geht zweimal durch P, TT (auf der vollständigen Socia von

C*, den ja jeder der sechs ausgezeichneten Kegel viermal trifft, sind

diese Punkte vierfache) und durch Q, ausserdem noch einmal durch

die Spuren der vier von q x
nicht getroffenen Kanten, folglich bilden

auch diese Curven ein Büschel, denn sie haben 3.4 + 4 = 16 Punkte

gemein.
54. Geht endlich X gar durch drei Grundpunkte, so

reducirt sich ihre assoeiirte Fläche, abgesehen von den drei

Kegeln, auf denen diese drei Punkt«; vierfach, die drei anderen Grund-

punkte und die Curve N 3 dreifach liegen, auf die Ebene der drei

anderen Grundpunkte (No. 41.). In Betreff einer beliebigen Gera-

den einer solchen Ebene und einer Geraden durch einen der drei Gruml-

punkte sehe man No. 48t und 48".

XII.

55. Jede Gerade £ durch einen der sechs Grundpunkte hat zur

Socia eine cubisene Kaumcurve durch die fünf anderen G rundpnnkte,

welche jener in ihren beiden ferneren Schnittpunkten a, und a, mit %*

begegnet und mit ihr die Grundcurve eines Büschels des Gebüsches

zusammensetzt (No. 44.), in dem sich nur die beiden Kegel K
t
und

mit «leu Spitzen a, und a, befinden. Demnach fallen die beiden fer-

neren festen Punkte, welche allen durch a, und a 2
gehenden Curven ® fi

auf "21 ' noch gemein sind, resp. mit a, und a 2
zusammen (No. 33.). Alle

Curven 6" also -- die degenerirten S'';^, <© 3 mit eingerechnet —
auf 3l

4
, welche durch zwei mit einem Grundpunkte in gera-

der Linie liegende Punkte a, und a., gelegt sind, berühren
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sich in denselben. (Man vergi, das ähnliche Resultat, wenn die

beiden Punkte a, und o2 auf :)i
:t sich befinden, No. 37.)

56. Ein beliebiger Punkt a, auf 5l
4 — die Spitze des Kegels

K
x
des Gebüsches — bestimmt mit den sechs Grundpunkten

ein Nete N(a
x
) des Gebüsches. Sämmtliche doppelt unend-

lich vielen Grundcurven dieses Netzes gehen durch a, und sei-

nen Socius, der mit a, zusammenfallt (No. 44) und zwar in der Rich-

tung der Secante a
x
von a, an 3i

s neben a, zu liegen kommt. Ein-
fach unendlich viele von den Grundcurven haben in a, einen
Doppelpunkt, nämlich diejenigen, in deren Büschel sich der Kegel

K
x

befindet. Daraus folgt, dass die Kegelspitzencurve @,
6 des

Netzes iV(a,) einen Doppelpunkt in a, hat, während sonst jeder

Punkt einer Kegelspitzencurve nur für ein Büschel ihres Netzes Dop-

pelpunkt ist (unsere Kegelspitzencurve geht ja auch durch einen Grund-

punkt ihres Netzes). Die übrigen Grundcurven des Netzes be-

rühren die Secante a
x
an iH

3 in a, , denn der Socius von a, , durch

den sie ja alle gehen müssen, liegt eben auf a, neben a, , oder: Das

Netz iV(a,) hat mit dem Netze JV(;K3
) durch ÏK

3 ein Büschel B
x (%)

gemein, jedes Büschel jenes Netzes mit diesem Netze eine Fläche die-

ses Büschels. Nun werden alle Flächen eines Büschels B (a,), dessen

Grundcurve dl* (a,) zweimal durch a
x
geht, in a, von derselben Ebene

8, berührt — welche den Kegel K
l
in den Tangenten /,' und t

x

" der

Grundcurve in a, an ihre beiden Aeste durchschneidet — ; diese Ebe-

nen ®| gehen alle durch a
x

, da zu jedem der Büschel eine Fläche aus

B
x

gehört, auf der a
x
die eine durch a, gehende Gerade ist. Fer-

ner hat jedes andere Büschel aus N(a
x ), dessen Grundcurve nur ein-

mal durch a, geht, mit jedem der Büschel B (a,) eine Fläche gemein,

so dass sich auch die Berührungsebenen in a, an alle Flächen eines sol-

chen Büschels um a
x
drehen, folglich a

x
die Taugente in a, an die

Grundcurve ist*).

57. Von den Ebenen ©, (durch a
x )

tangiren zwei den Kegel K
x ;

in einer solchen Ebene ®, fallen also die beiden Geraden t{ und t
x

"

zusammen, die Grundcurve des Büschels, dessen Flächen alle von ©,

berührt werden, bekommt in a, eine Spitze.

Jeder Punkt auf ?l
4 ist für unendlich viele Grundcur-

ven des Gebüsches Doppelpunkt, für zwei ist er Spitze.

In den Büscheln dieser letzteren Grundcurven repräsentirt

K
x
drei Kegel.

Die Secante a
x

liegt nicht auf dem Kegel K
x , so lange der Punkt

a, ausserhalb der Curve SR
3 liegt. Kommt a, auf diese Curve zu liegen,

*) Man sehe hierzu des Verfassers Abhandlung: Untersuchungen über das

Flachennetz 2. Ordnung, Journal von Creile Borchardt, Bd. 70, Seite 212.
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574 Ilvo. Stuiim. Problem der Projectivität.

so verliert einerseits a
ì

ihre Bedeutung, indem sie sich zum Kegel

Ä', = (a,, 3ï
3
) erweitert. Andererseits, da iV(a,) in diesem Falle mit

dem Netze JV(:K 3
) identisch wird, in welchem alle Büschelgrundcurven

aus 3i
3 und einer Secante m dieser Curve bestehen, also 2 Doppel-

punkte haben, so ist kein Punkt a, auf 9i
3 Kückkehrpunkt fur eine

Grundcurve des Gebüsches; einmal freilich, wo die Secante m zur

Tangente in a, wird, fallen die beiden Doppelpunkte der Grundcurve

bei a, neben einander.

Die Curve <3,
,J geht olfenbar auch durch die beiden Punkte p' und

l>", in denen «, die Curve :K
3 trifft, denn das sind die Spitzen der bei-

den Kegel im Büschel li
x
(:K

3
). Jede der Ebenen (5, (durch a

{ ) trifft

also die Curve (5,° ausser in dem Doppelpunkte a, und den beiden

Punkten p' und p" noch in zwei Punkten, den Spitzen der beiden

anderen Kegel (ausser dem doppelten Kegel K
x
) in dem Büscbel, des-

sen Flächen von 8, alle berührt werden. Sechs Ebenen @
t
berühren

<5,
6

*, der Berührungspunkt, in welchen die Spitze eines zweiten dop-

pelten Kegels fällt, liegt mit a, und je einem Grundpunkte in gerader

Linie (No. 55). In den beiden Ebenen ©, , welche durch die Tangen-

ten an in a, gehen, ist die eine von den weiteren Spitzen noch

in den Punkt a, gefallen, die andere sei der Punkt a,'*, sie gehören

den Büscheln B (a,) zu, deren Grundcurven in a, eine Spitze besitzen,

und sind die Berührungsebenen von a, an K
{
.

Alle Curven ©6
, die durch a, und einen zweiten Punkt

auf ©,* gehen — zu ihnen gehört <5,
a selbst — haben noch einen

dritten Punkt auf S, 6 gemein und berühren sich in a,; fallt

der zweite Punkt in einen der beiden Punkte a,', so vereinigt sich der

dritte Punkt auch noch mit a„ so dass sich alle Curven ©K durch a,

und a,' in a
t
osculiren*).

Brom b erg, den 2. Januar 1869.

•) Zum Schlüsse bemerke ich noch, daös ich leider nicht im Stande gewesen

bin, mir genauere Kenntnis» von den Abhandlungen über das Problem der Homo-
graphie zu verschatien, welche die Herren Chasles (Comptes rendus, 3t. December
1855), de Jonquières (Nouvelles Annales de mathématiques, t. XVII) uud Cremona
(ebenda, t. XX) verlaset haben. Nach dem, was ich über dieselben durch Mit-

theilungen erfahren habe, glaube ich durch meine Arbeit eine vollständige
synthetische Auflösung des Problems (gegenüber der analytischen des Herru

Cremona) geüefert und demselben als etwas Neues die äusserst wichtige Anwen-
dung auf die Flächen zweiten Grades hinzugefügt zu haben.
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Zur Theorie des Krümmungsmaasses.

Von E. Beltrami in Bologna.

Ich habe schon mehrmals Gelegenheit gehabt, auf gewisse Aus-

drücke aufmerksam zu machen, die mir nicht unwesentliche Dienste

in der allgemeinen analytischen Theorie der Flächen zu gewähren

scheinen. Ich meine damit jene Ausdrücke, die ich, auf sehr ent-

scheidende Analogien gestützt, als Differentialparameter erster

und zweiter Ordnung einer gegebenen Function der Gaussischen

krummlinigen Coordinateli bezeichnet habe, und deren nützliche Anwen-
dung von mir in vielfacher Richtung angedeutet ist.

Unter Voraussetzung der gewöhnlichen Darstellung

ds* = E du* 4-2F du du + G du*

für das Linienelement der Fläche, sind die in Rede stehenden Aus-

drücke folgende, wo <p(u,v)
}
ip(n,v) zwei beliebige Functionen der

unabhängigen Variabein u, v bezeichnen*):

A \óvJ tv cu 1 Vu/

drp dtp jp /C<p erp
,

oip\
, Q dtp exp^

A. cv cv \( r cu cu ( >' J '

r
cu cu

— F'\é"\ YEH — F' ) + î<; \ YEU— F* )\- yEU-

Hier ist A, (p der Differentialparameter erster Ordnung, und A2 (p der

zweiter Ordnung der Function <p(u,t>); A,<pi/> bezeichne ich als Zwi-
schenparameter zweier Functionen tp(u,v) und v).

Diese drei Parameter besitzen die charakteristische Eigenschaft, dass

ihre Bildung mittelst derDifferentialquotienten derbezüglichen Functionen

*) Beltrami. Ricerche di analisi applicata alla geometria, Art. IV,

XIV, XV (Giornale de Battagliai, Bd. 2 und 3). Ich habe hier die kleinen Ver-

änderungen der Bezeichnung beibehalten, die ich im ersten Artikel des Aufsatzes

Sulle variabili complesse in una superficie (Annali di Matem. Serie II,

Bd. 1) eingeführt habe.

37*
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und der Coefficienten des Linienelementes, durch Einsetzung beliebiger

neuer Variabein u, v statt der vorigen u, v, gar keine Veränderung er-

leidet; mau braucht nämlich nur an die Stelle von

r» ~jp r t) '<)

L
>
F

'
Cr

> du'
respective

T.T I" r 1 ' ^ d

in den obigen Ausdrücken zu setzen , um sie nach den neuen Variablen

u\ v, die dem Linienelemente die Form

<&» = E' du* + 2 jF' </«* cfc' + (T

ertheilen, zu transformiren.

Ich erlaube mir hier mit wenigen Worten einige der vorzüglich-

sten speciellen Eigenschaften dieser Ausdrücke auszusprechen.

' Der Gleichung <p(u, v) — const, entspricht auf der Fläche ein

bestimmtes System von Curven, von denen (in der Regel) wenigstens

Eine durch einen beliebigen Punkt («, r) geht. Wenn ön dasjenige

Linienelement der Fläche bezeichnet, welches von dem Punkte (u, v)

ausgeht und zu der durch (m, v) gehenden Curve des Systems qp = con st.

normal steht, so hat man*), wie für den Lame 'sehen ersten Pa-

rameter,

A'?>=

wo ötp die Veränderung bedeutet, welche der Werth der Function be-

kommt am Endpunkte von Ön.

Ferner ist, mit Beibehaltung dieser Bedeutung von ön,**)

vorausgesetzt, dass man unter //Ä,«? den positiven Werth und unter

ön die Richtung des wachsenden <p versteht. Die Gleichung

A, yil> = 0

bedingt mithin***) die Rechtwinkligkeit der beiden Curven - Systeme

<p = const, und = const.

Jeder Lösung ç>(u, v) der partiellen Differentialgleichung erster

Ordnung
A, tp = f{tp)

oder (was auf dasselbe hinauskommt) jeder Lösung der Gleichung

A
l
<p = l

>

entspricht ein Curvensystem tp = const, von eigentümlicher Art,

•) Cit. Ricerche etc. Art. IV.

**) Beltrami. Teorica generale dei parametri differeuziali § 3 (Me-

morie dell'Accademia di Bologna, serie II, Bd. 8, uni d. Pr.).

***) Cit. Ricerche etc. Art. XIV.
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Zur Theorie deß Krümmungsmaasses. 577

welches dadurch charakterisirt wird , dass das entsprechende orthogonale

System aus kürzesten Linien besteht*). Zufolge eines bekannten Theo-

rems von Gauss schneiden zwei beliebige Curven <jp = c
,

tp = c" de3

ersten Systems auf diesen kürzesten Linien Bogen aus, die säinintlich

von gleicher Länge sind; und im Falle der Gleichung A, <p — 1 ist

c"— c der Betrag dieser Länge. Die gegenseitige Beziehung der Curven

eines solchen Systems tp = const, kann also bezeichnet werden als

ein geodätischer Parallelismus. Man kann dieses System auch als

das der sämmtlichen geodätischen Evolventen einer beliebigen Curve

auf der Fläche betrachten. Wenn die Lösung tp der Gleichung A, <p= 1

eine willkürliche (nicht bloss additive) Constante in sich enthält, so

kann daraus, ohne weitere Integration, die allgemeine endliche Glei-

chung der orthogonalen kürzesten Linien abgeleitet werden.

Die Gleichung
AJ=0

wird befriedigt durch alle Functionen /, welche abhängig sind von

einem gewissen complexen Argument. Die Coraponenten dieses

complexen Argumentes, keineswegs identisch mit a, v selber, sind-

Functionen von u, v , und zwar Functionen, welche aus den gegebe-

nen Functionen E, F, G durch ein ziemlich einfaches Verfahren ab-

geleitet werden können**). Ist also f eine beliebige Function des

in Rede stehenden complexen Argumentes, und bezeichnet man diese

Function, bei Sonderung des Reellen und Imaginären, mit tp -\- ì tp,

so wird /' oder tp -f- i # der vorstehenden Gleichung Genüge leisten.

Gleichzeitig sind alsdann <p — const, und ip = const, zwei zu ein-

ander orthogonale und isometrische Curvensysteme; mit andern Worten,

bei constanten dtp und dt wird die Fläche in unendlich kleine Quadrate

getheilt, d. h. dem Linienelemente die Form

r/s-
2 = d<P* +

zuertheilt. Die Functionen <p, ip leisten gleichzeitig auch Genüge der

partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung

und umgekehrt, einer jeden reellen Iiösung tp dieser letztern Gleichung

*) Cit. Ricerche, Art. IV; und

Beltraini. Sulla teoria dello lince geodetiche (Atti dell'Istituto Lom-

bardo, Serie 2*, Bd. l).

Man vergleiche darüber:

CiauBS. Disquis. gener. circa superi', curv. Art. XXII. (Commentatio-

nea recentiores Göttiugenses, Vol. VI);

Weingarten. Ueber dio Flachen, für welche einer der beiden
UauptkrümmungshalbmesBer eine Function des andern ist. (Bor-

chardt's Journ. für Math. Bd. 62).

**) Cit. Abhandl. Delle variabili complesse, Art. II.
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kann immer eine zweite reelle Lösung # so zugeordnet werden, dass

die complexe Function <p -\- ity der Gleichung Aj f— 0 genügt*).

Die Bedingung dafür, dass ein Curvensystem <p — const, iso-

metrisch sei, d. h. mit Zuziehung des Orthogonalsystems, und mittelst

einer schicklichen Wahl der Const., die Fläche in unendlich kleine

Quadrate theile, ist folgende**):

= einer Function von cp allein,

wie dies bei dem Lame'schen Parameter in der Ebene der Fall ist.

Man kann den von uns definirteli zweiten Differentialparameter in

eben derselben Weise aus dem ersten herleiten, wie es Jacobi, mit-

telst der Variationsrechnung, für die Lame"schen Parameter im Räume
gethan hat***).

Wenn die Functionen qp, ty in einem bestimmten Flächengebiete

mit ihren ersten Derivirten endlich und stetig bleiben, so findet die

Gleichung

j (ç>A2 * - fA2
(p)dœ -fj(qe j£ - * ds = 0

statt. Hier erstreckt sich das erste Integral über alle Elemente da
des besagten Fliichengebietes, und das zweite über die zum Rande
dieses Gebietes gehörigen Linienelemente ds] gleichzeitig ist unter dn
ein Linienelement zu. verstehen , welches normal zu ds liegt, und gegen

das Innere des Gebietes gerichtet ist. Wenn für 4/ in Betreff der obi-

gen Bedingungen an einem einzigen Punkte des Gebietes eine Aus-

nahme stattfindet, und diese Function dort wie log ~ unendlich wird,

wo Q den kürzesten Abstand zwischen diesem Punkte und einem be-

liebigen anderen bedeutet, so gilt, anstatt der vorhergehenden Glei-

chung, die folgende:

wo <p{)
den Werth von qp im Punkte g = 0 bezeichnet f). Beim Ge-

brauche dieser beiden letzten Formeln sind gewisse Vorsichtsmassrcgeln

zu beobachten , deren Erklärung ich um so mehr bei dieser gedrängten

Kürze weglassen zu können glaube, als hier keine Anwendung der-

selben beabsichtigt wird.

Es giebt in der Gaussischen Flächentheorie zwei Grössen, 'die, wegen
ihrer Unveränderlichkeit bei jeder Biegung der Fläche, von vorzüg-

*) Cit. Abh. Delle variabili complesse, Art. II.

**) Cit. Ricerche, Art. XVI.
***) Mathematische Werke Bd. 2. Auch cit. Abh. Teorica generale dei

parametri differenziali, §.3, wo allgemeine Formeln aufgestellt sind,

fi Cit. Al.h. Delle variabili complesse, Art. V—VI.
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licher Wichtigkeit sind. Ich meine das Krüniraungsmaass Je in jedem

Punkte der Fläche, und die geodätische oder tangentielle Krümmung *

der auf der Fläche gezogenen Linien. Die Kenntniss von der Unver-

änderlichkeit dieser Grössen verdankt man, was die erste derselben

anbelangt, Gauss selber*), zu dessen schönsten Entdeckungen sie wohl

gehört, und, was die zweite anbetrifft, dem Herrn Minding**). Ich

habe für diese Grössen , mit Anwendung der Diflerentialparameter, fol-

gende neue Gleichungen aufgestellt***):

Je = A
2
log (mod x)

,

1 A.<p _ â V& t <p

wo x der integrireude Factor der Differentialgleichung ffc
2 — 0, d. h.

E du7 + 2F du <lv + G dv* = 0,

und <p= const, die Gleichung derjenigen Curven ist, deren tangentielle

Krümmung im Punkte («, v) mit bezeichnet wird. Das Zeichen d

entspricht den simultanen Aenderuugen , die bei A,<p und <p aus einer

zur Linie <p — const, normalen Verrückung entstehen.

Wenn der Ausdruck für ds2 in der Form

((S "/*»

gegeben ist, so kann man x = A setzen, und die erste Formel gibt

alsdann für Je den bekannten Ausdruck

Man kann, wie ich zeigtet), auch die andern allgemeinen Ausdrücke,

welche vom Herrn Lio u vi lie ff) angegeben worden sind, aus der

obigen Formel leicht ableiten.

Unsere* Formel für * lehrt insbesondere, dass man bei einem Sy-

steme paralleler Curven, für welches A,qp = 1, den einfachen Werth

erhält:

| = A,qp;

während man bei einem isometrischen Curvensystera, für welchesA2<p
= 0,

im obigen Sinne erhält:

1 = fiVKy
r d<p

*) DiaquÌB. gener. Art. XII.

•) Creile' s Journ. für Math. Bd. f», S. I.VJ.

•••) CiL Ricerche. Art. XXIV und XXI.

f) Ibrd Art. XXIV.

ff) Journal de Mathématiques , Bd. 16, S. 130. Für die vorhergehende specielle

Formel ist Bd. 12, S. 291, zu vergleichen.

I
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Für die kürzesten Linien besteht die allgemeine Gleichung:

Ich werde nun mit ç }
wie oben, den kürzesten Bogen zwischen

einem bestimmten Punkte 0 der Hache und dem beliebigen Punkte

(u, v) bezeichnen; mit 0 aber den Richtungswinkel dieses kürzesten

Bogens, von einer beliebigen Anfangsrichtuug gezählt. Es folgt dann aus

den Lehren von Gauss*), dass man dem Liniendement den Ausdruck

geben kann, wo m im Allgemeinen eine Function von g und 0 be-

zeichnet. Unter Voraussetzung der Stetigkeit und Endlichkeit des

Krümmungsmaasses in der Nahe des Punktes ç = 0, ergiebt sich aus

der Gaussischen Formel
, 1 t;'m
U = — m >m eg 1

dass m von der Form
m — a q -f- &

sein muss, wo a eine Constante, und b eine von p, 0 abhängige Function

ist, die mit ihrer Derivirten nach p endlich und stetig bei ç — 0 bleibt:

dann hat man im Punkte 0
i.

6V
Betrachtet man nun den zweiten Differentialoarameter der Func-

tion log
1

, d. h. den Ausdruck
9

*
m

A2
log -

1 = - 1 p
,

so findet man , für p = 0

Man kann also schreiben (unter R l} ll
2

die Hauptkrüminungsradien

in 0 verstanden):

lim(A
2
log |)= J 1{]ltt

, für p = 0,

eine Gleichung, welche das Krümmungsmaass in einer neuen Form
darbietet, und die, wie es mir scheint, vielleicht nicht ohne Interesse

sein dürfte.

Diesem Ergebnisse will ich ein anderes zur »Seite setzen. Dabei

soll aber die bis jetzt betrachtete Flache nicht im Gaussischen Sinne,

d. h. im Zustande der unbedingten Biegsamkeit gedacht, sondern mit

Erhaltung ihrer Identität, in einer gaiiz bestimmten Gestalt vorausge-

setzt werden. Dies wird z. B. der Fall sein, wenn die rechtwinkligen

Coordinaten ./;, y, z eines beliebigen Punktes der Fläche, angesehen

) Disquis. gencr. Art, XIX.
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werden als bestimmt gegebene Functionen von zwei unabhängigen

Variabein u, v.

Man findet bei dieser Hypothese:

' &
{
x = 1 — X2

,
A l?/=l — Y>, A,£=l — Z1

,

A
l
yz= — YZ, 0> x

sx = — ZX, A,.ry = — XY,

wo unter X, JT, Z die Richtungscosinus der Normale der Fläche zu

verstehen sind. Von diesen Formeln sind die ersten sechs vom Herrn

Brios chi*), die letzten drei von mir aufgestellt worden**). Man kann

die letztern, für eine specielle Wahl der Variablen u, v, in einem Auf-

satze des Herrn Weierstrass leicht wiederfinden***). In den rechten

Seiten derselben wird man gewisse Verbindungen erkennen , die in der

mathematischen Theorie der Capillarität vorkommen t). Aus denselben

drei Formeln ergiebt sich u. A., dass bei einer jeden Miniraalfläche jede

Schaar paralleler Ebenen ein isometrisches Schnittcurvensystem erzeugt.

Es sei nun F{x, y, z) eine gegebene Function der drei Coordinaten.

Nachdem man dieselbe, durch. Einsetzung der entsprechenden Ausdrücke

für diese Coordinaten, zu einer Function der zwei Variabein u, v ge-

macht hat, ergiebt sich ohne Mühe:

oder, wegen der angegebenen Ausdrücke für A,#, etc.,

eine Formel, in deren rechter Seite eine wohlbekannte symbolische

Darstellungsart zur Abkürzung verwendet worden ist.

Wir wollen von dieserFormel eine specielle Anwendung auf den Fall

machen, dass die Function F von der einzigen Grösse r=}/
x'l -\-y'

i -\-zi

abhängt. Man findet bei dieser Annahme

*) Brioßchi Delle coordinate curvilinee (Annal, di Mat. Serie II, Bd. 1).

**) Beltrami. Sulla teoria generale delle superficie d'area minima,
§. 2 (Memorie dell'Accademia di Bologna, Serie II, Bd. 7).

**•) Weierstrass. Ueber die Flächen, deren mittlere Krümmung
überall null ist, N° 1 (Monatsberichte der Beri. Acad, fur 1866).

t) Gauss. De figura fluidorum in statu aequilibrii, Art. 24 (Commen-

tationes reccntiores Gotting, vol. VII).
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wo if den Winkel bezeichnet, den die Normale der Fläche mit dem
Radiusvector r bildet.

Setzt man in dieser Gleichung F = log ^, so ergiebt sich die

merkwürdige Formel

Lüsst man nun den Coordinatenanfang 0 in einen beliebigen aber

bestimmten Punkt der gegebenen Fläche rücken, in dessen Gegend die

Fläche selbst und ihre Krümmung keine Unterbrechung der Stetigkeit

erleiden, so findet man sehr leicht (mittelst bekannter analytischer

Beziehungen, oder einfacher geometrischer Betrachtungen) dass, wenn
der Punkt (x, y, s) auf der Fläche hinlaufend dem Punkte 0 unbegrenzt

sich nähert, die Gleichung stattfindet:

liml^=±,
r R

wo Ji den Krümmungsradius im Punkte 0 für denjenigen Normalschnitt

bedeutet, nach dessen Richtung die unbegrenzte Annäherung des be-

weglichen Punktes zuletzt geschieht. Es ist also:

«m (A, log }) =^ (
± + £ _ 1) ,

oder, einer wohlbekannten Relation zufolge:

lim(A, log |) - I 3^ » IBrr-O,

wo IV den Krümmungsradius im Punkte 0 für denjenigen Normalschnitt

bedeutet, der mit dem vorigen einen rechten Winkel macht.

Man schliesst hieraus
,
dass, während, bei unendlich abnehmendem

p (für p die vorhergehende Bedeutung gelassen) . der W7
erth von A

2
log

1

gegen eine bestimmte Grenze convergirt, die von der Richtung der

kürzesten Linie q gar nicht abhängt, und die, von dem numerischen

Factor ^ abgesehen , mit dem Gaussischen Krümmungsmaasse im Punkte

ç = 0 zusammenfällt, Aehnliches für den Werth von A2
log ~ (wo r

als die Sehne des Bogens ç angesehen werden kann) durchaus nicht

stattfindet. Vielmehr wird die Grenze des letztern Ausdruckes, bei

unendlich abnehmenden r, immer eine andere, je nachdem die Richtung

eine andere wird, nach welcher zuletzt die Abnahme geschieht. Die in

Rede stehende Grenze hat gleiche Werthe für zwei zu einander recht-

winklige Richtungen. Nur für die Richtungen der Hauptkrttmmungs-

schnitte trifft sie, von dem numerischen Factor ^abgesehen, mit dem
Krümmungsmaasse zusammen.

Bologna, den 15. März 1869.
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Sur les équations de la division des fonctions abéliennes.

Par

M. Camille Jordan à Paäis*).

1. Considérons un système de quantités caractérisées par n
indices x, y, . . . variables chacun de 0 hp— 1 (mod. p), p étant un

entier que nous supposerons premier, pour plus de simplicité. L'opé-

ration qui consiste à remplacer la quantité dont les indices sont x, y,..'.

par celle dont les indices sont ax -\- by , ax -j- b'y -f- . . . , ...

(mod 2>) sera une substitution si le déterminant des quantités a, 6, ...
;

'est pas divisible par p. Nous la représenterons par

le symbole
x ax -{- by -f- • • •

y ax-\-b'y+... •

Lorsque ce sera plus commode, nous pourrous mettre plusieurs indices

sur une même ligne, comme il suit

,

x, y, . . . ax -f- by -f- . . . , ax -f- b'y -{-... , • . .
f

.

L'ensemble des substitutions de la forme ci -dessus forme évidem-

ment un groupe, qu'on peut appeler le groupe linéaire de degré jV.

2. Dans ses importantes recherches sur la transformation des fonc-

tions abéliennes, M. Hermite a dû résoudre le problème suivant:

Soient xif y,, ... ,
xn , y„] | t , 17,, . . . , |n ,

rjH deux suites de 2n
iiidiccs, répartis en n couples dans chacune d'elles; et soit dotinc'c la

fonction

Trouver
,
parmi les substitutions du grottpc lini-aire du degré p2 *,

celles qui, éteint opérées à la fois sur chacune des deux suites d'indices

qui entrent dans la fonction <p, multiplieront cette fonction par un simple

facteur constant (abstraction faite des multiples de p).

Il est clair que si deux substitutions S, & multiplient respective-

ment <p par des entiers constants m, m, S& multipliera tp par l'entier

*) Extrait d'nn traité des équations algébriques en cours de publication.
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constant mm. Donc les substitutions cherchées forment un groupe.

Nous l'appellerons le groupe abcUm, et ses substitutions seront dites

abvliennrs.

Soit

i

*\ a
\
x

\ + c
i' V\ + • • • + «»' x* 4~ <n y«

' y x
b

t

' a-, -f <7,'yi 4" • • • 4* h* x » 4- <'«\v»

,S'=
'

('<)

une substitution abélienne. Exprimant quelle multiplie y par m, on

aura le groupe de relations suivant:

..'
r)

-fc(*V rVtM, Z </V— Ïr^c^-O, si^'g/iOnod.^

3. Cherchons à déterminer la substitution réciproque

-T
i «/ *i 4- y/ .'/! + •• + ««' 4- r» />

V\ /V *\ 4- <V !/i 4- • • • 4- 0*' 4- óY y,

5
or. + y

(

;V, 4- ... 4- +
y. tf"*, + «CV, 4- ... 4- /Ç^ + dJV

On obtient, par hypothèse, le même résultat en multipliant qp par

m, ou en y exécutant la substitution ,S dans les deux systèmes de vari-

ables. On ne troublera pas l'égalité de ces deux résultats en y opérant

la substitution ,S'- 1 sur les variables
1 1

Donc il est

indifférent de multiplier <jp par m , et d'y opérer ensuite la substitution

S~ l sur les variables*, y, ou d'y opérer la substitution S sur les vari-

ables I, rj. Identifiant ces deux résultats, il vient

m Z
/( ,

(«« ,„ 4- y» *„) , r - (/£> + y,)

- ^ 4- *) - * «' È. 4" <f *,) ,

d'où l'on déduit

Or étant opérée sur les deux suites d'indices, multiplie évi-

demment (p par ^ . Formons les relations qui expriment cette iden-

tité, puis substituons -y les valeurs trouvées pour les quantités «, ß, y, ö:

il viendra
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Ce nouveau système de relations est entièrement équivalent au

système (1). Car nous venons de voir qu'il s'en déduit; et réciproque-

ment, si les relations (3) sont satisfaites, S~ l multipliera <p par
1

:

donc *S' le multipliera par m, et les relations (1) seront satisfaites.

4. Soit r une racine primitive de la congruence »* _l= 1. Le groupe

abélien G contient la substitution

U= *u Vi> • • • > *»> y» r*i> rxn, yn
\

,

qui multiplie q> par r. Soient S une substitution quelconque de ce

groupe; m = rQ l'entier par lequel elle multiplie <p: on aura évidem-

ment S = U*T, T étant une nouvelle substitution de G, qui n'altère

pas <p. L'exposant ç pouvant prendre une quelconque des valeurs 0,

1, . . . , p — 2, l'ordre de G sera égal à p — 1 fois l'ordre Qn du

groupe partiel H formé par les substitutions de la forme T. Soient

d'ailleurs a, ß, . . . les facteurs premiers dont le produit donne p— 1
;

G, Gaf Gap, . . . ,
Gp -i = H les groupes respectivement formés par

la combinaison des substitutions de If avec U, Ua
,
Ua^, .

.

. , U*^ 1= 1.

Il est clair que ces groupes auront respectivement pour ordre (p— 1) Q„,

i>
~ 1

Q„, Qn , . .
. , Qn et que chacun d'eux sera permutable aux

substitutions de G. Donc G aura pour facteurs de composition a,

ß, . . . , et les facteurs de composition de H.
Cherchons donc l'ordre de H, et ses facteurs de composition.

5. On vérifie immédiatement que H contient, entre autres sub-

stitutions, les suivantes, dans l'expression desquelles nous omettons les

couples d'indices qu'elles laissent inaltérés:

== |««» xn) lfm-) ) Vft) if

Lp — ••, Xftf Pfiy, y x^ç-y^f yfl} [

.

= "> xm Vt*}--) t
xtu yt* ~f~

a
'f) I

= 1

,

Qp,r = Xfnj y^y.yXy^yyy. .., x

^

-j- x % , y^ , .
. ,
xrf yr yftr .

l

=^]if
v

lNfiiVMrt

I^ft.*
=

!
••; xflf yfi)

..,xi, J yrt .. .., x ifp
— x,,.., xtf yv Xfi,.. = JH~ lQ9i f

l]lft ,

Pp ,— .., Xp, yfty.fXyjyy,.. .., xv ,
yry.jXp, y^,.. ,

6. Théorème. — Le groupe H est thrive des seules substitutions

Lf, f
Mp, N^,; et son ordre est egal à

En effet, soient Z une substitution quelconque de H\

fx
= a

l
'x

x -f c
l

'y
i
+ . . . -f aH'x„ -f cH'yn

la fonction que Z fait succéder à xv Les coefficients a,',.. K ne

seront pas tous congrus à zéro; et l'on pourra déterminer une substi-

tution S, dérivée des substitutions L^, Mh ,
NH<tf qui remplace x par fx

.
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Car soit d'abord a
x ^0 (mod.;)): la substitution

s - u\ m, l: . «*; j»* . . . ,

où a et ^ sont déterminés par les congruences

a = — a{ -f a
2
' c./ -f . . . -f a/c,', 1 + a

x
0 = J,' (mod. p),

remplace x
x
par fx

. D'ailleurs les diverses substitutions QMi9 étant déri-

vées des LH ,
MH) Nr,,, il en sera de même de S.

Soit maintenant a,':=0, mais a2
'

,
par exemple, ^O(mod.p). On

vient de voir quii existe une substitution 5, dérivée des substitutions

Lp, Mp, NHf *, qui remplace x
x

par — a
2
x

x -f- b
x

'

y

x -f- flV xi 4~

(&./ -|- &,') y2 + a
3
' ar

3 + • • • ï e* la substitution S — Qiti s le remplacera

par fx
.

Soit enfin a,'= a
t
'= . . . ~ a„'= 0, mais c

2
', par exemple, < 0

(mod. p). Il existe une substitution s, dérivée des substitutions LMf

M,,, NHit ,
qui remplace x

x
par a{ x

x
-j- c/y, -f~ c

2
'#

2
— a./y

2 -f- . . .
i

et la substitution S = M2 s le remplacera par /j.

La substitution S étant ainsi déterminée dans tous les cas, on aura

évidemment Z = S Z', Z étant une nouvelle substitution de H, qui

n'altère plus l'indice x
x

.

Soit fx

'= b
l
'x

i + d
x yx + ..'. + h* xH -f dn y„ la fonction par

laquelle Z' remplace y,. Si l'on pose dans les relations (1) m = 1,

a,'= 1, c
x
=a

2
'= f./ = ... = 0, elles donneront 1. Cette con-

dition nécessaire étant supposée remplie, la substitution

s- _ • • •

remplacera y, par /",'; et l'on pourra poser Z' = S"Z.
X ,

Z, étant une
nouvelle substitution de H, qui n'altère plus y x

.

Soit

Vi V\

X.y (I,

y2 6," + rf," y x -f ... + 6„" *w -|- (Z," y„

s„ a? s, + cf> y, + ... + a™ x„ + <£> y„

y„
ïpw

*, 4- <° y, 4- ... 4- K
a)

s* 4- «Ç° y.

Cette substitution doit satisfaire aux relations (l), ce qui donnera

a,"== . . . = a™ . . . == c;-'= 0.

Quant aux autres coefficients, les relations qui les lient sont ab-

solument les même3 que dans les substitutions abéliennes à 2 (n — 1)

indices.

— „<«>—
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7. Donc, en combinant ensemble celles des substitutions Z^, Jf^,

Nf, tt pour lesquelles /< et v sont > 1, on obtiendra une substitution 6', qui

remplace x2 par a
2
x
2 -|- c

2
' t/

2
-|- . . . -(- aH

" xn -\- cn"yn ,
quels que soient

cH" (ces coefficients n'étant pas à la fois congrus à

zéro) (n°. 6); et l'on aura Zj = S
{
Z,', Z/ étant une nouvelle substitu-

tion de II, qui n'altère plus a?,, y,, #
2

.

Soit /j'= &
2
"a;

2 -+- d
2
"y

2 + • • • la fonction par laquelle Z,' rem-

place y2 : les relations (l) donneront d
2
= 1. Cela posé, quels que

soient d'ailleurs &
2
", &„", </„", on trouvera une substitution

dérivée des substitutions LM ,
MM , et v étant > 1) qui' rem-

place y2
par /*,' (n°.6); et l'on aura Z,' = 5,' Z2 ,

Z2
étant une substi-

tution de M, qui laisse invariables x
x , y { ,

x2) yv
On continuera ainsi jusqu'à ce qu'on arrive à une substitution Z„

qui laissera tous les indices invariables, et se réduira à l'unité.

8. L'ordre du groupe abélien résulte immédiatement de ce qui pré-

cède. En effet, les fonctions différentes, telles que fn que les sub-

stitutions de H permettent de faire succéder à x
t

, sont en nombre

p2 *— 1, tous les systèmes de valeurs de a,', c,', . . ., a»', c„' étant

admissibles, pourvu que ces coefficients ne soient pas tous congrus à

zéro. L'ordre Q„. de H est évidemment égal à ce nombre, multiplié

par l'ordre du groupe partiel H' formé par celles de ses substitutions

qui n'altèrent pas xu
Le nombre des fonctions différentes, telles que /*,', que les sub-

stitutions de II' permettent de faire succéder à y est j)
8"-1

, les coeffi-

cients de fx
pouvant être choisis arbitrairement, sauf l'un d'eux, qui

est congru à 1. L'ordre de H sera donc égal à j)
2 "-1 Q„_i, étant

l'ordre du groupe H
x
formé par celles des substitutions de H' qui

n'altèrent pas xi} y,.

Continuant ainsi, on aura

Remarque. — Les substitutions de H ont toutes leur déterminant

égal à 1. Car les substitutions Lh ,' M^, N^*, dont elles dérivent,

jouissent de cette propriété.

9. Théorème. — Si p est impair, les facteurs de composition de H
sont ±Qn et 2.

La substitution qui multiplie tous les indices par — 1 fait partie

de H, et ses puissances forment un groupe K, d'ordre 2, et évidem-

ment permutable aux substitutions de H. Donc 2 est l'un des facteurs

de composition cherchés; et pour prouver que les autres se réduisent

à un seul, £Q„, il suffira d'établir que K est le seul groupe contenu

dans H et permutable à ses substitutions. A cet effet, nous allons

montrer que tout groupe l, autre que K, contenu dans H et permu-

table à ses substitutions, contient nécessairement toutes les substitutions deH.
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10. Soit

s

x, «,' a:, -f r,' t/, -f- . . . + ««' r« +
y, fc,' X

t
4- f/,'

?/, + ... + *n +

» (<*)* + <T y, + • • • + «e*. + c, y.

une des substitutions de J, laquelle ne soit p«as contenue dans Le

groupe I contient, par hypothèse, les transformées de S par les sub-

stitutions Lhi Lp\ il contiendra donc les suivantes: tS~ l
. L~ l SL^,

S x
. L'- l SLH

'. D'ailleurs on peut admettre que ces substitutions ne

se réduisent pas toutes à lunik*; car on vérifie aisément que pour

que cela eût lieu, il faudrait que ,S' multipliât les deux indices de chacun

des couples x
x , y x

xH , yn par un même facteur, égal à 1 pour

certains couples , tels que x
x , y x

, et à — 1 pour d'autres , tels que x
2 ,

yv Mais alors, la substitution Nut étant permutable à /, ce groupe

contiendrait la substitution N^&iï

N

ui ,
laquelle ne multiplie plus les

indices par des facteurs constants, et pourrait être prise pour point

de départ de notre raisonnement, à la place de S.

Admettons, pour fixer les idées, que »S
_I

. L~ l SL
X
diffrre de l'unit*-.

Cette substitution est évidemment de la forme

x2) y2
x2
- ai"Y, V2 -b x

"Y

xn ,yn xH -a\
n) Y,yn -b\*Y

Y étant la fonction par laquelle S~ l remplace y x
.

Cela posé, / contient une substitution, autre que l'unité, qui

invariables 2» — 3 indices. En effet, S
x

serait cette substitution, si

r/,", étaient tous congrus à zéro. Supposons, au contraire,

que «,", par exemple, ne soit pas congru à zéro. Posons

0, af m? - = 0

,

a >'r + b
x

"- b
x
"l, + a

x

"'mz
- ... - b™U + a™ m, == 0.

Le groupe / contiendra S
2 , transformée de S

x
par

Q'l 3
lÇr . . Q^R^L,

,

laquelle laisse invariables y2f :î >
Cette substitution, satisfai-

sant en outre aux relations (1), sera de la forme

1 x

s,-
I

•

X.
'- '

.Vi «/ #i + < îh + <*2 Îh, + <V?/. + <>'.v,

y2
a

x
"x

x + c
x

"y
x + x

2 + r," y2 , y..

Cela posé, I contient la substitution

s3
= *

lT
',s,isr,

2
= z

2 , y2
fonct. fa, y,, a?

2 ,
t/
? ), y2 ;

I
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et si 1 — a,' > 0 (mod. p), posons

(1 + 6/= 0;

7 contiendra la transformée de *S'
3
par 7/', laquelle laisse ^ et y2

in-

variables, accroit x
t
d'un multiple de y2 , et satisfait aux relations (1):

elle est donc de la forme

£4 = ' '1, V\> *i> îh, • • • *i + «&* ?/«, JP
2 H- «a + foi» »21- I-

Si au contraire 1 — «/= 0, 7 contiendra la substitution M~ X SAMU

laquelle est encore de la forme Sv
Les deux coefficients a, ß ne peuvent s'annuler à la fois; car «S,

se réduisant à l'unité, il en serait de même de -S';,, »S'
2 ,

,S,, qui s'en

déduisent par une suite de transformations. Mais, par hypothèse, S
t

diffère de l'unité.

11. 11 reste à prouver que, quels que soient d'ailleurs les coeffi-

cients a, ß, la substitution S
A

et ses transformées reproduisent par leur

combinaison toutes les substitutions L*
}

NH , r , dont 77 est dérivé.
1

Soit d'abord a = 0, d'où ß ^ 0 (mod. p). On a S* = h2
. Donc

7 contient L,; donc il contient 37
2 ,

qui est la transformée de L~ x par

M
2
L~ l

. Il contiendra LH et 37,,, transformées de L
2

et Mu par 7V,,.

Enfin il contiendra ÇH; 7, <?„,, .
7"2 /,-» = NH r.

Soit maintenant a < 0 (mod. : 7 contient la transformée de S
- ?

j

par Çi.î", laquelle, élevée à la puissance — (mod. p) }
reproduit 3T, 2 .

Il contiendra la substitution

JVi. * . M~ l Nt , , 373 . (M2
LTr l Xi,* M2

L
7
= L

2
.

Ce point établi , on achève la démonstration comme précédemment.

12. Théorème. — Si p = 2 et » > 2 ,
group*; H fd ximpk..

Soit J un groupe contenu dans 77 et permutable à ses substitu-

tions; on démontre, comme au théorème précédent: \" que 7 contient

une substitution de la forme

£4= x
\ ,

y\,x*, y-.* • • • *i -f y\, x
7 + «yi 4- fo?> y2 , • • •

;

2° que si a^O ou 0 = 0 ( mod. 2; , 7 se confond avec TT.

13. Admettons donc, comme dernière hypothèse, a zz. ß ~ 1, d'où

S
4
= 3T|

t s L 2 \ I contient les substitutions suivantes:

S
t , (TV^T*,,)-

,

»S'
4
7)

j.4< 7
,
2.r= -N^.r7.^= 7»^.^,», Lf,y „_ tL,^ Mt ,= 7>^,7 r,

M~ xLuL r^Ifl
.Lft Ijr=Lfl

^fM . ' 7^,3/ uLp, y
ft ,7„.7«^7>jr=^N^ ,

r7.^^7>^^N^
t »,

LuL t . 7^,3/u ^= I^yòlp , 3/u7^ . 7^ 7»= 3/^,7,

.

. 7^3/,= ^^ ,37^, M„Lf, . L^L,,,, 37*.>

Donc 7 contient tous les produits deux à deux de* substitution* 7.,,

3f„. JN^,, : donc il contient la substitution

M
]
L^M

ì
.MJL7

Jfì.MiLJ\IyJIì
M

2
S

, 2 3/,M2
.3I

e
JI

.
JN ^ .37^37. .37,37 -V

, 37.37.,
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laquelle est le produit de 24 facteurs des formes L^, M^, N^,*. Il

contient sa transformée par la substitution abélienne

*i> Vi Vi + ^2+^,^1 + +
*2> y* *ï, y2 + *i + y> + +
*3> 1/3 «3, 3b + *| + Jf| + *2 + *3

laquelle se réduit à Lv Donc il contient

Lp L
x

. Z(, = Lftf MM L i
. X*, = Afp, Nflt9 Li . Z*, = -A^,»,

et ce confond avec iî. Donc fi" est simple.

14. 11 reste enfin à considérer le cas où l'on a p = 2, avec n = 2.

Dans se cas, on Yoit aisément que H a pour facteurs de composition

2 et i Q*.

15. On sait que les équations pour la division des périodes dans

les fonctions abéliennes ont précisément pour groupe celui que nous

venons d'étudier*). Les résultats que nous avons trouvé relativement

aux facteurs de composition de ces groupes, comparés aux théorèmes

généraux exposés dans le Commentaire sur Galois que nous avons publié

dans ce Journal (T. I
er

,
2*me cahier) fournissent immédiatement la pro-

position suivante.

Théorème. La résolution de l'équation qui donne la division des

périodes dans les fonctions abéliennes à 2n périodes se ramène à celle

d'une suite d'équations simples, qui toutes auront pour ordre un nombre

premier (ci par suite seront abéliennes), sauf une seule, dont l'ordre est

égal à (P*"-1 )*1** '

• • • -Jr>lzzA)P mi au double de ce nombre, sip = 2,

n > 2.

16. De ce théorème découlent immédiatement deux propositions

importantes, généralement admises sans démonstration suffisante.

Proposition I. Les équations considérées ne sont pas solubles par
radicaux. On sait en effet depuis Galois que toute équation soluble

par radicaux peut se résoudre à l'aide d'une suite d'équations abélien-

nes de degré premier : donc ses facteurs de composition sont tous pre-

miers, condition qui n'est pas remplie dans l'espèce.

Proposition II. Si m > 6, l'équation générale du degré m ne peut

être résolue par aucune combinaison d'équations binômes avec des équa-

tions de degré inférieur à m et des équations relatives à la division des

fonctions abéliennes.

Adjoignons en effet à l'équation considérée la racine carrée de son

discriminant. Son ordre se réduit à
1

- r -^"- m
, et il est aisé de voir

qu'elle devient simple. Aucune adjonction d'équation simple ne pourra

*) Nous devons à M. Kronecker la commuuication de cet important résultat
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donc la résoudre si l'équation auxiliaire n'a elle-même pour ordre

1.2 .. .m
2

Cela posé, la résolution d'une équation binôme équivaut à la réso-

lution successive d'équations simples, dont l'ordre étant premier, diffère

de ---—V'— • La résolution d'une équation de degré inférieur à m
équivaut à célie d'une suite d'équations simples, dont l'ordre, divisant

1 . 2 ... (m — 1), est inférieur à - -
"

2
' — . Enfin la résolution d'une

des équations de la division des fonctions abeliennés équivaut à celle

d'une suite d'équations simples, dont l'ordre est premier, ou égal à

_ ,<»•;_-J)Pl--> - AP'-y,^
p étan(. premierj et ^ 4 , ou

12 m
à 2. D'ailleurs ce dernier nombre ne peut être égal à "' . Car il

faudrait pour cela que 1 . 2 ... m fût divisible par p&*-i)*; mais alors

il serait plus grand que fiQn . Donc aucune des équations simples

auxiliaires ne pourra prouver la résolution de la proposée.

Remarque. 11 peut exister dans quelques cas particuliers certaines

relations entre les modules, en vertu desquelles le groupe de l'équation

qui donne la division des périodes ne contienne plus qu'une partie des

substitutions du groupe abelien. Ces cas d'exception échappent évidem-

ment aux démonstrations précédentes.

38*
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Die Abbildnng einer Fläche vierter Ordnung mit einer

Doppelcnrve zweiten Grades nnd einem oder mehreren

Knotenpunkten.

Von G. Korndörfer in Giesskn.

Herr Clebsch hat im 68Un Bande des Borchardt'schen Journals

die Flächen vierter Ordnung, welche ausser einer Doppelcurve zweiten

Grades keine weiteren Besonderheiten haben, auf einer Ebene abbil-

den gelehrt. Die Coordinateu eines Punktes der Fläche drücken sich

dabei als rationale Functionen dritten Grades zweier Parameter aus,

welche gleich Null gesetzt, Curven dritter Ordnung mit fünf gemein-

schaftlichen Schnittpunkten darstellen.

Ich werde in vorhegendem Aufsatze mit Beziehung auf diese Ab.

handlung einige speeielle Fälle der Fläche untersuchen , welche dadurch

entstehen, dass ausser jener Doppelcurve die Fläche noch Knoten-

punkte enthält, welche eine besondere Lage jener fünf Ausnahms-

punkte gegeneinander bedingen. Die Existenz einiger solcher Fälle

hat bereits Herr Kummer in den Monatsberichten der Berliner Acad.

von 1863 nachgewiesen, die der übrigen kürzlich Herr Cayley.

Erster Fall.

Die Fläche besitzt ausser der Doppelpunktscurve noch einen

besonderen Knotenpunkt.

§. 1.

Wenn von den fünf Ausnahmspunkten drei, etwa 1, 2, 3 in einer

Geraden liegen , so lässt sich durch folgende Betrachtung die Existenz

jenes Knotenpunkts nachweisen. Jeder ebene Schnitt der Fläche bil-

det sich ab als eine Curve dritter Ordnung durch die fünf Fundameu-

talpunkte. Ihre Gleichung ist X/t, /»— 0. Legt man den /i, die Bedingung

auf, durch einen weiteren Punkt jener Geraden zu gehen, so zerfällt die

Curve in diese Gerade selbst und eine Kegelschnittschaar durch die zwei

andern Fuudamentalpunkte. Jeder Kegelschnitt durch zwei Fundamen-

talpunkte ist die Abbildung einer Raumcurve vierter Ordnung, jeder

Kegelschnitt dieser Schaar muss demnach die Abbildung einer ebenen
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Curve vierter Ordnung sein. Die charakteristische Zahl }> derselben ist

gleich Null, weshalb die Curve drei Doppelpunkte besitzen muss. Daraus

folgt, die Ebenen dieser Ourven sind entweder einfache Berührungs-

ebenen der Fläche oder sie gehen alle durch einen weitereu Knoten-

punkt der Fläche. Ersterer Fall ist auszuschliessen ; denn die Cur-

ven , welche durch den Schnitt zweier nicht durch einen Knotenpunkt

gehenden Ebenen entstehen, schneiden sich in vier Punkten, folglich

auch ihre Bilder, während je zwei der obigen Kegelschnitte nur zwei

Schnittpunkte liefern.

Jeder Kegelschnitt schneidet die Abbildung der Doppelcurve noch

in zwei Punktepaaren , welche die Abbildungen zweier Doppelpunkte

der Curve vierter Ordnung sind; der andere im Knotenpunkte bildet

sich ab als das Schnittpunktepaar jener Geraden mit dem betreffenden

Kegelschnitt. Ich werde später noch direct zeigen, wie sich jener

Knotenpunkt der Fläche als Gerade durch drei Fundamentalpunkte

abbildet.

Bezeichnet N die Ordnung einer Raumcurve auf der Fläche, n

die ihrer Abbildung, so stehen beide in der Relation

N = 3n — Za,

wo die Zahlen « angeben, wie oft die Abbildung durch die einzelnen

Fundamentalpunkte gehe.

Die Abbildung einer geraden Linie ist wieder eine Gerade durch

zwei Fundamentalpunkte. Solcher sind sieben. Es liegen demnach

auf der Fläche 12 Gerade; von diesen werden fünf durch die Funda-

raeutalpunkte 1, 2, 3, 4, 5 abgebildet; die übrigen, 6, 7, 8,9, 10, 11, 12

sind beziehungsweise die Verbindungslinien 1— 4, 1—5, 2— 4,2—5,
3—4, 3— 5, 4— 5. Von diesen Geraden schneiden sich 4 im Kno-

tenpunkt, 1, 2, 3, 12. Die Gerade 12 ist die bei der Abbildung bevor-

zugte; diese Art der Abbildung kann demnach auf vier verschiedene

Arten geleistet werden. Jede Gerade, welche durch den Knotenpunkt

geht, wird von fünf anderen geschnitten; jede Gerade, die nicht durch

ihn geht, von vier. Daraus folgt, dass sich alle 12 Geraden in 26

Punkten schneiden, wobei jedoch der Knotenpunkt als sechsfacher

Schnittpunkt mitgerechnet ist. Ausser demselben existiren also noch

20 Schnittpunkte.

Folgende Tabelle giebt eine Uebersicht über die Schnittpunkte.

1 wird geschnitten von (i, 7, 2, 3, 12
j

2 wird geschnitten von 8, 9, 1 , 3, 12 I

3 wird geschnitten von 10, 11, 1, 2, 12
|

12 wird geschnitten von 1, 2,3,4, 5
j
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4 wird geschnitten von 12, 6, 8, 10 Ì

5 wird geschnitten von 12, 7, 9, 11 I

6 wird geschnitten von 1,4,9,11
f

7 wird geschnitten von 1
, 5, 8, 10

j

J

8 wird geschnitten von 2, 4, 7, 11

I 9 wird geschnitten von 2,5,6, 10

I 10 wird geschnitten von 3, 4, 7, 9

I 11 wird geschuitten von 3, 5, 6, 8

Alle Geraden, die eine und dieselbe schneiden, treffen einander

nicht, mit Ausnahme der durch den Knotenpunkt gehenden.

Die Geraden bilden 26 Paare; die Scheitel von sechs derselben

8tossen im Knotenpunkt zusammen.

Diese 26 Paare lassen sich in vier Gruppen bringen, deren jede

Gruppe alle 12 Geraden enthält. Die erste Gruppe enthält acht Paare,

die so paarweise einander conjugirt sind, dass immer zwei conjugirte

Paare eine geraeinsame Gerade besitzen. Sie sind:

6, 1
) f

7, 1
)

8, 2 I 9, 2 I

10, 3
f

I 11, 3
I

'

12, 5
J [ 12, 4

J

Von den drei folgenden Gruppen besitzt jede sechs Paare, die aus

je zwei conjugirten Systemen von je drei Paaren bestehen.

Die Paare jedes Systems schneiden sich unter einander nicht; da-

gegen wird jedes Paar eines Systems von jedem Paar des conjugirten

Systems geschnitten.

Diese drei Gruppen sind:

f
10, 4 ; 7,8

] (
6, 4 ; 8,11

) |
8, 4 ; 6,11

)

11,5 ; 6,9 7,5 ; 9 , 10 l 9,5
;

7,10

l
1 , 2 ; 12 , 3

J
\
2 , 3 ; 12 , 1

| |
1 , 3 ; 12 , 2

Die Ebene jedes Paares, dessen Scheitel der Knotenpunkt, ist

eine doppelt berührende Ebene der Flache. Die Ebene jedes andern

eine dreifach berührende Ebene der Flache.

Die acht Paare der ersten Gruppe bilden 12 windschiefe Vierecke,

welche in dem Knotenpunkte eine gemeinsame Ecke besitzen. Es sind

folgende :

1,6, 2, 9; 1,7, 2, 8; 2,8, 3,11; 2, 9,12,5)
,1,6,3,11; 1,7, 3 , 10 ; 2 , 8 , 12 , 4 ; 3 , 10 , 12 , 4 l •

1,6,12, 4; 1,7,12, 5; 2,9, 3,10; 3,11, 12, 5
J

Die 18 Paare der drei folgenden Gruppen bilden ebenfalls zwölf

windschiefe Vierecke. Es sind diese:
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6 , 4 , 8
,

11 ; 8 , 4 , 6
,
11 ; 4 , 10 , 6 , 9

6 , 4 , 9
,
10 ; 8 , 4 , 7-

,
10 ; 4 , 10 , 7 , 8

' 7,5,8,11 ; 9 , 5 , 6
,

11 ; 5 , 11 , 6 , 9

7 , 5 , 9
,
10

; 9,5, 7, 10
; 5, 11, 7, 8

Vier einander nicht schneidende Geraden bilden eine „Vier." Je-

der „Vier" ist eine andere „Vier" zugeordnet, welche beide zusammen
eine „Doppelvier" bilden. Es giebt 10 Vieren , welche zusammen fünf

Doppelvieren bilden. Eine Doppelvier enthält die Geraden

4 , 7 , 9 , 11 1

5 , 6 , 8 , 10
J

'

Jede Gerade dieser beiden Vieren hat die Eigenschaft, dass sie die

drei Geraden schneidet, welche über ihr oder unter ihr stehen, hin-

gegen die vierte, welche direct über ihr oder unter ihr steht, nicht.

Also die Gerade 7 schneidet die Geraden 5, 8, 10, nicht aber die

Gerade 6. Die 4 anderen Doppelvieren sind:

/ 6 , 8 , 10 , 12 ! / 1 , 8 , 10 , 5 Ì / 2 , 6 , 10 , 5 1/3 , 7 , 9 , 41

\ 7 , 9 , 11 , 12
) \ 1 , 9 , 11 , 4

) \ 2 , 7 , 11 , 4
) {3 , 6 , 8 , 5}

*

Je zwei conjugirte Vieren haben eine gemeinsame Gerade; was

das Schneiden der Geraden aus conjugirten Vieren betrifft, so gilt die-

selbe Regel wie oben, wenn man von der gemeinsamen Geraden ab-

sieht.

§. 3.

Die Abbildung der Doppelcurve ist, wie Herr Clebsch a. a. O.

gezeigt hat, eine Curve dritter Ordnung durch die fünf Fundamental-

punkte, welche aus einer Reihe von Punktepaaren besteht, den Abbil-

dungen der einzelnen Punkte der Doppelcurve. Der Curvenbüschel

dritter Ordnung, der durch den Schnitt des durch die Gerade 12 ge-

legten Ebenenbü8chels mit der Fläche entsteht, bildet sich als ein

Strahlbüschel ab, dessen Scheitel P die Abbildung des Punktes der

Fläche ist, der dem Schnitte der Geraden 12 mit der Doppelcurve

vereinigt liegt. Um ihn zu finden, legt man in dem Ausdrucke

fii

- 0

den & nur die Bedingung auf, dass diese Curve durch zwei weitere

Punkte der Geraden 12 gehe. Die Curve dritter Ordnung zerfällt

dann hier in drei Gerade a. b. (c -f- P<f) = 0, wo a = 0 die Verbin-

dungslinie von 1, 2, 3, ò = 0 die Verbindungslinie von 4 und 5 ist;

c -j- pei = 0 ist der Strahlbüschel, der Schnitt c = 0 mit d = 0 giebt

den Punkt P. Um den auf der Fläche mit P vereinigten Punkt P'

zu finden, welcher der Schnitt der Geraden 12 mit der Doppelcurve

ist, müssen die vier Ausdrücke fx f2 /3 f4 für die Coordinaten beider
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Punkte dieselben Verhältnisse wie für P liefern. Bezeichnet man die

durch Einsetzen der Coordinateli des Punktes P entstehenden Aus-

drücke durch angehängte Null und nimmt etwa abc für /, , abd für

f.it so diiss diese Functionen für P verschwinden, so genügen die

Coordinateli des Punktes P' der Gleichung f.s
/"," — fx

/*
3
° = 0. Der

dritte Schnittpunkt der Curve mit der Abbildung der Geraden 12 lie-

fert den Punkt V (vgl. die ang. Abh.). Die Verbindungslinie PP'
tangirt ausserdem die Curve dritter Orduung in P. Jeder weitere

durch P gehende Strahl schneidet dieselbe in einem Punktepaare, das

die Abbildung des beweglichen Doppelpunkts jenes Curvenbüschels ist.

Der Schnitt eines Strahls mit der Abhildungsgeraden des Knotenpunk-

tes setzt sich mit dem Schnitt der Geraden 12 und ersterer zur Ab-

bildung des dritten festen Doppelpunktes zusammen. Die Berührungs-

punkte der von P an die Curve dritter Ordnung gezogenen vier Tan-

genten sind die Abbildungen der vier Rückkehrpunkte der Doppel-

curve.

Bildet sich die Gerade ab als eine Gerade durch zwei andere Fun-

damentalpunkte, so ist die Abbildung des Curvenbüschels dritter Ord-

nung ein Kegelschnittbüschel. Man findet dasselbe, wenn mau in dem
Ausdruck Zu, = 0 den die Bediugung auferlegt, durch zwei wei-

tere Punkte jener Geraden zu gehen; er nimmt dann die Form an

A (<p + A#) = 0.

Jene Kegelschnitte schneiden sich dann noch in einem vierten Punkte,

welcher dem Punkte P analog ist. Jeder Kegelschuitt schneidet die Ab-
bildung der Doppelcurve jetzt noch in einem Punktepaare, welches die

Abbildung des beweglichen Doppelpunktes des Curvenbüschels ist. Unter

jener Schaar von Kegelschnitten finden sich vier, welche die Curve be-

rühren; die Berührungspunkte sind abermals die Abbildungen der Rück-

kehrpunkte. Bildet sich die Gerade ab als Fundamentalpunkt 4 oder

5, so ist die Abbildung des Curvenbüschels dritter Ordnung auch ein

Curvenbüschel dritter Ordnung mit einem Doppelpunkte in 4 oder

f>. Dies Verlangt zwei Bedingungsgleichungen zwischen den
t
u,, also

schneiden sich jene Curven noch in einem neunten Punkte, welcher

dem Punkte P analog ist. Jede dieser Curven schneidet die Abbildung

der Doppelcurve noch in einem Punktepaare, das die Abbildung des

beweglichen Doppelpunktes der Schaar vorstellt. Unter jener Schaar

finden sich vier, welche die Curve dritter Ordnung selbst berühren,

und die Berührungspunkte geben wieder die Abbildung der Rückkehr-

punkte.

Bildet sich die Gerade ab als Fundamentalpuukt 1, 2 oder 3, so

ist die Abbildung des Curvenbüschels dritter Ordnung ein Kegelschnitt-

büschel, das ausserdem beziehungsweise durch 1, 2 oder 3 geht. Der
vierte gemeinsame Schnittpunkt desselben ist der dem Punkte' P ana-
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loge , P' liegt dann in 1 , 2 , 3 selbst. Der Schnitt eines der Kegel-

schnitte mit der Abbildung des Knotenpunktes setzt sich mit jenem

Punkte 1, 2, 3 zur Abbildung des zweiten festen Doppelpunktes zu-

sammen. Die Rückkehrpunkte ergeben sich wie oben.

§• 4.
•

Jede Ebene, welche durch den Knotenpunkt geht und die Fläche

noch in einem Punkte berührt, schneidet Kegelschnitte aus der Fläche

aus. Jede Ebene, welche nicht durch den Knotenpunkt geht und die

Fläche in zwei verschiedenen Punkten berührt, schneidet ebenfalls

Kegelschnitte aus. Die Ebenen der letzteren sind doppelt berührende

Ebenen der Fläche. Jeder Kegelschnitt bildet sich ab entweder als *

Gerade durch einen Fundaraentalpunkt, oder als Kegelschnitt durch

vier Fundamentalpunkte. Es giebt sonach acht Kegelschnittschaaren,

welche paarweise zu einander conjugirt sind. Sechs Schaaren gehen

nicht durch den Knotenpunkt, wohl aber beiden andern. Ist die

Abbildung eines Kegelschnitts eine Gerade durch einen Fundamental-

punkt, so ist die Abbildung des conjugirten ein Kegelschnitt durch

die vier anderen. Die beiden Schaaren durch den Knotenpunkt bilden

sich ab als zwei Strahlbüschel , deren Scheitel die Punkte 4 und 5

sind. Alle Kegelschnitte der beiden letzten Schaaren schneiden sich

im Knotenpunkte, Kegelschnitte aus conjugirten Schaaren noch in

einem weitern Punkte. Was den Schnitt der andern sechs Schaaren

anbelangt, so hat man den Satz: Kegelschnitte derselben Schaar schnei-

den sich gar nicht, aus conjugirten Schaaren in zwei Punkten. Die

Paare obiger vier Gruppen sind diesen der Art zugeordnet, dass wenn
eine Schaar die Paare einer Gruppe als specielle Fälle in sich schliesst,

diese von den Kegelschnitten der conjugirten Schaar getroffen werden;

und die conjugirten Paare derselben jGruppe sind specielle Fälle der

letztern Schaar und werden von der ersteren geschnitten.

Diese Kegelschnitte ergänzen sich mit Raumcurven sechster Ord-

nung zu vollständigen Durchschnitten der Fläche vierter Ordnung mit

Flächen zweiter Ordnung. Die Abbildung eines vollständigen Durch-

schnitts ist eine Curve sechster Ordnung mit einem Doppelpunkt in

jedem Fundameutalpuukt. Bildet sich der Kegelschnitt als Gerade ab,

so ist die Abbildung der ergänzenden Curve eine Curve fünfter Ord-

nung durch jenen Fundamentalpunkt und mit Doppelpunkten in jedem

der vier anderen; die Abbildung der Raumcurven sechster Ordnung,

welche zu dem conjugirten Kegelschnitte gehört, ist eine Curve vier-

ter Ordnung, welche durch jene vier einfach, durch den ersten dop-

pelt geht. Auf diese Art entstehen sechs siebenfach unendliche Schaa-

ren von Raumcurven sechster Ordnung, die einander paarweise zuge-
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ordnet sind und die nicht durch den Knotenpunkt gehen. Curven der-

selben Schaar schneiden sich in acht Punkten, aus zugeordneten Schaa-

ren in zehn, Curven aus verschiedenen Schaaren in neun; jede trifft

ihren ergänzenden Kegelschnitt in vier Punkten und noch zweimal auf

der Doppelcurve, die vier ersten sind einfache Berührungspunkte der

Fläche zweiter Ordnung mit der Fläche vierter Ordnung; ausserdem

besitzt die Raumcurve sechster Ordnung noch zwei wirkliche Doppel-

punkte auf der Doppelcurve und sechs scheinbare. Ihre charakteristi-

sche Zahl ist j>=2. Diese Schnitte entstehen dadurch, dass die Fläche

zweiter Ordnung die gegebene in vier verschiedenen Punkten berührt.

Es giebt noch zwei siebenfach unendliche Schaaren von Raumcurven
sechster Ordnung, welche die durch den Knotenpunkt gehenden Kegel-

schnitte zu vollständigen Durchschnitten ergänzen. Sie bilden sich

ab als Curven vierter Ordnung mit einem Doppelpunkt in den Funda-

raentalpunkten 4 oder 5, welche durch die anderen Fundamentalpunkte
einfach gehen. Alle diese Raumcurven gehen durch den Knoten-

punkt; solche, die zu einer Schaar gehören, schneiden sich dann noch

in acht, Curven verschiedener Schaaren in neun Punkten. Jede trifft

ihren ergänzenden Kegelschnitt in drei Punkten, und noch zweimal

auf der Doppelcurve. Die drei ersten sind einfache Berührungspunkte

beider Flächen. Die Raumcurve sechster Ordnung besitzt dann noch

zwei wirkliche Doppelpunkte auf der Doppelcurve und sechs schein-

bare, p = 2. Diese Schnitte entstehen dadurch, dass die Fläche zwei-

ter Ordnung durch den Knotenpunkt geht, und die Fläche vierter

Ordnung in drei Punkten berührt.

§. 5.

Wir gehen jetzt zur Betrachtung der auf der Fläche liegenden

Raumcurven dritter Ordnung über. Dieselben zerfallen auch in zwei

Gruppen, solche, welche durch den Knotenpunkt gehen, und solche,

welche ihn nicht treffen. Die zur ersteren^Gruppe gehörigen bilden

sich ab, wie aus der Formel N= 3n — Za folgt:

1) n = 1, a = 0.

Es giebt eine doppelt unendliche Schaar, deren Gebilde sich als Ge-

rade durch keinen Fundamentalpunkt abbilden.

2) w = 2 , drei a= 1 , die anderen 0.

Es giebt drei doppelt unendliche Schaaren, die sich als Kegelschnitte

durch drei Fundaraentalpunkte abbilden.

Jeder Schaar sind zwei sich nicht schneidende Gerade zugeord-

net, welche von derselben nicht getroffen werden, alle andern Gera-

den werden einmal geschnitten. Curven derselben Schaar schneiden

sich ausser dem Knotenpunkte noch in einem weiteren Punkte, Curven
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aus verschiedenen Schaaren noch in zwei Punkten. Die zur zweiten

Gruppe gehörigen bilden sich folgendermassen ab:

1) n = 2, drei a = 1, die anderen 0.

Es giebt sechs doppelt unendliche Schaaren, welche sich als Kegel-

schnitte durch drei Fundamentalpunkte abbilden.

2) n = 3 , ein a = 2 , vier a = 1.

Es giebt zwei doppelt unendliche Schaaren, welche sich als Curven

dritter Ordnung mit einem Doppelpunkt in einem Fundamentalpunkt

abbilden. Jede Schaar ist einer Geraden zugeordnet, welche sie zwei-

mal schneidet; die Geraden, welche diese schneiden, trifft sie gar

nicht, alle anderen einmal. Curven derselben Schaar schneiden sich

in einem Punkte, Curven verschiedener Schaaren, deren zugeordnete Ge-

raden sich nicht schneiden, in zwei Punkten, solche, deren zugeord-

nete Gerade sich schneiden, in drei Punkten.

Jede dieser Raumcurven dritter Ordnung ergänzt sich mit einer

Raumcurve fünfter Ordnung zu einem vollständigen Durchschnitt der

Fläche vierter Ordnung mit einer Fläche zweiter Ordnung. Die zur

ersten Gruppe gehörigen sind :

ad 1). Hierzu gehört eine fünffach unendliche Schaar Raumcur-

ven fünfter Ordnung, die sich abbildet als Curvenschaar vierter Ord-

nung mit Doppelpunkten in den Fundanientalpunkten 4 und 5, ein-

fachen Punkten in 1, 2, 3.

ad 2). Hierzu gehören drei fünffach unendliche Schaaren , die sich

abbilden als Curven dritter Ordnung durch vier Fundamentalpunkte.

Das p dieser Curven ist 1.

Curven derselben Schaar schneiden sich in fünf, aus verschiede-

nen Schaaren in sechs Punkten.

Jede dieser Raumcurven fünfter Ordnung schneidet sich mit ihrer

zugehörigen Raumcurve dritter Ordnung dreimal auf der Doppelcurve,

ausserdem noch in vier weiteren Punkten, welche einfache Berüh-

rungspunkte der Fläche mit der Fläche zweiter Ordnung sind; dann

besitzt jede noch einen wirklichen Doppelpunkt auf der Doppelcurve.

Die zur zweiten Gruppe gehörigen sind:

ad 1). Es giebt sechs fünffach unendliche Schaaren, die sich

als Curven vierter Ordnung mit Doppelpunkten in zwei einfachen

Punkten in den drei andern Fundamentalpunkten abbilden.

ad 2). Es giebt zwei fünffach unendliche Schaaren, die sich als

Curven dritter Ordnung durch vier Fundamentalpunkte abbilden.

Curven derselben Schaar schneiden sich in fünf Punkten , Curven

verschiedener Schaaren , deren ergänzende Raumcurven dritter Ordnung

sich nicht schneidenden Geraden zugeordnet sind, in sechs Punkten,

wenn sie dagegen sich einander schneidenden Geraden zugeordnet

sind, in sieben Punkten.
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Jede Raumcurve dritter Ordnung schneidet die ihr zugeordnete

Raumcurve fünfter Ordnung dreimal auf der Doppelcurve und noch in

fünf weiteren Punkten, die einfache Berührungspunkte beider Flächen

sind. Jede Raumcurve fünfter Ordnung besitzt noch einen wirklichen

Doppelpunkt auf der Doppelcurve. Damit ein derartiges Zerfallen der

Schnittcurve eintreten kann, muss die Fläche zweiter Ordnung die

Fläche vierter Ordnung in fünf verschiedenen Punkten berühren.

§. 6.

Die Abbildung der Rauracurven vierter Ordnung erhält man der

Formel N= 3n — Z« entsprechend:

/. Baumcurvcn vierter Ordnung, die nicht durch den Knotenpunkt

gehen.

1) n = 2, zwei a = t, die anderen 0.

Es giebt drei dreifach unendliche Schaaren, welche sich als Kegel-

schnitte durch zwei auf der Geraden 1, 2, 3 gelegene Fundamental-

punkte abbilden.

2) n = 4, drei a = 2, die anderen 1.

Es giebt drei dreifach unendliche Schaaren, welche sich als Curven

vierter Ordnung abbilden, die in drei Fundamentalpunkten Doppel-

punkte, in den andern einfache besitzen. Jede dieser drei Schaaren er-

gänzt je eine der vorigen zu vollständigen Durchschnitten.

3) n = 3, ein a = 2 , drei « = 1 , ein a = 0.

Es giebt 8 dreifach unendliche Schaaren, die sich als Curven dritter

Ordnung mit einem Doppelpunkt abbilden. Die Schaaren sind einan-

der paarweise conjugirt. Alle diese Curven sind zweiter Species, p = 0.

Curven derselben Schaar schneiden sich in 2 Punkten , Curven conju-

girter Schaaren in sechs, diese bilden einfache Berührungspunkte der

Flächen zweiter und vierter Ordnung. Curven aus conjugirten Schaa-

ren schneiden sich ausserdem noch viermal auf der Doppelcurve.

4) n = 3 , alle « = 1

.

Es giebt eine vierfach unendliche Schaar von Raumcurven vier-

ter Ordnung und erster Species, die nicht durch den Knotenpunkt

geht und die sich als eine Curvenschaar dritter Ordnung durch sämmt-

liche Fundamentalpunkte abbildet. Irgend zwei Curven der Schaar

ergänzen sich zu einem vollständigen Durchschnitt und schneiden

sich viermal auf der Doppelcurve und noch in vier weiteren Punk-,

ten. Diese Schaar enthält als specielle Fälle 1) sämmtliche ebenen

Schnitte, die nicht durch den Knotenpunkt gehen; 2) die Doppelschaar,

welche aus zwei Gebilden zweier coujugirter Kegelschnittschaaren ent-

steht; 3) jede gerade Linie, die nicht durch den Knotenpunkt geht,
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Abbildung von Flächen zweiter Ordnung. «Ol

sammt der zugehörigen Curvenschaar dritter Ordnung und endlich

4) die zwölf windschiefen Vierecke, die keine Ecke im Knotenpunkte

besitzen.

77. Raumcitrven vierter Ordnung, wdche durch den Knotenpunkt gehen.

\) Es giebt sechs dreifach unendliche Schaaren, welche sich als

Kegelschnitte durch zwei Fundamentalpunkte abbilden, von denen einer

ausserhalb der Gerden 1, 2, 3, der andere auf ihr liegt.

2) Es giebt sechs dreifach unendliche Schaaren, welche sich als

Curven dritter Ordnung mit einem Doppelpunkt in einem Fundamen-

talpunkt, und welche durch drei weitere einfach hindurchgehen, ab-

bilden und den vorigen conjugirt sind. Curven derselben Schaar schnei-

den sich in zwei Punkten, Curven aus conjugirten Schaaren in fünf

ausser dem Knotenpunkte. Diese fünf Punkte sind einfache Berüh-

rungspunkte der beiden sich schneidenden Flächen. Alle diese Rauin-

curven vierter Ordnung sind zweiter Species. Es giebt jetzt noch eine

dreifach unendliche Schaar von Raumcurven vierter Ordnung, die in

dem Knotenpunkte einen Doppelpunkt besitzen , welche sich als Kegel-

schnitte durch die Fundaraentalpunkte 4 und 5 abbilden. Dieselben

sind in der Schaar (1 , 4.) enthalten und ergänzen sich mit Raum-
curven vierter Ordnung und erster Species zu vollständigen Durch-

schnitten. Diese Schaar begreift als specielle Fälle in sich: 1) die-

jenigen ebenen Schnitte der Fläche, welche durch den Knotenpunkt

gehen; 2) die Doppelschaar, welche aus zwei conjugirten Kegelschnit-

ten oder zwei durch den Knotenpunkt gehenden Kegelschnittschaa-

ren besteht; 3) jede durch den Knotenpunkt gehende Gerade mit der

zugehörigen Curvenschaar dritter Ordnung; 4) die zwölf windschiefen

Vierecke, die eine gemeinsame Ecke im Knotenpunkt besitzen.

Analytische Behandlung der Fläche.

§. 7.

Die Gleichung der Fläche vierter Ordnung, welche ausser der

Doppelpunktscurve zweiten Grades noch einen einzelnen Knotenpunkt

besitzt, ist von der Form <p- — 4p2 = 0. Hierin stellt # = 0 einen

Kegel zweiter Ordnung vor, dessen Spitze auf der Fläche zweiter Ord-

nung (p = 0 liegt Die Spitze des Kegels # ist der Knotenpunkt, der

Schnitt und <p = 0 mit p = 0 liefert die Doppelcurve , welche noch

von dem Kegel y in den vier Rückkehrpunkten der Fläche geschnit-

ten wird. Der Kegel $ berührt ausserdem die Fläche vierter Ordnung

längs einer Curve zweiter Ordnung. Sämmtliche Tangentenebenen des

Kegels i> schneiden demnach Kegelschnittpaare aus der Fläche aus,

die im Knotenpunkte einen gemeinsamen Schnittpunkt besitzen. Der
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Kegel K zweiter Ordnung, welcher im Knotenpunkt selbst die Fläche

vierter Ordnung ringsum berührt, wird von der Ebene der Doppel-

curve in einem Kegelschnitt geschnitten. Verbindet man die vier

Schnittpunkte desselben und der Doppelcurve mit der Spitze von ir,

so erhält man die vier auf der Fläche hegenden Geraden, die ihren

Vereinigungspunkt im Knotenpunkte besitzen. Durch jede dieser Ge-

raden lassen sich zwei Tangentenebenen an den Kegel legen. Die

Curve dritter Ordnung, welche jede dieser aus der Fläche herausschnei-

det, muss notwendigerweise in eine Gerade und einen Kegelschnitt

zerfallen. Auf diese Art erhält man die anderen acht Geraden der

Mäche; man kann sich auch leicht überzeugen, dass ausser diesen keine

Gerade mehr auf der Fläche liegen kann. Die acht Taugentenebenen

enthalten die acht Geradenpaare der beiden conjugirten Kegelschnitt-

schaaren. Man kann dieses benutzen, um die Schnittpunkte der acht

Geraden mit der Doppelschnittscurve geometrisch zu finden, wenn
diese und die Schnitte ihrer Ebene mit den beiden Kegeln K und ^
verzeichnet vorliegen. Man zieht aus den vier Schnittpunkten jener

mit K die acht Tangenten an so schneiden diese die Doppelpunkts-

curve in weiteren acht Punkten, welche die gesuchten sind.

Mau kann die Gleichung der Fläche auf folgende Form bringen:

Die Flächenschaaren

/ *+ Aep + AV-0Ì

durchschneiden sich in Raumcurven vierter Ordnung, erster Species,

welche auf der Fläche liegen. Aus der Form dieser beiden Gleichungen

geht hervor, dass die ganze Schaar # Açj-J-A'^=0 von der Fläche

(p
1 — 4p2

If = 0 umhüllt wird. Legt man ein Coordinatentetraeder

zu Grunde, von welchem drei Ecken die Nebenecken des aus den vier

Rückkehrpunkten gebildeten vollständigen Vierecks sind, und dessen

andere Ecke die Spitze des Kegels ^ ist, so lässt sich die Gleichung

der Fläche schreiben:

[ax* + by1 + c*2 + 2p (ax + ßy + ye)f — 4p* (x* + y* + *')•

Oder:

[ax* + by2 + ce* +2p{ax + fy + ye) + 2\p>\*

= \p\x\\+ ka)+ + xc)+ 2p(ax+ ßy + yg)l + Pp*].

•Wählt man A so, dass die Gleichung

xi
(1 + xa)

+

y2 (1+ xb)+ z* (1+ Xe) + A* p*+ 2p (ax + ßy + ye) =» 0

einen Kegel zweiter Ordnung vorstellt, so erhält man eine kubische

Gleichung für A :

i « «• + r . + .r .
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Dieses giebt die drei Kegel, welche die Flache vierter Ordnung dop-

pelt berühren und deren sämmtliche Tangentenebenen Kegelschnitt-

paare aus der Fläche ausschneiden. Die Coordinaten der Spitzen der

drei Berührungskegel werden aus den Gleichungen gefunden:

(a + i) x + ap - 0
I

(6 + X) y + ßp = 0 .

(e + A) z + yp = 0
]

Dieses sind zugleich die Gleichungen einer Raumcurve dritter Ord-

nung, welche durch die drei Kegelspitzen, den Knotenpunkt, und die

drei Nebenecken des vollständigen Vierecks geht. Die Gleichung der

Ebene der drei Kegelspitzen ist ax -f- ßy -f- yz -f- p = 0; sie schnei-

det sich mit der im Knotenpunkte an die Fläche <p = 0 gezogene

Tangentenebene auf der Ebene der Doppelcurve. Verbindet man die

drei Nebenecken des aus den vier Schnittpunkten des Kegelschnitts

K mit der Doppelcurve gebildeten vollständigen Vierecks mit dem
Knotenpunkt, so schneiden diese drei Geraden die Ebene

ax + ßy-\-y* + P = 0

in den drei Kegelspitzen.

Jede auf der Fläche liegende Gerade muss in einer Tangenten-

ebene jedes der drei doppelt berührenden Kegel liegen, es kann aber

keine in zwei verschiedenen Tangeutenebenen eines und desselben Ke-

gels enthalten sein. Daraus folgt, dass die zwölf Geraden sich drei-

mal zu sechs Paaren gruppiren müssen, die in jeder dieser drei Dop-

pelschaaren vorkommen. Die sechs Paare einer Doppelschaar verthei-

len sich in zwei Gruppen zu drei, und drei Paare kommen in jeder

Schaar vor.

Bedeutet A -f- 2çB~{-ç7 C= 0 die Gleichung einer variablen

Tangentenebene des Kegels so lässt sich dieser in der Form schrei-

ben iff — B2 — AC und für den Schnitt der Tangentenebene mit der

Fläche vierter Ordnung ist # = (B -J- qC)
2

. Die Flächengleichung

wird dann
<p* — 4pi (B + çCy = 0,

was sich in die beiden Factoren

<p — 2p(B + qC) «= 0

<p + 2p(B + 9 C) = 0

zerlegen lässt. Jeder Factor in Verbindung mit A -\- 2çB -f- g
2

C7= 0
giebt eine Kegelschnittschaar des Kegels

Zweiver schiedene Kegelschnitte derselben, etwa der zweiten Schaar

werden durch den Complex der Gleichungen

A + 2qB + Q
l C= 0 <p -f 2p (B + qC) = 0

A + 2oB + a2 C= 0 <p + 2p (B + <jC) = 0
dargestellt. Aus den beiden ersten folgt 2B -f (<r -f- q) C = 0; aus den
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beiden letzten p.C = Q. Die Bedingung C = 0 führt auf A = 0,

2? = 0. Darnus folgt, Kegelschnitte derselben Schaar schneiden sich

nur im Knotenpunkt.

Für den Schnitt zweier Kegelschnitte aus conjugirten Schaaren

hat man
A + 2qB + p

2 C— 0 <p -f 2p (B + qC) = 0

^4 -j- 2oB + o2 C = 0 cp — 2p (B -j- tfC) = 0

Aus den beiden ersten Gleichungen folgt 2B -f- (ö -j- p) C= 0, wo-

durch die beiden letzten in einander übergehen. Duraus folgt, Kegel-

schnitte aus conjugirten Schaaren schneiden sich in zwei Punkten,

von denen einer im Knotenpunkte liegt. Wird p = a, so erhält man
aus den beiden letzten Gleichungen p (B -f- çC) = 0; die beiden ersten

fallen zusammen. Kegelschnitte aus conjugirten Schaaren, die in einer

Ebene liegen, schneiden sich in vier Punkten, zwei liegen auf der

Doppelcurve, einer im Knotenpunkt, der vierte in der Berührungscurve

des Kegels ^ mit der Fläche.

Stellt man die Bedingung auf, dass die Ebene

A + 2pJB + p
2 C=0

die Fläche <p + 2p (B + ç(') = 0 berührt, so zerfällt die Schnitt-

curve in ein Linienpaar. Es ist $ = x2
-+- y

2 + e* = #2 ~ Daraus

ergiebt sich, dass man setzen kann B = x
f
A = y -f- iz, C= it — y.

Die Flächengleichung wird dann

ax2 + iyt _|_ v2i + 2p (ax + ßy + ys) + 2;> (x - py + pûr) = 0,

die Tangentenebene

2p# -f- y (1 — P
2
) + z (} + *P

2
) = 0.

Die Bedingung des Berührens wird durch die Gleichung ausgedrückt:

a 0 0 a + 1 2p

0 6 0 ß - p I-?2

0 0 c y + ?» * + *P
2 — 0

a + \ ß—Q Y+Qî 0 0

2p l_p*t+tp2 0 0

Hieraus folgt durch eine einfache Determinantentransformation :«00 c-f-1 p(l-a)

0 & 0 ß—Q 1—ßQ
0 0 r 4-f-p<* j — 4p

a+ 1 /3-p 4+ pi 0 0

p(l— «) 1 -ßg t—4p 0 0

= 0.

Diese Gleichung vierten Grades in p giebt die vier verschiedeneu

Werthe, welche den vier Geradepaaren entsprechen.
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Bezeichnet X eine Wurzel der eubiachen Gleichung, welche dem
Kegel K entspricht , so ist Ä' = # -f- Xy -(- X'

lp
7

. Führt man dieses in

die Flächengleichung ein , so entsteht zunächst

(A'— i, -f. Vjty - P = 0.

Bezeichnet A -{- 2p7i -(- p
? 6'= 0 die Gleichung einer beliebigen Tan-

gentenebene von K
}
so hat man K = J52 — und für den Schnitt

der Fläche mit der Ebene ist R = (B -f- pCT

)
2

. Durch Einführung

dieses Werthes zerlegt sich die Flächengleichung in die beiden Fac-

toren :

1, — [(B + QO — XpP
* = [(B + Q C) + xpy,

welche in Verbindung mit A -f- 2qB -j- p
2
G' = 0 die beiden conju-

girten Kegelschnittschaaren des Kegels K ergeben.

Aus dem Complex der Gleichungen

A + 2qB + p
2 6' = 0 l(B + qC) — Xp\* = 1>

A + 2*5 -fV<7= 0 [(B + <rf) -f A;)]' = i>

folgt ähnlich , wie oben :

Kegelschnitte derselben Schaar schneiden sich nur auf der Dop-

pelcurve; Kegelschnitte aus conjugirten Schaaren schneiden sich in

zwei Punkten; Kegelschnitte, die in einer Ebene liegen, begegnen

sich in vier Punkten, zweimal auf der Doppelcurve und zweimal auf

der Berührungscurve von K mit der Fläche.

Wenn die Fläche = [(/* + qC) + X}>)* von der Ebene

A + 2qB + qH'=0
berührt wird, so zerfällt die Schnittcurve in ein Geradenpaar. Bezeich-

net man eine Flächengleichung symbolisch mit = ßx
2 = —

so ist für das Berühren derselben mit einer Ebene (ix = 0 die Bedin-

gung erforderlich (aß-yfi)
1 = 0. Bezeichnet man die Gleichung des

Kegels V symbolisch mit <?X
J = bz

7 = • • • =
, so schreibt sich diese

Bedingung :

0 = («, b, r, A + 2 pB+ p
2Cy— 3 ( a, b, Xp+ Ii+ p C , A+ 2 p 7?+ p

2
C')

2
,

oder

0 = (V, <, X+ 2 p #-f p
2 CT

)
2

-

3

(a, b,Xp+B+QC,A + çB — Xçp) 2
.

Dieses ist eine Gleichung vierten Grades für p; der Coefficient

von p* aber muss nach dem Obigen verschwinden, damit die drei Gera-

denpaare dieser Kegelschnittschaar sich ergeben.

§. 8.

Wir hatten die beiden Gleichungen

* = [uï + qo — xpY

t == + W
MuUieniBtitche Amialeii I. UU
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in Verbindung mit der Ebene A -\- 2 çB -f- q- C = 0. Ersetzt man
den Ausdruck i> durch (B' -\- ffC')3

, wenn A' + 2ff B' + ff'C" = 0

eine Tangentenebene des Kegels 4> bedeutet, so lässt sich jede dieser

Gleichungen wieder in zwei Factoren zerlegen und es entstehen fol-

gende vier Gleichungen:

kp + (B' + ffC") — (B + qC) = 0

Xp — (ir -f cC) - (B + qC\ = 0

kp + (B' + « 6") + Ò» + PO - 0

A;> - (JS' + ff 6") -{- (B + o(
r

) 0;

diese liefern in Verbindung mit den Gleichungen

A +2p# + p
2
C' = 0

A' + 2<sB'+ ff
2C'=0

die Coordinaten der vier Schnittpunkte, in welchen die Schnittlinie

der beiden Tangentenebenen von # und K die Flache treffen. Diese vier

Gleichungen sind zugleich vier projectivische Ebenenbündel, die ihre

Scheitel in den vier Schnittpunkten der Schnittlinie der Ebenen C
und C mit der Fläche haben. Die Ebenen

B + qC= Q J>" + ffC" = 0

gehen durch die Berührungsseiten der variabeln Tangentenebenen und

der festen Taugentenebenen C und 6" mit den beiden Kegeln; ihre

Schnittlinie trifft die Ebene der Doppelcurve in einem Punkt, der allen

vier projectivischen Ebenen gemeinsam ist.

Die drei Gleichungen

lp _|_ (H _|_ Q (<) _|_ (2T + aC ) = 0

A -f2qB + p
2 C' = 0

A'+2oB'+ ff
?r=-0

drücken die x eindeutig durch ff und umgekehrt die q, a eindeutig

durch die x aus. Jedem Punkte der Flache entspricht also eine Ebene

in jedem der vier Bündel. Schneidet man daher durch eine feste

Ebene die vier projectivischen Bündel und fixirt in dem betrachteten

Bündel deren Durchschnitte mit den Ebenen

C,C und Xp + H + It-

ala Seiten eines Coordinatendreiecks, so sind p, ff die Coordinaten der

Schnittlinie der beweglichen Ebene mit der festen. Auf diese Weise

entsteht eine eindeutige Abbildung der Fläche in jedem der vier Bün-

del. Auf diese Art entstehen 12 Klassen von Abbildungen; je nach

dem zu Grunde gelegten doppelt berührenden Kegel entstehen drei

Gruppen und jede Gruppe enthält wieder vier Klassen, je nach dem
zu Grunde gelegten Bündel. Diese vier Klassen unterscheiden sich

von einander dadurch, dass aus den Kegelsclmittpaaren , in welchen

( = 0 und C = 0 die gegebene Fläche schneiden, jedesmal zwei an-

dere Kegelschnitte zu Grunde gelegt sind.
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Drückt man die x rational durch ç und <j aus;

/i.r, = F, (p , <y)

f^2 = ^2 (9 > °)

fix., = i\ (q ,
a)

Hz4
= F

x (p , <?),

so sind die vier Functionen F für die ç und 0 vom zweiten Grade.

Die Abbildung eines ebenen Schnittes Zft, x(
= 0 ist demnach eine

Curve vierter Classe, welche die zwei Seiten des Coordinatendreiecks

C= 0 und C = 0 zu Doppeltangenten hat. Die erste entspricht

dem Werthe ç = 0, die zweite dem Werthe a = 0.

Bezeichnet man die vier im Knotenpunkt sich schneidenden Gera-

den mit a
l
a
2
a
3
a

i
und sind die Paare, welche in den Kegelschnitt-

schaaren des Kegels # vorkommen,

«i &i , &2 ,
a 3 ?/3 ,

fl
4 64

so werden die Paare, welche zu einem doppelt berührenden Kegel ge-

hören, folgende sein:

?>3 6-, r
3 6, a, a

2

f, 6 j
i»! f'j (1% (l

x
.

Dieses folgt leicht aus den früher gemachten Bemerkungen. Nehmen
wir jetzt ferner an, die Kegelschnitte der zu Grunde gelegten Ebenen

C und 6" gehören den Schaaren an, in welchen die Paare

b
3

r
x ,

b
4

c3 ,
a, a

2
'

vorkommen. Es tritt nun viermal ein, dass eine Gerade in beiden

Reihen auftritt; die sie bestimmenden Tangentenebenen geben dem-

nach nicht einen Punkt der Fläche, sondern eine ganze Reihe von

Punkten, die aber alle durch eine und dieselbe Gerade in der Ab-

bildung dargestellt werden müssen. Jeder ebene Schnitt wird von

diesen vier Geraden a if a2t b
:i)

b
x

in vier Punkten getroffen, die Abbil-

dung eines jeden muss demnach die Abbildungen dieser vier festen

Geraden zu vier festen Tangeuten besitzen. Alle ebenen Schnitte ha-

ben demnach vier gemeinsame Doppeltangenten und vier gemeinsame

einfache Tangenten.

Eine der festen Doppeltangenten und zwei der einfachen Tangen-

ten a
i
und «2

stellen zugleich Abbildungen des Knotenpunktes dar.

Lässt man die eine Tangentenebene, d. i. a beständig wandern, die an-

dere, Q, dagegen fest durch den Knotenpunkt gehen, so dass der Werth q
der Ebene des Paares o, a2

entspricht, so schneiden sich die in ersterer

liegenden Kegelschnitte bestandig in demselben. Der Knotenpunkt wird

daher durch unzählig viele Geraden abgebildet, deren eine Coordinate

constant ist. Alle diese Geraden bilden folglich einen Strahlbüschel. Die
39*
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Abbildung aller durch den Knotenpunkt gehenden Schnitte muss die

Abbildung desselben enthalten, sie zerfällt daher in eine Curve drit-

ter Classe mit einer Doppeltaugente und zwei festen einfachen Tan-

genten />
3
und h

A , und in einen Punkt. Die zweite feste Doppeltau-

gente geht durch denselben und ist noch eine einfache Tangente an

die Curve dritter Classe.

Man kann sich auch folgendermassen überzeugen , dass die unend-

lich vieldeutige Abbildung des Knotenpunktes einen Strahlbüschel bil-

den muss. Zwei beliebig durch den Knotenpunkt gelegte Ebenen

schneiden sich in einer Geraden, die die Fläche noch in zwei weite-

ren Punkten trifft; die Bilder der Schnittcurven müssen daher nur

zwei gemeinsame bewegliche Tangenten besitzen. Dieses bedingt ein

Zerfallen der Curve vierter Classe. Zwei Kegelschnitte sind undenk-

bar, da dann der eine eine feste Doppeltangente hätte, es bleibt nur

das Zerfallen in eine Curve dritter Classe und in einen Punkt mög-

lich. Durch denselben gehen dann die eine Doppeltangente, sowie

a
{

und a2 ,
überhaupt die ganze unendlich vieldeutige Abbildung des

Knotenpunkts. Zwei dieser Curven dritter Classe besitzen sonach eine

gemeinsame Doppeltangente C, die geraeinsamen Tangenten 63
und b

t

und berühren noch einmal die Linie 6", können also zwei weitere ge-

meinsame bewegliche Tangenten besitzen.

Verstehen wir jetzt unter g und ö Punktcoordiuaten , so tritt an

die Stelle des Systems Curven vierter Classe, ein System von Curven

vierter Ordnung mit zwei gemeinsamen Doppelpunkten und vier ge-

meinsamen einfachen Punkten; zwei der letzteren liegen mit einem

der er8teren auf einer Geraden. Dieses sind die Bilder zweier durch

den Knotenpunkt gehenden Geraden o, a.
t ; die der beiden anderen

werden dargestellt durch die Verbindungslinien der Punkte b3 ,
b

t
mit

dem nicht auf der Geraden liegenden Doppelpunkt 2. Zu jeder der

durch den Knotenpunkt gehenden Geraden gehören zwei sich nicht

schneidende, die mit ihr in einer Ebene liegen. Die zu a, und a.,

gehörigen bilden sich ab als Verbindungslinien dieser Punkte mit

dem zweiten Knotenpunkt und als Kegelschnitte durch die zwei Dop-

pelpunkte, durch b
3
und b

4
und durch a, und a.

2
. Die zu den beiden

anderen gehörigen Geraden haben zur Abbildung b
3
und b

x
und die

Verbindungslinien dieser Punkte mit dem ersten Doppelpunkt Die

beiden Doppelpunkte sind die Bilder zweier Kegelschnitte aus nicht

conjugirten Schaaren; ihre Verbindungslinie ist das Bild ihres Schnitt-

punkts. Dieser Abbildung ist eine andere conjugirt, bei welcher sich

die beiden anderen durch den Knotenpunkt gehenden Geraden a3
und n

4

als Punkte abbilden. Auf solche Weise entstehen sechs Gruppen von

Abbildungen, die paarweise conjugirt sind. Jede dieser Gruppen ent-

hält wieder zwei, je nachdem sich die einander nicht treffenden Gera-
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den, die zu den zwei anderen durch den Knotenpunkt gehenden Ge-

raden gehören, als Punkte und Gerade abbilden.

Die eine durch den Knotenpunkt gehende Kegelschnittschaar bil-

det sich ab als Strahlbüschel , dessen Scheitel der Doppelpunkt 2, die

conjugirte Schaar als Kegelsehnittbüschel durch die zwei Doppelpunkte,

durch 63
und bv Von den übrigen Schaaren bilden sich vier ab als

Kegelschnitte durch die zwei Doppelpunkte und durch je zwei der

übrigen Punkte; eine Schaar, als Gerade durch den Doppelpunkt 1,

deren conjugirte als Ourvenbüschel dritter Ordnung mit einem Dop-

pclpunkt in 2.

Nehmen wir nun die Ebenen der Geradenpaare n
3 b3 , b3 zu Aus-

gangsebenen C und C'
t

so erleidet die Abbildung eine wesentliche

Modification. Für p = 00, ö = oc müssen die x unbestimmt werden,

dieses kann nur dadurch geschehen, dass in den vier Gleichungen

Xi = Fi (q , 0) die Coefficienten von p
2.a2 verschwinden. Die drücken

sich dann durch Functionen dritten Grades in ç, a aus; die Abbil-

dungscurveu werden zu Curven dritter Ordnung, die fünf gemeinsame

einfache Tangenten besitzen, nämlich die Bilder dreier sich im Kno-

tenpunkt schneidenden Geraden a
x
a
2
a
3
und zweier sich nicht schneiden-

den Geraden b
A
und cv Ueberträgt man das System von Curven dritter

Classe mit fünf gemeinsamen Tangenten in ein System von Curven drit-

ter Ordnung mit fünf geraeinsamen Schnittpunkten, so sind wir zu

der Abbildung zurückgekehrt, von der wir ursprünglich ausgingen.

Ich erwähne jetzt noch einer andern Art von Abbildung, auf die

man kommt, wenn man von den Tangentenebenen zweier doppelt

berührenden Kegel ausgeht. Die Flächengleichung zerlegt sich in die

vier Factoren

0 = (A — l')p + (B + 9 C) + (B' + aC)
0 = a - a') p + (B 4- qo - (zr + öC)
0 = (A - A') p -(B-qO + (B' + aC)
0 — (A — A') p - (7i - qO - {Ü' + o C).

Die erste dieser Gleichungen stellt mit Hülfe von

A + 2qB+Q'C — 0

die x als rationale Functionen vierten Grades in ç und ö dar, ähnlich

wie oben. In der einen Tangentenschaar kommen die Geradenpaare

vor:

h
x
c

x
r, b

t
er
2

a.
t

b
:
r

\
6A <l

t
a

\>

in der andern

h r
i

c;\b
4 «1«..
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Benutzt man bei dem ersten Kegel die Kegelschnittschaar, welche

die Paare

6, c
A

c, b
A «2«3 >

bei dem zweiten Kegel die, welche

^s c
\

( .\b
A

a
i
a7

enthält, so erhält man bei der Abbildung zunächst wieder die festen

Doppeltangenten C, C'
t
dann die gemeinsamen Geraden c

A ,
bA

als ein-

fache Tangenten. Schneiden sich nun die Ebenen der Paare a
7
a3

und », a2 , so bildet sich deren Schnittlinie a
2
zunächst als feste Ge-

rade ab ; beide Ebenen treffen sich nochmals in dem Schnittpunkt von

a3 und ö3 , der sich wieder als dieselbe Gerade abbildet. Ueber-

trägt man das System von Liniencoordinaten in Punktcoordinaten , so

haben alle ebenen Schnitte zwei Doppelpunkte C, C, zwei einfache

Punkte c
A ,

bA
und zwei unendlich nahegerückte oder zusammenfallende

Punkte a2
gemein. Die Bilder der drei andern durch den Knoten-

punkt gehenden Geraden sind die Verbindungslinien von C und C
mit a

t
und der Kegelschnitt durch C, C, a7t c4> b

A
. Die zwei Gera-

den, welche a
2

treffen, bilden sich ab als Kegelschnitte durch C, C,
einen der Punkte c

A
oder b

A
und die beiden unendlich nahe gerückten

Punkte. Vier andere Geraden entstehen durch die Verbindung von

C und C mit c
A
und b

A
.

Die beiden durch den Knotenpunkt gehenden Kegelschnittschaa-

.ren bilden sich ab als Kegelschnitte durch a2 ,
C, 6" und einen der

anderen Punkte und b
x \ zwei weitere Schaaren als Geraden durch

einen der Doppelpunkte; deren coujugirte als Curven dritter Ordnung
durch b

A ,
c
A , die beiden uuendlich nahen Punkte, durch denselben

Doppelpunkt und mit einem Doppelpunkt im andern; die beiden letz-

ten endlich als Kegelschnitte durch die zwei Doppelpunkte und durch

die zwei einfachen Punkte oder durch die zwei unendlich nahen

Punkte.

Je nach Wahl der beiden Kegel, die benutzt werden, entstehen 3

Classen von Abbildungen, jede enthält wieder vier Gruppen, je nach

den Kegelschnitten, in deren Schnittpunkt man sich bewegt. Diese

vier unterscheiden sich von einander dadurch, dass sich immer eine

andere der durch den Knotenpunkt gehenden Geraden als Punkt ab-

bildet; bei jenen drei werden immer zwei andere sich nicht schnei-

dende Geraden, die eine der drei anderen durch den Knotenpunkt

gehenden Geraden treffen, benutzt.

Werden zu Ausgangsebenen C und C zwei Tangentenebenen be-

nutzt, die eine gemeinsame Gerade c
A
oder b

A
besitzen, so geht das System

von Curven vierter Ordnung Über in ein System von Curven dritter

Ordnung, die beiden festen Doppelpunkte werden zu einfachen Punk-
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ten , welche die Bilder zweier sich nicht schneidender Geraden &, , b3

oder c
x ,

cz sind.

Die Gerade c
4
oder verschwindet ganz aus der Bildebene. Von

den fünf Âusnahmspunkten stellt einer der zusammenfallenden eine

durch den Knotenpunkt gehende Gerade vor; die drei anderen sind

drei sich nicht schneidende Geraden, von denen jede eine der drei

übrigen durch den Knotenpunkt gehenden Geraden trifft. Diese selbst

sind die Verbindungslinien jener mit den zusammenfallenden Punkten.

Die drei einfachen Punkte lassen sich dreimal zu 2 verbinden, was

drei weitere Geraden darstellt , endlich werden die beiden a
2

treffenden

Geraden erhalten als Verbindungslinie der zusammenfallenden Punkte

und als Kegelschnitt durch die füuf Fundamentalpunkte. Es ist leicht

einzusehen, wie die zwölf verschiedeneu Gruppen der Abbildungen

hier entstehen.

Zweiter Fall.

JHe Fläche besitzt ausser der Boppelpunktscurve noch zwei

besondere Knotenpunkte, von denen jeder die Spitze eines einfach

berührenden Kegels ist.

81.

Wenn der vorige Fall zweimal eintritt, dass also zweimal drei

Punkte auf einer Geraden zu liegen kommen (etwa 1, 3, 5 und 2, 4, 5),

so stellt jede dieser Geraden einen anf der Fläche liegenden Knoten-

punkt dar. Die drei Punkte auf jeder Geraden entsprechen drei durch

den Knotenpunkt gehenden Geraden, der beiden gemeinsame Punkt

(5) ist das Bild einer durch die zwei Knotenpunkte gehenden Gera-

den, die ganz in der Fläche enthalten ist. Diese ist danach die bei

der Abbildung bevorzugte Gerade. Ausser jenen fünf liegen auf der

Fläche noch vier weitere, die aber keinen der Knotenpunkte treffen.

Sie werden erhalten durch die anderen vier Verbindungslinien der Aus-

nahmspunkte ; und zwar seien die Verbindungslinien 1—2, 2—3, 1—4,
3— 4 beziehungsweise als Gerade G, 7, 8, 0 bezeichnet. Jede durch

einen Knotenpunkt gehende Gerade wird von vieren geschnitten, jede

andere von dreien. Dieses giebt zusammen 16 Schnittpunkte, wobei

aber jeder Knotenpunkt als dreifacher Schnittpunkt gerechnet ist.

Ausser diesen schneiden sich die neun Geraden noch in zehn Punk-

ten. Sie bilden sonach 16 Paare, von denen zweimal drei Paare in

jedem Knotenpunkt zusammentreffen. Die neun Geraden bilden zu-

sammen vier windschiefe Vierecke, von denen je zwei in einem Kno-

tenpunkte eine gemeinsame Ecke und ein gemeinsames Paar besitzen.
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Die in den Knotenpunkten sich vereinigenden Paare sind 1,5;

1,3; 5,3; 2,5; 2,4; 4,5. Die vier nicht durch diese gehenden Ge-

raden bilden die Paare 6,0; 7,8. Von den anderen acht Paaren be-

sitzen je zwei eine gemeinsame Gerade:

1,6 ; 2,6 ; 3,7 ; 4,8
1,8 ; 2,7 ; 3,0 ;

4,0.

Die windschiefen Vierecke sind:

(8,7,1,31 (8,7,2,41
|6,9, 1 ,3f |6,9,2,4f-

Die Doppelcurve bildet sich ab als eine Curve dritter Ordnung

durch die fünf Fundamentalpunkte. Die Auffindung von weiteren sie

bestimmenden Punkten geschieht ebenso, wie früher (vgl. §. 3.). Das

zu einer Geraden, die sich wieder als Gerade abbildet, gehörige Cur-

venbüschel dritter Ordnung, stellt in der Bildebene ein Kegelschnitt-

büschel durch die drei anderen Fundamentalpunkte vor; dieses hat

dann noch einen vierten Punkt P gemein , der ein Punkt der Doppelcurve

ist. Der entsprechende Punkt V findet sich, wie oben, er liegt ausser-

dem auf der Geraden selbst. Der Kegelschnitt der Schaar, welcher

dann noch durch P' geht, muss die Doppelcurve in P berühren, er

ist die Abbildung des Schnitts der Flache mit derjenigen ihrer Tan-

gentenebenen im Schnittpunkte der -Doppelcurve mit jener Geraden,

welche letztere ganz enthält. Der Schnitt der andern Tangentenebene

bildet sich ab als Curve dritter Ordnung durch die fünf Fundamental-

punkte, durch P' und mit einem Doppelpunkt in P.

Das zu einer Geraden, die sich als Fundamentalpunkt, z. B. 1, ab-

bildet, gehörige Curvenbüschel dritter Ordnung, wird in der Abbil-

dung ein Kegelschnittbüschel durch l , und durch die auf der andern

Geraden liegenden Fundameutalpunkte 2 und 4. Der ausserdem noch

allen gemeinsame vierte Schnittpunkt ist der dem Punkt P analoge.

Für die Gerade, die sich als Fundamentalpunkt 5 abbildet, stel-

len sich die zugehörigen Curven dritter Ordnung dar als Strahleu-

büschei. Dessen Scheitel ist der dem Punkt P analoge.

§. 2.

Es giebt vier Kegelschnittschaarcn , die sich als Geraden durch

einen der Fundamentalpunkte 1, 2, 3, 4 abbilden. Die durch 1, 3

gehenden sind einander conjugirt und treffen sich in einem Knoten-

punkte, die durch 2, 4 gehenden sind ebenfalls .conjugirt und schnei-

den sich im andern. Die eine der durch den ersten Knotenpunkt

gehenden Schaaren enthält als specielle Fälle die Paare 7,2; 0,4;

1,5; die andere enthält die Paare 8, 4; 6, 2; 3, 5. Die beiden durch

den zweiten Knotenpunkt gehenden Schaaren enthalten die Paare 6, 1
;
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7,3; 2,5 und 8, 1; 9,3; 4,5. Je zwei Paare, die zu conjugirteu

Schaaren gehören, enthalten eine durch einen Knotenpunkt gehende

gemeinsame Gerade. Es liegen jetzt noch auf der Fläche zwei wei-

tere einander conjugirte Schaaren, die aber keinen der Knotenpunkte

treffen. Die eine Schaar hat zur Abbildung einen Strahlbüschel, des-

sen Scheitel der Punkt 5 ist; sie begreift die Paare 6, 9; 7, 8 in sich;

die andere Schaar bildet sich als Kegelschnittbüschel durch 1, 2, 3, 4

ab; sie enthält die Paare 1,3; 2,4. Die zwei zu einer Schaar gehö-

rigen Paare schneiden einander nicht; dagegen wird jedes Paar einer

Schaar von jedem Paar der conjugirten getroffen. Kegelschnitte der-

selben Schaar, die keinen der Knotenpunkte treffen, schneiden einan-

der nicht; Kegelschnitte aus conjugirten Schaaren schneiden sich in

zwei Punkten; ihre Ebenen sind doppelt berührende Ebenen der Fläche-

Kegelschnitte derselben Schaar, die einem Knotenpunkte angehört,

schneiden sich ausser demselben nicht, Kegelschnitte aus conjugirten

Schaaren noch in einem weiteren Punkte. Ihre Ebenen sind einfache

Tangentenebenen.

Jeder dieser Kegelschnitte ergänzt sich mit einer Raumcurve

sechster Ordnung zu einem vollständigen Durchschnitt der Fläche mit

einer Fläche zweiter Ordnung. 1st der Kegelschnitt in der Abbildung

eine Gerade durch einen Fundamentalpunkt 1, so ist die der Raum-
curve sechster Ordnung eine Curve vierter Ordnung, welche durch

alle Fundaraentalpunkte geht und in 3 einen Doppelpunkt besitzt.

Jeder Kegelschnitt trifft seine ergänzende Raumcurve ausser im Kno-

tenpunkt, zweimal auf der Doppelcurve, und dreimal in andern Punk-

ten, die einfache Berührungspunkte der beiden Flächen sind. Jede

der Raumcurven besitzt zwei wirkliche Doppelpunkte auf der Doppel-

curve. Curven derselben Schaar schneiden sich in acht, Curven ver-

schiedener Schaaren in neun, aus conjugirten Schaaren in zehn Punk-

ten. Solcher Raumcurven sechster Ordnung giebt es vier siebenfach

unendliche Schaaren. Damit ein solches Zerfallen der Schnittcurve

eintrete, muss die Fläche zweiter Ordnung durch einen Knotenpunkt

gehen und die gegebene in drei verschiedenen Punkten berühren.

Bildet sich der Kegelschnitt ab als Gerade durch 5, so wird eine

Curve fünfter Ordnung durch denselben Punkt und mit Doppelpunk-

ten in den vier übrigen das Bild der Ergänzungscurve sein. Das zu

einem conjugirten Kegelschnitt gehörige ist eine Curve vierter Ord-

nung, welche durch alle Fundamentalpunkte einfach geht und in ö

einen Doppelpunkt hat. Jeder Kegelschnitt schneidet seine Ergän-

zungscurve zweimal auf der Doppelcurve und in vier weiteren Punk-

ten. Damit ein solches Zerfallen der Schnittcurve eintreten kann,

muss die Fläche zweiter Ordnung die gegebene in vier Punkten be-

rühren. Solcher Raumcurven sechster Ordnung giebt es zwei sieben-
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fach unendliche Schaaren, jede Curve einer Sehaar besitzt zwei wirk-

liehe Doppelpunkte auf der Doppelcurve.

§. 3.

Ich betrachte jetzt die Rauracurven dritter Ordnung, welche auf

der Oberfläche liegen.

1) Es giebt eine doppelt unendliche Schaar, welche durch die bei-

den Knotenpunkte geht, und die sich als Geradenschaar durch keinen

der Fundanientalpunkte abbildet. Jede Curve der Schaar wird von
jeder der neun Geraden getroffen; zwei Curven der Schaar schneiden

sich ausser in den Knotenpunkten noch in einem Punkte.

2) Es giebt vier doppelt unendliche Schaaren , die sich als Kegel-

schnitte durch drei Fundamentalpunkte abbilden. Zwei Schaaren ge-

hen durch den ersten Knotenpunkt, die beiden anderen durch den

zweiten. Alle Curven der vier Schaaren schneiden die fünf durch die

Knotenpunkte gehenden Geraden einmal. Die übrigen vier Geraden

sind jeder Schaar so zugeordnet, dass zwei sich nicht schneidende

Geraden einer Schaar gar nicht, die beiden anderen einmal getroffen

werden, die andere durch denselben Knotenpunkt gehende Schaar ver-

hält sich dann entgegengesetzt. Curven derselben Schaar schneiden

sich noch in einem Punkt, Curven verschiedener Schaaren in zwei

Punkten.

3) Es giebt vier doppelt unendliche Schaaren, die sich als Kegel-

schnitte durch drei Fundamentalpunkte abbilden , die aber durch

keinen der Knotenpunkte gehen. Jede Schaar ist einer der vier

keinen Knotenpunkt schneidenden Geraden zugeordnet, welche von

jeder Curve der Schaar zweimal geschnitten wird, die diese schneiden-

den Geraden werden gar nicht, alle übrigen einmal getroffen. Curven

derselben Schaar schneiden sich in einem Punkte, Curven aus Schaa-

ren, die zwei sich schneidenden Geraden zugeordnet sind, in drei

Punkten; Curven aus Schaaren, die zwei sich nicht schneidenden zu-

geordnet sind, in zwei Punkten.

Jede dieser Raumcurven dritter Ordnung ergänzt sich mit einer

Kaumcurve fünfter Ordnung zu einem vollständigen Durchschnitt der

Mäche mit einer Fläche zweiter Ordnung.

1) Zu 1 gehört eine fünffach unendliche Schaar, die sich abbil-

det als Curvenschaar dritter Ordnung durch die Punkte l, 2, 3, 4.

Jede Raumcurve dritter Ordnung der Schaar schneidet sich mit ihrer

Ergänzungscurve dreimal auf der Doppelcurve, in beiden Knotenpunk-

ten und in drei anderen Punkten der Fläche. Damit demnach ein

solches Zerfallen der Schnittcurve möglich sei, muss die Fläche zwei-

ter Ordnung durch die beiden Knotenpunkte gehen und in drei ver-
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schiedenen Punkten berühren. Jede dieser Itaumcurven fünfter Ord-

nung besitzt einen wirklichen Doppelpunkt auf der Doppelcurve und

vier scheinbare
,
pal, Zwei Curven der Schaar schneiden sich in

fünf Punkten.

2) Hierzu gehören vier fünffach unendliche Schaaren, die sich

abbilden als Curven dritter Ordnung durch vier Fundamentalpunkte.

Jede dahin gehörige Raumcurve dritter Ordnung wird von ihrer Er-

gänzungscurve ausser in einem der Knotenpunkte, dreimal auf der

Doppelcurve und in vier weiteren Punkten der Fläche geschnitten.

Die Fläche zweiter Ordnung muss demnach die gegebene in vier ver-

schiedenen Punkten berühren und durch einen Knotenpunkt gehen.

Wie oben ist p = 1 , da ein wirklicher Doppelpunkt auf der Dop-

pelcurve und vier scheinbare für jede Curve sich ergeben. Curven

derselben Schaar und verschiedener Schaaren treffen sich in fünf

Punkten.

3) Hierzu, gehören vier fünffach unendliche Schaaren, die sich

als Curven vierter Ordnung mit zwei Doppelpunkten in zwei Funda-

mentalpunkten und einfachen in den übrigen abbilden. Jede Curve

dritter Ordnung schneidet ihre Ergänzungscurve dreimal auf der Dop-

pelcurve und fünfmal auf der Fläche. Die Fläche zweiter Ordnung

muss demnach die gegebene in fünf verschiedenen Punkten berühren.

Jede Curve fünfter Ordnung besitzt einen wirklichen und vier schein-

bare Doppelpunkte. Curven derselben Schaar schneiden sich in fünf

Punkten , Curven verschiedener Schaaren , die sich schneidenden Gera-

den zugeordnet sind, in sieben; Curven solcher Schaaren, die sich nicht

schneidenden Geraden zugeordnet sind, in sechs Punkten.

Die auf der Fläche liegenden Raumcurven vierter Ordnung thei-

len sich folgendermassen ein: 1) Es giebt zwei einander conjugirte

dreifach unendliche Schaaren, die sich als Kegelschnitte durch zwei

auf einer der Geraden liegende Fundamentalpunkte 1 , 3 oder 2 , 4

abbilden. Jede Curve der einen Schaar besitzt im ersten, jede der

andern Schaar im zweiten Knotenpunkte einen wirklichen Doppelpunkt.

Curven derselben Schaar schneiden sich in zwei Punkten, aus conju-

girten Schaaren viermal auf der Doppelcurve und in vier weiteren

Punkten der Fläche. Damit ein solches Zerfallen eintrete, muss die

Fläche zweiter Ordnung durch die Knotenpunkte gehen und in vier

verschiedenen Punkten berühren. Specielle Fälle jeder Schaar sind

1 ) die durch denselben Knotenpunkt gehenden ebenen Schnitte
; 2) die

ihn treffenden Geraden
,
jede in Verbindung mit dem zugehörigen Cur-

venbüschel dritter Ordnung; 3) je zwei Gebilde aus conjugirten Kegel-
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schnittschaaren, die deii Knotenpunkt schneiden; 4) die zwei wind-

schiefen Vierecke, die eine gemeinsame Ecke in ihm besitzen.

2) E9 giebt vier dreifach unendliche Schaaren , die sich als Kegel-

schnitte durch zwei nicht auf einer Geraden liegende Ausnahmspunkte
abbilden. Alle diese gehen durch beide Knotenpunkte. Diese Schaa-

ren ergänzen sich paarweise zu vollständigen Durchschnitten. Sich

ergänzende Curven treffen einander noch viermal auf der Doppelcurve

und in vier weiteren Punkten der Fläche; Curven derselben Schaar

schneiden sich noch zweimal, Curven verschiedener Schaaren dreimal.

3) Es giebt vier dreifach unendliche Schaaren, die sich als Kegel-

schnitte durch zwei auf einer Geraden liegende Ausnahmspunkte, wo-

bei immer Punkt 5 ist, abbilden. Zwei Schaaren gehen durch den
einen, zwei durch den andern Knotenpunkt. Jede ergänzt sich mit

einer Raumcurve vierter Ordnung, deren Bild eine Curve dritter Ord-

nung ist, welche durch alle Fundamentalpunkte ausser 5 geht und
einen Doppelpunkt in dem auf derselben Geraden liegenden Funda-

mentalpunkt besitzt. Curven conjugirter Schaaren begegnen sich im
Knotenpunkte, viermal auf der Doppelcurve und noch fünfmal auf der

Fläche. Der Schnitt erfordert daher, dass die Fläche zweiter Ordnung
durch einen Knotenpunkt gehe und in fünf verschiedenen Punkten

berühre.

Jede Curve der vier ersten Schaaren ist einer der nicht durch

einen Knotenpunkt gehenden vier Geraden, jede der vier letzten ist

einer der vier einen Knotenpunkt treffenden zugeordnet. Jede Curve

einer Schaar schneidet die zugehörige Gerade in zwei Punkten. Cur-

ven einer Gruppe schneiden einander in drei, verschiedener Gruppen

in fünf, Curven derselben Schaar in zwei Punkten.

4) Es giebt vier dreifach unendliche Schaaren , die sich als Cur-

ven dritter Ordnung durch drei auf einer Geraden liegende Fundamen-

talpunkte und mit einem Doppelpunkt in einem weitern abbilden. Die

vier Schaaren zerfallen in zwei Paare, deren Curven sich zu vollstän-

digen Durchschnitten ergänzen.

Alle bis jetzt angegebenen Raumcurven vierter Ordnung sind

zweiter Species.

5) Es giebt jetzt noch eine vierfach unendliche Schaar, die sich

als Curvenschaar dritter Ordnung durch die fünf Fundamentalpunkte

abbildet. Jede Curve der Schaar ergänzt sich mit einer andern zu einem

vollständigen Durchschnitt; die Curven treffen keinen der Knotenpunkte

und schneiden viermal die Doppelcurve. Je zwei Curven schneiden

sicli noch in vier weiteren Punkten, die einfache Berührungspunkte

der beiden Flächen sind.

Specielle Fälle der Schaar sind: 1) Alle ebenen Schnitte, die

nicht durch einen Knotenpunkt gehen; 2) jede der vier Geraden 6, 7,
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8, 9 mit der zugehörigen Curvenschaar dritter Ordnung; 3) je zwei

Gebilde aus den zwei conjugirten Kegelschnittsdiaaren, deren Ebenen

Doppelberührebenen der Flüche sind. Alle diese Curven sind erster

Species. Man kann die unter 1) aufgeführten Curven als specielle

Schaaren dieses Systems ansehen.

Analytische Behandlung der Flüche.

§. 5.

Eine solche Fläche mit zwei besonderen Knotenpunkten, deren

jeder die Spitze eines einfach berührenden Kegels ist, hat zur Glei-

chungsform

, „ .
(j>* + * — xy = 4W,

oder, wu8 dasselbe ist:

(J>
9 + X - *)* = W %.

wo i> = 0 ein Kegel ist, dessen Spitze auf der Fläche p- — % = 0

l'ie&> Z = 0 ein Kegel, dessen Spitze auf der Fläche ;>
2 — = 0 liegt.

Eine noch einfachere Form der Fläche ist

V + J> + j/z = o.

p — Ö ist die Gleichung einer Ebene, deren Schnitt mit % — V = 0

die Doppelcurve giebt; die beiden Kegelspitzen sind die Knotenpunkte.

Die vier Schnittpunkte von /> = 0, % = 0, 0 geben die vier Rück-

kehrpunkte der Doppelcurve.

Ich werde nachweisen, wie sich die Form (p
2
-{- #— z)*= 4j)2 #

sehr leicht ableiten lässt aus der Form <p
7 — 4p

2 V = 0, worin i> ein

Kegel, dessen Spitze auf tp liegt, wenn die Forderung gestellt wird,

dass die Fläche ausser diesem Knotenpunkt noch einen zweiten be-

sitzen soll. Ich nehme ein Coordinatentetraeder , dessen eine Ecke

X = 0, y = 0, z = 0 die Spitze von dessen andere Ecke x = 0,

t/=0, f=0der neue Knotenpunkt sein soll. Die Gleichung der Fläche

schreibt sich dann:

(«i i*
2+ 2

<*i 2«, 2«23y*-|- 2an yt+ a3^-\-2a3i
zty

= 4 (ax+ <*+ <rt)
2

{ ,*2+ 2/.
, ,^+ &

2 ,?/
2+ 2fc

, 3
a*+ 2/.,.,

6

S3** } •

Werden die beiden anderen Ecken des Tetraeders in zwei belie-

bige Punkte der Doppelcurve gelegt, so werden die Coefficienten

r/ M ,«ï2 , a und b zu Null und es bleibt:

(2an xy -f 2a l3a* -f 2flu x/ + 2an yz -f 2«
24 y/ -f a33*

2 + 2a
3i

zt)'
i

= 4(rz-\- (Uf {bux
2 -\-2bn xy-\-b.ny

l -\-2b
X2xz-\-2b^z-\-b v/1

}
•

Die Bedingung, dass der Punkt x= 0, y= 0
f
2=0 ein Knotenpunkt

der Fläche sein soll, verlangt die Richtigkeit der Gleichungen:
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«13- «33 = 2cJ bì3

= 2^ bn
«S3' «33 = 4C3 Ò33

«33* «34 = 2c«Xv
Eliminili man mit Hülfe dieser vier Gleichungen die Coefficienten

°i3> fl23» as3» asi> 80 nimmt die Flächengleichung die Form an:

2«
)2

zi/ + 2a
14^ + 2a24 y* + — (bnxs + bn yz + *5&33) +

j

Dieses kann man in die Form bringen:

j ^ (&u s* + 2fc l2
*i/ + bnf + 2613 + « + 26M y£ + 63S*' )

+ «!r
c2 y2 - 2 *' - 2a» yt + 2

«« * /2

)f

Oder

Wie man sich leicht überzeugt, ist das negative Glied der linken

Seite, gleich Null gesetzt, die Gleichung % = 0 eines Kegels, dessen

Spitze der Punkt x=Q, y=0, t=0. Unbeschadet der Allgemeinheit

kann man die Quotienten
2c» 2 6„

y -?

gleich 1 annehmen , sodass die Form

(p
7 + 1> - X)

2 = V *
hergestellt ist. Die Bedingung, dass die Spitze von $ auf der Flache

p
7 — % und die Spitze von x auf der Fläche/)2 — iff liegt, ist von selbst

erfüllt.

Ich werde jetzt zeigen, dass die Verbindungslinie der beiden Kno-

tenpunkte ganz in der Fläche enthalten ist. Sind die Coordinaten des

einen xlt x2) x3 ,
x

A , die des andern |2 , £3 , £4 , so sind die eines

beliebigen Punktes der Verbindungslinie

Xy -j- A£,
,
x

2
-j- A§

2 ,
x3 -{- A£

3 ,
x

t
-j- Aij

4
.

Setzt man diese in die Gleichung der Fläche ein, entwickelt nach dem
Taylor 'sehen Lehrsatz und berücksichtigt die Bedingungen

* « <>, .?* =0, J,;- Zx = Ound^-^ = 0,

so entsteht zunächst die Gleichung:

(2^ + A,,5» + A = 4^ { p 7 + 2 A;,x^ + A'ns» } .

Es bedeuten pXi pi die Gleichungen der Ebene p, Xx,t- die Gleichun-
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Abbildung von Flüchen vierter Ordnung. 619

gen der Kegel % und # einmal mit den Coordinaten x, dann mit £

geschrieben.

Diese Gleichung kann mit Hülfe der Bedingungsgleichungen in

die Identität

4 *ê (V Z* + * Vi'-)
2 = 4** {j/u + *

verwandelt werden, woraus die Richtigkeit des Satzes folgt.

Denkt man sich in irgend einem Punkte der Verbindungsgeraden

eine Tangentenebene an die Fläche gelegt, so muss die Gerade ganz

in ihr enthalten sein. Der Berührungspunkt ist ein Doppelpunkt der

Schnittcurve, welche deren vier auf einer Geraden liegende besitzt.

Sie zerfallt demnach in die doppelt gerechnete Gerade und in einen

Kegelschnitt. Diese Tangentenebene ist also eine singulare Berüh-

rungsebene, welche die Flüche längs der Geraden tangirt.

Es lässt sich dieses auch leicht analytisch nachweisen. Ich gehe

von der Gleichungsform aus p -f- y'ty -\- y
r

Z= ^- Liegt das Coordina-

tentetraeder so, dass zwei Ecken #=0, y=0, t= 0 und x=0, y=0, e=0
in die Knotenpunkte fallen, so lässt sich diese Gleichung schreiben:

{ax -f by -f- es -f- dt) -f j/a,
x
x* -f 2öj rr.'/+ «22 2/'+ 2«13^+ 2anVz+ «33 *

7

+ }
bn x>+ 2ft l2 xjj+ b2Uy*+ 2ft

,

jsr/ V= 0.

Die Bedingungen ;>x
? — & = 0 und p$

2 — = 0 sind ausgedrückt

durch c 1 — = 0 und </
2 — b.

i3
= 0. Betrachtet man die Fläche

in der Nähe eines Punktes jener ausgezeichneten Geraden, so sind

x, y sehr klein, e und t endlich. Mit Vernachlässigung der höheren

Potenzen von x, y geht die Flächengleichung in die ihrer Tangenten-

ebene in jenem Punkte über, nämlich:

((IX+ ty+«+ <ft) "I- //«M*
2 +

y («IS« + «23^) + ^33 <
2

+ (
ò»* + *»)- 0

'

oder

Die Glieder in jsr und t fallen weg und die Tangentenebene

-(•+£) + '(1+£)- 0

ist unabhängig von der spcciellen Lage des Punktes auf der Geraden,

mithin für alle Punkte derselben die gleiche.

Hieraus folgt, die beiden Kegel K und K\ die in den Knoten-

punkten die gedachte Fläche ringsum berühren, liegen so, dass sie

sich und die Fläche längs einer Geraden berühren; ihre Schnitte K
und K' mit der Ebene p berühren sonach in einem gemeinschaft-

lichen Punkt« die Doppelcurve.
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Ausser diesem Berührungspunkte hat jeder der Kegelschnitte K
und K' noch zwei Punkte mit der Doppelcurve gemein. Diese mit

den Kcgelspitzen verbunden gehen die anderen vier Geraden, welche

die Knotenpunkte schneiden. Wenn man durch die zwei zu K ge-

hörigen Geraden die vier Tangentenebenen an den Kegel i> legt, des-

sen Spitze mit der von K zusammenfällt, so schneidet jede dieser

eine weitere Gerade aus der Flache aus. Legt man durch die Doppel-

gerade die beiden Tangentenebenen an 4>, so trifft jede die Fläche in

einer der zu A" gehörigen Geraden, wie sich leicht einsehen lässt.

Auf diese Weise entstehen die sechs Geradenpaare, die in zwei Grup-

pen zu je drei vertheilfc, in den beiden zu # gehörigen Kegelschnitt-

schaaren auftreten. Führt man dieselbe Construction mit den zu K'
gehörigen zwei Geraden aus, so folgt daraus, dass die vier durch diese

au den Kegel % gelegten Tangentenebenen die Flache in denselben

vier Geraden schneiden, die bei dem Kegel V auftreten, da ausser

jenen neun Geraden die Fläche keine weitere enthalten kann.

Die fünf Kegelschnitte, die Doppelcurve und die Schnitte ihrer

Ebene mit den Kegeln K, K'
f tl>, %, welche mit denselben Buch-

staben bezeichnet werden sollen , stehen sonach in folgender ein-

facher Beziehung zu einander. Es berühren A' und A" die Doppel-

curve in einem gemeinsamen Punkte; zieht man von diesem die zwei

Taugenten an i' oder %, so schneiden diese die Doppelcurve in den

zwei Punkten, in welchen % oder # dieselbe noch schneidet. Und
zieht man von den beiden anderen Schnittpunkten der Curven K und

K' mit der Doppelcurve die vier Tangenten an 4' oder %, so treffen

diese dieselbe in den nämlichen vier Punkten.

§. 6.

Die Fliichenglcichung lässt sich in der Form darstellen :

(V
1 + * — X + 2W = 4j>

3
{4> + k G>* + * — x) + AV}.

Giebt man dem k einen solchen Werth, dass die Gleichung

einen Kegel bedeutet, so ergeben sich die doppelt berührenden Ke-

gel der Fläche; nur die Werthe k = 0 und k = — 1 geben die

Kegel il> und % y
welche die Fläche einfach einhüllen. Ich werde

nachweisen, wie diese Werthe Doppelwurzeln der Gleichung fünften

Grades in k sind, welche durch Nullsetzen der Determinante von

-\- k (i>
? + *-X) + AV —

0

entsteht. Sei das Ooordinatentetraeder so gewählt, dass eine Ecke in

die Spitze von tf», die drei anderen in die Nebenecken des aus den

vier Rückkehrpunkten gebildeten vollständigen Vierecks fallen. Ginge

Gleichung wird dadurch:

Digitized by
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y+ ,*) ( i+A)- A (Ä, i
x*+bny*+ha**+b4 ^+26, ,t//-f-2ò3^0

+ ï1 (X + A2
) = 0.

Die Bedingung , dass der Coefficient von — X in dieser Gleichung der

Kegel $ ist, wird ausgedrückt durch

1
b * Ï, '

f.

- '

t/|, Un f>3s

Es muss bu — 1 sein, wenn die Spitze x, y, s des Kegels if auf

der Fläche f — % liegen soll. Die Coordinateli der Spitze des Kegels

X sind:

x = — ò22 6;,3 6,,

2/ = — ?'n

* = - hu hn K
t = b

l{
h.n b^

und die Bedingung, dass dieser Punkt auf der Fläche t
2— # liegen

soll, ist

1 . , b» , 6,.,« Ì V
~~ V V ^ '

Setzt man die Determinante der obigen Gleichung in X gleich Null, so

entsteht die in X cubische Gleichung

1 &ai* ï &t4* ï
^14*

.

l + l- l!),, ' 1 + 1 — lb„ ' 1 + X — lb„

nachdem sich der Factor X weggehoben hat.

Subtrahirt man hiervon

*>» ^11
'

so bleibt die in X quadratische Gleichung

0- V „^s- 1
ï V _ &»— 1

ï
ft i4* l>u — *

&B
"

1 + i — A/yM "T"
/,K '

ï + i — ion T bH
'

i -\- 1 — xb u
'

indem sich der Factor (1 + X) weghebt. Subtrahirt man hiervon

0 = g (*33 - 1) + ^ (h, - 1) + £4 ft ï
- 1),

welche Gleichung durch Abziehen der beiden Bedingungsgleichungen

entsteht, so bleibt eine lineare Gleichung in X zurück:

<> = (K - 1) b
tl
bn {1 + X - X (b

lt + 6M ) + (X - 1) 6„ fc2J
+ 6

24
2

(ftM - 1) b3,bu {l -\- X — X(bn -\- bm) + (A - 1) 6n ò33 }

+ V ('>., - 1) M33 { 1 + * - À ft2 + 6M ) + (A - 1) 6« &«} ,

indem sich noch einmal der Factor (1 -j- X) weghebt. Hieraus findet

man den Werth X, welcher die Spitze des einzigen wirklichen doppelt

berührenden Kegels giebt. Die Coordinaten einer Spitze finden sich

aus

Mathematische Anualoi. I. 40
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x(l + l-Xb
it ) + 6,4 = 0

y (1 + 1- A&
22) + 6W =0

z (1 + A — Afc
33) + fcw = 0.

Diese drei Gleichungen stellen eine Kaumcurve dritter Ordnung dar,

welche durch die Kcgelspitze, die beiden Knotenpunkte und die drei

Nebenecken des aus den vier Hückkehrpuukten gebildeton Vierecks geht.

Die durch jeden der Knotenpunkte an den doppelt berührenden

Kegel gelegten Tangentenebenen schneiden je zwei Geradenpaare aus

der Fläche aus, die ihren Schnittpunkt in jenem besitzen. Eins die-

ser muss notwendigerweise die Verbindungslinie der Knotenpunkte

enthalten. Daraus folgt, die durch diese und die Kegelspitze gelegt»»

Ebene ist eine Taugentenebene der Fläche, sie fallt mit der siugu-

lären Tangentenebene zusammen. Auf diese Weise entstehen die zwei

Geradenpaare der einen Schaar von Kegelschnitten, deren Ebenen Dop-

pelberührebenen der Fläche sind; als drittes Geradeupaar kann man die

doppelt gerechnete Verbindungslinie der Knotenpunkte hinzufügen.

Die zwei Paare, die in der conjugirten Schaar auftreten, sind dann

die beiden, welche die vier keinen der Knotenpunkte treffenden Ge-

raden mit einander bilden. Es ergiebt sich hiernach eine einfache

Construction der Spitze des doppelt berührenden Kegels; denn die

Schnittlinie der Ebenen der beiden ersten Geradenpaare durchdringt

die singulare Tangentenebene in jenem Punkte.

Eine beliebige Tangentenebene des Kegels # ist

A + 2p B + p
2 C = 0,

dann ist ty = JP — AC und für den Schnitt mit der Fläche kann
man setzen # = (B + q Cf. Die Gleichung derselben zerfällt sofort

in die Factoren

\p - (B + 9 C)Y = x .

Diese beiden stellen in Verbindung rait A + 2qB + q
7 C= 0 die zu

dem Kegel $ gehörigen Kegelschnittschaaren vor. Der Complex der

Gleichungen

A + 2qB + q*C= 0 |> + (^ + pC)] 2 = Z
^t + 2<jJi + tf

2 C=0 [p — (B + öC)Y = x

lehrt, dass sich Kegelschnitte derselben Schaar nur im Knotenpunkt,

solche aus conjugirten Schaaren zweimal, worunter einmal ein Knoten-

punkt, und solche, die in derselben Ebene liegen, viermal, zweimal

auf der Doppelcurve, einmal auf der Berührungscurve des Kegels 4>

und im Knotenpunkt schneiden. So oft die Ebene A + 2qB + g
7 C

eine Tangentcnebene wird, zerfällt der Kegelschnitt in ein Geraden-

paar. Die zugehörigen Werthe von o finden sich aus der Gleichung

dritten Grades:
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0= {a,b,c,A+2QB -f ç
2 C} 2 -3{a,b,p+ B -f- çC, A+ qB—qp} 2

,

wenn symbolisch % — ax
2 = bx

2 = cx
2 gesetzt wird. Nach dem Obigen

muss in dieser Gleichung der Coefficient von p
4 verschwinden. Die

Kegelschnittschaaren des Kegels % werden auf dieselbe Weise gefunden.

Für den doppeltberührenden Kegel Ä"=#-f-A (p
2
-\-iff — %) -\- p

2 X*

sei A" -f- 2qB" -f- ç
2 C" = 0 eine Tangentenebene. Zunächst verwan-

delt sich die Gleichung der Fläche mit Benutzung von

in (p
2 X2 — # -f- K)2 — 4p2 X2K, was in die Factoren

[pX - (JT + 9 C')}2 = *

lì* + (V + VC"))
2 = *

zerfallt , wenn K= {B' -j- q C")2 gesetzt wird. Auf demselben Wege
wie oben findet man, dass sich Kegelschnitte derselben Schaar nur

auf der Doppelcurve, solche aus verschiedenen Schaaren zweimal, Ke-

gelschnitte, welche in derselben Ebene liegen viermal, nämlich zweimal

auf der Doppelcurve und zweimal auf der Berührungscurve von K mit

der Fläche schneiden.

Die eubische Gleichung in p, welche die Geradenpaare der einen

Kegelschnittschaar ergiebt, wird

0 = {a, b, c, A" + 2 p B" + q
2C"} 2

-3 {a,b,Xp + + + *W - QP*}*,

in welcher der Coefficient von p* verschwinden muss. Die singulare

Tangentenebene wird einem der Werthe von p entsprechen.

§. 7.

Setzt man in den beiden Factoren

[p + {B+ Q C)\
2 = %

[p - (b + qC)\ 2 = %

für x Jen Ausdruck (B -f aC')2
, wenn A' + 2oB' -f o2C = 0 eine

beliebige Tangentenebene des Kegels x darstellt, so löst sich die Fla-

chengleichung in die vier Factoren auf,

p + (B + qC) + (B' + cC) = 0

p + (Jl + çC) - {B' + cC) = 0

P - ifi + QC) + + *C) = 0

p — {B + qC) — {B' + aC) = 0.

Diese vier zusammen mit den Gleichungen der zwei variabeln Tangen-

tenebenen stellen die vier Schnittpunkte ihrer Schnittlinie mit der

Fläche vor; die Coordinaten derselben sind ausgedrückt als rationale

Functionen vierten Grades in p, o\ Die Schnitte der vier projectivi-

40«
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sehen Ebenenbündel mit einer festen Ebene stellen vier eindeutige

Abbildungen der Fläche dar, die sich von einander nur durch ver-

schiedene Combination der zu Grunde gelegten Kegelschnitte nnter-

scheiden, in welche die Schnitte von C=Ound C'=0 mit der Fläche zerfal-

len. Die ebenen Schnitte bilden sich wieder als Curven vierter Classe mit

zwei festen Doppeltangenten ab, den Schnitten von C und C mit der

festen Ebene-, ausserdem müssen sie vier einfache feste Tangenten be-

sitzen, die sich leicht durch folgende Betrachtung ergeben. In den

beiden benutzten Kegelschnittschaaren kommen die Paare vor:

a
x
c,

,
a
2
d

x ,
A

x
b
2

in der einen,

b
x
d

x ,
b
2
d
2 ,

A
x
a

x
in der conjugirten Schaar.

Dabei ist -4, die Verbindungsgerade der Knotenpunkte, a,, a2
sind

die durch den einen, b X)
b
2

die durch den andern gehenden Geraden,

endlich c
x
,c2) d

x
,d

2
die vier letzten, sodass c, c2 mit a

x
und d

x
d
2

mit a2y c
x
d

x
mit b

{
und c2 d.t mit b

2
in einer Ebene liegen. Die Paare

a
x
c

x
und a

x
Alf at

d
x
und b

x
dX) A

x
b
2
und b.

2
d2t endlich A

x
b
2
und

A
x
a

t
schneiden sich jedesmal in einer Geraden. Alle Punkte einer

solchen entsprechen demselben Werthepaar p,tf, ihre Abbildungen sind

demnach wieder gerade Linien, die festen einfachen Tangenten der

ebenen Schnitte.

Ganz wie oben lässt sich folgern, dass beide Knotenpunkte eine

unendlich vieldeutige Abbildung besitzen müssen, für den ersten o*

constant, p variabel, für den zweiten ö variabel und p constant; be-

ziehungsweise die Ebenen der Paare A
x
a

x
und A

x
b
2
unbeweglich ge-

dacht. Daraus folgt die Gruppirung der festen Tangenten in zwei

Strahlbüschel C,a
x ,
A

x
und C, b.iy A x

mit dem gemeinsamen Strahl

A
x

. Die einzige Gerade d
x

ist unabhängig von den beiden Büscheln.

Ueberträgt man das System in Punktcoordinaten , so sind die Abbil-

dungen der ebenen Schnitte Curven vierter Ordnung mit zwei Dop-

pelpunkten und vier einfachen. Die beiden ersten C und C liegen

mit drei der letztern, a
x ,

b.if A xt so, dass C, AX) a, und C, A
x ,

b
2

auf einer Geraden liegen. Diese beiden Geraden sind die Bilder der

zwei Knotenpunkte, A
x

ist ihre gemeinsame Gerade, a
x ,
b^ sowie die

Verbindungslinien der Doppelpunkte mit d
x

stellen die vier andern

dar, die ihnen angehören. Die vier letzten endlich sind d
x , die Ver-

bindungen von € mit a, und C mit b
2 , und der Kegelschnitt durch

dXf Cf C'y a
{
bv

Die Kegelschnittschaaren des doppelt berührenden Kegels bilden sich

dann ab als Kegelschnittbüschel durch die beiden Doppelpunkte und a,
, b2

oder </, ,
A

x
. Die vier andern bilden sich ab als zwei Strahlbüschel,

deren Scheitel die Doppelpunkte und zwei Kegelschnittbüschel durch die

Doppelpunkte, durch d
x
und a, oder d

x
und b2 . Die vier verschiedenen

Classen von Abbildungen unterscheiden sich dadurch, dass immer eine
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andere der vier keinem Knotenpunkte augehörigen Geraden sich als

Fundamentalpunkt abbildet.

Nimmt man zu Ausgangsebenen C und C die Ebenen zweier

Geradenpaare a., f/, und so werden die Functionen vierten Gra-

des Xi = Fi (p ,
o") zu Functionen dritten Grades , die beiden Doppel-

punkte gehen in einfache Punkte, den Bildern der sich nicht schnei-

denden Geraden ait b
} ,

über, der Punkt rf, verschwindet ganz aus der

Abbildung und die Bilder ebener Schnitte sind Curven dritter Ordnung
mit den fünf Fnndamentalpunkten als einfachen festen Punkten. Auf
diese Art sind wir zu der anfänglichen Abbildung zurückgekehrt.

Benutzen wir zur Erzeugung der Fläche durch projectivische Ge-

bilde die Kegel # und K, so sind die vier Ebenenbündel:

pl + (IT + aC ") - (B + q(J) = 0

pi + (B" + oC") + (B + çO = 0

V l - (iT + aC") + iß + oH = 0

;,A _ (TT + <yC") - (iy + pC) = 0,

aus welchen sich die .r wieder mit Hülfe der Gleichungen der beiden

Tangentenebenen als rationale Functionen vierten Grades in p,o* dar-

stellen. Werden zur Abbildung die Kegelschaaren benutzt, in denen

die Geradenpaare

f/j ('2
, <'j (/j j I I

vorkommen, so erhält man wieder die festen Doppeltangenten C und

C" und die festen einfachen Tangenten d
x
und q. Die Kegelspitze #

muss sich als Strahlbüschel abbilden, dem auch der feste Strahl A
{

angehört. Die wandernde Tangentenebene des Kegels # behält ihre

Lage, wenn sie durch das Paar A
{

b., geht, einmal bei, es muss sich

A
{
noch einmal als ein dem ersten unendlich naher Strahl abbilden.

Die Uebertragung in Punktcoordinaten führt auf zwei Doppelpunkte

C
f
C"> zwei einfache dit c i

und zwei unendlich nahest,*, die mit C in

einer Geraden liegen. Diese stellt den einen, die beiden zusammen-

fallenden Punkte A
x
den andern Knotenpunkt und die Verbindungs-

gerade beider dar. Die beiden dem ersten angehörigen Geraden bil-

den sich ab als die Verbindungslinien von C" mit r, und d
x
, und die

den letzteren schneidenden sind die Gerade C" A
x
und der Kegelschnitt

durch C"}
C, </, ,

c,
,
A

x
. Ausserdem geben die Verbindungslinien von

C mit </, und c, die beiden letzten Geraden der Fläche.

Die zum ersten Knotenpunkte gehörigen Kegelschnittschaarcn bilden

sich ab als Strahlbüschel durch C" und Kegelschnittbüschel durch C, C",

c,
,
d

x
; die des letztern als Kegelschnittbüschel durch die beiden Doppel-

punkte, je einen der zusammenfallenden und je einen der übrigen beiden

Punkte. Die beiden übrigen sind der Strahlbüschel durchC und dasCurven-
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büschcl dritter Ordnung, welches durch siirunitliche Fundamentalpunkte

geht und noch in C" einen Doppelpunkt besitzt. Man erhält zwei Grup-

pen von Abbildungen, je nach der Benutzung des einen oder andern

Knotenpunktes und jede enthält wieder zwei, je nachdem sich zwei

einander nicht schneidende der vier letzten Geraden als Fundamental-

punkte der Geraden abbilden.

Werden die Ebenen zweier Geradenpaare , z. ß. a
2
d

x
und d

x

c
2

als Ausgangsebenen C und G" benutzt, so werden die Doppelpunkte

zu einfachen , den Bildern der Geraden a.
z
imd ß

2 ,
r/, verschwindet ganz

aus der Bildebene und man erhält ein System von Curven dritter Ord-

nung durch fünf Fundamentalpunkte. Zwei derselben sind unendlich

nahe gerückt und liegen mit einem dritten in einer Geraden. Die den

ersten Knotenpunkt treffenden Geraden bilden sich ab als er,
, 4i und

Verbindungslinie der Punkte c2 ,
c, ; die zum zweiten gehörigen ausser

A lf als die Verbindungen der Punkte c.
t
und c

i
mit A

x \ die zwei

letzten als a
t
c
2
und a

2
c,. Die Kegelschnittschaaren des ersten Kno-

tenpunktes sind die zwei Strahlbüschel, welche c, und e
2
zu Scheiteln

besitzen, die des letzteren sind der Strahlbü3chel mit dem Scheitel A
x

und der Kegelschnittbüschel durch a.,
,

c,
,
c2 und einen der unendlich

nahen Punkte. Die beiden letzten Schaaren endlich sind der Strahl-

büschel mit dem Scheitel a2
und der Kegelschnittbüschel durch c,

, c2

und die beiden zusammenfallenden Punkte.

(Die Untersuchung anderer Filile der vorliegenden Flächenart folgt im nächsten

Heft.)
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Der Flächcnbüschcl zweiter Ordnung in synthetischer

Behandlung.

- Von II. Müller in Freiburg i. 13k.

Die erste Construction der durch neun Punkte gehenden Fläche

zweiter Ordnung wurde von Hesse gegeben im 24. Hände von Crel-

le's Journal. Dieselbe gründet sich auf einen Satz, welcher der ana-

lytischen Geometrie entlehnt ist.

Im 62. Bande desselben Journals gab Schröter eine auf synthe-

tischen Betrachtungen gegründete Construction der Flüche, welche die

Erzeugung der Fläche zweiten Grades durch reciproke Strahlenbündel

voraussetzt und ihre Losung in der Feststellung der durch sieben Punkte-

paare bestimmten Verwandtschaft zweiten Grades findet.

Die erste vollständig synthetische Betrachtung über das Flächen-

büschel zweiter Ordnung, welche die Construction der durch neun

Punkte bestimmten Fläche enthält, wurde von Re y e augestellt in sei-

nen „Vorlesungen über die Geometrie der Lage." Dieselbe gründet

sich auf die Betrachtung von räumlichen Systemen, welche zu dem-

selben Systeme in polarer Verwandtschaft stehen und von denen zwei

beliebige den gleichen Strahlencomplex erzeugen.

Es ist demnach wohl nicht ganz unnütz, darauf aufmerksam zu

machen, dass die Eigenschaften des Flächenbüschels zweiter Ordnung

auch durch synthetische Betrachtungen erhalten werden können, welche

auf den Sätzen über ebene Kegelschnittbüschel fussen.

Im Folgenden sind zunächst die in Anwendung kommenden Sätze

aufgezählt.

§. L

1) Alle Kegelschnitte, welche durch vier feste Punkte a, b, c, d

gehen, bilden ein Kegelschnittbüschel.

Die Curven dieses Büschels erzeugen auf allen durch einen der

vier Punkte a, b, c, d gehenden Geraden projectivische Punktreihen,

in welchen die auf demselben Kegelschnitte des Büschels Hegenden

Punkte entsprechende sind.
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Auf einer Geraden, welche keinen der Punkte n
}
b, c, d enthält,

erzeugt der Kegelschuittbüschel eine Involution, in welcher je zwei

auf demselben Kegelschnitte gelegene Punkte einander conjugirt sind.

2) Die Polaren beliebiger Punkte der Ebene in Bezug auf die

Kegelschnitte des Büschels bilden Strahlbüschel, welche mit den oben

genannten Punktreihen und dem Kegelschnittbüschel selbst projecti-

visch sind.

3) Aus 1) und 2) folgt leicht:

Ist auf einer Geraden eine Involution gegeben, so kann mau in

Bezug auf einen Punkt m der Geraden und die verschiedenen Punkte-

paare der Involution immer die vierten harmonischen Punkte suchen.

Die für verschiedene Lagen des Punktes m auf diese Weise erhal-

tenen Punktreihen sind projectivisch auf einander bezogen, wenn im-

mer die vierten harmonischen Punkte in Beziehung auf das gleiche

Punktepaar der Involution einander entsprechend gesetzt werden.

Hat man dagegen zwei Involutionen auf zwei verschiedenen Gera-

den, so kann man diese Punktreihen für beide Involutionen construi-

reu und projectivisch auf einander beziehen Dadurch sind die Invo-

lutionen selbst projectivisch auf einander bezogen und man sieht:

Um zwei Involutionen projectivisch auf einander zu beziehen,

kann man willkürlich drei Paare von Punktgruppen in beiden einan-

der entsprechend setzen. Dadurch ist dann jedem Punktepaare der

einen Involution ein solches in der andern zugeordnet.

4) Auf irgend zwei Geraden, welche keinen der Punkte a, b, c, d

enthalten, erzeugt das oben betrachtete Kegelschnittbüschel projecti

vische Involutionen, in welchen die auf dem gleichen Kegelschnitte

des Büschels gelegenen Punktepaare einander entsprechen. Diese Invo-

lutionen haben aber noch eine besondere Eigentümlichkeit. Der

Schnittpunkt der beiden Geraden gehört nämlich zwei entsprechenden

Gruppen der beiden Involutionen an.

Solche Involutionen werden nun im Folgenden mehrfach verwen-

det, und sie sollen daher der Kürze halber mit dem Namen von ,.pro-

jectivischen Involutionen in perspectivischer Lage" belegt werden.

In der That zeigen sie eine Analogie mit den projectivischen

Punktreihen in perspectivischer Lage, welche sich durch den aus dem
Bisherigen leicht zu folgernden Satze ergiebt:

Hat man auf zwei Geraden zwei projecti vische und
perspectivisch gelegte Involutionen und legt man durch
die vier Punkte zweier entsprechender Punktepaare und
einen fünften festen Punkt der Ebene Kegelschnitte, so

bilden alle diese Kegelschnitte ein Büschel, das heisst,

sie schneiden sich in drei weiteren festen Punkten (von

denen zwei imaginär sein können).
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Flächen! nischel zweiter Ordnung. m)

1) Um nun zu der ursprünglich gestellten Aufgabe zu kommen,

seien j>, p2 ps
... m die Punkte, durch welche eine Fläche F zweiter

'

Ordnung gelegt werden soll.

Man lege durch j>, p2 p3
eine Ebene A und durch p t pb j>0 eine

solche B.

G sei die Schnittlinie von A und B , auf welcher zwei Punkte m
und n willkürlich angenommen werden.

Durch />, jj2 ;)3 m n einerseits und pt p.t j)it
m u andererseits sind

zwei Kegelschnitte À" und L bestimmt, welche m n zur gemeinschaft-

lichen Sehne haben und mit dem Punkte j>7 eine einzige Flache F
zweiter Ordnung bestimmen*).

Der Schnitt einer beliebigen durch p- gelegten Ebene C mit F
ist nämlich bestimmt durch diesen Punkt und die vier Schnittpunkte

von C mit K und L.

Es sollen nun die Punkte m und » so bestimmt werdeu , dass die

Fläche F noch durch die Punkte pH und p,} geht :

2) Lassen wir zuerst m noch fest und den beweglichen Punkt n

die Lagen m, , u.if . . . annehmen, so entsteht eine ganze Reihe von

Mächen F
} ,
F21 F3) . . welche die acht Punkte p x p2

. . . jj7 und im

gemein haben.

Nun ist nach §. 1,4) leicht zu zeigen, dass diese Flächen Fi ein

Flächenbüschel zweiter Ordnung bilden, das heisst, dass sie sich ausser

in jenen festen acht Punkten noch in einer llauincurve vierter Ord-

nung schneiden und dass durch einen einzigen weitem Punkt z. ß.

im Allgemeinen nur eine Fläche F{ geht.

Die Flächen Ft
werden von A und B in den Kegelschnitten zweier

Büschel x und X geschnitten, welche respective die festen Punkte

P\ Pi i}3 m Pi Ps Ih m zu Grundpunkten haben. In beiden Büscheln

sollen nun die Kegelschnitte K{ und Lit welche der nämlichen Fläche

Fi angehören, als entsprechend betrachtet werden.

Eine beliebige, durch ;> 7
gelegte Ebene C schneide die Ebenen A

und B in den Geraden a und ß, welche den Punkt q mit der Gera-

den Cr gemein haben.

Auf a und ß entstehen durch die Schnittpunkte mit den Kegel-

schnitten Ki und Li Involutionen, welche projectivisch sind, weil sie

beide mit der Punktreihe i», n2
. . . n, projectivisch sein müssen. Ausser-

dem sieht man leicht, dass diese Involutionen perspectivisch liegen,

indem diejenige der Flächen Fif welche durch q geht, zwei entspre-

*) Siehe Reye, Geometrie der Lage II
,
pag. 29.
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clieude Gruppen der Involutionen erzeugt, welche beide den Punkt q
enthalten.

Alle Kegelschnitte in C, welche man durch die Punkte von ent-

sprechenden Gruppen der Involutionen und den Punkt p1 legen kann,

bilden demnach ein Büschel und schneiden sich mindestens in einem

und höchstens in drei weiteren reellen Puukten.

Diese Kegelschnitte sind aber die Schnitte der Flachen F mit der

Ebene C, so dass jede Ebene C ausser p-. mindestens noch einen und

höchstens noch drei reelle gemeinschaftliche Punkte der Hachen F
enthält.

Lässt man C sich bewegen, so beschreiben diese Punkte eine

Curve S, und wenn man die vorigen Betrachtungen nun wiederholt,

indem man einen beliebigen Punkt von S an die Stelle von j)7 treten

lässt, so zeigt sich, dass diese Curve S mit jeder Ebene vier Punkte

gemein hat.

3) Legen wir nun die Ebene C durch die beiden Punkte j)7
und

j>s , so wird diese Ebene die Flächen F{ in einem Kegelschnittbüschel

schneiden. Da p7
einer der Gruudpunkte dieses Büschels ist, so wer-

den die Kegelschnitte desselben auf p. p$ eine Punktreihe o
i
o
2 o, ...

erzeugen projectivisch mit der Punktreihe n, «.
2 «3

. . . . Der Punkt

p^ f
als Punkt dieser Reihe betrachtet, wird dann einem der Punkte

w, »2 . . . entsprechen, den wir jetzt schlechthin n neunen wollen. Die

Fläche F, welche durch p t p7 p3 . . . ;>7
m n bestimmt ist, ist also die

einzige Fläche des Büschels, welche auch durch p% geht:

Durch jeden Punkt m der Geraden G ist nur eine Fläche
zweiter Ordnung möglich, welche die Punkte p t p2 ... ps

enthält.

4) Die Constructionen, welche noting sind, um bis zu diesem

Punkte zu gelangen, sind also folgende:

m und 7ii seien zwei beliebig angenommene Punkte auf G , C
eine durch p1 ps gehende Ebene, welche die Ebenen A und B in den

Geraden « und ß schneidet. Man suche die Durchschnittspunkte des

durch jj, p2 p3 m «, gelegten Kegelschnitts AT, mit « und die Schnitt-

punkte des durch p t 2h pa tn «, gelegten Kegelschnitts Z, mit ß. Durch

diese vier Schnittpunkte und fa denke man sich einen neuen Kegel-

schnitt gelegt und seinen zweiten Durchschnitt d mit der Geraden

Vi P* bestimmt.

Ganz dasselbe thue man mit Verwendung von zwei andern Punk-

ten nr und n,, und man kommt auf zwei Punkte or ot der Geraden

p1 ps . Dadurch ist die Projectivität der Reihen w, n, n, . . . und o, or ot

festgestellt und man kann den Punkt n der ersten Reihe bestimmen,

welcher dem Punkte pH
der zweiten entspricht. Die durch p x p, mn
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Flitchenbrtschel zweiter Ordnung. . Vài

bestimmte Fläche F, welche nach §.2,1 eonstruirt wird, geht

durch pH .

Diese Construction wird dann unmöglich, wennj\ einer der Grund-

punkte des in C enthaltenen Kegelschnittbüschels ist.

In diesem Falle geht eben jede Flache des Büschels durch j^.

5) In der vorigen Nummer wurde ein Mittel angegeben, mit dem
man beliebig viele durch acht Punkte p x p.z })s

. . . j>s gehende Flüchen

zweiter Ordnung construiren kann, und zwar geht durch einen Punkt.

Mi der Schnittlinie G von A und B nur eine einzige solche Flüche JP, .

Es soll nun gezeigt werden, dass alle diese Flüchen einem Flü-

chenbüschel zweiter Ordnung augehören.

Zwei jener Flüchen F
x
und F

2
mögen die Ebene A in den Kegel-

schnitten K
x
und K7 schneiden und die Ebene B in den Kegelschnit-

ten L
x
und liv

Die beiden ersten haben die Punkte p x p2 p^ und noch einen vier-

ten r; die beiden letzten dagegen die Punkte j>., px ptt
und einen vier-

ten s gemein.

K
x
und L

x
, sowie K

2
und L., haben G zur gemeinschaftlichen

Sehne und schneiden diese Gerade bezüglich in den Punkten w,
, **,

und «
a , «.,•

Die beiden Paare von Kegelschnitten bestimmen nun in den Ebe-

nen A und B zwei Kegelschnittbüschel, welche x und A heissen mö-

gen und auf der Geraden G die nämliche Involution erzeugen, welche

je durch die zwei Punktepaare m
t
w, und m 2 n2 vollständig bestimmt

ist. Bezeichnet man zwei Kegelschnitte Ki und Z», als entsprechend,

wenn sie G in dem nämlichen Punkte w,- schneiden, so sind dadurch

die beiden Involutionen auf G so auf einander bezogen, dass die ent-

sprechenden Gruppen einander decken und je zwei entsprechende

Kegelschnitte der beiden Büschel G zur gemeinschaftlichen Sehne

haben.

Solche zwei Kegelschnitte Ki und Li bilden nun mit p1
zusam-

men die bedingenden Elemente für eine einzige Fläche <t>, zweiter

Ordnung. (§. 2,1.)

Von diesen Flächen <t>; ist leicht zu zeigen, dass dieselben einen

Flächenbüschel zweiter Ordnung bilden, das heisst, dass sie von jeder

Ebene in einem Kegelschnittbüschel gqschnitten werden.

Man würde zu diesem Zwecke zunächst eine Ebene C durch p1

legen und gerade wie dies in §. 2, 2) geschehen ist, beweisen, dass

diese Ebene die Flächen <!>, in einem Kegelschnittbüschel schneidet.

Ist sodann C
x
eine ganz beliebige Ebene, so wird dieselbe von

zwei Flächen <t>, und <t>k in zwei Kegelschnitten getroffen, welche vier

Punkte «, fc, c, d gemein haben. Legt man nun C speciell durch p1

und einen dieser Punkte, jao folgt sogleich, dass der letztere allen



632 II. Ml'I.LKK.

Fluchen 0 gemein ist, das« also die Kegelschnitte, in welchen C, von

den Flächen 0 getroffen wird, sämmtlich die Punkte «, b, c, d ge-

mein haben; was zu beweisen war.

Da nun die Flächen 0,, weil sie ein Büschel bilden, alle Punkte

gemein haben, welche irgend zwei derselben gemein sind, und da

die Flächen t\ und l\
}
welche dem Büschel auch angehören, durch

P\ Pi • ' ' Ps gehen, so gehen auch alle Flächen 0, durch p x p2
. . . p^.

Es soll aber noch gezeigt werden , dass die Flächen dieses Büschels

die einzigen sind, welche die Punkte p2
. . . jjs

enthalten.

Zunächst ist klar, dass jede Fläche, welche durch p { p7
. . . j>s

geht und einen Punkt m, der Geraden G enthält, dem Büschel ange-

hört, denn es ist gezeigt worden (§. 2, 3), dass durch diese \) Punkte

nur eine einzige Fläche geht und es muss daher dieselbe mit der

Fläche 0, zusammenfallen, welche durch das Punktepaar im, der

Involution geht, in welcher der Flächenbüschel von G geschnitten wird.

Gäbe es aber überhaupt eine Fläche Y zweiter Ordnung, welche

durch p t p.; . . . Ps ginge und dem betrachteten Büschel nicht augehörte,

so könnte man mit Y und einer Fläche 0, des Büschels einen zweiten

FTächenbüschel bestimmen. Dann müssteu aber alle Flächen des letz-

ten Büschels, welche G schneiden , nach dem Vorigen nothwendig mit

Mächen des ersten Büschels zusammenfallen, was nicht möglich ist,

wenn nicht die beiden Büschel identisch sind.

6) Um von den Flächen des Büschels diejenige zu finden , welche

noch durch p9 geht, wird man durch p9 eine Ebene legen, welche das

Flächenbüschel in einem Kegelschnittbüschel schneidet. Von den Cur-

ven des letztern geht eine einzige durch j)0 . Sie hat in den Kegel-

schnittbüscheln auf den Ebenen A und Ii zwei entsprechende Kegel-

schnitte, welche G zur gemeinsamen Sehne haben. Dieselben bilden

mit (zum Beispiel) p^ zusammen die bestimmenden Stücke für diejenige

Fläche zweiter Ordnung, welche durch j», p2
. . . p*p$ geht (vgl. §. 2, 1).

§. 3.

Im Frühem wurde zuerst durch p t p2
. . . p. und einen beliebigen

Punkt tu, von G ein Flächenbüschel zweiter Ordnung bestimmt und
- in demselben diejenige Fläche gesucht, welche durch ps

geht. Dabei

wurde angenommen, dass ;i
s

kein den Flächen des Büschels gemein-

samer Punkt sei. Dieser Fall soll nun besonders betrachtet werden:

a) Ps ist ein den Flächen des Büschels p { p.t . . . p~ im, gemein-

samer Punkt.

Bestimmt man nun noch durch p l p2 . . . p, und einen andern

Punkt w*2 von G ein zweites Flächenbüschel, so können zwei Fälle

eintreten :
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b) p$ ist kein den Flächen dieses Büschels gemeinsamer Punkt.

c) ps
ist ein solcher.

Finden die Bedingungen a) und c) statt, so gehen durch jeden

Punkt m, zwei Flächen, welche p t p2
. . . p. ps enthalten. Dieselben

bestimmen ein neues Büschel, in welchem eine Fläche durch einen

weitern Punkt «, von G geht.

Es gehen also dann alle Flächen, welche G in zwei beliebigen

Punkten w, und w, schneiden und durch p x p2
. . . p7

gehen, auch

durch j)g .

Für Flächen, welche G nicht in reellen Punkten treffen, gilt das

Gleiche.

Man denke sich zwei beliebige durch p x
. . . j>7 gehende Flächen

Y, und N^, so bestimmen dieselben ein Büschel. In demselben

wähle man zwei Flächen M\ M'a, welche G schneiden, und zwar in

den Punktepaaren «, und mk nk . Dann gehen nach dem Vori-

gen V, und in Folge dessen xV
i
und V

2
durch jos , das heisst:

Wenn die Bedingungen a) und c) stattfinden, das heisst,

wenn ps
auf drei durch p x p2

.

.

. p1
gelegten, nicht in einem

Büschel enthaltenen Flüchen zweiter Ordnung gelegen ist,

so gehen alle durch p x p2
... p-j gelegte Flächen auch durch

Ist dagegen e) nicht erfüllt, so gehen durch p t p2 . . . »8
keine an-

deren Flächen als diejenigen des Büschels p x p2 .

.

. />7 m, und die frü-

heren Betrachtungen werden dadurch nicht gestört.

In Betreff eines synthetischen Beweises des Satzes, dass immer

ein solcher Punkt j)s gefunden werden kann, welcher auf drei nicht

in einem Büschel enthaltenen Flächen zweiter Ordnung, die durch

sieben Punkte gehen, und somit auf allen diesen Flächen gelegen ist,

siehe Hesse Grelles Journal Bd. 26. oder meine Abhandlung pag. 407.

der Annalen.
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Bemerkung Aber die Geometrie auf den windschiefen

Flächen dritter Ordnung.

Von A. Clehsch in Göttingen.

In dem Folgenden will ich ein Verfahren angeben, wie man die

auf einer windschiefen Fläche dritter Ordnung liegenden Curveuschaa-

ren einfach und übersichtlich classificiren kann. Dabei bemerke ich

nur zunächst Folgendes:

Die windschiefen Flächen dritter Ordnung werden (vgl. Borchardts

Journal, Bd. 67. p. 17) auf einer Ebene so abgebildet, dass die ebe-

nen Schnitte sich durch Kegelschnitte darstellen, welche durch einen

festen Punkt A der Bildebene gehen, und die Verbindungslinie zweier

andern Punkte C harmonisch theilen. Solche zu B
}
C harmonische

Punkte sind die Bilder eines Punktes der Doppelgeraden.

Wenn man also Raumcurven untersucht, deren Bilder Curven

«,rr Ordnung mit «fachen Punkten in A sind, so findet man zwei

Arten von Specialisirungen , welche diese Curven erfahren können.

Erstens können einmal oder mehrere Male Schnittpunkte der Curve

mit BC zu B und C harmonisch liegen; zweitens können vielfache

Punkte der Curve ausserhalb des Punktes A auftreten. In beiden

Fällen hat man besondere Fälle der entsprechenden Raurncurve vor

sich, in denen wirkliche Doppelpunkte eintreten*, doch ist der Charak-

ter dieser Ausartung in beiden Fällen gänzlich verschieden. Im ersten

Falle treten wirkliche Doppelpunkte auf, welche auf der Doppellinie

der Fläche liegen, und bei denen beide Zweige der Curve sich auf

verschiedenen Mänteln der Fläche befinden. Durch eine solche Aus-

artung wird das Geschlecht der Abbildung, also auch der Raurncurve,

nicht erniedrigt. Dagegen tritt eine solche Erniedrigung im zweiten

Falle ein, wo die singuläre Tangentenebene der specialisirten Raurn-

curve zugleich Tangenteuebene der Fläche ist.

Ich werde im Folgenden diese beiden Ausartungen nicht als be-

sondere Classen von Raumcurven auffassen , sondern sie als Grenzfalle •

betrachten, welche unter denjenigen enthalten sind, die sich als Cur-

ven n l* r Ordnung mit a fächern Punkte in A abbilden. Mau hat dann

nur die durch diese beiden Zahlen charakterisirten Familien (»,«) zu

untersuchen.

Die Familie (» ,
a) wird gebildet aus Raumcurven , deren Ordnung

N und deren Geschlecht p (letzteres mit der soeben besprochenen Ein-

schränkung) durch die Formeln gegeben sind:
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ÌN = 2» — a

n— l.n— 2 a.a—1 n— 1— «.«— 2 +

a

P=--—8
— 2='

2

Es ist nun zweckmässig, diese Familien nach p zu ordnen, und

dabei die Bezeichnungen einzuführen:

f*-n-2 + .

[ y = n — 1 — «

,

wodurch man die Formeln erhält:

2 2

[
~" 2 J 2

Von den Zahlen x, y ist nothwendig stets eine gerade, die andere

ungerade. Ferner kann , n = 1 ausgenommen , eine Curve n,fr Ord-

nung höchstens einen («— 1) fachen Punkt haben, wenn sie nicht zer-

fallen soll, was ich immer ausschliesse. Daher ist a < n— 1 (für n > 1 ),

und also für n > 1 x und y nicht negativ. Es ergeben sich daraus

folgende Fälle, welche zu betrachten sind:

1. n — 1. Je nachdem a = 1 oder « = 0, erhält man die Schaar

von Geradeu, welche durch den Punkt A gehen, und welche Bilder

der Erzeugenden der Fläche sind; oder Gerade der Bildebene,

welche nicht durch A gehen, und welche also Bilder der Kegel-
schnitte sind, welche mit je einer der Erzeugenden ebene
Schnitte bilden.

2. n > 1 , p= 0. Dies kann auf doppelte Weise eintreten. Die

Gleichung x = 0 ist nur möglich, wenn n= 2, «= 0. Man erhält

also nur Kegelschnitte, welche nicht durch A gehen. Ihnen entspre-

chen Raumcurvcn vierter Ordnung und zweiter Species.

Dagegen führt y = 0 auf eine unendliche Reihe von Curvenfami-

lien. Denn setzt man ce = n— 1, so wird

x = 2n - 3 , N=n + 1.

Es giebt also auf der Fläche eine unendliche Schaar
von Curvenfamilicn des Geschlechts p — 0; von jeder Ord-
nung N>2 existirt eine solche Familie, deren Glieder
jede Erzeugende einmal treffen.

Man sieht, dass unter diesen Familien auch wieder eine Schaar

von Raumcurven vierter Ordnung und zweiter Species sich befindet.

Sie ist von der vorigen gänzlich verschieden; denn jede Curve der

vorigen Art schneidet jede Erzeugende zweimal, jede der letzten Art

aber schneidet jede Erzeugende nur einmal.

3. p > 0. Für jedes grössere p giebt es nur eine end-
liche Anzahl von Curvenfamilien. Man erhält die ihnen
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636 A. Clkiiscii. Bemerkung über die etc.

entsprechenden Zahlen x,y, indem man die Zahl 2p auf
alle möglichen Arten in einen geraden und einen ungera-
den Factor zerlegt, und nur dabei beachtet, dass

= _ y + ,

2

nicht negativ sein kann, dass also y höchstens um 1 grosser
sein kann als x.

Insbesondere also giebt es für p= 2* nur immer eine Classe, für

welche x = 2*+1
, y = 1. Die Zerlegung x = 2p, y= 1 kommt immer

vor, und giebt N = p 4; ht p eine ungerade Primzahl, so giebt

nur noch eine andere, nämlich x =p, y= 2, N= p ~^
tl

-
\
beip= 3

ist auch noch die aus der Vertauschung von x und y hervorgehende

Zerlegung x= 2, y= 3 hinzuzufügen.

Die ersten Werthe von p geben folgende Curvenfamilieii :

p = \:

;> = 2:

j> = 3:

x \ y n a

i y Ì «

X y A" o

X
I

1 G 2

X y N « «

6 î 7 6 3

3 2 7 4 1

2 3 8 4 0

p = 4:

;> = 5 :

y N n a

8 i 8 G 4

y n «

10 i 9 1 5

6 2 8 6 2

y N H a

12 i 10 8 G

4 3 9 5 1

3 4 10 f> 0 .

Göttingen, den 26. März 1869.

p. 31.

p. 14».

p. 153.

p. 27*.

p. W5.

p. S1H>.

p. 89«.

p. 436.

p. 437.

p. 445.

p. 446.

p. 451.

p. 579.

it

Verbesserungen.

In den beiden letzten Formeln lit sUtt •+ ~ m

Z. 8 n. 10. Statt V in seUeu ».

154. In No. ti eUtt ra ta §. r^. nnd statt rp su •. r
y

.

Z. 3. SUtt „der Doppelcurre" in i. „der Abbildung der

lotste Z. Statt „Punktepaare" eu s. ,.Curve."

Z. 1. Statt 2 su s. 3.

Z. 3. SUtt 4 su •. 3.

Z. 11. SUtt ditisi tu i. dinitéê.

Z. «1. SUtt ïm« no«« su ». qut nom nous.

Z. 6. Statt [A', À") su i.
L

^P, und statt r su .. ^ ^ ^
'

Z. 10. SUtt r1 su ». { ,
!"

,
1* •

Z. 7 v. u. 8Utt I (* P*-) au i. •

SUtt der Zeilen 11, lï u. 13 iet su setsen: wo x einen Integrirenden -factor far denjenigen

linearen complexée UifferenttaUuidruck beselohnet, dessen Modul
di' d. h. EJW + 2Fdude + Odi1

ilt, und wo <p= Cvmt. dieOloicbung derjenigen Curvcu bedeutet, deren tangentielle etc. etc.
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Auf feste Bestellung ist durch alle Buchhandlungen zu beziehen:

STEBEOSCOPISCHE PHOTOGRAPHIEN

DES MODELLES EINER

FLÄCHE DRITTER ORDNUNG
MIT 27 REELLEN GERADEN.

Db. CHRISTIAN WIENER,
PBOrEKBOR Alf POLTTSCinrDCt'M ZU CAHXSKL-IL*.

In Couvert. Preis 24 Ngr.

Der Verfasser, angeregt durch die mathematische Section der
Naturforscher-Versammlung in Frankfurt und bewogen durch das grosse

Interesse , welches die Flachen dritter Ordnung gegenwartig in der mathe-
matischen Welt finden — das auch in einer einschlägigen Preisaulgabe

der Berliner Akademie der Wissenschaften Ausdruck land —, unternahm
es, ein grösseres Modell (l^fc Fuss Ausdehnung) einer solchen Fläche
mit 27 reellen Geraden zu conBtruiren und in Carton herzustellen. Nach
diesem Hess er ein Modell in Gyps anfertigen, von dem AbgüsBe zu über-

mitteln er bereit ist. Um aber die Anschauung der eigenthümlichen
Gestalt einer Bolchen Fläche, sowie sie nur immer in Abbildungen ge-

geben werden kann, möglichst zu verbreiten, hat der Verfasser stereos-

copische Photographien des Modelles von zwei Seiten her aufnehmen
lassen, welche die merkwürdigen Oefifhungen in der Fläche, Bowie die

Geraden und die kegelschnittförmigen Erzeugenden deutlich vor Augen
stellen. Diese Stereoacopien, verbunden mit der Erläuterung der Con-
structionsweise, bilden den Inhalt dieser soeben erscheinenden Veröffent-

lichung.

Sur une formule de Leibniz. Par Hoüel. Bordeaux 1869.
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