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Lineare Algebra

Arbeitsblatt 56

Ubungsaufgaben

AUFGABE 56.1. Es seien im R? die Basen v = (_37) , (_25> und die Stan-

dardbasis ¢ und in C die reellen Basen r = 8 —2i,6 + 3i und y = 1,i
gegeben. Bestimme die Ubergangsmatrix zu den zugehorigen Basen auf dem
Tensorprodukt R? @ C.

AUFGABE 56.2. Es sei K ein Korper und U,V, W seien K-Vektorraume.
Zeige die folgenden Aussagen (im Sinne einer kanonischen Isomorphie).

(1) Es ist
U@V 2V g U.
(2) Es ist
Uk (VeogkW) 2 (UegV)®r W.

AUFGABE 56.3. Die linearen Abbildungen
0: R — R?
und

P: R? — R?

seien beziiglich der Standardbasen durch die beiden Matrizen (_3 4 g) und

(g g) gegeben. Bestimme die Matrix zur linearen Abbildung

e®Y: RPQR* — R* @ R

AUFGABE 56.4. Es sei K ein Korper und sei Z ein Vektorraum iiber K.
Wir betrachten die Zuordnung V — V ®g Z, die einem Vektorraum V' das
Tensorprodukt V ®g Z und einer K-linearen Abbildung

p: V—W

die Tensorierung ¢ ® Idz zuordnet. Zeige die folgenden Aussagen.
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(1) Zur Identitét
Idy: V —V

ist auch
I[dy ®Idy = Idygz

die Identitat.
(2) Zu linearen Abbildungen

U-Sv-Sw
ist
(Wop)@ldy = (p®Idy) o (¥ ®Idy).
(3) Zu einem Isomorphismus
p: V—W

ist auch ¢ ® Idz ein Isomorphismus, und fiir die Umkehrabbildung
gilt
((,D ® Idz)_l = QO_I ® IdZ .

AUFGABE 56.5. Es sei K ein Korper und seien U, V, W Vektorrdume iiber
K. Zeige, dass eine kanonische Isomorphie

Uk (VeW) =2 (Ueg V) (Ueg W)

vorliegt.

AUFGABE 56.6.*
Es seien Vi, ...V, endlichdimensionale K-Vektorrdume und es seien
U1 CU2C ... CUigimevi) CViyoo oy Unt CUp2 C .ot C Updimg (vi) C Vi

Fahnen in den beteiligten Vektorrdumen. Zeige, dass es keine Fahne in V} ® i
-+ ®x Vi, geben muss, in der die einzelnen Unterrdume die Gestalt

Ul,j1 Q- ® Un,jn
haben.

AUFGABE 56.7. Es seien Uy C V1, Uy C Vy, ..., U, C V, Untervektorrdume
mit den Restklassenrdumen V; /Uy, ..., V, /U,. Gibt es eine kanonische Iso-
morphie

V@ @V)/(he---oU) = (Vi/U) @& (Vo/Un)?
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AUFGABE 56.8. Es sei K ein Korper und seien Vi, ..., V, Vektorrdume iiber
K. Es seien diagonalisierbare K-lineare Abbildungen
v Vi— Vi
gegeben. Zeige, dass auch das Tensorprodukt
¢1®...®¢n; V1®"'®Vn—>vl®"'®vn

diagonalisierbar ist.

AUFGABE 56.9. Es sei K ein Korper und seien Vi, ..., V, Vektorrdume iiber
K. Es seien trigonalisierbare K-lineare Abbildungen

pir Vi— Vi
gegeben. Zeige, dass auch das Tensorprodukt
P11 Qpp: V1®--- 0V, - VI® ---QV,

trigonalisierbar ist.

Das Kroneckerprodukt zu Matrizen

A = (aij)1<i<m,1<j<n
und
B = (bre)1<k<p, 1<0<r
ist durch
(@ij - bre)1<i<m, 1<k<p; 1<) <n, 1<0<r
gegeben.

AUFGABE 56.10.*

Berechne das Kroneckerprodukt der beiden Matrizen (g :;1) und <_62 ;)

Das Kroneckerprodukt steht in engem Zusammenhang mit dem Tensorpro-
dukt, wie die folgende Aufgabe zeigt.

AUFGABE 56.11. Es sei K ein Korper und

A = (ai)1<i<m, 1<j<n
und
Matrizen mit den zugehorigen lineare;l j&bgﬂaungen A: K" — K™ bzw.
B: K" — KP. Zeige, dass das Tensorprodukt dieser linearen Abbildungen
beziiglich der Basen e; ® e;, 1 < j<n, 1 </{<r, von K" ® K" und ¢; ® ey,
1<i<m,1<k<p von K" ® KP durch das Kroneckerprodukt von A
und B beschrieben wird.
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AUFGABE 56.12. Die lineare Abbildung ¢: V — V sei beziiglich der Basis
v1, v9 durch die Jordan-Matrix ((1) }) und die lineare Abbildung ¢: W —

W sei beziiglich der Basis wy, wy durch die Jordan-Matrix ((1) }) gegeben.

(1) Bestimme die Matrix von
eRY: VW —VeW

beziiglich der Basis v; ® wy,v; ® wa, v ® w1y, Vo ® ws.
(2) Bestimme die jordansche Normalform von ¢ ® 1.

AUFGABE 56.13. Es sei K ein Korper und seien Vi, ..., V,, Wy, ..., W, Vek-
torrdume iiber K. Zeige, dass die Abbildung

Homy (Vl,Wl)x---xHomK (Vn,Wn) — Homp (‘/1 R R Vn,Wl R R Wn), (g@l,...

multilinear ist.

AUFGABE 56.14. Es sei K ein Korper und seien Vi, ..., V,, Wq,..., W, end-
lichdimensionale K-Vektorrdume. Zeige, dass es einen kanonischen Isomor-
phismus

HOHIK (‘/1, W1)® . ®HOHIK (Vn, Wn) — HOHIK (Vi X Vn, W1 & Wn>

gibt.

AUFGABE 56.15. Es sei K C L eine Korpererweiterung und f € L. Zeige,
dass die Abbildung

pp: L — L, v — fx,
K-linear ist.

AUFGABE 56.16. Es sei K C L eine Korpererweiterung und es sei a € L.
Zeige, dass die Einsetzungsabbildung, also die Zuordnung

v: K[X| — L, P+— P(a),
folgende Eigenschaften erfiillt (dabei seien P,Q € K[X]).

(1) (P+Q)(a) = P(a) + Q(a),
(2) (P-Q)(a) = P(a) Q(a),
(3) 1(a) = 1.

AUFGABE 56.17. Es sei K ein Korper, V ein K-Vektorraum und K C L
eine Korpererweiterung. Es sei v;, ¢ € I, eine Familie von Vektoren aus V.
Zeige die folgende Aussagen.

, Pn) F—
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(1) Die Familie v;, i € I, ist genau dann ein K-Erzeugendensystem von
V, wenn 1 ® v;, ¢ € I, ein L-Erzeugendensystem von L ® V' ist.

(2) Die Familie v;, i € I, ist genau dann K-linear unabhéngig (iiber K)
in V, wenn 1 ® v;, @ € I, linear unabhéngig (iiber L) in L ® V' ist.

(3) Die Familie v;, i € I, ist genau dann eine K-Basis von V, wenn
1®wv;, 1 €1, eine L-Basis von L ® V ist.

AUFGABE 56.18. Es sei K C L eine Korpererweiterung. Wir betrachten
die Zuordnung V — V; = L ®k V, die einem K-Vektorraum V den L-
Vektorraum L ®x V und einer K-linearen Abbildung

p: V—W
die Tensorierung  zuordnet. Zeige die folgenden Aussagen.

(1) Zur Identitét
Idy: V —V
ist
(Idv), = Idrggy
die Identitat.
(2) Zu linearen Abbildungen

U-S5v-Sw
ist
(Vo)L = dropr.
(3) Zu einem Isomorphismus

p: V—W
ist auch ¢, ein Isomorphismus, und fiir die Umkehrabbildung gilt
()™ = (¢7),.
Eine Korpererweiterung K C L heif3t endlich, wenn L ein endlichdimensio-
naler Vektorraum iiber K ist.

Es sei K C L eine endliche Korpererweiterung. Dann nennt man die K-
Vektorraumdimension von L den Grad der Korpererweiterung.

AUFGABE 56.19.*

Bestimme den Grad der Kérpererweiterung R C C.

AUFGABE 56.20. Es seien K C L C M Korpererweiterungen derart, dass
M iiber K endlich ist. Zeige, dass dann auch M iiber L und L iiber K endlich
sind.
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AUFGABE 56.21. Es sei K C L eine endliche Korpererweiterung und sei
Z1,...,%, € L eine K-Basis von L. Zeige, dass die Multiplikation auf L
durch die Produkte

rx;,1 <1< j<mn,
eindeutig festgelegt ist.

AUFGABE 56.22. Es sei K C L eine endliche Kérpererweiterung und seien
vy,...,v, € L Elemente, die eine K-Basis von L bilden. Sei x € L, x # 0.
Zeige, dass auch xvq,...,zv, € L eine K-Basis von L bilden.

AUFGABE 56.23. Es sei K C L eine Korpererweiterung und seien Vi, ..., V,
K-Vektorrdume. Zeige, dass es eine kanonische Isomorphie der L-Vektorraume

Lok ik - ®xV,) = (LR V1) ®L - Q1 (L®gk V).

AUFGABE 56.24. Zeige, dass die Korpererweiterung Q C R nicht endlich
ist.

Es sei K ein Korper und sei A ein K-Vektorraum. Man nennt A eine kom-
mutative K- Algebra , wenn es ein ausgezeichnetes Element 1 und eine Ver-
kniipfung, genannt Multiplikation,

AxA— A (a,b) —> a-b,
gibt, die die Bedingungen
(1) Es ist

fir alle a € A.
(2) Die Verkniipfung ist assoziativ.
(3) Es ist
a-b="b-a

fir alle a € A.
(4) Fiirc € Kund a € A ist

ca = (cl) - a,
wobei ca und cl die Skalarmultiplikation bezeichen.

erfiillen.

Wichtige Beispiele fiir K-Algebren werden durch Kérpererweiterungen K C
L gegeben. Aber auch der Polynomring K[X] ist eine K-Algebra.
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AUFGABE 56.25. Es sei K ein Korper und seien A und B Algebren iiber K.
Zeige, dass AR B ebenfalls eine K-Algebra ist, wobei die 1 durch 1® 1 und
die Multiplikation fiir zerlegbare Tensoren durch

(@@b)-(c®d) = (a-c)@(b-d)

festgelegt ist.

In den folgenden Aufgaben bedeutet =, dass sich die Addition, die Multipli-
kation, die 0 und die 1 entsprechen.

AUFGABE 56.26. Es sei K C L eine Korpererweiterung. Zeige, dass fiir den
Polynomring die Gleichheit

Lok K[X] & LIX]

gilt.

AUFGABE 56.27. Es sei K ein Korper. Zeige, dass fiir Polynomringe die
Gleichheit

K[X]| ok K[Y] = K[X,Y]
gilt.

AUFGABE 56.28. Es sei K C L eine Korpererweiterung und A eine K-
Algebra. Zeige, dass L ®x A eine L-Algebra ist.

Aufgaben zum Abgeben

AUFGABE 56.29. (4 Punkte)

Es seien im R? die Basen v = _65> ) <_74) und die Standardbasis ¢ und
-3 2 5

im R? die Basis ¢t = 4 1,1 —-11,12] und die Standardbasis gegeben.
) 6 4

Bestimme die Ubergangsmatrix zu den zugehorigen Basen auf dem Tensor-
produkt R? @ R3.
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AUFGABE 56.30. (2 Punkte)

Es sei K ein Korper und seien Uy, ..., U,, Vi, ..., V,, Wy, ..., W, Vektorrdume
iiber K. Es seien
Vi Uy —V;
und
pir Vi— W,
K-lineare Abbildungen. Zeige

(prot1) @ @ (pnothn) = (P1® @ pn)o (Y1 @+ @ y).

AUFGABE 56.31. (2 Punkte)
Es seien Vi,...,V, Vektorrdume iiber dem Kérper K und
pi: Vi —V;
lineare Abbildungen und
P=p1Q@ QR 1RV, - VI® -0V,

die zugehorige Tensorproduktabbildung. Es sei a; ein Eigenwert von ;. Zeige,
dass ag - - - a, ein Eigenwert von ¢ ist.

AUFGABE 56.32. (4 Punkte)
Es sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum. Zeige, dass die Abbildung
End (V) — K,
die sich aus der Identifizierung
End (V) = V'@V

geméfl Aufgabe 55.15 und der natiirlichen Abbildung

VoV — K, fev— f(v),
im Sinne von Aufgabe 55.14 ergibt, gleich der Spur ist.

AUFGABE 56.33. (6 (2+4) Punkte)
Die lineare Abbildung ¢: V' — V sei beziiglich der Basis vy, v, durch die

Jordan-Matrix ((1) D und die lineare Abbildung v): W — W sei beziiglich

110
der Basis wq, wq, w3 durch die Jordan-Matrix [ 0 1 1| gegeben.
001

(1) Bestimme die Matrix von
QY VW — VW

beziiglich der Basis v1 ® wy, v1 ® we, 11 ® w3, Vg @ w1, Vg @ Wa, Vg @ W3.



(2) Bestimme die jordansche Normalform von ¢ ® 1.

AUFGABE 56.34. (4 Punkte)

Es seien Uy C V1,Uy C Vs, ..., U, C V,, Untervektorraume mit den Restklas-
senrdumen Vi /Uy, ..., V, /U,. Zeige, dass der Kern der kanonischen Abbil-
dung

Viw--@V,— WNU)®- - (V,/U,)
gleich

SVie - @ViaoUeVue o,

J

ist.

AUFGABE 56.35. (4 Punkte)

Es sei K C L eine Korpererweiterung. Zeige, dass L ® L kein Korper sein
muss.
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