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Analysis 11
Arbeitsblatt 39

Ubungsaufgaben

AUFGABE 39.1.*

Von einer Bewegung
0: Ry — R?
sei der Geschwindigkeitsverlauf

o'(t) = £-1 tsin (%), te'
t ) Y

bekannt. Ferner sei
p(1) = (1,2,3)
bekannt. Bestimme ¢(t).

AUFGABE 39.2. Zeige, dass das Integral zu einer stetigen Kurve
la,b] — V

in einem endlichdimensionalen reellen Vektorraum V' unabhéngig von der
gewahlten Basis ist.

AUFGABE 39.3. Formuliere und beweise den Hauptsatz der Infinitesimalrech-
nung fiir stetige Kurven

g: I —V,
wobei V' ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum sei.

AUFGABE 39.4. Wir betrachten die Abbildung
0: R—R3 t— (tQ, -1, t—i—sint).

Bestimme die Komponenten dieser Abbildung beziiglich der Basis

1 0 1
o, 1], [-1
1 2 1

Bestimme mit beiden Basen das Integral dieser Kurve iiber [a, b], und bestéti-
ge, dass die Ergebnisse iibereinstimmen.
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AUFGABE 39.5. Es sei f: R — R eine stetige Funktion, die wir als ein (ein-
dimensionales) Vektorfeld auf R auffassen. Es sei [a,b] — R der identische

Weg. Zeige, dass das Wegintegral fw f mit dem Integral fab f(t)dt iiberein-
stimmt.

AUFGABE 39.6. Bestimme das Wegintegral zum eindimensionalen Vektorfeld
f:R—R, z+—a®—4z+2,

und zum Weg
v [-3,2] — R, t—t* +t— 1.

AUFGABE 39.7. Es sei
v 2,7 — R t— (P = 1,6+ 3),
gegeben. Berechne das Wegintegral léngs dieses Weges zum Vektorfeld
F(z,y) = (y2 —x, —3ry — y3) )

AUFGABE 39.8. Es sei
v [1,6] — R?, t— (2,8, 1),
gegeben. Berechne das Wegintegral langs dieses Weges zum Vektorfeld
F(z,y,z) = (y2 — 222, xy, —3xz — y3z).

AUFGABE 39.9.*
Berechne das Wegintegral fv F zum Vektorfeld
F: RQ — RQ» (xay) — (ywx)a

langs des Weges
v [=1,1] — R? t — (¢, €).

AUFCABE 39.10.*

Es sei
v 1,1 — R 6 (£, =2+ 1,t),

gegeben. Berechne das Wegintegral lings dieses Weges zum Vektorfeld
F(z,y,2z) = (y* — zz,2yz,52°2 — yz).



AUFGABE 39.11. Es sei
v: [0,27] — R3¢+ (cost,sint, t),
gegeben. Berechne das Wegintegral ldngs dieses Weges zum Vektorfeld
F(z,y,2) = (y — 2°, 2% —22).

AUFGABE 39.12.%*
Berechne das Wegintegral zur archimedischen Spirale
[0,27] — R? t +— (tcost, tsint),

im Vektorfeld
RQ — Rza (ilf, y) L (y7 _:U>

AUFGABE 39.13. Seien a,b,c,d,r,s > 1 natiirliche Zahlen. Wir betrachten
die stetig differenzierbare Kurve

0,1] — R?, ¢t — (", t°).
Berechne das Wegintegral lings dieses Weges zum Vektorfeld
F(z,y) = (a"y’,a%y") .

AUFGABE 39.14. Es sei
v: [0,27] — R?, t — (cost,sint),

gegeben. Berechne das Wegintegral langs dieses Weges zu den folgenden Vek-
torfeldern.

a) F(z,y) = (z,y),
b) F(z,y) = (z,—y),
c) F(z,y) = (y,2),
d) F(z,y) = (y, —=).

AUFGABE 39.15. Es sei
F:R—R

ein stetiges Vektorfeld und
v: [a, 0] — R
ein stetig differenzierbarer Weg. Es sei G eine Stammfunktion zu F'. Zeige

| F = o) - 6t).

Y
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AUFGABE 39.16.*

Es sei

F.: R" — R"
ein stetiges Vektorfeld, wobei die i-te Komponente nur von der i-ten Varia-
beln abhéngen moge. Es sei

v: [a,b] — U
ein stetig differenzierbarer Weg. Zeige, dass das Wegintegral fﬁ{F nur von
v(a) und v(b) abhéngt.

AUFGABE 39.17. Wir betrachten das identische Vektorfeld
F: R" —R" P— P.
Zeige, dass fiir je zwei Punkte P, () € R™ und fiir jeden stetig differenzierbaren
Weg
v: [a,b] — R"
mit y(a) = P und y(b) = Q das Wegintegral [ F gleich 3([|Q[|* — || P||*) ist.

AUFGABE 39.18.*
Essei F': R™ — R™ eine lineare Abbildung, aufgefasst als lineares Vektorfeld.
(1) Man gebe ein Beispiel fiir ein diagonalisierbares F' (mit n = 2) und
eine stetig differenzierbare Kurve
v: [a,b] — R?
mit v(a) = v(b) derart an, dass das Wegintegral f7 F' nicht 0 ist.
(2) Es sei nun F' diagonalisierbar beziiglich einer Orthonormalbasis. Zei-

ge, dass
/F =0
v

fiir jede stetig differenzierbare Kurve v mit y(a) = ~(b) ist.

AUFGABE 39.19. Es sei U C V eine offene Teilmenge in einem euklidischen
Vektorraum,
FG:U—YV
stetige Vektorfelder und
v: [a,b] — U
eine (stiickweise) stetig differenzierbare Kurve. Zeige die folgenden Aussagen.

(1) Fiir r,s € R ist

/rF+SG:7"/F+s/G.
v ¥ ¥



(2) Es ist

[WF::—AFZ

wobei —vy den umgekehrt durchlaufenen Weg bezeichnet.
(3) Wenn
§: [byc] — U
ein weiterer (stiickweise) stetig differenzierbarer Weg mit §(b) =

~(b) ist, so ist
| r=[r+[F
0 o' )

wobei v % 0 den aneinander gelegten Weg bezeichnet.

Aufgaben zum Abgeben

AUFGABE 39.20. (3 Punkte)
Wir betrachten die Abbildung
p: R — R3 t+—> (t2, 5 —1, t+sint).

Bestimme die Komponenten dieser Abbildung beziiglich der Basis

1 0 1
o, 1], [-1
1 2 1

Bestimme mit beiden Basen das Integral dieser Kurve {iber [a, b], und bestéti-
ge, dass die Ergebnisse iibereinstimmen.

AUFGABE 39.21. (4 Punkte)
Bestimme das Wegintegral zum eindimensionalen Vektorfeld
f: R—R, z+— 2+ 52° — 6,

und zum Weg
v: [-1,3] — R, t — 3 + 2t.

AUFGABE 39.22. (5 Punkte)

Es sei
Vi [=2,5] — R t— (2, =%, £ —t + 4),
gegeben. Berechne das Wegintegral ldngs dieses Weges zum Vektorfeld
F(x,y,z) = (y3 — 2222, 2%y, btz — yzz) .
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AUFGABE 39.23. (5 Punkte)
Wir betrachten die differenzierbare Kurve

v: [0,1] — R?, t — (t, —t,1?),
und das Vektorfeld

F: R —R3 (2,9,2) — (2°

L 22,9%).
a) Berechne das Wegintegral fv F.
b) Es sei

g: 0, g] — [0,1], s —> sin s,

und 4 = 7 o g. Berechne (unabhéngig von a)) fi F

AUFGABE 39.24. (4 Punkte)
Wir betrachten das Vektorfeld
F: R* — R? (z,y) —> (2> — €%, 2y + cosz).

Bestimme das Wegintegral ldngs des gegen den Uhrzeigersinn einmal durch-
laufenen Einheitsquadrates.

AUFGABE 39.25. (6 Punkte)
Wir betrachten das Vektorfeld

F: R\ {(0,0)} — R®, (2, 9) — (

-y +2° oy

72 + y2 T2 + y2 '
Bestimme das Wegintegral zu diesem Vektorfeld lings des linearen Weges
von (0, —2) nach (3,4).

AUFGABE 39.26. (5 Punkte)
Wir betrachten das konstante Vektorfeld
F: R" —R" P——u.

Zeige, dass fiir zwei Punkte P,(Q € R"™ und jeden stetig differenzierbaren
Weg v: [a,b] — R™ mit y(a) = P und (b) = Q das Wegintegral f7 F gleich
(Q — P,v) ist.
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