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Analysis 1

Vorlesung 38

Die Mittelwertabschitzung fiir differenzierbare Kurven

SATZ 38.1. Es sei V' ein euklidischer Vektorraum und
f:]a, 0] — V, t— f(2),
eine differenzierbare Kurve. Dann gibt es ein ¢ € [a,b] mit

1F(0) = fla)l < (b—a)-[lf ()]

Beweis. Wenn f(a) = f(b) ist, so ist die Aussage trivialerweise richtig. Sei al-

so f(a) # f(b). Dann ist uy = % nach dem Schmidtschen Orthonor-
malisierungsverfahren Teil einer Orthonormalbasis von V. Es seien f1,..., f,
die Komponentenfunktionen von f beziiglich dieser Basis. Wir wenden den
Mittelwertsatz fiir eine Variable auf die erste Komponentenfunktion f; an.

Es gibt also ein ¢ € ]a, b[ mit der Eigenschaft
f1(0) = fila) = (b—a)- fi(c)

und damit auch
1f1(6) = fila)] = [b—al - |fi(c)].
Da man die Liéngenmessung mit jeder Orthonormalbasis durchfiihren kann,

gilt

1£(0) = f@)l = [[(f1(b) = fi(a))w]|
= |£1(0) = fi(a)|

= lb—al-1fi()
< lb—al- | > (fQ)
= P—al-1f @l

g

BEISPIEL 38.2. Wir betrachten die trigonometrische Parametrisierung des
FEinheitskreises, also die Abbildung

f: R—R? t+— (cost,sint).
Diese Abbildung ist fiir jedes t € R differenzierbar mit der Ableitung
f'(t) = (—sint,cost).
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Die Norm dieser Ableitung ist zu jedem Zeitpunkt gleich
1£/(0)] = Vsin’t +cos?t = 1.
Wiéhlen wir das Intervall [0, 27], so ist
f(0) = (1,0) = f(2m).

Dies bedeutet, dass in der Mittelwertabschédtzung nicht Gleichheit gelten
kann.

Lange von Kurven

Wir arbeiten im R”, versehen mit der euklidischen Metrik. Zu einer Kurve
f:[a,b] — R" t — f(2),

die wir uns als einen von der Zeit abhéngigen Bewegungsvorgang im Raum
vorstellen, wollen wir die Lange der Kurve definieren. Die Lange soll dabei
den insgesamt zuriickgelegten Weg beschreiben, nicht die Linge der zuriick-
gelassenen Spur oder den Abstand von Start- und Zielpunkt.

DEFINITION 38.3. Es sei [a, b] ein kompaktes Intervall und
f: la,b] — R"
eine Abbildung. Zu einer Unterteilung
a=1t <t <...<tpy <t =0

nennt man
[POaPla""Pk] = [f(to)af(t1)7"'7f(tk)]

den zugehorigen Streckenzug.

Dabei sollte man sich die Unterteilung als eine Zeiteinteilung vorstellen und
die Punkte P; = f(t;) als die zugehorigen Ortspunkte der durch f beschrie-
benen Bewegung im R". Strenggenommen ist der Streckenzug einfach die
geordnete Folge der Punkte, es ist aber suggestiver, sich darunter die stiick-
weise lineare Verbindung dieser Punkte vorzustellen.

DEFINITION 38.4. Zu einer Punktfolge
Py, P,...,P, € R"

nennt man
k
L(Py,...,P) = Y _d(P, Piy)
i=1

die Gesamtlinge des Streckenzugs [Py, Py, . .., Pyl.



DEFINITION 38.5. Es sei [a, b] ein kompaktes Intervall und
f: la,b) — R"

eine Abbildung. Dann nennt man

L(f) = sup (L(f(t0)7 .. Jf(tk))J
a=1ty<t; <...<t_1 <tr =0 Unterteilung, k € N)

die Kurvenlinge von f. Wenn L(f) endlich ist, so heifit die Kurve f rektifi-
zierbar.

Man nimmt hier also das Supremum {iiber alle moglichen Unterteilungen des
Definitionsintervalls. Ohne zusétzliche Eigenschaften der Kurve kann man
nicht erwarten, dass man die Kurvenlidnge effektiv bestimmen kann. Wenn
die Kurve aber stetig differenzierbar ist, so ldsst sich die Lénge iiber ein
Integral berechnen, wie die folgende Aussage zeigt. Inhaltlich gesprochen
bedeutet sie, dass wenn sich beispielsweise ein Fahrzeug in der Ebene R?
bewegt, man die Gesamtldnge der zuriickgelegten Strecke kennt, sobald man
nur zu jedem Zeitpunkt die momentane Geschwindigkeit (und zwar lediglich
ihre Norm, die Richtung muss man nicht kennen) kennt. Die Lénge ist dann
das Integral {iber die Norm der Geschwindigkeit.

SATZ 38.6. Es sei [a,b] ein kompaktes Intervall und
f: la,b) — R"

eine stetig differenzierbare Abbildung. Dann ist f rektifizierbar und fir die
Kurvenlinge gilt

b
L(f) = / 1/ (0)] dt.

Beweis. Da die Norm stetig ist, existiert nach Satz 24.3 das rechte Integral,
und zwar ist es gleich dem Infimum {iber alle Treppenintegrale zu oberen
Treppenfunktionen der Funktion ¢ — || f/(¢)||. Diese Treppenintegrale werden
zu einer Unterteilung a = to < ... < t = b durch Zle(ti — ti1)w;
mit w; = sup (|| f/(t)]|,tie1 <t <t;) gegeben. Andererseits steht nach der
Definition der Kurvenlénge links das Supremum iiber die zu einer solchen
Unterteilung gehorigen Summen

Z 1f(t:) — f(tia)ll -

Aufgrund der Mittelwertabschiatzung gilt

1f(t:) = f(tim)|| < (8 = tima) -sup ([ f/(D] tima ST < ).
Durch Aufsummieren ergibt sich daher die Abschétzung
k

k
Z 1F () = Ftn)ll < D (ti—tia) -sup (| f ()], tia <t < 1),

=1
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Hierbei miissen wir links das Supremum und rechts das Infimum iiber alle Un-
terteilungen nehmen. Nehmen wir an, dass das Supremum u der linken Seite
grofer als das Infimum v der rechten Seite ist. Dann gibt es eine Untertei-
lung derart, dass die Langensumme links zu dieser Unterteilung mindestens
gleich u — %(u —v), und eine Unterteilung derart, dass das Treppenintegral
rechts hochstens gleich v + %(u — v) ist. Wir kénnen zur gemeinsamen Ver-
feinerung iibergehen und annehmen, dass es sich um die gleiche Unterteilung
handelt, und erhalten einen Widerspruch. Das Supremum der linken Seite
ist also durch das Infimum der rechten Seite beschrinkt. D.h. die Kurve ist
rektifizierbar und es gilt

L(f) < / LF/@ldt < (b—a)-sup ([[f'{@)],t € [a,b]).

Diese Beziehung gilt auch fiir jedes beliebige Teilintervall [s, s'] C [a,b]. Es
sei L3 (f) die Lange der auf [a, s] definierten Kurve. Es geniigt dann zu zeigen,
dass diese Funktion nach s ableitbar und eine Stammfunktion zu t — || f'(¢)]
Ly (H-Ly(f) _ LI ()

! !

ist. Fiir den zugehorigen Differenzenquotienten in einem

Punkt s € [a,b] gelten die Abschitzungen ( s’ > ;)75 o
IF(s) = I~ LE(S)
s'—s - s'—s
(s =) -sup (IS, ¢ € [s, 5])

= sup(IF Ot € [5).

Fiir s — s konvergieren die beiden &ufleren Seiten gegen ||f(s)]|, so dass

auch der Differenzenquotient dagegen konvergieren muss. U

Die Rektifizierbarkeit ist schon in einer Variablen ein interessanter Begriff.
Es lasst sich sogar die Rektifizierbarkeit darauf zuriickfithren. Dies bedeutet
aber nicht, dass man die Berechnung der Kurvenlénge auf die Berechnung
der Kurvenldngen der einzelnen Komponenten zuriickfithren konnte.

LEMMA 38.7. Es sei [a,b] ein kompaktes Intervall und
f: la,b) — R"

eine Abbildung. Dann ist f genau dann rektifizierbar, wenn simtliche Kom-
ponentenfunktionen rektifizierbar sind.

Beweis. Siehe Aufgabe 38.12. U
BEISPIEL 38.8. Die Rektifizierbarkeit ist schon fiir Funktionen

fi I —R t— f(t),
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ein nicht-trivialer Begriff, siche Beispiel 38.9. Wenn allerdings f wachsend
(oder fallend) ist, so ldsst sich die Lénge einfach ausrechnen. Zu einer belie-
bigen Unterteilung a = ty < t; < ... < tp = b ist dann némlich

d.h. die Lange ist einfach die Differenz der Werte an den Randpunkten des In-
tervalls. Insbesondere existiert die Lénge, d.h. monotone Funktionen sind rek-
tifizierbar. Wenn f wachsend ist und stetig differenzierbar, so ergibt sich dies
natiirlich auch aus Satz 38.6 und aus Korollar 24.7. Wenn f allerdings nicht
monoton ist, so miissen bei der Léngenberechnung auch die Richtungsinde-
rungen mitberiicksichtigt werden. Fiir das Integral f |f/(t)] dt gibt es dann
keine direkte Berechnung, da f’(t) das Vorzeichen éndert. Man kann aber das
Intervall in (eventuell unendlich viele) Abschnitte unterteilen, wo die Funk-
tion wachsend oder fallend, bzw. wo die Ableitung positiv oder negativ ist,
und dann abschnittsweise die Lange berechnen.

BEISPIEL 38.9. Die Funktion

:csin% bei x > 0,

f: [0,1]—>]R,x»—>f(x):{

0 beixz=0,
ist stetig nach Aufgabe 12.16, aber nicht rektifizierbar. Fiir jedes x,, = M}rlﬂ
2
ist f(x,) = =4x,, wobei das Vorzeichen davon abhingt, ob n gerade oder

ungerade ist. Fiir jedes n ist daher |f(x,) — f(x,—1)| > 2z,. Wihlt man
dann die Unterteilungspunkte

2
O<ap < a1 < oo <21 <29 = — < 1,
T

so ist die Linge des zugehodrigen Streckenzugs mindestens gleich

2 a1
- ;.;rH—l'

Wegen der Divergenz der harmonischen Reihe ist dieser Ausdruck fiir & — oo
nicht beschrinkt. Daher kann das Supremum iiber alle Streckenziige nicht
existieren und die Kurve ist nicht rektifizierbar.

k

k 1 5 Kk
;23&71:2.2717?—1— 71':; Z

n=1 n:l

KOROLLAR 38.10. Es sei [a,b] ein kompaktes Intervall und es sei
f:la,b] — R

eine stetig differenzierbare Funktion. Dann ist die Linge des Graphen von f
gleich

/ VIt (@) dz.
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Beweis. Mit der Lange des Graphen ist die Liange der durch z — g(x) =
(x, f(z)) definierten Kurve gemeint. Die Ableitung dieser Kurve ist ¢'(z) =
(1, f’(z)). Daher ist die Lange dieser Kurve nach Satz 38.6 gleich

L= / o/ (@) ] dt = / VIt @Rt
]

BEeispiEL 38.11. Wir wollen die Linge der Standardparabel berechnen, also
die Lange der durch

R — R?, t — (1, 1%),
gegebenen Kurve. Nach Korollar 38.10 ist die Lénge von 0 nach b unter
Verwendung von Lemma 27.8 gleich

b 2
1

/\/1+4x2dx = 5/ V14 u?du

0 0

1

Z(u\/1+u2+ arsinh u> 20

1 1
— 5b\/1—|—4b2—|—1arsinh(2b).

Wir berechnen nun die Léange des Kreisbogens auf zwei verschiedene Arten.
BEISPIEL 38.12. Wir betrachten die Funktion
f:[-1,1] —R, 2+ f(x) =v1— 22,

die die obere Kreislinie des Einheitskreises beschreibt. Wir wollen die Lénge
dieses Graphen bestimmen. Es ist

f() 1 -2z x

R BV Y e &
wobei diese Gleichheit nur im Innern |—1, 1[ Sinn ergibt, in den Randpunk-
ten ist die Funktion nicht differenzierbar. Dennoch kann man hier Satz 38.6
zunéchst im Innern anwenden und anschlieffend einen Grenziibergang durch-
fithren. Es geht somit um das Integral von

L+ 2 B 1—x2—|—x2_ 1
V 1—22 1— 22 V1 —22

Die Stammfunktion davon ist arcsin x gemafl Lemma 27.8. Daher ist

, 7r 7r
dr = arcsinz|', = = — (——) = .

L |
b= /_1 Vi-a? 2 2
BEIsSPIEL 38.13. Wir betrachten die trigonometrische Parametrisierung des
Einheitskreises, also die Abbildung
f: R—R* t+—— f(t) = (cost,sint).
Die Ableitung davon ist
f'(t) = (—sint,cost).
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Daher ist die Kurvenlédnge eines von a bis b durchlaufenen Teilstiickes nach
Satz 38.6 gleich

LA(f) = /b\/(—sint)Z—i—(cost)?dt = /bldt =b—a.

Aufgrund der Periodizitdt der trigonometrischen Funktionen wird der Ein-
heitskreis von 0 bis 27 genau einmal durchlaufen. Die Lange des Kreisbogens
ist daher 27.

BEeispIEL 38.14. Es sei ein Punkt V' auf der Peripherie eines Kreises mit
Radius 1 fixiert (beispielsweise ein Ventil). Die Zykloide ist diejenige Kurve,
die der Punkt beschreibt, wenn der Kreis sich gleichméfig auf einer Geraden
(der z-Achse) abrollt, wie wenn ein Rad auf der Strafie fahrt. Wenn ¢ den
Winkel bzw. die abgerollte Strecke reprasentiert, und der Punkt V' sich zum
Zeitpunkt ¢ = 0 in (0, 0) befindet, so wird die Bewegung des Ventils durch

W: R —R? t+— W(t) = (t —sint, 1 — cost).

v (D

Nach einer Volldrehung befindet sich das Ventil wieder in seiner Ausgangs-
position am Rad, aber verschoben um 27. Die Ableitung dieser Kurve ist

W'(t) = (1 — cost, sint) .

Die Linge der Zykloide (also die Lénge des vom Ventil beschriebenen Weges)
ist nach Satz 38.6 im Zeitintervall von 0 nach s gleich

/8\/(1—cost)2+sin2tdt = /S\/Q—Qcostdt
0 0
= ﬁ/sx/l—costdt
0
= 2\/5/2 V1 — cos2udu
0
= 2\/5/2 \/1—cos2u+sin2udu
0
= 2\/5/‘2 V' 2sin? u du
0
= 4/2 Vsin? udu
0

beschrieben.




2
= 4/ sinu| du
09
2
= 4/ sin v du
0

= 4<—Cosu|§>7
wobei die letzte Umformung fiir s < 27 gilt. Fiir s = 27 ist dies gleich
4.2 = 8.
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