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AUFGABE 15.1. Es sei R ein Z-graduierter Ring, M ein graduierter Modul
iiber R und M die zugehorige Modulgarbe auf dem Spektrum X = Spek (R).
Es sei a C R ein homogenes Ideal. Zeige, dass durch

F(D(a), ]T/[/)e_{ s € F(D(a), ]T/[/> | es gibt eine offene Uberdeckung

U= U D(f;) mit f; homogen derart, dass s € My, den Grad ¢ besitzt}

iel
eine Graduierung auf F(D(a), M ) gegeben ist, fiir die die natiirlichen Re-

striktionshomomorphismen homogen sind.

AUFGABE 15.2. Man mache sich anhand von R = K[X] und f = X +1
klar, dass es keine Graduierung auf der Nenneraufnahme K[X|x,; gibt, die
die Standardgraduierung auf dem Polynomring in sinnvoller Weise fortsetzt.

AUFGABE 15.3. Es sei R ein Z-graduierter Ring und M ein graduierter Modul
iiber R. Zeige, dass die Zuordnung

U = Di(a) — colimycp, (y) (My)o

eine Priagarbe von kommutativen Gruppen auf Proj (R) ist, deren Vergarbung
mit M iibereinstimmt.

AUFGABE 15.4. Es sei R ein Z-graduierter Ring und M ein graduierter Modul

tiber R. Zeige, dass die zugehorige Oy-Modulgarbe M auf Y = Proj(R)
durch

F(U, ]/\4\): {<3P)peU € H My | fiir alle p € U gibt es homogene Elemente

pel
be Rundte M mitp e Dy(b) CU und s4 = lé) in Mg fiir alle q € D+(b)}

gegeben ist.
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AUFGABE 15.5. Es sei R ein integrer Z-graduierter Ring und M = Ry die
Nenneraufnahme zu allen homogenen Elementen vom Grad # 0. Zeige, dass

M der Funktionenkorper des integren Schemas Proj (R) ist.

AUFGABE 15.6. Es sei R = K[Xy, Xi,...,Xy]/a ein standard-graduierter
Ring und

(ag, a1, ..., ag) € V(a) = AL
ein K-Punkt # 0 von R mit dem zugehorigen homogenen Primideal p =
(a;X; — a;X;, ), das ein abgeschlossener Punkt in Proj (R) = Vi (a) C P%
ist. Zeige, dass ]5/\]:1 ein quasikohirenter Modul auf Proj (R) (und auf P%)
ist, deren Trager gleich {p} ist.

AUFGABE 15.7. Es sei R ein Z-graduierter Ring und Y = Proj (R). Zeige,
dass nicht isomorphe graduierte R-Moduln M und N zu isomorphen Oy-
Moduln M und N fiihren kénnen.

AUFGABE 15.8. Essei R = K[Xy, X1, ..., X,]/amit einem homogenen Ideal
a und sei Y = Proj(R) C P%. Zeige i.Oy = R auf dem P%.

AUFGABE 15.9. Es sei R ein Z-graduierter Ring und sei
0O —L — M — N —0

eine kurze exakte Sequenz von Z-graduierten R-Moduln mit homogenen Ho-
momorphismen. Zeige, dass in jeder Stufe eine kurze exakte Sequenz

0 — L, — M, — N, — 0

von Ry-Moduln vorliegt.

AUFGABE 15.10. Es sei R ein Z-graduierter Ring und seien L, M, N Z-
graduierte R-Moduln mit homogenen Homomorphismen ¢: L — M und
1: M — N. Fiir jedes Primideal p mit R, ¢ p sei die Sequenz

0 — Ly % M, 5 N, — 0
exakt. Zeige, dass eine kurze exakte Sequenz
0—L-—M-—N-—0
auf Y = Proj (R) vorliegt.

AUFGABE 15.11. Essei R ein Z-graduierter Ring. Zeige, dass der verschobene
R-Modul R(n) nur bei n = 0 ein graduierter Ring ist.
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AUFGABE 15.12. Es sei Y = Proj(R) das projektive Spektrum zu einem
standard-graduierten Ring R. Zeige, dass fiir die getwisteten Strukturgarben
Oy (¢) die Beziehung Oy (f) ®p, Oy (m) = Oy (¢ + m) gilt.

AUFGABE 15.13. Es sei Y = Proj(R) das projektive Spektrum zu einem
standard-graduierten Ring R. Zeige, dass fiir die getwisteten Strukturgarben
die Beziehung Hom(Oy (£), Oy (m)) = Oy (m — () gilt.

AUFGABE 15.14. Es sei Y = Proj(R) das projektive Spektrum zu einem
standard-graduierten Ring R. Zeige, dass die getwisteten Strukturgarben
Oy(¢) zu ¢ < 0 sich als Idealgarbe auf Y realisieren lassen. Zeige ferner,
dass es hierfiir im Allgemeinen mehrere Moglichkeiten gibt.

AUFGABE 15.15. Es sei R = @, Rq ein kommutativer Z-graduierter Ring
und M = @ ., My ein Z-graduierter Modul iiber R, der endlich erzeugt sei.
Zeige, dass M auch von endlich vielen homogenen Elementen erzeugt wird
und dass es einen surjektiven homogenen Modulhomomorphismus der Form

k
P RrR(—d) — M
=1
gibt.

AUFGABE 15.16. Es sei (X, Ox) ein Schema. Zeige, dass folgende Aussagen
gelten.

(1) Die Strukturgarbe Ox wird von globalen Schnitten erzeugt.

(2) Ein quasikohdrenter Modul M wird genau dann von globalen Schnit-
ten erzeugt, wenn es einen surjektiven Modulhomomorphismus
ng — M gibt.

(3) Auf einem affinen Schema wird jeder quasikohérente Modul von glo-
balen Schnitten erzeugt.

(4) Wenn M von globalen Schnitten erzeugt wird und M — N surjek-
tiv ist, so wird auch N von globalen Schnitten erzeugt.

AUFGABE 15.17. Zeige, dass auf dem projektiven Raum P4 {iber einem kom-
mutativen Ring R die getwisteten Strukturgarben Opgg (k) bei & > 0 von
globalen Schnitten erzeugt werden und bei £ < 0 und d > 1 nicht.
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AUFGABE 15.18. Es sei (X,Ox) ein Schema und M ein quasikohérenter
Modul auf X. Zeige, dass M genau dann von globalen Schnitten erzeugt
wird, wenn es eine offene affine Uberdeckung X = U, Ui und Schnitte s; €
I'(X, M) zu j € J derart gibt, dass die Restriktionen py,(s;) € I'(U;, M)
ein ['(U;, Ox)-Modulerzeugendensystem von I'(U;, M) bilden.

AUFGABE 15.19. Es sei Y = Proj(R) das projektive Spektrum zu einem
standard-graduierten Ring R. Zeige, dass die getwisteten Strukturgarben
Oy (¢) zu £ > 0 von globalen Schnitten erzeugt werden.



Abbildungsverzeichnis

Erlduterung: Die in diesem Text verwendeten Bilder stammen aus
Commons (also von http://commons.wikimedia.org) und haben eine
Lizenz, die die Verwendung hier erlaubt. Die Bilder werden mit ihren
Dateinamen auf Commons angefithrt zusammen mit ihrem Autor
bzw. Hochlader und der Lizenz.

Lizenzerkldarung: Diese Seite wurde von Holger Brenner alias
Bocardodarapti auf der deutschsprachigen Wikiversity erstellt und
unter die Lizenz CC-by-sa 3.0 gestellt.



