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IL Solutio Generalis Problematis XV, propofiti & D, de Moivre, in
tractatu de Menfura Sortis inferto Aétis Philofophicis Anglican
nis No 329.pro sumero quocungue Colluforum: per D.Nicolaum
Bernoulli, Bafilienfem, Reg. Soc. Sodalem.

U M Methodus fynthetica, qui ufus eft D.de Moivre

ad inveniendam cujufque Colluforis fortem, in ufum
verti nequeat tuncquando plures quam tres {unt collufores, ob
vix perfpiciendam legem progreflionis ferierum quax fe offe-
runt; oftendam hic quo modo Analyfis in ejufmodi Proble-
matibus, ubi depofitum continuo augetur, adhiberi quea :
eumque in finem demonftrationem dabo analyticam trium
Theorematum, que inveni, & quidem diu ante vifum
D. Moyvrai libellum de Menfura Sortis, occafione triplicis
quzftionis mihi ab 2mico circa ludum hunc, quem Galli vocant
le Jeu de la Posle, propofitz, pro inveniendis {cil. probabilitate
vincendi, lucro item vel damno cujufque Colluforis, & dura-
tione certaminis.

THEOREMA 1.

Si Collufores aliquot 4, B, C, D, E, &c. qlorum numerus
et #-t 1 & dexreritates funt xquales, deponant finguli 1,
& iftis conditionibus certent. 1° Ut illorum duo 4 & B ludum
incipiant. 2°. Ut vi€tus locum {uum tertio C cedat, ita ut ille
tertius C jam cum victore contendat, quique ex hoc certami-
ne vi&or evaferit cum quarto D ludat, & ita deinceps. 3° Ut
ille depofitum totum obtineat, quiomnes collufores fucceflive
vicerit. Dico probabilitates vincendi duorum quorumlibet col-
luforum fefe immediate in ordine ludendi fequentium efle in
ratione 1 - 2”ad 2", adecque expeQationes luforum 4 (B),
C, D, E, &c efle in progreflione Geometrica.

U Demon-
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Demonftratio.

Ponantur expeQationes vincendi ipfius Avel B =4, ipfius

=g, ipfius D =d, ipfius E—=e, &c. Porro cum accidere
poffit, ut collufor aliquis prima vice in ludum intrans inveni-
at adverfarium qui vel nondum, vel femel, vel bis, vel ¢er,
&e. jam fucceflive victor extitit, vocetur expe@atio luforis
illius primo cafu = =z, fecundo =3y, tertio =x, quarto — s,
quinto =¢, &c. Item cum collufor aliquis vinci poffit ab
adverfario qui antea jam vel nullum, vel unum, velduos, vel
tres, &c. collufores fucceffive vicit, ita utexiens ¢ ludereline
quat adverfarium qui vel femel, vel bis, vel ter, vel quater
&c. vitor extitit, vocetur expeftatio feu probabilitas vincendi
ejus qui exit € ludo primo calu = 4, fecundo =#, tertio —/,
quarto = m, &c. Hilce omnibus pofitis habebuarur fequen-
tes novem feries axquationum fignatx N° 1. N° 2. N° 3, &e.
ufquead N° 9. 74b. {. Ratio eas inveniendi breviter hxc eft.

. I I I
Inter quationes N, 1°. reperitur ¢x. gr. f = r t -+ 3" +-x
4

T+ z 5. Nam collufor F certabit vel cum collufore 4, vel B,
2

vel C, vel D, vel E : ut primum vel fecundum contingat,
eportet ut vel4 vel B quater fucceffive victor exiftat,cujus even-

2, | . )
tus probabilitas eft = feu h Ut tertium contingat opor-
I
tet ut Cter victor exiftat, cujus eventus probabilitas eft eti-

I . p .
am — : Ut quartum contingat oportet ut D bis {ucceffive vin-
«fe N I - -
cat, quod probabilitatem habet — ; Ut quintum contingat,
4

. - - | ef e x
oportet ut £ {emel vincar, cujus eventus probabilitas eft — ;
2

ergo
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ergo luforis F probabilitas vincendi et = —é—- t.{-%—v +‘t;x

I I
-+ -—¢. Sic inter zquationes No. 2. eft, ex. gr. x = —f
2 ’ 2

i I 1 I X _ .

4+ — 4 —f—-++--—xh4 —x1. Collufor enim
8 16 2’ 2"

qui certat cum adverfario qui jam bis {ucceflive viGor extitit,

vincere poteft vel omnes collufores, vel aliquos, vel nullum.

1 ) S
Prioris eventus probabilitas eft i, fecundi — 4 — +—-
2" 4 8 16

I I .
cee T & tertii . i primus eventus contingat, probabilitas

vincendi evadit certitndo integra few 1 ; i fecundus, exic & fu-
do relinquens colluforem qui femel vicit; fi tertius, exit ¢
ludo relinquens colluforem qui ter fueceffive vicit 5 adeoque
t \
fors ejus totalis eft —E-XI+-—}-~I- g b-}-i X Lo
2 4 8 16 2" 2n
Simili ratiocinio inveniuntur =quationes N° 3. Collu-
for enim qui viCtus ab adverfario exit ¢ ludo, relinquens ex.gr.
colluforem unius tantum ludi viCtorem, acquirit {ortem vel
ipfius C, vel ipfius D, velipfius £, vel ipfius F, &c. prout
adverfarius 4 quo vitus eft vincit vel omnes collufores praeer
unum, vel omnes preter duos, vel omnes prater tres, &c.

I X I X
A ui . = % — e d —_— —
unde {equitur quod 4 pear c+z"‘"l x +z”—3 e et

xf+ &c. Aquationes N°. 4. inveniuntur {ubtrahendo 2qua-
tiones N° 2. ab invicem : & xquationes N° ¢. {ubtrabendo
aquationes N° 3. ab invicem. Aquationes N°. 6. inveni-
untur {ubftituendo in xquationibus N°. 4. valores inventos
per ®quationes N° 5. Aiquationes N° 7. inveniuntur qux-
rendo valores ipfarum z,y, x, #, &c.  per xquationes N°. 1.
Ex his valoribus {ubftitutis in 2quationibus N° 4. habcbuntur
xquationes No. &, qux comparatz cum quationibus N°. g,
2 U 2 dang
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dant zquationes N°. 9. ex quibus fequitur quod 1427 27 ::
s2aiczic:diidse, &C.QE.D.

Corollarium.

Hinc faci'e invenjunrur probabilitates vincendi fingulorum
Colluforum, quas habent rum ante ludum inceptum, tum in
quolibet ftatu in quem ludum profequendo pervenire poflunt.
Sifint, ex gr.tres collulores 4, B, C,eritn—=12, &t42": 2" ::
5. 4 1 4 ¢ id eft, probabilitates vincendi ipforum 4, B, C,
antcquam A vicerit B, vel B vicerit 4, {¢ habent ut numeri

5, §, 4,adcoque iplz probabilitates funt —5—,;% 2 ; omnes c-
' 14 14’14

nim fimul fumpte facere debent 1 feu certitudinem integram.

Poftquam A vicerit B, probabilitates vincendi ipforum B, C, 4,

emunt 4, yfeur, & (quia 4 zqualem habet expeQationem ad

. - . - I - \
vitoriam, & ad f{ortem ipfius B obtinendam) — refpe&ivé,
2

) - I 1 4
hoc ¢ff, quia per 2q. 1, N°.3. 4 —= Xe=—0, &= —=
zn-—t 2, 14
2 i .. I 2
— ut modo inventum, hxprobabilitates erunt —, —, —, ut
7 7 7

7

D. de Moivre invenit Coroll. 1. Prop. 1§. pag. 242.
Si fint quatuor collufores 4, B, C, D,eritn =3, & 1 42"

2”::9, 8, adeoque probabilitates colluforum ab initio ludi

erunt ut.g, 9,8, ——X—-, fiveut 81,81, 72, 64, hoc ¢ft, iplz 4, 4,
9
8r 81 72 _ 64
s d, —,—,— & —. Poftqiam 4viceri "
¢,d, erunt 298 398298 & 258 oftqram 4 vicerit B, pro
- ) 1434
babilitates apforum B, D,C, 4, erunt b, 4, c, s eftau-

! T | I
X e X A= b= )
. 2

'
tem per xq. 1. N°, 3. b = — - p

P A 2
o=
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73 36 6 2
¢ = - =§—~ & d=— ::-i—-,utmodoinventum:
298 149 298 " 149 ¢
2 6
ergo hx probabilitates erunt -—-5-, -—3—3'-, 32030 re(petive.

149" 149’ 149 149
Poftquam A vicerit B & C, probabilitates vincendi ipforum

¢ x4 i
C,B,D, 4,erunt b, —, x, 3 feu (quia per 29 2 N°% 3.
2
, 6 18
k= -—Lxd:-—l—d, &perzq. 3.N°. 7.0 =2 d._..c)-{-——v,_{._.
ath e 149’149

28 87 e
~~=,——. Et nota quod calculi bonitas confirmerur ¢x co,

149 149
I
quod {ummz harum probabilitatum, boc ¢ff, p 45

7 7
2 2 6 6 6
priori exemplo, & -—i + 2—-—- + -3—--%--2—, nec non ..f.__ +
149 149 I49 149 149

18 28
-+

149 149 149
certitudini integrx.

in pofteriori exemplo, fingule fint =1 feu

THEOREMA 1.

Pofitis quz prius & infuper hac conditione, ut victus fem-
per mul@etur fumma p, quz depofito augendo inferviat ;
quod depofitum fic gradatim auum ilii foli cedat, qui omni-
um fucceflive colluforum victor extiterit ; denotatis etiam ut
antea per literas minufculas 4, ¢, d, ¢, &c. probabilitatibus
vincendi ipforum 4 (vel B), C,D, E, &c. refpe@ive : per eaf-
dem vero literas majufculas 4, C, D, E, &c. ipforum 4 (vel
B),C, D,E, &c. expeationibus, hoc ¢ff, portionibus depofiti
A4-apX2”_ncp

I 27

X D=

quas ﬁng—uli expectant: Dico, fore ftmper C =
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_CHepx2i=ndp o _D4dpxr'=<nep. o
b= 12t ' B I+ » Gt

Demonftratio.

Denotetur ut prius per literas minufculas z, 9, x, #, ¢, &c:
probabilitas vincendi ludentis cum adverfario; qui jam vel
nullum, vel unum, vel duos, & ¢ collufores fucceflive vicit 3
per eafdem vero literas majufeulas Z. X, X, U, 7, &ec. ejus ex-
pectatio, quam {cil. habet diverfis illis cafibus, depofito exi-
ftente nt 1,41 +p, n¥ 1 42p, 241 43, & refpe-
&ive. Sic etiam per literas minufculas 4, , /, m, &c. denotetur
probabilitas vincendi luforis victi ab- adverfario, qui antea
vel nullum, vel unum, vel duos, &c: collufores fucceffive
vicerat; quemadmodum per literas majufculas /7, &, L, M, &c.
ejufdem expe@atio diverfisillis cafibus, depofito exiftente n4-x
+p, n+ 14+ 2 p. 5 14 3.p, &c. refpe@tive. His pofitis ii{dem
quibus antea ratiociniis invenicntur fequentesduodecim &qua-
tionum feries in 74b. II. fignatz N°. 1. N°% 2.N° 3, &c. Inter

U X+x T4 2y
zquationes N°. 1. ex. g et BE= — ¢ +xp + + 2 y?.

‘ 2.

Lufor enim £ ludet vel cum lufore 4, vellafore B, vel C, vel
D. Siludit cum A vel B, expectatio cjus erit = U, quia ludit
cum adverfario qui jam tres adverfarios vicit, depofito exi-
ftente »+ 1.+ 3:p.. Si luditcum: lufore C, expeQatio ejus erit
= X+ xp, ludit enim cum. adverfario. qui: jam duos collufo-
res vicit, adeoque fi depofitum eflet »+ 1+ 2p cjus,ex-
pectatio effet = _X: verum quia ludente £ depofitum, eft —
71+ 3 p, ob tres eollufores victos & fumma p mul@atos,
addenda eft expetationi X portio illa mul@= unius p, quam
lufor E fperare poteft : eft autem hzc portio (quia probabilitas.
ejus vincendi eft x)= xp, ejus igitur expe@atio totalis tunc
erit= X +xp. Sic fi ludit cum lufore D, expe@atio cjus erit
==T4-27p : additur ad I'(quz effet ejus expeQatio depofi-
to exiftente ». +x + p) portio 2y 2, qu ipfi debetur de duabus.

mulcis.
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muldis 2p, quibus depofitum # -t 4- 3 p majus eft quam
»+ 14 p. Simili medo habentur zquationes N°.2.3. 4. &
5. Subftituendo autem primam xquationem N° 2. 744 I. in
@quationibus N°. 4, habentur xquationes N°. 6. Et fubftitu-
endo primam xquatienem N° 3.74b. I. in zquationibus N°. 5.
habentur xquationes. N°. 7. quibus deinin 2quationibus No 6.
fubftitutis habentur 2quationes No. 8. £quationes N° 9. inve-
niuntur quzrende valores ipfarum Z,T, X,U,&c per xquationes
Ne. 1.746. L & 1I. vel N° 2. 74b I, & N°. 7. T4b. I. Et his valo-
ribus {ubftitutis in zzquationibus N°. 4. habentur zquaticnes
N° 10. Quz comparate cum xquationibus N°. 8 (in quibus
pro z fubftituatur 4, per I. %q. Tab. L) dant xquationes
N°, 11. Et he zquationes N°. I 1. comparatz cum xquationi-
bus N° 9. 74b. 1. dant xquationes N° 12, quz cenftituunt
Theorema, quod demonfirandum erat.

Corollarism..

Hinc quoque facile isveniuntur fingulérum Colluforum for-
tes feu expeQationes, ipforumque adeo lucra vel damna.

Z——F;z.px 2'—ncp

Sint ex. g7, tres collufores 4, B, C: erit C =

) o o
A —2C P . 2
-_-_--’(obnl‘—-“:r.),4 44 P*—‘(obaz—?—& €=, ——
: 4 7

5
4A+sp

——. Unde cum omnium trium

per coroll. Theor. 1.)

5
expeQationes fimul fumptz, id ¢ff, 4 4 4 4- C zquare debe-
ant id quod.ab initio depofitum fuit, idef 3, erit2 4

A4 sp 4+ 3
44t LAPRL Kl p'—"“—'3,&144=15—-’3~g,&

5 5
I : . .
4= ;i»— :‘3—9- p= expeQationi luforis-A .vel B: proinle G
4
A+4p. 6 6
expeatio luforis tertii.C—‘-—“-4 + —Z: 7 ~+— p. A qui»
5 492

2 X 2 bus
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bus expe@ationibus {i fubtrahatur 1, id quod ab initio fingu.
I
li depofucrunt, remanebic ibi — — —?'; p, hic — p — -f;
14 4
quemadmodum B. e Moivre invenit. Exempl. 2. Sint collufo-
A+apx2—ncp_ =
T (obn =3)

8 Adt-8ap—rcp 8 36
PRl obame & c= 32 per coroll.

98 A ars 298 l49
Theor. 1. '———-j.-ip; jtem D = C~+‘cp>< 2% — ndp —
9

8 c4-8 o 2"58

C+8ecp—1d Ctz

8 ep—ady = (ob d = }ipeﬁid.corr.)——-—-—-ﬂ =
‘149 9

-res 4, 4, B,C,D, erit C =

. unde habebitur quatio 24 +C+- D=2 44

§A+Lp G4dtuip _2984+1p
+ 4 447wl o 290 1:4,ﬁve149d

9
64 AT
1

— p= 162, & 4 o — - p. Hine C =

4
84 1176 64 A+% 128
+‘?=fﬁﬁ"nlﬁ,&D= 4 P
9 149 22201 81 149

22 . iab ini
: ; 4 . Subtra@®a autem unitate 1, quam finguliab ini-
2201

13 270

0
tio ludi depofucrunt, remanebit - p pro lufore
149 22201

1176 422 27
Avel B, 7 p— 3 pro C, & 4 4p-— pro D;
22201 149 22201 149

quz fingula indigitabunt lucrum vel damnum, prout pars
affirmata prazpollet negat, vel contra. Simili ratione ha-
bebuntur etiam fortes quas acquirunt in quolibet ftatu inquem
ludum prefequendo pervenire pofiunt.

THEO-



( 141)
THEOREMA 3.

Pofitis qu prius, fi adfint fpectatores 2, R, S, T, U, &c.
quorum numerus fit » unitate minor quam numerus collufo-
rum, quorumque prior @ affirmet ccrtamen finitum 1ri poft
# —+p ludos peractos, R poft #+4+p—1, Spolt# +p-—2,
T poftntp—~3, Upolt n+p—4, &c prxcife, non antea;
fintque ¢4, 7, 5, 2, #, &c. fortes iplorum &, R, S, I,?, &c. Di-

I 1 I 1
co foreq = — r + ;:+—§-t+ ;‘-u+&c.

Demonflratios

Vocetur 4 collufor ille, qui poft #-}- p ludos vincere fup-
poanitur: hic intrare débet in ludum poft p ludos peractos, &
tum ludet contra adverfarium, quijam vel unum vel duos,
veltres, &c. collufores fucceflive vicit, Jam cum, ut primus
cafus contingat, & ut collufor 4 omnes fuos collufores prxter
unum, id ¢ft, n — 1 collufores fucceffive vincat, xque proba-
bile fit quam ut adverfarius ejus vincat » — 1 co'lufores, id
¢ft, (quia jam unius colluforis vi®or fuit) ut certamen finiat
poft #p — 1 ludos peraos ; hujufque eventus probabilitas
fit=7: crit probabilitas ut collufor .4 unum adhuc colluforem

I
vincat, id eft, certamen finiat poft #4-p ludos=— ». Sic, ut fe-
2

cundus ; cafus exiftar,& ut4 omnes collufores preter duos vin-
cat,zque probabile eft quam ut certamen finiatur poft #-4-p —2
ludos, adeoque ut tunc 4 vincat adhuc duos collufores, id ¢ff,

I
ut certamen finiat poft » +p ludos, probabilitas erit = — .

4
Eodem modo ut, tertio cafu exiftente, 4 vincat omnes collufo-
I

res, probabilitas eft — g

X
?; utquarto = v ¢re. Quare ut
Y indiffe-
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indifferenter certamen finiatur poft # 4p ludos, probabilitas eft

1 I 1
—_r s it—}-——-a-}—é‘c. =q.  E.D.
2 4 8 16

Corollarium 1.

Facile hinc invenitur quenam fic probabilitas ut certamen
finiatur intra datum quemvis ludorum numerum. Series enim

I
fraCtionum incipientium a fractione v Quarum denomina-

tores crefcant in continua proportione dupla, numerator au-
tem cujufque fra@ionis fit fumma numeratorum tot fraGionum
immediate praecedentium quot funt unitates in #—1, dabit
omnes {ucceffive probabilicates, ut certamen finiatur peractis
precifen, n 41, n+ 2, n+ 3 &c. ludis: & per confequens
{i addantur tot termini hujus feriei quot funt unitates in p4-1,
{umma.ipforum exprimet probabilitatem utcertamen finiacur

ad minimum ludis » + p peradis. £x.gr. Si fint collufores 4,
r I 2 3 §

— —— S——

adeoque » =3, habebitur hxc feries —, 816" 32" 64 128

4

8 1 20
i’ .z'_t_ &c. Equa ﬁﬁat alia _I_.’ ..3_.’.._’ _2’13_’ ._9__.4-' .___I_,
256 512 4° 8716 32 64 128 256

¢¢. cujus termini fint {ummz terminorum praecedentis feriei,
denotabunt iidem termini qualis fit probabilitas ut certamen

finiatur ad minimum 3, 4, 5, 6, ¢&c. ludis.

Corollarium 2.

Poteft terminus quicunque prioris feriei (excepto primo ter-
mino,) ut & {umma omuium terminorum, #deff, terminug
quicunque pofterioris feriei, per formulam generalem expri.
mi hoc modo. Si # - 1 fit numerus colluforum, & p fit nu.

merus terminorum, erit ultimus terminus prioris feriej
X

—

2'll
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I P—n+Y P—2Bxp-m2B4a3 _
2" I X2* Ix2x2in
_P=3nxp—3ntIxp_3nts
I x2X3x2 —+
_‘_P'-—~4”xl’*4”+l"P-4"+2><P-;4”+7 —&c. Et
I %X 2yx3x%x4X2"™
{fumma omnium terminorum five ultimus terminus pofterioris
ptHx _pTaxp-—n43 p-znxp—zn+1xp_zn+5
I %" X 2% ' Ix2X3%2”
— — I e —
p—=32xp —3tIXp—3ataxp—3a+7, o0

Ix2%3 %xgx2¥

feriei —

—

Tabula I,
Intrat  Exit. N°. x
Sors Sots|| 2 ==
ol & I ’J c":]
BRI _1I r
21 % ||3] ¢ —zx+:’
31 % {4 ™ I I '
4l ¢ e=—#F—x4 —y
4 4 2
I I
f= bt o u ety
8 8 4 2
N° 2.
4 2 I I I X
z=‘-+‘—+—+—-+---";></1+-—*1
2 4 2 z"

I 4
— — — Sa— --Oc—.yé em—
’ 2“‘4 St Xk

BRI ; T RREREETE A

2

| ¢ ) ¢ I
— —_— __+_..=_xé —X¥
TR T i No. ;.
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Ne.3.

§ 4
— — e
b= 2"1 g 2 +z"—;

xe+;—;;xf+. -

| I I
_?-‘-,:-zxd-}-;:':aXl-’-;-;:: xf+-- -

I
= I x ek _‘xf+.-.

zn-—; 2»

m.‘:—}:- xf+- - -
274

N° 4. N°. 6: N, 8.
I X I
g—my=—h——k = — x¢ = a— ¢
2 2 2"
1 I I
y-—x=-k-~-—1 = xd =2¢--2d
2 2 2!
9 I 1
Xt ==l —my = X e ::45{.._43
2‘ z zn-—z z
Noo 50 NOQ 7n Noo 9r
1 z=a 2"
b b= X . c=—ax
2! y—-—&' l+’2,"
1 x::?.d—‘ —2d-c¢ P Ad
b= ——xd = d=cx —
22 #=46—x—2y=4t—2d—e 1+ 2n
1 2n
—m = —xe !e::dx
2773 1-+2”

Corollayium 3.

Poteft quis priufquam ludus inchoetur in fe (ufcipere, ut fum-
mam 7 -1 de qua collufores contendunt, & mulctas omnes
pendat, fi fibi initio in manus datum fit 7 1 + 27— 1 xp.

Demontftrationem duorum precedentium corollariorum cu-

riofis indagandam relinquo.
X Tab.



