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Uber Matrizen aus nicht negativen Elementen.

Von G. Frosenius.

In meinen Arheiten Uber Matrizen aus positiven Elementen, Sitzungs-
berichte 1908 und 19og, die ich hier mit P. M. zitieren werde, habe
ich die Eigenschaften der positiven Matrizen entwickelt und durch
Grenzbetrachtungen mit den nétigen Modifikationen auf nicht negative
iibertragen. Die letzteren aber erfordern eine weit eingehendere Un-
tersuchung, worauf ich durch die in § 11 behandelte Aufgabe ge-
kommen bin.

Eine nicht negative Matrix A, die wunzerlegbar ist, hat fast alle
Eigenschaften mit den positiven Matrizen gemeinsam (§ 5). Nur
wenn 7 die groBte positive Wurzel oder Maximalwurzel ihrer charak-
teristischen Gleichung (s) = 0 ist, kann der absolute Betrag einer
andern Wurzel zwar nie > r, wohl aber — r sein. Jede der & Wur-
zeln 7,7, 7", ..., die absolut gleich r sind, ist einfach, und ihre Ver-

hiltnisse, 1, ;—, ’?— --- sind die & Wurzeln der Gleichung ¢* = 1.

Ist £ =1, so nenne ich die Matrix A primitiv, ist k>1, im-
primativ.  Jede Potenz einer primitiven Matrix ist wieder primitiv,
eine gewisse Potenz und jede folgende ist positiv.

Ist A imprimitiv, so besteht A" aus d unzerlegbaren 7Teilen, wo
d der gréBte gemeinsame Divisor von m und % ist, und zwar zerfillt
A" vollstindig. Die charakteristischen Funktionen der Teilmatrizen
unterscheiden sich nur durch Potenzen von s untereinander.

Die Matrix A" ist die niedrigste Potenz von A, deren unzerleg-
bare Teile alle primitiv sind. Die Anzahl dieser Teile ist dem Ex-
ponenten k& gleich. Ist

LP[.S‘) f— Sm'i"'ﬂlsm-l‘l- azsrrr—t!_i__ R
die charakteristische Funktion eines dieser % Teile, so ist
lp(S’ — sn_i_alsn-;t_J{_acSn-‘;k_F ST nmsn-mk — Sn-—m.’rLb‘Si‘)

die von .. Die Maximalwurzel 7* der Gleichung L (s) = 0 ist ab-
solut griBer als jede andere Wurzel.
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In § 11 dehne ich die Untersuchung auf zerlegbare Matrizen aus,
und in § 12 zeige ich, daf eine solche nur auf eine Art in unzer-
legbare Teile zerfillt werden kann. Dabei ergibt sich der merkwiir-
dige Determinantensatz:

1. Die Elemente einer Determinante nten Grades seien n* unabhéingige
Verdnderliche. Man setze einige derselben Null, doch so, daf3 die Deter-
minante nicht identisch verschwindet. Dann bleibt sie eine irreduzible Funk-
tion, auper wenn fiir einen Wert m <<n alle Elemente versclwinden, die
m Zeilen mit n—m Spalten gemeinsam haben.

§ 1.

Ist die Matrix nten Grades A >0, und ist ¢, (m=n) die Maxi-
malwurzel der Gleichung

—dy T8 - — Oy

Az} = et i

— Ay Tl _anim+s

soist g, <q.<---<gq,=r (P. M. §1). Ist A nicht negativ, so ergibt
sich auf demselben Wege durch eine Grenzbetrachtung, daf3
qléggé e Sy =
ist. Daraus folgt, falls A=0 und r die Maximalwurzel von A ist:
1. Wenn eine Hauptunterdeterminante P(s) von A(s) fiir s = r ver-
schwindet, so verschwinden auch alle Hauptunterdeterminanten von A(r),
die P(r) enthalten. Ist aber P(r)>0, so sind auch alle Hauptunterdeter-

minanten jeden Grades von P(r) positiv.
Ist A >0, so haben die = linearen Gleichungen

(l') anlml"}"""l'axnxn:rxx ("‘:1!2!“'“)

nur eine Losung, falls man von einem gemeinsamen Faktor absieht,
und diesen kann man so wihlen, daB die Werte der Unbekannten
alle positiv werden. Aber auch wenn A =0 ist, kann man diesen
Gleichungen immer durch Werte geniigen, die alle nicht negativ, und
nicht alle Null sind. Denn da ihre Determinante A(r) = 0 ist, so
ist eine dieser Gleichungen, etwa die «te, eine Folge der n —1 andern,
und kann daher weggelassen werden. Die iibrig bleibenden seien
(vgl. P. M. § 1)

—-(a,ggmr) L e _a.élf'r: = OzaTa,

@, g g — e — (G =T)T, = G,qZq.

Ist B(r) ihre Determinante und ¢ die Maximalwurzel der Glei-
chung B(s) = 0, so ist g<r. Ist ¢ =r, also B(r) =0, so setze
man z, = 0, Dann erhilt man n—1 homogene lineare Gleichungen

41*
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zwischen den n —1 Unbekannten x., ---x, von derselben Beschaffen-
heit wie die n Gleichungen (1.). Da ihre Anzahl nur n—1 ist, so
kann man annehmen, daB fiir sie die Behauptung bereits bewiesen ist.
Ist aber ¢ <7, so ist nicht nur die Determinante B(r)>0,
sondern es sind auch, wie eine Grenzbetrachtung zeigt, ihre Unter-
determinanten B,,(r)2=0. Setzt man dann z, — 1, so wird

B(r)zp :2 B (7). ay - B(r)z, :2 B,.(r)a...

Mithin ist 3=0,--- 2,20 und z_,> 0.

§ 2.

Eine Matrix oder Determinante des Grades P + ¢ nenne ich zer-
Jallend oder zerlegbar, wenn darin alle Elemente verschwinden, welche
P Zeilen mit den ¢ Spalten gemeinsam haben, deren Indizes den Indizes
der p Zeilen komplementir sind (sie zu 1,2, ... p + q erginzen).
Unter den pg Elementen, deren Verschwinden die Zerlegbarkeit der
Matrix bedingt, kommt also kein Hauptelement a,, vor. Sei z. B.

P
4=y o
seien P und @ Matrizen der Grade p und g, V eine Matrix von
P Zeilen und ¢ Spalten, U eine Matrix von q Zeilen und p Spalten.
Dann zerfallt A in die komplementiren Teile P und Q, wenn U = 0
oder V= 0ist. Ist /' =— 0 und V — 0, so heiBt A vollstindig zerlegbar.

Dasselbe gilt, wenn A erst nach einer Umstellung der Zeilen
und der entsprechenden Umstellung der Spalten auf jene Form gebracht
werden kann. Eine solche kogrediente  Permutation der Zeilen und
Spalten, wobei die Hauptelemente nur unter sich vertauscht werden und
konjugierte Elemente konjugiert bleiben, ist im folgenden immer ge-
meint, wo von einer Umstellung der Reiken einer Matrix gesprochen wird.

Jeder der beiden Tvile oder Teilmatrizen kann weiter zerlegbar
sein. So zerfiillt die Matrix der Determinante

P o o
(1.) U Q V|=|P||Q||R]
W oo R

in die 3 Teile P, Q und R, die verschwindenden Matrizen konnen
in jedem der weiter zerlegharen Teile beliebig links oder rechts von

der Diagonale stehen. Durch Umstellung der Reihen kann man die
Matrix auf die Formen

SR T Q@ V U
W.oR 0 0 R W
iz g O o0 P
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bringen. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann man daher in
die Definition der Zerlegbarkeit die Bedingung aufnehmen, daB die
Elemente, deren Verschwinden das Zerfallen der Matrix bedingt, alle
rechts von der Diagonale stehen, oder alle links.

¥ 3.

Ist A, wie stets im folgenden, eine nicht negative Matrix, und
zerfillt die Determinante A(s) in die Teile P(s), Q(s), R(s), <, SO
mul einer dieser Faktoren, also eine Hauptunterdeterminante von A(s)
fir s = r verschwinden. Umgekehrt gilt der Satz:

Ill. Wenn eine Hauptunterdeterminante P von A(r) verschwindet, so
zerfalll A(r). Wenn auferdem keine Hauptunterdeterminante von P ver-
schwindet, so ist P einer der unzerlegbaren Teile von A(r).

Sei P = A,(r), seien P,, (x,A =1,2,...m) die Unterdetermi-
nanten (m—1)ten Grades von P, sei stets P,.>0. Ist P — 0, so ist
P,P,,=P,P,, also nicht P,, = 0, und mithin A= |

Daher kann man den m linearen (zleichungen

GiaYi1+ o T AuulYm = 1Y, (x=1,2,---m)

durch Werte geniigen, die alle positiv sind. Ist } eine Matrix von
nur einer Zeile y,,%,,---y,, so kann man diese Gleichungen in der
Gestalt P = 0 schreiben, wo jetzt P die Matrix der Determinante
A..(r) bezeichnet. Ebenso kann man die 2 (+leichungen

(I-) A&t » o + Qg — 1T, (ea=1,2,...n)
in der Gestalt AX = rX schreiben, falls X eine Matrix von nur einer
Spalte ist, worin die n nicht negativen GroBen x,,x,, ..., unter-
einander stehen. Wir teilen X in U und Z, wo U die Grofen Y e
Z die GréBen x,,,,---xz, enthilt. Ist

V it 3
e (.f];[ i\*).

$0 nehmen die Gleichungen (1.) die (estalt
PU+LZ = o,
MU+NZ = 0
an. Dann ist V(PU+ LZ) = 0, also weil Y P = 0 ist, Y(LZ) = 0,
und da ¥'>0 und LZ<0 ist, LZ = 0, mithin auch PU = 0.
Sind z,,,,---x, alle positiv, ist also Z>0, so ist L = 0, da
die Elemente von L alle negativ oder Null sind. (Das letztere gilt
auch von M, aber nicht von den Diagonalmatrizen P und N.)
Sind dagegen z,,,,---z, alle Null, ist also Z = 0, so sind
*iy -+ &, nicht alle Null und geniigen der Gleichung PI" = 0. Da
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diese aber nur eine Losung hat, so ist [">0 (weil die GroBen P,
alle >0 sind). Nun ist MU+ NZ =0, also da Z =0, U>0 ist,
M =0.

Ist aber L = 0 oder M = 0, so zerfillt A(r) in zwei Teile, von
denen der eine P ist.

Endlich seien von den Grofen x,,,, --- 2, einige Null, die andern
positiv. Dann besteht Z aus zwei Abteilungen V und W, von denen
V=0 und W>0 ist. Teilt man L, M, N entsprechend ein, so wird
nach passender Umstellung der Reihen

2 g R
rE-A4 = (P’ Q’ R’),
Ph’ Q'l R.“'
und die Gleichungen (1.) nehmen die Gestalt an
PU+Q V+R W = 0,
P U+Q" V4R W =y,
P'U4+Q"V4+ R"W = 0.
Wie oben gezeigt, zerfillt die erste in PU = 0 und QV+ RW = 0.
Da aber V=0 und W >0 ist, so ist R = 0.
Die zweite Gleichung lautet, da V = 0 ist, P’U+ R'W=0. Da

P =0, R=0 und UzZ0, W=>0 ist, so muB einzeln P'U = 0 und
R'W = 0 und mithin R’ — 0 sein.

Demnach ist R — 0 und R’ = 0, und folglich zerfillt A(r) in
| R”| und
e B P
1(’) o Pr (J!

Da die Matrix dieser Determinante P enthilt und in 7% - A ent-
halten ist, so ist 7 nach Satz I in § 1 die Maximalwurzel der Glei-
chung 7(s) = 0. 1In T(r) verschwindet die Hauptunterdeterminante
mten Grades P. Endlich ist der Grad von T/ r) kleiner als der von
A(r). Daher kénnen wir fiir T (r) den behaupteten Satz bereits als

erwiesen ansehen. Demnach zertillt 7(r) in Teile, deren einer P ist,
und folglich gilt dasselbe von A(r).

S 4.

Ist A unzerlegbar, so verschwindet keine der GroBen A (7).
und mithin ist » eine einfache Wurzel der charakteristischen Glei-
chung ¢(s) = 0. Wenn umgekehrt keine Hauptunterdeterminante
(7 —1)ten Grades von A(r) verschwindet, so ist A unzerlegbar. Da
A a(r)Asz.(r) = A, (r) A 4(r) ist, so ist auch A_sz(r)>0. (Ist
A..(r) = 0, aber A;;(r) > 0, so verschwindet A_:(s)A;_ (s) identisch.)
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Die adjungierte Matrix B von rE ~ A ist also positiv. Daraus
ergibt sich ein Satz, der dem Satze von Mascuke in der Gruppen-
theorie analog ist. Ist nimlich

_ olr)—ol(s)
o(r,s) = TRy
SO ist
(1.) B = ¢(r,4)
eine ganze Funktion von A, eine lineare Verbindung von A", A*', --- A"

Die Elemente von A" seien aly.

IV. In einer unzerlegbaren Malric kinnen bei keiner Wahl der In-

dizes die n Gréfien
agd, ald, ald,--- alyt
simtlich verschwinden (kann nicht identisch A z(s) = 0 sein).

Denn sonst wiire auch das Element 4., = 0, wihrend doch
bos = A,z(r) >0 ist. In einer zerlegharen Matrix kann man aber
2 und B so wihlen, daB < fiir jeden Wert von £ verschwindet
(daB also A_:(s) identisch verschwindet). Denn ist

s=(33)

e (5 2)

Jeder der unzerlegharen Teile P(s), Q(s), R(s),--- von A(s),
der fiir s = » Null wird, verschwindet nur von der ersten Ordnung.
Daraus folgt:

V. Damit die Maximahourzel r der Gleichung A(s) = 0 eine k fache
sei, ist motwendig und hinreichend, daf3 von den unzerlegbaren Teilen von
A(s) genau k fiir s = r verschwinden.

SO 1ist

Daraus schlieft man leicht:

VI. Ist die Maximalourzel v der Gleichung A(s) = 0 eine mekr-
Jache, so ist sie entweder gleich dem grofiten der Hauptelemente a.,, oder
in_ jeder Hauptunierdeterminante (n—1) ten Grades verschwindet fiir s = r
eine Hauptunterdeterminante (n — 2)ten Grades.

Ist insbesondere r — 0, so verschwinden die Hauptunterdeter-
minanten jeden Grades von A, und daher zerfillt A in n Teile ersten
Grades. Ist z. B. n = 4, so kann jede Matrix vierten Grades durch
Umstellung der Reihen auf die Form

0 0 6 0
(g, 0 (1] 0
@y, G 0 0
a;, G ay (O
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gebracht werden, wenn alle zyklischen Produkte

=R Q.pdp, — 0, Ao QB Aya = 0, AQap Az, 305, — 0

sind.

S 5

Ist ¢ die Maximalwurzel der Gleichung 4,,.(5) = 0, so ist g <r.
Ist also s >r, so ist aueh s > ¢ und mithin ist A,..(s)>0. Hat p
dieselbe Bedeutung wie in P. M. § 1, so gilt der Satz:

VII. Wenn A_5(s) (a==PB) firr cinen Wert s> r (oder auch nur
$>p) Null ist, so verschwindet A, 4(s) identisch.

Denn sei s, > p ein solcher Wert. Da fiir alle benachbarten
Werte A_:(s) =0 ist, so verschwindet auch die Ableitung A’ ;(s) fiir
§ = §,. Nun ist aber

L _aa? ee —@,,
~ Oy —a,, +8 - —a,
= b4 v o
—.4¢5(S) -
— G,z _au;a LR g M

Daher ist A);(s) eine Summe von n— 2 Determinanten (n — 2) ten
Grades, A (s)+ --- 4+ A, (s), die zu den Hauptunterdeterminanten
A, (8),---A,(s) in derselben Beziehung stehen wie A a(s) zu A(s).
Hat p, fir A, (s) dieselbe Bedeutung wie p fiir A(s), so ist PP
[st also s > p, so ist auch s > p.. Folglich ist A_(s) 20, und mit-
hin versechwindet fiir s — 5, jede der Determinanten A, (8),---A,(s),
und zwar jede nebst ihrer Ableitung. So erkennt man, daB alle
Ableitungen von A,:(s) fir s =g, verschwinden, und mithin ver-
schwindet diese Funktion identisch.
Nun ist aber

A(s) C(s) = Aua(s) Aga(s)— Aus(s) Apa(s).

Ist also identisch A.:(8) = 0, oder ist auch nur A.z:(r) = 0, so ver-
schwindet eine der beiden GréBen A..(r) oder A;;(r), und mithin
ist A zerlegbar.

VIII. Ist A unzerlegbar, so sind die Underdeterminanten A, s(8) fir
Jeden Wert s = r positip,

Eine nicht negative unzerlegbare Matrix besitzt demnach die meisten
Eigenschaften einer positiven Matrix: Die Maximalwurzel » der Glei-
chung A(s) = 0 ist einfach, die Unterdeterminanten (n—1)ten Grades

und die Hauptunterdeterminanten Jeden Grades von A(s) sind positiv,
falls s=r ist.

Ist aber r’ irgendeine von r verschiedene Wurzel, so ist stets
r2fe |, aber nicht notwendig r > | r’ |. Eine unzerlegbare nicht nega-
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tive Matrix nenne ich primitiv, wenn ihre Maximalwurzel absolut grofer
ist als jede andre Wurzel, imprimitiv, wenn sie dem absoluten Betrage
einer andern Wurzel gleich ist.

§ 6.
IX. Von jeder primitiven Matriz ist eine Potens positiv.  Ist A? die
niedrigste, so sind es auch alle folgenden AP*', A?+*, ... Umgekehrt ist

eine Matrix primitiv, wenn eine ihrer Polenzen posiliv ist.

Ist A? positiv, so ist A unzerlegbar. Sonst wiire auch Jjede Po-
tenz von A zerlegbar und enthielte verschwindende Elemente. Ferner
ist stets 7* > |77 |, und mithin r>|7'|. Folglich ist A primitiv.
Diese Bemerkung hat schon Hr. Perron am SchluB seiner Arbeit ze-
macht.

Ist P irgendeine positive Matrix, und A eine unzerlegbare, so
ist auch PA = @ positiv. Denn wire q,, = 2 Pay @, : = 0, so wire
g =+ =a,; =0, also A zerlegbar. Daher ist auch QA — PA*
positiv usw.

Hat umgekehrt A eine einfache Wurzel », die absolut groBer ist

als jede andere Wurzel r', so ist (P. M. § 3)

(k= co).

Ist A unzerlegbar, so ist nach Satz VIII der Grenzwert positiv, mithin
muB auch, falls % eine gewisse Grenze iiberschreitet, fiir Jje zwei In-
dizes al*) > 0, also A*> 0 sein.

Da hier aber Grenzbetrachtungen benutzt sind, so werde ich von
diesem Ergebnis nicht eher Gebrauch machen, bis ich es auch alge-
braisch bewiesen habe.

X. In einer imprimiticen Matrix sind die Hauptelemente simtlich Null.

Jedes Element a'f) von A* ist eine Summe von Produkten nicht
negativer GroBen, also positiv, sobald eins dieser Produkte positiv
ist. Ist a,, > 0, so ist auch «!¥ > 0, weil es das Glied a;, enthilt.
Nach Satz IV gibt es eine Zahl k < n, wofiir al) > 0ist. In A*** = A4
ist dann auch a{i*") > 0, weil es das Glied a'*) a,, enthalt. Ist aly> o,
SO ist es auch a{}" in A'*' = A A’ Spitestens fir & = | = n—1
sind demnach die 2z2—1 GroBen

o), ol (f =12, m
“~sdmtlich von Null verschieden. Folglich ist in A*' = A*A’ jedes Ele-

mens ¢, > 0, weil es das Glied a/?al?) enthilt. Ist aber 4*> 0,
so ist A primitiy.
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Ist umgekehrt A imprimitiv, so missen daher a, ,a,,.: -«,,
simtlich verschwinden, oder es muf}, was dasselbe ist, ihre Summe

(1.) GutGut @y =T+ + -+ = 0
sein, falls
(2.) @(8) = (s=7) (=) -+ (s=7ums)
gesetzt wird. In jeder Potenz einer imprimitiven Matrix gibt es dem-
nach verschwindende Elemente. Dies ist selbstverstindlich, wenn die
Matrix A" zerlegbar ist. Ist sie aber unzerlegbar, so ist sie imprimi-
tiv, weil ‘r""| = r™ ist, und dann verschwinden alle Hauptelemente.
XI1. Jede Potenz einer primitiven Matrix ist primitiv. Sind umgekehrt
A, A*- .- A" unzerlegbar, so ist A primitiv.
Da die Matrix (1.) § 4 positiv ist, so ist es auch die Matrix B A,
die eine lineare Verbindung von A, A*--- A" ist. Daher konnen die

n GroBen
(z) (n)
i@y,  ~ @y

nicht alle verschwinden. Ist ¢{’> 0 und ist A imprimitiv, so ist
A" zerlegbar. Denn wire A" unzerlegbar, so wire diese Matrix im-
primitiv, und es wiire a!l' — 0.

Sind also umgekehrt A, A% ... A" unzerleghar, so muB A pri-
mitiv sein.

Der Beweis der ersten Hiilfte des Satzes XI sowie der des Sat-
zes IX, woraus jene sofort folgt, beruht auf den folgenden Uberle-
gungen.

g
37
Ist A unzerlegbar, so sind die Grofen A_.(r) alle positiv. Daher
haben die » linearen Gleichungen

(l') ”r.!]'rl+"‘+“anmu = rx¥, (‘:‘=1}2!"'n.}5

falls man von einem gemeinsamen Faktor absieht, nur eine Losung,
und darin kénnen x,,--- 2, alle positiv angenommen werden. Das-
selbe gilt von den Gleichungen

(2.) @Y+ o+l = ry: (B=1,2, -un},
Betrachten wir die # GréBen y,, - -y, als eine Matrix ¥ von nur einer
Zeile. Ebenso sei X die Matrix, worin z,, --- 2, in einer Spalte unter-
einander stehen. Dann ist X >0 und ¥ >0, und die Gleichungen
(1.) und (2.) lauten

(3.) AX = rX , YA = rY.

Sei umgekehrt Z eine Matrix, worin in einer Spalte n Groflen z,.--- 2,

stehen, die alle nicht negativ. und nicht alle Null sind. Bestehen
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dann n Gleichungen AZ = sZ, so muB zuniichst ¢(s) = 0 sein. Fer-
ner ist
YA4Z — (YA)Z = ¥z = Y(AZ) — } 0%

Die Matrix }F'Z ist vom ersten Grade und bestehit aus der GriBe
Y2, + ---+y,2,>0. Mithin ist s — r. Die linearen Gleichungen
AX = sX oder VA = s} konnen also nur dann eine Losung haben.
deren Elemente alle nicht negativ und nicht alle Null sind. wenn s —
ist, und dann sind die Unbekannten alle positiv.

Nun sei A unzerlegbar, aber A" zerleghar. Nach passender Um-
stellung der Reihen von A konnen wir also

i 0 0 0
Ra R 0 0
Ah =" B iR D

RII RIQ Rr‘m Hn

setzen, wo die Teilmatrizen R, , R,,. - - - unzerlegbar sind, und R_. — 0
ist, falls 2 > a ist.
Bestimmt man X und ¥, wie oben, so ist auch
AKX — mX, YA™ — Y,

Sei m, der Grad von R,,, sei X, das System der ersten m, der
GroBen x,,---x,, X, das der folgenden =, usw. Dann ist

4) S RaXi=aX 3=

Wwo 5 = r" ist. Die ersten dieser Gleichungen lauten
(5) R, Xy = s X,
und
2 YaRnl — L gy N Yanlxl — -9Y1X11

also weil das erste Glied dieser Summe ¥V, (R, X,) — s} X, ist,
Vol X X B P e X =11,

und da jedes Glied = 0 ist, }, R, X, = 0. Besteht die Matrix R2,, aus

den GrdBen ¢,,, so besteht ¥, R,, X, aus der einen GriBe 2 Yk

Da z, und y, positiv sind, so ist ¢, = 0, also

R;:I = i} R,n == R“ ———g { ="
Demnach lauten die zweiten der Gleichungen (4.)
(6) Ry Xy = s X,
und

2 Y.R.,, = Vi, }: R X = 5K,
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Da R,, = 0 ist, so ist das erste Glied dieser Summe Y Rk, = 3. X,

und mithin ist
Raz =105 Rw = 0, R.-'.a — 01"‘1

allgemein R . = 0, falls « > £ ist. Daher zerfillt

i 0 0
ANy B Ry, 0
i) 0 {4

vollstindig.

XIL.  Zerfillt eine Potenz einer unzerlegbaren Matrix, so ist sie voll-
stindig zerlegbar.

Ferner zeigen die Gleichungen (5.) und (6.), daB jeder der un-
zerlegbaren Teile R,, die Wurzel »” hat.

Da r eine einfache Wurzel von A ist, so ist dies nur moglich,
wenn A eine von r verschiedene Wurzel »’ besitzt, deren mte Potenz
r'" = r" ist. Folglich ist || = r und A imprimitiv.,

Wenn also A primitiv ist, so ist jede Potenz von A unzerlegbar, und
demnach, weil stets '™ < p» ist, primitiv. Ferner gibt es, wie schon
oben gezeigt. eine Potenz A", worin a’’ >0 ist. Da auBerdem A~
unzerlegbar ist, so ist nach den Uberlegungen im Beweise des Satzes X
eine Potenz von A" positiv. Damit sind die Sitze IX und XI voll-
stindig bewiesen. Aus der obigen Entwicklung ergibt sich noch das
Resultat:

XL Ist A eine zerfallende Matriv, und haben sowohl die Glei-
chungen AX — rX als auch die Gleichungen YA = rY eine positive
Lisung, so zerfillt A vollstindig, und jeder unzerlegbare Teil von A hat
die. Mazximahourzel r, "

§ 8.
Wenn A unzerlegbar ist, so ist nach Satz III die Maximalwurzel

der Gleichung A__(s) = 0 g <r. Ist ¢’ irgendeine andre Wurzel dieser
Gleichung, so ist l¢'|Sq<r. Sei A imprimitiv und seien

(1.) Vo Pl BIH ess

alle Wurzeln von A, deren absoluter Betrag gleich r ist. Da |r'|>gq
ist, so ist A__ (') von Null verschieden, und da

:1,3('7") .»i};u(r'} — A“Q(T’)A;;,&(T’)
ist, so ist es auch 4_.(r'). Mithin haben die n linearen Gleichungen
AZ = v'Z

nur eine Lésung, und deren Elemente 2y,+--2z, sind alle von Null
verschieden. Dann ist aber auch
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A"Z — r'nZ.
also
RIIZI = ?"mZu R, Z, = ?"mZh =5

Folglich hat jeder der unzerlegbaren Teile R,, die Wurzeln
(2.) P o N e s

Sind diese nicht alle gleich ", so ist Jeder Teil R,, imprimitiv, und
mithin zerfiillt eine Potenz von A™ in eine groBere Anzahl von Teilen
wie A", Da die Anzahl der Teile nicht > n sein kann, so muB es
eine Potenz A" geben, die in lauter primitive Teile zerfillt. Dann

ist 7" = 7" =7"" = ..., und folglich sind
r i
(3.) e W

Waurzeln der Gleichung " = 1.

In jedem unzerlegbaren Teile R,, von A” ist »" die groBte posi-
tive Wurzel, also einfach. Die Anzahl dieser Teile ist demnach gleich
der Anzahl der GréBen (2.), die gleich 7™ sind. Wihlt man m so,
daB die Einheitswurzeln (3.) alle der Gleichung g™ =1 geniigen, so
sind die GréBen (2.) alle gleich »", R,, hat keine von r™ verschiedene
Waurzel vom absoluten Betrage r™ und ist daher primitiv.

Der kleinste Exponent %, wofiir A* in lauter primitive Teile R,,
zerfillt, ist folglich gleich dem Kkleinsten Exponenten %, wofiir die
GroBen (3.) alle der Gleichung p* = 1 geniigen. Ist dann m nicht
durch % teilbar, so geniigen die GroBen (3.) nicht alle der Gleichung
" =1, sind die GroBen (2.) nicht alle gleich r", ist jeder Teil R,,
von A" imprimitiv, sind die Hauptelemente von R,, alle Null.

Ist also m nicht durch % teilbar, so verschwindet die Summe
der Hauptelemente von A”

Sp ="+l + oo g, = 0.
Mithin ist auch ¢, — 0, wenn
Pls) = s"+¢ 8" 4 oh e,

ist. Dies folgt aus den Newrosschen Formeln
8 m + c‘l Sm—l '+' b iy + cm-l S + me, — 0 .

Denn wenn es fiir ¢y €,_, schon bewiesen ist, so ist in jedem der
™ ersten Glieder e, s, entweder ¢, = 0 oder s, = 0, weil x -+ — m
ist, also x und 2 nicht heide durch  teilbar sind. Folglich ist auch
€m = 0. Demnach ist

(4-.) @ (8) — sn_,]_a[sn—.&_{_aasn—ik_-{_ AT g
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/

Ist also p irgendeine Wurzel der Gleichung ¢* = 1, so ist » = or
eine Wurzel der Gleichung ¢(s) = 0. Ferner ist

q:'("r") — p"“c{l’(‘r) A
und mithin ist 7’, ebenso wie r, eine einfache Wurzel. Daher stimmen

die GroBen (3.) mit den % verschiedenen Wurzeln der Gleichung p* — 1

iiberein, und ihre Anzahl ist gleich £.
XIV. Die charakteristische Funktion einer unzerlegharen Matric A sei

@(s) = s"+a's""+a"s""+ ...,

wo n>n'>n">- - ist, und a’, a’, - - - von Null verschieden sind. Der
grifite gemeinsame Divisor der Differenzen n—n', n'—n", --- sei k. Ist
dann k — 1, so ist A primitiv. Ist aber k> 1, so st A imprimitiv, A*
ist die niedrigste Potenz von A, die in lauter primitive Teile (vollstindig)
zerfilll, und die Anzahl dieser Teile ist ebenfalls gleich k. Setzt man

P(8) ="+ a8+ @28 ¥4 -i. + a8 P(8) = ™+ @18 4 B E™ 2 oo F Gy

s0 hat die Gleichung L (s) — 0 eine positive Wurzel, die einfach ist und
absolut grifer als jede andere ihrer Wurzeln.

Der letzte Teil dieses Satzes zeigt am deutlichsten die geringe
Modifikation, womit sich die Eigenschaften der positiven Matrizen auf
imprimitive iibertragen, wihrend sie fiir primitive ganz unverindert
giiltig bleiben.

Die Zahl n—n' = A ist die kleinste Zahl, wofiir

die Hauptelemente von A"
oder

die zyklischen Produkte a,.a; a_,---«., von & Faktoren

fod-

oder
die Hauptunterdeterminanten Aten Grades von A

nicht simtlich versehwinden.

Fiir irgendeine nicht negative Matrix ist jede dieser drei Bedin-
gungen damit fquivalent, daB ¢, der erste nicht verschwindende Ko-
effizient in g(s) = s"+¢, 8" "+, "+ --- ist.

Ist nun A unzerlegbar, so ist A primitiv oder imprimitiv, je
nachdem A" unzerlegbar oder zerlegbar ist.

Um diese Untersuchungen an einem Beispiel zu erliutern, sei
¢ (§) = 8"—a, wo a nicht Null ist. Dannist s, = 0, 3, =10,-8. ;=10
aber s, von Null verschieden. Nun ist

5 = E Bocy F9 = Ef Qaz303., 83 — E' Qo Oz Qogy *= 0 s

Mithin ist jedes zyklische Produkt von weniger als n Faktoren

Aoy dyg o> A3, — 0,
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aber nicht jedes von n Faktoren. Durch Umstellung der Reihen kann
man bewirken, da@3

(4) Bralozligy - Ay_y q @,y >0

ist. Da a, >0 ist, so ist a,, = 0, da a,,a,, > 0 ist, so ist a,, =
A8 G, gy By Gy @y >0 A8, S0 st @, ..., — 0. So erkennt man,
daB alle Elemente von A verschwinden, mit Ausnahme der 7 Elemente
des Produkts (4.). Fir n = 4 ist also

0 a3 0 0
0 O vdes,, 10
. A = 2
(5 ) 0 0 0 as

ag 0 0 0

Ist A irgendeine nicht negative Matrix, und ist wie oben ¢, der
erste nicht verschwindende Koeffizient von ¢ (s), so kann jede Haupt-
unterdeterminante Zten Grades von A, die von Null verschieden ist,
durch Umstellung ihrer Reihen auf die Gestalt (5.) gebracht werden.

§ 9.

Jeder der % unzerlegbaren Teile R,, von A* ist primitiv. Mithin
ist R;, positiv, sobald / eine gewisse Grenze iibersteigt. In einer
Potenz von A% etwa in A*” = P sind folelich die Teile Re =P,
alle positiv,

Man teile die Matrix A" = M entsprechend in Submatrizen

.’1[1[ J[]‘.' LA i _].l..]‘-
1‘[ - .11,[31 ;11_33 - T b .'-‘i-_),{-

JIIJ{-I ‘1[-"3 - ‘;‘I‘.‘.

Ist m, der Grad von R,,, so ist z. B. M,, die Matrix der Elemente
aus den Zeilen 1,2, ---m, und den Spalten m, + 1, .- m, +m, von

M. Ist nun m nicht durch % teilbar, so ist es auch m + kp nicht.
Folglich verschwinden alle Hauptelemente der Matrix M P, also auch

7011 ‘MauPc.ux' ISt‘ 'M = U! Pr:rz: V’, SO ist zuulle:t)9uul U).x:“s
A

e e

und weil », > 0 int G =00 h W=D

Ist daher
Lu le i Lli’
Al Lay Lg --- Ly

L,“ Li;'g RIS ka_
S0 ist zuniichst L__ = 0.
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Ist #> 2, so sind in der Matrix M = APA die Submatrizen
-‘-ﬂ'fuu —= 2 La_JEPE,JB LEa — 0,

[C

mithln iStLuSPS;ELSa = 0, Oder WenI man Laﬁ = Ur, PB,@. — V: L.L‘._',a == W
setzt, UVW = 0,

E Uy Ve Wy = 0, Uy VorWry = 0, Uy, Wy == 0,
-rE-2

also entweder U = 0 oder W — 0. Daher ist entweder L,; oder
LE“ == 0.
Ist £ > 3, so sind in der Matrix M — APAPA die Submatrizen

M.. = L.sPspLs, Py Ly, = 0,
By
also (L.;P;zL; )P, L, =0, demnach entweder Ly = oder
L.sPzz L, = 0, mithin entweder L, = 0 oder Lo =0,
Sind allgemein «,8,v,9d, ---% m < k verschiedene Indizes, so
verschwindet eine der Submatrizen

LaE! LBM L-—y&“! b L-E"'c: .

Dies gilt aber nicht fiir jeden Zyklus von & Matrizen. Sonst ist
A* =10, @(s) =s", r =0, und A zerfillt in n Teile. Denn jede der
hier betrachteten Submatrizen von A* ist eine Summe von Produkten
von k Faktoren

bn Lo Ernbe b

Da jeder Index einen der Werte 1,2,..-% hat, so miissen von den
den k& + 1 Indizes «, 3, - -- 4, v mindestens zwei einander gleich sein.
Ist z.B. 8 = u, so verschwindet eine der Matrizen des Zyklus

L;tha Lv&s LaMLl-‘S(: L“)’

und folglich auch das Produkt.

Durch Umstellung der Reihen kann man bewirken, daB keine
der Matrizen

lea L231 L:u'« Sy L&'—I.h LA-.:

verschwindet. Dann erkennt man wie am SchluB des § 8, daB alle
andern Submatrizen L.; = 0 sind. Demnach ist z. B. fir k¥ — 4

0 Eis 0 0

0 O wlaz 0O

0 0 AR AL K
L 0 0 0

ar==

und daraus folgt
(1.) I L:..».+1La.+1.1+2 o gy p dog, v doyg o Ly 1,5



Frosentus: Uber Matrizen aus nicht negativen Elementen. 471

§ 10.

Sind P und Q zwei Matrizen nten Grades, und ist | P| nicht
Null, so ist
P-1(PQ)P = QP
und mithin :
(1.) |sE—PQ| = |sE-QP)|.

Sind die Elemente von P unabhingige Variable, so gilt diese Glei-
chung fiir alle Werte der Veriinderlichen, fiir die | P| von Null ver-
schieden ist, und daher gilt sie identisch. (Die beiden Determinanten
(1.) brauchen aber nicht in den Elementarteilern tibereinzustimmen.)

Ist P eine Matrix von m Zeilen und n Spalten, Q eine Matrix
von 7 Zeilen und m Spalten, so hat PQ den Grad m, QP den Grad n.
Seien ¢(s) und U(s) ihre charakteristischen Funktionen. Ist etwa
m < n, so fige man zu den m Zeilen von P noch n-m Zeilen von
je n verschwindenden Elementen und zu den m Spalten von @ noch
n—m solche Spalten. Gehen so P und Q in P, und Q, iiber, so ist
Q. P, = QP, withrend P, Q, aus PQ durch Hinzufigung von n —m Zei-
len und Spalten verschwindender Elemente entsteht. Daher ist

Y(s) = |sE-QP| = |sE-Q\P)| = |sE-P,Q,| = s"~mq(s).
Setzt man
Ly s Lytiusa s+ Loy = Py Ly agr Dngrosgs = Liciw = Q,

S0 ist
Rn;t:PQ! R)J.=QP‘

Ist ¢, (s) die charakteristische Funktion von R,,, und ist m, die kleinste
der Zahlen m,, m,, --- m,, so ist

pi(s) = §"*-"=g (s),
oder wenn man m, — m und @,.(8) = L(s) setzt,
@1 (8) = gmr-m Y(s), (s—r*) (.g_.fw:‘) (s_ri_l_) = H Pa(8) =s"~mk Y (8)k.
Von den n Wurzeln 7, r,, --- r,_, der Gleichung ¢(s) = 0 verschwin-
den also mindestens n — mk. Ist
?(s) = sn +8,8"F L g st g ... £ gt — s"""‘(s*—r*)(s*-—rf) (s*——r:_l),

S0 ist die Funktion, deren Wurzeln die Aten Potenzen der Wurzeln

von g(s) sind,

s“""k(s—r")“(s—-r’l‘)" (s—r:_l)*.
Folglich ist

U(s) = (s=r4) (a—rt) oon (5 =18 _))
oder

Sitzungsberichte 1912. 42
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(2. (8) = 8%+ @rom1 4 B38"2 4 . 4,
und allgemein ist
(3-) !P>.(3) — Sma_[_alsmh—l_i_azsml—E_l_ e +amsm1—m.
§ 11,

Aus den Eigenschaften der unzerlegbaren Matrizen lassen sich
analoge Eigenschaften der zerlegbaren herleiten. So gilt der Satz:

XV. Ist r die Maximalwurzel einer nicht negativen Matriz, so sind
die Wurzeln von A, die absolul gleich r sind, die simtlichen Wurzeln einer
Gleichung der Form

(% =74) (s1=#1) (3= =) .- = 0.

Geniigt also der charakteristischen Gleichung ¢(s) = 0 eine GroBe
pr, die der Maximalwurzel, r absolut gleich ist, so ist ¢ eine Einheits-
wurzel; der Gleichung ¢(s) = 0 geniigt dann auch das Produkt aus
r und jeder Potenz von .

Ankniipfend an den Anfang des § 7 will ich jetzt auch fiir eine
zerlegbare Matrix A untersuchen, unter welchen Bedingungen die 7
linearen Gleichungen AX — sX eine Lésung haben, worin «,, --- x,
alle =0, aber nicht alle = 0 sind. Ich schreibe diese Gleichungen
in der Form

L, X, —l Ky
Ly X, +LyuX, ——gt
(I-) Lft] Xj +L32X2+L33 JY:g e 3:(3’

Lml"“:l'i_Lm!!-Xz'f'Lms-*Ys'i' +Lm.X,,, — b

Sei r, die Maximalwurzel der unzerlegbaren Matrix L_,. Ist dann s
keiner der GréBen r,,7,,--- 7, gleich, so ist nach der ersten Glei-
chung X, = 0, dann nach der zweiten X, = 0, usw.

Ferner ist bei einer nicht negativen Losung X immer entweder
X, =0 oder X, >0, d. h. von den Unbekannten, die das Teilsystem
X, bilden, kénnen nicht einige — 0, andere > 0 sein. Denn ist s> 7,
SO ist

(s E,.— L) ="P
eine positive Matrix und
(2) X, = (sEc—L.)"' (Lo X, + --- e Doy Kepan ) 2 P

wo Z=0 ist. X_ besteht also aus den GroSen D P.:2z. Da stets

P.; >0 ist, so ist X, >0, auBer wenn Z = 0 ist. Dann ist X, — 0.
Ist aber s=r_, so sei ¥V, eine positive Losung der Gleichung
},u Lnu — r-Yx'
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Dann ist

(3-) Y (L Xi4 oo + Lypey X1 +(ro—8) X,) = 0,
also da ¥, >0 ist und jeder Summand =0 ist,

(4.) Ligy Xy == 0, = hg i Xy =105 (ra—8).X. = 0,
mithin

(5.) X, = 0, wenn s<7r,

ist. Ist aber s = r,, so folgt aus (4.) und der xten Gleichung (1.)
L., X,=r,X,, und daher ist entweder X, = 0 oder 7. o) 1

Sollen nun die Gleichungen (1.) eine nicht negative Lésung haben,
so muB} eine der Wurzeln r,, r,, - -- 7, gleich s sein. Sind es mehrere,
so bezeichne ich im folgenden stets mit ~, die, deren Index » am
groBten ist. Wenn dann

(6) Yo' > Fagrs T >Paigy, 020 ST

ist, so haben die Gleichungen (1.) eine nicht negative Losung. (Ist
A = m, so fallen die Bedingungen (6.) weg.) Denn man setze X, — 0,

- X,_, = 0 und wihle fir X, die positive Losung der Gleichung
L,, X, = r,X,. Dann ergibt sich aus der (r+ 1)ten Gleichung (1.),
weil s>, ist, nach (2.) eine ganz bestimmte Matrix X, ,, die
>0 oder = 0 ist, aus der (A + 2)ten X,,, usw.

Es ist moglich, daB die Gleichungen (1.) auch bei anderer An-
ordnung der Gleichungen und der Unbekannten X,, X,, -- - X, dieselbe
Gestalt haben, falls nimlich einige der Matrizen L_; (¢ > ) Null sind.
Dann geniigt es, wenn die Bedingungen (6.) fiir irgendeine der mog-
lichen Anordnungen erfiillt sind.

Wenn sie aber fiir keine erfiillt sind, so haben die Gleichungen
AX = sX, wie ich jetzt zeigen will, keine Losung der betrachteten
Art. Denn von den Matrizen X, X,, - -- X, mu mindestens eine ver-
schwinden. Sonst folgt aus der ersten (leichung (1.) « = r, und aus

(5) s=r,,---s2r,, und demnach sind die Bedingungen (6.) (spite-
stens fiir A — m) erfiillt.
Ist nun zuniichst X, = 0, so lauten die Gleichungen (1.)
L X, = sX,,

(7) Ly Xy + L3 X = 8§ X3,

Ist A =1, so ist keine der GroBen r,,r,,---r, gleich s, und
folglich ist X, — 0, X, = 0, --- X, = 0. Ist aber A > 1, so sind bei
keiner der moglichen Anordnungen der Gleichungen (7.) die Bedin-
gungen (6.) erfiillt. Da ihre Matrix nur aus m —1 Teilen besteht, so
konnen wir fiir diese Gleichungen die behauptete Umkehrung schon

12°
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als bewiesen voraussetzen, und schlieBen,dal X, =X, =--- = X_ =0
sein mulb.
Wire aber X, > 0,--- X, , >0 und zuerst X, = 0, so wire

Lnlxl + LQEX‘A + Latdd) + L“'“_IX"__[ — 'Jq
also, da kein Summand negativ, ist
L“l"xl = 0, L"3X2 = 0y e-- 'Ln.u—T\Xl—l = 0,

und mithin
-Lul - O! in — 0! bk Lu.n—l - D‘

Folglich kann man durch zyklische Vertauschung der ersten » Glei-
chungen und Unbekannten die xte Gleichung

L..X, = 8X,

an die erste Stelle bringen, ohne daB die Gleichungen ihre Form
indern. Bei dieser Anordnung ist dann X, das erste Teilsystem von
X, und X, = 0, und folglich verschwinden auch, wie oben gezeigt,
alle andern Teilsysteme.

Ist s die groBte der Wurzeln »,,r,,---r,, so sind die Bedin-
gungen (6.) immer erfiillt. DaB dann die Gleichungen (1.) eine nicht
negative Losung haben, ist schon im § 1 gezeigt worden.

§ 12.

DaB eine Zerlegung einer Matrix A in unzerlegbare Teile nur
in einer Weise méglich ist, kann man auf folgende Art einsehen.
Jeder Teil von A ist durch die Hauptelemente (nicht ihre Werte,
sondern ihre Indizes), die er enthiilt, vollstindig bestimmt. Seien in
zwei Zerlegungen @ und R zwei unzerlegbare Teile von A, die ein
Hauptelement gemeinsam haben. Es moge B ein unmittelbarer Teil
von A heillen, wenn alle Elemente von A verschwinden, welche die
Zeilen (oder Spalten) von B um die komplementiiren Spalten (oder
Zeilen) enthalten. (Ein solcher ist z. B. in der Matrix (r1.) § 2 P und
Q, aber nicht R.) Der zu B komplementiire Teil ist dann auch ein
unmittelbarer.

Sei B ein solcher Teil, der Q enthiilt, C einer, der R enthiilt,
dann kénnen wir annehmen, daB die Zeilen (und Spalten) von B und
C zusammen alle n Zeilen sind. Denn sonst sind B und C als un-
mittelbare Teile in einer Matrix enthalten, deren Grad kleiner als »
ist, und fiir die wir es schon als erwiesen ansehen kénnen, daB die
unzerlegbaren Teile () und R gleich sind, wenn sie ein Diagonal-
element gemeinsam haben.

Es sind nun zwei (eigentlich vier) Fille zu unterscheiden :
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Erstens
di By G e A By g 5,
A=A, Bz C,, _Aa Ba‘ _-As Ca'
4, B, G

A, enthilt alle Hauptelemente, die B und C gemeinsam haben. B ist
ein unmittelbarer Teil von A, weil die Elemente von A, und B, ver-
schwinden, welche die Spalten von B mit den komplementiiren Zeilen
gemeinsam haben, (' ist es, weil die Elemente von A, und C, ver-
schwinden, welche die Spalten von C mit den komplementiiren Zeilen
gemeinsam haben. Weil 4, — 0 ist, ist 4, ein Teil von B; weil
A, = 0 ist, ist 4, ein Teil von C. Fir die Matrizen B und C ist
die Behauptung schon erwiesen. @ und R haben ein Hauptelement
gemeinsam, also auch B und C. Dies kommt demnach in A, vor.
Folglich ist @ ein Teil von A,, ebenso R, und mithin ist Q = R.

Zweitens
A, 0 C, B — A, 0 S 41 (--'1.
."l — A.B Bg 0 . ;."13 .B:: U Ca
B g N6

Hier verschwinden die Elemente von ., und B,, welche die Spalten
von B mit den komplementiren Zeilen gemeinsam haben und die Ele-
mente von B, und B,, welche die Zeilen von C mit den komplemen-
tiren Spalten gemeinsam haben. Der Beweis ist derselbe.

Ein anderer Beweis desselben Satzes ist mehr algebraischer Natur.
Die Zerlegbarkeit einer Matrix beruht darauf, daB gewisse Elemente
aulerhalb der Diagonale verschwinden, bleibt also ungeiindert, wenn
die nicht verschwindenden Elemente und alle Hauptelemente durch
unabhiingige Variable x_. ersetzt werden. Dadurch gelie die Deter-
minante | A | in X iiber, eine ganze Funktion der unabhiingigen Va-
riabeln, die nicht verschwindet, weil sie das Glied @, @, ---x,, ent-
hilt. LiBt sich X — P in zwei Faktoren zerlegen, die ganze Funk-
tionen des Variabeln sind, so nenne ich X reduzibel.

XIL. Ist die nicht negative Matriz A unzerleghar, so ist die ganze
Funktion X irreduzibel.

In X — PQ kommt die Variable x_, wirklich vor, und X ist
eine lineare Funktion von x_,. Daher kann x,. nur in einem der
beiden Faktoren P oder  vorkommen. Es mégen z,,,---x,, in P,
T st mpr = &, in Q vorkommen. In bezug auf diejenigen der GroBen
Loy y &pgy+--x,,, die nicht Null sind, ist X eine homogene lineare
Funktion. Daher kommen sie alle in demselben Faktor vor, der durch
x,. bestimmt ist, in P, wenn «=m, in @, wenn « > m ist. Das-
selbe gilt von «,,,x,.,--,;. Ich nenne die Indizes «, @ ungleich-
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artig, wenn einer =m, der andere > m ist, aber gleichartig, wenn
beide = m oder beide > m sind. Sind « und 2 ungleichartig, so kommt
demnach z,; weder in P noch in @ vor, also auch nicht in X — PQ.
Daraus folgt beildufig, daB 0 < m < n ist.

Daher ist x .x;, — 0. Denn sind g, 0,7, -- die #—2 iibrigen
Indizes, so wiirde, wenn x_; und ;. beide nicht Null sind, in X das
Glied «,;x; . x, «__x__--- vorkommen. Allgemeiner ist, wenn «, f3,

v, -+ % nicht alle gleichartig sind, das zyklische Produkt @, a; @ ;- --
o =Y,

Ein solches Produkt bleibt bei zyklischer Vertauschung der Indizes
ungeiindert. Unter der gemachten Voraussetzung miissen von den In-
dizes «, 2,7y, --$ zwei aufeinanderfolgende ungleichartig sein. Sind
die Indizes nicht alle verschieden, und ist « — 3, so ist das Produkt
gleich x, (v; z,---25;), ist & =y, gleich (v, x;.) (%, - v35,).
In diesem Falle wire nur die analoge Behauptung fiir ein zyklisches
Produkt von weniger Faktoren zu beweisen, deren Indizes alle ver-
schieden und nicht alle gleichartig sind. Wir kénnen daher annehmen,
dal alle Indizes verschieden sind, und daB « und 2 ungleichartig sind.

Seien dann «, 5,---%,;:, 7, 7, --- die n verschiedenen Indizes.
Wiiren «_, X3, --- &, alle von Null verschieden, so wiirde X das
Glied & ;25 -+ w5 @, x, x_ - enthalten, also die Variable «_, deren
Indizes ungleichartig sind.

Sind « und S ungleichartig, so ist Zo; 8.2, =0, also auch

a‘“32 z:,%,. = 0 oder x, ;. a%), = 0, allgemeiner x__x, B =",

also auch (3 2. 2.0) (3 £300,,2..) = 0, oder aLat) = 0, ber-
haupt

(k) ) — 0

ce .z - & k)

&
daher sind entweder die GroBen

Tz, B, 20 L. gl

ICE ] [P PCS | e

simtlich Null oder die GréBen

: La . =
L7 gt ‘1.3:1! "1’,{;;3 -Tfa"a”

Legt man den Variabeln positive Werte bei, so folgt daraus nach SatzIV,
daB A, also auch X zerlegbar ist.

Wenn nun A in die unzerlegbaren Matrizen A, A,, 4,, --- zer-
fillt, so zerfillt X entsprechend in die Determinanten P. S (Y. PRI
und diese sind irreduzibel, und jede von ihnen kann dureh die in
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ihr vorkommenden Hauptelemente charakterisiert werden. Da diese
irreduzibeln Faktoren durch X vollstindig bestimmt sind, so kann auch
die Matrix A nur auf eine Art in unzerlegbare Teile zerfillt werden.

In einer Determinante kann man durch beliebige (auch nicht kogre-
diente) Umstellung der Zeilen und Spalten die Elemente jedes Gliedes
in die Diagonale bringen. Folglich ergibt sich aus den obigen Er-
orterungen der Satz L.




