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Lineare Algebra und analytische Geometrie II
Vorlesung 33

Das Kreuzprodukt

A

axb
a

Eine Besonderheit im R? ist das sogenannte Kreuzprodukt, das zu zwei gege-
benen Vektoren einen dazu senkrechten Vektor berechnet.

DEFINITION 33.1. Zu einem Koérper K ist auf dem K3 durch

X1 n ToY3 — T3Y2
TXY = X2 X Y2 | = | —T1ys + 23y1
x3 Ys T1Y2 — T2

eine Verkniipfung erklart, die das Kreuzprodukt heifit.

Statt Kreuzprodukt sagt man auch Vektorprodukt. Als Merkregel kann man

€1 T1 W
Xy =det | es T2 Yo
€3 T3 Y3
verwenden, wobei eq, eg, e3 die Standardvektoren sind und formal nach der
ersten Spalte zu entwickeln ist. So wie es dasteht, ist das Kreuzprodukt unter
Bezug auf die Standardbasis definiert.

5 3
BEISPIEL 33.2. Das Kreuzprodukt der beiden Vektoren | 8 |, | 4] € R?
—2 1
5 3 8- 1-4-(—2) 16
8 x |4] = -5-1—-2-3 = | —11
—2 1 5-4—8-3 —4
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LEMMA 33.3. Das Kreuzprodukt auf dem K3 erfiillt die folgenden Eigenschaf-
ten (dabei sind x,y,z € K3 und a,b € K ).

(1) Es ist
rxy = —(y xx).
(2) Es ist
(ax +by) X z = a(x x z) + by X 2)
und
z % (ax +by) = a(z x x) + b(z X y).
(3) Es ist
rxy =0
genau dann, wenn x und y linear abhdngig sind.
(4) Es ist
rXx (yxz)+yx(zxz)+zx(xxy) =0.
(5) Es ist
(x xy,z) = det(z,y,2),
wobei hier mit (—, —) die formale Auswertung' im Sinne des Stan-
dardskalarproduktes gemeint ist.
(6) Es ist

<$,$Xy> =0= <y,l‘><y>,
wobei hier mit (—, —) die formale Auswertung im Sinne des Stan-
dardskalarproduktes gemeint ist.

Beweis. (1) ist klar von der Definition her.

(2). Es ist
X1 Y1 21 azy + by, Z1
alxe | +b| 1y X |2z = larxa+bys | X | 20
T3 Y3 z3 axs + bys 23

(axe + byz)z3 — (axs + byz) 2o
= | —(ax1 + by1)z3 + (axs + bys) 2
(axq1 + byr)ze — (aza + by2) 2

axgz3 — QX322 by223 — byszo
= | —ari1z3 +axszz; | + | —byiz3 + by 23
ar12y — a2 by1 22 — bya21
Toz3z — L322 Yaz3 — Y322
= Qa —X123 + T321 —+ b —Y1%3 + Y123
T122 — T2z Y122 — Y221

= a(x x z) + by x 2).
Die zweite Gleichung folgt daraus und aus (1).

IDiese Formulierung ist gewéhlt, da es ein Skalarprodukt im Sinne der Definition nur
iiber R und C gibt. Die Formel, die im reellen Fall das Standardskalarprodukt festlegt,
gibt es aber {iber jedem Korper.
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(3). Wenn z und y linear abhéingig sind, so kann man x = cy (oder umge-
kehrt) schreiben. Dann ist

CY1 hn CY2Ys — CY2Y3
cyo | X |y2 | = | —cyryz +cysyr | = 0.
CYs Ys CY1Y2 — CY21

Wenn umgekehrt das Kreuzprodukt 0 ist, so sind alle Eintrége des Vektors

T2Y3 — T3Y2
—x1ys + x3y1 | gleich 0. Sei beispielsweise y; # 0. Wenn x; = 0, so folgt

T1Y2 — T2l

direkt
o — T3 = 0
und x wére der Nullvektor. Sei also x; # 0. Dann ist yp = %@ und
Y3 = g—ixg und somit ist
n

y = —ux.
X1
(4). Siehe Aufgabe 33.6.
(5). Es ist
TalY3 — T3Y2 21
(rxy,2) = —T1ys +T3y1 |, | %2
T1Y2 — T2 z3

= Z21T2Y3 — Z1T3Y2 — Z22T1Y3 + 22T3Y1 + 23T1Y2 — Z3T2Y1,
was mit der Determinante wegen der Regel von Sarrus iibereinstimmt.

(6) folgt aus (5). d

Der uns in (5) begegnende Ausdruck (z x y, z), also die Determinante der
drei Vektoren, wenn man diese als Spaltenvektoren auffasst, heifit auch Spat-
produkt.

LEMMA 33.4. Es sei uy, us, us eine Orthonormalbasis des R® mit?
det (uy, us, uz) = 1.
Dann kann man das Kreuzprodukt x x y mit den Koordinaten von x und y

zu dieser Basis (und den Formeln aus Definition 33.1) ausrechnen.

Beweis. Es sei

T = Cc1U1 + CoUg + C3us3
und

Yy = d1’lL1 + d2U2 + d3U3.

Eine solche Basis nennt man auch eine die Standardorientierung repréisentierende
Orthonormalbasis. Orientierungen werden wir spéter besprechen.
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Nach Satz 33.3 (2) ist
T XYy = (clul + Coug + CgUg) X (d1u1 + d2u2 + ngg) = Z Cidj (ul X ’LL]') .
1<i,j<3
Nach Satz 33.3 (3) ist
U; X Uy = 0
und nach Satz 33.3 (1) ist
Uy X Uj = —U; X Uy

Nach Satz 33.3 (6) steht u; X up senkrecht auf w; und us, daher ist

UL X Uy = )\Ug
mit einem A € R, da diese Orthogonalitdtsbedingung eine Gerade definiert.
Wegen Satz 33.3 (5) und der Voraussetzung ergibt sich

A = (Auz,uz) = (ug X ug,u3) = det (ug, us, uz) = 1,

also ist

U1 X Uy = U3.

Ebenso ergibt sich, unter Verwendung von Lemma 17.2 (3), u; X ug = —us
und us X uz = uy. Somit ist insgesamt

rTXy = Z cidj (w; X uj)

1<4,5<3
= D (ed; — i) (us X uy)
i<j
= (a1dy — cadi)ug — (c1d3 — csdy)ug + (cads — cada)uy

und dies ist die Behauptung. O

Isometrien

DEFINITION 33.5. Es seien V, W Vektorrdume iiber K mit Skalarprodukten
und
p: V—W
eine lineare Abbildung. Dann heif3t ¢ eine Isometrie, wenn fiir alle v,w € V
gilt:
(p(v), p(w)) = (v,w).
Eine Isometrie ist stets injektiv. Bei K = C spricht man auch von unitdren

Abbildungen. In Abgrenzung zu affinen Isometrien, die wir spater behandeln
werden, spricht man auch von linearen Isometrien.

LEMMA 33.6. Es seien V und W Vektorrdume diber K und ¢: V. — W eine
lineare Abbildung. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(1) ¢ ist eine Isometrie.
(2) Fir alle u,v € V ist d(¢(u), o(v)) = d(u,v).



(3) Fir allev eV ist ||p(v)]||=]|v]| .
(4) Fir allev eV mit ||v]|= 1 ist auch ||o(v)|| = 1.

Beweis. Die Richtungen (1) = (2), (2) = (3) und (3) = (4) sind Ein-
schrankungen. (4) = (3). Fiir den Nullvektor ist die Aussage (3) klar, sei
also v # 0. Dann besitzt ﬁ die Norm 1 und wegen

p(v) = 90(”“” ||Z||) =lvl gO(HZH)

o) [[=1lv]] -
(3) = (1) folgt aus Lemma 31.10. O

ist

Eine Isomorphie ist also einfach eine abstandserhaltende (lineare) Abbildung.
Die Menge der Vektoren mit Norm 1 in einem euklidischen Vektorraum nennt
man auch die Sphére. Eine Isometrie lasst sich also dadurch charakterisieren,
dass unter ihr die Sphére in die Sphéare abgebildet wird.

LEMMA 33.7. Seien V und W euklidische Vektorrdume und sei
o: V—W
eine lineare Abbildung. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.

(1) @ ist eine Isometrie.
(2) Fiir jede Orthonormalbasis u;,i = 1,...,n, von V ist p(u;),i =

1,...,n, Teil einer Orthonormalbasis von W.
(3) Es gibt eine Orthonormalbasis u;,i = 1,...,n, von V derart, dass
o(uy), i =1,...,n, Teil einer Orthonormalbasis von W ist.
Beweis. Siehe Aufgabe 33.15. U

SATZ 33.8. Zu jedem euklidischen Vektorraum V gibt es eine bijektive Iso-
metrie

p: R" — V|

wobei R™ mit dem Standardskalarprodukt versehen sei.

Beweis. Es sei uq, ..., u, eine Orthonormalbasis von V' und sei
p: R" —V
die durch
ple:) = u;

festgelegte lineare Abbildung. Nach Lemma 33.7 (3) ist dies eine Isometrie.
O



Isometrien auf einem euklidischen Vektorraum

Wir besprechen nun Isometrien von einem euklidischen Vektorraum in sich
selbst. Diese sind stets bijektiv. Beziiglich einer jeden Orthonormalbasis von
V' werden sie folgendermaflen beschrieben.

LEMMA 33.9. Es sei V' ein euklidischer Vektorraum und uy, . .., u, eine Or-
thonormalbasis von V. Es sei
p:V—V

eine lineare Abbildung und M die beschreibende Matriz zu ¢ beziiglich der
gegebenen Basis. Dann ist ¢ genau dann eine Isometrie, wenn

M"M = E,

18t.

Beweis. Sei zunédchst ¢ eine Isometrie. Dann ist v; = ¢(u;) eine Ortho-
normalbasis nach Lemma 33.7, und deren Koordinaten beziiglich u; bilden
die Spalten der beschreibenden Matrix M. Daher ist unter Verwendung von
Aufgabe 33.13

vfrvj = <Ui,1)j> = 51]

Als Matrixgleichung bedeutet dies

1 0 - -+ 0
o 1 0 0
MYM = | - . -
o -~ 0 1 0
0 «-- --- 0 1
Das Argument riickwérts gelesen ergibt die Umkehrung. |

Die Menge der Isometrien auf einem euklidischen Vektorraum bildet eine
Gruppe, und zwar eine Untergruppe der Gruppe aller bijektiven linearen
Abbildungen. Wir erinnern kurz an die allgemeine und die spezielle lineare
Gruppe.

Zu einem Korper K und n € N, nennt man die Menge aller invertierbaren
n x n-Matrizen die allgemeine lineare Gruppe iiber K. Sie wird mit GL,,(K)
bezeichnet.

Zu einem Korper K und n € N, nennt man die Menge aller invertierbaren
n X n-Matrizen mit
det M =1

die spezielle lineare Gruppe iiber K. Sie wird mit SL, (K') bezeichnet.

DEFINITION 33.10. Es sei K ein Korper und £, die Einheitsmatrix der Lange
n. Eine Matrix M € GL,(K) mit

M"M = E,
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heifit orthogonale Matriz. Die Menge aller orthogonalen Matrizen heifit or-
thogonale Gruppe, sie wird mit

On(K) = {M € GL,(K)| M"M = E,}
bezeichnet.
DEFINITION 33.11. Eine Matrix M € GL,(C) mit
M'M = E,

heifit unitire Matriz. Die Menge aller unitdren Matrizen heif3t unitire Grup-
pe, sie wird mit

U, = {M € QL.(C) | M™M = En}

bezeichnet.

Eigenwerte bei Isometrien

SATZ 33.12. Sei V' ein endlichdimensionaler K- Vektorraum und sei
p: V—V

eine lineare Isometrie. Dann besitzt jeder Eigenwert von ¢ den Betrag 1. Bei

K = R sind nur die Eigenwerte 1 und —1 mdglich.

Beweis. Es sei p(v) = Av mit v # 0, d.h. v ist ein Eigenvektor zum Eigen-

wert A € K. Wegen der Isometrieeigenschaft gilt

ol =Ile@) I =[Av[[= [Al- [[v]] .

Wegen || v || # 0 folgt daraus [A\| = 1. Im Reellen bedeutet dies A = +1.

O

Im Allgemeinen muss eine Isometrie keine Eigenwerte besitzen, bei ungerader
Dimension allerdings schon, siehe dazu die néchste Vorlesung.

LEMMA 33.13. Die Determinante einer linearen Isometrie
p:V—V

auf einem euklidischen Vektorraum V' ist 1 oder —1.

Beweis. Nach Lemma 33.9 ist

0O 1 0 0
MtrM: : . :
o --- 0 1 0

Somit folgt die Aussage aus dem Determinantenmultiplikationssatz und aus
Satz 17.5. O



Eigentliche Isometrien

DEFINITION 33.14. Eine Isometrie auf einem euklidischen Vektorraum heif3t
eigentlich, wenn ihre Determinante gleich 1 ist.

Bei nichteigentlichen Isometrien, also solchen mit Determinante —1, spricht
man von uneigentlichen Isometrien.

DEFINITION 33.15. Es sei K ein Korper und n € N,. Eine orthogonale

n X n-Matrix mit
det M =1

heifit spezielle orthogonale Matrixz. Die Menge aller speziellen orthogonalen
Matrizen heifit spezielle orthogonale Gruppe, sie wird mit SO,,(K') bezeichnet.

DEFINITION 33.16. Eine unitire n x n-Matrix M € GL,(C) mit
det M =1

heifit spezielle unitire Matriz. Die Menge aller speziellen unitédren Matrizen
heilit spezielle unitdire Gruppe, sie wird mit SU,, bezeichnet.
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