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Lineare Algebra und analytische Geometrie I

Arbeitsblatt 23

Die Pausenaufgabe

AUFGABE 23.1. Berechne das charakteristische Polynom zur Matrix

25 3
7T 4 2
3 75

Ubungsaufgaben

AUFGABE 23.2.%

Bestimme das charakteristische Polynom und die Eigenwerte der linearen

Abbildung

p: R3 — R3,
die beziiglich der Standardbasis durch die Matrix
-2 —4 2
A=10 2 3
0 6 1

beschrieben wird.

AUFGABE 23.3. Berechne das charakteristische Polynom, die Eigenwerte und
die Eigenrdume zur Matrix

5 7

3 4

AUFGABE 23.4. Es sei K ein Korper und sei M eine n x n-Matrix iiber K.
Zeige, dass fiir jedes A € K die Beziehung

Xxu(A) = det (AE, — M)

iiber C.

gilt.!

IDie Hauptschwierigkeit bei dieser Aufgabe ist vermutlich zu erkennen, dass man hier
wirklich was zeigen muss.
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AUFGABE 23.5. Es sei K ein Korper und sei M eine n x n-Matrix iiber K.
Wie findet man die Determinante von M im charakteristischen Polynom y,,
wieder?

AUFGABE 23.6.*

Bestimme das charakteristische Polynom, die Eigenwerte und die Eigenrdume
der Matrix L
NEE
-3 -1
iiber C.

AUFGABE 23.7.%

Bestimme die Eigenwerte und die Eigenrdume der durch die Matrix

2 0 5
M=10 -1 0
8§ 0 5

gegebenen linearen Abbildung
0: R? — R® v +— M.

AUFGABE 23.8.%*
Wir betrachten die lineare Abbildung

p: C*— C3,
die beziiglich der Standardbasis durch die Matrix
2 1 -2+
A=10 ¢ 142
00 —1+2

beschrieben wird.
a) Bestimme das charakteristische Polynom und die Eigenwerte von A.
b) Berechne zu jedem Eigenwert einen Eigenvektor.

c) Stelle die Matrix fiir ¢ beziiglich einer Basis aus Eigenvektoren auf.
AUFGABE 23.9. Sei

6 6
A= 0 2 0] e Matgxg(R) .
3 5

Berechne:

(1) die Eigenwerte von A;
(2) die zugehorigen Eigenrdume;
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(3) die geometrische und algebraische Vielfachheit der einzelnen Eigen-
werte;

(4) eine Matrix C' € Matzy3(R) derart, dass C~' AC' eine Diagonalma-
trix ist.

AUFGABE 23.10. Sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und ¢ €
End(V). Zeige, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:

(1) Die lineare Abbildung ¢ ist ein Isomorphismus.
(2) 0 ist kein Eigenwert von ¢.
(3) Der konstante Term des charakteristischen Polynoms x,, ist # 0.

AUFGABE 23.11. Es sei K ein Korper,a € K und m,n € N, mit 1 < m < n.
Man gebe Beispiele fiir n x n-Matrizen M derart, dass a ein Eigenwert zu M
ist mit der algebraischen Vielfachheit n und der geometrischen Vielfachheit
m.

AUFGABE 23.12. Es sei K der Korper mit zwei Elementen und betrachte

dariiber die Matrix
10
- (1),

Zeige, dass das charakteristische Polynom xj,; nicht das Nullpolynom ist,
dass aber

xm(A) =0
fiir alle A € K ist.
AUFGABE 23.13.*
Es sei

p: V—V

ein Endomorphismus auf einem endlichdimensionalen K-Vektorraum V und
sei a € K ein Eigenwert zu . Zeige, dass a auch ein Eigenwert der dualen
Abbildung

oV — Vv
ist.
AUFGABE 23.14.*

Was ist falsch an der folgenden Argumentation:

»Zu zwei quadratischen n x n-Matrizen M, N gilt fiir die charakteristischen
Polynome die Beziehung

XMoN = XMXN-
Nach Definition ist namlich
Xmon = det (XE, — MoN) = det (XE, — M)det(XE, — N) = xm-Xn,

wobei die mittlere Gleichung auf dem Determinantenmultiplikationssatz be-
ruht®.
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AUFGABE 23.15.*
Es sei M eine n X n-Matrix, mit dem charakteristischen Polynom
xv = X"+ 1 X" o X" 2 o X4 X + .

Bestimme das charakteristische Polynom der mit s € K gestreckten Matrix
sM.

AUFCABE 23.16.*

Es sei K ein Korper, V' ein K-Vektorraum und
p: V—V
eine lineare Abbildung. Zeige, dass die durch
U={veV| esgibt ein n € N mit ¢o"(v) =0}

definierte Teilmenge von V ein ¢-invarianter Unterraum ist.

AUFGABE 23.17. Es sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und U C
V ein Untervektorraum. Zeige, dass

R(U) = {¢ € End (V)| U ist ein ¢ — invarianter Untervektorraum}

mit der natiirlichen Addition und Multiplikation von Endomorphismen ein
Ring und ein Untervektorraum von End (V') ist. Bestimme die Dimension
dieses Raumes.

Aufgaben zum Abgeben

AUFGABE 23.18. (2 Punkte)

Berechne das charakteristische Polynom zur Matrix

-3 8 9
4 7 1
2 -4 5

AUFGABE 23.19. (3 Punkte)

Berechne das charakteristische Polynom, die Eigenwerte und die Eigenrdume

zur Matrix
2 7
5 4

iiber C.



AUFGABE 23.20. (4 Punkte)

Sei
-5 0 7
A= 6 2 —6] € Matgxg(R) .
—4 0 6
Berechne:

(1) die Eigenwerte von A;

(2) die zugehorigen Eigenraume;

(3) die geometrische und algebraische Vielfachheit der einzelnen Eigen-
werte;

(4) eine Matrix C' € Matzy3(R) derart, dass C~'AC' eine Diagonalma-
trix ist.

AUFGABE 23.21. (4 Punkte)

Bestimme fiir jedes A € QQ die algebraischen und geometrischen Vielfachhei-
ten fiir die Matrix

AUFGABE 23.22. (4 Punkte)

Zeige, dass das charakteristische Polynom der sogenannten Begleitmatriz

0 1 0 0
0 0 1 0
M = : DT :
0 0 ... 0 1
—ay —Q; ... —Gp_o —Gp_1
gleich
v = X"+ an X"+ a X Fag
ist.

AUFGABE 23.23. (4 Punkte)

Es sei
0: R® — R?
eine lineare Abbildung. Zeige, dass ¢ mindestens einen Eigenvektor besitzt.



