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1. VORLESUNG - MENGEN

Wenn der Wind der
Verédnderung weht, bauen die
einen Mauern und die
anderen Windmiihlen

Chinesische Weisheit

1.1. Mengen.

Die Mathematik im wissenschaftlichen Sinne wird in der Sprache der Mengen
formuliert.

David Hilbert (1862-1943) nannte sie

Georg Cantor (1845-1918) ist der ein Paradies, aus dem die
Schopfer der Mengentheorie. Mathematiker nie mehr vertrieben

werden diirfen.

Eine Menge ist eine Ansammlung von wohlunterschiedenen Objekten, die
die Elemente der Menge heiflen. Mit , wohlunterschieden“ meint man, dass
es klar ist, welche Objekte als gleich und welche als verschieden angesehen
werden. Die Zugehdrigkeit eines Elementes x zu einer Menge M wird durch

reM
ausgedriickt, die Nichtzugehorigkeit durch
x & M.
Fiir jedes Element(symbol) gilt stets genau eine dieser zwei Moglichkeiten.

Fiir Mengen gilt das Eztensionalitdtsprinzip, d.h. eine Menge ist durch die
in ihr enthaltenen Elemente eindeutig bestimmt, dariiber hinaus bietet sie
keine Information. Insbesondere stimmen zwei Mengen {iberein, wenn beide
die gleichen Elemente enthalten.
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Die Menge, die kein Element besitzt, heifit leere Menge und wird mit
0

bezeichnet.

Eine Menge N heifit Teilmenge einer Menge M, wenn jedes Element aus N
auch zu M gehort. Man schreibt dafiir

NCM

(manche schreiben dafiir N C M). Man sagt dafiir auch, dass eine Inklusion
N C M vorliegt. Im Nachweis, dass N C M ist, muss man zeigen, dass fiir
ein beliebiges Element € N ebenfalls die Bezichung x € M gilt.! Dabei
darf man lediglich die Eigenschaft x € N verwenden.

Aufgrund des Extensionalitédtsprinzips hat man das folgende wichtige Gleich-
heitsprinzip fiir Mengen, dass

M = N genau dann, wenn N C M und M C N

gilt. In der mathematischen Praxis bedeutet dies, dass man die Gleichheit von
zwei Mengen dadurch nachweist, dass man (in zwei voneinander unabhéngi-
gen Teilargumentationen) die beiden Inklusionen zeigt. Dies hat auch den
kognitiven Vorteil, dass das Denken eine Zielrichtung bekommt, dass klar die
Voraussetzung, die man verwenden darf, von der gewiinschten Schlussfolge-
rung, die man aufzeigen muss, getrennt wird. Hier wiederholt sich das Prin-
zip, dass die Aquivalenz von zwei Aussagen die wechselseitige Implikation
bedeutet, und durch den Beweis der beiden einzelnen Implikationen bewie-
sen wird.

1.2. Beschreibungsmdoglichkeiten fiir Mengen.

Es gibt mehrere Moglichkeiten, eine Menge anzugeben. Die einfachste ist, die
zu der Menge gehorenden Elemente aufzulisten, wobei es auf die Reihenfolge
der Elemente nicht ankommt. Bei endlichen Mengen ist dies unproblematisch,
bei unendlichen Mengen muss man ein ,Bildungsgesetz“ fiir die Elemente
angeben.

Die wichtigste Menge, die man zumeist als eine fortgesetzte Auflistung ein-
fithrt, ist die Menge der natiirlichen Zahlen

N=1{0,1,2,3,...}.

Hier wird eine bestimmte Zahlenmenge durch die Anfangsglieder von erlaub-
ten Zifferfolgen angedeutet. Wichtig ist, dass mit N nicht eine Menge von
bestimmten Ziffern gemeint ist, sondern die durch die Ziffern représentierten
Zahlwerte. Eine natiirliche Zahl hat viele Darstellungsarten, die Ziffernre-
priasentation im Zehnersystem ist nur eine davon, wenn auch eine besonders
iibersichtliche.

n der Sprache der Quantorenlogik kann man eine Inklusion verstehen als die Aussage
Ve(z € N = x € M).
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Mengenbeschreibung durch Eigenschaften

Es sei eine Menge M gegeben. In ihr gibt es gewisse Elemente, die gewis-
se Eigenschaften E (Pradikate) erfiillen kénnen oder aber nicht. Zu einer
Eigenschaft E gehort innerhalb von M die Teilmenge bestehend aus allen
Elementen aus M, die diese Eigenschaft erfiillen. Man beschreibt eine durch
eine Eigenschaft definierte Teilmenge meist als

{z € M| E(x)} = {x € M|z besitzt die Eigenschaft E} .

Dies geht natiirlich nur mit solchen Eigenschaften, fiir die die Aussage E(x)
eine wohldefinierte Bedeutung hat. Wenn man eine solche Teilmenge einfiihrt,
so gibt man ihr hiufig sofort einen Namen (in dem auf die Eigenschaft F
Bezug genommen werden kann, aber nicht muss). Z.B. kann man einfiihren

G = {x € N| z ist gerade} ,
U = {z € N|z ist ungerade} ,
Q = {z € N|z ist eine Quadratzahl} |

P = {z € N|z ist eine Primzahl} .

Fiir die Mengen in der Mathematik sind meist eine Vielzahl an mathemati-
schen Eigenschaften relevant und daher gibt es meist auch eine Vielzahl an
relevanten Teilmengen. Aber auch bei alltdglichen Mengen, wie etwa die Men-
ge K der Studierenden in einem Kurs, gibt es viele wichtige Eigenschaften,
die gewisse Teilmengen festlegen, wie etwa

O = {x € K|z kommt aus Osnabriick} ,

P = {x € K|z studiert im Nebenfach Physik} ,

D = {z € K|z hat im Dezember Geburtstag} .
Die Menge K ist dabei selbst durch eine Eigenschaft festgelegt, es ist ja

K = {z| x ist Studierender in diesem Kurs} .

Das folgende Beispiel einer Menge ist typisch fiir Mengen, die im Rahmen
dieses Kurses vorkommen.

Beispiel 1.1. Wir betrachten die Menge

xZ
E = y| €eR3|5z —y+32=0
z
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Es handelt sich also um diejenige Teilmenge des R3, die alle Punkte mit den

x
Koordinaten | v | enthilt, die die Bedingung
z
St —y+3z2 =0
x
erfiillen. Da diese Bedingung fiir jeden Punkt | y | eine klare Bedeutung be-
z
sitzt, also wahr oder falsch sein kann, handelt es sich um eine wohldefinierte
0 2
Teilmenge. Beispielsweise gehoren die Punkte [ 0 | und | —3 | dazu, der
13
0 3
2 x
Punkt [ 4 | dagegen nicht. Wenn man fiir einen Punkt | y | testen soll, ob
0 z

er zu F gehort, so iiberpriift man einfach die Bedingung. In dieser Hinsicht
ist also die gegebene Beschreibung von E sehr gut. Wenn man aber beispiels-
weise eine gute Ubersicht iiber E als Ganzes bekommen mdachte, so ist die
Beschreibung direkt nicht sehr aussagekriftig. Wir behaupten, dass E mit
der Menge

3 0
E'=¢r| 0 |+s|[3]|rseR
) 1

iibereinstimmt. In dieser zweiten Beschreibung wird die Menge als die Menge
aller Elemente beschrieben, die auf eine gewisse Art gebaut werden konnen,

3 0
namlich als Linearkombination von den zwel Punkten 0 und | 3 | mit
-5 1

beliebigen reellen Koeffizienten. Der Vorteil dieser Beschreibung ist, dass man
sofort einen Uberblick iiber alle Elemente hat und beispielsweise sieht, dass es
unendlich viele Elemente darin gibt. Dagegen ist es bei dieser Beschreibung
schwieriger zu entscheiden, ob ein gegebener Punkt dazu gehort oder nicht.

Zum Nachweise, dass die beiden Mengen iibereinstimmen, miissen wir £ C E’

T
und E' C E zeigen. Sei hierzu P = | y | € E. Dann ist
z
T " 3 y 0
) = 5 0 + = 3 )
2] 3\=5) 3\u
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wobei die Gleichheit in den ersten beiden Komponenten unmittelbar erfiillt
ist und die Gleichheit in der dritten Komponenten eine Umformung der Aus-
gangsgleichung

Sx—y+32 =20

ist. Mit » = £ und s = % sieht man, dass P € £’ liegt. Sei umgekehrt

x
P=|y| € E, dh. es gibt eine Darstellung
z
x 3 0 3r
P=1ly|l=r10]+s|3]| = 3s
z -5 1 —or + s

mit gewissen reellen Zahlen r;s € R. Um zu zeigen, dass dieser Punkt zu E
gehort, miissen wir zeigen, dass er die E definierende Bedingung erfiillt. Dies
ist wegen

b —y+3z = 5(3r)—3s+3(=br+s) =0
der Fall.

1.3. Mengenoperationen.

So, wie man Aussagen zu neuen Aussagen verkniipfen kann, gibt es Opera-
tionen, mit denen aus Mengen neue Mengen enstehen.

o Vereinigung
AUB :={z|x € Aoder x € B},

e Durchschnitt
ANB:={z|r € Aund z € B} ,

e Differenzmenge

A\ B :={z|r € Aund z € B} .

Diese Operationen ergeben nur dann einen Sinn, wenn die beteiligten Mengen
als Teilmengen in einer gemeinsamen Grundmenge gegeben sind. Dies sichert,
dass man iiber die gleichen Elemente spricht. Haufig wird diese Grundmenge
nicht explizit angegeben, dann muss man sie aus dem Kontext erschlieflen.
Ein Spezialfall der Differenzmenge bei einer gegebenen Grundmenge ist das
Komplement einer Teilmenge A C G, das durch

CA:=G\A = {reG|rgA}
definiert ist. Wenn zwei Mengen einen leeren Schnitt haben, also AN B =)
gilt, so nennen wir sie disjunkt.

Beispiel 1.2. Wir betrachten die beiden Mengen

Xz
E = y| €eR3|5z —y+32=0
z
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(aus Beispiel 1.1) und

xr
F = y| eR¥4ax+2y —72=0
z

und interessieren uns fiir den Durchschnitt

x
G:=FENF = y| eR*52 —y+32=0und 42 +2y — 72 =0
z

Ein Punkt liegt genau dann im Durchschnitt, wenn er simultan beide Bedin-
gungen, also beide Gleichungen (nennen wir sie I und I7), erfiillt. Gibt es
eine ,einfachere® Beschreibung dieser Durchschnittsmenge? Ein Punkt, der
die beiden Gleichungen erfiillt, erfiillt auch die Gleichung, die entsteht, wenn
man die beiden Gleichungen miteinander addiert oder die Gleichungen mit
reellen Zahlen multipliziert. Eine solche Linearkombination der Gleichungen
ist beispielsweise

Al — 511 = —14y 4+ 47z = 0.
Dabher ist

G = €R} 5z —y+32z=0und 4z +2y — 72 =0

ER* 52 —y+32z=0und — 14y +472 =0 p,

e R Ne R

da man aus der neuen zweiten Gleichung die alte zweite Gleichung zuriick-
konstruieren kann und daher die Bedingungen links und rechts insgesamt
dquivalent sind. Der Vorteil der zweiten Beschreibung ist, dass man die Va-
riable z in der neuen zweiten Gleichung eliminiert hat. Daher kann man nach
y auflésen und erhalt

AT
Yy = ﬁz
und fiir  muss dann
1 3 1 47 3 47 42 1
r = ZYy— -2 = <= - =z =

55T T 5T 5T 00 00 T 1
sein. Auch diese zwei aufgelosten Gleichungen sind zusammen &dquivalent zu
den beiden ersten und somit ist

Lz
G = gz |zeR
z

Diese Beschreibung liefert einen expliziteren Uberblick iiber die Menge G.
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1.4. Konstruktion von Mengen.

Die meisten Mengen in der Mathematik ergeben sich ausgehend von einigen
wenigen Mengen wie beispielsweise den endlichen Mengen und N durch be-
stimmte Konstruktionen von neuen Mengen aus schon bekannten oder schon
zuvor konstruierten Mengen.? Wir definieren:?

Definition 1.3. Es seien zwei Mengen L und M gegeben. Dann nennt man
die Menge
LxM={(z,y)|zeLl,yeM}

die Produktmenge* der beiden Mengen.

Die Elemente der Produktmenge nennt man Paare und schreibt (z,y). Dabei
kommt es wesentlich auf die Reihenfolge an. Die Produktmenge besteht also
aus allen Paarkombinationen, wo in der ersten Komponente ein Element der
ersten Menge und in der zweiten Komponente ein Element der zweiten Menge
steht. Zwei Paare sind genau dann gleich, wenn sie in beiden Komponenten
gleich sind.

Bei einer Produktmenge konnen natiirlich auch beide Mengen gleich sein.
Dann ist es verlockend, die Reihenfolge zu verwechseln, und also besonders
wichtig, darauf zu achten, dies nicht zu tun. Wenn es in der ersten Menge
n Elemente® und in der zweiten Menge k Elemente gibt, so gibt es in der
Produktmenge n - k Elemente. Wenn eine der beiden Mengen leer ist, so ist
auch die Produktmenge leer. Man kann auch fiir mehr als nur zwei Mengen
die Produktmenge bilden, worauf wir bald zuriickkommen werden.

Beispiel 1.4. Es sei V' die Menge aller Vornamen (sagen wir der Vornamen,
die in einer bestimmten Grundmenge an Personen wirklich vorkommen) und
N die Menge aller Nachnamen. Dann ist

V xN

2Darunter fallen auch der Schnitt und die Vereinigung, doch bleiben diese innerhalb
einer vorgegebenen Grundmenge, wihrend es hier um Konstruktionen geht, die dariiber
hinaus gehen.

3Definitionen werden in der Mathematik zumeist als solche deutlich herausgestellt und
bekommen eine Nummer, damit man auf sie einfach Bezug nehmen kann. Es wird eine
Situation beschrieben, bei der die verwendeten Begriffe schon zuvor definiert worden sein
mussten, und in dieser Situation wird einem neuen Konzept ein Name (eine Bezeichnung)
gegeben. Dieser Name wird kursiv gesetzt. Man beachte, dass das Konzept auch ohne den
neuen Namen formulierbar ist, der neue Name ist nur eine Abkiirzung fiir das Konzept.
Sehr héufig héingen die Begriffe von Eingaben ab, wie den beiden Mengen in dieser Defi-
nition. Bei der Namensgebung herrscht eine gewisse Willkiir, so dass die Bedeutung der
Bezeichnung im mathematischen Kontext sich allein aus der expliziten Definition, aber
nicht aus der alltdglichen Wortbedeutung erschlieflen lisst.

4Man spricht auch vom kartesischen Produkt der beiden Mengen.

®Dass es in einer Menge n Elemente gibt, bedeutet, dass man die Elemente der Menge
mit den natiirlichen Zahlen von 1 bis n durchnummerieren kann. Anders formuliert, dass
es eine bijektive Abbildung zwischen der Menge {1,...,n} und der gegebenen Menge gibt.
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die Menge aller Namen. Elemente davon sind in Paarschreibweise beispiels-
weise (Heinz, Miiller), (Petra, Miiller) und (Lucy, Sonnenschein). Aus einem
Namen lasst sich einfach der Vorname und der Nachname herauslesen, in-
dem man entweder auf die erste oder auf die zweite Komponente des Namens
schaut. Auch wenn alle Vornamen und Nachnamen fiir sich genommen vor-
kommen, so muss natiirlich nicht jeder daraus gebastelte mogliche Name
wirklich vorkommen. Bei der Produktmenge werden eben alle Kombinati-
onsmoglichkeiten aus den beiden beteiligten Mengen genommen.

Wenn zwei geometrische Punktmengen A und B gegeben sind, beispielsweise
als Teilmengen einer Ebene E, so kann man die Produktmenge A x B als
Teilmenge von F x E auffassen. Dadurch entsteht ein neues geometrisches
Gebilde, das man manchmal auch in einer kleineren Dimension realisieren
kann.

-

—

Ein Zylindermantel ist die Produktmenge aus einem Kreis und einer Strecke.

Beispiel 1.5. Es sei S ein Kreis, worunter wir die Kreislinie verstehen, und
I eine Strecke. Der Kreis ist eine Teilmenge einer Ebene E und die Strecke ist
eine Teilmenge einer Geraden G, so dass fiir die Produktmenge die Beziehung

SxICExG
gilt. Die Produktmenge E x G stellt man sich als einen dreidimensionalen

Raum vor, und darin ist die Produktmenge S x I ein Zylindermantel.

Eine andere wichtige Konstruktion, um aus einer Menge eine neue Menge zu
erhalten, ist die Potenzmenge.

Definition 1.6. Zu einer Menge M nennt man die Menge aller Teilmengen
von M die Potenzmenge von M. Sie wird mit

B (M)

bezeichnet.

Es ist also
B (M) ={T|T ist Teilmenge von M} .
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Wenn eine Menge n Elemente besitzt, so besitzt ihre Potenzmenge 2" Ele-
mente.

1.5. Tupel, Vektoren, Matrizen.

Wichtige Produktmengen sind beispielsweise R?> = R x R und R?* = R x
R x R. Bei den Elementen darin kommt es wesentlich auf die Reihenfolge
an. Generell schreibt man zu einer Menge M und einem n € N die n-fache
Produktmenge von M mit sich selbst als

M" = Mx---x M.
D —
n—mal

Die Elemente darin haben die Gestalt

(%1,372,--.,13”),

wobei alle x; aus M sind. Eine solche geordnete endliche Folge von n Ele-
menten nennt man auch ein n-Tupel iiber M. Bei n = 2 spricht man von
einem Paar, bei n = 3 von einem Tripel. Zu

r = (r1,%9,...,2y,)

nennt man z; die i-te Komponente oder den i-ten Eintrag des Tupel. Das
tiefgestellte ¢ heifit in diesem Zusammenhang der Indexr des Tupels und
{1,2,...,n} die Indexmenge des Tupels.

Generell gibt es auch zu komplizierteren Indexmengen I sogenannte I- Tupel.
Bei einem /-Tupel wird jedem ¢ € I ein mathematisches Objekt zugeordnet,
das Tupel wird als z;, © € I, geschrieben. Wenn sédmtliche x; aus einer ge-
meinsamen Menge M stammen, spricht man auch von einem /-Tupel aus M.
Bei I = N spricht man von Folgen in M.

Eine endliche Indexmenge kann man stets durch eine Menge der Form {1, ...,
n} ersetzen (diesen Vorgang kann man eine Nummerierung der Indexmenge
nennen), doch ist das nicht immer sinnvoll. Wenn man z.B. mit einer In-
dexmenge I = {1,...,n} startet und sich dann fiir gewisse Teilindexmengen
J C [ interessiert, so ist es natiirlich, die von I ererbten Bezeichnungen
beizubehalten, anstatt J mit einer neuen Nummerierung {1,...,m} zu ver-
sehen. Haufig gibt es fiir ein bestimmtes Problem , natiirliche® Indexmengen,
die (allein schon mnemotechnisch) einen Teil des strukturellen Gehalts des
Problems widerspiegeln.

Spezieller nennt man ein n-Tupel iiber einer Menge M der Form
(a1, ..., ap)
ein Zeilentupel (der Linge n) und eines der Form

ai

Qn
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ein Spaltentupel. Im Allgemeinen sind das nur zwei unterschiedliche Dar-
stellungsweisen; wenn die Tupel aber zuséitzliche Strukturen représentieren
(beispielsweise Vektoren, auf die eine Matrix (s.u.) angewendet werden soll),
so ist der Unterschied bedeutsam.

Wenn [ und J zwei Mengen sind und [ x J ihre Produktmenge, so kann man
ein [ x J-Tupel in M als eine , Tabelle“ auffassen, bei der jedem Paar (i, j)

ein Element a;; € M zugeordnet wird. Insbesondere bei [ = {1,...,m} und
J ={1,...,n} nennt man ein I x J-Tupel auch eine Matriz und schreibt sie
als

a1 a1 ... Qip

a21 a29 ... QAgpn

Aml Qm2 ... Qmn

Das Zeilentupel
((lﬂ, Ai2; - .- ain)
heifit dann die i-te Zeile der Matrixz und entsprechend
ayj
A2;

die j-te Spalte der Matriz.

1.6. Mengenfamilien.

Es kénnen nicht nur Elemente, sondern auch Mengen durch eine Indexmenge
indiziert werden. Dann spricht man von einer Mengenfamilie.

Definition 1.7. Es sei I eine Menge und zu jedem ¢ € I sei eine Menge M;

gegeben. Eine solche Situation nennt man eine Familie von Mengen
M;,iel.

Die Menge I heifit dabei die Indexmenge der Mengenfamilie.

Dabei konnen die Mengen véllig unabhingig voneinander sein, es kann aber
auch sein, dass sie alle Teilmengen einer bestimmten Grundmenge sind.

Definition 1.8. Es sei M;, i« € I, eine Familie von Teilmengen einer Grund-
menge G. Dann heift
ﬂMi ={zxeGlzeM,firaleiec I}
iel
der Durchschnitt der Mengen und
|JM; = {z € G|es gibt ein i € I mit z € M;}
iel
die Vereinigung der Mengen.
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Man beachte, dass dabei der Durchschnitt und die Vereinigung auf den All-
bzw. den Existenzquantor zuriickgefithrt wird.

Definition 1.9. Es sei I eine Menge und zu jedem ¢ € I sei eine Menge M;
gegeben. Dann nennt man die Menge

M =[] M = {(xi)ier : 2 € M; fiir alle i € I}
el

die Produktmenge der M,;.

Sobald eine der beteiligten Mengen M; leer ist, ist auch das Produkt leer, da
es dann fiir die i-te Komponente keinen moglichen Wert gibt. Wenn aber um-
gekehrt alle Mengen M; nicht leer sind, so ist auch ihr Produkt nicht leer, da
man fiir jeden Index ¢ dann ein Element z; € M; wihlen kann. Bei einem for-
malen axiomatischen Aufbau der Mengentheorie muss man iibrigens fordern,
dass dieses Wéhlen moglich ist. Dies ist der Inhalt des Auswahlazioms.

Beispiel 1.10. Zu n € N sei
N, ={z e N|z>n}

die Menge aller natiirlichen Zahlen, die mindestes so grof§ wie n sind. Diese
ist eine durch die natiirlichen Zahlen indizierte Familie von Teilmengen von
N. Es gelten die Inklusionen

N, C N, firn>m.

N

neN

Der Durchschnitt

ist leer, da es keine natiirliche Zahl gibt, die grofier/gleich jeder anderen
natiirlichen Zahl ist.

Beispiel 1.11. Zu n € N, sei
Nn = {x € N, |z ist ein Vielfaches von n}

die Menge aller positiven natiirlichen Zahlen, die Vielfache von n sind. Dies ist
eine durch die positiven natiirlichen Zahlen indizierte Familie von Teilmengen
von N. Es gelten die Inklusionen

Nn C Nm fiir m teilt n.

ﬂNn

neNL

Der Durchschnitt

ist leer, da es keine positive natiirliche Zahl gibt, die ein Vielfaches von jeder
positiven natiirlichen Zahl ist (die 0 ist ein solches Vielfaches).
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Beispiel 1.12. Es sei x eine reelle Zahl® und es sei z,, diejenige rationale
Zahl, die sich aus allen Vorkommaziffern und den ersten n Nachkommagziffern
von z im Dezimalsystem ergibt. Wir definieren die Intervalle

1\"
Mn: ny4n A R.
{x T —|—<10) }C

Dies sind Intervalle der Lange (1—10)n und es ist

{z} = M..

Die Familie M,,, n € N, ist also eine Intervallschachtelung fir x.

1. ARBEITSBLATT
Die Pausenaufgabe

Aufgabe 1.1. Skizziere ein Mengendiagramm, das zu vier Mengen alle mog-
lichen Schnittmengen darstellt.

Ein abstraktes und ein konkretes Mengendiagramm.

Ubungsaufgaben

Aufgabe 1.2. Es sei LA die Menge der Grolbuchstaben des lateinischen
Alphabets, GA die Menge der Grolbuchstaben des griechischen Alphabets
und RA die Menge der Grofibuchstaben des russischen Alphabets. Bestimme
die folgenden Mengen.

(1) GA\ RA.
(2) (LANGA)U (LAN RA).

Die reellen Zahlen werden in der Analysis axiomatisch eingefiihrt; Intervallschachte-
lungen représentieren ein wichtiges Existenzprinzip fiir reelle Zahlen.



(3) RA\ (GAU RA).
(4) RA\ (GAULA).
(5) (RA\ GA)N ((LAUGA) \ (GAN RA)).

Aufgabe 1.3. Skizziere die folgenden Teilmengen im R2.

(1) {(z,y)|z =5},

(2) {(z,y)|z >4 und y = 3},

(3) {(w, )| v = 2},

(4) {(z,y)| x| = 3 und [y| < 2},
(5) {(z,y)[3x = y und 5z < 2y},
(7) {(z,y)| wy =1},

(8) {(z,y)|zy > 1 und y > 23},
9) {(z,y)[0 =0},

(10) {(z,y)[0 =1}

21

Welche geometrische Gestalt haben die Mengen, in deren Beschreibung nur

eine (oder gar keine) Variable vorkommt?

Aufgabe 1.4. Bestimme fiir die Mengen
M ={a,b,c,d,e}, N ={a,c,e}, P={b}, R=1{b,d,e, f}

die Mengen

(1) MNN,

(2) MUR,

(3) (NUP)NR,

(4) N\ R,
(5) (MUP)\ (R\N),
(6) (PUR)NN)NR,
(7) (R\ P) N (M\ V).

Aufgabe 1.5.*
Es seien A, B und C' Mengen. Beweise die Identitét
A\ (BNC) = (A\B)U 4\ (C).

Aufgabe 1.6. Es seien A, B und C drei Mengen. Man beweise die folgenden

Identitaten.
(1) AN =10,
(2) AUD = A,

(3) ANB=BnNA,
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(4) AUB=BUA,

(5) An(BNC)=(AnB)NC,

(6) AU(BUC)=(AUB)UC,

(7) AN(BUC)=(ANnB)U(ANCQC),
(8) AU(BNC)=(AUB)N(AUC),
(9) A\ (BUC) = (A\ B)N(A\C).

Aufgabe 1.7. Wir betrachten die beiden Mengen

x
E = y| €eR}| =3z +2y—62=0
z

und
X
F = y| eR* 72 -5y —42=0
V4

Finde eine Beschreibung fiir den Durchschnitt

x
G:=FENF = y| eR’| =30 +2y—62=0und 7x — 5y —42=0
z

wie in Beispiel 1.2.

Aufgabe 1.8. Beschreibe fiir je zwei (einschliefllich dem Fall, dass das Pro-
dukt mit sich selbst genommen wird) der folgenden geometrischen Mengen
die Produktmengen.

(1) Eine Kreislinie K.
(2) Ein Geradenstiick I.
(3) Eine Gerade G.

(4) Eine Parabel P.

Welche Produktmengen lassen sich als Teilmenge im Raum realisieren, welche
nicht?

Zu einer endlichen Menge M bezeichnet man mit #(M) die Anzahl der
Elemente von M.

Aufgabe 1.9. Es seien M und N zwei disjunkte endliche Mengen. Zeige,
dass die Anzahl der (disjunkten) Vereinigung M U N gleich der Summe der
beiden Anzahlen der beiden Mengen ist.
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Aufgabe 1.10. Es seien M und N zwei endliche Teilmengen einer Menge
G. Zeige, dass die Formel

#(M) + ##(N) = #(M UN) + #(M N N)
gilt.

Aufgabe 1.11. Es seien M und N endliche Mengen. Zeige, dass die Pro-
duktmenge M x N ebenfalls endlich ist, und dass die Beziehung

#(M x N) = #(M) - #(N)
gilt.

In den folgenden Aufgaben soll das Beweisprinzip der Induktion geiibt wer-
den.

Aufgabe 1.12. Die Stadte Sy, ..., S, seien untereinander durch Straflen ver-
bunden und zwischen zwei Stddten gibt es immer genau eine Strafle. Wegen
Bauarbeiten sind zur Zeit alle Straflen nur in eine Richtung befahrbar. Zeige,
dass es trotzdem mindestens eine Stadt gibt, von der aus alle anderen Stéadte
erreichbar sind.

Aufgabe 1.13.*

Die offizielle Berechtigung fiir eine Klausur werde durch mindestens 200
Punkte im Ubungsbetrieb erworben. Der Professor sagt, dass es aber auf
einen Punkt mehr oder weniger nicht ankomme. Zeige durch eine geeignete
Induktion, dass man mit jeder Punkteanzahl zur Klausur zugelassen wird.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 1.14. (2 Punkte)

Skizziere die folgenden Teilmengen im R2.

y)| [2z| =5 und |y| > 3},

(@,
(2) {(%’y)\ — 3z > 2y und 4z < -5y},
(3) {(z,9)|y* —y+1 <4},
(4) {(z,y)| xy = 2 oder 22 + y> = 1}.

Aufgabe 1.15. (5 Punkte)

Beweise die mengentheoretischen Fassungen einiger aristotelischer Syllogis-
men. Dabei bezeichnen A, B, C' Mengen.

(1) Modus Barbara: Aus B C A und C' C B folgt C C A.
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(2) Modus Celarent: Aus BN A= und C C B folgt C N A= 0.
(3) Modus Darii: Aus B C Aund C N B # () folgt C N A # (.
(4) Modus Ferio: Aus BN A =0 und CN B # () folgt C £ A.
(5) Modus Baroco: Aus BC Aund B Z C folgt A Z C.

Aufgabe 1.16. (4 Punkte)

Es seien A und B zwei Mengen. Zeige, dass die folgenden Aussagen édquivalent
sind.

B,

A
ANB
AUB
A\ B

— C D IN

A,
B,
0,

s gibt eine Menge C' mit B =AU C,

(1)
(2)
(3)
(4)
(5) E

(6) Es gibt eine Menge D mit A = BN D.

Aufgabe 1.17. (4 Punkte)

Eine n-Schokolade ist ein rechteckiges Raster, das durch a — 1 Léngsrillen
und b — 1 Querrillen in n = a - b (a,b € N} ) mundgerechte kleinere Recht-
ecke eingeteilt ist. Ein Teilungsschritt an einer Schokolade ist das vollstéandi-
ge Durchtrennen einer Schokolade ldngs einer Lings- oder Querrille. Eine
vollsténdige Aufteilung einer Schokolade ist eine Folge von Teilungsschritten
(an der Ausgangsschokolade oder an einer zuvor erhaltenen Zwischenschoko-
lade), deren Endprodukt aus den einzelnen Mundgerechtecken besteht. Zeige
durch Induktion, dass jede vollstdndige Aufteilung einer n-Schokolade aus
genau n — 1 Teilungsschritten besteht.

Aufgabe 1.18. (5 Punkte)

Es sei G eine Menge und es seien M; C GG, i = 1,...,n, endliche Teilmengen.
Fiir eine Teilmenge J C {1,...,n} sei
My = (M.
ieJ

Beweise die Anzahlformel

#(JMm) = (-1 S M)

i=1 k=1 JC{1,...n}, #(J)=k
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2. VORLESUNG -ABBILDUNGEN

2.1. Abbildungen.

Ein Hauptgebiet der Mathematik ist es zu untersuchen, wie sich eine gewisse
GroBe mit einer (oder mehreren) anderen Grofie verdndert, wie beispielsweise
der Fldcheninhalt eines Quadrats von der Seitenlénge abhéngt, wie der Ein-
kaufspreis von den gekauften Waren abhéngt oder wie eine Population mit
der Zeit wichst. Solche Abhingigkeiten werden mit dem Begriff Abbildung
ausgedriickt.

Definition 2.1. Seien L und M Mengen. Eine Abbildung F von L nach M
ist dadurch gegeben, dass jedem Element der Menge L genau ein Element der
Menge M zugeordnet wird. Das zu x € L eindeutig bestimmte Element wird
mit F'(x) bezeichnet. Die Abbildung driickt man als Ganzes héufig durch

F: L— M, z+— F(z),

aus.

Bei einer Abbildung F': L — M heifit L die Definitionsmenge (oder Defini-
tionsbereich) der Abbildung und M die Wertemenge (oder Wertevorrat oder
Zielbereich) der Abbildung. Zu einem Element = € L heifit das Element

F(x)e M
der Wert von F' an der Stelle x. Statt Stelle sagt man auch héufig Argument.

Zwei Abbildungen F': L; — M; und G: Ly, — M, sind gleich, wenn die
Definitionsmengen und die Wertemengen {ibereinstimmen und wenn fiir alle
r € Ly = Lo die Gleichheit F(x) = G(z) in M; = M, gilt. Die Gleichheit
von Abbildungen wird also zuriickgefiihrt auf die Gleichheit von Elementen
in einer Menge.

Zu zwei Mengen L und M bezeichnet man die Menge der Abbildungen von
L nach M mit

Abb (L,M) ={f: L — M| f Abbildung} .
Abbildungen werden haufig auch Funktionen genannt. Wir werden den Be-

grift Funktion fiir solche Abbildungen reservieren, deren Wertemenge ein
Zahlbereich wie die reellen Zahlen R ist.

Zu jeder Menge L nennt man die Abbildung
L— L x+— 2,

also die Abbildung, die jedes Element auf sich selbst schickt, die Identitdt
(auf L). Sie wird mit Id;, bezeichnet. Zu einer weiteren Menge M und einem
fixierten Element ¢ € M nennt man die Abbildung

L— M, x+—c,
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die also jedem Element x € L den konstanten Wert ¢ zuordnet, die konstante
Abbildung (mit dem Wert c). Sie wird hiufig wieder mit ¢ bezeichnet.”

Fiir eine Abbildung gibt es mehrere Darstellungsmoglichkeiten, z.B. Werte-
tabelle, Balkendiagramm, Kuchendiagramm, Pfeildiagramm, den Graph der
Abbildung. Dabei sind die Ubergiinge zwischen der formalen Definition einer
Abbildung und den visuellen Realisierungen flieBend. In der Mathematik wird
eine Abbildung zumeist durch eine Abbildungsvorschrift beschrieben, die es
erlaubt, die Werte der Abbildung zu berechnen. Solche Abbildungsvorschrif-
ten sind beispielsweise (jeweils von R nach R) z + 2%, x + 23 — % +sin (z),
ete.

X Y .

Stracciatella 9,9%

371
Schokolade 16,6% 328

Erdbeer 8,2% 30
Kirsch 2,4% 20
Walnuss 2,8% 1 204

4 Vanile 18,9% Banane 2,9% iw 184
Nuss 3,8% 2 150
|~ Joghurt 5,2% e
10
Zitrone 6,3%
andere 23,0%
2000 2005

1975 1980 1985 1990 1995
e
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N U S W Ry
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"Von Hilbert stammt die etwas iiberraschende Aussage, die Kunst der Bezeichnung
in der Mathematik besteht darin, unterschiedliche Sachen mit denselben Symbolen zu
bezeichnen.



27
2.2. Injektive und surjektive Abbildungen.

Definition 2.2. Es seien L und M Mengen und es sei
F:L—M
eine Abbildung. Dann heifit F'

e injektiv, wenn fiir je zwei verschiedene Elemente z,2’ € L auch F(z) und
F(2") verschieden sind.

e surjektiv, wenn es fiir jedes y € M mindestens ein Element x € L gibt mit
F(z)=y.

e bijektiv, wenn F' sowohl injektiv als auch surjektiv ist.

Diese Begriffe sind fundamental! Die Frage, ob eine Abbildung F diese Ei-
genschaften besitzt, kann man anhand der Gleichung

F(r)=y

(in den beiden Variablen = und y) erlautern. Die Surjektivitéit bedeutet, dass
es zu jedem y € M mindestens eine Losung x € L fiir diese Gleichung gibt, die
Injektivitit bedeutet, dass es zu jedem y € M maximal eine Losung = € L
fiir diese Gleichung gibt, und die Bijektivitdt bedeutet, dass es zu jedem
y € M genau eine Losung x € L fiir diese Gleichung gibt. Die Surjektivitéit
entspricht also der Existenz von Losungen, die Injektivitdt der Eindeutig-
keit von Losungen. Beide Fragestellungen durchziehen die Mathematik und
konnen selbst wiederum hiufig als die Surjektivitat oder die Injektivitit einer
geeigneten Abbildung interpretiert werden.

Beim Nachweis der Injektivitdt einer Abbildung geht man héufig so vor,
dass man zu zwei gegebenen Elementen x und 2z’ aus der Voraussetzung
F(z) = F(2') erschliefit, dass x = 2’ ist. Dies ist oft einfacher zu zeigen, als
aus x # x’ auf F(x) # F(2') zu schlielen.

Beispiel 2.3. Die Abbildung
R — R, z —> 22,

ist weder injektiv noch surjektiv. Sie ist nicht injektiv, da die verschiedenen
Zahlen 2 und —2 beide auf 4 abgebildet werden. Sie ist nicht surjektiv, da nur
nichtnegative Elemente erreicht werden (eine negative Zahl hat keine reelle
Quadratwurzel). Die Abbildung

2
RZO—>R,$I—>LE,

ist injektiv, aber nicht surjektiv. Die Injektivitat folgt beispielsweise so: Wenn
r? = y? ist mit x,y > 0, so ist entweder z = y = 0 oder (z/y)? = 1, also
z/y = 1 und daher x = y. Die Abbildung

2
R — Ryp, 2 +— 27,
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ist nicht injektiv, aber surjektiv, da jede nichtnegative reelle Zahl eine Qua-
dratwurzel besitzt. Die Abbildung

RZO — RZOv T .T2,
ist injektiv und surjektiv.

Definition 2.4. Es sei F': L — M eine bijektive Abbildung. Dann heifit die
Abbildung

G: M — L,

die jedes Element y € M auf das eindeutig bestimmte Element x € L mit
F(z) = y abbildet, die Umkehrabbildung zu F.

Wir besprechen zwei Beispielklassen von Abbildungen, die im Rahmen der

linearen Algebra besonders wichtig sind, da es sich um sogenannte lineare
Abbildungen handelt.

varjable Y ch
y= /
-~
i I p ’/
il
Xy W : 1 _variabla x
' X | %2 X3
A ¥a
//

Beispiel 2.5. Es sei a € R fixiert. Diese reelle Zahl definiert eine Abbildung
R— R, z— az.

Bei a = 0 liegt die konstante Nullabbildung vor. Bei a # 0 liegt eine
bijektive Abbildung mit der Umkehrabbildung

1
y—-y
a

vor. Die Umkehrabbildung hat hier also eine dhnliche Bauart wir die Aus-
gangsabbildung.

Beispiel 2.6. Es sei eine m x n-Matrix
a1 a12 ... Q1p

G21  QAg22 ... Q2p

Am1 Am2 ... Qmn
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gegeben, wobei die Eintrége a;; reelle Zahlen seien. Eine solche Matrix defi-
niert eine Abbildung

p: R" — R™,
I
. . T2
indem ein n-Tupel x = | . | € R™ auf das m-Tupel
Tn
n
an @iz ... a1\ [T > e Q15T
n
(g1 Q2 ... Q2p T2 Zj:l (2;X
plz) = : S : : - :
v
Am1 Am2 ... Omn Tn Zj:l Am;dj

abgebildet wird. Die i-te Komponente des Bildvektors ergibt sich also als®

T1
) n
Yi = (aﬂ, @2,y -y ain) . = E Q5T 4,
: =
Tn

man muss also die i-te Zeile der Matrix in der beschriebenen Weise auf den
Spaltenvektor = anwenden.

Es ist ein Ziel dieser Vorlesung, in Abhéngigkeit von den Eintrégen a;; zu
bestimmen, ob die dadurch definierte Abbildung injektiv, surjektiv oder bi-
jektiv ist und welche Gestalt im Falle der Bijektivitat die Umkehrabbildung
besitzt.

Beispiel 2.7. Ein gesundes Friihstiick beginnt mit einem Obstsalat. Die
folgende Tabelle zeigt, wie viel Vitamin C, Calcium und Magnesium (jeweils
in Milligramm) unterschiedliche Friichte (pro 100 Gramm) besitzen.

8Das Summenzeichen > ist fiir gegebene reelle Zahlen ay,...,a, durch ZZ=1 ap =
a1 +as + -+ an—1 + a, definiert.
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Frucht | Vitamin C | Calcium | Magnesium
Apfel 12 7 6
Orange 53 40 10
Traube 4 12 8
Banane 9 5 27
T1
Dies fithrt zu einer Abbildung, die einem 4-Tupel ? , das die verarbeiteten
3
Xy
(oder verzehrten) Friichte beschreibt, den Gesamtgehalt des Obstsalats an
Y1
Vitamin C, Calcium und Magnesium in Form eines 3-Tupels | y2 | zuordnet.
Ys
Diese Abbildung wird durch die Matrix
12 53 4 9
7 40 12 5
6 10 8 27

beschrieben, es geht also um die Zuordnung

il 12 53 4 9\ (& 1221 + 5322 + 4o + 914 v
; —s | 7 40 12 5 2 = | 721 + 4020 + 1225 + 524 | = |40 | .
1}“ 6 10 8 27 621 + 10z + 825 + 2724 s

4

=

2.3. Hintereinanderschaltung von Abbildungen.

Definition 2.8. Es seien L, M und N Mengen und
F: L— M, z+—— F(x),
und
G: M — N, y— G(y),
Abbildungen. Dann heiit die Abbildung®
GoF: L — N, z+— G(F(x)),
die Hintereinanderschaltung der Abbildungen F' und G.

Es gilt also

(GoF)(x) = G(F(x)),
wobei die linke Seite durch die rechte Seite definiert wird. Wenn die beiden
Abbildungen durch funktionale Ausdriicke gegeben sind, so wird die Hinter-
einanderschaltung dadurch realisiert, dass man den ersten Ausdruck anstelle

9Man beachte, dass in der Bezeichnung die ,,verkehrte“ Reihenfolge verwendet wird, da
ja F zuerst ausgefiithrt wird. Dies beruht darauf, dass das Argument rechts geschrieben
wird.
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der Variablen in den zweiten Ausdruck einsetzt (und nach Moglichkeit ver-
einfacht).

Die Hintereinanderschaltung von

F:R—R, t—>,

und
G:R—R, z+— 2% — 2z,
ist durch
(GoF)(t) = (3 = =5 —¢°
gegeben.

Lemma 2.9. FEs seien L, M, N und P Mengen und es seien
F: L— M, z+— F(z),

G: M — N,y+— G(y),
und

H: N— P, z+—— H(z),
Abbildungen. Dann ist

Ho(GoF)=(HoG)oF.

Beweis. Zwei Abbildungen o, 5: L — P sind genau dann gleich, wenn fiir
jedes x € L die Gleichheit a(x) = B(x) gilt. Sei also # € L. Dann ist

(Ho(GoF))(z) = H(GoF)(x))
= H(G(F(z)))
= (HoG)(F(x))
= ((HoG)o F)(x).

Dagegen ist
(FoG)(z) = (2* —2)® = 2° - 32° + 32* — 2%

Zu einer bijektiven Abbildung ¢: M — N ist die Umkehrabbildung
o t: N — M durch die beiden Bedingungen

pop™t = ldy
und
o lop = Idy

charakterisiert.
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2.4. Graph, Bild und Urbild einer Abbildung.

Definition 2.10. Es seien L und M Mengen und es sei
F:L—M
eine Abbildung. Dann nennt man
I'p={(z,F(x))|Jre L} CLxM
den Graphen der Abbildung F'.

Ein Graph ist ein mengentheoretisches Konzept. Ob man ihn ,graphisch®
veranschaulichen kann, hiangt davon ab, ob man die Produktmenge L x M
veranschaulichen kann.

Definition 2.11. Es seien L und M Mengen und es sei
F:L—M

eine Abbildung. Zu einer Teilmenge S C L heif3t

F(S) ={y € M|es gibt ein x € S mit F(x) = y}
das Bild von S unter F. Fiir S = L heift
F(L) =Bild (F)

das Bild der Abbildung.

Definition 2.12. Es seien L und M Mengen und es sei
F:L—M

eine Abbildung. Zu einer Teilmenge T' C M heif}t

FYT)={z € L|F(z) €T}
das Urbild von T unter F. Fiir eine einelementige Teilmenge 7' = {y} heifit

F~'({y})
das Urbild von y.

Zur Abbildung
R — R, z —> 22,
ist das Bild von [1, 2] die Menge aller Quadrate von reellen Zahlen zwischen 1

und 2, also gleich [1, 4]. Das Urbild von [1, 4] besteht aus allen reellen Zahlen,
deren Quadrat zwischen 1 und 4 liegt. Das ist also [—2,—1] U [1,2].
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2.5. Verkniipfungen.

Die natiirliche Addition ordnet zwei reellen Zahlen eine weitere reelle Zahl
zu, sie hat also die Struktur

+: RxR—R, (z,y) — z+y.
Solche Verkniipfungen spielen eine wichtige Rolle in der Mathematik.
Definition 2.13. Eine Verkniipfung o auf einer Menge M ist eine Abbildung
o: M x M — M, (z,y) — o(z,y) =z oy.

Eine Verkniipfung macht also aus einem Paar
(x,y) e M x M

ein einziges Element
roye M.

Eine Vielzahl von mathematischen Konstruktionen féllt unter diesen Begrift:
Die Addition, die Differenz, die Multiplikation, die Division von Zahlen, die
Verkniipfung von Abbildungen, der Durchschnitt oder die Vereinigung von
Mengen, etc. Als Verkniipfungssymbol kommt eine ganze Reihe in Frage, z.B.
o, +,—, D, &, O us.w.

Wichtige strukturelle Eigenschaften einer Verkniipfung werden in den folgen-
den Definitionen aufgelistet.

Definition 2.14. Eine Verkniipfung
or: M x M — M, (x,y) —> xz oy,
auf einer Menge M heifit kommutativ, wenn fiir alle x,y € M die Gleichheit
roy =youx
gilt.
Definition 2.15. Eine Verkniipfung
or: M x M — M, (x,y) —> z oy,
auf einer Menge M heiflt assoziativ, wenn fiir alle x,y, z € M die Gleichheit
(xoy)oz = zo(yoz)
gilt.
Definition 2.16. Es sei eine Menge M mit einer Verkniipfung
or: M x M — M, (x,y) —> xz oy,

gegeben. Dann heif3t ein Element e € M neutrales Element der Verkniipfung,
wenn fiir alle x € M die Gleichheit

rTroe=Tr=€e0x

gilt.
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Im kommutativen Fall muss man natiirlich fiir das neutrale Element nur eine
Reihenfolge betrachten.
Definition 2.17. Es sei eine Menge M mit einer Verkniipfung
or: M x M — M, (z,y) —> x o0y,

und einem neutralen Element e € M gegeben. Dann heifit zu einem Element
x € M ein Element y € M inverses Element, wenn die Gleichheit

roy =€ =youw
gilt.
Beispiel 2.18. Es sei L eine Menge und

M = Abb (L, L)

die Menge aller Abbildungen von L in sich. Durch die Hintereinanderschal-
tung von Abbildungen liegt eine Verkniipfung auf M vor, die aufgrund von
Lemma 2.9 assoziativ ist. Dagegen ist sie nicht kommutativ. Die Identitat auf
L ist das neutrale Element. Eine Abbildung f: L — L besitzt genau dann
ein inverses Element, wenn sie bijektiv ist; das inverse Element ist einfach

die Umkehrabbildung.

2. ARBEITSBLATT

Die Pausenaufgabe

Aufgabe 2.1. Man gebe Beispiele fiir Abbildungen
o, : N— N

derart, dass ¢ injektiv, aber nicht surjektiv ist, und dass v surjektiv, aber
nicht injektiv ist.

Ubungsaufgaben

Aufgabe 2.2. Eine Funktion
f: R— R, z+— f(x),

heifit streng wachsend, wenn fir alle z1, 25 € R mit 27 < x9 auch f(z1) <
f(x2) gilt. Zeige, dass eine streng wachsende Funktion f injektiv ist.

Aufgabe 2.3. Es seien m und n natiirliche Zahlen. Zeige durch Induktion
iiber m, dass aus einer Bijektion

e: {1,...,m} —{1,...,n}
folgt, dass m = n ist.
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Aufgabe 2.4.*
Ist die Abbildung
o Ny x Ny — N, x Ny x N, (a,b) — (a + b,ab,a’),

injektiv oder nicht?

Aufgabe 2.5. Es seien L, M, N Mengen und f: L - M und g: M — N
surjektive Abbildungen. Zeige, dass die Hintereinanderschaltung g o f eben-
falls surjektiv ist.

Aufgabe 2.6. Es seien L, M, N Mengen und f: L - M und g: M — N
injektive Abbildungen. Zeige, dass die Hintereinanderschaltung go f ebenfalls
injektiv ist.

Aufgabe 2.7.*
Seien L, M, N Mengen und
f:L—Mundg: M — N
Abbildungen mit der Hintereinanderschaltung
gof: L— N,z g(f(x)).
Zeige: Wenn g o f injektiv ist, so ist auch f injektiv.

Aufgabe 2.8. Bestimme die Hintereinanderschaltungen
pov und Yo p
fiir die Abbildungen ¢, : R — R, die durch
o(r) =2* + 32> — 4 und (x) = 22 — 2> + 50— 3

definiert sind.

Aufgabe 2.9. Der Pferdepfleger hat einen Korb voller Apfel und geht auf
die Weide, um die Apfel an die Pferde zu verteilen. Danach geht jedes Pferd
in seine Lieblingskuhle und macht dort einen grofien Pferdeapfel. Modelliere
den Vorgang mit geeigneten Mengen und Abbildungen. Man mache sich die
Begriffe injektiv und surjektiv an diesem Beispiel klar. Kann die Gesamtab-
bildung surjektiv sein, wenn es 10 Apfel, 6 Pferde und 8 Kuhlen gibt?

Aufgabe 2.10. Sei M eine Menge und 9 (M) ihre Potenzmenge. Zeige, dass
die Abbildung

P (M) — P (M), T+— CT,
bijektiv ist. Wie lautet die Umkehrabbildung?
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Aufgabe 2.11. Sei M eine Menge, die als disjunkte Vereinigung
M=AwB

gegeben ist. Definiere eine Bijektion zwischen der Potenzmenge B (M) und
der Produktmenge B (A) x B (B). Wie verhalten sich diese beiden Mengen,
wenn A und B zwar eine Vereinigung von M ergeben, aber nicht disjunkt
sind, und umgekehrt?

Aufgabe 2.12. Sei M eine Menge. Stifte eine Bijektion zwischen
B (M) und Abb (M,{0,1}) .

Aufgabe 2.13. Seien M, N, L. Mengen. Stifte eine Bijektion zwischen
Abb (M x N,L) und Abb (M,Abb (N,L)) .

Man mache sich diese Situation fiir M = N = [0,1] und L = R klar.

Aufgabe 2.14. Wie kann man sich den Graph einer Abbildung
¢:R* —R

und wie sich den Graph einer Abbildung
¢:R— R?

vorstellen?

Aufgabe 2.15. Woran erkennt man am Graphen einer Abbildung
p:R— R,

ob ¢ injektiv bzw. surjektiv ist?

Aufgabe 2.16. Es sei
F:L—M

eine Abbildung. Zeige, dass das Urbildnehmen
P (M) — B (L), T — FH(T),
folgende Eigenschaften besitzt (fiir beliebige Teilmengen T, 77, T, C M):

(1) F_l(Tl ng) = F_l(Tl) ﬂF_l(Tg),
(2) FTHTLUT) = FH(T) U F~H(Ty),
(3) FT{(M\T) =L\ F(T).
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Aufgabe 2.17. Es sei
F:L—M

eine Abbildung. Zeige, dass das Bildnehmen
folgende Eigenschaften besitzt (fiir beliebige Teilmengen S, Sy, Sy C L):

(1) F(S1NSy) C F(S1) N F(Sy),
(2) F(S1USy) = F(S1)UF(S,),
(3) F(L\S) 2 F(L)\ F(95).

Zeige durch Beispiele, dass die beiden Inklusionen in (1) und (3) echt sein
konnen.

Aufgabe 2.18. Es seien L und M Mengen und es sei
F:L—M

eine Abbildung. Zeige, dass F' genau dann injektiv ist, wenn das Urbildneh-
men

P (M) — P (L), T FY(T),
surjektiv ist.

Aufgabe 2.19. Es seien L und M Mengen und es sei
F:L—M

eine Abbildung. Zeige, dass F' genau dann surjektiv ist, wenn das Urbildneh-
men

P (M) — P (L), T — FYT),

injektiv ist.
Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 2.20. (3 Punkte)
Bestimme die Hintereinanderschaltungen
wo und o p
fiir die Abbildungen ¢, : R — R, die durch
() =2+ 32> — 20 + 5 und (x) = 22° — 2* + 62 — 1

definiert sind.

Aufgabe 2.21. (3 Punkte)

Man beschreibe eine Bijektion zwischen N und Z.
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Aufgabe 2.22. (3 Punkte)
Seien L, M, N Mengen und
f:L—Mundg: M — N
Abbildungen mit der Hintereinanderschaltung
gof: L — N, x+—— g(f(x)).
Zeige: Wenn g o f surjektiv ist, so ist auch g surjektiv.

Zeige durch ein Beispiel, dass die Umkehrung nicht gilt.

Aufgabe 2.23. (3 Punkte)

Betrachte auf der Menge M = {1,2,3,4,5,6,7,8} die Abbildung
o: M — M, x — ¢(x),

die durch die Wertetabelle

x 11213145 |6|7]8
olx) [2]5]6[1]4 3|77

gegeben ist. Berechne !9 also die 1003-te Hintereinanderschaltung (oder

Iteration) von ¢ mit sich selbst.

Aufgabe 2.24. (5 Punkte)
Es seien L und M Mengen. Wir betrachten die Abbildung
W: Abb (L, M) — Abb (B (M),B (L)), f+— f1,
bei der einer Abbildung das Urbildnehmen zugeordnet wird.
a) Zeige, dass U injektiv ist.
b) Es sei L # (). Zeige, dass ¥ nicht surjektiv ist.

3. VORLESUNG - KORPER

3.1. Gruppen.

In der linearen Algebra wird im Allgemeinen ein Grundkorper K zugrunde ge-
legt, iiber den sich alles aufbaut. Der wichtigste Korper ist fiir uns der Kérper
der reellen Zahlen, den wir schon verwendet haben und der in der Analysis
axiomatisch eingefiihrt wird. Wie die reellen Zahlen ist ein Korper durch die
Existenz von zwei Verkniipfungen mit bestimmten Eigenschaften festgelegt,
namlich einer Addition und einer Multiplikation. Erstaunlicherweise gehoren
diese beiden Verkniipfungen (bei der Multiplikation muss man die 0 heraus-
nehmen) fiir sich genommen zu einer wichtigen algebraische Struktur: Es
handelt sich um Gruppen.
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Definition 3.1. Eine Menge G mit einem ausgezeichneten Element e € G
und mit einer Verkniipfung

GxG— G, (g,h) —> goh,
heifit Gruppe, wenn folgende Eigenschaften erfiillt sind.
(1) Die Verkniipfung ist assoziativ, d.h. fiir alle f, g, h € G gilt

(fog)oh=fo(goh).
(2) Das Element e ist ein neutrales Element, d.h. fir alle g € G gilt

goe=g=eog.

(3) Zu jedem g € G gibt es ein inverses Element, d.h. es gibt ein h € G
mit

hog=goh=e.

Eine Gruppe heifit kommutativ, wenn die Verkniipfung kommutativ ist. Wich-
tige Beispiele fiir kommutative Gruppen sind (Z, 0, +), (R, 0,4), (R\{0}, 1,-)
oder (R™,0,+) mit der komponentenweisen Null

0 = (0,0,...,0)
und der komponentenweisen Addition.

In einer Gruppe (G, e, o) ist das neutrale Element eindeutig bestimmt. Wenn
namlich e’ ein weiteres Element mit der fiir das neutrale Element charakte-
ristischen Eigenschaft, also

roe =éox ==z

fiir alle x € G erfiillt, so ergibt sich direkt

Lemma 3.2. Es sei (G,e,o0) eine Gruppe. Dann ist zu jedem x € G das
Element y € G mit

roy =yoxr = e

eindeutig bestimmit.

Beweis. Sei

roy =yox = e
und

rToz = zox = e.
Dann ist

y=yoe=yo(rxoz) = (yoxr)oz =eoz = 2.
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Solche abstrakte Strukturen wie eine Gruppe fithren ein Doppelleben: Ei-
nerseits sind sie wirklich nur die gegebene formale Struktur, die Elemente
sind nur irgendwelche Elemente einer irgendwie gegebenen Menge, die Ver-
kniipfung ist irgendeine Verkniipfung, unter der man sich nichts Bestimm-
tes vorstellen soll. Die gewéhlten Symbole sind willkiirlich und ohne Be-
deutung. Andererseits erhalten solche abstrakte Strukturen dadurch ihr Le-
ben, dass konkrete mathematische Strukturen darunter subsummiert werden
konnen. Die konkreten Strukturen sind Beispiele oder Modelle fiir die ab-
strakte Struktur (und sie sind mathematikhistorisch auch die Motivation,
abstraktere Strukturen einzufiithren). Beide Ebenen sind wichtig, man sollte
sie aber stets auseinander halten.

Die Gruppentheorie ist ein eigensténdiger Zweig in der Mathematik, den wir
hier aber nicht systematisch entwickeln werden. Stattdessen beschéftigen wir
uns mit Ringen und vor allem mit Kérpern.

3.2. Ringe.

Definition 3.3. Eine Menge R heifit ein Ring, wenn es zwei Verkniipfungen
(genannt Addition und Multiplikation)

+:RxR— Rund-:RxR—R

und (nicht notwendigerweise verschiedene) Elemente 0,1 € R gibt, die die
folgenden Eigenschaften erfiillen.

(1) Axiome der Addition
(a) Assoziativgesetz: Fiir alle a, b, ¢ € R gilt: (a+b)+c=a+ (b+c).
(b) Kommutativgesetz: Fiir alle a,b € R gilt a +b = b+ a.
(c) 0 ist das neutrale Element der Addition, d.h. fiir alle a € R ist
a+0=a.
(d) Existenz des Negativen: Zu jedem a € R gibt es ein Element
be Rmita+0b=0.
(2) Axiome der Multiplikation
(a) Assoziativgesetz: Fiir alle a,b,c € R gilt: (a-b)-c=a-(b-c).
(b) 1ist das neutrale Element der Multiplikation, d.h. fiir alle a € R
ista-1=1-a=a.
(3) Distributivgesetz: Fiir alle a,b,c € Rgilt a- (b+¢) = (a-b)+ (a-c)
und (b+c¢)-a = (b-a)+ (c-a).

Definition 3.4. Ein Ring R heifit kommutativ, wenn die Multiplikation kom-
mutativ ist.

Die wichtigsten kommutativen Ringe sind fiir uns die Mengen der ganzen
Zahlen 7, die rationalen Zahlen @ und die reellen Zahlen R. Dass all diese
Axiome fiir die reellen Zahlen (und die rationalen Zahlen) mit den natiirli-
chen Verkniipfungen gelten, ist aus der Schule bekannt. Eine axiomatische
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Begriindung ist moglich, wird aber hier nicht durchgefiihrt. Mit der Addition
ist ein Ring (R, 0,+) insbesondere eine kommutative Gruppe.

In einem Ring gilt die Klammerkonvention, dass die Multiplikation starker
bindet als die Addition (Punktrechnung vor Strichrechnung). Man kann daher
a-b+c-dstatt (a-b)+ (c-d) schreiben. Zur weiteren Notationsvereinfachung
wird das Produktzeichen haufig weggelassen. Die besonderen Elemente 0 und
1 in einem Ring werden als Nullelement und als Finselement bezeichnet. Zu
einem Element a € R nennt man das nach Lemma 3.2 eindeutig bestimmte
Element y mit a+vy = 0 das Negative von a und bezeichnet es mit —a. Es ist
—(—a) = a, da wegen a + (—a) = 0 das Element a gleich dem eindeutig be-
stimmten Negativen von —a ist. Statt b+ (—a) schreibt man abkiirzend b—a
und spricht von der Differenz. Die Differenz ist also keine grundlegende Ver-
kniipfung, sondern wird auf die Addition mit dem Negativen zuriickgefiihrt.

Die folgenden FEigenschaften sind fiir den Ring der reellen Zahlen vertraut,
wir beweisen sie aber allein aus den Axiomen eines Rings. Sie gelten daher
fiir jeden Ring.

Lemma 3.5. Sei R ein Ring und seien a,b,c,aq,...,a,,by,...,bs Elemente
aus R. Dann gelten folgende Aussagen.

a = a0 = 0 (Annullationsregel ),

(=b) = —(ab) = (=a)b,

a)(—b) = ab (Vorzeichenregel ),

(b—c¢) =ab—ac und (b — ¢)a = ba — ca,

(Dim1 @) (ke Ok) = D 1cicr 1<pes @ibk (allgemeines Distributivge-
setz).

(1) 0
(2) a
(3) (=
(4) a
()

Beweis. Wir beweisen im nicht kommutativen Fall je nur eine Hilfte.

(1) Esist a0 = a(0+40) = a0+ a0. Durch beidseitiges Abziehen von a0
ergibt sich die Behauptung.

(2)
(—a)b+ab = (—a+a)b =0b =0

nach Teil (1). Daher ist (—a)b das (eindeutig bestimmte) Negative
von ab.

(3) Nach (2) ist (—a)(—b) = (—(—a))b und wegen —(—a) = a (dies gilt
in jeder Gruppe) folgt die Behauptung.

(4) Dies folgt auch aus dem bisher Bewiesenen.

(5) Dies folgt aus einer einfachen Doppelinduktion.

3.3. Korper.
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Einen Grofiteil der linearen Algebra kann man iiber einem beliebigen Ring
aufbauen, was aber einen ungleich umfassenderen Begriffsapparat erfordert.
Stattdessen werden wir stets iiber einem Korper arbeiten.

Definition 3.6. Ein kommutativer Ring R heifit Korper, wenn R # 0 ist und
wenn jedes von 0 verschiedene Element ein multiplikatives Inverses besitzt.

Ausgeschrieben bedeutet dies:

Definition 3.7. Eine Menge K heifit ein Kdrper, wenn es zwei Verkniipfun-
gen (genannt Addition und Multiplikation)

+: K xK—Kud -: K xK —K

und zwei verschiedene Elemente 0,1 € K gibt, die die folgenden Eigenschaf-
ten erfiillen.

(1) Axiome der Addition
(a) Assoziativgesetz: Fiir alle a,b, c € K gilt: (a+b)+c = a+(b+c).
(b) Kommutativgesetz: Fiir alle a,b € K gilt a+b =0+ a.
(c) 0 ist das neutrale Element der Addition, d.h. fiir alle a € K ist
a+0=a.
(d) Existenz des Negativen: Zu jedem a € K gibt es ein Element
be Kmita+b=0.
(2) Axiome der Multiplikation
(a) Assoziativgesetz: Fiir alle a,b,c € K gilt: (a-b)-c=a-(b-c).
(b) Kommutativgesetz: Fiir alle a,b € K gilt a-b=1"b"-a.
(c) 1ist das neutrale Element der Multiplikation, d.h. fiir alle a € K
ista-1=a.
(d) Existenz des Inversen: Zu jedem a € K mit a # 0 gibt es ein
Element c € K mit a-c = 1.
(3) Distributivgesetz: Fiir alle a,b,c € K gilt a- (b+¢) = (a-b) + (a - ¢).

Die oben beschriebenen Eigenschaften (und Konventionen) fiir Ringe gelten
insbesondere fiir Koérper. Unter Verwendung des Gruppenbegriffs kann man
auch sagen, dass ein Korper eine Menge mit zwei Verkniipfungen + und - und
zwei fixierten Elementen 0 # 1 ist, derart, dass (K, +,0) und (K \ {0},-,1)
jeweils kommutative Gruppen'® sind und dass das Distributivgesetz gilt.

Zu einem Element x € K und einer natiirlichen Zahl n € N definiert man nx
als die n-fache Summe von x mit sich selbst. Dabei setzt man 0x = 0. Fiir
nlg schreibt man auch einfach n, oder n. Man findet also jede natiirliche
Zahl in jedem Korper (auch in jedem Ring) wieder, allerdings kann es sein,
dass diese Zuordnung nicht injektiv ist und beispielsweise 2 = 0 oder 7 = 0

10Das beinhaltet hier insbesondere, dass die Multiplikation sich zu einer Verkniipfung
auf K \ {0} einschrinken ldsst. Aus den Korperaxiomen folgt dies, wie wir gleich sehen
werden.
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in einem Korper gilt (siche die Beispiele weiter unten). Fiir negative ganze
Zahlen n setzt man

ne = (—n)(-x),
wobei —x das Negative von z in dem Korper ist. Aufgrund von Aufgabe 3.16
passt alles zusammen. Z.B. kann man (—n)(—z) wie eben als die —n-fache
Summe von —x mit sich selbst verstehen oder als Produkt aus —z und —n,
letzteres als die —n-fache Summe von 1x mit sich selbst.

Das zu a € K, a # 0, nach Lemma 3.2 (hier lohnt sich schon der Gruppen-

begriff) eindeutig bestimmte Element z mit az = 1 nennt man das Inverse

von a und bezeichnet es mit a~'.

1x

Der Graph zur reellen Funktion, die einer Zahl a # 0 ihr Inverses zuordnet. Im
Nullpunkt ist die Abbildung nicht definiert und auch nicht stetig fortsetzbar.

Fiir a,b € K, b # 0, schreibt man auch abkiirzend
a/b = % = ab'.

Die beiden linken Ausdriicke sind also Abkiirzungen fiir den rechten Aus-

druck.

Zu einem Korperelement a € K und n € N wird die n-Potenz, geschrieben
a™, als das n-fache Produkt von a mit sich selbst definiert. Man setzt wei-
terhin a® = 1, und bei a # 0 wird fiir n € N der Ausdruck ™™ als (a™1)"
interpretiert.

Ein ,kurioser* Korper wird im folgenden Beispiel beschrieben. Dieser Kérper
mit zwei Elementen ist in der Informatik und der Kodierungstheorie wichtig,
wird fiir uns aber keine grofie Rolle spielen. Er zeigt, dass es nicht fiir jeden
Korper sinnvoll ist, seine Elemente auf der Zahlengeraden zu verorten.

Beispiel 3.8. Wir suchen nach einer Korperstruktur auf der Menge {0, 1}.
Wenn 0 das neutrale Element einer Addition und 1 das neutrale Element einer
Multiplikation sein soll, so ist dadurch schon alles festgelegt, da 14+1 = 0 sein
muss, da 1 ein inverses Element beziiglich der Addition besitzen muss, und da
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in jedem Korper nach Lemma 3.5 0-0 = 0 gelten muss. Die Operationstafeln
sehen also wie folgt aus.

+]0]
00
11

OHH

und

0]t ]
000
101

Durch etwas aufwéndiges Nachrechnen stellt man fest, dass es sich in der Tat
um einen Koérper handelt.

Beispiel 3.9. Auf der Menge {0,1,2,3,4,5,6} (mit sieben Elementen) kann
man durch die Festlegungen

+10]1]2(3|4]5|6 101123 |4]5]|6
0(10[1(2|3[4|5]|6 040j0{0(0|0]0]0
11234560 10| 1]2]3[4]5|6
212|3[4]|5/6(0]1 20101214(6[{1|3]5
31314]5]6(0]1]2 311013[6(2/5(14
41415]6|0(1]2]3 41014(11512{6/3
515601234 21053 |11[6(4|2
616/0[1]2(3]4]5 610[{6|5]43]2]1

ebenfalls einen Korper machen. Ohne weitere Theorie ist der Nachweis der
Korpereigenschaften sehr aufwindig.

Lemma 3.10. Es sei K ein Kiorper. Aus a-b =0 folgt a =0 oder b = 0.

Beweis. Nehmen wir an, dass a und b beide von 0 verschieden sind. Dann
gibt es dazu inverse Elemente a~! und ! und daher ist (ab) (b~'a™!) = 1.
Andererseits ist aber nach Voraussetzung ab = 0 und daher ist nach der
Lemma 3.5 (1)

(ab) (b'a™) =0(b'a™") =0,
so dass sich der Widerspruch 0 = 1 ergibt. U

3. ARBEITSBLATT
Die Pausenaufgabe

Aufgabe 3.1. Formuliere die binomischen Formeln fiir zwei reelle Zahlen
und beweise die Formeln mit Hilfe des Distributivgesetzes.
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Ubungsaufgaben

Aufgabe 3.2. Betrachte die ganzen Zahlen Z mit der Differenz als Ver-
kniipfung, also die Abbildung

ZxX7Z—Z, (a,b) —> a —b.

Besitzt diese Verkniipfung ein neutrales Element? Ist diese Verkniipfung as-
soziativ, kommutativ, gibt es zu jedem Element ein inverses Element?

Aufgabe 3.3. Man untersuche die Verkniipfung
R X R>g — Rxo, (z,y) = min (z,y),

auf Assoziativitit, Kommutativitéit, die Existenz von einem neutralen Ele-
ment und die Existenz von inversen Elementen.

Aufgabe 3.4. Es sei S eine Menge und
G = {F : S — S| F bijektiv}.

Zeige, dass G mit der Hintereinanderschaltung von Abbildungen eine Gruppe
ist.

Aufgabe 3.5.*
Sei GG eine Gruppe. Zeige, dass

(x’l)_l =z

fir alle z € G ist.

Aufgabe 3.6. Sei G eine Gruppe und z,y € G. Driicke das Inverse von zy
durch die Inversen von x und y aus.

Aufgabe 3.7. Man konstruiere eine Gruppe mit drei Elementen.

Aufgabe 3.8. Sei R ein Ring und seien &, © und & Elemente in R. Berechne
das Produkt

(A2 = 3080 — 2807 + 100%) 200° % — K2 A0M)(1 — 3H0MRZD) .

Wie lautet das Ergebnis, wenn der Ring kommutativ ist?
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Aufgabe 3.9. Es sei R ein kommutativer Ring und f,a;, b; € R. Zeige die
folgenden Gleichungen:

n m max(n,m)
Doaf Y biff = Y (e bt
i=0 j=0 k=0
und .\
Zaifi . ijfj = Z ckfk mit ¢ = ZaTbk,r.
i=0 §=0 k=0 r=0

Aufgabe 3.10.*
Beweise die allgemeine binomische Formel, also die Formel

(a+b)" = i (Z) a*p"k

k=0
fiir n € N und beliebige Elemente a,b € K in einem Koérper K.

Aufgabe 3.11. Sei R ein Ring und M eine Menge. Definiere auf der Abbil-
dungsmenge
A={f:M — R|f Abbildung}

eine Ringstruktur.

Aufgabe 3.12. Es seien x,y, 2z, w Elemente in einem Koérper, wobei z und
w nicht null seien. Beweise die folgenden Bruchrechenregeln.

(1)

x
_:x’
1
(2)
1
S
—1
(3) .
=0,
z
(4) .
21,
z
(5)
v _aw
2 2w’
(6)
Ty _wy
2w 2w’
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(7)

T Yy  rw+yz

z w ZW

Gilt die zu (7) analoge Formel, die entsteht, wenn man Addition mit Multi-
plikation (und Subtraktion mit Division) vertauscht, also

(2—2)(y—w) = (x+w) - (y+2) — (z+w)?
Zeige, dass die ,,beliebte Formel*
x y Tty

Z w Z+w

nicht gilt.

Aufgabe 3.13. Zeige, dass in einem Korper das ,, umgekehrte Distributiv-
gesetz®, also

a+ (be) = (a+0b)-(a+c),
nicht gilt.

Aufgabe 3.14. Beschreibe und beweise Regeln fiir die Addition und die
Multiplikation von geraden und ungeraden ganzen Zahlen. Man definiere auf
der zweielementigen Menge

{G, U}

eine ,, Addition“ und eine , Multiplikation“, die diese Regeln ,,représentieren®.

Aufgabe 3.15. Zeige, dass die einelementige Menge {0} alle Kérperaxiome
erfiillt mit der einzigen Ausnahme, dass 0 = 1 ist.

Aufgabe 3.16. Es sei K ein Korper. Zeige, dass man jeder natiirlichen Zahl
n € N ein Korperelement ny zuordnen kann, so dass Ox das Nullelement in
K und 1k das Einselement in K ist und so dass

(n+ 1)k =nkg+ 1k
gilt. Zeige, dass diese Zuordnung die Eigenschaften
(n+m)x =ng +mg und (nm) g = ng - mg
besitzt.

Erweitere diese Zuordnung auf die ganzen Zahlen Z und zeige, dass die an-
gefithrten strukturellen Eigenschaften ebenfalls gelten.
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Aufgabe 3.17. Skizziere den Graphen der reellen Addition
+: RxR—R, (z,y) — z+v,
und den Graphen der reellen Multiplikation
= RxR—R, (z,y) —> x-y.

Aufgabe 3.18. Es sei K ein Korper mit

2 £ 0.
Zeige, dass fiir f,g € K die Beziehung

fg =3 ((F+9)*~ (F — o))
gilt.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 3.19. (3 Punkte)

Sei M eine Menge. Zeige, dass die Potenzmenge P (M) mit dem Durchschnitt
N als Multiplikation und der symmetrischen Differenz

AAB = (A\B)U(B\ A)

als Addition ein kommutativer Ring ist.

Aufgabe 3.20. (2 Punkte)
Zeige fiir einen Korper K die folgenden Eigenschaften.
(1) Fiir jedes a € K ist die Abbildung

Qq: K — K, v — x + a,
bijektiv.
(2) Fiir jedes b € K, b # 0, ist die Abbildung

wy: K — K, v — bz,

bijektiv.

Aufgabe 3.21. (3 Punkte)

Zeige, dass die ,,Rechenregel“
a c a—+c

b d  b+d
bei a,c € Ny (und b,d,b+ d € Z \ {0}) niemals gilt. Man gebe ein Beispiel
mit a,b,c,d, b+ d # 0, wo diese Regel gilt.




49

Aufgabe 3.22. (6 Punkte)

Beweise das allgemeine Distributivgesetz fiir einen Korper.

Aufgabe 3.23. (4 Punkte)
Wir betrachten die Menge

K =QxQ={(e,b)[a,;b € Q}
mit den beiden ausgezeichneten Elementen
0=(0,0) und 1 = (1,0),
der Addition
(a,b) + (¢,d) := (a + ¢,b+d)
und der Multiplikation
(a,b) - (c,d) := (ac — bd,ad + bc) .

Zeige, dass K mit diesen Operationen ein Korper ist.

4. VORLESUNG - LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

In der linearen Algebra wird stets ein Kérper K zugrunde gelegt, wobei man
dabei grundsétzlich an die reellen Zahlen R denken kann. Da es aber zunéchst
bei Fragen der linearen Algebra nur auf die algebraischen Eigenschaften von
R ankommt und wir deren analytische Eigenschaften noch nicht besprochen
haben, kann man genauso gut an die rationalen Zahlen denken. Ab der Ei-
genwerttheorie (im néchsten Semester) werden dann auch spezifischere Ei-
genschaften des Korpers bedeutsam.

Die ,Mutter aller linearen Gleichungssysteme® ist eine einzige lineare Glei-
chung in einer Variablen der Form

ar = b

mit gegebenen Elementen a, b aus einem Koérper K und gesuchtem z. Schon
hier zeigen sich drei Moglichkeiten, wie die Losung aussehen kann. Bei a # 0
kann man die Gleichung mit dem Inversen von a in K, also mit ™!, multi-
plizieren und erhélt als eindeutige Losung

r = ba' = b/a.

Rechnerisch kann man also die Lésung erhalten, wenn man inverse Elemente
bestimmen und mit ihnen multiplizieren kann. Bei a = 0 hingt das Losungs-
verhalten von b ab. Bei b = 0 ist jedes x € K eine Losung, bei b # 0 gibt
es keine Losung.



50
4.1. Lineare Gleichungssysteme.

Wir beginnen mit drei einfiithrenden Beispielen, einem alltéglichen, einem
geometrischen und einem physikalischen, die alle zu einem linearen Glei-
chungssystem fiihren.

Beispiel 4.1. An einem Weihnachtsstand auf dem Weihnachtsmarkt gibt
es drei verschiedene Glithweintopfe. Alle drei beinhalten die Zutaten Zimt,
Gewiirznelken, Rotwein und Zucker, allerdings mit unterschiedlichen Antei-
len. Die Zusammensetzung der einzelnen Glithweine ist

1 2 3
2 2 1
SE FTR Bl BT8Rl B0
2 3 7

Jeder Glithwein wird also représentiert durch ein Vierertupel, deren einzelne
Eintrége fiir die Anteile an den Zutaten stehen. Die Menge aller (moglichen)
Glithweine bilden einen Vektorraum (diesen Begriff werden wir in einer der
néchsten Vorlesungen einfiihren), und die drei konkreten Glithweine sind drei
Vektoren in diesem Raum.

Nehmen wir an, dass keiner dieser drei Glithweine genau den gewiinschten
Geschmack trifft und dass der Wunschglithwein die Zusammensetzung

1
2
20
)

W:

hat. Gibt es eine Moglichkeit, den Wunschglithwein durch Zusammenschiitten
der vorgegebenen Glithweine zu erhalten? Gibt es also Zahlen'! a,b,c € R

Hginnvoll interpretierbar sind in diesem Beispiel nur positive Zahlen, da man schwerlich
aus einem Glithweingemisch die einzelnen verwendeten Glithweinsorten wieder herauszie-
hen kann. In der linearen Algebra spielt sich aber alles iiber einem Koérper ab, so dass wir
auch negative Zahlen zulassen.
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derart, dass

1 2 3 1
2| ., 2 1] |2
Cla | To 12| T 20| = | 20
9 3 7 5

gilt. Hinter dieser einen vektoriellen Gleichung liegen vier einzelne Gleichun-
gen in den ,Variablen“ a,b,c, wobei die Gleichungen sich aus den Zeilen
ergeben. Wann gibt es eine solche Losung, wann keine, wann mehrere? Das
sind typische Fragen der linearen Algebra.

Wir besprechen ein geometrisches Beispiel d&hnlich zu Beispiel 1.2, wobei jetzt
die Gleichungen nicht homogen sehen miissen.

Beispiel 4.2. Im R3 seien zwei Ebenen

E={(z,y,2) € R’| 4z — 2y — 3z = 5}
und

F={(z,y,2) € R*| 3z — 5y + 2z = 1}

gegeben.'? Wie kann man die Schnittgerade G = E N F beschreiben? Ein
Punkt P = (z,y,2) liegt genau dann auf der Schnittgerade, wenn er die
beiden Ebenengleichungen erfiillt; es muss also sowohl

dr — 2y — 3z =5 alsauch 3z —Hy 4+ 2z =1

gelten. Wir multiplizieren die erste Gleichung mit 3 und ziehen davon das
4-fache der zweiten Gleichung ab und erhalten

14y — 17z =11.

Zwei Ebenen im Raum, die sich in einer Geraden schneiden.

12An dieser Stelle diskutieren wir nicht, dass solche Gleichungen Ebenen beschreiben.
Die Losungsmengen sind ,,verschobene Untervektorriaume der Dimension zwei“.
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Wenn man y = 0 setzt, so muss z = —% sein und z = % D.h. der Punkt

P = G_?’ 0, —%) gehort zu G. Ebenso findet man, indem man z = 0 setzt, den

Punkt @ = (%, ﬁ, ) Damit ist die Schnittgerade die Verbindungsgerade

dieser Punkte, also

13 11 209 11 11

¢= {(17’0’ 17) H (238’ 11 17> [te R} |
Beispiel 4.3. Ein elektrisches Netzwerk (ein Gleichstrom-Netzwerk) besteht
aus mehreren miteinander verbundenen Drihten, die in diesem Zusammen-
hang die Kanten des Netzwerks genannt werden. In jeder Kante K liegt
ein bestimmter Widerstand R; vor. Die Verbindungspunkte P,, in denen die
Kanten zusammenlaufen, nennt man die Knoten des Netzwerks. Wenn an
das Netzwerk (bzw. gewisse Kanten davon) eine Spannung angelegt wird, so
flieit in jeder Kante ein bestimmter Strom /;. Es ist sinnvoll, fiir jede Kante
eine Richtung zu fixieren, um die Fliefirichtung des Stromes in dieser Kante
unterscheiden zu kénnen (wenn der Strom in die entgegengesetze Richtung
fliefit, so bekommt er ein negatives Vorzeichen). Man spricht von gerichte-
ten Kanten. In einem Knotenpunkt des Netzwerks flielen die Strome der
verschiedenen anliegenden Kanten zusammen, ihre Summe muss 0 ergeben.
Entlang einer Kante K; kommt es zu einem Spannungsabfall U;, der durch
das Ohmsche Gesetz

beschrieben wird.

Unter einer Masche (oder einem Zykel) des Netzwerks versteht man eine
geschlossene gerichtete Verbindung von Kanten. Fiir eine solche Masche ist
die Gesamtspannung 0, es sei denn, es wird , von auflen“ eine Spannung
angelegt.

Wir listen diese Kirchhoffschen Regeln nochmal auf.
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(1) In jedem Knoten ist die Summe der (ein- und abflieBenden) Strome
gleich 0.

(2) In jeder Masche ist die Summe der Spannungen gleich 0.

(3) Wenn in einer Masche eine Spannung V' angelegt wird, so ist die
Summe der Spannungen gleich V.

Aus , physikalischen Griinden* ist zu erwarten, dass bei einer angelegten
Spannung in jeder Kante ein wohlbestimmter Strom flieit. In der Tat l&sst
sich dieser aus den genannten Gesetzméfligkeiten berechnen, indem man diese
in ein lineares Gleichungssystem iibersetzt und dieses 10st.

In dem durch das Bild angegebenen Beispiel seien die Kanten K, ..., K;
(mit den Widerstéanden Ry, ..., Rs) von links nach rechts gerichtet, und die
Verbindungskante Ky von A nach C' (an die die Spannung V' angelegt sei), sei
von oben nach unten gerichtet. Die vier Knotenpunkte und die drei Maschen
(A,D,B), (D,B,C) und (A, D, (C) fithren auf das lineare Gleichungssystem
(einflieflende Strome gehen negativ und abflieBende Stréme positiv ein; fiir
die Maschen wéhlt man eine , Kreisrichtung”, im Beispiel nehmen wir den
Uhrzeigersinn, und fiihrt die gleichorientierten Spannungen positiv an)

Iy +1 —1I = 0
13 +1y +15 = 0
—[0 +12 —I4 - 0
—Il —IQ —I5 - 0
R +R3l3 —Rsls = 0
—RQIQ —R4]4 +R5]5 - 0

-k +Rals = V.

Dabei sind die R; und V' vorgegebene Zahlen und die I; sind gesucht.

Definition 4.4. Es sei K ein Kérper und a;; € K fiir 1 < ¢ < m und
1 < j < n. Dann nennt man

a11T1 + Q129 + -+ + A1pTy =0
A21T1 + A22%9 + + -+ + Aop Ty =0
Am1T1 + Apma®s + - -+ Gpn®n = 0
ein (homogenes) lineares Gleichungssystem in den Variablen xq, ..., z,. Ein

Tupel (&1, ...,&) € K™ heiBt Losung des linearen Gleichungssystems, wenn
> i aiié =0 st fir allei = 1,...,m.

Wenn (ci, ..., cn) € K™ beliebig!® ist, so heifit

111 + a19T9 + -+ - + a1y =
911 + Q999 + -+ - + a9y, = (9
A1 T1 + AmaT2 + -+ ApnTyn = Cpy

BEin solcher Vektor heifit manchmal ein Stérvektor des Systems.
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ein inhomogenes lineares Gleichungssystem und ein Tupel ((y,...,(,) € K™
heit Losung des inhomogenen linearen Gleichungssystems, wenn Z?Zl i
¢; = ¢ ist fiir alle 7.

Die Menge aller Losungen eines linearen Gleichungssystems heifit die Ld-
sungsmenge. Im homogenen Fall spricht man auch vom Lésungsraum, da es
sich in der Tat, wie wir in der néchsten Vorlesung sehen werden, um einen
Vektorraum handelt.

Ein homogenes lineares Gleichungssystem besitzt immer die sogenannte tri-
viale Lésung 0 = (0,...,0). Ein inhomogenes Gleichungssystem braucht
nicht unbedingt eine Losung haben. Zu einem inhomogenen linearen Glei-
chungssystem heifit das homogene System, das entsteht, wenn man den Stor-
vektor gleich 0 setzt, das zugehdrige homogene System.

Beispiel 4.5. Es sei K ein Koérper und m € N. Im K™ seien n Vektoren
(oder m-Tupel)

a1 Q12 A1n
21 22 Q2n,
U1 = . 7U2: . ,...,'Un:
Am1 Am?2 Amn
gegeben und sei
C1
Co
w = .
Cm

ein weiterer Vektor. Wir wollen wissen, wann w sich als ,,Linearkombinati-
on“ der v; darstellen ldsst. Es geht also um die Frage, ob es n Elemente
S1,...,8, € K gibt mit der Eigenschaft

a1 Q12 A1n C1

21 22 (57 Co
51 . +s2 | . Fooodsn | =

Am1 Am2 Amn Cm

Die Gleichheit von Vektoren bedeutet, dass Ubereinstimmung in jeder Kom-
ponenten vorliegen muss, so dass dies zum linearen Gleichungssystem

1181 + Q1282+ -+ aipsS, = €
19181 + @9989 + - + 49,5y, = (9
Am1S1 + Ama2S2 + -+ QunSn = Cm

fithrt.



55

Bemerkung 4.6. Gelegentlich ist ein lineares Gleichungssystem nicht in
der Form gegeben, dass die Variablen nur auf einer Seite der Gleichungen
auftauchen, wie beispielsweise bei

v —4+5y = 82+ Tx,
2—4dr+2 =2y+3x+6,
4z —3x +2x+3 = b — 11y + 2z — 8.

In diesem Fall muss man das System zuerst durch einfache Additionen und
Zusammenfassen der Koeffizienten in jeder einzelnen Gleichung in die Stan-
dardgestalt bringen.

4.2. Der Matrizenkalkiil.

Ein lineares Gleichungssystem lésst sich am einfachsten mit Matrizen schrei-
ben. Dies erméglicht es, die Umformungen, die zur Lésung eines solchen
Systems fiithren, durchzufiihren, ohne immer die Variablen mitschleppen zu
miissen. Matrizen (und der zugehorige Kalkiil) sind recht einfache Objekte;
sie konnen aber ganz unterschiedliche mathematische Objekte beschreiben
(eine Familie von Spaltenvektoren, eine Familie von Zeilenvektoren, eine li-
neare Abbildung, eine Tabelle von Wechselwirkungen, eine zweistellige Rela-
tion, ein lineares Vektorfeld etc.), die man stets im Hinterkopf haben sollte,
um vor Fehlinterpretationen geschiitzt zu sein.

Definition 4.7. Es sei K ein Korper und [ und J zwei Indexmengen. Eine
I x J-Matriz ist eine Abbildung

IXJ—)K, (’l,j)i—)@l]

Bei I ={1,...,m}und J = {1,...,n} spricht man von einer m x n-Matriz.
In diesem Fall schreibt man eine Matrix zumeist tabellarisch als

a1y a12 e Q1n

a921 a92 .. Aoy,

Am1 Am2 ... Omn

Wir beschrdnken uns weitgehend auf den durchnummerierten Fall. Zu jedem
i € I heiit a;; , 7 € J, die i-te Zeile der Matrix, was man zumeist als ein
Zeilentupel (oder einen Zeilenvektor)

(aib a;2, . .. ,am)

schreibt. Zu jedem j € J heifit a;; , ¢ € I, die j-te Spalte der Matrix, was
man zumeist als ein Spaltentupel (oder einen Spaltenvektor)
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schreibt. Die Elemente a;; heiflen die Fintrige der Matrix. Zu a;; heifit ¢ der
Zeileninder und j der Spaltenindex des Eintrags. Man findet den Eintrag
a;j, indem man die i-te Zeile mit der j-ten Spalte kreuzt. Eine Matrix mit
m = n nennt man eine quadratische Matriz. Eine m x 1-Matrix ist einfach
ein einziges Spaltentupel der Lénge m, und eine 1 x n-Matrix ist einfach ein
einziges Zeilentupel der Lénge n. Die Menge aller Matrizen mit m Zeilen und
n Spalten (und mit Eintrdgen in K) wird mit Mat,,«,(/K) bezeichnet, bei
m = n schreibt man Mat,, (K).

Zwei Matrizen A, B € Mat,,x,(K) werden addiert, indem man sie kompo-
nentenweise addiert. Ebenso ist die Multiplikation einer Matrix A mit einem
Element r € K (einem Skalar) komponentenweise definiert, also

@11 a2 ... Qip bin bz ... biy
21 a29 ... QA9p b21 bgz c. bgn
+ .
Am1 Am2 ... Qmp bml me e bmn
aip+bnn apt+bia ... an+bi
a1 +ba1  aza+ba ... ag, + b2,
Am1 + bml m2 + me N bmn
und
a1 a1 ... Qip rai ray2 ... Tdip
a921 A9 ... QAgp ra921 rags ... Tdop
T =
Am1 Am2 .. Qmnp Tm1 TAm2 ... TAmn

Die Matrizenmultiplikation wird folgendermaflen definiert.

Definition 4.8. Es sei K ein Korper und es sei A eine m x n-Matrix und B
eine n X p-Matrix iiber K. Dann ist das Matrizprodukt

AB

diejenige m x p-Matrix, deren Eintrdge durch
n
Cik = Zaijbjk

=1

gegeben sind.
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Eine solche Matrizenmultiplikation ist also nur moéglich, wenn die Spalten-
anzahl der linken Matrix mit der Zeilenanzahl der rechten Matrix iiberein-
stimmt. Als Merkregel kann man das Schema

P

(ZEILE) | A| =(ZS+ EP+IA+ L*? + ET)
L
T

verwenden, das Ergebnis ist eine 1 x 1-Matrix. Insbesondere kann man eine
m x n-Matrix A mit einem Spaltenvektor der Linge n (von rechts) multipli-
zieren, und erhélt dabei einen Spaltenvektor der Lange m. Die beiden soeben
angefiithrten Matrizen kann man auch in der anderen Reihenfolge multipli-
zieren (was nicht immer moglich ist) und man erhélt

SZ SE SI SL SE
PZ PE PI PL PE
(ZEILE) = | AZ AE Al AL AE
LZ LE LI L* LE
TZ TE TI TL TE

NS T ®n

Definition 4.9. Die n X n-Matrix

1 0 - 0
0 1 0 0
E, = -
0 0 1 0

nennt man die Einheitsmatriz.

Die Einheitsmatrix F, besitzt die Eigenschaft E,M = M = MEFE, fiir eine
beliebige n x n-Matrix M. Sie ist also das neutrale Element beziiglich der
Multiplikation von quadratischen Matrizen.

Bemerkung 4.10. Wenn man eine Matrix A = (a;;);; mit einem Spalten-

€
X2 C e .
vektor x = .| multipliziert, so erh&lt man
‘/L‘TL
air a2 ... Qg T 1171 + A12%T2 + - - + A1 Ty
g1 Q22 ... G2y T 21T1 + G22T2 + - - + A2, Ty,

Am1 Am2 ... Amp T Am1T1 + Am2T2 4+ AmnTn
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Damit ldsst sich ein inhomogenes lineares Gleichungssystem mit dem Storvek-
C1

C2
tor | . | kurz schreiben als
Cm,
Az = c.
Die erlaubten Gleichungsumformungen (siehe die néchste Vorlesung) durch
Manipulationen an den Zeilen, die den Losungsraum nicht &ndern, kénnen

dann durch die entsprechenden Zeilenumformungen in der Matrix ersetzt
werden. Man muss dann die Variablen nicht mitschleppen.

Definition 4.11. Eine n x n-Matrix der Form

dll 0 0
0 dyy O 0
0 0 dnflnfl 0

nennt man Diagonalmatriz.

Definition 4.12. Es sei K ein Korper und sei M = (a;;);; eine m x n-Matrix
iiber K. Dann nennt man die n x m-Matrix

Mtr = (bl])lJ mlt bz’j = ani
die transponierte Matriz zu M.
Die transponierte Matrix entsteht also, indem man die Rollen von Zeilen und
Spalten vertauscht. Beispielsweise ist

tr

t
r
a

.3 O
S~ 30
|

t
n
0
e

&~ .3 Q

=" e 3
3 3 w3

4. ARBEITSBLATT
Die Pausenaufgabe

Aufgabe 4.1. Lose das lineare Gleichungssystem
20 +3y =7 und bxr + 4y = 3.

Ubungsaufgaben
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Aufgabe 4.2. Lose die lineare Gleichung

3r =5
fiir die folgenden Korper K
2) K=Q,
b) K =R,

c) K =4{0,1}, der Kérper mit zwei Elementen aus Beispiel 3.8,
d) K ={0,1,2,3,4,5,6}, der Kérper mit sieben Elementen aus Beispiel 3.9.

Der Korper der komplexen Zahlen wird in der Analysis eingefiihrt. Eine kom-
plexe Zahl hat die Form a + bi mit reellen Zahlen a,b. Bei der Multiplika-
tion rechnet man ¢ -7« = —1. Die inverse komplexe Zahl zu a + bi # 0 ist
a b -
—E — 1.
a2+b2 a2+b2

Aufgabe 4.3.*
Lése die lineare Gleichung

(24 5i)z = (3 —Ti)
iiber C und berechne den Betrag der Lésung.

Aufgabe 4.4.*

Zwei Personen, A und B, liegen unter einer Palme, A besitzt 2 Fladenbrote
und B besitzt 3 Fladenbrote. Eine dritte Person C' kommt hinzu, die kein
Fladenbrot besitzt, aber 5 Taler. Die drei Personen werden sich einig, fiir
die 5 Taler die Fladenbrote untereinander gleichméflig aufzuteilen. Wie viele
Taler gibt C' an A und an B?

Aufgabe 4.5. In einer Familie leben M, P, S und T'. Dabei ist M dreimal
so alt wie S und T zusammen, M ist dlter als P und S ist élter als T', wobei
der Altersunterschied von S zu T doppelt so gro3 wie der von M zu P ist.
Ferner ist P siebenmal so alt wie 7" und die Summe aller Familienmitglieder
ist so alt wie die GroBmutter véterlicherseits, ndmlich 83.

a) Stelle ein lineares Gleichungssystem auf, das die beschriebenen Verhélt-
nisse ausdriickt.

b) Lose dieses Gleichungssystem.

Aufgabe 4.6.*

Kevin zahlt fiir einen Winterblumenstraufl mit 3 Schneegléckchen und 4 Mi-
stelzweigen 2, 50€ und Jennifer zahlt fiir einen Straufl aus 5 Schneeglock-
chen und 2 Mistelzweigen 2,30€. Wie viel kostet ein Straufl mit einem
Schneeglockchen und 11 Mistelzweigen?
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Aufgabe 4.7. Wir betrachten eine Uhr mit Stunden- und Minutenzeiger.
Es ist jetzt 6 Uhr, so dass die beiden Zeiger direkt gegeniiber stehen. Um wie
viel Uhr stehen die beiden Zeiger zum néchsten Mal direkt gegeniiber?

Aufgabe 4.8. Berechne das Matrizenprodukt

Z E I L FE }S; 5 [I(
R E I H E A E A
H O R I 7 I R A
O N T A L T T I

Unter dem ¢-ten Standardvektor der Lange n versteht man den Vektor, der
an der i-ten Stelle eine 1 und sonst nur Nullen stehen hat.

Aufgabe 4.9. Bestimme das Matrizenprodukt
€; O ej s

wobei links der i-te Standardvektor (der Lénge n) als Zeilenvektor und rechts
der j-te Standardvektor (ebenfalls der Linge n) als Spaltenvektor aufgefasst
wird.

Aufgabe 4.10. Es sei M eine m xn-Matrix. Zeige, dass das Matrizenprodukt
Me; mit dem j-ten Standardvektor (als Spaltenvektor aufgefasst) die j-te
Spalte von M ergibt. Was ist e;M, wobei e; der i-te Standardvektor (als
Zeilenvektor aufgefasst) ist?

Aufgabe 4.11.*

Berechne iiber den komplexen Zahlen das Matrizenprodukt

(2—2' —1-3i —1> o
l 0 4 — 2 9 4 5i

Aufgabe 4.12. Berechne das Matrizenprodukt
2+i 1=t a)) (2N 0TI 14
~5+7i V2+i 0 T 2
geméaf den beiden moglichen Klammerungen.

Zu einer Matrix M bezeichnet man mit M™ die n-fache Verkniipfung (Matri-
zenmultiplikation) mit sich selbst. Man spricht dann auch von n-ten Potenzen
der Matrix.
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Aufgabe 4.13. Berechne zur Matrix

die Potenzen

M i=1,...,4
Aufgabe 4.14. Es sei
d; 0 --- 0
0 dy O 0
D = : :
0 0 dnflnfl 0
0 - ... 0 .

eine Diagonalmatrix und M eine n x n-Matrix. Beschreibe DM und M D.

Aufgabe 4.15. Es sei K ein Korper und m,n,p € N. Zeige, dass das
Transponieren von Matrizen folgende Eigenschaften besitzt (dabei seien
A, B € Mat,,x,(K), C € Mat,«,(K) und s € K).

) (Atr)tr — A

) (A + B)tr — Atr + Btr.
) (sA)F =s- A"

) (A o C)tr — Ctr o Atr‘

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 4.16. (3 Punkte)
Lose das folgende lineare Gleichungssystem tiber dem Korper K = {0, 1,2, 3,

4,5,6} aus Beispiel 3.9.
3 4\ (z\ (5
2 6)\y) = 1)

Aufgabe 4.17. (3 Punkte)

Berechne iiber den komplexen Zahlen das Matrizenprodukt

| | 1-2  —i
G;ﬁzgi? 420 3—4i 2+3i
5—Ti 2—i
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Aufgabe 4.18. (4 Punkte)
Wir betrachten die Matrix

0 a b c
0 0 d e
M_OOOf
00 0 0

iiber einem Koérper K. Zeige, dass die vierte Potenz von M gleich 0 ist, also
M*=MMMM =0.

Fiir die folgende Aussage wird sich bald ein einfacher Beweis iiber die Bezie-
hung zwischen Matrizen und linearen Abbildungen ergeben.

Aufgabe 4.19. (4 Punkte)
Zeige, dass die Matrizenmultiplikation assoziativ ist.

Genauer: Es sei K ein Korper und es sei A eine m x n-Matrix, B eine n X p-
Matrix und C' eine p x r-Matrix tiber K. Zeige, dass (AB)C = A(BC) ist.

Aufgabe 4.20. (4 Punkte)

Es sei n € N. Finde und beweise eine Formel fiir die n-te Potenz der Matrix
a b
0 ¢/
5. VORLESUNG - ELIMINATIONSVERFAHREN
Verwandle grofie

Schwierigkeiten in kleine und
kleine in gar keine

Chinesische Weisheit

5.1. Das Losen von linearen Gleichungssystemen.

Lineare Gleichungssysteme werden mit dem Eliminationsverfahren gelost, bei
dem nach und nach Variablen eliminiert werden und schliefllich ein besonders
einfaches dquivalentes Gleichungssystem entsteht, das direkt gelost werden
kann (bzw. von dem gezeigt werden kann, dass es keine Losung besitzt). Wir
beginnen mit einem typischen Beispiel.

Beispiel 5.1. Wir wollen das inhomogene lineare Gleichungssystem

2z +5y +2z —v = 3
3 —4y +u +2v = 1
4x —2z +2u = 7.



63

iiber R 16sen. Wir eliminieren zuerst z, indem wir die erste Zeile I beibehal-
ten, die zweite Zeile I I durch I1 — %I und die dritte Zeile 111 durch I11—21
ersetzen. Das ergibt

2 +5y 42z v =
—Zy -3z +u +Iv =
—10y —6z +2u +2v =

—_ |
el e

Wir kénnten jetzt aus der (neuen) dritten Zeile mit Hilfe der zweiten Zeile y
eliminieren. Wegen der Briiche eliminieren wir aber lieber z (dies eliminiert
gleichzeitig u). Wir belassen also die erste und zweite Zeile und ersetzen die
dritte Zeile 111 durch I11 — 211. Dies ergibt, wobei wir das System in einer
neuen Reihenfolge!! aufschreiben, das System

2r +2z +5y —v = 3
23 7, _ =T

=3z tu —Fy +zv = F
13y —bv = 8.

Wir kénnen uns nun v beliebig (oder ,frei“) vorgeben. Die dritte Zeile legt
dann y eindeutig fest, es muss ndmlich
8 5
Yy = 1_3 -+ 1—3U
gelten. In der zweiten Gleichung kénnen wir wieder u beliebig vorgeben, was
dann z eindeutig festlegt, ndmlich

1 7 7 23 (8 5
T3 (‘5‘“‘5“*7 (ﬁ*ﬁ))
1 7 7 92 115
= 73 —§—u—§v+ﬁ+%v>
1 /93 12
= —g 2_6 —u—+ EU)
31 1 4
= —% + gu — EU.
Die erste Zeile legt dann z fest, ndmlich
1

r = 5(3—22—5y+v)

MEine solche Umstellung ist ungefahrlich, wenn man den Namen der Variablen mit-
schleppt. Wenn man dagegen das System in Matrizenschreibweise auffiihrt, also die Va-
riablennamen einfach weglésst, so muss man sich diese Spaltenvertauschungen merken.
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Daher kann man die Gesamtlosungsmenge als

15 12 8 5 31 1 4 wveR
13 3" 137137130 26 3¢ 30y

schreiben. Eine besonders einfache Losung ergibt sich, wenn man die freien
Variablen v und v gleich 0 setzt. Dies fiithrt auf die spezielle Losung

15 8 31
(x,y, z,u,v) = )

Ea E7 _%7 07 0
In der allgemeinen Losung kann man » und v als Koeffizienten rausziehen
und dann die Losungsmenge auch als

15 8 31 1 1
S —-,0,-,1
{(13’ 137 26’070) +u( 3’0737 70)

2 5 4
- — ——.0.1 R
+v( 5 13 )Iu,ve }
schreiben. Dabei ist

Lol10)+ 25 2 01)juveRr
u 3’ 7377 U 13713’ 1377 u7/U

eine Beschreibung der allgemeinen Losung des zugehorigen homogenen linea-
ren Gleichungssystems.

Definition 5.2. Es sei K ein Korper und seien zwei (inhomogene) lineare
Gleichungssysteme zur gleichen Variablenmenge gegeben. Die Systeme heiflen
dquivalent, wenn ihre Losungsmengen iibereinstimmen.

Lemma 5.3. Es sei K ein Korper und

1121 + a19T9 + -+ - + a1y =
211 + Q999 + -+ - + A9 Ty, =
Am1T1 + A2l + -+ QppXy, = Cpy

ein inhomogenes lineares Gleichungssystem tber K. Dann fiihren die fol-
genden Manipulationen an diesem Gleichungssystem zu einem dquivalenten
Gleichungssystem.

(1) Das Vertauschen von zwei Gleichungen.

(2) Die Multiplikation einer Gleichung mit einem Skalar s # 0.

(3) Das einfache Weglassen einer Gleichung, die doppelt vorkommt.

(4) Das Verdoppeln einer Gleichung (im Sinne von eine Gleichung zwei-
mal hinschreiben).

(5) Das Weglassen oder Hinzufiigen einer Nullzeile (einer Nullgleichung).

(6) Das Ersetzen einer Gleichung H durch diejenige Gleichung, die ent-
steht, wenn man zu H eine andere Gleichung G des Systems addiert.
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Beweis. Die meisten Aussagen sind direkt klar. (2) ergibt sich einfach daraus,

dass wenn
n
E a;r; = C
i=1

gilt, dass dann auch

n

Z(sai)xi = sc

i=1

fiir jedes s € K gilt. Bei s # 0 kann man diesen Ubergang durch Multiplika-
tion mit s~! riickgingig machen.

(6). Es sei G die Gleichung
Z a;Tr; = C
i=1

und H die Gleichung

i=1

Wenn ein Tupel (&1, ..., &,) € K™ die beiden Gleichungen erfiillt, so erfiillt es
auch die Gleichung H' = G+ H. Und wenn das Tupel die beiden Gleichungen
G und H'’ erfiillt, so auch die Gleichung G und H = H' — G. OJ

Fiir die praktische Losung eines linearen Gleichungssystems sind die beiden
Manipulationen (2) und (6) am wichtigsten, wobei man in aller Regel diese
beiden Schritte kombiniert und eine Gleichung H durch eine Gleichung der
Form H + AG (mit G # H) ersetzt. Dabei wird A € K so gewéhlt, dass
die neue Gleichung eine Variable weniger besitzt als die alte. Man spricht
von Elimination einer Variablen. Diese Elimination wird nicht nur fiir eine
Zeile durchgefiihrt, sondern fiir alle Zeilen mit Ausnahme von einer (geeignet
gewdhlten) ,, Arbeitszeile* G und mit einer fixierten ,, Arbeitsvariablen®. Das
folgende FEliminationslemma beschreibt diesen Rechenschritt.

Lemma 5.4. Es sei K ein Kiorper und S ein (inhomogenes) lineares Glei-
chungssystem tiber K in den Variablen xq,...,x,. Es sei x eine Variable,
die in mindestens einer Gleichung G mit einem von 0 verschiedenen Koeffi-
zienten a vorkommt. Dann lisst sich jede von G verschiedene® Gleichung H
durch eine Gleichung H' ersetzen, in der x nicht mehr vorkommt, und zwar
so, dass das neue Gleichungssystem S’, das aus G und den Gleichungen H'
besteht, dquivalent zum Ausgangssystem S ist.

I5Mit verschieden ist hier gemeint, dass die beiden Gleichungen einen unterschiedlichen
Index im System haben. Es ist also sogar der Fall erlaubt, dass G und H dieselbe, aber
doppelt aufgefithrte Gleichung ist.
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Beweis. Durch Umnummerieren kann man x = x; erreichen. Es sei G die
Gleichung

n
ary + g a;r; = b
i=2

(mit @ # 0) und H die Gleichung

n
cry + E cr; = d.
i=2

Dann hat die Gleichung H' = H — £G die Gestalt

in der z; nicht mehr vorkommt. Wegen H = H'+ G sind die Gleichungssy-
steme dquivalent. O

Das praktische Verfahren, bei dem man sukzessive das Verfahren im Beweis
des vorstehenden Lemmas anwendet, um auf Dreiecksgestalt bzw. Stufenge-
stalt zu kommen, nennt man Gaufsches Eliminationsverfahren (oder Addi-
tionsverfahren). Es werden also Variablen eliminiert, indem man geeignete
Vielfache von Gleichungen zu anderen Gleichungen hinzuaddiert.

Satz 5.5. Jedes (inhomogene) lineare Gleichungssystem tber einem Korper
K lasst sich durch die in Lemma 5.3 beschriebenen elementaren Umformun-
gen und durch das Weglassen von dberfliissigen Gleichungen in ein dquiva-
lentes lineares Gleichungssystem der Stufenform

blslxsl +b151+1$31+1 Ce Ce Ce . N +b1n.fll'n = d1

0 R 0 b252x52 R e Ce +anIn = d2

0 - . - 0 bms,Ts,, .- +bppr, = dp
dberfiihren, bei dem alle Startkoeffizienten bys,, bas,, - . ., bins,, von O verschie-

den sind. Dabei ist bei d,, 1 = 0 die letzte Zeile tiberfliissig und bei d, 1 # 0
besitzt das System keine Lidsung.

Durch Variablenumbenennungen erhdlt man ein dquivalentes System der
Form

C11Y1 +012y2 s +Clmym +Clm+1ym+1 e +Clnyn - dl
0 C2212 Ce ce e e +02nyn = d2
0 . 0  cnmYm FCmmitYms1l --- FCom¥Yn = dnm
0 ... ... 0 0 o0 = dpn

mit Diagonalelementen c;; # 0.
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Beweis. Dies folgt direkt aus dem Eliminationslemma, mi dem man sukzes-
sive Variablen eliminiert. Man wendet es auf die erste (in der gegebenen
Reihenfolge) Variable (diese sei z,) an, die in mindestens einer Gleichung
mit einem von 0 verschiedenen Koeffizienten auftaucht. Diese Eliminations-
schritte wendet man solange an, solange das im Eliminationsschritt entste-
hende variablenreduzierte Gleichungssystem (also ohne die vorhergehenden
Arbeitsgleichungen) noch mindestens zwei Gleichungen mit von 0 verschie-
denen Koeffizienten erhélt. Wenn dabei Gleichungen in der Form der letzten
Gleichung iibrig bleiben, und diese nicht alle die Nullgleichung sind, so be-

sitzt das System keine Losung. Wenn wir y1 = 5, %2 = Zsy, - -y Ym = Ts,,
setzen und die anderen Variablen mit y,,.1,...,y, benennen, so erhilt man
das angegebene System in Dreiecksgestalt. U

Es kann sein, dass die Variable x; gar nicht n dem System mit einem von 0
verschiedenen Koeffizienten vorkommt, und, dass in einer Variablenelimina-
tion gleichzeitig mehrere Variablen eliminiert werden. Dann erhélt man wie
beschrieben ein Gleichungssystem in Stufenform, das erst durch Variablen-
vertauschungen in die Dreiecksform gebracht werden kann.

Bemerkung 5.6. Ein lineares Gleichungssystem kann man kurz als
Ar = ¢

mit einer m X n-Matrix und einem m-Tupel ¢ schreiben. Die Manipula-
tionen an den Gleichungen, die man im Gaufischen Eliminationsverfahren
durchfithrt, kann man direkt an der Matrix durchfithren oder aber an der
erweiterten Matrix, die entsteht, wenn man A um die Spalte ¢ ergénzt. Im
Wesentlichen ersetzt man eine Zeile durch die Summe der Zeile mit einem
Vielfachen einer anderen Zeile. Dies hat den Vorteil, dass man die Varia-
blen nicht mitschleppen muss. Dann sollte man allerdings keine Variablen-
vertauschung durchfiihren. Zum Schluss muss man die entstandene Matrix
in Stufenform wieder als lineares Gleichungssystem interpretieren.

Bemerkung 5.7. Gelegentlich méchte man ein simultanes lineares Glei-
chungssystem der Form

anTy +aprs+ -+ apr, = ¢ (= di, = e,...)
21T + Q%o + -+ + A2p®, = o (= dyy = e9,...)
A1 1+ UpaZo 4 F AT, = Cp (= dpy = €y,...)

16sen. Es sollen also fiir verschiedene Storvektoren Losungen des zugehori-
gen inhomogenen Gleichungssystems berechnet werden. Grundsétzlich kénn-
te man dies als voneinander unabhéngige Gleichungssysteme betrachten, es
ist aber geschickter, die Umwandlungen, die man auf der linken Seite macht,
um Dreiecksgestalt zu erreichen, simultan auf der rechten Seiten mit allen
Storvektoren durchzufiithren. Ein wichtiger Spezialfall bei n = m liegt vor,
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wenn die Storvektoren die Standardvektoren durchlaufen, siehe Verfahren
12.5.

Bemerkung 5.8. Ein weiteres Verfahren, ein lineares Gleichungssystem zu
16sen, ist das FEinsetzungsverfahren. Dabei werden ebenfalls Variablen suk-
zessive eliminiert, allerdings in einer anderen Weise. Wenn man mit diesem
Verfahren die Variable x; eliminieren mdochte, so 16st man eine Gleichung, sa-
gen wir GG, in der x1 mit einem von 0 verschiedenen Koeffizienten vorkommt,
nach z; auf, und erhélt eine neue Gleichung der Form

!
Gll I'lel,

wobei in F) die Variable x; nicht vorkommt. In allen weiteren Gleichungen
Go,...,G,, ersetzt man die Variable x; durch F; und erhélt (nach Umfor-
mungen) ein Gleichungssystem Gy, ..., G! ohne die Variable z;, das zusam-
men mit G dquivalent zum Ausgangssystem ist.

Bemerkung 5.9. Ein anderes Verfahren, ein lineares Gleichungssystem zu
16sen, ist das Gleichsetzungsverfahren. Dabei werden ebenfalls Variablen suk-
zessive eliminiert, allerdings in anderer Weise. Bei diesem Verfahren 16st man
die Gleichungen G;, i = 1,...,m, nach einer festen Variablen, sagen wir x;
auf. Es seien (nach Umordnung) Gy,...,Gy die Gleichungen, in denen die
Variable z; mit einem von 0 verschiedenen Koeffizienten vorkommt. Diese
Gleichungen bringt man in die Form

G; l’le;'

wobei in F; die Variable x; nicht vorkommt. Das Gleichungssystem bestehend
aus

Gll,Fle%Fl:Fg,...,Fl :Fk,Gk-Jrl’...’Gm

ist zum gegebenen System dquivalent. Mit diesem System ohne G fahrt man
fort.

Bemerkung 5.10. Unter einem linearen Ungleichungssystem iiber den re-
ellen Zahlen versteht man ein System der Form

1121 + a19T9 + - + a1y, * C1
A21X1 + A22%2 + -+ - + A2p®y, * C
Am1T1 + Am2T2 + -+ AmnTp * Cm,

wobei x gleich < oder > ist. Die Losungsmenge ist deutlich schwieriger zu
beschreiben als im Gleichungsfall. Eine Eliminierung von Variablen ist im
Allgemeinen nicht moglich.
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5.2. Lineare Gleichungssysteme in Dreiecksgestalt.

Satz 5.11. Es sei ein inhomogenes lineares Gleichungssystem tiber einem
Korper K in Dreiecksgestalt

a11ry +aixre ... —I—(llml‘m Ce —|—a1na:n =
0 299 Ce Ce Ce +6L2nZEn = (9
0 o 0  ammTm .. +FQmnTn = Cm

gegeben, wobei vorne die Diagonalelemente alle ungleich 0 seien. Dann stehen
die Losungen (z1,...,%m, Tmit, .-, Ty) 0 Bijektion zu den Tupeln (41,
ooy xy) € K™, D.h. die hinteren n — m Variablen sind frei wihlbar und
legen eine eindeutige Losung fest, und jede Lisung wird dabei erfasst.

Beweis. Dies ist klar, da bei gegebenem (2,41, ..., z,) die Zeilen von unten
nach oben sukzessive die anderen Variablen eindeutig festlegen. U

Bei m = n gibt es keine freien Variablen und es ist K = 0 und das Glei-
chungssystem besitzt genau eine Losung.

5.3. Das Superpositionsprinzip fiir lineare Gleichungssysteme.

Satz 5.12. Es sei M = (aij)1<i<mi<j<n €ine Matriz iber einem Kérper

K. FEs seien ¢ = (c1,...,¢,) und d = (dy,...,d,) zwei n-Tupel und es sei
y=(Y1,.-.,yn) € K™ eine Lisung des linearen Gleichungssystems
Mz = c
und z = (z1,...,2,) € K™ eine Lisung des Systems
Mx = d.
Dann ist y + z = (y1 + 21, - . ., Yn + 2n) eine Liosung des Systems
Mz =c+d.
Beweis. Siehe Aufgabe 5.17. 0
Korollar 5.13. Es sei K ein Korper und
1171 + a12%2 + -+ + A1, T, = O
2121 + A2 + « - + AopXy, = C2
am121 + am2x2.—|— c Tt AT : Cm

ein inhomogenes lineares Gleichungssystem tber K und es sei

a11x1 + a19xs + - +apr, = 0
911 + A20%0 + -+ -+ agpr, = 0

A1 T1 + AaZo + -+ Ay, = 0
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das zugehorige homogene Gleichungssystem. Wenn (y1,...,y,) eine Losung
des inhomogenen Systems und (z1,...,z,) eine Losung des homogenen Sy-
stems ist, so ist (y1 + 21,...,Yn + 2n) €ine Lisung des inhomogenen Sy-
stems.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Satz 5.12. U

Dies bedeutet insbesondere, dass wenn L der Losungsraum des homogenen
Gleichungssystems ist und y eine Losung des inhomogenen Gleichungssy-
stems ist, so gibt es eine Bijektion

L—L z—y+z,

zwischen L und der Losungsmenge L’ der inhomogenen Gleichungssystems.

5. ARBEITSBLATT
Die Pausenaufgabe

Aufgabe 5.1. Erstelle eine Geradengleichung fiir die Gerade im R?2, die
durch die beiden Punkte (2,3) und (5, —7) lduft.

Ubungsaufgaben

Aufgabe 5.2.%*

Lose das inhomogene Gleichungssystem

3w +z +dw = 4
2v 2y +w = 0
dr  +6y +w = 2
r +3y +5z = 3.

Aufgabe 5.3. Bestimme eine Ebenengleichung fiir die Ebene im R3, auf der
die drei Punkte
(1,0,0),(0,1,2) und (2,3,4)

liegen.

Aufgabe 5.4. Bringe das lineare Gleichungssystem
3r —4 45y = 82+ Tx,
2—4dx+ 2z = 2y + 3x+6,
4z —3rx+2x+3 = dv— 11y +22 -8
in Standardgestalt und 16se es.
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Aufgabe 5.5. Lose iiber den komplexen Zahlen das lineare Gleichungssy-
stem

ir +y +(2-1i)z = 2
Ty +2iz = —1+3
2-5i)z = 1.

Aufgabe 5.6. Es sei K der in Beispiel 3.8 eingefithrte Korper mit zwei
Elementen. Lose in K das inhomogene Gleichungssystem
T +y = 1
y +z = 0
r +y +z = 0.

Aufgabe 5.7. Finde zu einer komplexen Zahl z = a + bi # 0 die inverse
komplexe Zahl mit Hilfe eines reellen linearen Gleichungssystems mit zwei
Variablen und zwei Gleichungen.

Der Kérper Q[v/3] besteht aus allen reellen Zahlen der Form a + by/3 mit

a,b € Q. Das inverse Element zu a + /3 £ 0 ist m — ﬁ\/g

Aufgabe 5.8.*
Lose das folgende lineare Gleichungssystem iiber dem Korper K = Q[v/3]:

(77 220w ()= ()

Aufgabe 5.9. Lose das lineare Gleichungssystem

de+Ty+32 = 4
e +99 + 132 = 9
6r +8y+5z = 2

mit dem Einsetzungsverfahren.

Aufgabe 5.10. Lose das lineare Gleichungssystem

or+6y+2z = 6
dr+8y+9z = 5
lz+5y+72 = 8

mit dem Gleichsetzungsverfahren.

Aufgabe 5.11. Zeige durch ein Beispiel, dass das durch die drei Gleichun-
gen LILIIT gegebene lineare Gleichungssystem nicht zu dem durch die drei
Gleichungen I-11, I-ITI, II-11I gegebenen linearen Gleichungssystem édquivalent
sein muss.
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Aufgabe 5.12.*

Aus den Rohstoffen R;, Ry, und R3 werden verschiedene Produkte Py, Ps, Ps,
Py hergestellt. Die folgende Tabelle gibt an, wie viel von den Rohstoffen
jeweils notig ist, um die verschiedenen Produkte herzustellen (jeweils in ge-
eigneten Einheiten).

Ry | Ry | R3
P | 6 2 13
P 4 112
P | 0 2 | 2
Py 2 1] 5

a) Erstelle eine Matrix, die aus einem Dreiertupel von Produktmengen die
benétigten Rohstoffe berechnet.

b) Die folgende Tabelle zeigt, wie viel von welchem Produkt in einem Monat
produziert werden soll.

PP | P | Py
6 |4 |7]5

Welche Rohstoffmengen werden dafiir ben6tigt?

c¢) Die folgende Tabelle zeigt, wie viel von welchem Rohstoff an einem Tag
angeliefert wird.

Ry | Ry | R3
121 9 | 13

Welche Produkttupel kann man daraus ohne Abfall produzieren?

Aufgabe 5.13. Es sei

dypy 0 - e 0
0 dy O e 0
D = T T . :
0O -+ 0 dy1n1 O
0 o .- 0 don
C1
eine Diagonalmatrix und ¢ = : | ein n-Tupel iiber einem Korper K,
Cn
x
und es sei x = | ein Variablentupel. Welche Besonderheiten erfiillt das

Tn
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lineare Gleichungssystem

und wie lost man es?

Aufgabe 5.14. Lose die linearen Gleichungssysteme

(6= G2 6-6)-096)-6)

simultan.

Aufgabe 5.15. Ein lineares Ungleichungssystem sei durch die Ungleichun-
gen
xz > 0,
y 20,
r+y <1,
gegeben. Skizziere die Losungsmenge dieses Ungleichungssystems.

Aufgabe 5.16. Es sei
ax+ by >
asx + byy > co,
azx + b3y > cs,

ein lineares Ungleichungssystem, dessen Losungsmenge ein Dreieck sei. Wie

sieht die Losungsmenge aus, wenn man in jeder Ungleichung > durch <
ersetzt?

1,

Aufgabe 5.17. Beweise das Superpositionsprinzip fiir lineare Gleichungssy-
steme.

Aufgaben zum Abgeben
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Aufgabe 5.18. (4 Punkte)
Lése das inhomogene Gleichungssystem

r +2y +3z +dw = 1
2v 43y +4z +d5w = T
x +z = 9
r +5y 45z +w = 0.

Aufgabe 5.19. (3 Punkte)
Betrachte im R? die beiden Ebenen

E={(z,y,2) €eR*|3z +4y +52 =2} und F = {(z,y,2) e R?*|20 —y + 32 =—1} .
Bestimme die Schnittgerade £ N F.

Aufgabe 5.20. (3 Punkte)

Bestimme eine Ebenengleichung fiir die Ebene im R3, auf der die drei Punkte
(1,0,2),(4,-3,2) und (2,1, —1)

liegen.

Aufgabe 5.21. (4 Punkte)

Wir betrachten das lineare Gleichungssystem

2¢ —ay = =2
ax +3z = 3
1 _
—3r +y +z = 2

iiber den reellen Zahlen in Abhéngigkeit von a € R. Fiir welche a besitzt das
Gleichungssystem keine Losung, eine Losung oder unendlich viele Losungen?

Aufgabe 5.22. (3 Punkte)

Lose das lineare Gleichungssystem

Sr —y+7z = 6
3r+6y+3z2 = =2
8r+8y+72z = 3

mit dem Einsetzungsverfahren.
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Aufgabe 5.23. (4 (2+2) Punkte)

Ein lineares Ungleichungssystem sei durch die Ungleichungen

xz > 0,
y+az =0,
1y < -,
oy — 2x > 3,

gegeben.
a) Skizziere die Losungsmenge dieses Ungleichungssystems.

b) Bestimme die Eckpunkte der Losungsmenge.

6. VORLESUNG - VEKTORRAUME

6.1. Vektorraume.

b

Die Addition von zwei Pfeilen a und b, ein typisches Beispiel fiir Vektoren.
Der zentrale Begriff der linearen Algebra ist der Vektorraum.

Definition 6.1. Es sei K ein Korper und V' eine Menge mit einem ausge-
zeichneten Element 0 € V' und mit zwei Abbildungen

+: VxV —V (u,v) — u+uv,

und
o KXV —V, (s,0) — sv =5 -v.
Dann nennt man V' einen K- Vektorraum (oder einen Vektorraum iiber K),

wenn die folgenden Axiome erfiillt sind'® (dabei seien r, s € K und u,v,w €
V beliebig) 7

16Dje ersten vier Axiome, die unabhiingig von K sind, bedeuten, dass (V,0,+) eine
kommutative Gruppe ist.

17 Auch fiir Vektorrdume gilt die Klammerkonvention, dass Punktrechnung stérker bin-
det als Strichrechnung.
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u+v=v+u,

u+v)+w=u+ (v+w),

v+0=u0,

Zu jedem v gibt es ein z mit v + z = 0,
r(su) = (rs)u,

NN AN AN N TN N

00 ~J O U = W N —
—

r(u+v) =ru+rv,
(r 4+ s)u = ru+ su,
1-u=u.

Die Verkniipfung in V' nennt man (Vektor)-Addition und die Operation
K xV — V nennt man Skalarmultiplikation. Die Elemente in einem Vek-
torraum nennt man Vektoren, und die Elemente r € K heilen Skalare. Das
Nullelement 0 € V' wird auch als Nullvektor bezeichnet, und zu v € V' heif3t
das inverse Element das Negative zu v und wird mit —v bezeichnet. Wie in
Ringen gilt wieder Punktrechnung vor Strichrechnung, d.h. die Skalarmulti-
plikation bindet stérker als die Vektoraddition.

Den Korper, der im Vektorraumbegriff vorausgesetzt ist, nennt man auch
den Grundkorper. Alle Begriffe der linearen Algebra beziehen sich auf einen
solchen Grundkorper, er darf also nie vergessen werden, auch wenn er manch-
mal nicht explizit aufgefithrt wird. Bei K = R spricht man von reellen Vek-
torrdumen und bei K = C von komplexen Vektorrdumen. Bei reellen und
komplexen Vektorrdumen gibt es zusétzliche Strukturen wie Langen, Win-
kel, Skalarprodukt. Zunéchst entwickeln wir aber die algebraische Theorie
der Vektorrdume iiber einem beliebigen Korper.

Beispiel 6.2. Es sei K ein Korper und n € N, . Dann ist die Produktmenge
K'=Kx---xK={(x1,...,z,)|z; € K}
—_——

n—mal
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mit der komponentenweisen Addition und der durch

(w1, ..., xn) = (s71,...,8T,)
definierten Skalarmultiplikation ein Vektorraum. Man nennt ihn den n-di-
mensionalen Standardraum. Insbesondere ist K! = K selbst ein Vektorraum.
Der Nullraum 0, der aus dem einzigen Element 0 besteht, ist ebenfalls ein
Vektorraum. Man kann ihn auch als KY = 0 auffassen.

Die Vektoren im Standardraum K™ kann man als Zeilenvektoren

(CLl, as, ..., an)
oder als Spaltenvektor
a1
a2
ap,
schreiben. Der Vektor
0
0
e, = | 1],
0
0

wobei die 1 an der i-ten Stelle steht, heifit i-ter Standardvektor.

Beispiel 6.3. Es sei E eine ,Ebene® mit einem fixierten ,, Ursprungspunkt*
@ € E. Wir identifizieren einen Punkt P € F mit dem Verbindungsvektor

QP. In dieser Situation kann man ein anschauliche koordinatenfreie Vek-
toraddition und eine koordinatenfreie Skalarmultiplikation einfithren. Zwei
Vektoren Q? und Cﬁ? werden miteinander addiert, indem man das Paralle-
logramm zu diesen beiden Vektoren konstruiert. Das Ergebnis der Addition
ist die Ecke des Parallelogramms, das () gegeniiberliegt. Bei der Konstrukti-

on muss man die zu QP parallele Gerade durch R und die zu QR parallele
Gerade durch P zeichnen. Der Schnittpunkt dieser beiden Geraden ist der
gesuchte Punkt. Eine entsprechende Vorstellung ist, dass man den Vektor

Q? parallel verschiebt und an Cﬁ yanlegt®, d.h. dass man den Startpunkt
des einen Pfeiles an den Endpunkt des anderen anheftet.

Fiir die Multiplikation eines Vektors Q? mit einem Skalar s muss dieser als
ein Punkt auf einer Geraden G gegeben sein, auf der dariiber hinaus ein
Nullpunkt 0 € G und eine Eins 1 € G fixiert sind. Wie diese Gerade in
der Ebene liegt, ist zunéchst gleichgiiltig. Man bewegt die Gerade (dabei
darf man verschieben und auch drehen) so, dass der Nullpunkt auf @ zu
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liegen kommt und vermeidet, dass die Gerade deckungsgleich zu der von Cﬁ)’
erzeugten Geraden - nennen wir sie H - wird. Nun verbindet man 1 und P
mit einer Geraden L und zeichnet dazu die zu L parallele Gerade L' durch

s. Der Schnittpunkt von L' und H ist Sﬁ.

Diese Uberlegungen kann man auch hoherdimensional anstellen, wobei sich
allerdings das Wesentliche in der von den beiden beteiligten Vektoren (bzw.
Geraden) erzeugten Ebene abspielt.

Beispiel 6.4. Die komplexen Zahlen C bilden einen Kérper und daher bil-
den sie einen Vektorraum iiber sich selbst. Andererseits sind die komplexen
Zahlen als additive Struktur gleich R?. Die Multiplikation einer komplexen
Zahl a + bi mit einer reellen Zahl s = (s,0) geschieht komponentenweise,
d.h. diese Multiplikation stimmt mit der skalaren Multiplikation auf R? iibe-
rein. Daher sind die komplexen Zahlen auch ein reeller Vektorraum. Unter
Verwendung einer spéteren Terminologie kann man sagen, dass C ein ein-
dimensionaler komplexer Vektorraum ist und dass C ein zweidimensionaler
reeller Vektorraum ist mit der reellen Basis 1 und 1.

Beispiel 6.5. Zu einem Korper K und gegebenen natiirlichen Zahlen m,n
bildet die Menge

Mat,, . (K)
der m x m-Matrizen mit komponentenweiser Addition und komponenten-
weiser Skalarmultiplikation einen K-Vektorraum. Das Nullelement in diesem
Vektorraum ist die Nullmatriz
0 ... 0
0= : o
0 ... 0
Polynome werden wir spéter einfithren, sie sind vermutlich aus der Schule
bekannt.

Beispiel 6.6. Sei R = K[X] der Polynomring in einer Variablen iiber dem
Korper K, der aus samtlichen Polynomen, also Ausdriicken der Form

A X"+ ap 1 X" 4 aaX?+a X + ag

mit a; € K besteht. Mit (komponentenweiser) Addition und der ebenfalls
komponentenweisen Multiplikation mit einem Skalar s € K (was man auch
als die Multiplikation mit dem konstanten Polynom s auffassen kann) ist der
Polynomring ein K-Vektorraum.

Beispiel 6.7. Wir betrachten die Inklusion Q C R der rationalen Zahlen in
den reellen Zahlen. Mit der reellen Addition und mit der Multiplikation von
rationalen Zahlen mit reellen Zahlen ist R ein Q-Vektorraum, wie direkt aus
den Korperaxiomen folgt. Dies ist ein ziemlich uniibersichtlicher Vektorraum.
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Beispiel 6.8. Es sei K ein Korper und es sei M eine Menge. Wir betrachten
die Menge der Funktionen von M nach K, also

V = {f|f: M — K Abbildung} .

Diese Menge ist mit komponentenweiser Addition, bei der also die Summe
von zwei Funktionen f und g durch

(f+9)(z) = f(z) +9(2)

erklart wird, und mit der durch
(Af)(z) = Af(2)
definierten Skalarmultiplikation ein Vektorraum.

Lemma 6.9. Es sei K ein Kiorper und V' ein K-Vektorraum. Dann gelten
die folgenden Figenschaften (dabei seiv € V und s € K ).

(1) Esist Ov =0.1®

(2) Esist sO=0.

(3) Esist (—1)v = —v.

(4) Aus s #0 und v # 0 folgt sv # 0.

Beweis. Siehe Aufgabe 6.17. ]

6.2. Untervektorraume.

Definition 6.10. Es sei K ein Kérper und V' ein K-Vektorraum. Eine Teil-
menge U C V heifit Untervektorraum, wenn die folgenden Eigenschaften
gelten.

(1) 0eU.
(2) Mit u,v € U ist auch u+v € U.
(3) Mit uw € U und s € K ist auch su € U.

Auf einen solchen Untervektorraum kann man die Addition und die ska-
lare Multiplikation einschranken. Daher ist ein Untervektorraum selbst ein
Vektorraum, siehe Aufgabe 6.5. Die einfachsten Untervektorrdume in einem
Vektorraum V' sind der Nullraum 0 und der gesamte Vektorraum V.

Lemma 6.11. Es ser K ein Korper und

a11x1 + a2 + - +apr, = 0
911 + A20%0 + -+ -+ agpr, = 0
Am1T1 + ATy + + + AppTy, = 0

ein homogenes lineares Gleichungssystem tiber K. Dann ist die Menge aller
Lésungen des Gleichungssystems ein Untervektorraum des K™ (mit kompo-
nentenweiser Addition und Skalarmultiplikation).

8Man mache sich hier und im Folgenden klar, wann die 0 in K und wann sie in V zu
verstehen ist.
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Beweis. Siehe Aufgabe 6.3. g

Man spricht daher auch vom Ldsungsraum des Gleichungssystems. Insbeson-
dere ist die Summe von zwei Losungen eines linearen Gleichungssystems wie-
der eine Losung. Die Losungsmenge eines inhomogenen Gleichungssystems
ist kein Vektorraum. Man kann aber, wie in Korollar 5.13 gezeigt, zu einer
Losung eines inhomogenen Gleichungssystems eine Losung des zugehorigen
homogenen Gleichungssystems hinzuaddieren und erhélt wieder eine Losung
des inhomogenen Gleichungssystems.

Beispiel 6.12. Wir kniipfen an die homogene Version von Beispiel 5.1 an,
d.h. wir betrachten das homogene lineare Gleichungssystem

2z +5y +2z —v = 0
3r —4dy +u +2v = 0
4x -2z 42u = 0.

iiber R. Aufgrund von Lemma 6.11 ist die Losungsmenge L ein Untervektor-
raum von R®. Wir haben ihn in Beispiel 5.1 explizit als

1 1 2 5 4
—-,0,-,1 — 2 =01 R
{u( 370737 70) +v( 137137 13707 )‘U7UE }

beschrieben, woraus ebenfalls erkennbar ist, dass dieser Losungsraum ein
Vektorraum ist. In dieser Schreibweise wird klar, dass L in Bijektion zu R?
steht, und zwar respektiert diese Bijektion sowohl die Addition als auch die
Skalarmultiplikation (der Losungsraum L' des inhomogenen Systems steht
ebenfalls in Bijektion zu R?, allerdings gibt es keine sinnvolle Addition und
Skalarmultiplikation auf L'). Allerdings hingt diese Bijektion wesentlich von
den gewéhlten ,, Basislosungen (—%, 0, %, 1, O) und (—1—23, %, —%, 0, 1) ab, die
von der gewahlten Eliminationsreihenfolge abhéngen. Es gibt fiir L andere
gleichberechtigte Basislosungen.

An diesem Beispiel kann man sich Folgendes klar machen: Der Losungsraum
eines linearen Gleichungssystems iiber K ist ,in natiirlicher Weise*, d.h. un-
abhéngig von jeder Auswahl, ein Untervektorraum des K" (wenn n die An-
zahl der Variablen ist). Der Losungsraum kann auch stets in eine ,lineare
Bijektion® (eine ,,Isomorphie“) mit einem K? (d < n) gebracht werden, doch
gibt es dafiir keine natiirliche Wahl. Dies ist einer der Hauptgriinde dafiir,
mit dem abstrakten Vektorraumbegriff zu arbeiten anstatt lediglich mit dem
K"

6.3. Erzeugendensysteme.

Die Losungsmenge eines homogenen linearen Gleichungssystems in n Varia-
blen iiber einem Koérper K ist ein Untervektorraum des K™. Haufig wird
dieser Losungsraum durch die Menge aller ,, Linearkombinationen“ von end-
lich vielen (besonders einfachen) Losungen beschrieben. In dieser und der
néchsten Vorlesung entwickeln wir die dazu notwendigen Begriffe.
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Die von zwei Vektoren v; und vy erzeugte Ebene besteht aus allen
Linearkombinationen u = xv; + yvs.

Definition 6.13. Es sei K ein Koérper und V' ein K-Vektorraum. Es sei
vy, ..., U, eine Familie von Vektoren in V. Dann heifit der Vektor

S$1U1 + SoUg + - - + S, mit s; € K

eine Linearkombination dieser Vektoren (zum Koeffiziententupel (si,...,

Sn))-

Zwei unterschiedliche Koeffiziententupel konnen denselben Vektor definieren.

Definition 6.14. Es sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. Dann heifit
eine Familie v; € V', ¢ € I, ein Erzeugendensystem von V| wenn man jeden
Vektor v € V' als

vV = ZSJ‘UJ'

jed
darstellen kann mit einer endlichen Teilfamilie J C I und mit s; € K.

Im K™ bilden die Standardvektoren e;, 1 < i < n, ein Erzeugendensystem.
Im Polynomring K[X] bilden die Potenzen X™ n € N, ein (unendliches)
Erzeugendensystem.

Definition 6.15. Es sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. Zu einer
Familie v;, ¢ € I, setzt man

(vi,1€l) = {Z sivi| s; € K, J C I endliche Teilmenge}
icJ

und nennt dies den von der Familie erzeugten oder aufgespannten Untervek-

torraum.

Der von der leeren Menge erzeugte Unterraum ist der Nullraum.'® Dieser
wird ebenso von der 0 erzeugt. Zu einem einzigen Vektor v besteht der auf-
gespannte Raum aus Kv = {sv|s € K}. Bei v # 0 ist dies eine Gerade, was
wir im Rahmen der Dimensionstheorie noch prézisieren werden. Bei zwei
Vektoren v und w héngt die ,,Gestalt“ des aufgespannten Raumes davon ab,

19Djes kann man als Definition nehmen oder aber aus der Definition ableiten, wenn
man die Konvention beriicksichtigt, dass die leere Summe gleich 0 ist.
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wie die beiden Vektoren sich zueinander verhalten. Wenn sie beide auf einer
Geraden liegen, d.h. wenn w = sv gilt, so ist w iiberfliissig und der von
den beiden Vektoren erzeugte Unterraum stimmt mit dem von v erzeugten
Unterraum iiberein. Wenn dies nicht der Fall ist (und v und w nicht 0 sind),
so erzeugen die beiden Vektoren eine ,,Ebene*.

Wir fassen einige einfache Eigenschaften fiir Erzeugendensysteme und Un-
terraume zusammen.

Lemma 6.16. Es sei K ein Kdrper und V' ein K-Vektorraum. Dann gelten
folgende Aussagen.

1) Sei U;, j € J, eine Familie von Untervektorraumen. Dann ist auch
j
der Durchschnitt*
U=U;

jed
ein Untervektorraum.
(2) Zu einer Familie v;, © € I, von Elementen in V ist der erzeugte
Unterraum ein Unterraum®' von V.
(3) Die Familie v;, i € 1, ist genau dann ein Erzeugendensystem von V,
wenn

<Ui,i€I>ZV

15t.
Beweis. Siehe Aufgabe 6.16. O

6. ARBEITSBLATT
Die Pausenaufgabe

Aufgabe 6.1. Zeige, dass die Menge der ,,symmetrischen® 2 x 2-Matrizen
iiber einem Korper K, also Matrizen der Form

ail Az
9
ag1 A2

Q12 = Q21

die die Bedingung

erfiillen, mit komponentenweiser Addition und komponentenweiser Skalar-
multiplikation einen K-Vektorraum bilden.

2Der Durchschnitt () s 1) zu einer beliebigen Indexmenge J und einer durch J in-
dizierten Familie T3, j € J, von Teilmengen einer festen Obermenge M besteht aus allen
Elementen aus M, die in allen Mengen T} enthalten sind.

2y der Bezeichnung ,erzeugter Unterraum“ wurde diese Eigenschaft schon vorweg
genommen.
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Ubungsaufgaben

Aufgabe 6.2. Es sei K ein Koérper und es seien V' und W Vektorrdume iiber
K. Zeige, dass auch das Produkt

V xW

ein K-Vektorraum ist.

Aufgabe 6.3. Es sei K ein Kérper und

1121 + a19T9 + -+ - + a1y, =0
21T + Q999 + -+ - + A9y, =0
Am1T1 + Qp2X2 + -+ - + QppTy = 0

ein homogenes lineares Gleichungssystem iiber K. Zeige, dass die Menge al-
ler Losungen des Gleichungssystems ein Untervektorraum des K™ ist. Wie
verhilt sich dieser Losungsraum zu den Losungsrdumen der einzelnen Glei-
chungen?

Aufgabe 6.4. Uberpriife, ob die folgenden Teilmengen des R? Untervek-
torrdume sind:

(1) Vi ={(z,y)' e R®: 2+ 2y = 0},
(2) ‘/2:{(177y)t ER’:z >y},
3) Va={(z,y) eR® 1y =+ 1},
(4) Va={(z,y)' € R? : zy = 0},

Aufgabe 6.5. Man mache sich klar, dass sich die Addition und die skalare
Multiplikation auf einen Untervektorraum einschrénken ldsst und dass dieser
mit den von V' geerbten Strukturen selbst ein Vektorraum ist.

Aufgabe 6.6. Es sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. Es seien
U,W C V Untervektorrdume. Zeige, dass die Vereinigung U U W nur dann
ein Untervektorraum ist, wenn U C W oder W C U gilt.

Aufgabe 6.7.*

Es sei D die Menge aller reellen 2 x 2-Matrizen
aix a2
ag an)’

ap1ag — azia;g = 0

die die Bedingung
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erfiillen. Zeige, dass D kein Untervektorraum im Raum aller 2 x 2-Matrizen
ist.

Aufgabe 6.8. Es sei K ein Korper und [ eine Indexmenge. Zeige, dass
K' = Abb (I, K)

mit stellenweiser Addition und skalarer Multiplikation ein K-Vektorraum ist.

Aufgabe 6.9. Es sei K ein Korper, und seien J C I zwei Indexmengen.
Zeige, dass dann K7 = Abb (J, K) in natiirlicher Weise ein Untervektorraum
von K7 ist.

Aufgabe 6.10. Es sei K ecin Korper, sei I eine Indexmenge, und K! =
Abb (I, K) der zugehorige Vektorraum. Zeige, dass

E={f e K'|f(i)=0 fiir alle i € I bis auf endlich viele Ausnahmen }

ein Untervektorraum von K7 ist.
Zu jedem i € I sei e; € K! durch
) 1, falls j =1,
€; =
J 0 sonst ,

gegeben. Man zeige, dass sich jedes Element f € E eindeutig als Linearkom-
bination der Familie ¢;, ¢ € I, darstellen lésst.

Aufgabe 6.11. Es sei K ein angeordneter Korper und sei
C = {(24),en | Cauchyfolge in K} .
Zeige, dass C' ein Untervektorraum des Folgenraums
F = {(24),ey | Folge in K'}

ist.

Aufgabe 6.12. Driicke in Q* den Vektor
(2,-7)
als Linearkombination der Vektoren
(5,—3) und (—11,4)

aus.
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Aufgabe 6.13. Driicke in C? den Vektor
(1,0)
als Linearkombination der Vektoren
(34 5¢,—3 4 2¢) und (1 — 6,4 — 1)

aus.

Aufgabe 6.14.*

Driicke in R? den Vektor
(1,0,0)
als Linearkombination der Vektoren
(1,-2,5),(4,0,3) und (2,1,1)

aus.

Aufgabe 6.15. Es sei K ein Koérper und V' ein K-Vektorraum. Es sei v;,
1 € I, eine Familie von Vektoren in V' und w € V ein weiterer Vektor. Es sei
vorausgesetzt, dass die Familie

w,v;,1 € 1
ein Erzeugendensystem von V' ist und dass sich w als Linearkombination der

v;, 1 € I, darstellen lasst. Zeige, dass dann schon v;, ¢ € I, ein Erzeugenden-
system von V ist.

Aufgabe 6.16. Es sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. Beweise
folgende Aussagen.

(1) Sei Uj, j € J, eine Familie von Untervektorrdumen von V. Dann ist
auch der Durchschnitt
U=V
jed
ein Untervektorraum.
(2) Zu einer Familie v;, ¢ € I, von Elementen in V ist der erzeugte Un-
terraum ein Unterraum.
(3) Die Familie v;, i € I, ist genau dann ein Erzeugendensystem von V,
wenn
<Ui7 1€ I> =V
ist.

Aufgaben zum Abgeben
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Aufgabe 6.17. (3 Punkte)

Es sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. Zeige, dass die folgenden
Eigenschaften gelten (dabei sei A € K und v € V).

(1) Esist Ov =0.

(2) Esist A0 =0.

(3) Esist (—1)v = —wv.

(4) Aus A # 0 und v # 0 folgt Av # 0.

Aufgabe 6.18. (3 Punkte)

Man gebe ein Beispiel fiir einen Vektorraum V und von drei Teilmengen in
V' an, die jeweils zwei der Unterraumaxiome erfiillen, aber nicht das dritte.

Aufgabe 6.19. (3 Punkte)
Driicke in Q* den Vektor
(2,5,-3)
als Linearkombination der Vektoren
(1,2,3),(0,1,1) und (—1,2,4)

aus. Zeige, dass man ihn nicht als Linearkombination von zweien der drei
Vektoren ausdriicken kann.

Aufgabe 6.20. (3 Punkte)

Es sei K ein Korper, V ein K-Vektorraum und M eine Menge mit zwei
Verkniipfungen

+: M xM—M

und
o Kx M — M.

Es sei
p: V—M
eine surjektive Abbildung mit
p(z +y) = p(z) +¢(y) und p(Ar) = Ap(z)
fiir alle x,y € V und A € K. Zeige, dass M ein K-Vektorraum ist.
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7. VORLESUNG - BASEN

Schléift ein Lied in allen
Dingen, Die da traumen fort
und fort, Und die Welt hebt
an zu singen, Triffst du nur
das Zauberwort.

Joseph Freiherr von
Eichendorff

7.1. Lineare Unabhéingigkeit.

Definition 7.1. Es sei K ein Korper und V ein K-Vektorraum. Dann heifit
eine Familie von Vektoren v;, ¢ € I, (mit einer beliebigen endlichen Index-
menge 1) linear unabhingig, wenn eine Gleichung

Zsivi =0mit s; € K
icl
nur bei s; = 0 fiir alle ¢ moglich ist.

Wenn eine Familie nicht linear unabhingig ist, so nennt man sie linear
abhdngig. Man nennt iibrigens eine Linearkombination ), ; a;v; = 0 eine
Darstellung des Nullvektors. Sie heifit die triviale Darstellung, wenn alle Ko-
effizienten a; gleich 0 sind, andernfalls, wenn also mindestens ein Koeffizient
nicht 0 ist, spricht man von einer nichttrivialen Darstellung der Null. Eine
Familie von Vektoren ist genau dann linear unabhingig, wenn man mit ihnen
nur auf die triviale Art den Nullvektor darstellen kann. Dies ist auch dqui-
valent dazu, dass man keinen Vektor aus der Familie als Linearkombination
der anderen ausdriicken kann.

Beispiel 7.2. Die Standardvektoren im K™ sind linear unabhéngig. Eine

Darstellung
Zsiei = 0
i=1
bedeutet ja einfach
1 0 0 0
0 1 0 0
51 . + So : + 48y, =]
0 0 1 0

woraus sich aus der i-ten Zeile direkt s; = 0 ergibt.
Beispiel 7.3. Die drei Vektoren
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sind linear abhingig. Es ist ndmlich

3 0 4 0
4131 +314]1-3(|8]=10
3 5 9 0
eine nichttriviale Darstellung des Nullvektors.
an QA1n
Bemerkung 7.4. Die Vektoren v; = : R S : € K™ sind
am1 Qmn

genau dann linear abhéngig, wenn das homogene lineare Gleichungssystem

a1, + a19x9 + -+ - + a1y, =0
(91T + Q999 + - - - + a9y, =0
A1 T1 + QmaTe + -+ Gy, = 0

eine nichttriviale (d.h. von 0 verschiedene) Losung besitzt.

Fiir eine unendliche Familie definieren wir.

Definition 7.5. Es sei K ein Korper und V ein K-Vektorraum. Dann heifit
eine Familie von Vektoren v;, i € I, linear unabhdngig, wenn eine Gleichung

Z a;v; = 0 mit a; € K fiir eine endliche Teilmenge J C I
icJ
nur bei a; = 0 fiir alle ¢ moéglich ist.

Damit ist die lineare Unabhéngigkeit bei einer beliebigen Familie auf den
endlichen Fall zuriickgefiihrt. Man beachte, dass es in einem Vektorraum
keine unendlichen Summen gibt, ein Ausdruck wie ZneN a,v, = 0 kann
also von vornherein bei Untersuchungen zur linearen Unabhéngigkeit keine
Rolle spielen.

Lemma 7.6. Sei K ein Korper, V ein K-Vektorraum und v;, i € I, eine
Familie von Vektoren in V. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Wenn die Familie linear unabhingig ist, so ist auch zu jeder Teilmen-
ge J C I die Familie v; , 1 € J, linear unabhdngig.

(2) Die leere Familie ist linear unabhdngig.

(3) Wenn die Familie den Nullvektor enthdlt, so ist sie nicht linear un-
abhdngig.

(4) Wenn in der Familie ein Vektor mehrfach vorkommt, so ist sie nicht
linear unabhdngig.

(5) Ein Vektor v ist genau dann linear unabhdingig, wenn v # 0 ist.

(6) Zwei Vektoren v und u sind genau dann linear unabhingig, wenn
weder u ein skalares Vielfaches von v ist noch umgekehrt.

Beweis. Siehe Aufgabe 7.11. O
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7.2. Basen.

Definition 7.7. Es sei K ein Korper und V ein K-Vektorraum. Dann heifit
ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem v; € V, ¢ € I, von V eine Basis
von V.

Beispiel 7.8. Die Standardvektoren im K™ bilden eine Basis. Die lineare
Unabhéngigkeit wurde in Beispiel 7.2 gezeigt. Um zu zeigen, dass auch ein

by

ba
Erzeugendensystem vorliegt, seiv = | . | € K" ein beliebiger Vektor. Dann

bn

n
v = E blez
i=1

Also liegt eine Basis vor, die man die Standardbasis des K™ nennt.

ist aber direkt

Beispiel 7.9. Wir betrachten den K-Untervektorraum U C V, der durch

U = {UEK"!ivi:0}

i=1

gegeben ist. Eine Basis ist durch die n — 1 Vektoren
u; = (1,-1,0,0,...,0), ug = (0,1,—1,0,...,0), ,...,up—1 = (0,0,...,0,1, —1),
gegeben. Diese Vektoren gehoren offenbar zu U. Die lineare Unabhéngigkeit
kann man in K" iiberpriifen. Aus einer Gleichung

n—1

Zaiui =0

i=1
folgt schrittweise a; = 0, ay = 0, u.s.w. Dass ein Erzeugendensystem vorliegt,
ergibt sich aus

U1 1 0 0
(%) -1 1 0
(R} 0 —1 1

. = U1 . +(U1+Ug) : +<U1+U2+’U3) -1 + -

Un—1 0 0

Un 0 0 0

0

0

0

+ (i tvatozt o) | .

1
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, wobei die Giiltigkeit in der letzten Zeile auf der Bedingung
SUR
i=1

beruht.

Fiir die komplexen Zahlen bilden 1, eine reelle Basis. Im Raum der m X n-
Matrizen Mat,,«,(K) bilden diejenigen Matrizen, die an genau einer Stelle
eine 1 und sonst iiberall 0 stehen haben, eine Basis, siche Aufgabe 7.16.

Beispiel 7.10. Im Polynomring K[X] iiber einem Kérper K sind die Poten-
zen X", n € N, eine Basis. Nach Definition kann man jedes Polynom

&an -+ an,anfl + -+ GQXQ -+ &1X + ag
als Linearkombination der Potenzen X° = 1,X'! = X,..., X" schreiben.
Ferner sind diese Potenzen linear unabhéingig. Wenn némlich
an X"+ ap X" X+ X +ap =0

ist, so miissen alle Koeffizienten gleich 0 sein (dies gehort zum Begriff eines
Polynoms).

7.3. Der Charakterisierungssatz fiir eine Basis.

Der folgende Satz gibt eine wichtige Charakterisierung dafiir, wann eine Basis
vorliegt.

Satz 7.11. Es sei K ein Korper und V ein K-Vektorraum. FEs sei
v, ...,v, € V eine Familie von Vektoren. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent.

(1) Die Familie ist eine Basis von V.

(2) Die Familie ist ein minimales Erzeugendensystem, d.h. sobald man
ewnen Vektor v; wegldsst, liegt kein Erzeugendensystem mehr vor.

(3) Fiir jeden Vektor uw € V' gibt es genau eine Darstellung

U= 811+ -+ 8,0V, .

(4) Die Familie ist maximal linear unabhingig, d.h. sobald man irgendei-
nen Vektor dazunimmt, ist die Famailie nicht mehr linear unabhdngig.

Beweis. Wir fithren einen Ringschluss durch. (1) = (2). Die Familie ist ein
Erzeugendensystem. Nehmen wir einen Vektor, sagen wir vy, aus der Familie
heraus. Wir miissen zeigen, dass dann die verbleibende Familie, also vs, ..., v,
kein Erzeugendensystem mehr ist. Wenn sie ein Erzeugendensystem wére, so
wére insbesondere v; als Linearkombination der Vektoren darstellbar, d.h.

man hétte
n
V1 = E S;U; .
=2
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Dann ist aber
n
V1 — E S;V; = 0
i=2

eine nichttriviale Darstellung der 0, im Widerspruch zur linearen Unabhén-
gigkeit der Familie. (2) = (3). Nach Voraussetzung ist die Familie ein Er-
zeugendensystem, so dass sich jeder Vektor als Linearkombination darstellen
lasst. Angenommen, es gibt fiir ein v € V' eine mehrfache Darstellung, d.h.

n n
u = E 5iV; = E tivs,
=1 i=1

wobei mindestens ein Koeffizient verschieden sei. Ohne Einschrénkung sei
s1 # t;. Dann erhélt man die Beziehung
(81 — tl)vl = Z(tz — Si)vi .

=2
Wegen s; — t; # 0 kann man durch diese Zahl dividieren und erhalt ei-
ne Darstellung von v; durch die anderen Vektoren. Nach Aufgabe 6.15 ist
auch die Familie ohne v; ein Erzeugendensystem von V', im Widerspruch zur
Minimalitét. (3) = (4). Wegen der eindeutigen Darstellbarkeit besitzt ins-
besondere der Nullvektor nur die triviale Darstellung, d.h. die Vektoren sind
linear unabhéngig. Nimmt man einen Vektor u hinzu, so besitzt dieser eine

Darstellung
u = Z S;U;
i=1

und daher ist
n
0=u— Z Siv;
i=1

eine nichttriviale Darstellung der 0, so dass die verldngerte Familie u, vy, .. .,
v, nicht linear unabhéngig ist. (4) = (1). Die Familie ist linear unabhéngig,
wir miissen zeigen, dass sie auch ein Erzeugendensystem bildet. Sei dazu u €
V. Nach Voraussetzung ist die Familie u, vy, ..., v, nicht linear unabhéngig,
d.h. es gibt eine nichttriviale Darstellung

n
0=su-+ E SiV; .
i=1

Dabei ist s # 0, da andernfalls dies eine nichttriviale Darstellung der 0 allein
mit den linear unabhéngigen Vektoren vy, ..., v, wire. Daher kénnen wir

Zsi
u = — —;
S

schreiben, so dass eine Darstellung von u moglich ist. U
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Bemerkung 7.12. Es sei eine Basis vy, ..., v, eines K-Vektorraums V' ge-
geben. Aufgrund von Satz 7.11 (3) bedeutet dies, dass es fiir jeden Vektor
u € V eine eindeutig bestimmte Darstellung (eine Linearkombination)

U = S$1V1 + SoUg + -+ - 4+ S U,

gibt. Die dabei eindeutig bestimmten Elemente s; € K (Skalare) heiflen
die Koordinaten von u beziiglich der gegebenen Basis. Bei einer gegebe-
nen Basis entsprechen sich also die Vektoren und die Koordinatentupel
(81,89,...,8,) € K™ Man sagt, dass eine Basis ein lineares Koordinaten-

system festlegt.?? Durch eine Basis hat man also insbesondere eine bijektive
Abbildung

S1
Yo: K" —V, | 1 | — 85101 4+ SoUg + + -+ + $,,Up.
Sn

Satz 7.13. Es sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum mit einem end-
lichen Erzeugendensystem. Dann besitzt V' eine endliche Basis.

Beweis. Es sei v;, ¢ € I, ein Erzeugendensystem von V' mit einer endlichen
Indexmenge I. Wir wollen mit der Charakterisierung aus Satz 7.11 (2) ar-
gumentieren. Falls die Familie schon minimal ist, so liegt eine Basis vor.
Andernfalls gibt es ein k € I derart, dass die um v, reduzierte Familie, also
v;, 1 € I\ {k}, ebenfalls ein Erzeugendensystem ist. In diesem Fall kann man
mit der kleineren Indexmenge weiterargumentieren. Mit diesem Verfahren
gelangt man letztlich zu einer Teilmenge J C [ derart, dass v;, ¢ € J, ein
minimales Erzeugendensystem, also eine Basis ist. U

Bemerkung 7.14. Es gilt sogar generell der Satz von Hamel, dass jeder
Vektorraum eine Basis besitzt. Der Beweis zu diesem Satz verwendet deut-
lich stiarkere mengentheoretische Hilfsmittel, insbesondere das Auswahlaxiom
und das daraus abgeleitete Lemma von Zorn. Dies ist letztlich der Grund,
warum sich viele Aussagen fiir endlichdimensionale Rdume auch auf unend-
lichdimensionale iibertragen lassen. Im Rahmen dieses Kurses konzentrieren
wir uns, insbesondere in den Beweisen, auf den endlichdimensionalen Fall.

7. ARBEITSBLATT

Die Pausenaufgabe

221 ineare Koordinaten vermitteln also eine bijektive Beziehung zwischen Punkten und
Zahlentupeln. Aufgrund der Linearitét ist eine solche Bijektion mit der Addition und der
Skalarmultiplikation vertriglich. In vielen anderen Kontexten spielen auch nichtlineare
(oder krummlinige) Koordinaten eine wichtige Rolle. Auch diese setzen Raumpunkte mit
Zahlentupeln in eine bijektive Verbindung. Wichtige nichtlineare Koordinaten sind u.A.
Polarkoordinaten, Zylinderkoordinaten und Kugelkoordinaten. Mathematische Probleme
konnen h#ufig durch eine geeignete Wahl von Koordinaten vereinfacht werden, beispiels-
weise bei Volumenberechnungen.
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Aufgabe 7.1. Man gebe im R? drei Vektoren an, so dass je zwei von ihnen
linear unabhéngig sind, aber alle drei zusammen linear abhéngig.

Ubungsaufgaben

Aufgabe 7.2. Entscheide, ob die folgenden Vektoren linear unabhéngig sind.

(1) (=1,1,-1), (0,6,4), (1,2,3), im R-Vektorraum R3.
(2) 1+, 1+ 2i im R-Vektorraum C.

(3) 1+, 1+ 2i im C-Vektorraum C.

(4) 1, v/3 im Q-Vektorraum R.

Aufgabe 7.3. Zeige, dass die drei Vektoren

0 4 1
1 3 7
21710171 0
1 2 -1

im R* linear unabhingig sind.

Aufgabe 7.4. Bestimme eine Basis des Untervektorraums U = {(z,y, z) €
R¥:z=z2} CR3.

Aufgabe 7.5. Bestimme eine Basis fiir den Losungsraum der linearen Glei-
chung
3r+4y — 224+ 5w =0.

Aufgabe 7.6. Bestimme eine Basis fiir den Losungsraum des linearen Glei-
chungssystems

—2x4+3y—z2+4w=0und 3z — 2w =0.

Aufgabe 7.7. Zeige, dass im R? die drei Vektoren

2 1 4
AN EINE
5 7 2

eine Basis bilden.
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Aufgabe 7.8. Bestimme, ob im C? die beiden Vektoren

24 Ti 4 (15 +26i
3—; ) "MEl13-7

eine Basis bilden.

Aufgabe 7.9. Es sei K ein Koérper. Man finde ein lineares Gleichungssystem
in drei Variablen, dessen Lsungsraum genau

3
Ao 2 ek
—5

ist.

Aufgabe 7.10.*

Im R3 seien die beiden Untervektorriume

2 4
U=¢s|1]+t|-2]]|s,teR
7 9
und
3 5
V=<pl|ll]|+q| 2 ||p,geR
0 —4

gegeben. Bestimme eine Basis fir U N V.

Aufgabe 7.11. Sei K ein Korper, V ein K-Vektorraum und v;, ¢ € I, eine
Familie von Vektoren in V. Beweise die folgenden Aussagen.

(1) Wenn die Familie linear unabhéngig ist, so ist auch zu jeder Teilmenge
J C I die Familie v; , 7 € J, linear unabhéngig.

(2) Die leere Familie ist linear unabhéngig.

(3) Wenn die Familie den Nullvektor enthélt, so ist sie nicht linear un-
abhéngig.

(4) Wenn in der Familie ein Vektor mehrfach vorkommt, so ist sie nicht
linear unabhéngig.

(5) Ein Vektor v ist genau dann linear unabhéingig, wenn v # 0 ist.

(6) Zwei Vektoren v und u sind genau dann linear unabhéngig, wenn
weder u ein skalares Vielfaches von v ist noch umgekehrt.
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Aufgabe 7.12. Es sei K ein Korper, V' ein K-Vektorraum und sei v;, i € 1,
eine Familie von Vektoren in V. Es sei \;, © € I, eine Familie von Elementen
# 0 aus K. Zeige, dass die Familie v;, ¢ € I, genau dann linear unabhéngig
(ein Erzeugendensystem von V', eine Basis von V') ist, wenn dies fiir die
Familie \;v;, 7 € I, gilt.

Aufgabe 7.13.*

Betrachte die reellen Zahlen R als Q-Vektorraum. Zeige, dass die Menge der
reellen Zahlen Inp, wobei p durch die Menge der Primzahlen lauft, linear
unabhéngig ist. Tipp: Verwende, dass jede positive natiirliche Zahl eine ein-
deutige Darstellung als Produkt von Primzahlen besitzt.

Aufgabe 7.14.*

Es sei K ein angeordneter Korper und sei
V=K%

der Vektorraum aller Folgen in K (mit komponentenweiser Addition und
Skalarmultiplikation).

a) Zeige (ohne Sétze iiber konvergente Folgen zu verwenden), dass die Menge
der Nullfolgen, also

U= {(xn)neNJ (@n)nen, konvergiert gegen 0}
ein K-Untervektorraum von V ist.
b) Sind die beiden Folgen

(1/n)nen, und (1/n2)n€N+
linear unabhéngig in V7

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 7.15. (2 Punkte)

Bestimme, ob im R? die drei Vektoren

2 9 ~1
3.12].] 4
-5 6 ~1

eine Basis bilden.
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Aufgabe 7.16. (2 Punkte)

Bestimme, ob im C? die beiden Vektoren

2-7i\ o (5460
34292 " 3—17i

Aufgabe 7.17. (2 Punkte)

Zeige, dass im Raum der m x n-Matrizen Mat,, ., (/) die Matrizen £;;, die
genau an der Stelle (i,7) den Eintrag 1 und sonst iiberall den Eintrag 0
haben, eine Basis bilden.

eine Basis bilden.

Aufgabe 7.18. (4 Punkte)

Es sei Q™ der n-dimensionale Standardraum iiber Q und sei vq,...,v, € Q"
eine Familie von Vektoren. Zeige, dass diese Familie genau dann eine Q-Basis
des Q™ ist, wenn diese Familie aufgefasst im R" eine R-Basis des R™ bildet.

Aufgabe 7.19. (3 Punkte)
Es sei K ein Korper und sei

ai

e K"

an
ein von 0 verschiedener Vektor. Man finde ein lineares Gleichungssystem in
n Variablen mit n — 1 Gleichungen, dessen Losungsraum genau

ai

Al ) e K
Qn

ist.
8. VORLESUNG - DIMENSION

8.1. Dimensionstheorie.

Ein endlich erzeugter Vektorraum hat im Allgemeinen ganz unterschiedli-
che Basen. Wenn beispielsweise ein homogenes lineares Gleichungssystem in
n Variablen vorliegt, so ist der Losungsraum ein Untervektorraum von K™,
und eine Basis des Losungsraumes kann man aus dem #quivalenten Glei-
chungssystem in Stufenform errechnen. Da man aber im Eliminationsver-
fahren mehrere Wahlmoglichkeiten hat, kann man zu unterschiedlichen Ba-
sen des Losungsraumes gelangen. Dabei ist es keineswegs selbstverstandlich,
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dass die Anzahl der Basislosungen unabhéngig vom eingeschlagenen Verfah-
ren ist. In dieser Vorlesung werden wir allgemein zeigen, dass die Anzahl
der Elemente in einer Basis eines Vektorraumes stets konstant ist und nur
vom Vektorraum abhéngt. Diese wichtige Eigenschaft werden wir nach eini-
gen Vorbereitungen beweisen und als Ausgangspunkt fiir die Definition der
Dimension eines Vektorraumes nehmen.

Lemma 8.1. Es sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum mit einer Basis
V1, ..., Un. Bs seiw €V ein Vektor mit einer Darstellung

n
= E SiUi,
=1

wobei s, # 0 sei fiir ein bestimmtes k. Dann ist auch die Familie
Vlyeo oy Uk—1, W, Vg1, - - -, Up

eine Basis von V.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass die neue Familie ein Erzeugendensystem ist.
Zunéchst kann man wegen

und s; # 0 den Vektor vy als

n
1 S; S;
Vg = —W — —V; — E —;
Sk , S

schreiben. Sei nun u € V beliebig vorgegeben. Dann kann man schreiben

u = itﬂ)l
= Ztvl+tkvk+ Z t;v;

i=k+1
1 k—1 s n s n
, Sk — Sk , Sk .
=1 i=1 1=k+1 i=k+1
k—1 s,
= > (ti—tk—Z) v+ E 4 Z (t —tk—)
- Sk Sk
=1 i=k+1

Zum Nachweis der linearen Unabhéngigkeit nehmen wir zwecks Notations-
vereinfachung k£ = 1 an. Es sei

tlw + i tﬂ}i =0
=2
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eine Darstellung der Null. Dann ist

0= tlw + i ti’Ui = tl (i Si“z’) + i tﬂ)i = tlslvl + i (tlsi + tz) V;.
=2 =2

i=2 i=1
Aus der linearen Unabhéngigkeit der Ausgangsfamilie folgt insbesondere
t1s1 = 0, und wegen s; # 0 ergibt sich t; = 0. Deshalb ist 2?22 tiv; = 0
und daher gilt t; = 0 fiir alle 4. O

Die vorstehende Aussage heifit Austauschlemma, die nachfolgende Austausch-
satz.

Satz 8.2. Es sei K ein Kiorper und V' ein K-Vektorraum mit einer Basis
by, ..., by .

Ferner sei

Uy ..., UL
eine Familie von linear unabhdngigen Vektoren in V. Dann gibt es eine Teil-
menge J = {i1,12,...,i1} C{1,...,n} =1 derart, dass die Familie

Uiy b € T\ J,

eine Basis von V' ist. Insbesondere ist k < n.

Beweis. Wir fithren Induktion iiber k, also iiber die Anzahl der Vektoren
in der Familie. Bei £k = 0 ist nichts zu zeigen. Sei die Aussage fiir k£ schon
bewiesen und seien k + 1 linear unabhéngige Vektoren

Uty ooy Uy U+
gegeben. Nach Induktionsvoraussetzung, angewandt auf die (ebenfalls linear
unabhéngigen) Vektoren
Uy ..., Uk
gibt es eine Teilmenge J = {iy,42,...,ix} C {1,...,n} derart, dass die Fa-
milie
ul,...,uk,bi,i S ]\J,
eine Basis von V ist. Wir wollen auf diese Basis das Austauschlemma anwen-
den. Da eine Basis vorliegt, kann man

k
Ukl = chuj + Z dzbz

Jj=1 ieI\J
schreiben. Wéaren hierbei alle Koeffizienten d; = 0, so ergdbe sich sofort
ein Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit der u;, j = 1,...,k + 1. Es
gibt also ein ¢ € I\ J mit d; # 0. Wir setzen iy, := i. Damit ist J' =
{i1,49, ... ik, ix41} eine (k + 1)-elementige Teilmenge von {1,...,n}. Nach
dem Austauschlemma kann man den Basisvektor b durch wugy; ersetzen
und erhilt die neue Basis

Tht1

- !
ULy ooy Ugy Upy1, D0 € T\ J'.
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Der Zusatz folgt sofort, da eine k-elementige Teilmenge einer n-elementigen

Menge vorliegt. U

Beispiel 8.3. Wir betrachten die Standardbasis e, e, e5 des K und die
3 5

beiden linear unabhéngigen Vektoren u; = |2 | und uy = [ 4|, die wir
1 2

mit Hilfe der Standardbasis geméfl des im Beweis zum Basisaustauschsatz
beschriebenen Verfahrens zu einer Basis ergéinzen wollen. Betrachten wir
zunéchst

Uy = 361 -+ 262 + e3.

Da sémtliche Koeffizienten nicht 0 sind, kann man u; mit je zwei der Stan-
dardvektoren zu einer Basis ergdnzen. Wir nehmen die neue Basis

Uy, €1,€2.

Als zweiten Schritt wollen wir us in die Basis mitaufnehmen. Es ist

5 3
Uy = 4 =212 — €1 = 2U1—€1+062.
2 1

Nach dem Beweis miissen wir e; rauswerfen, da es mit einem Koeffizienten
# 0 in dieser Gleichung vorkommt (es diirften wir nicht rauswerfen). Die
neue Basis ist somit

Uy, Uz, €2 .

Satz 8.4. Es set K ein Korper und V' ein K-Vektorraum mit einem end-
lichen Erzeugendensystem. Dann besitzen je zwei Basen von V' die gleiche
Anzahl von Basisvektoren.

Beweis. Es seien b = by,...,b, und u = uy,...,u; zwei Basen von V. Auf-
grund des Basisaustauschsatzes, angewandt auf die Basis b und die linear
unabhéngige Familie u ergibt sich & < n. Wendet man den Austauschsatz
umgekehrt an, so folgt n < k, also insgesamt n = k. O

Dieser Satz erlaubt die folgende Definition.

Definition 8.5. Es sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum mit einem
endlichen Erzeugendensystem. Dann nennt man die Anzahl der Vektoren in
einer Basis von V' die Dimension von V', geschrieben

dim (V) .

Wenn ein Vektorraum nicht endlich erzeugt ist, so setzt man dim (V') = oc.
Der Nullraum 0 hat die Dimension 0. Einen eindimensionalen Vektorraum
nennt man auch eine Gerade, einen zweidimensionalen Vektorraum eine Ebe-
ne, einen dreidimensionalen Vektorraum einen Raum (im engeren Sinn), wo-
bei man andererseits auch jeden Vektorraum einen Raum nennt.
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Korollar 8.6. Es sei K ein Korper und n € N. Dann besitzt der Stan-
dardraum K™ die Dimension n.

Beweis. Die Standardbasis e;, 1 = 1,...,n, besteht aus n Vektoren, also ist
die Dimension n. U

Beispiel 8.7. Die komplexen Zahlen bilden einen zweidimensionalen reellen
Vektorraum, eine Basis ist z.B. 1 und 1.

Beispiel 8.8. Der Polynomring R = K[X] iiber einem Korper K ist kein
endlichdimensionaler Vektorraum. Seien n Polynome Pi,..., P, fixiert. Es
sei d das Maximum der Grade dieser Polynome. Dann hat auch jede K-
Linearkombination Z?:l a; P; maximal den Grad d. Insbesondere kénnen Po-
lynome von einem grofleren Grad nicht durch Py, ..., P, dargestellt werden.
Es gibt also kein endliches Erzeugendensystem.

Die vorstehende Aussage folgt auch daraus, dass wir aufgrund von Beispiel
7.10 schon eine unendliche Basis, ndmlich die Potenzen X", des Polynomrings
kennen. Dies schlieit generell die Existenz einer endlichen Basis aus, siehe
Aufgabe 8.16 (der Beweis zu Satz 8.4 zeigt strenggenommen nur, dass zwei
endliche Basen die gleiche Anzahl haben miissen).

Korollar 8.9. Es set K ein Korper und V' ein endlichdimensionaler K -
Vektorraum. Es set U C V' ein Untervektorraum. Dann ist U ebenfalls end-
lichdimensional und es gilt

dim (U) < dim (V).

Beweis. Jede linear unabhéngige Familie in U ist auch linear unabhingig
in V. Daher kann es aufgrund des Basisaustauschsatzes in U nur linear un-
abhéngige Familien der Linge < n geben. Es sei k£ < n derart, dass es in U
eine linear unabhéngige Familie mit k£ Vektoren gibt, aber nicht mit k& + 1

Vektoren. Sei u = uyq, ..., u eine solche Familie. Diese ist dann insbesondere
eine maximal linear unabhéngige Familie in U und daher wegen Satz 7.11
eine Basis von U. 0

Die Differenz
dim (V') — dim (U)
nennt man auch die Kodimension von U in V.
Korollar 8.10. Es sei K ein Korper und V' ein K -Vektorraum mit endlicher

Dimension n = dim (V). Es seien n Vektoren vy, ..., v, in'V gegeben. Dann
sind folgende Eigenschaften dquivalent.

(1) vy,...,v, bilden eine Basis von V.
(2) v1,...,v, bilden ein Erzeugendensystem von V.
(3) v1,...,v, sind linear unabhdingig.

Beweis. Siehe Aufgabe 8.7. g
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z

Beispiel 8.11. Es sei K ein Korper. Man kann sich einfach einen Uberblick
iiber die Unterrdume des K" verschaffen, als Dimension von Unterrdumen
kommt nur £ mit 0 < k < n in Frage. Bei n = 0 gibt es nur den Nullraum
selbst, bei n = 1 gibt es den Nullraum und K selbst. Bei n = 2 gibt es den
Nullraum, die gesamte Ebene K2, und die eindimensionalen Geraden durch
den Nullpunkt. Jede solche Gerade G hat die Gestalt

G = Kv = {sv|s € K}

mit einem von 0 verschiedenen Vektor v. Zwei von null verschiedene Vektoren
definieren genau dann die gleiche Gerade, wenn sie linear abhéngig sind.

Bei n = 3 gibt es den Nullraum, den Gesamtraum K3, die eindimensionalen
Geraden durch den Nullpunkt und die zweidimensionalen Ebenen durch den
Nullpunkt.

Der folgende Satz heifit Basisergdnzungssatz.

Satz 8.12. Es set K ein Kérper und V ein endlichdimensionaler K-
Vektorraum der Dimension n = dim (V). Es seien

Uy ..., UL

linear unabhdngige Vektoren in V. Dann gibt es Vektoren

Uk+15 - -+ Un
derart, dass
Upy e ooy Uk, Uy 1y -+, Up
eine Basis von V' bilden.
Beweis. Es seiby,...,b, eine Basis von V. Aufgrund des Austauschsatzes fin-

det man n—k Vektoren aus der Basis b, die zusammen mit den vorgegebenen
Uy, ..., u, eine Basis von V bilden. U
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Insbesondere kann man eine Basis eines Untervektorraumes U C V stets zu
einer Basis des Gesamtraumes ergénzen.

&. ARBEITSBLATT
Die Pausenaufgabe

Aufgabe 8.1. Bestimme die Dimension des Raumes der 2 x 2-Matrizen.

Ubungsaufgaben

Aufgabe 8.2. Bestimme die Dimension des Losungsraumes des linearen
Gleichungssystems
dr —3y+Tz4+d5u—v =0
y+6z—10u+3v =0
in den Variablen z,v, z, u, v.

Aufgabe 8.3. Bestimme die Dimension des Raumes aller m x n-Matrizen.

Aufgabe 8.4.*

Es sei K ein Kérper und n € N. Zeige, dass die Menge der Diagonalmatrizen
ein Untervektorraum im Raum aller n x n-Matrizen iiber X ist und bestimme
seine Dimension.

Eine n x n-Matrix
M = (ai)1<; j<n

heifit symmetrisch, wenn a;; = aj; fiir alle 7, j ist.

Aufgabe 8.5. Zeige, dass die Menge der symmetrischen n x n-Matrizen
einen Untervektorraum im Raum aller n x n-Matrizen bildet und bestimme
dessen Dimension.

Aufgabe 8.6. Es sei K ein Korper und n € N. Zeige, dass die Menge der
oberen Dreiecksmatrizen ein Untervektorraum im Raum aller n x n-Matrizen
iber K ist und bestimme seine Dimension.

Aufgabe 8.7. Es sei K ein Kérper und V ein K-Vektorraum mit endlicher
Dimension n = dim (V). Es seien n Vektoren vy, ..., v, in V gegeben. Zeige,
dass die folgenden Eigenschaften dquivalent sind.
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(1) v,...,v, bilden eine Basis von V.
(2) v1,...,v, bilden ein Erzeugendensystem von V.
(3) vi,...,v, sind linear unabhéngig.

Aufgabe 8.8. Es sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum mit endlicher
Dimension. Es sei U C V ein Untervektorraum mit dim (U) = dim (V).
Zeige, dass dann U = V ist.

Aufgabe 8.9.*
Es seien a, b, ¢ € R reelle Zahlen. Wir betrachten die drei Vektoren

a c b
bl,lal],c]| eR3.
c b a

Man gebe Beispiele fiir a, b, ¢ derart, dass der von diesen Vektoren erzeugte
Untervektorraum die Dimension 0, 1, 2, 3 besitzt.

Aufgabe 8.10.*

Es sei K ein Korper und es seien V und W endlichdimensionale K-Vektor-
raume mit dim (V') = n und dim (W) = m. Welche Dimension besitzt der
Produktraum V x W?

Aufgabe 8.11.*

Es sei W ein n-dimensionaler K-Vektorraum (K ein Koérper) und seien
U,V C W Untervektorrdume der Dimension dim (U) = r und dim (V) = s.
Es gelte r + s > n. Zeige, dass U NV # 0 ist.

Aufgabe 8.12. Es sei K ein Korper und sei K[X] der Polynomring iiber K.
Sei d € N. Zeige, dass die Menge aller Polynome vom Grad < d ein endlich-
dimensionaler Untervektorraum von K[X] ist. Was ist seine Dimension?

Aufgabe 8.13. Zeige, dass die Menge aller reellen Polynome vom Grad < 4,
fiir die —2 und 3 Nullstellen sind, ein endlichdimensionaler Untervektorraum
in R[X] ist. Bestimme die Dimension von diesem Vektorraum.

Aufgabe 8.14. Es sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber den
komplexen Zahlen, und sei vy, ..., v, eine Basis von V. Zeige, dass die Vek-
torenfamilie

V1, ..., 0, und vy, ..., v,
eine Basis von V| aufgefasst als reeller Vektorraum, ist.
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Aufgabe 8.15. Es sei die Standardbasis e1, e, €3, e, im R* gegeben und die
drei Vektoren

1 2 —4
3 1 9
ol Is und 5
—4 7 1

Zeige, dass diese Vektoren linear unabhéngig sind und ergénze sie mit einem
geeigneten Standardvektor geméfl Satz 8.2 zu einer Basis. Kann man jeden
Standardvektor nehmen?

Aufgabe 8.16. Es sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. Zeige, dass
V' nicht zugleich eine endliche Basis und eine unendliche Basis besitzen kann.

Das magische Quadrat aus Diirers Stich Melencolia I.

Eine n x n-Matrix (a;;),. iiber einem Korper K heifit magisches Quadrat

]
(oder linear-magisches Quadrat iiber K), wenn jede Spaltensumme und jede
Zeilensumme in der Matrix gleich einer bestimmen Zahl ¢ € K ist.

In diesem Sinne ist

c 0 0
0 ¢

0
0 0 c

fiir jedes ¢ € K ein magisches Quadrat.

Aufgabe 8.17. Zeige, dass die Menge aller linear-magischen Quadrate der
Lange n iiber K einen Untervektorraum im Raum aller n x n-Matrizen bildet.

Aufgaben zum Abgeben
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Aufgabe 8.18. (3 Punkte)

Es sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. Es sei vy, ..., v,, eine Familie
von Vektoren in V' und sei

U:<Ui,7;:1,...,m>

der davon aufgespannte Untervektorraum. Zeige, dass die Familie genau dann
linear unabhéngig ist, wenn die Dimension von U gleich m ist.

Aufgabe 8.19. (4 (3+1) Punkte)

a) Bestimme die Dimension des Losungsraumes des linearen Gleichungssy-
stems

20 +5y+ 72+ 4u—3v+2w =0
dr+9y+62+du—v+w =0
Tt +8y—324+u+3v+3w =0
—x 46y + 1624+ 8u—Tv = 0
in den Variablen z,y, z, u, v, w.

b) Was ist die Dimension des Losungsraumes, wenn man dieses System in
den Variablen x,y, z, u, v, w, r, s auffasst?

Aufgabe 8.20. (4 Punkte)

Zeige, dass die Menge aller reellen Polynome vom Grad < 6, fiir die —1, 0
und 1 Nullstellen sind, ein endlichdimensionaler Untervektorraum in R[X]
ist. Bestimme die Dimension von diesem Vektorraum.

Aufgabe 8.21. (4 Punkte)

Es sei K ein Korper und n € N . Bestimme die Dimension des Raumes aller
linear-magischen Quadrate der Lénge n iiber K.

9. VORLESUNG - BASISWECHSEL

9.1. Basiswechsel.

Wir wissen bereits, dass in einem endlichdimensionalen Vektorraum je zwei
Basen die gleiche Lénge haben, also die gleiche Anzahl von Basisvektoren be-
sitzen. Jeder Vektor besitzt beziiglich einer jeden Basis eindeutig bestimmte
Koordinaten (oder Koeffizienten). Wie verhalten sich diese Koordinaten zu
zwei Basen untereinander? Dies beantwortet die folgende Aussage.
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Lemma 9.1. Es sei K ein Kdorper und V' ein K-Vektorraum der Dimension

n. Bs seiten b = vy, ...,0, und U= uy,...,u, zwei Basen von V. Es sei
n
Uj = E cijui
i=1

mit den Koeffizienten ¢;; € K, die wir zur n x n-Matriz

My = (cij)ij

zusammengfassen. Dann hat ein Vektor w, der beziiglich der Basis v die Ko-

81
ordinaten | : | besitzt, beziiglich der Basis u die Koordinaten
Sn
Ci1 Ci2 ... C1
131 1 " 51
o Co1 Co2 ... Cop .
Mu = . . . .
tn Sn o Sn
Cn1 Cn2 ... Cpn

Beweis. Dies folgt direkt aus

n n n n n
w = E Sj’Uj = E Sj E cijui = E E Sjcij U;
7=1 j=1 i=1 j=1

i=1

und der Definition der Matrizenmultiplikation. U

Wenn wir die zu einer Basis v gehorende bijektive Abbildung (sieche Bemer-
kung 7.12)

Yo: K" —V
betrachten, so kann man die vorstehende Aussage auch so ausdriicken, dass
das Dreieck

Ko M g
Yo N+
%

kommutiert.?3

Definition 9.2. Es sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum der Dimen-
sion n. Es seien v = vy,...,v, und u = uq,...,u, zwei Basen von V. Es

sel
n
’Uj = E cijui
i=1

23Dje Kommutativitit eines solchen Pfeil- bzw. Abbildungsdiagramms besagt einfach,
dass die zusammengesetzen Abbildungen iibereinstimmen, wenn ihre Definitionsmenge
und ihre Wertemenge iibereinstimmen. In diesem Fall heifit es einfach nur ¢, = 1, 0 M.



107

mit den Koeffizienten ¢;; € K. Dann nennt man die n x n-Matrix
My = (cij)i

u

die Ubergangsmatriz zum Basiswechsel von v nach u.

Statt Ubergangsmatrix sagt man auch Transformationsmatriz.

Bemerkung 9.3. In der j-ten Spalte der Transformationsmatrix M stehen
die Koordinaten von v; beziiglich der Basis u. Der Vektor v; hat beziiglich der
Basis v die Koordinaten e;, und wenn man die Matrix auf e; anwendet, erhélt
man die j-te Spalte der Matrix, und diese ist eben das Koordinatentupel von
v; in der Basis u. Bei einem eindimensionalen Raum mit

vV = Ccu

ist My = ¢ = ¢, wobei der Bruch in der Tat wohldefiniert ist und wodurch
man sich die Reihenfolge der Basen in dieser Schreibweise merken kann. Eine
weitere Beziehung ist
b = (M),

wobei hier die Matrix nicht auf ein n-Tupel aus K, sondern auf ein n-Tupel
aus V angewendet wird und sich ein neues n-Tupel aus V' ergibt. Dies konn-
te man als Argument dafiir ansehen, die Ubergangsmatrix direkt als ihre
Transponierte anzusetzen, doch betrachtet man das in Lemma 9.1 beschrie-
bene Transformationsverhalten als ausschlaggebend.

Wenn

V =K"
und ¢ die Standardbasis davon ist und v eine weitere Basis, so erhélt man
die Ubergangsmatrix M von e nach v, indem man e; als Linearkombinati-

on der Basisvektoren vy, ..., v, ausdriickt und die entsprechenden Tupel als
Spalten nimmt. Dagegen besteht M, einfach aus den vy,...,v, als Spalten
geschrieben.

Beispiel 9.4. Wir betrachten im R? die Standardbasis

=) ()
=) ()

Die Basisvektoren von v lassen sich direkt mit der Standardbasis ausdriicken,
namlich

(1) o) s (1)) 5

Daher erhalt man sofort
1 -2
v __
- (L)

und die Basis
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Zum Beispiel hat der Vektor, der beziiglich v die Koordinaten (4, —3) besitzt,
beziiglich der Standardbasis u die Koordinaten

() =6 () = ()

Die Ubergangsmatrix M} ist schwieriger zu bestimmen: Dazu miissen wir die
Standardvektoren als Linearkombinationen von v, und vy ausdriicken. Eine
direkte Rechnung (dahinter steckt das simultane Losen von zwei linearen
Gleichungssystemen) ergibt

(1) -2()-%(3)
() =20)+:(3)
= (5 1)

Lemma 9.5. Es sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum der Dimension
n. Es seien u=wuy,...,U,, O =101,...,0, und 0o = wy,...,w, Basen von V.
Dann stehen die Ubergangsmatrizen zueinander in der Beziehung

My = My o M.

und

Somit ist

Insbesondere ist
Mo M} = E,.

Beweis. Siehe Aufgabe 9.8. g

9.2. Summe von Untervektorridumen.

Definition 9.6. Zu einem K-Vektorraum und einer Familie Uy,...,U, CV
von Untervektorraumen definiert man die Summe dieser Untervektorrdume
durch

Lemma 9.7. Es set K ein Kérper und V' ein endlichdimensionaler K-
Vektorraum. Es seien Uy, Uy C V' Untervektorraume. Dann ist

Beweis. Es sei wy, ..., wy eine Basis von U; N Us. Diese ergénzen wir geméf
Satz 8.12 einerseits zu einer Basis wy, ..., wg, uq, . .., u, von U; und anderer-
seits zu einer Basis wq,...,wg,v1, ..., v, von Us. Dann ist

Wiy oo o yWryULye oo yUp,V1y. ..y Uy
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ein Erzeugendensystem von U; + U;. Wir behaupten, dass es sich sogar um
eine Basis handelt. Sei dazu

ajwy + -+ -+ apwy + byug + - -+ by, + vy + -+ vy, = 0.
Daraus ergibt sich, dass das Element
awy + -+ apw + biug + -+ byu, = —civ1 — - — CpUm

zu Uy N U, gehort. Daraus folgt direkt b, = O fir7=1,...,nund ¢; = 0
fir y = 1,...,m. Somit ergibt sich dann auch a, = 0 fiir alle £. Also liegt
lineare Unabhéngigkeit vor. Insgesamt ist also

= k+n+k+m
= dim (Uh) + dim (U,) .

g

Der Durchschnitt von zwei Ebenen im R? ist ,im Normalfall“ eine Gera-
de, und die Ebene selbst, wenn zweimal die gleiche Ebene genommen wird,
aber niemals nur ein Punkt. Diese Gesetzméfigkeit kommt in der folgenden
Aussage zum Ausdruck.

Korollar 9.8. FEs sei K ein Korper und V' ein endlichdimensionaler K -
Vektorraum der Dimension n und es seien Uy, Us C V' Untervektorriume
der Dimension dim (Uy) =n — ki bzw. dim (Us) = n — ky. Dann ist

dim(UlﬂUg) Z n—kﬁl—k‘g.

Beweis. Nach Lemma 9.7 ist

n—k1+n—k2—dim(U1+U2)
n—ki+n—k—n

n—kl—kg.

v Il

g

Korollar 9.9. Es sei ein homogenes lineares Gleichungssystem aus k Glei-
chungen in n Variablen gegeben. Dann ist die Dimension des Losungsraumes
des Systems mindestens gleich n — k.

Beweis. Der Losungsraum einer linearen Gleichung in n Variablen besitzt die
Dimension n — 1 oder n. Der Losungsraum des Systems ist der Durchschnitt
der Losungsraume der einzelnen Gleichungen. Daher folgt die Aussage durch
mehrfache Anwendung von Korollar 9.8 auf die einzelnen Losungsraume. [
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9.3. Direkte Summe.

Definition 9.10. Es sei K ein Koérper und V' ein K-Vektorraum. Es sei
Uy, ..., U, eine Familie von Untervektorrdumen von V. Man sagt, dass V
die direkte Summe der U; ist, wenn die beiden folgenden Bedingungen erfiillt
sind.

(1) Ui N (Z#i Uj> = 0 fiir alle 4.
(2) Jeder Vektor v € V besitzt eine Darstellung
V=U+ Uyt Uy
mit u; € U;.
Wenn die Summe der U; direkt ist, schreiben wir statt U; + - -+ + U, auch

Uy @& - ® U, Beizwei Untervektorrdumen U;,U; C V bedeutet die erste
Bedingung einfach U; N U, = 0.

Beispiel 9.11. Es sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum mit einer
Basis vy, ...,v,. Es sei

{1,...,n} = LHW.. . W

eine disjunkte Zerlegung der Indexmenge. Es seien
Ui = (v, 1€ 1)
die durch die Teilfamilien erzeugten Untervektorrdaume. Dann ist
V=U®& - dU.
Der Extremfall I; = {j} ergibt die direkte Summe
V=Ku®& & Ku,

mit eindimensionalen Untervektorrdumen.

Lemma 9.12. Es sei V ein endlichdimensionaler K -Vektorraum und U C V
ein Untervektorraum. Dann gibt es einen Untervektorraum W C V' derart,
dass eine direkte Summenzerlegung

V=UasW
vorliegt.
Beweis. Es sei vy, ..., v, eine Basis von U. Diese konnen wir nach Satz 8.12
zu einer Basis vy, ..., Uk, Ugs1, - .., U, von V ergdnzen. Dann erfiillt
W = (Uks1,.-,0n)
die gewiinschten Eigenschaften. Il

In der vorstehenden Aussage heifit W ein direktes Komplement zu U (in V).
Es gibt im Allgemeinen viele verschiedene direkte Komplemente.
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9.4. Direkte Summe und Produkt.

Wir erinnern daran, dass man zu einer Familie M;, ¢ € I, von Mengen M;
die Produktmenge Hie ; M; definieren kann. Wenn alle M; = V; Vektorrdume
iiber einem Korper K sind, so handelt es sich hierbei mit komponentenwei-
ser Addition und Skalarmultiplikation wieder um einen K-Vektorraum. Man
spricht dann vom direkten Produkt der Vektorrdume. Wenn es sich immer um
den gleichen Raum handelt, M; = V, so schreibt man dafiir auch V. Das
ist einfach der Abbildungsraum Abb(I, V).

Den Vektorraum Vj findet man im direkten Produkt als Untervektorraum
wieder, und zwar als die Menge der Tupel

(x;)ier mit x; = 0 fiir alle ¢ # j .

Die Menge all dieser, jeweils an nur einer Stelle von 0 verschiedener, Tupel er-
zeugt einen Untervektorraum, der bei unendlichem [ nicht das ganze direkte
Produkt ist.

Definition 9.13. Es sei [ eine Menge und K ein Korper. Zu jedem ¢ € [ sei
ein K-Vektorraum V; gegeben. Dann nennt man die Menge

@ Vi = {(vi)ier| vi € Vi, v; # 0 fiir nur endlich viele i}
i€l
die direkte Summe der V;.

Wenn es sich stets um den gleichen Vektorraum handelt, so schreibt man fiir
diese direkte Summe V). Es ist also

4% C v

ein Untervektorraum. Bei endlichem I gibt es keinen Unterschied, fiir un-
endliche Indexmengen ist die Inklusion aber echt. Beispielsweise ist RY der
Folgenraum, dagegen besteht R™ nur aus der Menge aller Folgen, fiir die nur
endlich viele Glieder von 0 verschieden sind. Der Polynomring K[X] ist in
diesem Sinne die direkte Summe aus den K X", n € N. Jeder K-Vektorraum
mit einer Basis v;, i € I, ist ,,isomorph® zur direkten Summe €,.; Kv;.

9. ARBEITSBLATT
Die Pausenaufgabe

Aufgabe 9.1. Bestimme die Ubergangsmatrizen M* und MP fiir die Stan-
dardbasis u und die durch die Vektoren

0 0 1
m=\1],v=(0] undvs=|0],
0 1 0
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gegebene Basis b im R3.

Ubungsaufgaben

Aufgabe 9.2. Bestimme die Ubergangsmatrix M} zum identischen Basis-
wechsel von v nach v.

Aufgabe 9.3. Bestimme die Ubergangsmatrizen M* und M? fiir die Stan-
dardbasis 1 und die durch die Vektoren

3+ 51 2+ 3
=\ und vy = At )

gegebene Basis b im C2.

Aufgabe 9.4. Wir betrachten die Vektorenfamilien
b — 7 8 du— 4 7
")) T 6) 0\
im R2.

a) Zeige, dass sowohl v als auch u eine Basis des R? ist.

b) Es sei P € R? derjenige Punkt, der beziiglich der Basis v die Koordinaten
(—2,5) besitze. Welche Koordinaten besitzt der Punkt beziiglich der Basis
u?

¢) Bestimme die Ubergangsmatrix, die den Basiswechsel von v nach u be-
schreibt.

Aufgabe 9.5.*
Bestimme die Ubergangsmatrizen MY und M? fiir die Standardbasis u und
die durch die Vektoren

1
,v9 = [ =3 | und v3 =
4

v =

~N W N
© O Ut

gegebene Basis v im R3.

Aufgabe 9.6. Es sei V' der Vektorraum der Polynome vom Grad < 3 mit
der Basis u = X° X1t X2 X3. Zeige, dass die Polynome

X343X2 - X +4, —X34+4X24+5X+3,2X?> - X +1,3X3+5X?+7X -2

ebenfalls eine Basis von V bilden und bestimme die beiden Ubergangsmatri-
zen.
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Aufgabe 9.7. Es sei V' der Vektorraum der 2 x 2-Matrizen mit der Stan-

dardbasis
(10 0 1 0 0 0 0
Y““H1oo/)loo)\10) \o 1)
s (10 1 0 0 1 0 1
“\o 1)°\o =1)°\1 0/ \=1 0

ebenfalls eine Basis von V ist und bestimme die Ubergangsmatrizen.

Zeige, dass

Aufgabe 9.8.*

Es sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum der Dimension n. Es seien
U=1Up,...,Uy, O =7V1,...,0, und to = wy,...,w, Basen von V. Zeige, dass
die Ubergangsmatrizen zueinander in der Beziehung

MY = M2 o M

stehen.

Aufgabe 9.9. Sei K ein Korper.

a) Zeige, dass der von

3 2
2 1, 8
—4 -3

erzeugte Untervektorraum U C K3 die Dimension 2 besitzt.

b) Bestimme eine Basis und die Dimension des Losungsraumes L C K? der
linearen Gleichung
—6x1 4+ 429 + dx3 = 0.

c¢) Bestimme eine Basis und die Dimension des Durchschnitts U N L.

d) Bestatige Lemma 9.7 in diesem Beispiel.

Aufgabe 9.10. Zeige, dass der Raum der m x n-Matrizen iiber einem Kérper
K die direkte Summe aus den Spaltenrdumen S;, 7 = 1,...,n, ist, wobei der
j-te Spaltenraum aus denjenigen m x n-Matrizen besteht, die in der j-ten
Spalte beliebige Eintrage und sonst iiberall den Eintrag 0 besitzen. Man gebe
die direkte Summenzerlegung fiir die 3 x 4-Matrix

-3 8 10 -2
2 6 4 5
5 3 0 7

all.
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Aufgabe 9.11. Zeige, dass der Raum der n x n-Matrizen iiber einem Koérper
K die direkte Summe aus dem Raum der Diagonalmatrizen, dem Raum
der oberen Dreiecksmatrizen mit Nulldiagonale und dem Raum der unteren
Dreiecksmatrizen mit Nulldiagonale ist.

Aufgabe 9.12.*

Man gebe ein Beispiel fiir Untervektorrdume U, Us, Us in einem Vektorraum
V derart, dass V = Uy 4+ Uy + Us ist, dass U; NU; = 0 fiir ¢ # j ist, und so,
dass die Summe nicht direkt ist.

Eine Funktion

fT R—R
heilt gerade, wenn fiir alle x € R die Gleichheit
f(z) = f(=x)
gilt.
Eine Funktion
T R—R
heifit ungerade, wenn fiir alle x € R die Gleichheit
f(z) = =f(-x)

gilt.

Aufgabe 9.13. Es sei V' = Abb(R,R) der Vektorraum aller Funktionen
von R nach R. Zeige, dass es eine direkte Summenzerlegung

V=GaoU

gibt, wobei G den Untervektorraum der geraden Funktionen und U den Un-
tervektorraum der ungeraden Funktionen bezeichnet.

Aufgabe 9.14. Der Vektorraum V' sei die direkte Summe der Untervek-
torraume V; und V5. Zeige, dass ein Untervektorraum U C V nicht die direkte
Summe der Untervektorrdume U NV, und U N V4 sein muss.

-5
Aufgabe 9.15. Bestimme ein direktes Komplement zu dem von | 4 | und
9
2

—7 | erzeugten Untervektorraum U C R3.
3
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Aufgabe 9.16.*

Es sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und Uy, Uy C V' Untervek-
torrdume gleicher Dimension. Zeige, dass U; und U, ein gemeinsames direktes
Komplement besitzen.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 9.17. (4 Punkte)

Bestimme die Ubergangsmatrizen MY und M? fiir die Standardbasis u und

die durch die Vektoren

4 2 d
v = 5 , Uy = 3 und V3 = 7
1 -8 -3

gegebene Basis v im R3.

Aufgabe 9.18. (6 (3+1+2) Punkte)

Wir betrachten die Vektorenfamilien

1 4 0 0 6 3
v=(2]. (7). (2] wwdu={2], (6], 5
3 1 5 4 1 —2

im R3.
a) Zeige, dass sowohl v als auch u eine Basis des R ist.

b) Es sei P € R3 derjenige Punkt, der beziiglich der Basis v die Koordinaten
(2,5,4) besitze. Welche Koordinaten besitzt der Punkt beziiglich der Basis
u?

c¢) Bestimme die Ubergangsmatrix, die den Basiswechsel von v nach u be-
schreibt.

Aufgabe 9.19. (4 Punkte)

Es sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum mit einer Basis v = vy, ..., v,.
Es sei w € V ein Vektor mit einer Darstellung

n
w = E 5iVs,
i=1

wobei s # 0 sei fiir ein bestimmtes k. Es sei
0 =v1,...,0-1, W, Vkt1,...,Up -

Bestimme die Ubergangsmatrizen M? und M.
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Aufgabe 9.20. (8 (24+2+43+1) Punkte)
Sei K ein Korper.

a) Zeige, dass der von

5 2 4
3 6 —2
1115 ] |1
4 -3 1

erzeugte Untervektorraum U C K* die Dimension 3 besitzt.

b) Bestimme eine Basis und die Dimension des Losungsraumes L C K 4 der
linearen Gleichung

71’1 + 5$2 + 31’3 — 6I4 = 0.

c¢) Bestimme eine Basis und die Dimension des Durchschnitts U N L.

d) Bestétige Lemma 9.7 in diesem Beispiel.

10. VORLESUNG - LINEARE ABBILDUNGEN
10.1. Lineare Abbildungen.

Zwischen zwei Vektorrdumen interessieren insbesondere die Abbildungen, die
mit den Strukturen, also der Addition und der Skalarmultiplikation, ver-
traglich sind.

Definition 10.1. Es sei K ein Korper und es seien V' und W Vektorrdume
iiber K. Eine Abbildung

p: V—W
heif3t lineare Abbildung, wenn die beiden folgenden Eigenschaften erfiillt sind.

(1) p(u+v) = ¢(u)+ p(v) fir alle u,v € V.
(2) @(sv) = sp(v) fiir alle s € K und v € V.

Die erste Eigenschaft nennt man dabei die Additivitit und die zweite Ei-
genschaft die Vertrdglichkeit mit Skalierung. Wenn man den Grundkorper
betonen mochte, spricht man von K-Linearitdt. Statt von linearen Abbil-
dungen spricht man auch von Homomorphismen. Die Identitat Idy: V — V,
die Nullabbildung V' — 0 und die Inklusionen U C V' von Untervektorraum-
en sind die einfachsten Beispiele fiir lineare Abbildungen.
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variable y

v =kx

Hy

W Fa ¥ )
 wariahle x

Wit Ye

Der Funktionsgraph einer linearen Abbildung von R nach R, die Abbildung ist
allein durch den Proportionalititsfaktor k festgelegt.

Beispiel 10.2. Die einfachsten linearen Abbildungen sind (neben der Nul-
labbildung) diejenigen von K nach K. Eine solche lineare Abbildung

v: K — K, x — (),

ist aufgrund von Satz 10.9 (siehe unten) bzw. direkt aufgrund der Defini-
tion durch ¢(1) bzw. durch den Wert ¢(s) fiir ein einziges s € K, s # 0,
festgelegt. Es ist also ¢(x) = az mit einem eindeutig bestimmten a € K. Ins-
besondere im physikalischen Kontext, wenn K = R ist und wenn zwischen
zwei messbaren Grofien ein linearer Zusammenhang besteht, spricht man von
Proportionalitdt, und a heit der Proportionalititsfaktor. In der Schule tritt
die lineare Beziehung zwischen zwei skalaren Groflen als ,,Dreisatz“ auf.

Viele wichtige Funktionen, insbesondere von R nach R, sind nicht linear.
Beispielsweise ist das Quadrieren z — 22, die Quadratwurzel, die trigono-
metrischen Funktionen, die Exponentialfunktion, der Logarithmus nicht li-
near. Aber auch fiir solche kompliziertere Funktionen gibt es im Rahmen der
Differentialrechnung lineare Approximationen, die zum Verstdndnis dieser
Funktionen beitragen.

Beispiel 10.3. Es sei K ein Korper und sei K" der n-dimensionale Stan-
dardraum. Dann ist die i-te Projektion, also die Abbildung

n
K" —» K, (l’l, vy Lim1y Liy Tigdy oo vy LUn) — Ty,

eine K-lineare Abbildung. Dies folgt unmittelbar aus der komponentenweisen
Addition und Skalarmultiplikation auf dem Standardraum. Die i-te Projek-
tion heifit auch die i-te Koordinatenfunktion.
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Wenn Sie das zehnmal kaufen, miissen Sie zehnmal soviel zahlen. In der linearen
Welt gibt es keinen Rabatt.

Beispiel 10.4. Es stehen n verschiedene Produkte zum Verkauf an, wobei
das i-te Produkt (pro Einheit) a; kostet. Ein Einkauf wird durch das n-Tupel
(xla T2y - vty Iﬁ)

reprasentiert, wobei x; die vom i-ten Produkt gekaufte Menge angibt. Der
Preis des Einkaufs wird dann durch Z?:l a;x; beschrieben. Die Preisabbil-
dung

R" — R, (z1, 9, ..., Tp) —> Zaixi.
i=1
ist linear. Dies bedeutet beispielsweise, dass wenn man zuerst den
Einkauf (z1, xs, ..., z,) tédtigt und eine Woche spédter den Einkauf
(Y1, Y2y - -, Yn), dass dann der Preis der beiden Eink#ufe zusammen dem

Preis entspricht, den man bezahlt hétte, wenn man auf einen Schlag
(x1+ Y1, T2+ Yo, ..., Ty + yn) gekauft hiitte.

Beispiel 10.5. Die zu einer m x n-Matrix M = (a;j)1<i<m,1<j<n gehorende
Abbildung (siehe Beispiel 2.6)

n
D1 4155,
S1 S1 n o
} . Zj:l 2455
K" — Km7 : — M : = . )
Sn Sp s P
j=1AmjS;j

ist linear.

Beispiel 10.6. Es sei C°(R,R) der Raum der stetigen Funktionen und
CH(R,R) der Raum der stetig differenzierbaren Funktionen. Dann ist die
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Abbildung
D: CYR,R) — C°(R,R), f — f,
die einer Funktion ihre Ableitung zuordnet, linear. In der Analysis wird ja
(af +bg) = af +bg’
fiir a,b € R und eine weitere Funktion g € C*(R,R) bewiesen.

Lemma 10.7. Es sei K ein Korper und seien U, V,W Vektorriume tiber K.
Es seien

o:U—Vundyp: V—W
lineare Abbildungen. Dann ist auch die Verkniipfung

Yop: U—W

eine lineare Abbildung.

Beweis. Siehe Aufgabe 10.12. U

Lemma 10.8. Es sei K ein Kiorper und es seien V und W zwei K -Vektor-
raume. Es sei
p: V—W
eine bijektive lineare Abbildung. Dann ist auch die Umkehrabbildung
ol W —V

linear.
Beweis. Siehe Aufgabe 10.13. U

10.2. Festlegung auf einer Basis.

Hinter der folgenden Aussage (dem Festlequngssatz) steckt das wichtige Prin-
zip, dass in der linearen Algebra (von endlichdimensionalen Vektorraumen)
die Objekte durch endlich viele Daten bestimmt sind.

Satz 10.9. Es sei K ein Korper und es seien V. und W Vektorrdume iber
K. Es seiv;, 1 € I, eine Basis von V und es seien w;, © € I, Elemente in
W. Dann gibt es genau eine lineare Abbildung

FV W
mit
f(v;) =w; fiirallei € 1.

Beweis. Da f(v;) = w; sein soll und eine lineare Abbildung fiir jede Linear-
kombination die Eigenschaft?*

/ <Z 81‘%’) = Zsz’f (Uz)

24Wenn I eine unendliche Indexmenge ist, so sind hier simtliche Summen so zu verste-
hen, dass nur endlich viele Koeffizienten nicht 0 sind.
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erfiillt, und jeder Vektor v € V sich als eine solche Linearkombination schrei-
ben lédsst, kann es maximal nur eine solche lineare Abbildung geben. Wir
definieren nun umgekehrt eine Abbildung

f:V—Ww

indem wir jeden Vektor v € V mit der gegebenen Basis als
v = Zsivi

schreiben und

flv) = Z S{W;

el
ansetzen. Da die Darstellung von v als eine solche Linearkombination eindeu-
tig ist, ist diese Abbildung wohldefiniert. Zur Linearitéit. Fiir zwei Vektoren

=7 . ;sviund v =73y . tv; gilt

fluto) = f ((;S“) * (;w))

= f(z (Si+ti)vi>

- Z sif (vi) + Z tif (v:)
= f (Z sivi> +f <Z tiUi)
— ).

Die Vertréglichkeit mit der skalaren Multiplikation ergibt sich dhnlich. [

Insbesondere ist eine lineare Abbildung ¢: K™ — K™ durch ¢(ey), ..., ¢(e,)
eindeutig festgelegt.

Beispiel 10.10. Wenn man ein Objekt im Raum R? mit der Standardbasis
€1, ez, e3 in einer Ebene R? mit der Standardbasis fi, f» darstellen méochte,
so arbeitet man typischerweise mit der durch

er — fi, ea — fi+ fa, e3 — fo

definierten linearen Abbildung. Der Punkt (x, y, z) wird dabei auf (z+y, y+2)
abgebildet. Statt f;+ fo kommen auch andere , Tiefenschrigen* af; +0bf, vor.
Das Bild des Objektes unter einer solchen linearen Abbildung nennt man ein
Schrigbild.
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10.3. Lineare Abbildungen und Matrizen.

Die Wirkungsweise von verschiedenen linearen Abbildungen des R? in sich,
dargestellt an einer Gehirnzelle.
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Eine lineare Abbildung

p: K" — K™
ist durch die Bilder ¢(e;), j = 1,...,n, der Standardvektoren eindeutig fest-
gelegt, und jedes ¢(e;) ist eine Linearkombination

ple) = Y aie;

i=1

und damit durch die Elemente a;; eindeutig festgelegt. Insgesamt ist also eine
solche lineare Abbildung durch mn Elemente a;;, 1 <7 <m, 1 < j < n, fest-
gelegt. Eine solche Datenmenge kann man wieder als Matrix schreiben. Nach
dem Festlegungssatz gilt dies fiir alle endlichdimensionalen Vektorrdume, so-
bald sowohl im Definitionsraum als auch im Zielraum der linearen Abbildung
eine Basis fixiert ist.

Definition 10.11. Es sei K ein Korper und sei V' ein n-dimensionaler Vek-
torraum mit einer Basis v = vy,...,v, und sei W ein m-dimensionaler Vek-
torraum mit einer Basis tv = wq, ..., wy,.

Zu einer linearen Abbildung
o V—W
heilt die m x n-Matrix
M = Mg(p) = (ai)ij,
wobei a;; die i-te Koordinate von ¢(v;) beziiglich der Basis to ist, die be-
schreibende Matrix zu o beziiglich der Basen.
Zu einer Matrix M = (a;;)i; € Mat,,x,,(K) heifit die durch

m
Vj ——> E Qi W;
=1

geméf Satz 10.9 definierte lineare Abbildung P (M) die durch M festgelegte
lineare Abbildung.

Wenn V' = W, ist, so interessiert man sich haufig, aber nicht immer, fiir die
beschreibende Matrix beziiglich einer einzigen Basis v von V.

Beispiel 10.12. Es sei V' ein Vektorraum mit Basen v und tv. Wenn man
die Identitat
d: V—V

beziiglich der Basis v vorne und der Basis tv hinten betrachtet, so ist wegen

Id(v;) = v; = Zaz’jwi
direkt
My (1d) = My,
d.h. die beschreibende Matrix zur identischen linearen Abbildung ist die
Ubergangsmatrix zum Basiswechsel von v nach to.
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Lemma 10.13. Es sei K ein Korper und sei V' ein n-dimensionaler Vek-

torraum mat einer Basis b = vy,...,v, und ser W ein m-dimensionaler
Vektorraum mit einer Basis w0 = wy, ..., w,, mit den zugehdirigen Abbildun-
gen

Yy K" —V
und

Vp: K™ — W.
Es ser

p: V—W

eine lineare Abbildung mit beschreibender Matriz MY (). Dann ist

oy = by o My(p),
d.h. das Diagramm

Kr oy
My(e) 4 Lo
Kmo e

ist kommutativ. Zu einem Vektor v € V' kann man ¢(v) ausrechnen, indem
man das Koeffiziententupel zu v beziiglich der Basis v bestimmt, darauf die
Matriz M2 (p) anwendet und zu dem sich ergebenden m-Tupel den zugehori-
gen Vektor beziiglich vo berechnet.

Beweis. Siehe Aufgabe 10.25. O

Satz 10.14. Es sei K ein Korper und sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum
mit einer Basis b = vy,...,v, und set W ein m-dimensionaler Vektorraum
mit einer Basis 0 = wy, ..., w,,. Dann sind die in Definition 10.11 festge-
legten Abbildungen

O Mg(g&) und M — gp"m(M)

invers zueinander.

Beweis. Wir zeigen, dass beide Hintereinanderschaltungen die Identitét sind.
Wir starten mit einer Matrix M = (a;;);; und betrachten die Matrix

My (o (M)
Zwei Matrizen sind gleich, wenn fiir jedes Indexpaar (i, 7) die Eintrége iiber-
einstimmen. Es ist

(Mg (on(M)))ij = 1 — te Koordinate von (¢, (M))(v;)
= ¢ — te Koordinate von Z @ W;
- i—1

Sei nun ¢ eine lineare Abbildung, und betrachten wir
P (M (0)) -
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Zwei lineare Abbildungen stimmen nach Satz 10.9 {iberein, wenn man zeigen
kann, dass sie auf der Basis vy, ..., v, libereinstimmen. Es ist

m

(o (My (@) (v;) = > (My(g))i wi.

i=1
Dabei ist nach Definition der Koeffizient (Mg (¢));; die i-te Koordinate von
©(v;j) beziiglich der Basis wy, ..., w,,. Damit ist diese Summe gleich ¢(v;).

d
Wir bezeichnen die Menge aller linearen Abbildungen von V' nach W mit
Hompg (V,W). Satz 10.14 bedeutet alos, dass die Abbildung
Hompg (V, W) — Mat,,xn(K), ¢ — M, (p),
bijektiv mit der angegebenen Umkehrabbildung ist. Eine lineare Abbildung
p: V=V

nennt man auch einen Endomorphismus. Die Menge aller Endomorphismen
auf V' wird mit Endg (V') bezeichnet.

10.4. Isomorphe Vektorrdume.
Definition 10.15. Es sei K ein Korper und es seien V' und W Vektorraume
iiber K. Eine bijektive, lineare Abbildung

p: V—W

heiflt Isomorphismus.

Ein Isomorphismus von V' nach V heiit Automorphismus.

Definition 10.16. Es sei K ein Korper. Zwei K-Vektorrdaume V und W
heiflen isomorph, wenn es einen Isomorphismus von V' nach W gibt.

Satz 10.17. Es sei K ein Korper und es seien V und W endlichdimensiona-
le K-Vektorrdume. Dann sind V' und W zueinander isomorph genau dann,
wenn thre Dimension tibereinstimmt. Insbesondere ist ein n-dimensionaler
K -Vektorraum isomorph zum K".

Beweis. Siehe Aufgabe 10.27. U

Bemerkung 10.18. Eine Isomorphie zwischen einem n-dimensionalen Vek-
torraum V' und dem Standardraum K" ist im Wesentlichen dquivalent zur
Wahl einer Basis in V. Zu einer Basis

bD=71,...,U,
gehort die lineare Abbildung
Yo: K" —V, e, —> vy,

die also den Standardraum in den Vektorraum abbildet, indem sie dem i-ten
Standardvektor den i-ten Basisvektor aus der gegebenen Basis zuordnet. Dies
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definiert nach Satz 10.9 eine eindeutige lineare Abbildung, die aufgrund von
Aufgabe 10.11 bijektiv ist. Es handelt sich dabei einfach um die Abbildung

n
(a1,...,a,) — Zaivi.
i=1

Die Umkehrabbildung
r=1; V— K"
ist ebenfalls linear und heifit die zur Basis gehorende Koordinatenabbildung.
Die i-te Komponente davon, also die zusammengesetzte Abbildung
vi=piox: V— K, v (¥, (v));,

heifit i-te Koordinatenfunktion. Sie wird mit v} bezeichnet, und gibt zu einem
Vektor v € V' in der eindeutigen Darstellung

n
v = E )\ﬂ)i
=1

die Koordinate \; aus. Man beachte, dass die lineare Abbildung v} von der
gesamten Basis abhéngt, nicht nur von dem Vektor v;.

Wenn umgekehrt ein Isomorphismus
v: K" —V
gegeben ist, so sind die Bilder
Yie),i=1,...,n,

eine Basis von V.

10. ARBEITSBLATT
Die Pausenaufgabe

Aufgabe 10.1. Um die Erde wird entlang des Aquators ein Band gelegt. Das
Band ist jedoch einen Meter zu lang, so dass es ringsherum gleichméfig an-
gehoben wird, um straff zu werden. Welche der folgenden Lebewesen kénnen
drunter durch laufen/schwimmen/fliegen/tanzen?

(1) Eine Amobe.

2) Eine Ameise.

) Eine Meise.

) Eine Flunder.

) Eine Boa constrictor.

) Ein Meerschweinchen.

) Eine Boa constrictor, die ein Meerschweinchen verschluckt hat.
) Ein sehr guter Limboténzer.

(
(3
(4
(5
(6
(7
(8
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Ubungsaufgaben

Aufgabe 10.2. Es sei K ein Korper, V und W seien K-Vektorrdume und
p: V—W

sei eine K-lineare Abbildung. Zeige, dass fiir beliebige Vektoren vy, ... v, €
V und Koeffizienten sq,...,s, € K die Beziehung

¥ (Z Sivi) = Z sip (vs)

gilt.

Aufgabe 10.3.*

Es sei

o V—W
eine lineare Abbildung zwischen den K-Vektorraumen V und W. Zeige (0)
=0.

Aufgabe 10.4.*

Es sei

o V—W
eine lineare Abbildung zwischen den K-Vektorrdumen V und W. Es sei v €
V. Zeige p(—v) = —p(v).

Aufgabe 10.5. Eine Unze Gold kostet 1100 €.
a) Wie viel kosten sieben Unzen Gold?
b) Wie viel Gold bekommt man fiir 10000 €7

Aufgabe 10.6. Von einer Brotsorte kostet ein Laib mit 750 Gramm 3 €.
a) Wie viel kostet ein Laib mit 1000 Gramm?
b) Wie viel Brot bekommt man fiir 10 €7

Aufgabe 10.7. Lucy Sonnenschein fahrt mit ihrem Fahrrad 10 Meter pro
Sekunde.

a) Wie viele Kilometer fiahrt sie pro Stunde?
b) Wie lange braucht sie fiir 100 Kilometer?
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Aufgabe 10.8. Fiinf Spaziergdnger laufen eine Strecke in 35 Minuten ab.
Am néchsten Tag laufen 7 Spaziergéinger die gleiche Strecke in gleichem Tem-
po. Wie lange brauchen sie?

Aufgabe 10.9. Interpretiere die folgenden physikalischen Gesetze als lineare
Abbildungen von R nach R. Was sind die messbaren Groflen, was ist der
Proportionalitatsfaktor und wodurch ist dieser festgelegt?

(1) Masse ist Volumen mal Dichte.
2) Energie ist Masse mal Brennwert.
) Die zuriickgelegte Strecke ist Geschwindigkeit mal Zeit.
) Kraft ist Masse mal Beschleunigung,.
) Energie ist Kraft mal Weg.
) Energie ist Leistung mal Zeit.
) Spannung ist Widerstand mal Stromstérke.
) Ladung ist Stromstérke mal Zeit.

(
(3
(4
(5
(6
(7
(8

Aufgabe 10.10. Es sei K ein Koérper und V' ein K-Vektorraum. Zeige, dass
zu v € V die Abbildung

K —V, A— v,

linear ist.

Aufgabe 10.11. Es sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. Zeige, dass
zu a € K die Abbildung

V—V v av,

linear ist.?’

Aufgabe 10.12. Es sei K ein Korper und seien U, V, W Vektorrdume iiber
K. Es seien

p:U—=Vundy: V- W
lineare Abbildungen. Zeige, dass dann auch die Verkniipfung

Yop: U—W

eine lineare Abbildung ist.

25Eine solche Abbildung heiBt Homothetie oder Streckung mit dem Streckungsfaktor a.
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Aufgabe 10.13. Es sei K ein Korper und es seien V und W zwei K-
Vektorrdume. Es sei
p: V—W
eine bijektive lineare Abbildung. Zeige, dass dann auch die Umkehrabbildung
ol W —V

linear ist.

Aufgabe 10.14. Es sei eine lineare Abbildung
0: R? — R

() -moe(2) -
o(5)-

mit

gegeben. Berechne

Aufgabe 10.15.*

Es sei eine lineare Abbildung

mit

gegeben. Berechne

Aufgabe 10.16. In einer Kekspackung befinden sich Schokokekse, Waf-
felrollchen, Mandelsterne und Nougatringe. Die Kalorien, der Vitamin C-
Gehalt und der Anteil an linksdrehenden Fettsduren werden durch folgende
Tabelle (in geeigneten MaBeinheiten) wiedergegeben:

Sorte Kalorien | Vitamin C | Fett
Schokokeks 10 5 3
Walffelrollchen 8 7 6
Mandelstern 7 3 1
Nougatring 12 0 5)
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a) Beschreibe mit einer Matrix die Abbildung, die zu einem Verzehrtupel
(x,y, z,w) das Aufnahmetupel (K, V| F') berechnet.

b) Heinz isst 100 Schokokekse. Berechne seine Vitaminaufnahme.

¢) Ludmilla isst 10 Nougatringe und 11 Waffelrollchen. Berechne ihre Ge-
samtaufnahme an Néahrstoffen.

d) Peter isst 5 Mandelsterne mehr und 7 Schokokekse weniger als Fritz. Be-
stimme die Differenz ihrer Kalorienaufnahme.

Aufgabe 10.17. Finde mittels elementar-geometrischer Uberlegungen eine
Matrix, die eine Drehung um 45 Grad gegen den Uhrzeigersinn in der Ebene
beschreibt.

Aufgabe 10.18. Zeige, dass die Abbildungen
C — R, z+—— Re (2),

und
C—R, z+—1Im (2),

R-lineare Abbildungen sind. Zeige ferner, dass die komplexe Konjugation
R-linear, aber nicht C-linear ist. Ist der Betrag

C—R, z— |7,

R-linear?

Aufgabe 10.19.*
Es sei B eine n x p-Matrix und A eine m x n-Matrix und es seien
K? 2 kn A Kk

die zugehorigen linearen Abbildungen. Zeige, dass das Matrixprodukt Ao B
die Hintereinanderschaltung der beiden linearen Abbildungen beschreibt.
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Aufgabe 10.20. Erginze den Beweis zu Satz 10.9 um die Vertréglichkeit
mit der skalaren Multiplikation.

Aufgabe 10.21. Es sei K ein Korper und V ein K-Vektorraum. Es sei
vy, ...,v, eine Familie von Vektoren in V. Zeige, dass die Abbildung

n
o: K" —V, (s1,...,8,) —> Zsivi,
i=1

linear ist.

Aufgabe 10.22. Es sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. Es sei
vy, ...,v, eine Familie von Vektoren in V. Zeige, dass fiir die Abbildung

n
o: K" —V, (81,...,8,) —> Zsivi,
i=1

die folgenden Beziehungen gelten.

(1) ¢ ist injektiv genau dann, wenn vy, ..., v, linear unabhéngig sind.

(2) ¢ ist surjektiv genau dann, wenn vy, ..., v, ein Erzeugendensystem
von V ist.

(3) ¢ ist bijektiv genau dann, wenn vy, ..., v, eine Basis ist.

Aufgabe 10.23. Es sei K ein Korper. Zu i € {1,...,n} seien K-Vektor-
raume V; und W; sowie lineare Abbildungen

wir Vi — W,
gegeben. Zeige, dass dann auch die Produktabbildung
P=pP1 X o XX, : VI X Vox. oo XV, — Wy x Wy x--- xXW,,

(v1, Vo, ..., Un) — (01(v1), P2(v2), ...\ ©n(vy))
, eine lineare Abbildung zwischen den Produktrdumen ist.

Aufgabe 10.24.*

Es sei K ein Korper und es seien V' und W Vektorrdume iiber K. Es sei
vy, ..., 0, ein Erzeugendensystem von V und es sei wy,...,w, eine Familie
von Vektoren in W.

a) Zeige, dass es maximal eine lineare Abbildung
p: V—W
mit ¢(v;) = w; fir alle ¢ geben kann.

b) Man gebe ein Beispiel fiir eine solche Situation an, wo es keine lineare
Abbildung mit ¢(v;) = w; fiir alle 7 gibt.
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Aufgabe 10.25. Beweise Lemma 10.13.

Aufgabe 10.26. Betrachte die Abbildung
f: R— R,

die eine rationale Zahl ¢ € Q auf ¢ schickt und die alle irrationalen Zah-
len auf 0 schickt. Ist dies eine Q-lineare Abbildung? Ist sie mit Skalierung
vertraglich?

Aufgabe 10.27.*

Es sei K ein Korper und es seien V und W endlichdimensionale K-Vektor-
rdume. Zeige, dass V und W genau dann zueinander isomorph sind, wenn
ihre Dimension iibereinstimmt.

Aufgabe 10.28. Es sei K ein endlicher Korper mit ¢ Elementen. Bestimme
die Anzahl der linearen Abbildungen

p: K" — K™.
Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 10.29. (3 Punkte)

Es sei eine lineare Abbildung

mit

gegeben. Berechne

Aufgabe 10.30. (3 Punkte)

Finde mittels elementar-geometrischer Uberlegungen eine Matrix, die eine
Drehung um 30 Grad gegen den Uhrzeigersinn in der Ebene beschreibt.
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Aufgabe 10.31. (3 Punkte)
Es sei K ein Korper, V und W seien K-Vektorrdume und
p: V—W
sei eine K-lineare Abbildung. Zeige, dass der Graph der Abbildung ein Un-

tervektorraum des Produktraumes V x W ist.

Die néchste Aufgabe verwendet die folgende Definition.
Seien (G, o0, eq) und (H,o,ey) Gruppen. Eine Abbildung
v:G— H
heifit Gruppenhomomorphismus, wenn die Gleichheit
U(gog) = (g) oy
fir alle ¢, ¢' € G gilt.

Aufgabe 10.32. (3 Punkte)
Seien V und W Q-Vektorrdume und sei
p: V—W

ein Gruppenhomomorphismus. Zeige, dass ¢ bereits Q-linear ist.

Aufgabe 10.33. (3 Punkte)

Es sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und Uy, Uy, C V' Untervek-
torraume der gleichen Dimension. Zeige, dass es einen K-Automorphismus

p: V—V
mit

p(U1) = Uy
gibt.

11. VORLESUNG - DIMENSIONSFORMEL

11.1. Untervektorrdume unter linearen Abbildungen.

Eine typische und wohl auch namensgebende Eigenschaft einer linearen Ab-
bildung ist, dass sie Geraden wieder auf Geraden (oder Punkte) abbildet.
Allgemeiner ist folgende Aussage.

Lemma 11.1. Es sei K ein Kiorper, V und W seien K-Vektorraume und
p: V—W

sei eine K -lineare Abbildung. Dann gelten folgende Aussagen.
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(1) Fir einen Untervektorraum S C 'V ist auch das Bild
p(S) = {p(v)|ve S}

ein Untervektorraum von W.

(2) Insbesondere ist das Bild bild ¢ = ¢(V') der Abbildung ein Untervek-
torraum von W.

(3) Fiir einen Untervektorraum T C W st das Urbild

p(T) ={veV|pv) e W}

ein Untervektorraum von V.
(4) Insbesondere ist p=(0) ein Untervektorraum von V.

Beweis. Siehe Aufgabe 11.2. O
Definition 11.2. Es sei K ein Korper, V und W seien K-Vektorrdume und
o V—W

sei eine K-lineare Abbildung. Dann nennt man
kern ¢ := ¢ 1(0) = {v € V|p(v) =0}

den Kern von .

Der Kern ist also nach der obigen Aussage ein Untervektorraum von V.

Wichtig ist das folgende Injektivitditskriterium.
Lemma 11.3. Es sei K ein Korper, V und W seien K-Vektorriume und
p: V—W

sei eine K-lineare Abbildung. Dann ist ¢ injektiv genau dann, wenn kern ¢ =
0 1st.

Beweis. Wenn die Abbildung injektiv ist, so kann es neben 0 € V keinen
anderen Vektor v € V mit ¢(v) = 0 geben. Also ist ¢(0) = 0. Sei umgekehrt
kern ¢ = 0 und seien vy, vy € V' gegeben mit ¢(vy) = ¢(vy). Dann ist wegen
der Linearitét

(v —v2) = @(v1) — p(v2) = 0.
Daher ist v; — vy € kern ¢ und damit v; = v,. O

Bemerkung 11.4. Zu einer m x n-Matrix M ist der Kern der durch M
gegebenen linearen Abbildung

K" — K™ x+—— Mz,
einfach der Losungsraum des homogenen linearen Gleichungssystems

Mx = 0.
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11.2. Die Dimensionsformel.
Die folgende Aussage heifit Dimensionsformel.
Satz 11.5. Es sei K ein Korper, V und W seien K-Vektorriume und

p: V—W
sei eine K -lineare Abbildung und V' sei endlichdimensional. Dann gilt

dim (V) = dim (kern ¢) 4 dim (bild ¢) .
Beweis. Sei n = dim (V). Es sei U = kerngp C V der Kern der Abbildung
und k = dim (U) seine Dimension (k < n). Es sei
Upy oo Ug

eine Basis von U. Aufgrund des Basisergédnzungssatzes gibt es Vektoren

Viyeee s Up_k
derart, dass

Upyev vy Ugy Ve ey Upk
eine Basis von V' ist.Wir behaupten, dass
w;=pv;),j=1,...,n—k,

eine Basis des Bildes ist. Es sei w € W ein Element des Bildes ¢(V). Dann
gibt es ein v € V mit ¢(v) = w. Dieses v ldsst sich mit der Basis als

k n—k
V= E S;U; + g tjUj
i=1 j=1

schreiben. Dann ist

w = ¢(v) ) .
= (Z S;u; + Ztﬂg)
=1 7j=1
k n—k
= Z sip(ui) + Z tje(v))
o
= )ty
j=1

so dass sich w als Linearkombination der w; schreiben lédsst. Zum Beweis der
linearen Unabhéngigkeit der w;, 7 = 1,...,n — k, sei eine Darstellung der
Null gegeben,

n—k
0= thwj .
j=1



135

Dann ist
n—~k n—k
¢ (Ztﬂ}j> =) tip(v;) = 0.
j=1 j=1
Also gehort Z;:f t;v; zum Kern der Abbildung und daher kann man
n—k k
D vy =) s
j=1 i=1

schreiben. Da insgesamt eine Basis von V' vorliegt, folgt, dass alle Koeffizi-

enten 0 sein miissen, also sind insbesondere ¢; = 0. O
Definition 11.6. Es sei K ein Korper, V und W seien K-Vektorrdume und
p: V—W

sei eine K-lineare Abbildung und V sei endlichdimensional. Dann nennt man
rang ¢ := dim (bild )
den Rang von ¢.

Die Dimensionsformel kann man auch als

dim (V) = dim (kern ) + rang ¢

ausdriicken.
Beispiel 11.7. Wir betrachten die durch die Matrix
0 11
0 2 2
M = 1 3 4
2 46
gegebene lineare Abbildung
y+z
x x
2y + 2z
. T3 4 _ )
p: R° — R* zlﬁMy— T+ 3y + Az
2z + 4y + 62

Zur Bestimmung des Kerns miissen wir das homogene lineare Gleichungssy-
stem
y+z
2y + 2z
x4+ 3y + 4z
2z + 4y + 62

16sen. Der Losungsraum ist

o O OO
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und dies ist der Kern von ¢. Der Kern ist also eindimensional und daher ist
die Dimension des Bildes nach der Dimensionsformel gleich 2.

Korollar 11.8. Es sei K ein Korper und es seien V. und W Vektorrdaume
tiber K der gleichen Dimension n. Es sei

p: V—W
eine lineare Abbildung. Dann ist ¢ genau dann injektiv, wenn ¢ surjektiv

18t.

Beweis. Dies folgt aus Satz 11.5 und Lemma 11.3. O

11.3. Verkniipfung von linearen Abbildungen und Matrizen.

Lemma 11.9. Bei der Korrespondenz zwischen linearen Abbildungen und
Matrizen entsprechen sich die Hintereinanderschaltung von linearen Abbil-
dungen und die Matrizenmultiplikation. Damit ist folgendes gemeint: es seien
U, V,W Vektorrdume iiber einem Korper K mit Basen

U= UL, ..., Up, D ="01,...,0, UNd 10 = Wy,..., Wy,.
Es seien
Yv:U—Vundyp:V —W

lineare Abbildungen. Dann gilt fir die beschreibenden Matrizen von 1, @ und
der Hintereinanderschaltung ¢ o) die Beziehung

My (o) = (Myg(p)) o (M (1))

Beweis. Wir verwenden die Beziehung

POy = Yy OM:;(@)

aus Lemma 10.13, wobei die Koordinatenabbildung 1, jeweils bijektiv sind.
Daher ist

My(pow) = gl o(pot))oihy
= (Vg op)o(Yeothy ") o (¢ory)
= (Up'opoth)o (v, o o)
= M () o My(1),

wobei hier iiberall die Abbildungsverkniipfung steht. Nach Aufgabe 10.19
stimmte die letzte Verkniipfung mit dem Matrixprodukt iiberein. U

Daraus folgt beispielsweise, dass das Produkt von Matrizen assoziativ ist.
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11.4. Lineare Abbildungen und Basiswechsel.

Lemma 11.10. Es set K ein Kdorper und es seien V- und W endlichdimen-
sionale K -Vektorrdaume. Es seien v und u Basen von V' und 1o und 3 Basen
von W. Es sei
p: V—W

eine lineare Abbildung, die beziiglich der Basen v und vo durch die Matrix
M2 (o) beschrieben werde. Dann wird ¢ beziglich den Basen w und 3 durch
die Matrix

M o (My(p) o (M)~
beschrieben, wober My und M die Ubergangsmatrizen sind, die die Basis-
wechsel von v nach u und von vo nach § beschreiben.

Beweis. Die linearen Standardabbildungen K™ — V bzw. K™ — W zu den
Basen seien mit 1y, 1y, ¥y, ¥; bezeichnet. Wenn man die beschreibende Ma-
trix als lineare Abbildung zwischen den Standardriaumen auffasst, so ergibt
sich die Beziehung

My () =t ooty
Damit ergibt sich
Mi(p) = ;' opor
Uy o (Y 0 My () 0 ty™) 0
(" 0 w) o M) o (5" 0 )
(1, 0 ) © My (i) 0 (" 0 th) ™
M o My () o (M)~

t

Korollar 11.11. Es sei K ein Kdorper und es sei V' ein endlichdimensionaler
K-Vektorraum. Es sei

p: V—V
eine lineare Abbildung. Es seien u und v Basen von V. Dann besteht zwi-
schen den Matrizen, die die lineare Abbildung beziiglich u bzw. v (beidseitig)
beschreiben, die Beziehung

M () = My o Mg () o (M)~
Beweis. Dies folgt direkt aus Lemma 11.10. O

11. ARBEITSBLATT
Die Pausenaufgabe

Aufgabe 11.1. Welche der folgenden Figuren koénnen als Bild eines Qua-
drates unter einer linearen Abbildung von R? nach R? auftreten?
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AN
- _ (O

Ubungsaufgaben

Aufgabe 11.2. Es sei K ein Korper, V und W seien K-Vektorrdaume und
p: V—W
sei eine K-lineare Abbildung. Zeige, dass die folgenden Aussagen gelten.
(1) Fiir einen Untervektorraum S C V ist auch das Bild ¢(.S) ein Unter-
vektorraum von W.
(2) Insbesondere ist das Bild bild ¢ = (V') der Abbildung ein Untervek-
torraum von W.
(3) Fiir einen Unterraum 7' C W ist das Urbild ¢~!(T) ein Untervektor-

raum von V.
(4) Insbesondere ist »~!(0) ein Untervektorraum von V.

Aufgabe 11.3.*

Bestimme den Kern der linearen Abbildung

x 2 1 5 2 N

RY — R3, Z 3 —2 7 -1 Z
2 -1 -4 3

w w

Aufgabe 11.4.*

Bestimme den Kern der durch die Matrix

230 -1
M_(422 5>
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gegebenen linearen Abbildung
¢: R* — R%

Aufgabe 11.5. Wie sieht der Graph einer linearen Abbildung
f: R— R,
g: R — R?
h: R? — R

aus? Wie sieht man in einer Skizze des Graphen den Kern der Abbildung?

Aufgabe 11.6.*

Es sei
p: R? — R?
die durch die Matrix M = (g ;;) (beziiglich der Standardbasis) festgelegte

lineare Abbildung. Bestimme die beschreibende Matrix zu ¢ beziiglich der
Basi L nd 4
asis | , | u Nk

Aufgabe 11.7. Die Telefonanbieter A, B und C' kdmpfen um einen Markt,
wobei die Marktaufteilung im Jahr j durch das Kundentupel K; = (a;, b;, ¢;)
ausgedriickt wird (dabei steht a; fiir die Anzahl der Kunden von A im Jahr
j ws.w.). Es sind regelméfig folgende Kundenbewegungen innerhalb eines
Jahres zu beobachten.

(1) Die Kunden von A bleiben zu 80% bei A und wechseln zu je 10% zu
B bzw. zu C.

(2) Die Kunden von B bleiben zu 70% bei B und wechseln zu 10% zu A
und zu 20% zu C'.

(3) Die Kunden von C' bleiben zu 50% bei C' und wechseln zu 20% zu A
und zu 30% zu B.

a) Bestimme die lineare Abbildung (bzw. die Matrix), die das Kundentupel
K1 aus K; berechnet.

b) Welches Kundentupel entsteht aus dem Kundentupel (12000, 10000, 8000)
innerhalb eines Jahres?

¢) Welches Kundentupel entsteht aus dem Kundentupel (10000, 0,0) in vier
Jahren?
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Aufgabe 11.8.*

Die Zeitungen A, B und C' verkaufen Zeitungsabos und konkurrieren dabei
um einen lokalen Markt mit 100000 potentiellen Lesern. Dabei sind innerhalb
eines Jahres folgende Kundenbewegungen zu beobachten.

(1) Die Abonnenten von A bleiben zu 80% bei A, 10% wechseln zu B,
5% wechseln zu C' und 5% werden Nichtleser.

(2) Die Abonnenten von B bleiben zu 60% bei B, 10% wechseln zu A,
20% wechseln zu C' und 10% werden Nichtleser.

(3) Die Abonnenten von C' bleiben zu 70% bei C, niemand wechselt zu
A, 10% wechseln zu B und 20% werden Nichtleser.

(4) Von den Nichtlesern entscheiden sich je 10% fiir ein Abonnement von
A, B oder C, die iibrigen bleiben Nichtleser.

a) Erstelle die Matrix, die die Kundenbewegungen innerhalb eines Jahres
beschreibt.

b) In einem bestimmten Jahr haben alle drei Zeitungen je 20000 Abonnenten
und es gibt 40000 Nichtleser. Wie sieht die Verteilung ein Jahr spéter aus?

c¢) Die drei Zeitungen expandieren in eine zweite Stadt, wo es bislang iiber-
haupt keine Zeitungen gibt, aber ebenfalls 100000 potentielle Leser. Wie viele
Leser haben dort die einzelnen Zeitungen (und wie viele Nichtleser gibt es
noch) nach drei Jahren, wenn dort die gleichen Kundenbewegungen zu be-
obachten sind?

Aufgabe 11.9.*

Es sei K ein Korper und V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum. Es sei
U C V ein Untervektorraum. Zeige, dass es einen K-Vektorraum W und eine
surjektive K-lineare Abbildung

p: V—W
derart gibt, dass U = kern ¢ ist.

Aufgabe 11.10. Wir betrachten die lineare Abbildung

T T
1 2 5

. 773 2

@.K—>K,g;l—>(411)z

Es sei U C K? der durch die lineare Gleichung 2z + 3y + 4z = 0 definierte
Untervektorraum von K32, und 1 sei die Einschrinkung von ¢ auf U. Zu U
gehoren Vektoren der Form

u=(0,1,a),v=(1,0,b) und w = (1,¢,0).
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Berechne a, b, c und die Ubergangsmatrizen zwischen den Basen
by =v,w, by = u,w und by = u,v

von U sowie die beschreibenden Matrizen fiir i) beziiglich dieser drei Basen
(und der Standardbasis auf K?).

Aufgabe 11.11. Wir betrachten die Vektorenfamilien

1 0 0 1 1 0 0
0 1 0 0

u= und b= 1|0 1 0
1 ) 1 ) 1 ) O 1 ) 1 ) 1
0 0 1 1

im R* bzw. R3. Die Standardbasen seien mit ¢4 und e5 bezeichnet. Die lineare

Abbildung

f: R" —R?
sei durch die Matrix
-2 3 2 3
A=1|1-3 5 0 1
-1 2 -2 =2

beziiglich der Standardbasen gegeben. Bestimme die beschreibenden Matri-
zen von f beziiglich der Basen

a) ¢4 und v,
b) u und e,

c) uund v.
Aufgabe 11.12. Beweise Lemma 9.7 mit Hilfe von Satz 11.5.

Aufgabe 11.13. Zeige Korollar 8.10 mit Hilfe von Korollar 11.8 und Auf-
gabe 10.22.

Aufgabe 11.14. Man gebe ein Beispiel fiir eine lineare Abbildung
¢: R? — R?
die nicht injektiv ist, deren Einschrinkung
Q2 N RQ

aber injektiv ist.

Aufgabe 11.15. Beweise Lemma 9.5 mit Hilfe von Lemma 11.9 und Beispiel
10.12.
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Aufgabe 11.16. Sei A = (_31 (1) g) und
fiRP—R: z— A2
die zugehorige lineare Abbildung.

(1) Bestimme jeweils eine Basis und die Dimension von Kern(f) und

Bild(f).

(2) Finde einen Untervektorraum V' C R? derart, dass R® = V & Kern(f)
gilt.

(3) Gibt es auch einen Untervektorraum U C R?, U # {0}, mit R* =
U @ Bild(f)?

Aufgabe 11.17. Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und
f: V. — V ein Endomorphismus. Zeige, dass die folgenden Aussagen &qui-
valent sind.

(1) kern f = kern (f o f)
(2) kern f N bild f = {0}
(3) V =kern f @ bild f
(4) bild f = bild (f o f).

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 11.18. (3 Punkte)
Bestimme das Bild und den Kern der linearen Abbildung

T 1 3 4 —1 T

. 4 4 ) 2 5 7 _1 ) i)
PPRE=RL 21 2 3 22 3
Ty -2 0 0 =2 Xyq

Aufgabe 11.19. (3 Punkte)

Es sei E C R3 die durch die lineare Gleichung 5z + 7y — 4z = 0 gegebene
Ebene. Bestimme eine lineare Abbildung

0: R — R?

derart, dass das Bild von ¢ gleich E ist.
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Aufgabe 11.20. (3 Punkte)

Auf dem reellen Vektorraum G = R* der Glithweine betrachten wir die beiden
linearen Abbildungen

7 G — R, — 82 +9n 4+ 51 + s,

» 3 I W

und

k: G— R, — 2z +n + 4r + 8s.

» I I W

Wir stellen uns 7 als Preisfunktion und x als Kalorienfunktion vor. Man
bestimme Basen fiir kern 7, fiir kern x und fiir kern(7 x &).%

Aufgabe 11.21. (6 (3+1+2) Punkte)

Eine Tierpopulation besteht aus Traglingen (erstes Lebensjahr), Frischlin-
gen (zweites Lebensjahr), Halbstarken (drittes Lebensjahr), Reifen (viertes
Lebensjahr) und alten Hasen (fiinftes Lebensjahr), dlter konnen diese Tiere
nicht werden. Der Gesamtbestand dieser Tiere in einem bestimmten Jahr j
wird daher durch ein 5-Tupel B; = (b1 j, b2 j, b3 j, ba j, b5 ;) angegeben.

Von den Traglingen erreichen 7/8-tel das Frischlingsalter, von den Frischlin-
gen erreichen 9/10-tel das Halbstarkenalter, von den Halbstarken erreichen
5/6-tel das reife Alter und von den Reifen erreichen 2/3-tel das fiinfte Jahr.

Traglinge und Frischlinge kénnen sich noch nicht vermehren, dann setzt die
Geschlechtsreife ein und 10 Halbstarke zeugen 5 Nachkommen und 10 Rei-
fe zeugen 8 Nachkommen, wobei die Nachkommen ein Jahr spéter geboren
werden.

a) Bestimme die lineare Abbildung (bzw. die Matrix), die den Gesamtbestand
Bj 1 aus dem Bestand B; berechnet.

b) Was wird aus dem Bestand (200, 150, 100, 100, 50) im Folgejahr?
¢) Was wird aus dem Bestand (0,0, 100,0,0) in fiinf Jahren?

26Man store sich nicht daran, dass hier negative Zahlen vorkommen kénnen. In einem
trinkbaren Glithwein kommen natiirlich die Zutaten nicht mit einem negativen Koeffizien-
ten vor. Wenn man sich aber beispielsweise iiberlegen mochte, auf wie viele Arten man eine
bestimmte Rezeptur &ndern kann, ohne dass sich der Gesamtpreis oder die Energiemenge
dndert, so ergeben auch negative Eintrédge einen Sinn.
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Aufgabe 11.22. (3 Punkte)
Es sei z € C eine komplexe Zahl und es sei
C—C, wr— zw,

die dadurch definierte Multiplikation, die eine C-lineare Abbildung ist. Wie
sieht die Matrix zu dieser Abbildung beziiglich der reellen Basis 1 und 7 aus?
Zeige, dass zu zwei komplexen Zahlen z; und z; mit den zwei reellen Matrizen
M; und M, die Produktmatrix Ms o M; die beschreibende Matrix zu 229
ist.

12. VORLESUNG - ELEMENTARMATRIZEN

Wege entstehen dadurch, dass
man sie geht

Franz Kafka

12.1. Invertierbare Matrizen.

Definition 12.1. Es sei K ein Korper und sei M eine n x n-Matrix iiber K.
Dann heiBt M invertierbar, wenn es eine weitere Matrix A € Mat,,(K) gibt
mit

AoM=E,=MoA.

Definition 12.2. Es sei K ein Korper. Zu einer invertierbaren Matrix M €
Mat,, (K) heifit die Matrix A € Mat,,(K) mit

AoM = E, = Mo A
die inverse Matriz von M. Man schreibt dafir
Mt
Das Produkt von invertierbaren Matrizen ist wieder invertierbar.
Definition 12.3. Zwei quadratische Matrizen M, N € Mat,,(K) heiflen dhn-

lich, wenn es eine invertierbare Matrix B mit M = BNB™! gibt.

Nach Korollar 11.11 sind zu einer linearen Abildung ¢: V' — V die beschrei-
benden Matrizen beziiglich zweier Basen dhnlich zueinander.

12.2. Eigenschaften von linearen Abbildungen.
Lemma 12.4. Es sei K ein Korper und es seien V. und W Vektorrdaume
tiber K der Dimension n bzw. m. Es sei

p: V—W

eine lineare Abbildung, die beziiglich zweier Basen durch die Matriz M €
Mat,,xn (K) beschrieben werde. Dann gelten folgende Eigenschaften.
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(1) ¢ ist genau dann injektiv, wenn die Spalten der Matriz linear un-
abhdngig sind.

(2) ¢ ist genau dann surjektiv, wenn die Spalten der Matriz ein Erzeu-
gendensystem von K™ bilden.

(3) Bei m = n ist ¢ genau dann bijektiv, wenn die Spalten der Matriz
eine Basis von K™ bilden, und dies ist genau dann der Fall, wenn M
invertierbar ist.

Beweis. Es seien v = vy,...,v, und tv = wy,...,w,, Basen von V bzw. W
und es seien sq, ..., s, die Spaltenvektoren von M. (1). Die Abbildung ¢ hat
die Eigenschaft

p(v)) = > sijwi,
=1

wobei s;; der i-te Eintrag des j-ten Spaltenvektors ist. Daher ist

n n m m n
%2 E ajvj = E Cl,j E sijwi = E ajsij W;.
J=1 j=1 i=1 i=1 \j=1

Dies ist genau dann 0, wenn 2?21 a;s;; = 0 fiir alle ¢ ist, und dies ist

dquivalent zu
n
E a;8; = 0.
Jj=1

Dafiir gibt es ein nichttrivales (Losungs)Tupel (a4, ..., a,) genau dann, wenn
die Spalten linear abhéngig sind und genau dann, wenn ¢ nicht injektiv ist.
(2). Siehe Aufgabe 11.2. (3). Sei n = m. Die erste Aquivalenz folgt aus (1)
und (2). Wenn ¢ bijektiv ist, so gibt es die (lineare) Umkehrabbildung ¢~*

mit

1

pop ' =Idy und ot o =1Idy .

Es sei M die Matrix zu ¢ und N die Matrix zu ¢ !. Die Matrix zur Identitét
ist die Einheitsmatrix. Nach Lemma 11.9 ist daher

MoN = FE, = NoM.

Die Umkehrung wird &hnlich bewiesen. U

12.3. Elementarmatrizen.

Definition 12.5. Es sei K ein Korper und sei M eine m x n-Matrix iiber
K. Dann nennt man die folgenden Manipulationen an M elementare Zeilen-
umformungen.

(1) Vertauschung von zwei Zeilen.
(2) Multiplikation einer Zeile mit s # 0.
(3) Addition des a-fachen einer Zeile zu einer anderen Zeile.
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Definition 12.6. Es sei K ein Kérper. Mit B;; bezeichnen wir diejenige
n x n-Matrix, die an der Stelle (7, j) den Wert 1 und sonst tiberall den Wert
null hat. Dann nennt man die folgenden Matrizen Elementarmatrizen.

(1) ‘/z'j = En — BZZ — Bjj + Bz'j + Bgz
(2) Sk(s) := E, + (s — 1) By fiir s # 0.
(3) Aij(a) :=E, +aB;; firi # jund a € K.

Ausgeschrieben sehen diese Elementarmatrizen folgendermaflen aus.

1 0 - v v oo 0
0 0 1 0
Vij = 1 ...
0 1 0 0
0 0 1
1 0 0
0 1 0 0
Se(s) =10 - 0 s 0 0
0 0 1 0
0 0 1
1 0 0
0 1 a 0
Aij(a):
0 1 0
0 -+ oo e 0 1

Elementarmatrizen sind invertierbar, siche Aufgabe 12.1.

Lemma 12.7. Fs sei K ein Korper und M eine m X n-Matriz mit Eintrdagen
m K. Dann hat die Multiplikation mit den m X m-Elementarmatrizen von
links mit M folgende Wirkung.

(1) Vij o M = Vertauschen der i-ten und der j-ten Zeile von M.
(2) (Sk(s)) o M = Multiplikation der k-ten Zeile von M mit s.
(3) (Ajj(a))o M = Addition des a-fachen der j-ten Zeile von M zur i-ten

Zeile (i #j).

Beweis. Siehe Aufgabe 12.3. O



147

Elementare Zeilenumformungen &dndern nicht den Lésungsraum von homo-
genen linearen Gleichungssystemen, wie in Lemma 5.3 gezeigt wurde.

Satz 12.8. Es set K ein Kdrper und sei M eine m X n-Matrixz tiber K.
Dann gibt es elementare Zeilenumformungen und eine (Neu- ) Nummerierung
der Spalten

jla j27"-7jn

und einr < n derart, dass in der entstandenen Matrixz die Spalten die Gestalt

b1,

Sj, = Dk mit by, # 0 firk <r

0
0
und
b1,y
Sj, = b’"éj’f fiirk >r
0

besitzen. Durch elementare Zeilenumformungen und zusdtzliche Spaltenver-
tauschungen kann man also eine Matriz auf die Gestalt

diy * - % %

0 dgz *

0 0 drr X ... X
0O 0 -~ 0 0 --- 0
0 O 0 0 0

mit dy; # 0 bringen.
Beweis. Dies beruht auf den entsprechenden Manipulationen wie beim Eli-
minationsverfahren, sieche Vorlesung 5. U

Korollar 12.9. Es sei K ein Korper und sei M eine invertierbare n X n-
Matrixz tiber K. Dann gibt es elementare Zeilenumformungen derart, dass
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nach diesen Umformungen eine Matrixz der Gestalt

dl * PR PR >|<
0 d2 * *
0 -+ 0 dp1 =

mit d; # 0 entsteht. Durch weitere elementare Zeilenumformungen kann die
Einheitsmatriz erreicht werden.

Beweis. Dies beruht auf den Manipulationen des Eliminationsverfahrens und
darauf, dass elementare Zeilenumformungen nach Lemma 12.7 durch Multi-
plikationen mit Elementarmatrizen ausgedriickt werden kénnen. Dabei kon-
nen in einer Spalte bzw. in einer Zeile nicht nur Nullen entstehen, da die
Elementarmatrizen invertierbar sind und so in jedem Schritt die Invertier-
barkeit erhalten bleibt. Eine Matrix mit einer Nullspalte oder einer Nullzeile
ist aber (beispielsweise wegen Lemma 12.4 (3)) nicht invertierbar. Wenn eine
obere Dreiecksmatrix vorliegt, so kann man mit skalarer Multiplikation die
Diagonaleintrige zu 1 machen und damit die in jeder Spalte dariiberliegenden
Eintréage zu 0. U

Insbesondere gibt es zu einer invertierbaren Matrix M Elementarmatrizen
FEy, ..., By derart, dass
Eio--0FE,oM

die Einheitsmatrix ist.

12.4. Auffinden der inversen Matrix.

Verfahren 12.10. Es sei M eine quadratische Matrix. Wie kann man ent-

scheiden, ob die Matrix invertierbar ist, und wie kann man die inverse Matrix
M~! finden?

Dazu legt man eine Tabelle an, wo in der linken Héalfte zunéchst die Matrix
M steht und in der rechten Hilfte die Einheitsmatrix. Jetzt wendet man
auf beide Matrizen schrittweise die gleichen elementaren Zeilenumformungen
an. Dabei soll in der linken Hélfte die Ausgangsmatrix in die Einheitsmatrix
umgewandelt werden. Dies ist genau dann moglich, wenn diese Matrix in-
vertierbar ist. Wir behaupten, dass bei dieser Vorgehensweise in der rechten
Hilfte die Matrix M~! als Endmatrix entsteht. Dies beruht auf folgendem
Invarianzprinzip. Jede elementare Zeilenumformung kann als eine Matrizen-
multiplikation mit einer Elementarmatrix £ von links realisiert werden. Wenn
in der Tabelle
(M, My)
steht, so steht im nédchsten Schritt

(EMy, EM,) .
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Wenn man das Inverse (das man noch nicht kennt, das es aber gibt unter
der Voraussetzung, dass die Matrix invertierbar ist) der linken Hélfte mit der
rechten Hélfte multipliziert, so ergibt sich

(EM) 'EMy = M{'E"'EM, = M;'Ms.

D.h., dass sich dieser Ausdruck bei den Einzelschritten nicht d&ndert. Zu Be-
ginn ist dieser Ausdruck gleich M~'E,,, daher muss zum Schluss fiir (E,, N)
gelten

N =E'N=M"'E, =M"

geméfd dem in Verfahren

— N =

1 3
Beispiel 12.11. Wir wollen zur Matrix [ 4 1
0 1

12.5 beschriebenen Verfahren die inverse Matrix M ~! bestimmen.

1 3 1 100
41 2 010
01 1 001
1 3 1 1 00
0 —11 -2 —4 1 0
0 1 1 0 01
1 3 1 1 00
0 1 1 0 01
0 —11 -2 —4 1 0
1 3 1 1 0 0
011 0 0 1
009 41 11
1 3 1 1 0 0
01 1 0 0 1
o01) |\ 5y
1 0 —2 1 0 -3
01 1) (0 0 1)
100 : & =
0 01 o 9 9

12.5. Rang von Matrizen.

Definition 12.12. Es sei K ein Korper und sei M eine m x n-Matrix iiber K.
Dann nennt man die Dimension des von den Spalten erzeugten Unterraums
von K™ den (Spalten-)Rang der Matrix, geschrieben

rang M .
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Lemma 12.13. Es sei K ein Kérper und es seien V. und W Vektorrdaume
tiber K der Dimension n bzw. m. Es sei

p: V—W

eine lineare Abbildung, die beziiglich zweier Basen durch die Matriz M €
Mat,,xn (K) beschrieben werde. Dann gilt

rang ¢ = rang M.
Beweis. Siehe Aufgabe 12.21. O

Zur Formulierung der néchsten Aussage fithren wir den Zeilenrang einer m x
n-Matrix als die Dimension des von den Zeilen erzeugten Unterraumes von
K" ein.

Lemma 12.14. Es sei K ein Korper und sei M eine m x n-Matriz tber
K. Dann stimmt der Spaltenrang mit dem Zeilenrang tiberein. Der Rang ist
gleich der in Satz 12.12 verwendeten Zahl r.

Beweis. Bei elementaren Zeilenumformungen éndert sich der von den Zeilen
erzeugte Raum nicht, und damit &ndert sich auch nicht der Zeilenrang. Der
Zeilenrang stimmt also mit dem Zeilenrang der in Satz 12.12 angegebenen
Matrix in Stufenform iiberein. Diese hat den Zeilenrang r, da die ersten r Zei-
len linear unabhéngig sind und ansonsten nur Nullzeilen auftauchen. Sie hat
aber auch den Spaltenrang r, da wiederum die ersten r Spalten (wenn man
auch noch die Spalten vertauscht hat) linear unabhéngig sind und die wei-
teren Spalten Linearkombinationen dieser r Spalten sind. Die Aufgabe 12.12
zeigt, dass sich bei elementaren Zeilenumformungen auch der Spaltenrang
nicht dndert. U

Beide Rénge stimmen also iiberein, so dass wir im Folgenden nur noch vom
Rang einer Matriz sprechen werden.

Korollar 12.15. Es sei K ein Korper und sei M eine n X n-Matrix iber K.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(1) M ist invertierbar.

) Der Rang von M ist n.

) Die Zeilen von M sind linear unabhdngig.
)

(2
(3
(4) Die Spalten von M sind linear unabhdingig.

Beweis. Dies folgt aus Lemma 12.4 und aus Lemma 12.14. O

12. ARBEITSBLATT

Die Pausenaufgabe
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Aufgabe 12.1. Zeige, dass die Elementarmatrizen invertierbar sind. Wie
sehen zu den Elementarmatrizen die inversen Matrizen aus?

Ubungsaufgaben

Aufgabe 12.2. Es sei K ein Korper und es seien V' und W Vektorrdume
iiber K der Dimension n bzw. m. Es sei

p: V—W

eine lineare Abbildung, die beziiglich zweier Basen durch die Matrix M €
Mat,,xn (K) beschrieben werde. Zeige, dass ¢ genau dann surjektiv ist, wenn
die Spalten der Matrix ein Erzeugendensystem von K™ bilden.

Aufgabe 12.3. Es sei K ein Korper und M eine m x n-Matrix mit Eintrdgen
in K. Zeige, dass die Multiplikation mit m x m-Elementarmatrizen von links
mit M folgende Wirkung haben.

(1) V;; o M = Vertauschen der i-ten und der j-ten Zeile von M.
(2) (Sk(s)) o M = Multiplikation der k-ten Zeile von M mit s.
(3) (Ajj(a)) o M = Addition des a-fachen der j-ten Zeile von M zur i-ten

Zeile (i # 7).

Aufgabe 12.4. Beschreibe die Wirkungsweise, wenn man eine Matrix mit
einer Elementarmatrix von rechts multipliziert.

Aufgabe 12.5. Zeige, dass man eine Scherungsmatrix
Ai]‘(a,) = En + CLBZ']‘
als Matrizenprodukt M o N o L schreiben kann, wobei M und L Diagonal-

matrizen sind und N eine Scherungsmatrix der Form A;;(1) ist.

Aufgabe 12.6. Bestimme die inverse Matrix zu

2 7
M= (_ \ 9> .
Aufgabe 12.7.*

Bestimme die inverse Matrix zu

2 40
-1 0 3
0 11
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Aufgabe 12.8. Bestimme die inverse Matrix zu

1 2 3
M=16 -1 -2
0o 3 7

Aufgabe 12.9. Bestimme die inverse Matrix zur komplexen Matrix
(243 1—1
M_(5—4z' 6—2@')'

Aufgabe 12.10.*

a) Bestimme, ob die komplexe Matrix

(2450 1-2
M_(3—4z 6—2@')

invertierbar ist.

b) Finde eine Losung fiir das inhomogene lineare Gleichungssystem
I (21) _ (54 + 72@) '
Z9 0

Aufgabe 12.11. Bestimme explizit den Spaltenrang und den Zeilenrang der
Matrix

3 2 6
4 1 5
6 -1 3

Beschreibe lineare Abhéngigkeiten (falls solche existieren) zwischen den Zei-
len als auch zwischen den Spalten der Matrix.

Aufgabe 12.12. Zeige, dass sich bei elementaren Zeilenumformungen der
Spaltenrang nicht dndert.

Aufgabe 12.13. Es sei B eine n x p-Matrix und A eine m x n-Matrix. Zeige,
dass fiir den Spaltenrang die Abschéatzung

rang Ao B < min (rang A,rang B,)
gilt.



153

Aufgabe 12.14. Es sei M eine m xn-Matrix und A eine invertierbare m xm-
Matrix. Zeige, dass fiir den Spaltenrang die Gleichung

rang Ao M = rang M
gilt.

Aufgabe 12.15. Es sei K ein Korper und es sei A eine m x n-Matrix und
B eine n x m-Matrix iiber K. Zeige

Spur (Ao B) = Spur(Bo A).

Aufgabe 12.16. Zeige, dass die Definition 14.15 der Spur einer linearen
Abbildung unabhéngig von der gewahlten Matrix ist.

Aufgabe 12.17. Es sei K ein Korper und sei V' ein endlichdimensionaler
K-Vektorraum. Zeige, dass die Zuordung

End (V) — K, o — Spur (¢),

K-linear ist.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 12.18. (3 Punkte)

Bestimme die inverse Matrix zu

2 3 2
M=15 0 4
1 -2 3
Aufgabe 12.19. (3 Punkte)
Zeige, dass die Matrix
0 0 E+2 k+1
0 0 E+1 k

—k  k+1 0 0
k+1 —(k+2) 0 0

fiir jedes k € K zu sich selbst invers ist.
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Aufgabe 12.20. (3 Punkte)

Fiihre das Invertierungsverfahren fiir die Matrix

(¢ o

unter der Voraussetzung ad — bc # 0 durch.

Aufgabe 12.21. (3 Punkte)

Es sei K ein Korper und es seien V und W Vektorrdume iiber K der Dimen-
sion n bzw. m. Es sei

o V—W

eine lineare Abbildung, die beziiglich zweier Basen durch die Matrix M €
Mat,,«, (K) beschrieben werde. Zeige, dass

rang ¢ = rang M
gilt.

13. VORLESUNG - HOMOMORPHISMENRAUME

13.1. Projektionen.
Zu einer direkten Summenzerlegung V' = U; & U, nennt man die Abbildung
p1: V. — Uy, v1 +vo — vy,

die erste Projektion (oder Projektion auf U; beziiglich der gegebenen Zerle-
gung oder Projektion auf U; langs U,) und entsprechend

po: V. — Us, v1 4 vg — 9,

die zweite Projektion zu dieser Zerlegung. Da die U; und U, Untervek-
torrdume von V sind, ist es sinnvoll, die Gesamtabbildung

V25U —V

ebenfalls als Projektion zu bezeichnen. Dann liegt eine Projektion im Sinne
der folgenden Definition vor.

Definition 13.1. Es sei K ein Korper, V' ein K-Vektorraum und U C V ein
Untervektorraum. Eine lineare Abbildung

p: V=V
heifit Projektion von V' auf U, wenn U = bild ¢ und ¢|y = Idy ist.
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Beispiel 13.2. Es sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und v;, ¢ €
1, eine Basis von V. Zu einer Teilmenge J C I sei

V, = <Ui, 1€ J>
der zu J gehorende Untervektorraum und
py: V—V, Zaivi — Zaivi,
iel icJ

die zugehorige Projektion. Das Bild dieser Projektion ist V; und man kann
die Abbildung auch als

pJ: V—>VJ

auffassen. Der Kern der Abbildung ist
kernpy = (v, i € J).

Beispiel 13.3. Fiir den R?, versehen mit der Standardbasis, ergeben sich
(im Sinne von Beispiel 13.2 betrachtet man die zweielementigen Teilmengen
J C {1,2,3}) drei verschiedene Projektionen®” auf die Koordinatenebenen.
Man nennt

P2y R?® — R?, (a,b,c) — (a,b,0),
die Projektion auf die Grundebene,

Prs): R?® — R?, (a,b,c) — (a,0,c),
die Projektion auf die Aufebene,

P{2,3}: R3 — R3, (a,b,c) — (0,b,¢),

2TDjese Projektionen sind sogar sogenannte orthogonale Projektionen. Davon kann man
nur sprechen, wenn man ein Skalarprodukt zur Verfiigung hat, was wir im zweiten Semester
behandeln werden. Hier liegen einfach nur lineare Projektionen vor, die, anders als im
orthogonalen Fall, wesentlich vom gewéhlten direkten Komplement abhéngen.
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die Projektion auf die Kreuzebene (oder Seitenebene). Die Bilder eines Ge-
genstandes im R3 unter diesen Projektionen heifflen auch Grundriss, Aufriss
und Kreuzriss.

Zu einelementigen Teilmengen {j} C {1,2,3} gehoren die Projektionen auf
die Achsen.

Eine abstraktere Definition ist die folgende, die a priori ohne Bezug auf einen
Untervektorraum auskommt.

Definition 13.4. Es sei K ein Koérper und V ein K-Vektorraum. Eine lineare
Abbildung
p:V—V
heifit Projektion, wenn
=
gilt.

Die Identitat und die Nullabbildung sind Projektionen.

Lemma 13.5. Es sei K ein Koérper und V' ein K-Vektorraum. Zu einer
direkten Zerlegung

V=UsU
st die Projektion auf U eine Projektion im Sinne von Definition 13.4. Eine
solche Projektion

p: V=V
fiihrt umgekehrt zu einer Zerlequng

V' = kern ¢ @ bild ¢,

und @ ist die Projektion auf bild ¢.

Beweis. Es sei my die Projektion auf U. Fir v = u + ¢/ mit w € U, v’ € U’
gilt dann

mu(mu(u+u)) = mu(u) = u = my(u+u'),

also
Ty = Tu
Sei umgekehrt
p:V—V
eine Endomorphismus mit
¥’ = o

Es sei x € kern ¢ M bild . Dann gibt es insbesondere ein y € V' mit
ply) = .

Dann ist
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d.h. der Durchschnitt der beiden Untervektorrdume ist der Nullraum. Fir
ein beliebiges v € V' schreiben wir

v = 9(v) + (v = ().

Dabei gehort der vordere Summand zum Bild und wegen

gehort der hintere Summand zum Kern. Es liegt also eine direkte Summen-
zerlegung vor. U
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13.2. Homomorphismenriume.

Definition 13.6. Es sei K ein Korper und es seien V und W Vektorraume
iiber K. Dann nennt man

Homg (V,W) = {f:V — W| f lineare Abbildung}
den Homomorphismenraum. Er wird versehen mit der Addition, die durch
(f +9)(v) = f(v) +g(v)
definiert wird, und der Skalarmultiplikation, die durch
(Af)(w) == A~ f(v)

definiert wird.

Nach Aufgabe 13.8 handelt es sich in der Tat um einen K-Vektorraum.

Beispiel 13.7. Es sei W ein K-Vektorraum iiber dem Koérper K. Dann ist
die Abbildung
Homg (K, W) — W, ¢ — (1),
ein Isomorphismus von Vektorrdumen, siehe Aufgabe 13.10.
Der Homomorphismenraum Homg (V, K) spielt auch eine wichtige Rolle. Er

heifit Dualraum zu V und wir werden ihn in den néchsten beiden Vorlesungen
genauer besprechen.

Lemma 13.8. FEs sei K ein Korper und es seien V. und W Vektorrdume
tber K. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Eine lineare Abbildung
p: U —V
mit einem weiteren Vektorraum U induziert eine lineare Abbildung
Homg (V,W) — Homg (U, W), f+— fo.
(2) Eine lineare Abbildung
v: W —T
mit einem weiteren Vektorraum T induziert eine lineare Abbildung

Homg (V,W) — Homg (V,T), f—— o f.

Beweis. Siehe Aufgabe 13.14. O

Lemma 13.9. Es sei V' ein K-Vektorraum mit einer direkten Summenzer-
legung

V = U1 @ UQ.
Es ser W ein weiterer K-Vektorraum und es seien

©1: U1—>W
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und
P9 : U2 — W

lineare Abbildungen. Dann ist durch

e(v) = p1(v1) + @2(v2)
eine lineare Abbildung
p: V—W
gegeben.

Beweis. Die Abbildung ist wohldefiniert, da die Darstellung v = vy + vy mit
vy € Uy und vy € U, eindeutig ist. Die Linearitédt ergibt sich aus

plav+b') = @il(av+ b)) + @a((av + b))

= p1(avy + bv}) + @a(avy + buy)

= ap1(v1) + bp1(v]) + apa(v2) + bipa(v5)

= ap1(v1) + apa(v2) + b1 (V]) + bipa(v5)

— a(v) + bp(t').

OdJ
Lemma 13.10. Es sei K ein Kérper und es seien V. und W Vektorraume
tiber K. Es seien
V=Vie---&V,
und
W=Wa&---aW,
direkte Summenzerlegungen und es seien
pj: W —W,;

die kanonischen Projektionen. Dann ist die Abbildung

Homy (V,W) —  [[  Homg (V;,W;), f+—pjo(f

1<i<n, 1<j<m

Vz‘)?

ein Isomorphismus. Wenn man die Homg (V;, W;) als Untervektorrdume von
Homy (V, W) auffasst, so liegt eine direkte Summenzerlegung

Homy (V,W) = @5  Homg (Vi, W)).
1<i<n, 1<5<m
vor.

Beweis. Dass die angegebene Abbildung linear ist, folgt direkt aus Lemma
13.8. Zum Nachweis der Injektivitdt sei f € Homg (V, W) mit f # 0 gege-
ben. Dann gibt es ein v € V' mit

f(w) # 0.

Sei v = vy + -+ + v, mit v; € V;. Dann ist auch f(v;) # 0 fir ein 7. Dann
ist auch (f(v;)); fiir ein j und damit ist

fij = ij(f

v,) # 0.
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Zum Nachweis der Surjektivitét sei eine Familie von Homomorphismen f;; €
Homyg (V;,W;),1 < i <n,1 < j < m, gegeben, die wir als Abbildungen
nach W auffassen. Dann sind die

fi=Y_fy
j=1

lineare Abbildungen von V; nach W. Dies ergibt nach Lemma 13.9 eine lineare
Abbildung > | f; von V nach W, die auf die vorgegebenen Abbildungen
einschrankt. O

Satz 13.11. Es sei K ein Korper und es seien V. und W endlichdimensionale
K-Vektorraume. Es sei v = vy,...,v, eine Basis und vo = wy,...,w,, eine
Basis von W. Dann ist die Zuordnung

Homy (V, W) — Mat,,.n(K), f — M2(f),

ein Isomorphismus von K-Vektorrdiumen.

Beweis. Die Bijektivitiat wurde in Satz 10.14 gezeigt. Die Additivitdt folgt
beispielsweise aus

(Mo (f+9)y; = ((f+9)(v))
(f(vj) + g(v))):
= [(vj)i + g(v))i
= (Mrtt]l(f))z] + (Mg(g))ij )

wobei der Index ¢ die i-te Komponente beziiglich der Basis to bezeichet. [l

Man kann auch die zu den Basen gehorende direkte Summenzerlegung in die
eindimensionalen Untervektorrdume Kwv; bzw. Kw; betrachten und Lemma
13.10 anwenden.

Korollar 13.12. Es sei K ein Kdorper und es seien 'V und W endlichdimen-
stonale K-Vektorrdume mit den Dimensionen n bzw. m. Dann ist

dim (Homg (V,W)) = nm.
Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Satz 13.11. U

13.3. Untervektorrdume von Homomorphismenridumen.

Lemma 13.13. Es seien V und W Vektorrdume tiber einem Kérper K.
Dann sind die folgenden Teilmengen Untervektorrdume von Homg (V,W).

(1) Zu einem Untervektorraum U C 'V ist
S = {» € Homg (V. W) |¢ly = 0}

ein Untervektorraum von Homg (V,W). Wenn V und W endlichdi-
mensional sind, so ist

dim (S) = (dim (V) — dim (U)) dim (W) .
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(2) Zu einem Untervektorraum U C W ist
T = {¢ € Homg (V,W)| bilde C U}

ein Untervektorraum von Hompg (V,W), der zu Hompg (V,U) iso-
morph ist. Wenn V und W endlichdimensional sind, so ist

dim (7)) = dim (V') - dim (U) .
(3) Zu Untervektorriumen Vi CV und Wy C W st
H = {p € Homg (VW) |p(V1) C W1}

ein Untervektorraum von Homg (V,W). Wenn V' und W endlichdi-
mensional sind, so ist

dim (H) = dim (V4) dim (W;) + (dim (V') — dim (V7)) dim (W) .
(4) Zu Untervektorraumen Vi, ..., V, CV und Wy,... ., W, CW st
L={y € Homg (V,W) | (V1) C Wy und
(Vo) CWy und ... und o(V,,) C W, }
ein Untervektorraum von Homg (V, W).
Beweis. (1). Die Untervektorraumeigenschaft ist klar. Zur Dimensionsaussa-
ge sei U’ ein direktes Komplement zu U in V, also
V=UaU.

Es sei uq,...,u, eine Basis von U’. Jede lineare Abbildung aus S bildet U
auf 0 ab, und auf U’ bzw. auf der Basis hat man freie Wahl. Daher ist

>~ Homy (U', W)
und die Dimensionsaussage folgt aus Korollar 13.12.

(2). Die Untervektorraumeigenschaft ist wieder klar. Die natiirliche Abbil-
dung

Homy (V, U) — Homp (‘/, W)
von Lemma 13.8 (2) ist in diesem Fall injektiv und daher ist

T = Homg (V,U).
(3). Die Untervektorraumeigenschaft ist klar. Im endlichdimensionalen Fall
sel
V="ael
eine direkte Summenzerlegung. Nach Lemma 13.10 ist
Hompyg (V, W) = Homg (Vi, W) @ Homy (Vo, W)

und es ist
H = Homy (V3, W1) @ Homyg (Va, W)



162

Daher ist die Dimension gleich

dim (V;) - dim (W,) + dim (V3) - dim (W)
=dim (V4) dim (W;) + (dim (V) — dim (V1)) dim (W) .

(4). Mit
L; = {¢ € Homg (V, W) [ p(V;) € Wi}
ist L = (), L;. Daher folgt (4) aus (3). O
Bemerkung 13.14. Es sei K ein Korper und es seien V' und W endlichdi-
mensionale K-Vektorrdaume. Wir betrachten die natiirliche Abbildung
U: V x Homg (V, W) — W, (v, p) — (v),

wobei links der Produktraum steht. Diese Abbildung ist im Allgemeinen nicht
linear. Es ist zwar einerseits

p(v1+v2) = p(v1) + @(v2)
und andererseits
(1 + p2)(v) = p1(v) + p2(v),
wenn man also eine Komponente festhéilt, so gilt Additivitdt (und ebenso

Vertréglichkeit mit der Skalarmultiplikation) in der anderen Komponente.
Im Produktraum gilt

(v1, 1) + (V2, 02) = (V1 + va, 1 + P2)
und somit ist

U((v1,01) + (va,02)) = U((v1 + 2,01 + p2))

(¢1 + p2)(v1 + v2)

©1(v1 +v2) + p2(v1 + Vo)

p1(v1) + p1(va2) + Pa(v1) + p2(v2)
p1(v1) + p2(v2)

\I]((Ulaﬁpl)) + ‘Ij<<v27902>>

(nur in Ausnahmefillen ist ¢1(ve) + p2(vy) = 0).

1 N

13. ARBEITSBLATT
Die Pausenaufgabe

Aufgabe 13.1. Bestimme fiir einen Kérper K die idempotenten Elemen-
te, also Elemente e € K mit > = e. Bestimme die linearen Projektionen

p: K - K.

Ubungsaufgaben
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Aufgabe 13.2. Es sei p: V — V eine lineare Projektion auf einem endlich-
dimensionalen K-Vektorraum V. Zeige, dass ¢ beziiglich einer geeigneten

Basis vy, ...,v, von V durch eine Matrix der Form
1 0 v «ov oo 0
0 .
: 1
0
0
0 0 O

beschrieben wird.

Aufgabe 13.3.*
Wir betrachten die Basis

(%) ()

im R? und es sei p: R? — R? die Projektion von R? auf R _25

beziiglich dieser Basis. Bestimme die Matrix zu ¢ beziiglich der Standardba-
sis.

C R?

Aufgabe 13.4. Es sei L C R? der Losungsraum zur linearen Gleichung
3z +4y+62 =0

2
und W =R | 0 |. Zeige
5

R*=LeW
und beschreibe die Projektionen auf L und auf W beziiglich der Standard-
basis.

Aufgabe 13.5. Zeige, dass die Summe von zwei linearen Projektionen
o, V—V

im Allgemeinen keine Projektion ist.

Aufgabe 13.6. Vereinfache den Beweis zu Lemma 13.5 mit Hilfe der Di-
mensionsformel.
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Aufgabe 13.7. Bestimme die Spur zu einer linearen Projektion
p: V=V

auf einem endlichdimensionalen K-Vektorraum V.

Aufgabe 13.8. Es sei K ein Korper und es seien V' und W Vektorrdume
iiber K. Zeige, dass der Homomorphismenraum

Hompg (V, W)

ein Vektorraum ist.

Aufgabe 13.9. Es sei K ein Korper und es seien V und W Vektorrdume
iiber K. Zeige, dass der Homomorphismenraum

Hompg (V, W)
ein Untervektorraum des Abbildungsraumes Abb (V, W) ist.

Aufgabe 13.10. Es sei W ein K-Vektorraum iiber dem Koérper K. Zeige,
dass die Abbildung

Homg (K, W) — W, ¢ — (1),

ein Isomorphismus von Vektorrdaumen ist.

Aufgabe 13.11.*

Es sei K ein Korper und es seien V' und W Vektorrdume iiber K. Es sei
Homy (V, W) der K-Vektorraum der linearen Abbildungen von V' nach W
und es sei v € V ein fixierter Vektor. Zeige, dass die Abbildung

F: Homg (V,W) — W, ¢ — F(¢) := ¢(v),

K-linear ist.

Aufgabe 13.12.*

Es sei K ein Korper, V und W seien endlichdimensionale K-Vektorrdume
und sei

p: V—W
eine lineare Abbildung.

a) Zeige: o ist genau dann surjektiv, wenn es eine lineare Abbildung
v: W —V

mit
pot = Idy

gibt.
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b) Es sei nun ¢ surjektiv, es sei
S={¢Y: W — V] linear, p o) = Idw }

und es sei ¢y € S fixiert. Definiere eine Bijektion zwischen Hom g (W, kern )
und S, unter der 0 auf 1)y abgebildet wird.

Aufgabe 13.13. Es sei K ein Koérper und sei M eine n x n-Matrix iiber K.
Zeige, dass die ersten n? + 1 Potenzen?®

Mii=0,...,n°
linear abhéngig in Mat,, (K) sind.

Aufgabe 13.14. Es sei K ein Korper und es seien V und W Vektorrdume
iiber K. Zeige die folgenden Aussagen.

(1) Eine lineare Abbildung
p: U —V
mit einem weiteren Vektorraum U induziert eine lineare Abbildung
Hompg (V,W) — Homg (U, W), f+— fo.
(2) Eine lineare Abbildung
v: W —T
mit einem weiteren Vektorraum 7 induziert eine lineare Abbildung

Homg (V,W) — Homg (V,T), f—— o f.

Aufgabe 13.15. Formuliere Lemma 13.8 mit Matrizen beziiglich gegebener
Basen.

Aufgabe 13.16. Es sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. Zeige, dass
End (V) ={¢:V — V| linear}

mit der Addition und der Hintereinanderschaltung von Abbildungen ein Ring
ist.

Den Ring der vorstehenden Aufgabe nennt man Endomorphismenring zu V.

28Wir werden spiiter eine deutlich stéirkere Aussage kennenlernen.
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Aufgabe 13.17. Es sei V ein K-Vektorraum und
g:V—V
ein Isomorphismus. Zeige, dass die Abbildung
U,: End (V) — End (V), f+— gfg ",
ein Vektorraum-Isomorphismus ist und dass dariiber hinaus

‘Ijg(fl ofy) = ‘I’g(fl) o U(fy)

und
U, (Idy) = Idy
gilt.
Aufgabe 13.18. Es sei V ein K-Vektorraum und vy, ..., v, eine Basis von

V. Bestimme die Dimension des Raumes der Endomorphismen
p: V—V

mit
o(v;) € Ku;

fiir alle <.

Aufgabe 13.19. Es sei V ein K-Vektorraum und es seien
o, V—V

Automorphismen derart, dass fiir jeden Untervektorraum U C V' die Gleich-
heit p(U) = ¢(U) gilt. Zeige, dass ¢ = a1) mit einem a € K ist.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 13.20. (4 Punkte)
Wir betrachten die Basis

(7)-(%)

im R? und es sei ¢: R? — R? die Projektion von R? auf R C R?

3
7
beziiglich dieser Basis. Bestimme die Matrix zu ¢ beziiglich der Standardba-
sis.
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Aufgabe 13.21. (5 (1+4) Punkte)
a) Zeige, dass die 2 x 2-Matrizen

1+ 1—4bc b
2
c 17/1—4be
2

Projektionen beschreiben. Dabei sind b, ¢ € K derart, dass eine Quadratwur-

zel v/1 — 4be existiert.

b) Bestimme sdmtliche 2 x 2-Matrizen

(¢ a)

die eine Projektion beschreiben.

Aufgabe 13.22. (2 Punkte)

Es seien V und W endlichdimensionale K-Vektorrdume und ¢q,...,pr €
Hompg (V, W). Zeige

k

rang (o1 + -+ ¢r) < Zrang ©;.-
i=1

Aufgabe 13.23. (3 Punkte)

Es seien G1,Gy und H,, H, jeweils verschiedene Geraden im K?2. Welche
Dimension hat der Raum

W = {¢ € Homg (K? K*) |¢(G1) C Hy und (G>) C Ha}?

14. VORLESUNG - DUALRAUME I

Ich war nie der talentierteste
Spieler. Ich musste mir alles
unheimlich hart erarbeiten
und es gab bestimmt viel
bessere Fufiballer. Nur, ich
hatte Willen! Ich musste und
ich wollte nach oben.

Berti Vogts
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14.1. Linearformen.

Definition 14.1. Sei K ein Korper und sei V ein K-Vektorraum. Eine lineare
Abbildung

V — K

heifit eine Linearform auf V.

Beispiel 14.2. Eine Linearform auf dem K™ ist von der Form
K" — K, (x1, ..., x,) — Zaixi,
i=1

zu einem Tupel (aq, ..., a,). Besonders einfache Linearformen sind die Pro-
jektionen

pir K" — K, (1, ..., x,) — ;.
Die Nullabbildung nach K ist ebenfalls eine Linearform, die man auch die
Nullform nennt.

Wir haben schon eine Vielzahl von Linearformen kennengelernt, beispiels-
weise die Preisfunktion bei einem Einkauf verschiedener Produkte oder der
Vitamingehalt von Obstsalaten aus verschiedenen Obstsorten. Beziiglich ei-
ner Basis vy,...,v, von V und einer Basis w von K (dabei ist w einfach ein
von 0 verschiedenes Element aus K) besteht die beschreibende Matrix zu
einer Linearform einfach aus einer Zeile mit n Eintrégen.

Bemerkung 14.3. Es sei K ein Korper und seien V' und W Vektorrdume
iiber K. Zu einer Linearform

f:V—K
und einem Vektor w € W ist die Abbildung
fw: V—W, v— f(v)w,
linear. Es handelt sich einfach um die Hintereinanderschaltung
vk w,
wobei ¢,, die Abbildung s — sw bezeichnet.

Beispiel 14.4. Eine Reihe von prominenten Bespielen von Linearformen
auf unendlichdimensionalen Vektorrdumen finden sich in der Analysis. Zu ei-
nem reellen Intervall [a, b] sind die Menge der Funktionen Abb([a, b], R) bzw.
die Menge der stetigen Funktionen C([a,b],R) bzw. die Menge der stetig
differenzierbaren Funktionen C*(]a, b], R) reelle (ineinander enthaltene) Vek-
torrdume. Zu einem Punkt P € [a,b] ist jeweils die Auswertung f — f(P)
eine Linearform (wegen der punktweise definierten Addition und Skalarmul-
tiplikation auf diesen Rédumen). Ebenso ist die Auswertung der Ableitung

C'([a,b],R) — R, f+— f'(P),
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eine Linearform. Fiir C([a,b],R) ist ferner das Integral, also die Abbildung
b
CllatlB) — R fr— [ (o)
eine Linearform. Dies beruht auf der Linearitdt des Integrals.

Der Kern der Nullform ist der gesamte Raum, ansonsten besitzt der Kern
einer jeden Linearform f € Homg (V, K) mit f # 0 die Dimension dim (V')—
1. Dies folgt aus der Dimensionsformel. Abgesehen von der Nullform ist eine
Linearform stets surjektiv.

Lemma 14.5. Es sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und es sei U C
V' ein n — 1-dimensionaler Untervektorraum. Dann gibt es eine Linearform

f:V—= K mitU = kern f.

Beweis. Siehe Aufgabe 14.5. O

Lemma 14.6. Es sei V' ein K-Vektorraum und es sei v € V ein von 0
verschiedener Vektor. Dann gibt es eine Linearform f: V — K mit f(v) #
0.

Beweis. Der eindimensionale K-Untervektorraum Kv C V besitzt ein direk-
tes Komplement, also
V=KvpU

mit einem Untervektorraum U C V. Die Projektion auf Kv zu dieser Zerle-
gung bildet v auf 1 ab. U

14.2. Der Dualraum.
Definition 14.7. Sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. Dann heifit
der Homomorphismenraum

V* = Homg (V, K)

der Dualraum zu V.

Die Addition und die Skalarmultiplikation ist wie allgemein im Fall von
Homomorphismenrdaumen definiert, also (f + ¢)(v) = f(v) + g(v) und
(sf)(v) = s- f(v). Bei endlichdimensionalem V ist nach Korollar 13.12
die Dimension des Dualraumes V* gleich der Dimension von V.

Definition 14.8. Es sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum mit einer
Basis v1, ..., v,. Dann nennt man die Linearformen

* * *
v, .., €VE
die durch?®

1, falls i =7
v (vj) = b = { ) cErd
0, falls i # 7,

29Das so definierte Symbol heiBt Kronecker-Delta.
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festgelegt sind, die Dualbasis zur gegebenen Basis.

Wegen Satz 10.9 ist durch die Vorschrift in der Tat jeweils eine Linearform
festgelegt. Die Linearform v} ordnet einem beliebigen Vektor v € V' die i-te
Koordinate von v beziiglich der gegebenen Basis zu. Zu v = Z?:1 s5;v; st ja

vi(v) = vy (Z Sj“j) = sui(vy) = s

J=1 J=1

Es ist wichtig zu betonen, dass v} nicht nur von dem Vektor v;, sondern
von der gesamten Basis abhéngt. Es gibt keinen ,,dualen Vektor® zu einem
Vektor. Dies sieht beispielsweise anders aus, wenn auf V' ein Skalarprodukt
gegeben ist. Wenn man zu der Basis vy, ..., v, die direkte Summenzerlegung

V=Ku& & Ku,
und dazu die zugehorige i-te Projektion
pi: V. — Ky

betrachtet, so besteht zwischen v} und p; der direkte Zusammenhang p;, =
v} -v;, wobei der zweite Ausdruck im Sinne von Bemerkung 14.4 zu verstehen
ist.

Beispiel 14.9. Zur Standardbasis eq,...,e, im K" besteht die Dualbasis
aus den Projektionen auf eine Komponente, also gleich e = p; mit

Pi: R" — R, (1‘1, ey l’n) — ;.
Sie heifit die Standarddualbasis.

Lemma 14.10. Es sei V' ein endlichdimensionaler K - Vektorraum mit einer
Basis vy, ...,v,. Dann bildet die Dualbasis

* * *
vi,...,u, €V

eine Basis des Dualraums.

Beweis. Es sei
n

ZCL]‘U; =0

j=1
mit a; € K. Wenn wir diese Linearform auf v; anwenden, ergibt sich direkt

CLiZO.

Die 7, ..., v} sind also linear unabhéngig. Nach Korollar 13.12 besitzt der
Dualraum die Dimension n, daher muss bereits eine Basis vorliegen. U

Lemma 14.11. Es sei V ein endlichdimensionaler K - Vektorraum mit einer
Basis vy, ..., v, und der Dualbasis

* * *
vy, .., € VL
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Dann gilt fiir jeden Vektor v € V' die Gleichheit

n
v = Z v (v)v;.
i=1

D.h. die Linearformen v} ergeben die Skalare (Koordinaten) eines Vektors
beziiglich einer Basis.

Beweis. Der Vektor v hat eine eindeutige Darstellung

n
v = ZSJ'U]'
j=1
mit s; € K. Die rechte Seite der behaupteten Gleichheit ist somit
n n n n
Zv;‘(v)vi = sz* (Z sjvj> v; = Zsivi = 0.
i=1 i=1 j=1 i=1
O

Lemma 14.12. Es set V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und sei
V1,...,0, eme Basis von V. mit der Dualbasis vy,...,v;. Es set wy,...,wy,

eine weitere Basis mit
n

Wy = E Qe Uk -

k=1

n
* . *
w; = g bijvy,
i=1

= (A_l)tr die Transponierte der inversen Matriz von A =

Dann ist

wobei (b;;)

(agr),, ist.

]

Beweis. Es ist

(Zbijv;‘> (w.) = (Zbijv;‘) (Z%r%)
= > byanv(n)

1<i,k<n
n
= E bijair.
i=1

Hier steht das ,,Produkt® aus der j-ten Spalte von B und der r-ten Spalte
von A, also das Produkt aus der j-ten Zeile von B¥ = A~! und der r-ten
Spalte von A. Bei r = j ist dies 1 und bei r # j ist dies 0. Daher stimmt
die angegebene Linearform mit w} iiberein. U
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Mit Basiswechselmatrizen kann man dies auch als
ME = (MP)™)" = (M3)"™
ausdriicken.

Beispiel 14.13. Wir betrachten den R? mit der Standardbasis e, es, seiner
2 -1

1 3
Wir wollen die Dualbasis u] und w3 als Linearkombinationen der Standard-
dualbasis ausdriicken, also in

Dualbasis €], e5 und die Basis bestehend aus u; = und uy =

uy = aej + bej
(bzw in uj = ce} +de}) die Koeffizienten a und b (bzw. ¢ und d) bestimmen.

Dabei ist a = uf(e;) und b = uj(ez). Um dies berechnen zu kénnen, miissen
wir e; und e, als Linearkombination der w; und wus ausdriicken. Dies ist

=20+ (3)
w=1 (01 ()

. L (3 1
a = uj(e) = uj <?u1 — ?U/Q) =

und

Also ist

3| w

und entsprechend

1 2
b = uj(es) = uj <?u1 + ?UQ) = =
und somit ist
Mit den gleichen Rechnungen ergibt sich
* * 2 *

Die Ubergangsmatrix von u* zu e* ist daher

i 3 _1
Meli - (I 27) .
7007

Die transponierte Matrix davon ist

(M) = (_3; %) = G _31>_1 = (M7

Die umgekehrte Aufgabe, die Standarddualbasis durch u] und u} auszu-
driicken, ist einfacher zu losen, da man dies aus der Darstellung der w;
beziiglich der Standardbasis direkt ablesen kann. Es ist

* * *
e] = 2uj +uy



173

und
* * *
ey = —uj + 3us,

wie man iiberpriift, wenn man beidseitig an u, us auswertet.

14.3. Die Spur.

Definition 14.14. Es sei K ein Kérper und sei M = (a;;);; eine n xn-Matrix
iber K. Dann heifit

Spur (M) := Zau‘
i=1
die Spur von M.

Definition 14.15. Es sei K ein Korper und sei V' ein endlichdimensionaler
K-Vektorraum. Es sei ¢: V — V eine lineare Abbildung, die beziiglich einer
Basis durch die Matrix M beschrieben werde. Dann nennt man Spur (M) die
Spur von ¢, geschrieben Spur (¢).

Nach Aufgabe 14.12 ist dies unabhéingig von der gewéhlten Basis. Die Spur
ist eine Linearform auf dem Vektorraum der quadratischen Matrizen bzw.
auf dem Vektorraum der Endomorphismen.

14. ARBEITSBLATT
Die Pausenaufgabe

Aufgabe 14.1. Zeige durch ein Beispiel von zwei Basen v,  und v, w im R?,
dass die Koordinatenfunktion v* von der Basis und nicht nur von v abhéngt.

Ubungsaufgaben
Aufgabe 14.2. Es sei
4 3
U={([6],|-3] CcR
7 8

Finde eine Linearform f: R?® — R mit U = kern f.

Aufgabe 14.3. Lose das lineare Gleichungssystem
4o + Ty — 3z + 6u+5v = 0.
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Aufgabe 14.4. Zeige, dass durch Realteil und Imaginérteil reelle Linearfor-
men auf C definiert sind, wobei C als reeller Vektorraum betrachtet wird.

Ist der Betrag einer komplexen Zahl eine reelle Linearform?

Aufgabe 14.5.*

Es sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum und es sei U C V ein (n — 1)-
dimensionaler Untervektorraum. Zeige, dass es eine Linearform f: V — K
mit U = kern f gibt.

Aufgabe 14.6. Sei V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum. Zeige,
dass eine von 0 verschiedene lineare Abbildung

f:V—R

keine lokalen Extrema besitzt. Gilt dies auch fiir unendlichdimensionale Vek-
torrdume? Braucht man dazu Differentialrechnung?

Aufgabe 14.7. Essei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum iiber einem
Koérper K und es seien L, Ly,..., L, Linearformen auf V. Zeige, dass die
Beziehung

m

ﬂ kern L; C kern L

i=1
genau dann gilt, wenn L zu dem von den Ly, ..., L,, erzeugten Untervektor-
raum (im Dualraum) gehort.

Aufgabe 14.8.*

Driicke die Vektoren uj, u3 der Dualbasis zur Basis uy = (é) , U = (_25>

im R? als Linearkombinationen beziiglich der Standarddualbasis e}, €} aus.

Aufgabe 14.9. Driicke die Vektoren e}, e5 der Standarddualbasis als Line-

arkombinationen beziiglich der Dualbasis uj, uj zur Basis u; = (411) Uy =
2 aus
9 us.

Aufgabe 14.10.*

Es sei V' ein K-Vektorraum mit Dualraum V*. Zeige, dass die natiirliche
Abbildung
VXV* —>Ka (va) '—>f(’U),

nicht linear ist.
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Aufgabe 14.11. Es sei K ein Korper und es sei A eine m x n-Matrix und
B eine n x m-Matrix iiber K. Zeige

Spur (Ao B) = Spur(Bo A).

Aufgabe 14.12. Zeige, dass die Definition 14.15 der Spur einer linearen
Abbildung unabhéingig von der gewéhlten Matrix ist.

Aufgabe 14.13. Es sei K ein Korper und sei V' ein endlichdimensionaler
K-Vektorraum. Zeige, dass die Zuordung

End (V) — K, ¢ — Spur (¢),

K-linear ist.
Aufgabe 14.14. Bestimme die Spur zu einer linearen Projektion

p: V—V

auf einem endlichdimensionalen K-Vektorraum V.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 14.15. (3 Punkte)

Es sei
9 13
U=(121],123])C R3.
-9 33

Finde eine Linearform f: R?® — R mit U = kern f.

Aufgabe 14.16. (6 (1+1+42+2) Punkte)
Sei K ein Korper und a, b, c € K.
1) Zeige, dass die Vektoren

b 0 c
—al, |l c],| 0]ekK?
0 —b —a

Losungen zur linearen Gleichung
ar +by+cz =0
sind.

2) Zeige, dass diese drei Vektoren linear abhéngig sind.
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3) Unter welchen Bedingungen erzeugen diese Vektoren den Losungsraum
der Gleichung?

4) Unter welchen Bedingungen erzeugen die ersten beiden Vektoren den
Losungsraum der Gleichung?

Aufgabe 14.17. (3 Punkte)

Driicke die Vektoren uj, u3 der Dualbasis zur Basis u; = <$) , U = (_61>

im R? als Linearkombinationen beziiglich der Standarddualbasis €3, e} aus.

Aufgabe 14.18. (4 Punkte)

4
Driicke die Vektoren uj,us,u; der Dualbasis zur Basis u; = | =2 |, ue =
1
5 0
3|,us=|—1] im R3 als Linearkombinationen beziiglich der Standard-
2 7

dualbasis e7, €3, e3 aus.

Aufgabe 14.19. (2 Punkte)

Es sei V' = Mat,(K) der Raum der n x n-Matrizen tiber dem Kérper K mit
der Standardbasis e;;. Beschreibe die Spur als Linearkombination beziiglich
der dualen Basis e];.

15. VORLESUNG - DUALRAUME 11

15.1. Unterridume und Dualraum.

Untervektorrdume eines K-Vektorraumes stehen in direkter Beziehung zu
Untervektorrdumen des Dualraumes V*.

Definition 15.1. Zu einem Untervektorraum
UCcvVvV
in einem K-Vektorraum nennt man
Ut = {feV*f(u)=0firalleuec U} C V*

den Orthogonalraum zu U.
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Definition 15.2. Es sei V ein K-Vektorraum und
Fcve

ein Untervektorraum im Dualraum V* zu V. Dann nennt man

Fr={veV|flv)=0firalle fc F} CV
den Orthogonalraum zu F'.
Diese Orthogonalrdume sind wieder Untervektorrdaume, sieche Aufgabe 15.3.
Ob eine Linearform f zu U+t gehort, kann man auf einem Erzeugendensy-
stem von U iiberpriifen, siehe Aufgabe 15.4. Im zweiten Semester, wenn wir

Skalarprodukte zur Verfiigung haben, wird es auch einen Orthogonalraum zu
U CV in V selbst geben.

Beispiel 15.3. Es sei ein homogenes lineares Gleichungssystem

a11T1 + a12T9 + -+ A1pTn = O
2171 + a2y + -+ + agpr, = 0
Am1T1 + Qpale + + + AppZy, = 0

gegeben, wobei wir die i-te Gleichung als Kernbedingung fiir die Linearform
L;: K" — K, (xl, Cey .Tn) — Z(lijl'j,
j=1

auffassen. Es sei
F = (Ly,...,Ly)

der von diesen Linearformen im Dualraum K™* erzeugte Untervektorraum.
Dann ist F* der Losungsraum des Gleichungssystems.

Generell gilt die Beziehung

Ft = ﬂ kern f.
feF
Insbesondere ist
(f)* = kern f.

Beispiel 15.4. Es sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum mit einer
Basis v;, 7 € I, und Dualbasis v}, 7 € I. Es sei

U = <Uj, j € J>
zu einer Teilmenge J C [. Dann ist
Ut = (v}, i¢ J).

Lemma 15.5. Es sei V' ein K-Vektorraum mit Dualraum V*. Dann gelten
folgende Aussagen.
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(1) Zu Untervektorrdumen U C U C V ist

Ut 2 uU.
(2) Zu Untervektorrdumen F C F' C V* ist
F+ D> F*
(3) Sei V' endlichdimensional. Dann ist
U =vu
und .
(F)” = F.

(4) Sei V' endlichdimensional. Dann ist
dim (U*) = dim (V) — dim (U)
und

dim (F*) = dim (V) — dim (F).

Beweis. (1) und (2) sind klar. (3). Die Inklusion

Uc (U
ist auch klar. Sei v € V, v ¢ U. Dann kann man eine Basis ug, ..., u, von
U zu einer Basis uy,...,u,,v,v1,...,v, von V erginzen. Die Linearform v*
verschwindet auf U und gehért daher zu U+. Wegen

vi(v) =1 #0
ist v & (U L)L.
(4). Es sei fi,..., f, eine Basis von F' und es sei

p: V— K"
die aus diesen Linearformen zusammengesetzte Abbildung. Dabei ist

Ft = kern .

Wenn die Abbildung ¢ nicht surjektiv wére, so wére bild ¢ ein echter Unter-
vektorraum von K" und hétte maximal die Dimension » — 1. Es sei W ein
r — 1-dimensionaler Untervektorraum mit

bildp C W C K".
Nach Lemma 14.5 gibt es eine von 0 verschiedene Linearform

g: K" — K,

deren Kern genau W ist. Sei g = Y _; a;p;. Dann ist

Y aifi = gop =0,

i=1
was der linearen Unabhéngigkeit der f; widerspricht. Also ist ¢ surjektiv ist
und die Aussage folgt aus Satz 11.5. U



179
Korollar 15.6. Es seir V ein endlichdimensionaler K -Vektorraum und U C
V' ein Untervektorraum. Dann gibt es Linearformen Ly, ..., L, auf V mit

U = ﬁkern L;.

Jeder Untervektorraum U C 'V ist der Kern einer linearen Abbildung und je-
der Untervektorraum des K™ ist der Losungsraum eines linearen Gleichungs-
systems.

Beweis. Siehe Aufgabe 15.7. O

15.2. Die duale Abbildung.

Definition 15.7. Es sei K ein Korper, V und W seien K-Vektorrdume und
p: V—W
sei eine K-lineare Abbildung. Dann heifit die Abbildung
¢*: Homg (W, K)=W" — Homg (V,K) =V", f— f oy,
die duale Abbildung zu .
Diese Zuordnung beruht also einfach darauf, dass man die Hintereinander-
schaltung
vaw LK
betrachtet.

Lemma 15.8. Es seien U, V,W Vektorrdume tiber einem Kérper K und es
seten

v: U—V
und
p: V—W
lineare Abbildungen. Dann gelten folgende Aussagen.
(1) Fir die duale Abbildung gilt
(pot))” = ¥ oy™.
(2) Fiir die Identitit auf V' ist
Idy™ = Idy«.

(3) Wenn v surjektiv ist, so ist 1* injektiv.
(4) Wenn v injektiv ist, so ist * surjektiv.
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Beweis. (1). Fur f € W* ist

(o)) (f) = folpot) = (fop)ov = ¢"(f) ot = ¥ (¢¥"(f)).
(2) folgt direkt aus foldy = f.

(3). Sei f € V* und
v*(f) = 0.
Wegen der Surjektivitéit von v gibt es fiir jedes v € V ein u € U mit ¢(u) =

v. Daher ist
fw) = fW(w) = (W (f)(u) =0
und f ist selbst die Nullabbildung. Nach Lemma 11.3 ist ¢* injektiv.

(4). Die Voraussetzung bedeutet, dass man U C V als Untervektorraum
auffassen kann. Man kann daher

=UaU
mit einem weiteren K-Untervektorraum U’ C V schreiben. Eine Linearform
g: U — K
lasst sich zu einer Linearform
g V—K

fortsetzen, indem man beispielsweise § auf U’ als die Nullform ansetzt. Dies
bedeutet die Surjektivitét. O

Lemma 15.9. Es set K ein Korper und seien V. und W Vektorrdume iiber
K, wobei W endlichdimensional sei. Es sei

p: V—W

eine lineare Abbildung. Dann gibt es Vektoren wy, ... ,w, € W und Linear-

formen fi,..., f, auf V. mit®®
o = fiwr + fowg + -+ fowy.

Beweis. Es sei wy, ..., w, eine Basis von W und w7, ..., w; die zugehorige
Dualbasis. Wir setzen

fi = ¢"(wi) = wiogp.
Dann ist fiir jeden Vektor v € V

(Z fz-wZ) (v) = > filv)w

=1
n

= S op)wyu

i=1

DN AN

i=1

30Die fw sind im Sinne von Bemerkung 14.4 zu verstehen.
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= ¢(v),
wobei die letzte Gleichung auf Lemma 14.11 beruht. O

Lemma 15.10. Es sei K ein Korper und sei V' ein n-dimensionaler K-
Vektorraum mit einer Basis v = vy, ..., v, und sei W ein m-dimensionaler
Vektorraum mit einer Basis vo = wy, ..., Wy. s seien vy, ..., v, bzw. wy,
..., wy, die zugehérigen Dualbasen. Es sei

p: V—W

eine lineare Abbildung, die beziiglich der gegebenen Basen durch die m X n-
Matriz

M = Mg(p) = (ai)ij
beschrieben werde. Dann wird die duale Abbildung
et W — V*

beziiglich der Dualbasen von V* bzw. W* durch die transponierte Matrix
(M2()" beschrieben.

Beweis. Die Behauptung bedeutet die Gleichheit?!

n

pr(w) = ajv]

=1

in V*. Dies kann man auf der Basis vi, £ = 1,...,n, iiberpriifen. Es ist
einerseits

und andererseits ebenso

(Z iy ) (ve) = aj.
=1
Il

3w gelten die Beziehungen o(vg) = Z;”:l arrwy, dort steht der Laufindex also
vorne; bei der behaupteten Gleichung steht der Laufindex hinten, was dem Transponieren
entspricht.
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15.3. Das Bidual.

Definition 15.11. Es sei K ein Koérper und V' ein K-Vektorraum. Dann
nennt man den Dualraum des Dualraums V*, also

(V)
das Bidual von V.

Lemma 15.12. FEs sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. Dann gibt
es eine natirliche injektive lineare Abbildung

U: V— (VY o— (f = f(v)).

Wenn V' endlichdimensional ist, so ist ¥ ein Isomorphismus.

Beweis. Seiv € V fixiert. Zuerst ist zu zeigen, dass ¥(v) eine Linearform auf
dem Dualraum V* ist. Offenbar ist U(v) eine Abbildung von V* nach K. Die
Additivitédt ergibt sich aus

(W) (fr+ f2) = (fi 4+ f2)(0) = fiv) + folv) = (P(0)(f) + (Y (@) (f),

wobel wir die Definition der Addition auf dem Dualraum verwendet haben.
Die Vertriglichkeit mit der Skalarmultiplikation ergibt sich entsprechend mit-
tels

(W) (sf) = (sf)(v) = s(f(v)) = s((¥(©))(f)).

Zum Beweis der Additivitdt der Gesamtabbildung seien v, w € V. Es ist die
Gleichheit

U(v+w) = ¥(v)+ VU(w)

zu zeigen. Da dies eine Gleichheit in (V*)" ist, also insbesondere eine Gleich-
heit von Abbildungen, sei f € V* beliebig. Dann folgt die Additivitédt aus

(W(v+w)(f) = flotw) = f) + f(w) = (T(0)(f) + (Y(w))(f).
Entsprechend ergibt sich die skalare Vertraglichkeit aus
(W(s0))(f) = flsv) = s(f(v)) = s((¥())(f))-
Zum Nachweis der Injektivitat sei v € V' gegeben mit W(v) = 0. D.h. fiir alle
Linearformen f € V*ist f(v) = 0. Dann ist aber nach Lemma 14.6 schon
v=20
und nach dem Injektivitdtskriterium ist ¥ injektiv.

Im endlichdimensionalen Fall folgt die Bijektivitat aus der Injektivitdt und
aus Korollar 13.12. O

Die Abbildung W bildet also einen Vektor v auf die Auswertung (oder Aus-
wertungsabbildung) ab, die eine Linearform f an der Stelle v auswertet.
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15. ARBEITSBLATT

Die Pausenaufgabe

Aufgabe 15.1. Erstelle ein lineares Gleichungssystem, dessen Losungsraum

2
die Gerade U = | 5 | R ist.
-1
Ubungsaufgaben
5
Aufgabe 15.2. Bestimme eine Basis zum Orthogonalraum zu R | —4 | C
1

R3.

Aufgabe 15.3. Es sei V ein K-Vektorraum mit Dualraum V*. Zeige, dass
der Orthogonalraum U+ C V* zu einem Untervektorraum U C V und der
Orthogonalraum F+ C V zu einem Untervektorraum F C V* Untervek-
torrdume sind.

Aufgabe 15.4. Es sei
U= (up,...,u)

ein Untervektorraum eines K-Vektorraumes. Zeige

Ut ={feV*f(u)=0firalei=1,...,r}.

Aufgabe 15.5.*

Es sei V' ein K-Vektorraum und U;,Us C V' Untervektorrdume. Zeige im
Dualraum V* die Gleichheit

(hNUs)*" = Ut + U
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Aufgabe 15.6. Es sei V' ein K-Vektorraum mit einer direkten Summenzer-
legung

Vi=Viael.
Zeige
Vi = Ve vt
und dass die Einschrinkung der dualen Abbildung
V:— W

auf V- ein Isomorphismus ist.

Aufgabe 15.7.*

Es sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und U C V ein Untervek-
torraum. Zeige, dass es Linearformen L, ..., L, auf V mit

U= h kern L;

i=1
gibt.

b) Man folgere, dass jeder Untervektorraum U C V' der Kern einer linearen
Abbildung ist und dass jeder Untervektorraum des K" der Losungsraum
eines linearen Gleichungssystems ist.

Aufgabe 15.8. Beschreibe den Raum der symmetrischen n x n-Matrizen
mit Linearformen.

Aufgabe 15.9. Es sei K ein Korper.

a) Es sei L eine ¢ x m-Matrix und N eine n X p-Matrix. Zeige, dass
{M|M € Mat,xn(K), Lo Mo N =0}

ein Untervektorraum von Mat,, «,(K) ist.

b) Es sei V' ein n-dimensionaler und W ein m-dimensionaler K-Vektorraum
und U C V und T' C W Untervektorraume. Beschreibe den Untervektorraum

{¢ € Homg (V,W) | o(U) C T}

mit Hilfe von geeigneten Basen und Teil a).
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Aufgabe 15.10. Es sei

U= <<_47)> C K*

T — <(‘52)> C K2

a) Beschreibe den Untervektorraum W der 2 x 2-Matrizen, die den Unter-
vektorraum U in den Untervektorraum 7' abbilden, als Losungsraum eines
linearen Gleichungssystems.

und

b) Beschreibe W durch ein eliminiertes Gleichungssystem.

¢) Bestimme die Dimension von W.

Aufgabe 15.11.*

Es sei
3 2
U= (4], 1| CcK®
8 —1
7 5
T={({1],[4]) € K
3 2

a) Beschreibe den Untervektorraum W der 3 x 3-Matrizen, die den Unter-
vektorraum U in den Untervektorraum 7' abbilden, als Losungsraum eines
linearen Gleichungssystems.

b) Beschreibe W durch ein eliminiertes Gleichungssystem.

¢) Bestimme die Dimension von W.

Aufgabe 15.12. Es seien V' und W Vektorrdume iiber einem Koérper K mit
einer Basis vy,...,v, von V und einer Basis wy, ..., w,, von W. Zeige, dass

* . .
vywji,t=1,...,n,5=1,...,m,

eine Basis des Homomorphismenraumes Homyg (V, W) ist.

Aufgabe 15.13. Stelle die durch die Matrix
6 5 2
4 8 2

0: K? — K?

gegebene lineare Abbildung
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im Sinne von Lemma 15.9 mit der Standardbasis bzw. der Standarddualbasis
dar.

Aufgabe 15.14. Es sei
p: V—W
eine lineare Abbildung zwischen den endlichdimensionalen K-Vektorrdumen
V und W und es sei
o W — V¥
die duale Abbildung. Zeige
rang ¢ = rang @".

Aufgabe 15.15. Es sei
p: V—W
eine lineare Abbildung zwischen den endlichdimensionalen K-Vektorrdumen
V und W und es sei
o W — V¥
die duale Abbildung.
a) Zeige, dass fiir einen Untervektorraum S C V' die Beziehung
P TH(SH) = (p(9))*
gilt.
b) Zeige, dass fiir einen Untervektorraum 7" C W die Beziehung
P (TF) = (v (D))"
gilt.

Aufgabe 15.16. Es sei

vV = R®
die abzéhlbar direkte Summe von R mit sich selbst mit der Basis e,,, n € N.
Es seien pg, k € N, die Projektionen

R®™ R, Zanen — Q.
neN
a) Zeige, dass
p: V—R, Zanen — Zan,

neN neN
eine Linearform auf V' ist, die keine Linearkombination der Projektionen ist.

b) Zeige, dass die natiirliche Abbildung von V' in sein Bidual V** nicht sur-
jektiv ist.
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Aufgabe 15.17.*

Es sei K ein Kérper und es seien V und W zwei K-Vektorrdume. Zeige, dass

die Abbildung
Hompg (V,W) — Homg (W, V™), o — @7,

die einer linearen Abbildung ihre duale Abbildung zuordnet, linear ist.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 15.18. (3 Punkte)

Es sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum der Dimension n, und
fi,o.oy fr e V¥ und
F = <f17---7f7“> g V*

Zeige, dass diese Linearformen genau dann linear unabhéngig sind, wenn
dim (F L) =n-—r

ist.

Aufgabe 15.19. (6 (4+1+1) Punkte)

Es sei

und

a) Beschreibe den Untervektorraum W der 3 x 3-Matrizen, die den Unter-
vektorraum U in den Untervektorraum 7" abbilden, als Losungsraum eines
linearen Gleichungssystems.

b) Beschreibe W durch ein eliminiertes Gleichungssystem.

c¢) Bestimme die Dimension von W.

Aufgabe 15.20. (3 Punkte)
Stelle die durch die Matrix

co Ut W
— N O
N — o~
~ W Ot

gegebene lineare Abbildung
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0: K* — K3
im Sinne von Lemma 15.9 mit der Standardbasis bzw. der Standarddualbasis
dar.

Aufgabe 15.21. (3 Punkte)

Es sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum mit Dualraum V* und Bi-
dual V**. Es sei F© C V* ein Untervektorraum. Zeige, dass die beiden Or-
thogonalriume F+ C V (im Sinne von Definition 15.2) und F*+ C V** (im
Sinne von Definition 15.1) iiber die natiirliche Identifizierung von Raum und
Bidual gleich sind.

16. VORLESUNG - DETERMINANTEN

16.1. Die Determinante.

Kann man einer quadratischen n x n-Matrix ,,auf einen Blick“ ansehen, ob
sie invertierbar ist? Gibt es einen Ausdruck in den n? Eintrigen der Matrix,
mit dem man dies entscheiden kann? Diese Frage wird positiv durch die
Determinate beantwortet.

Definition 16.1. Es sei K ein Korper und sei M = (a;;);; eine n x n-Matrix
tiber K. Zu i € {1,...,n} sei M; diejenige (n — 1) x (n — 1)-Matrix, die
entsteht, wenn man in M die erste Spalte und die i-te Zeile wegldsst. Dann
definiert man rekursiv die Determinante von M durch

det M — ann, A falls n =1,
Z <—1)Z+1(JJ@'1 det Mz fur n Z 2.

i=1

Die Determinante ist nur fiir quadratische Matrizen definiert. Fiir kleine n
kann man die Determinante einfach ausrechnen.
Beispiel 16.2. Fiir eine 2 x 2-Matrix

a b

ist

“i!
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Als Merkregel fiir eine 3 x 3-Matrix verwendet man die Regel von Sarrus. Man
wiederholt die erste Spalte als vierte Spalte und die zweite Spalte als fiinfte
Spalte. Die Produkte der durchgezogenen Diagonalen werden positiv genommen,
die Produkte der gestrichelten Diagonalen negativ.

Beispiel 16.3. Fiir eine 3 x 3-Matrix

@11 a2 13
M= |an azx a3
31 dzz G33
st
11 aiz2 A3
det | az1 ag a3
a31 Aazz G33

= Q11022033 + Q12023031 + (13021032 — (13022031 — (11023032 — A12021G33.

Lemma 16.4. Fir eine obere Dreiecksmatrix

bl * *
0 b2 * *x
0 0 bpo1 =
0 0 b,

181
det M = blbg' . 'bn—lbn-
Insbesondere ist fiir die Einheitsmatriz det E,, = 1.

Beweis. Dies folgt mit einer einfachen Induktion direkt aus der Definition
der Determinante. ]

16.2. Multilineare und alternierende Abbildungen.

Wir fithren zwei Begriffe ein, die wir im Moment hauptséchlich zum weiteren
Verstéandnis der Determinante brauchen.

Definition 16.5. Es sei K ein Korper und seien Vi,...,V, und W Vek-
torrdume iiber K. Eine Abbildung

O Vix-oxV, —W

heiflit multilinear, wenn fiir jedes i € {1,...,n} und jedes (n — 1)-Tupel
(U1, s Vist1, Vi1, - - ., Uy) mit v; € V; die induzierte Abbildung

V; 7 W7 (% 7 @(Uly"'aviflyviavﬂrla'"7vn)7

K-linear ist.
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Bei n = 2 spricht man auch von bilinear. Beispielsweise sind die Multiplika-
tion in einem Korper K, also die Abbildung

Kx K — K, (z,y) — xy,
und zu einem K-Vektorraum V mit Dualraum V* die Auswertungsabbildung
VxV*—K, (v,f)— f(v),
bilinear.

Lemma 16.6. Es sei K ein Korper und seien Vi, ..., V, und W Vektorrdume
tiber K. Es sei

O Vix-oxV, —W

eine multilineare Abbildung und es seien vyj,...,Un;; € Vj und a;; € K.
Dann st
mi Mmn
o E QAi1Vi1, - - - E QAinVin
i=1 i=1

= Z ail~~~ainq)(vi11,...,vinn)

(1,0erin) {1y b X {1}

Beweis. Siehe Aufgabe 16.14. U

Definition 16.7. Es sei K ein Korper, V und W seien K-Vektorrdume und
sei n € N. Eine multilineare Abbildung

O V=V x---xV —W
—————

n—mal
heifit alternierend, wenn folgendes gilt: falls in v = (vy,...,v,) zwei Eintrige
tibereinstimmen, also v; = v; fiir ein Paar ¢ # j, so ist
o(v) = 0.

Bei einer alternierenden Abbildung muss an jeder Stelle der gleiche Vektor-
raum stehen.

Lemma 16.8. Es sei K ein Korper, V. und W seien K-Vektorrdume und
sein € N. Es sei

O V=V x---xV —W
!

eine alternierende Abbildung. Dann gilt

(I)(Uh vy Up1, Upy Upg1y - -2y Us—1, Usy Us4 1,y - - - ,'Un)
:_q)(vb w5 Up—1,Usy Upg1y « -+, Us—1, Upy Us 15 - - - 7Un)-

D.h. wenn man zwei Vektoren vertauscht, so dndert sich das Vorzeichen.
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Beweis. Aufgrund der Definition von alternierend und Lemma 16.6 gilt

0 = (I)(Ula oy Up—1, Up + Usy Upg1y - o+, Us—1, Up + Vs, Us1, - - - ,Un)
= (I)(Ul, <oy Up—15Upy Upg 1y - -5 Us—1, Usy Us 15 - - - 7vn)
FO(V1, .o Up1, Vs Uptdy o v oy Us—15 Upy Usily -« + 5 Up)-

16.3. Die Determinante ist eine alternierende Abbildung.

Wir wollen zeigen, dass die oben rekursiv definierte Determinante eine mul-
tilineare und alternierende Abbildung ist, wenn man die Identifizierung

Mat,(K) = (K™)"

vornimmt, bei der einer Matrix das n-Tupel der Zeilen der Matrix zugeordnet
wird. Wir fassen also im Folgenden eine Matrix als ein Spaltentupel

U1

Un,
auf, wobei die einzelnen Eintrédge v; Zeilenvektoren der Lénge n sind.
Satz 16.9. FEs sei K ein Korper und n € N. Dann ist die Determinante
Mat, (K) = (K™")" — K, M —— det M,

multilinear. D.h., dass fir jedes k € {1,...,n}, fir jen—1 Vektoren vy, ...,
Vk—1, Ugt1, - - - » Up € K™ und fiir u,w € K™ die Gleichheit

V1 (%1 U1
Vk—1 V-1 Vk—1
det | u+w | = det U + det w
Vk+1 Vk+1 Vk+1
Up, Unp, Up,
und fiir s € K die Gleichheit
U1 U1
Vk—1 Vk—1
det su | = sdet U
Vk+1 Vk41
Un Un

qgilt.
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Beweis. Seien

U1 U1 U1
Vk—1 Vk—1 B Vk—1
M= u | M:=| w und M := [u+w |,
Vk+1 Uk+1 Uk+1
Un, Un, Un,

wobei wir die Eintréige analog bezeichnen. Insbesondere ist also u = (agg, . . .,

agn) und w = (ay,,...,a,). Zu jedem Vektor v sei v* der Vektor, der ent-
steht, wenn man den ersten Eintrag weglésst. Zu v; = (a;1, ..., a;,) ist also
v = (a2, ..., a;). Mit dieser Notation ist
vy
M, = Vk—1
Vk+1
,U*

n

Wir beweisen die Aussage des Satzes durch Induktion nach n, wobei der Fall
n =1 klar ist. Fr ¢ # k ist a; = a;; = a}; und

det M; = det M; + det M

nach Induktionsvoraussetzung. Fiir i = k ist M, = M, = Mk und es ist
ax1 = a1 + ap,. Insgesamt ergibt sich
det M = Z(—l)i+ldi1 det Mz

=1
n

= > (=1)"™"an(det M; + det M)
i=1,i#k R
+(—1)k+1(ak1 + aﬁﬂ)(det Mk)

= Z (—1)”1(12-1 det Mz -+ Z (-1)i+1&l’1 det Mz/
i=1, itk i=1, itk
+(=1)*"ay, det My + (—1)"'a}, det M,

= Z(—l)”laﬂ det MZ + Z (—1)i+1aﬂ det Mz/
i=1 i=1,i#k,
+(=1)""a}, det M,

= > (1) ay det M;+ Y (—1)"al; det M;
=1 =1

= det M + det M'.
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Die Vertraglichkeit mit der skalaren Multiplikation beweist man &dhnlich, sie-
he Aufgabe 16.19. |

Satz 16.10. Es sei K ein Korper und n € Ny. Dann ist die Determinante
Mat, (K) = (K™")" — K, M —— det M,

alternierend

Beweis. Wir beweisen die Aussage durch Induktion iiber n, wobei es fiir
U1

n = 1 nichts zu zeigen gibt. Sei alson > 2 und M = | : | = (a;)i;. Die re-
Un,

levanten Zeilen seien v, und vy mit r < s. Nach Definition ist det M =

o (=1)"a; det M;. Nach Induktionsvoraussetzung fiir (1) sind dabei

det M; = 0 fiir i # r,s, da ja dann zwei Zeilen {ibereinstimmen. Damit

ist

det M = (—1)""a,; det M, + (—1)*ay det M,

wobei a,; = ag ist. Die beiden Matrizen M, und M, haben die gleichen Zei-

len, allerdings tritt die Zeile z = v, = v in M, als die (s — 1)-te Zeile und in

M, als die r-te Zeile auf. Alle anderen Zeilen kommen in beiden Matrizen in

der gleichen Reihenfolge vor. Durch insgesamt s —r — 1 Vertauschungen von

benachbarten Zeilen kann man M, in M, iiberfithren. Nach der Induktions-

voraussetzung und Lemma 16.8 unterscheiden sich daher die Determinanten

um den Faktor (—1)*7""1 also ist det M, = (—1)*""1det M,. Setzt man

dies oben ein, so erhilt man

det M = (=1)""a, det M, + (—1)**'a, det M,

= a,n ( T+1 det M 4 ( 1)8—!—1(_1)5—7'—1 det Mr)
= an( 7"+1 )23 r) det M,
= CLr1 ( T+1 —1)" )det M,

4

Satz 16.11. Es sei K ein Korper und sei M eine n X n-Matriz iber K.
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.

(1) det M #0.

(2) Die Zeilen von M sind linear unabhingig.
(3) M ist invertierbar.

(4) rang M = n.

Beweis. Die Beziehung zwischen Rang, Invertierbarkeit und linearer Un-
abhéngigkeit wurde schon in Korollar 12.10 gezeigt. Seien die Zeilen linear
abhéngig. Wir konnen nach Zeilenvertauschen annehmen, dass

n—1
= E SiU;
i=1
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ist. Dann ist nach Satz 16.10

U1 U1
. nil .
det M = det : = Zsi det : = 0.
'Unl—l =1 Un—1
Z?;l SiU; Ui

Seien nun die Zeilen linear unabhéngig. Dann kann man durch Zeilenver-
tauschungen, Skalierung und Addition einer Zeile zu einer anderen Zeile die
Matrix sukzessive zur Einheitsmatrix transformieren. Dabei dndert sich die
Determinante stets durch einen von 0 verschiedenen Faktor. Da die Determi-
nante der Einheitsmatrix 1 ist, muss auch die Determinante der Ausgangs-
matrix # 0 sein. g

Bemerkung 16.12. Bei K = R steht die Determinante in einer engen Bezie-
hung zu Volumina von geometrischen Objekten. Wenn man im R™ Vektoren
vy, ...,0, betrachtet, so spannen diese ein Parallelotop auf. Dieses ist defi-
niert als

P = {syv1 + -+ s,v,] 5, € [0,1]} .
Es besteht also aus allen Linearkombinationen der Vektoren, wobei aber die
Skalare auf das Einheitsintervall beschrankt sind. Wenn die Vektoren linear
unabhéngig sind, so handelt es sich wirklich um einen ,; voluminésen® Koérper,
andernfalls liegt ein Objekt von niedrigerer Dimension vor. Es gilt nun die
Beziehung

vol P = |det (v1,...,v,)],

d.h. das Volumen des Parallelotops ist der Betrag der Determinante derjeni-
gen Matrix, die entsteht, wenn man die aufspannenden Vektoren hinterein-
ander schreibt.
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16. ARBEITSBLATT
Die Pausenaufgabe

Aufgabe 16.1. Zeige, dass zu einem K-Vektorraum V mit Dualraum V*
die Auswertungsabbildung

VxV*—K, (v,f)— f(v),

bilinear ist.

Ubungsaufgaben

Aufgabe 16.2. Berechne die Determinante der Matrix
14+3i 5—1
3—2i 4+4+1i) "

Aufgabe 16.3. Berechne die Determinante der Matrix
1 35
21 3
8 7 4
Aufgabe 16.4. Zeige durch Induktion, dass bei einer oberen Dreiecksmatrix
die Determinante gleich dem Produkt der Diagonalelemente ist.

Aufgabe 16.5. Zeige durch Induktion, dass bei einer unteren Dreiecksmatrix
die Determinante gleich dem Produkt der Diagonalelemente ist.

Aufgabe 16.6. Es sei K ein Korper, V und W seien K-Vektorrdaume und
p: V—W

sei eine K-lineare Abbildung. Zeige, dass ¢ multilinear und alternierend ist.

Aufgabe 16.7. Es sei K ein Korper. Zeige, dass die Multiplikation
KxK=K?—K, (a,b) — a-b,

multilinear ist. Ist sie alternierend?
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Aufgabe 16.8. Es sei K ein Korper und n € N. Zeige, dass die Abbildung
Uy vy vy
K'xK'"— K, (| + |, :|)r— (u,...;un)0 | ],
Up, Up, Up,

multilinear ist.

Aufgabe 16.9. Uberpriife die Multilinearitit und die Eigenschaft, alternie-
rend zu sein, direkt fiir die Determinante von 2 x 2-Matrizen.

Aufgabe 16.10. Uberpriife die Multilinearitéit und die Eigenschaft, alter-
nierend zu sein, direkt fiir die Determinante von 3 x 3-Matrizen.

Aufgabe 16.11. Zeige, dass fiir jede Elementarmatrix F die Beziehung
det E = det E*
gilt.

Aufgabe 16.12.*

Y2 D

y1i4qcC

2 1

Man mache sich anhand des Bildes klar, dass zu zwei Vektoren (x,y;) und
(x2,y2) die Determinante der durch die Vektoren definierten 2 x 2-Matrix
mit dem Fldcheninhalt des von den beiden Vektoren aufgespannten Paralle-
logramms (bis auf das Vorzeichen) iibereinstimmt.

Aufgabe 16.13. Sei z € C und
C—C, wr— zw,

die zugehorige Multiplikation. Bestimme die Determinante dieser Abbildung,
wenn man sie als reell-lineare Abbildung R? — R? auffasst.
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Aufgabe 16.14. Es sei K ein Korper und seien Vi,...,V, und W Vek-
torrdume iiber K. Es sei
O Vix--xV,—W

eine multilineare Abbildung und es seien vyj,...,vy,,; € V; und a; € K.
Zeige

mi mn
o E Ai1Vity - - -y E QAinVin
i=1 =1
= E aiy ---a,-n@ (vill,...,vz-nn).

(il ----- ZAn)e{l ----- m1}><~~~><{1 ----- mn}

Aufgabe 16.15. Es sei K ein Korper und seien Vi,...,V, und W Vek-
torrdume iiber K. Es seien v;;, i; € I;, Erzeugendensysteme von Vj, j =
1,...,n. Zeige, dass eine multilineare Abbildung

N VX xV, — W

durch
A(’l}il, Ce ,Uin)
festgelegt ist.

Aufgabe 16.16. Es sei K ein Korper und V ein K-Vektorraum. Es sei
N VXV —K

eine multilineare und alternierende Abbildung. Es seien u, v, w € V. Ziehe in
u+2v
o <v + Sw)

Summen und Skalare nach auflen und vereinfache.

Aufgabe 16.17. Es sei K ein Korper. Zeige, dass die Abbildung
Maty(K) — K, (i 2) — ad + cb,

multilinear ist, aber nicht alternierend.

Aufgabe 16.18. Es sei K ein Korper. Ist die Abbildung

a b
Maty(K) — K, (c d

multilinear in den Zeilen? In den Spalten?

)»—)ac—bd,
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Aufgabe 16.19. Es sei K ein Korper und n € N,. Zeige, dass die Determi-
nante

Mat, (K) = (K™)" — K, M — det M,

fiir beliebiges ¢ € {1,...,n} und beliebige n — 1 Vektoren vy, ..., v;_1,v;11,
oo, € K fiiruw € K™ und fiir A € K gilt

U1 U1
Vi—1 Vi—1

det | Au | = Adet U
Vi1 Vi1

Un U’VL

Aufgabe 16.20. Es sei M eine quadratische Matrix, die man als
A B
w=(o 1)
mit quadratischen Matrizen A, B und D schreiben kann. Zeige

det M = det A-det D.

Aufgabe 16.21.*

Es sei M eine quadratische Matrix, die man als
A B
v (&)
mit quadratischen Matrizen A, B, C' und D schreiben kann. Zeige durch ein
Beispiel, dass die Beziehung
det M = det A-det D —det B-det C

im Allgemeinen nicht gilt.

Aufgabe 16.22. Es sei K ein Korper und es seien V und W Vektorrdume
iiber K. Untersuche die Abbildung

Homg (V,W) x V. — W, (¢,0) — ¢(v),

auf Multilinearitat.
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Aufgabe 16.23. Es sei K ein Korper, es seien Vi,...,V, und W Vek-
torrdume iiber K und es sei

d: Vix---xV,—W
eine multilineare Abbildung. Zeige, dass die Menge
{(v1, ..., vp) EVI X - X V| @ (vy, ..., v,) =0}

im Allgemeinen kein Untervektorraum von Vj x --- x V,, ist.

Aufgabe 16.24. Es sei K ein Korper und seien Vi,...,V, und W Vek-
torrdume iiber K. Zeige, dass die Menge aller multilinearen Abbildungen,
die mit Multg (Vi, ..., V,, W) bezeichnet wird, in natiirlicher Weise ein Vek-
torraum ist.

Aufgabe 16.25. Es sei K ein Korper, seien V und W Vektorraume iiber K
und n € N. Zeige, dass die Menge aller alternierenden Abbildungen, die mit

Alth (V, W) bezeichnet wird, in natiirlicher Weise ein Untervektorraum von
Multg (V,...,V, W) (wobei der Vektorraum V' n-fach auftritt) ist.

Aufgabe 16.26. Es sei K ein Korper, V und W seien K-Vektorrdume und
p: V—W
sei eine K-lineare Abbildung und es sei
AW — K
eine multilineare Abbildung. Zeige, dass dann auch die verkniipfte Abbildung
VT — K, (01, 0m) — A (p(v1), ...y o(vm)),

multilinear ist. Zeige ebenfalls, dass wenn A alternierend ist, dass dann auch
A o™ alternierend ist, und dass hiervon bei ¢ bijektiv auch die Umkehrung
gilt.

Aufgabe 16.27. Berechne zur (komplexen) Matrix

1+7 2 3
M = 0 1—-¢ =143
4—1 0 2

die Determinante und die inverse Matrix.
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Aufgabe 16.28.*

Bestimme, fiir welche x € C die Matrix

24z —x
—22 4+ 222 +5x—1 22—z

invertierbar ist.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 16.29. (2 Punkte)

Es sei M € Mat,,(Q). Zeige, dass es egal ist, ob man die Determinante in Q,
in R oder in C ausrechnet.

Aufgabe 16.30. (2 Punkte)

Berechne die Determinanten der Elementarmatrizen.

Aufgabe 16.31. (3 Punkte)

Berechne die Determinante der Matrix
142 3—2¢ 5
7 1 3—1
20 —4—1 241

Aufgabe 16.32. (3 Punkte)

Berechne die Determinante der Matrix

2 1 0 =2
1 3 3 -1
A= 3 2 4 -3
2 =2 2 3

Aufgabe 16.33. (3 Punkte)
Es sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. Es sei
A VxVxV-—K

eine multilineare und alternierende Abbildung. Es seien u, v, w, z € V. Ziehe
in
u+v+w
Al 2u+3z
4w — dz

Summen und Skalare nach auflen und vereinfache.
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Aufgabe 16.34. (3 Punkte)
Es sei K ein Korper und seien Vi, ..., V,, Vektorrdume iiber K. Es seien
wi: Vi— K
(1=1,...,n), lineare Abbildungen. Zeige, dass dann die Abbildung
o: Vix oo xV,— K, (v1,...,0,) — p1(v1) - on(vy),

multilinear ist.

17. VORLESUNG - MULTIPLIKATIONSSATZ

Was die Menschen verbindet,
ist nicht der Glaube, sondern
der Zweifel

Peter Ustinow

17.1. Universelle Eigenschaft der Determinante.

Die fiir die Determinante charakteristischen Eigenschaften, multilinear und
alternierend zu sein und die Bedingung, dass die Determinante der Einheits-
matrix gleich 1 ist, legt die Determinante eindeutig fest.

Definition 17.1. Es sei V ein n-dimensionaler Vektorraum iiber einem
Korper K. Eine Abbildung

AV — K

heifit Determinantenfunktion, wenn die beiden folgenden Bedingungen erfiillt
sind.

(1) A ist multilinear.
(2) A ist alternierend.

Lemma 17.2. Es sei K ein Kéorper und n € N,.. Es sei
A: Mat,(K) — K
eine Determinantenfunktion. Dann besitzt /\ folgende Figenschaften.

(1) Wenn man eine Zeile von M mit s € K multipliziert, so dndert sich
A um den Faktor s.

(2) Wenn in M eine Nullzeile vorkommt, so ist A(M) = 0.

(3) Wenn man in M zwei Zeilen vertauscht, so dndert sich /N mit dem
Faktor —1.

(4) Wenn man zu einer Zeile ein skalares Vielfaches einer anderen Zeile
dazuaddiert, so dndert sich /\ nicht.

(5) Wenn A(E,) =1 ist, so ist fir eine obere Dreiecksmatric AN(M) =

a11G22° * *Qpp -
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Beweis. (1) und (2) folgen direkt aus der Multilinearitét. (3) folgt aus Lemma
16.8. Zu (4) betrachten wir die Situation, wo zur s-ten Zeile das a-fache der
r-ten Zeile addiert wird, r < s. Aufgrund der schon bewiesenen Teile ist dann

Urr- UT U'r UT U’r‘ U'f’
VAN I =Al|+A ] | =A) |+al| ] = A

Vs + av, Vg av, Vs Uy Vg

(5). Wenn ein Diagonalelement 0 ist, so sei r = max {i|a;; = 0}. Zu der r-
ten Zeile kann man durch Hinzuaddieren von geeigneten Vielfachen der i-ten
Zeilen, ¢ > r, erreichen, dass aus der r-ten Zeile eine Nullzeile wird, ohne
dass sich der Wert der Determinantenfunktion &dndert. Nach (2) muss dieser
Wert dann 0 sein. Wenn kein Diagonalelement 0 ist, so kann man durch wie-
derholte Skalierung erreichen, dass alle Diagonalelemente zu 1 werden, und
durch Zeilenadditionen kann man erreichen, dass die Einheitsmatrix entsteht.
Daher ist

A(M) = Q11022"* annA<En) = a11Q99" * *App-
]

Satz 17.3. Es set K ein Korper und n € N,. Dann gibt es genau eine
Determinantenfunktion

A: Mat,(K)=(K")" — K
mit
Aey, €9,...,65) =1,

wobei e; die Standardvektoren sind, ndamlich die Determinante.

Beweis. Die Determinante besitzt aufgrund von Satz 16.9, Satz 16.10 und
Lemma 16.4 die angegebenen Eigenschaften. Zur Eindeutigkeit. Zu jeder Ma-
trix M gibt es eine Folge von elementaren Zeilenumformungen derart, dass
das Ergebnis eine obere Dreicksmatrix ist. Dabei édndert sich nach Lemma
17.2 bei einer Vertauschung von Zeilen der Wert der Determinante mit dem
Faktor —1, bei der Umskalierung einer Zeile um den Skalierungsfaktor und
bei der Addition einer Zeile zu einer anderen Zeile gar nicht. Daher ist ei-
ne Determinantenfunktion durch die Werte auf einer oberen Dreiecksmatrix
bzw. nach Skalierung und Zeilenaddition sogar auf der Einheitsmatrix fest-
gelegt. U

17.2. Der Determinantenmultiplikationssatz.

Wir besprechen weitere wichtige Sétze {iber Determinanten.
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Satz 17.4. Es sei K ein Korper und n € N. Dann gilt fiir Matrizen A, B €
Mat,,(K) die Beziehung

det (Ao B) =det A-det B.

Beweis. Wir fixieren die Matrix B. Es sei zunédchst det B = 0. Dann ist
nach Satz 16.11 die Matrix B nicht invertierbar und damit ist auch A o B
nicht invertierbar und somit wiederum det AB = 0. Sei nun B invertierbar.
In diesem Fall betrachten wir die wohldefinierte Abbildung

6: Mat,(K) — K, A (det Ao B)(det B)™".

Wir wollen zeigen, dass diese Abbildung gleich der Abbildung A — det A ist,
indem wir die die Determinante charakterisierenden Eigenschaften nachwei-
sen und Satz 17.3 anwenden. Wenn 21, ..., z, die Zeilen von A sind, so ergibt
sich (A), indem man auf die Zeilen 2, B, ..., z,B die Determinante anwen-
det und mit (det B)~! multipliziert. Daher folgt die Multilinearitit und die
alternierende Eigenschaft aus Aufgabe 16.26. Wenn man mit A = FE), startet,
so ist Ao B = B und daher ist

§(E,) = (det B) - (det B)™* = 1.
O

Satz 17.5. Es sei K ein Korper und sei M eine n X n-Matriz iber K. Dann
15t

det M = det M.

Beweis. Wenn M nicht invertierbar ist, so ist nach Satz 16.11 die Deter-
minante 0 und der Rang kleiner als n. Dies gilt auch fiir die transponierte
Matrix, so dass deren Determinante wiederum 0 ist. Sei also M invertier-
bar. Wir fithren diese Aussage in diesem Fall auf die entsprechende Aussage
fiir Elementarmatrizen zuriick, wofiir sie direkt verifiziert werden kann, sie-
he Aufgabe 16.11. Es gibt nach Lemma 12.7 Elementarmatrizen E1, ..., Ej
derart, dass
D= FE;--E1M
eine Diagonalmatrix ist. Es ist dann
Dtr — MtrE}r' . E;r

bzw.
Mtr _ Dtr(Etr)fl. . _(Etr>fl
- s 1 :
Die Diagonalmatrix D &dndert sich beim Transponieren nicht. Da die Determi-
nanten von Elementarmatrizen sich beim Transponieren auch nicht d&ndern,
gilt

det M*™ det (D" (EX)~"-(EY) ™)
= det D" -det (E™) ! det (E")!
det D - det (E;l) -+ - det (Efl)

= det (Efl) -+ - det (E;l) -det D-
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= det (E;"--E;"- D)
= det M.

U

Daraus folgt, dass man die Determinante auch berechnen kann, indem man
,hach einer Zeile entwickelt®, wie die folgende Aussage zeigt.

Korollar 17.6. Es sei K ein Korper und sei M = (a;;);; eine n x n-Matriz
iber K. Zui,j € {1,...,n} sei M;; diejenige Matriz, die entsteht, wenn man
in M die i-te Zeile und die j-te Spalte wegldsst. Dann ist (bein > 2 fiir jedes
feste i bzw. j)

det M = Z(—l)iJrjaij det Mij = Z(—l)i“azj det Mzg
i=1

Jj=1

Beweis. Fiir j = 1 ist die erste Gleichung die rekursive Definition der Deter-
minante. Daraus folgt die Aussage fiir + = 1 aufgrund von Satz 17.5. Durch
Spalten- und Zeilenvertauschung folgt die Aussage daraus allgemein, siehe
Aufgabe 17.5. |

17.3. Die Determinante einer linearen Abbildung.

Es sei
p: V=V

eine lineare Abbildung eines Vektorraumes der Dimension n in sich. Diese
wird beziiglich einer Basis durch eine Matrix M € Mat, (K) beschrieben.
Es liegt nahe, die Determinante dieser Matrix als Determinante der linearen
Abbildung zu definieren, doch hat man hier das Problem der Wohldefiniert-
heit: die lineare Abbildung wird beziiglich einer anderen Basis durch eine
,Vvollig“ andere Matrix beschrieben. Allerdings besteht zwischen den zwei
beschreibenden Matrizen M und N und der Basiswechselmatrix B aufgrund
von Korollar 11.11 die Beziehung

N=BMB™".
Aufgrund des Determinantenmultiplikationssatzes ist daher
det N = det (BMB™") = (det B)(det M)(det B)™" = det M,
so dass die folgende Definition in der Tat unabhéngig von der Wahl einer

Basis ist.

Definition 17.7. Es sei K ein Korper und es sei V' ein endlichdimensionaler
K-Vektorraum. Es sei

p: V—V
eine lineare Abbildung, die beziiglich einer Basis durch die Matrix M be-
schrieben werde. Dann nennt man

det ¢ :=det M
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die Determinante der linearen Abbildung .

17.4. Adjungierte Matrix und Cramersche Regel.

Definition 17.8. Zu einer quadratischen Matrix M € Mat,,(K) heifit
Adj M = (b;;) mit b;; = (—1)""7 det M, ,

wobei Mj; die Restmatrix zur j-ten Zeile und zur i-ten Spalte ist, die adjun-
gierte Matrix von M.

Achtung, bei der Definition der Eintrdge der adjungierten Matrix werden
Zeilen und Spalten vertauscht.

Satz 17.9. Es sei K ein Korper und sei M eine n x n-Matriz iber K. Dann
15t

(Adj M)-M = M -(Adj M) = (det M)E,
Wenn M invertierbar ist, so ist

1
Mt = —_.Adj M.
det M L

Beweis. Sei M = (a;;);;. Die Koeflizienten der adjungierten Matrix seien
bik = (—1)i+k det Mk‘z .
Die Koeffizienten des Produktes (Adj M) - M sind

n

Cij = Zbikakj = Z(—l)”kakj det Mki-
k=1

k=1

Bei j = 7 ist dies det M, da es sich bei dieser Summe um die Entwicklung
der Determinante nach der j-ten Spalte handelt. Sei j # ¢ und es sei N die
Matrix, die aus M entsteht, wenn man in M die i-te Spalte durch die j-te
Spalte ersetzt. Wenn man N nach der i-ten Spalte entwickelt, so ist dies

0 = det N = Z(—l)iJrkakj det M]m = Cij-
k=1

Also sind diese Koeffizienten 0, und damit stimmt die erste Gleichung. Die
zweite Geichung ergibt sich ebenso, wobei man die Entwicklung der Deter-
minante nach den verschiedenen Zeilen ausnutzen muss. U

Satz 17.10. Es sei K ein Korper und

ai11x1 + G192 + - -+ a1, = C1
Ao1X1 + Q0% + -+ + a2nxy, = Ca

Ap1T1 + Gp2X2 + - + AppTy = Cp
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ein imhomogenes lineares Gleichungssystem. FEs sei vorausgesetzt, dass die
beschreibende Matriz M = (a;j);; invertierbar sei. Dann erhdlt man die ein-
deutige Losung fiir x; durch

@11 - Qij-1 €1 Qig41 0 Qip
det . . . .
e — Ap1 a'n,j—l Cp an,j—i—l Tt Ann
! det M

Beweis. Fiir eine invertierbare Matrix M ergibt sich die Losung fiir das li-
neare Gleichungssystem Mz = ¢, indem man M ! anwendet, d.h. es ist z =
M~'c. Unter Verwendung von Satz 17.9 bedeutet dies z = .1 (Adj M)c.
Fiir die j-te Komponente bedeutet dies

A deth (Z(—l)k+j(det M) 'Ck> :

Der rechte Faktor ist dabei die Entwicklung der Determinante der Matrix im
Zéhler nach der j-ten Spalte. U

Beispiel 17.11. Wir 16sen das lineare Gleichungssystem

SHIONG

mit Hilfe der Cramerschen Regel. Es ist

und

4 2
det (_1 7) B 20
4 3\ 23
det <_1 5)

17. ARBEITSBLATT

Ty =

Die Pausenaufgabe

Aufgabe 17.1. Es sei M eine invertierbare n x n-Matrix. Zeige
det (M™') = (det M)™".

Ubungsaufgaben
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Aufgabe 17.2. Es sei A eine m x n-Matrix und B eine n x k-Matrix, wobei
die Spalten von B linear abhéngig seien. Zeige, dass die Spalten von Ao B
ebenfalls linear abhéngig sind.

Aufgabe 17.3. Bestitige den Determinantenmultiplikationssatz fiir die bei-

den Matrizen
5 7 -3 1
A:(2 _4> undB:(6 5).

Aufgabe 17.4.*

Bestitige den Determinantenmultiplikationssatz fiir die beiden Matrizen

1 4 0 1 2 7
A=12 0 5 ] undB=[0 3 6
0 2 -1 0 -2 -3

Aufgabe 17.5. Zeige, dass man die Determinante nach jeder Zeile und nach
jeder Spalte entwickeln kann.

Aufgabe 17.6. Man berechne die Determinante der Matrix

027
14 5],
6 0 3

indem man die Matrix nach allen Spalten und nach allen Zeilen entwickle.

Die néchsten Aufgaben verwenden die folgende Definition.

Es sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. Zu a € K heifit die lineare
Abbildung

p: V—V, v+— av,

die Streckung (oder Homothetie) zum Streckungsfaktor a.

Aufgabe 17.7. Was ist die Determinante einer Streckung auf einem end-
lichdimensionalen K-Vektorraum V7?7

Aufgabe 17.8. Bestitige den Determinantenmultiplikationssatz fiir zwei
Streckungen auf einem endlichdimensionalen Vektorraum.
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Die beiden folgenden Aufgaben verwenden den Begriff des Gruppenhomo-
morphismus.

Seien (G, 0,e5) und (H,o,ey) Gruppen. Eine Abbildung
Vv:G— H
heifit Gruppenhomomorphismus, wenn die Gleichheit
U(goyg) = v(g)ov(d)
fir alle g,¢" € G gilt.

Aufgabe 17.9. Es sei K ein Korper und n € N,. Zeige, dass die Determi-
nante

GL,(K) — (K \ {0},-,1), M — det M,

ein surjektiver Gruppenhomomorphismus ist.

Aufgabe 17.10. Es sei K ein Korper und n,m € N, n < m. Definiere
injektive Gruppenhomomorphismen

GLo(K) — GLyn(K).

Aufgabe 17.11. Es sei K ein Korper und n,r € N,. Zeige, dass die Abbil-
dung
GLTL(K) — (K\{O}a '71)7 M — det Mru

ein Gruppenhomomorphismus ist. Ist er multilinear?

Aufgabe 17.12. Betrachte die Matrix

(12)

Zeige, dass diese Matrix einen Gruppenhomomorphismus von Q2 nach Q?
und ebenso von Z? nach Z? definiert. Untersuche diese beiden Gruppenho-
momorphismen in Hinblick auf Injektivitdt und Surjektivitit.

Aufgabe 17.13. Es sei M eine n x n-Matrix mit Eintrdgen aus Z und
O - 7" — 7"

der zugehorige Gruppenhomomorphismus. Zeige, dass ¢); genau dann bijek-
tiv ist, wenn die Determinante von M gleich 1 oder gleich —1 ist.
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Aufgabe 17.14.*

Lése das lineare Gleichungssystem

6 2)() = ()

mit Hilfe der Cramerschen Regel.

Aufgabe 17.15. Betrachte die Matrix

1 0 2
A= 21 3 S Matgxg(R> .
1 01

Lose das lineare Gleichungssystem Az = (1,0, 2)" mit Hilfe der Cramerschen
Regel (man {iiberlege sich natiirlich vorher, ob man diese Regel iiberhaupt
anwenden darf).

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 17.16. ((12 (3+1+1+142+2+2) Punkte) Punkte)

Die Sarrusminante einer n x n-Matrix berechnet sich, indem man die ersten
n — 1 Spalten der Matrix in der gleichen Reihenfolge an die Matrix anfiigt
und dann die n Produkte der Hauptdiagonalen aufaddiert und die n Produkte
der Nebendiagonalen davon subtrahiert. Wir beschrinken uns auf den Fall
n = 4. Fiir eine Matrix

a b c d
v l€ f g h
I m n p
q r s t
betrachtet man also
a b ¢ d a b c
e [ g he [ g
[l m n p L mn
q r s t g r s

und die Sarrusminante ist

sar (M) = afnt + bgpq + chlr + dems — gmgd — rnha — speb — tl fc.

1) Zeige, dass die Abbildung
U: Maty(K) — K, M —— sar (M),
multilinear (in den Zeilen der Matrix) ist.

2) Zeige, dass fiir 4 x 4-Matrizen, die eine Nullzeile enthalten, die Sarrusmi-
nante 0 ist.
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3) Zeige, dass fiir 4 x 4-Matrizen, die eine Nullspalte enthalten, die Sarrus-
minante 0 ist.

4) Zeige, dass fiir eine obere Dreiecksmatrix die Sarrusminante das Produkt
der Diagonalelemente ist.

5) Zeige, dass die Sarrusminante nicht alternierend ist.

6) Man gebe ein Beispiel fiir eine invertierbare Matrix, deren Sarrusminante
gleich 0 ist.

7) Man gebe ein Beispiel fiir eine nicht-invertierbare Matrix, deren Sarrus-
minante gleich 1 ist.
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Aufgabe 17.17. (5 Punkte)

Bestétige den Determinantenmultiplikationssatz fiir die beiden Matrizen

3 4 7 -2 1 0
A=|(2 0 -1 undB=| 2 3 5
1 3 4 2 0 -3

Aufgabe 17.18. (3 Punkte)

Lose mit der Cramerschen Regel das inhomogene lineare Gleichungssystem

(iiber Q)
20 +4y+32 = 3
r+5y+T7z = 3
3r+dy+2z = 4.

Aufgabe 17.19. (8 Punkte)

Es sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber den komplexen Zahlen
C und sei

p:V—V
eine lineare Abbildung. Wir betrachten V' auch als reellen Vektorraum der
doppelten Dimension, worauf ¢ auch eine reell-lineare Abbildung ist, die wir
zur Unterscheidung mit ¢ bezeichnen. Zeige, dass zwischen der komplexen
Determinante und der reellen Determinante die Beziehung

det @|® = det o
besteht.

18. VORLESUNG - PERMUTATIONEN

18.1. Permutationen.

In dieser Vorlesung stellen wir eine weitere Beschreibung fiir die Determi-
nante mit Hilfe von Permutationen vor.

Definition 18.1. Zu einer Menge M nennt man die Menge
Aut (M) = Perm (M) = {¢ : M — M|y bijektiv}

der bijektiven Selbstabbildungen die Automorphismengruppe oder die Per-
mutationsgruppe zu M.

Die Verkniipfung ist die Hintereinanderschaltung von Abbildungen und somit
assoziativ, die Identitét ist das neutrale Element. Das inverse Element zu
einer bijektiven Abbildung ist einfach die Umkehrabbildung. Damit handelt
es sich um eine Gruppe. Eine bijektive Selbstabbildung ¢: M — M nennt
man auch eine Permutation.
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Fiir eine endliche Menge I = {1,...,n} schreibt man
Sy = Perm (I).

Eine endliche Permutation kann man beispielsweise mit einer (vollstdndigen)
Wertetabelle oder mit einem Pfeildiagramm beschreiben.

eI

1—=2 ad i)
' ¢<i5_;>[ ]
£

34 7

Definition 18.2. Sei M eine endliche Menge und 7 eine Permutation auf M.
Man nennt 7 einen Zykel der Ordnung r, wenn es eine r-elementige Teilmenge
Z C M derart gibt, dass m auf M \ Z die Identitdt ist und 7 die Elemente
aus Z zyklisch vertauscht. Wenn Z = {z,7(2), 72(2),..., 7" 1(2)} ist, so
schreibt man einfach

7= {z,7(2), 7%(2),..., 7" (2)).

Beispiel 18.3. Wir betrachten die Permutation

x |1]2]3]4]5
m(z) [2]1|5]3|4

Man kann sie schreiben als Produkt der beiden Zykel (1,2) und (3,5, 4).



213

Ein Element x € M mit 7(z) = 2 nennt man Fixpunkt der Permutation.
Der Wirkungsbereich einer Permutation ist die Menge der Punkte aus M,
die keine Fixpunkte sind. Bei einem Zykel ist Z der Wirkungsbereich. Jede
Permutation ist ein Produkt von Zykeln, was wir hier ohne Beweis erwéhnen.
Eine solche Produktdarstellung heifit Zykeldarstellung.

Lemma 18.4. Sei M eine endliche Menge mit n Elementen. Dann besitzt
die Permutationsgruppe Perm (M) = S, genau n! Elemente.

Beweis. Es sei M = {1,...,n}. Fir die 1 gibt es n mogliche Bilder, fiir 2
gibt es noch n — 1 mogliche Bilder, fiir 3 gibt es noch n — 2 mogliche Bilder,
usw. Daher gibt es insgesamt

nn—1)(n—-2)---2-1=n!

mogliche Permutationen. U

18.2. Transpositionen.

Definition 18.5. Eine Transposition auf einer endlichen Menge M ist eine
Permutation auf M, die genau zwei Elemente miteinander vertauscht und
alle anderen Elemente unverdndert lésst.

Lemma 18.6. Jede Permutation auf einer endlichen Menge M kann man
als Produkt von Transpositionen schreiben.

Beweis. Wir beweisen die Aussage durch Induktion iiber die Anzahl der Men-
ge M. Fiir #(M) = 1 ist nichts zu zeigen, sei also #(M) > 2. Die Identitét
ist das leere Produkt aus Transpositionen. Sei also 7 nicht die Identitéat, und
sei m(z) = y # x Es sei 7 die Transposition, die  und y vertauscht. Dann
ist ¢ ein Fixpunkt von 77, und man kann 77 auffassen als eine Permutation
auf M’ = M \ {y}. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es dann Transposi-
tionen 7; auf M’ mit 77 = [[;7; auf M’. Dies gilt dann auch auf M, und

daher ist 7 = (H] Tj) T. O

18.3. Das Signum einer Permutation.

Definition 18.7. Sei M = {1,...,n} und sei 7 eine Permutation auf M.
Dann heifit die Zahl G) 0
m(j) —m(i
sgn(m) = H— .
o J—1
1<)
das Signum (oder das Vorzeichen) der Permutation 7.

Das Signum ist 1 oder —1, da im Zihler und im Nenner die bis auf das
Vorzeichen gleichen Differenzen +(j — i) stehen. Es gibt fiir das Signum also
nur zwei mogliche Werte. Bei sgn(o) = 1 spricht man von einer geraden
Permutation und bei sgn(o) = —1 von einer ungeraden Permutation.
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Definition 18.8. Sei M = {1,...,n} und sei 7 eine Permutation auf M.
Dann heifit ein Indexpaar

i < j
ein Fehlstand, wenn (i) > m(j) ist.

Lemma 18.9. Sei M = {1,...,n} und sei w eine Permutation auf M. Es
sei k = #(F') die Anzahl der Fehlstinde von 7. Dann ist das Signum von 7
gleich

sgn(m) = (—1)~.

Beweis. Wir schreiben

sgn(m) = HM
- I I
(.)er )R . |
SEE | =ty y I
Gajer 7 igr 7

= (_1)k7
da nach dieser Umordnung sowohl im Zahler als auch im Nenner das Produkt
aller positiven Differenzen steht. U

Beispiel 18.10. Wir betrachten die Permutation

x |1]12{3]4]|5 |6
o(z) [2{4]6(5]3 |1

mit der Zyklendarstellung
(1,2,4,5,3,6) .
Die Fehlsténde sind
(1,6), (2,5), (2,6), (3,4), (3,5), (3,6), (4,5), (4,6), (5,6),

9

es gibt also 9 Stiick davon. Das Signum ist also (—1)” = —1 und die Permu-

tation ist ungerade.
Das Signum ist ein Gruppenhomomorphismus im Sinne der folgenden Defi-
nition.
Definition 18.11. Seien (G, 0,e5) und (H, o, ey ) Gruppen. Eine Abbildung
v:G— H
heifit Gruppenhomomorphismus, wenn die Gleichheit
U(gog) = ¥(g)o(g)
fiir alle g,¢' € G gilt.
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Satz 18.12. Die durch das Signum gegebene Zuordnung
Sn — {17 _1}7 [ Sgﬂ(ﬂ'),

st ein Gruppenhomomorphismus.

Beweis. Seien zwei Permutationen 7 und p gegeben. Dann ist

(mop)(y) — (wop)(i)

j—i

sgn(mop) = H

i<j

_ (H (o p)(j) ~ (7o p)(i)) ] 29 =t

1<J

_ ~(p(7)) — 7(o(0)) roG) = 7o)
= ( 11 PORT0 )( 11 o) — pli) )g(p)

i<j, p(i)<p(j)

_ ( [ =)=rto)

i<hsep PO PO i<, (i) >p(5)
w(l) — nw(k
= Hi() ( )sgn(p)
-k
k<t
= sgn(m)sgn(p).

Lemma 18.13. Sei M = {1,...,n} und sei w eine Permutation auf M. Es
set

T =Ty T

als ein Produkt von r Transpositionen geschrieben. Dann gilt fiir das Signum
die Darstellung

sgn(m) = (=1)".

Beweis. Die Transposition 7 vertausche die beiden Zahlen k£ < /. Dann ist

T(9) —7(2
sn(r) = [0
i<i I
_ () —7() I 7(j) —7(9)
i<j ke T i<j imkgze T
() —7() H T(j) —7(3)
i<y, ithkg=t 1Tt i<j,imkj=¢ J

i—¢ k—i k—t j—¢ k—i j—¢ k—i

= I 5= I =l = 11 5= T =500
>k, e d ik, i<t jsed i<k k<j<t? k<i<t

)

Die letzte Gleichung ergibt sich daraus, dass im ersten und im zweiten Pro-
dukt alle Zahler und Nenner positiv sind und dass im dritten und im vierten
Produkt die Zahler negativ und die Nenner positiv sind, so dass sich diese
(wegen der gleichen Indexmenge) Minuszeichen wegkiirzen.

Die Aussage folgt dann aus der Homomorphieeigenschaft. O
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Bemerkung 18.14. Es sei [ eine beliebige Menge mit n Elementen, die
nicht geordnet sein muss. Dann kann man nicht von Fehlstdnden sprechen
und die Definition des Signums ist nicht direkt anwendbar. Man kann sich
jedoch an Lemma 18.13 orientieren, um das Signum auch in dieser leicht
allgemeineren Situation zu erklaren. Dazu schreibt man eine Permutation ma
auf I als Produkt von r Transpositionen und definiert

1, falls r gerade ist,
sgn(m) = .
—1, falls r ungerade ist .
Um einzusehen, dass dies wohldefiniert ist, betrachtet man eine Bijektion
o: I —{1,...,n}.

Die Permutation 7 auf I definiert auf {1,...,n} die Permutation n’ =
omp~t. Sei ™ = 7 -7, eine Darstellung als Produkt von r Transpositionen
auf /. Dann gilt

m=empTh = pT T = PTIPTPTpT P T = T
mit 7, = o7i~ " Dies sind ebenfalls Transpositionen, so dass die Paritéit
von 7 durch das Signum von 7’ festgelegt ist.

18.4. Die Leibnizformel fiir die Determinante.

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716)

Satz 18.15. Fiir die Determinante einer n x n-Matrix
M = (ai;);
qgilt
det M = Z sgn(T)a1r(1) " * Ann(n)-

TESR
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Beweis. Wir fithren Induktion {iber n > 1, wobei der Induktionsanfang klar
ist. Sei also n > 2. Die Menge der Permutationen 7 € S,, kann man aufspal-
ten, indem man nach 7(1) sortiert und die bijektive Abbildung

Tmy: {2, n} — {1, n}\ {i}

als eine Permutation p auf {2,...,n} auffasst, indem man hinten das i-te
Element iiberspringt. Es besteht also eine natiirliche Bijektion

Sn = L‘!‘J Sn,i == L"_'J Sn—la
1€{1,...,n} 1e{1,...,n}

wobel hier S, ; die Menge der Permutationen auf {1,...,n} bezeichnet, die
1 auf ¢ abbilden. Zwischen den Signa besteht dabei die Beziehung

sgn(m) = (—1)""'sgn(p) = (—1)""sgn(p),
da man ¢ — 1 Transpositionen braucht, um die i-te Stelle und die erste Stelle
zu vertauschen. Somit gilt insgesamt

Z SgN(T) (1) =+ - Unr(n) = Z Z sgn(m Haﬁr(j)

7r€Sn i=1 wGSnz =
n
= E ar; Y seu(r) [ [ ajng)
TrES’I’L’L ]:2
n
_ H—l
= E ay; E SgIl H Mh ip(
PGSn 1 ]:2

n
= Y (=1)"ay; det My,
i=1
= det M,
wobei My; die Streichungsmatrix zur ersten Zeile und ¢-ten Spalte ist. Fiir

die vorletzte Gleichung geht die Induktionsvoraussetzung ein und die letzte
Gleichung beruht auf der Entwicklung nach der ersten Zeile. O

18. ARBEITSBLATT
Die Pausenaufgabe

Aufgabe 18.1. Zeige, dass man jede endliche Permutation durch ein iiber-
schneidungsfreies Pfeildiagramm darstellen kann.



218

Ubungsaufgaben

Aufgabe 18.2. Berechne fiir die Permutation

z [1]2[3[4]5 [6]7]8
o(z) |2|5]7(3[1|4]8[6

die Anzahl der Fehlstande und das Vorzeichen.

Aufgabe 18.3. Berechne fiir die Permutation ¢ mit

P [1[2[3[4[5[6]7[8[9]10
o(P) |7/10|3[9(5 [2]4[1]8]6

2

die Potenzen o2 und o3 und gebe die Zyklendarstellung fiir diese drei Per-

mutationen an.

Aufgabe 18.4.*
Betrachte die Permutation 7 € S;, die durch die Wertetabelle

v [1]2[3[4[5 [6]7
() |1[3[5[7]6 [4]2

gegeben ist.

(1) Man gebe die Zyklendarstellung von 7 an und bestimme den Wir-
kungsbereich.

(2) Berechne 72 und die Ordnung von 73.

(3) Bestimme die Fehlsténde von 7 und das Vorzeichen (Signum) von 7.

(4) Schreibe 7 als Produkt von Transpositionen und bestimme erneut das
Vorzeichen von 7.

Aufgabe 18.5.*

Betrachte die beiden Permutationen

x |1]2[3[4]5
o(z) |2|5(3[7[1|4]8[6

D
S|
oo

8

—_
[\
w
W
(@)
D
\]
00)
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Berechne o7 und 7o. Bestimme die Anzahl der Fehlstdnde und das Vorzei-
chen von 7. Gebe die Zyklendarstellung von ¢ und von o3 an. Was ist die
Ordnung von o7

Aufgabe 18.6. Zeige, dass durch die Zuordnung
SpxA{Ll,...;n+ 1} — Spia, (@, 2) — @,

(k) fur k <nund ¢(k) < z,
o(k) =< (k) + 1 fir k <nund (k) >z,
rfirk=n+1,
eine wohldefinierte bijektive Abbildung gegeben ist.

Aufgabe 18.7. Berechne die Determinanten aller 3 x 3-Matrizen, bei denen
in jeder Spalte und in jeder Zeile genau einmal 1 und zweimal 0 steht.

Aufgabe 18.8. Sei M = {1,...,n} und sei 7 eine Permutation auf M. Die
zugehorige Permutationsmatriz M, ist dadurch gegeben, dass

ar(i); = 1
ist und alle anderen Eintrage 0 sind. Zeige, dass
det M, = sgn(n)

1st.

Aufgabe 18.9. Bestimme mittels der Leibniz-Formel die Determinante der
Matrix

_— O W
N OO v~
W I Ut

Sei (G, e,0) eine Gruppe. Eine Teilmenge H C G heifit Untergruppe von G
wenn folgendes gilt.

(1) e€ H.
(2) Mit g,h € H ist auch goh € H.
(3) Mit g € H ist auch g7 € H.

Aufgaben zum Abgeben
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Aufgabe 18.10. (2 Punkte)

Sei M eine Menge und sei M = l4,.; M; eine Partition von M, d.h. jedes
M; ist eine Teilmenge von M und M ist die disjunkte Vereinigung der M;.
Zeige, dass die Produktgruppe

eine Untergruppe von Perm (M) ist.

Aufgabe 18.11. (2 Punkte)

Zeige, dass jede gerade Permutation o € S,,, n > 3, ein Produkt aus Dreier-
zykeln ist.

Aufgabe 18.12. (5 Punkte)

Sei o ein Zykel der Ordnung n. Zeige, dass man o als Produkt von n — 1
Transpositionen schreiben kann, aber nicht mit einer kleineren Anzahl von
Transpositionen.

Aufgabe 18.13. (3 Punkte)

Sei m > n. Wie viele injektive Abbildungen gibt es von {1,...,n} nach
{1,...,m} und wie viele surjektive Abbildungen gibt es von {1,...,m} nach

{1,...,n}?

Aufgabe 18.14. (3 Punkte)

Bestimme mittels der Leibniz-Formel die Determinante der Matrix

6 3 1
6 8 2
7 5 4
19. VORLESUNG - DER POLYNOMRING

In den folgenden Vorlesungen werden wir versuchen, eine quadratische d x d-
Matrix M (bzw. einen Endomorphismus) dadurch zu verstehen, dass wir
Ausdriicke der Form

anM"—i—an_lM"_l + .- +a2M2+a1M1 +a0M0

untersuchen, wobei M® als das i-fache Matrixprodukt der Matrix mit sich
selbst und M als Einheitsmatrix £, zu interpretieren ist. Solche Ausdriicke
ergeben sich, indem man in Polynome Matrizen einsetzt. In dieser Vorlesung
fithren wir Polynome und den Polynomring ein.
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19.1. Der Polynomring iiber einem Korper.

Definition 19.1. Der Polynomring iiber einem Koérper K besteht aus allen
Polynomen

P=ay+ a1 X +aX?+ - +a, X"

mit a; € K, n € N, und mit komponentenweiser Addition und einer Multi-
plikation, die durch distributive Fortsetzung der Regel

)(n‘)(m:::)(n+m
definiert ist.

Ein Polynom P = " ;X' = ap + a1 X + -+ + a, X" ist formal gesehen
nichts anderes als das Tupel (ag, ay,...,a,), die die Koeffizienten des Poly-
noms heiflen. Zwei Polynome sind genau dann gleich, wenn sie in allen ihren
Koeffizienten iibereinstimmen. Der Korper K heifit in diesem Zusammenhang
der Grundkérper des Polynomrings. Aufgrund der komponentenweisen Defi-
nition der Addition liegt unmittelbar eine Gruppe vor, mit dem Nullpolynom
(bei dem alle Koeffizienten 0 sind) als neutralem Element. Die Polynome mit
a; = 0 fiir alle ¢ > 1 heiflen konstante Polynome, man schreibt sie einfach als
agp.

Die fiir ein einfaches Tupel zunédchst ungewohnliche Schreibweise deutet
in suggestiver Weise an, wie die Multiplikation aussehen soll, das Produkt
X" X™ ist namlich durch die Addition der Exponenten, also X™ - X™ =
Xtm gegeben. Dabei nennt man X die Variable des Polynomrings. Fiir
beliebige Polynome ergibt sich die Multiplikation aus dieser einfachen Mul-
tiplikationsbedingung durch distributive Fortsetzung geméfl der Vorschrift,
yalles mit allem® zu multiplizieren. Die Multiplikation ist also explizit durch
folgende Regel gegeben:?

n m n+m k
(Z aiXi> . (Z ijj) = Z X ¥ mit ¢, = Zarbk_r.
i=0 §=0

k=0 r=0

Die Multiplikation ist assoziativ, kommutativ, distributiv und besitzt das
konstante Polynom 1 als neutrales Element, sieche Aufgabe 19.3. Insgesamt
liegt also ein kommutativer Ring vor.

32Wobei wir natiirlich, wie auch bei der Addition oder dem Vergleichen von Polynomen
verschiedener Grade, die Polynome fiir » > n bzw. k — r > m mit den Koeffizienten a, = 0
bzw. by_, = 0 ergédnzen konnen.
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Der Graph einer Polynomfunktion von R nach R vom Grad 5.

In ein Polynom P € K[X]| kann man ein Element a € K einsetzen, indem
man die Variable X an jeder Stelle durch a ersetzt. Dies fithrt zu einer Ab-

bildung
K — K, a—— P(a),

die die durch das Polynom definierte Polynomfunktion heifit. Diese Abbil-
dung ist im Allgemeinen nicht linear, Linearitét liegt nur bei P = a; X vor.

Definition 19.2. Der Grad eines von 0 verschiedenen Polynoms

P=a+aX+aX+ - +a,X"

mit a, # 0 ist n.

Das Nullpolynom bekommt keinen Grad. Der Koeffizient a,,, der zum Grad
n des Polynoms gehort, heiit Leitkoeffizient des Polynoms. Der Ausdruck
a, X™ heilt Leitterm. Ein Polynom mit Leitkoeffizient 1 heifit normiert.

19.2. Die Division mit Rest.

Definition 19.3. Es sei K ein Korper. Man sagt, dass ein Polynom T €
K[X] ein Polynom P € K[X] teilt, wenn es ein Polynom @ € K[X]| mit

P=TQ

gibt.

Wenn P von T' geteilt wird, so sagt man auch, dass P ein Vielfaches von T'
ist. In K[X] ist es, anders wie in einem Korper, aber &hnlich wie in Z, nicht
moglich, ein Element durch ein anderes Element # 0 zu teilen. Es gibt aber

einen wichtigen Ersatz dafiir, die Division mit Rest.

Satz 19.4. Sei K ein Kérper und sei K[X| der Polynomring tiber K. Es sei-
en P,T € K[X] zwei Polynome mit T # 0. Dann gibt es eindeutig bestimmte

Polynome Q, R € K[X| mit
P =TQ + R und mit grad (R) < grad (T") oder R =10.
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Beweis. Wir beweisen die Existenzaussage durch Induktion iiber den Grad
von P. Wenn der Grad von T gréfler als der Grad von P ist, so ist Q = 0
und R = P eine Losung, so dass wir dies nicht weiter betrachten miissen.
Bei grad (P) = 0 ist nach der Vorbemerkung auch grad (7") = 0 und damit
ist (da 7" # 0 und K ein Korper ist) @@ = P/T und R = 0 eine Losung. Sei
nun grad (P) = n und die Aussage fiir kleineren Grad schon bewiesen. Wir
schreiben P = @, X" + - + a1 X +ap und T = b, X* + - - - + b1 X + by mit
an, by, # 0, k < n. Dann gilt mit H = Z—ZX"_k die Beziehung

P = P-TH
= OXn + (anl — a—nbkl) Xnil + e
br
k

Dieses Polynom P’ hat einen Grad kleiner als n und darauf kénnen wir die
Induktionsvoraussetzung anwenden, d.h. es gibt ' und R’ mit

P'=TQ + R mit grad (R') < grad (T') oder R' =0.
Daraus ergibt sich insgesamt

P=P+TH=TQ+TH+ R =T(Q +H)+ R,
so dass also @ = @'+ H und R = R’ eine Losung ist. Zur Eindeutigkeit
sei P=TQ + R =T + R mit den angegebenen Bedingungen. Dann ist
T(Q — Q') = R — R. Da die Differenz R’ — R einen Grad kleiner als grad (T')

besitzt, ist aufgrund der Gradeigenschaften diese Gleichung nur bei R = R’
und Q = Q' 16sbar. O

Das Polynom T ist genau dann ein Teiler von P, wenn bei der Division
mit Rest von P durch T der Rest gleich 0 ist. Der Beweis des Satzes ist
konstruktiv, d.h. es wird in ihm ein Verfahren beschrieben, mit der man die
Division mit Rest berechnen kann. Dazu muss man die Rechenoperationen
des Grundkorpers beherrschen. Wir geben dazu zwei Beispiele, eines iiber
den rationalen Zahlen und eines iiber den komplexen Zahlen.

Beispiel 19.5. Wir fithren die Polynomdivision
P=6X%+X+1durch T =3X*+2X — 4

durch. Es wird also ein Polynom vom Grad 3 durch ein Polynom vom Grad
2 dividiert, d.h. dass der Quotient und auch der Rest (maximal) vom Grad 1
sind. Im ersten Schritt {iberlegt man, mit welchem Term man 7" multiplizieren
muss, damit das Produkt mit P im Leitterm iibereinstimmt. Das ist offenbar
2X. Das Produkt ist
2X (3X? +2X —4) = 6X° +4X° — 8X.
Die Differenz von P zu diesem Produkt ist
6X°+X +1— (6X°+4X? —8X) = —4X*+9X + 1.
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Mit diesem Polynom, nennen wir es ', setzen wir die Division durch T fort.
Um Ubereinstimmung im Leitkoeffizienten zu erhalten, muss man 7" mit %4
multiplizieren. Dies ergibt

4 8 16

4
——T = ——(3X?+2X —4) = —4X?> — X + —.
3 3( + ) 3 * 3

Die Differenz zu P’ ist somit

8 16 35 1
= —X 3.
3 3

—4X*+9X +1— (—4X2—§X+§

Dies ist das Restpolynom und somit ist insgesamt

4\ 35 13
X - —.
)+3 3

6X°+X+1 = (3X*+2X —4) (zx—g

Beispiel 19.6. Wir fithren die Polynomdivision
P=(A4+3)X*+X*+5idurchT = (1+i)X*+ X —3+2i

aus. Das Inverse zu 1 + 7 ist % — %z und daher ist

11
4431+t = (4+30) (5—52')
2+ 2'+3'
= — — 21+ =1
2 2
71
2 2

Daher beginnt @) mit (% — z) X und es ist

1
2

71
(1+9)X*+ X — 3+ 2i) 3751 )X

71 19 17
_ . 3 T 2 _ Y -
— (4+3)X +<2 22))( +< 2+2@>X.

Dies muss man nun von P abziehen und erhilt
7 1 19 17
P—((4 X3 - — i) X? ——— 4+ — | X
(( + 3i) +<2 2z) +< 2+22) )

5 1 19 17
= (=42 ) X2+ (= — —i) X +5i.
( 2—|—21) +(2 22) + 51

Auf dieses Polynom (nennen wir es P’) wird das gleiche Verfahren angewen-
det. Man berechnet

5,LN(L LY L8,
VACEE Y 2"

Daher ist der konstante Term von () gleich —1 + gz und es ergibt sich

3 5 1 3 13
. 2 . . . 9 _ Y - 2 . 9 2
(1+i) X +X 3+22)( 1+2z) < 2+2@>X +< 1+2@)X 5
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Dies ziehen wir von P’ ab und erhalten

5 1 3 13 21 23
P — —— 4+ =i ) X? 1+ | X—-——i) =(——-100 | X + —1.
<( 2+2z) —i—( +2z) 2@) <2 Oz) —1—21

Dies ist der Rest R, die vollstédndige Division mit Rest ist also
(4+3) X+ X2 + 50

71 3 21 23
= (14+9)X*+X-3+2i —— i) X -1+ =8 = —10i | X + =i.
(1+49)X°+ 3+ 2)<<2 2) +2z>+<2 02) +

19.3. Nullstellen.

Unter einer Nullstelle eines Polynoms P versteht man ein a € K mit P(a) =
0. Ein Polynom muss keine Nullstellen besitzen, ferner hingt dies vom Grund-
korper ab. Das Polynom X? + 1 hat keine reelle Nullstelle, dagegen gibt es
die komplexen Nullstellen 7 und —i. Als Element in R[X] kann man X? + 1
nicht als Produkt von einfacheren Polynomen schreiben, in C[X] hingegen
hat man die Zerlegung X? + 1 = (X —4)(X +1).

Bemerkung 19.7. Es sei K ein Korper, K[X] der Polynomring iiber K und
a € K. Dann ist die Einsetzungsabbildung
K[X] — K, P~ P(a),
K-linear. Dariiber hinaus gilt
(PQ)(a) = P(a)Q(a).

Lemma 19.8. Sei K ein Korper und sei K[X| der Polynomring tiber K. Sei
P € K[X] ein Polynom und a € K. Dann ist a genau dann eine Nullstelle
von P, wenn P ein Vielfaches des linearen Polynoms X — a ist.

Beweis. Wenn P ein Vielfaches von X — a ist, so kann man
P =(X-ad
mit einem weiteren Polynom () schreiben. Einsetzen ergibt

Pla) = (a —a)Q(a) = 0.
Im Allgemeinen gibt es aufgrund der Division mit Rest eine Darstellung
P=(X-aQ+R,
wobei R = 0 oder aber den Grad 0 besitzt, also eine Konstante ist. Einsetzen
ergibt
P(a) = R.

Wenn also P(a) = 0 ist, so muss der Rest R = 0 sein, und das bedeutet,
dass P = (X —a)Q ist. O

Korollar 19.9. Sei K ein Korper und sei K[X] der Polynomring iber K.
Sei P € K[X] ein Polynom (# 0) vom Grad d. Dann besitzt P mazimal d
Nullstellen.
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Beweis. Wir beweisen die Aussage durch Induktion iiber d. Fiir d = 0,1
ist die Aussage offensichtlich richtig. Sei also d > 2 und die Aussage sei
fiir kleinere Grade bereits bewiesen. Sei a eine Nullstelle von P. Dann ist
P = Q(X — a) nach Lemma 19.8 und @ hat den Grad d — 1, so dass wir auf
() die Induktionsvoraussetzung anwenden kénnen. Das Polynom () hat also
maximal d — 1 Nullstellen. Fiir b € K gilt P(b) = Q(b)(b — a). Dies kann
nur dann 0 sein, wenn einer der Faktoren 0 ist, so dass eine Nullstelle von
P gleich a ist oder aber eine Nullstelle von @) ist. Es gibt also maximal d
Nullstellen von P. O

19.4. Der Fundamentalsatz der Algebra.

Es gilt der folgende Fundamentalsatz der Algebra, den wir hier ohne Beweis
erwahnen.

Satz 19.10. Jedes nichtkonstante Polynom P € C[X] dber den komplezen
Zahlen besitzt eine Nullstelle.

Aus dem Fundamentalsatz der Algebra folgt, dass jedes von 0 verschiedene
Polynom P € C[X] in Linearfaktoren zerfillt, d.h. man kann schreiben

P=cX-—2)(X—29) (X —2,)

mit eindeutig bestimmten komplexen Zahlen ¢, z1, ..., 2z, (wobei Wiederho-
lungen erlaubt sind).

19.5. Rationale Funktionen.

Der Polynomring K[X] ist ein kommutativer Ring, aber kein Kérper. Man
kann aber mit Hilfe von formal-rationalen Funktionen einen Korper konstru-
ieren, der den Polynomring enthélt, dhnlich wie man aus Z die rationalen
Zahlen QQ konstruieren kann. Dazu definiert man

P
k() = {G1Poerix, o 20},
wobei man wie bei Q zwei Briiche g und % miteinander identifiziert, wenn
PQ = PQ
ist. Auf diese Weise entsteht der Kdorper der rationalen Funktionen (iiber K).

Einen formalen Ausdruck P/@Q) kann man in folgender Weise wieder als eine
Funktion auffassen.

Definition 19.11. Zu zwei Polynomen P,Q € K[X], @ # 0, heifit die
Funktion

P(z)

Q(z)’

wobei D C K das Komplement der Nullstellen von () ist, eine rationale
Funktion.

D— K, z+——
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Die nach den Polynomfunktionen einfachsten Funktionen sind die rationalen
Funktionen.

1/x

Man kann Briiche P/@Q von Polynomen als Funktionen auffassen, die aulerhalb
der Nullstellen des Nenners definiert sind. Das Beispiel zeigt den Graph der
rationalen Funktion 1/X.

19. ARBEITSBLATT

Die Pausenaufgabe

Aufgabe 19.1. Sei K ein Korper und sei K[X]| der Polynomring iiber K.
Wie lautet das Ergebnis der Division mit Rest, wenn man ein Polynom P
durch X™ teilt?

Ubungsaufgaben

Aufgabe 19.2. Berechne im Polynomring C[X] das Produkt
(4+9)X*=3X +9) - (—=3+T7)X*+ (2+2)X — 1+ 6i).

Aufgabe 19.3. Sei K ein Korper und sei K[ X| der Polynomring iiber K. Zei-
ge, dass die Multiplikation auf K[X] assoziativ, kommutativ und distributiv
ist und dass das (konstante) Polynom 1 neutrales Element der Multiplikation
ist.

Aufgabe 19.4. Berechne das Ergebnis, wenn man im Polynom
2X% —5X* —4X +7
die Variable X durch die komplexe Zahl 2 — 5 ersetzt.
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Aufgabe 19.5. Sei K ein Korper und sei K[X]| der Polynomring iiber K.
Es sei a € K. Zeige, dass die Einsetzungsabbildung, also die Zuordnung

Y: K[X] — K, P— P(a),
folgende Eigenschaften erfiillt (dabei seien P, Q € K[X]).

(1) (P+Q)(a) = P(a) + Q(a).
(2) (P-Q)(a) = P(a)-Q(a).
(3) 1(a) = 1.

Aufgabe 19.6. Zeige, dass in einem Polynomring {iber einem Koérper K gilt:
Wenn P, € K[X] beide ungleich 0 sind, so ist auch PQ # 0.

Aufgabe 19.7. Sei K ein Korper und sei K[X]| der Polynomring iiber K.
Zeige, dass der Grad folgende Eigenschaften erfiillt.

(1) grad (P + @) < max{grad (P), grad (Q)},
(2) grad (P - Q) = grad (P) + grad (Q).

Aufgabe 19.8. Schreibe das Polynom
X3 4+2X%-3X +4
in der neuen Variablen U = X + 2.

Aufgabe 19.9. Schreibe das Polynom
73— (2+40)Z°+3iZ +4—5i
in der neuen Variablen W = 7 + 2 — 1.

Aufgabe 19.10. Fiihre in Q[X] die Division mit Rest ,, P durch T fiir die
beiden Polynome P = 3X* +7X? —2X +5und T = 2X?% + 3X — 1 durch.

Der Korper Z/(7) wurde in Beispiel 3.9 vorgestellt.

Aufgabe 19.11. Fiihre in Z/(7)[X] die Division mit Rest ,, P durch T fiir
die beiden Polynome P = 5X*4+3X34+5X24+3X —1und T = 3X?+6X +4
durch.
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Aufgabe 19.12.*
Bestimme sdmtliche komplexen Nullstellen des Polynoms
X% -1

und gebe die Primfaktorzerlegung von diesem Polynom in R[X] und in C[X]
an.

Aufgabe 19.13. Es sei P € R[X] ein Polynom mit reellen Koeffizienten
und z € C sei eine Nullstelle von P. Zeige, dass dann auch die konjugiert-
komplexe Zahl Z eine Nullstelle von P ist.

Aufgabe 19.14. Sei K ein Korper und sei K[X] der Polynomring iiber K.
Zeige, dass jedes Polynom P € K[X], P # 0, eine Produktzerlegung

P=(X =) (X = A" -Q

mit p; > 1 und einem nullstellenfreien Polynom @) besitzt, wobei die auf-
tretenden verschiedenen Zahlen Ay, ..., A\ und die zugehérigen Exponenten
{1, - - -, p bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmt sind.

Aufgabe 19.15.*

Sei K ein Korper und sei K[X] der Polynomring iiber K und sei P € K[X]
ein Polynom, das eine Zerlegung in Linearfaktoren besitze. Es sei T" ein Teiler
von P. Zeige, dass T ebenfalls eine Zerlegung in Linearfaktoren besitzt, wobei
die Vielfachheit eines Linearfaktors X — a in T" durch seine Vielfachheit in P
beschréankt ist.

Aufgabe 19.16. Zeige, dass es zu ganzen Zahlen a,n mit a > 0 eindeutig
bestimmte ganze Zahlen ¢,r mit 0 < r < a und mit

n=aq+rm
gibt.

Aufgabe 19.17. Es sei F' € C[X] ein nichtkonstantes Polynom. Zeige, dass
F' in Linearfaktoren zerfillt.

Aufgabe 19.18.*
Es sei P € C[X] ein nichtkonstantes Polynom. Zeige, dass die Abbildung
C—C, z+— P(2),

surjektiv ist.
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Aufgabe 19.19. Es sei K[X]| der Polynomring iiber einem Kérper K. Zeige,
dass die Menge

{QRQGKMLQ%@,

wobei zwei Briiche g und % genau dann als gleich gelten, wenn PQ’' = P'Q)
ist, mit einer geeigneten Addition und Multiplikation ein Korper ist.

Aufgabe 19.20.*

Es seien die beiden komplexen Polynome
P=X?-2{X?4+4X —1und Q =iX — 3+ 2i

gegeben. Berechne P(Q) (es soll also @ in P eingesetzt werden).

Aufgabe 19.21. Zeige, dass die Hintereinanderschaltung (also das Einsetzen
eines Polynoms in ein weiteres) von zwei Polynomen wieder ein Polynom ist.

Aufgabe 19.22.*

Es seien
frg,h: R— R

Funktionen.
a) Zeige die Gleichheit

(h-g)of = (hof)-(gof).
b) Zeige durch ein Beispiel, dass die Gleichheit
(hog)-f = (h-f)o(g-f)

nicht gelten muss.

Aufgabe 19.23. Es sei K[X] der Polynomring iiber einem Kérper K. Zeige,
dass die Menge

{%R@eKMLQ#@,
P

o und % genau dann als gleich gelten, wenn PQ’' = P'Q)
ist, mit einer geeigneten Addition und Multiplikation ein Korper ist.

wobel zwei Briiche

Aufgabe 19.24. Zeige, dass die Hintereinanderschaltung von zwei rationa-
len Funktionen wieder rational ist.
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Aufgabe 19.25. Berechne die Hintereinanderschaltungen fog und go f der
beiden rationalen Funktionen

202 —4x + 3 x+1

Ja) == =5 wdgle) = 55—

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 19.26. (3 Punkte)
Berechne im Polynomring C[X] das Produkt
(A+1) X3 —iX? 42X +34+2) - (2—9)X*+ (3—5) X>+ (2+i) X +1+5i).

Aufgabe 19.27. (3 Punkte)

Fiihre in C[X] die Division mit Rest ,,P durch T* fiir die beiden Polynome
P=0b5+)X*+iX?+(3—-2)X —1und T = X?+iX + 3 — ¢ durch.

Aufgabe 19.28. (3 Punkte)

Fiihre in Z/(7)[X] die Division mit Rest ,,P durch T* fiir die beiden Poly-
nome P = 6X*4+2X3+4X? +2X +5und T = 5X2 + 3X + 2 durch.

Aufgabe 19.29. (2 Punkte)

Beweise die Formel
Xi41l=X+D)X" =X 24 X"~ X2 = X+ 1)

fiir 4 ungerade.

Aufgabe 19.30. (4 Punkte)

Essei P € R[X] ein nichtkonstantes Polynom mit reellen Koeffizienten. Zeige,
dass man P als ein Produkt von reellen Polynomen vom Grad 1 oder 2
schreiben kann.

20. VORLESUNG - IDEALE

Kultur ist Reichtum an
Problemen.

Egon Friedell
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20.1. Der Interpolationssatz.

Satz 20.1. Es sei K ein Korper und es seien n verschiedene Elemente
ai,...,a, € K und n Elemente by,...,b, € K gegeben. Dann gibt es ein
eindeutiges Polynom P € K[X] vom Grad < n — 1 derart, dass P(a;) = b;
fiir alle 1 ist.

Beweis. Wir beweisen die Existenz und betrachten zuerst die Situation, wo
b; = 0 ist fiir alle j # 4. Dann ist

(X —ar) (X —ai1)(X —ai1) - (X —ay)

ein Polynom vom Grad n— 1, das an den Stellen a4, ...,a; 1,a;11,...,a, den
Wert 0 hat. Das Polynom
bi

(ai —ay)- - (a; —ai—1)(a; — ai1) -+ - (a; — ay)

(X —a1) (X = a-)(X = ai1) - (X = ap)
hat an diesen Stellen ebenfalls eine Nullstelle, zusétzlich aber noch bei a; den
Wert b;. Nennen wir dieses Polynom P;. Dann ist
das gesuchte Polynom. An der Stelle a; gilt ja

Pj(a;) = 0
fir j # i und Pi(a;) = b;.
Die Eindeutigkeit folgt aus Korollar 19.9. U

Eine Beweisvariante bzw. Interpretationsvariante besteht darin, die durch
ai,...,a, € K insgesamt definierte Abbildung
K[X] — K", P+— (P(a1), ..., P(an)),

zu betrachten. Diese Abbildung ist K-linear, da nach Bemerkung 19.8 die
Komponenten linear sind. Der Interpolationssatz besagt, dass diese Abbil-
dung surjektiv ist, was wie im Beweis bewiesen werden kann. Er besagt
sogar, dass diese Abbildung, wenn man sie auf den Untervektorraum aller
Polynome vom Grad < n — 1 einschrinkt, ein Isomorphismus ist.

20.2. Einsetzen von Endomorphismen.

Zu einer linearen Abbildung
f:vV—V

auf einem K-Vektorraum kann man die Iterationen f”, also die n-fache Hin-
tereinanderschaltung von f mit sich selbst, betrachten. Ferner kann man
lineare Abbildungen addieren und mit Skalaren aus dem Koérper multiplizie-
ren. Insgesamt sind somit Ausdriicke der Form

nf" 4 Q1 f" N+ asfr + ar f + ao
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selbst wieder lineare Abbildungen von V nach V. Dabei ist
apg — CL()fO = Qo IdV

zu interpretieren. Es ist eine von vornherein keineswegs selbstverstéandliche
Tatsache, dass die Untersuchung solcher polynomialer Kombinationen aus f
bei der Untersuchung von f selbst hilfreich ist. Den beschriebenen Ausdruck
kann man so auffassen, dass in das Polynom a, X"+ a,_1 X" 14+ -+ as X%+
a1 X + ag fiir die Variable X die lineare Abbildung f eingesetzt wird. Diese
Zuordnung durch Einsetzen besitzt die folgenden strukturellen Eigenschaf-
ten.

Lemma 20.2. Sei K ein Korper, V ein K-Vektorraum und
f:vV—V
eine lineare Abbildung. Dann erfillt die Abbildung
K[X] — End (V), P+— P(f),
die folgenden Figenschaften.

(1) Fiir konstante Polynome P = aq ist

P(f) = ao(f) = aof® = aoldy .
Insbesondere wird das Nullpolynom auf die Nullabbildung und das
konstante 1-Polynom auf die Identitdt abgebildet.
(2) Es st
(P+Q)(f) = P(f)+Q(f) = Q(f) + P(f)
fir alle Polynome P,Q € K[X].
(3) Es ist
(P-Q)(f) = P(f)eQ(f) = Q(f) o P(f)

fir alle Polynome P,Q € K[X].
(4) Es ist
(X)) = 1"

fiir alle n € N.

Beweis. (1) und (4) stecken in der Definition des Einsetzungshomomorphis-
mus drin. Daraus ergeben sich auch (2) und (3). O

Wenn V' endlichdimensional ist, sagen wir die Dimension d besitzt, so sind
samtliche Potenzen f*, k € N, Elemente im d?>-dimensionalen Vektorraum

Hompg (V, V) = End (V)

aller linearen Abbildungen von V' nach V. Wegen der Endlichkeit des Homo-
morphismenraumes miissen daher diese Potenzen linear abhéngig sein, d.h.
es gibt ein m € N und Koeffizienten a;, 0 < i < m, die nicht alle 0 sind, mit

amfm + &mflfmil + -+ Ggfz + alf +ay = 0
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(dabei ist m < d? unmittelbar klar, wir werden spéter sehen, dass sogar stets
m < d ist). Das entsprechende Polynom a,, X™ + A1 X4 b ap X2+
a1 X + ag hat also die Eigenschaft, dass es selbst nicht das Nullpolynom ist,
dass aber, wenn man iiberall X durch f ersetzt, die Nullabbildung auf V'
herauskommt. Wir fragen uns:

e Gibt es eine Struktur auf der Menge aller Polynome P € K[X] mit P(f) =
07

e Gibt es ein besonders einfaches Polynom Py € K[X] mit Py(f) = 07
e Wie kann man es finden?

e Welche Eigenschaften von f kann man aus der Faktorzerlegung von diesem
Polynom F, ablesen?

Bemerkung 20.3. Sei K ein Korper, V ein endlichdimensionaler K-Vektor-
raum und
f:V—V

eine lineare Abbildung. Es sei vy,...,v, eine Basis von V und es sei M die
zugehorige Matrix. Nach Lemma 11.9 entsprechen sich die Verkniipfung von
linearen Abbildungen und die Matrixmultiplikation. Insbesondere entspre-
chen sich f™ und M". Ebenso entsprechen sich die Skalarmultiplikation und
die Addition auf dem Endomorphismenraum End (V) und dem Matrizen-
raum. Daher kann man statt mit der Zuordnung P — P(f) genauso gut mit
der Zuordnung P +— P(M) arbeiten.

20.3. Ideale.

Definition 20.4. Eine nichtleere Teilmenge a eines kommutativen Ringes R
heifit Ideal, wenn die beiden folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(1) Fiir alle a,b € aist auch a +b € a.
(2) Fiir alle a € a und r € R ist auch ra € a.

Die Eigenschaft, nichtleer zu sein, kann man durch die Bedingung 0 € a
ersetzen.

Definition 20.5. Zu einer Familie von Elementen ay, as, ..., a, € R in einem
kommutativen Ring R bezeichnet (aj,as,...,a,) das von diesen Elementen
erzeugte Ideal. Es besteht aus allen Linearkombinationen

riay + roag + -0+ pay,
wobei r1,79,...,r, € R sind.
Definition 20.6. Ein Ideal a in einem kommutativen Ring R der Form
a = (a) = Ra = {ra: r e R}.
heifit Hauptideal.
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Das Nullelement bildet in jedem Ring das sogenannte Nullideal, das wir ein-
fach als 0 = (0) = {0} schreiben. Die 1 und iiberhaupt jede Einheit erzeugt
als Ideal schon den ganzen Ring. Eine Einheit in einem kommutativen Ring
R ist ein Element z € R, fiir das es ein y € R mit xy = 1 gibt. Ein kom-
mutativer Ring ist genau dann ein Korper, wenn alle Elemente aufler der 0
Einheiten sind.

Definition 20.7. Das Finheitsideal in einem kommutativen Ring R ist der
Ring selbst.

In einem Korper gibt es nur diese beiden Ideale.

Lemma 20.8. FEs sei R ein kommutativer Ring. Dann sind folgende Aussa-
gen dquivalent.

(1) R ist ein Korper.
(2) Es gibt in R genau zwei Ideale.

Beweis. Wenn R ein Korper ist, so gibt es das Nullideal und das Einheits-
ideal, die voneinander verschieden sind. Sei I ein von 0 verschiedenes Ideal
in R. Dann enthélt / ein Element x # 0, das eine Einheit ist. Damit ist
1 =zz7! €I und damit I = R.

Sei umgekehrt R ein kommutativer Ring mit genau zwei Idealen. Dann kann
R nicht der Nullring sein. Sei nun z ein von 0 verschiedenes Element in R.
Das von x erzeugte Hauptideal Rx ist # 0 und muss daher mit dem anderen
Ideal, also mit dem Einheitsideal iibereinstimmen. Das heifit insbesondere,
dass 1 € Rz ist. Das bedeutet also 1 = xr fiir ein r € R, so dass x eine
Einheit ist. U

20.4. Ideale in K[X].

Satz 20.9. In einem Polynomring tber einem Koérper ist jedes Ideal ein
Hauptideal.

Beweis. Sei I ein von 0 verschiedenes Ideal in K[X]. Betrachte die nicht-leere
Menge

{grad (P)|P € I, P # 0} .

Diese Menge hat ein Minimum m € N, das von einem Element F' € I,
F # 0, herriihrt, sagen wir m = grad (F'). Wir behaupten, dass [ = (F) ist.
Sei hierzu P € [ gegeben. Aufgrund von Satz 19.4 gilt

P =FQ+ R mit grad (R) < grad (F') oder R =10.

Wegen R € I und der Minimalitét von grad (F') kann der erste Fall nicht
eintreten. Also ist R = 0 und P ist ein Vielfaches von F. U
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20.5. Das Minimalpolynom.

Definition 20.10. Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und
f:vV—V

eine lineare Abbildung. Dann heifit das eindeutig bestimmte normierte Po-
lynom gy € K[X] minimalen Grades mit

pr(f) =0

das Minimalpolynom von f.

Korollar 20.11. Es sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum tiber einem
Korper K und es sei
f:V—V
eine lineare Abbildung. Dann ist die Menge
{P e K[X][P(f) =0}

ein Hauptideal im Polynomring K[X], das vom Minimalpolynom py erzeugt
wird.

Beweis. Siehe Aufgabe 20.8. ]

Beispiel 20.12. Zur Identitét Idy auf einem K-Vektorraum ist das Minimal-
polynom gleich X —1. Dieses geht ja unter dem Einsetzungshomomorphismus
auf

Idy —Idy = 0.
Ein konstantes Polynom aq geht auf ag Id, was, auler bei ag = O oder V= 0,
nicht die Nullabbildung ist.

Fiir eine Streckung, also eine Abbildung der Form A Idy, ist das Minimalpoly-
nom, vorausgesetzt A # 0 und V' # 0, gleich X — A. Fiir die Nullabbildung
auf V' 2 0 ist X das Minimalpolynom, bei V' = 0 ist es das konstante
Polynom 1.

Beispiel 20.13. Zur einer Diagonalmatrix

d 0 - 0
M= 0 dy :
: 0
0 --- 0 d,

mit verschiedenen Eintrédgen d; ist das Minimalpolynom gleich
P = (X —d)(X —dy)- (X —dy).
Dieses Polynom geht unter der Einsetzung auf
(M —dE,) o (M —dyE,) o (M —d,E,).

Wenden wir darauf den Standardvektor e; an, so wird er von dem Faktor
(M —d;E,) auf (d; — d;)e; abgebildet. Der i-te Faktor sichert also, dass e;
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insgesamt annulliert wird. Da somit eine Basis zu 0 gemacht wird, muss es
sich insgesamt um die Nullabbildung handeln.

Angenommen, es wiirde ein Polynom () kleineren Grades geben mit
QM) = 0.
Dann ist nach Korollar 20.11
P =QSs

und nach Lemma 19.8 muss () ein Teilprodukt der Linearfaktoren von P sein.
Sobald man aber einen Faktor von P wegldsst, sagen wir X — d;, so wird e;
durch die zugehorige Abbildung nicht mehr annulliert.

Beispiel 20.14. Zur Matrix
01
= (o)

ist X? das Minimalpolynom. Dieses Polynom wird beim Einsetzen zur Nul-
labbildung, wegen
o (00
M = (O 0.

Die Teiler von X? von kleinerem Grad sind konstante Polynome # 0 und
a1 X mit a; # 0, aber diese Polynome annullieren nicht M.

20. ARBEITSBLATT

Gar nicht mehr lange! Wir wiinschen schon jetzt frohe Weihnachten!

Die Pausenaufgabe
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Aufgabe 20.1. Berechne das Ergebnis, wenn man im Polynom
X?-5X+3
die Variable X durch die 2 x 2-Matrix

(53)

Ubungsaufgaben

ersetzt.

Aufgabe 20.2.*

Man finde ein Polynom
f=a+bX +cX?
mit a,b,c € R derart, dass die folgenden Bedingungen erfiillt werden.

f(=1)=2, f(1) =0, f(3) =5.

Aufgabe 20.3. Man finde ein Polynom
f=a+bX +cX?*+dX?
mit a, b, c,d € R derart, dass die folgenden Bedingungen erfiillt werden.

Aufgabe 20.4. Finde fiir die folgenden drei Mengen
{1,3,5,7,9,...}, {1,2,4,8,16,...}, {9,99,999, 9999, 99999, ...}
(die alle die Form {ay, as, as, ay, as, ...} besitzen) jeweils ein Polynom
P(k) = co + c1k + cak® + csk® + cyk?
(mit Koeffizienten ¢; € Q) mit
P(1) =ay, P(2) = ay, P(3) = a3, P(4) = a4, P(5) = a5 .

Aufgabe 20.5.*
Berechne das Ergebnis, wenn man im Polynom
2X° —5X*+7X —4
die Variable X durch die 2 x 2-Matrix
6 3)
5 3

ersetzt.
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Aufgabe 20.6. Es sei
fig: V—V

ein Endomorphismen auf einem K-Vektorraum V und P € K[X] Polynom.
Zeige, dass die Gleichheit

P(fog) = P(f)o P(g)

im Allgemeinen nicht gilt.

Aufgabe 20.7.*

c d
Py = X? — Spur (M) X + det M.
Zeige, dass Py (M) = 0 ist.

Zu einer 2 x 2-Matrix M = (a b) sel

Aufgabe 20.8. Es sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber einem
Korper K und es sei
f:V—V
eine lineare Abbildung. Zeige, dass die Menge
{P e K[X]|P(f) =0}

ein Hauptideal im Polynomring K[X] ist, das vom Minimalpolynom iy er-
zeugt wird.

Aufgabe 20.9. Es sei M eine Matrix mit dem Minimalpolynom X — a.
Zeige, dass M die Streckung mit dem Streckungsfaktor a ist.

Aufgabe 20.10. Wir besprechen die Minimalpolynome zu den Elementar-
matrizen.

a) Zeige, dass das Minimalpolynom einer Vertauschungsmatrix V;; gleich
X2 — 1 ist.
b) Zeige, dass das Minimalpolynom einer skalaren Elementarmatrix Sk(s)
mit s # 1 gleich

X2 —(s+1)X +s
ist.
c) Zeige, dass das Minimalpolynom einer Additionsmatrix A;;(a) von der
Form

(X -1t

ist. Was ist dabei k7
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Aufgabe 20.11.*

Es sei V' # 0 ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und
p: V=V

eine Projektion. Zeige, dass es fiir das Minimalpolynom zu ¢ drei Moglich-
keiten gibt, namlich X, X — 1 und X (X —1).

Aufgabe 20.12.*

Es sei K C L eine Korpererweiterung. Es sei eine n x n-Matrix M iiber K
gegeben. Zeige, dass das Minimalpolynom P € K[X] mit dem Minimalpoly-
nom zu M iibereinstimmt, wenn man die Matrix iiber L auffasst.

Aufgabe 20.13.*

Es sei M eine n x n-Matrix iiber K mit dem Minimalpolynom P € K[X].
Es sei

P=F. - F

eine Faktorzerlegung in Polynome F; von positivem Grad. Zeige, dass F;(M)
nicht bijektiv ist.

Aufgabe 20.14. Wir betrachten die lineare Abbildung
o: K& — K™,

die durch e, +— e, festgelegt ist. Zeige, dass ¢ nur vom Nullpolynom an-
nulliert wird.

Die Weihnachtsaufgabe fiir die ganze Familie

Aufgabe 20.15. Welches Bildungsgesetz liegt der Folge
1, 11, 21, 1211, 111221, 312211, ...
zugrunde?

(Es wird behauptet, dass diese Aufgabe fiir Grundschulkinder sehr einfach
und fiir Mathematiker sehr schwierig ist.)

Aufgaben zum Abgeben
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Aufgabe 20.16. (4 Punkte)

Man finde ein Polynom f vom Grad < 3, fiir welches
f0)==1, f(=1)= =3, f(1) = 7, f(2) = 21

gilt.

Aufgabe 20.17. (3 Punkte)

Man finde ein Polynom
f=a+bX +cX?

mit a, b, c € C derart, dass die folgenden Bedingungen erfiillt werden.

f) =1, fQ) =141, f(1—2i)=—i.

Aufgabe 20.18. (3 Punkte)

Berechne das Ergebnis, wenn man im Polynom
—X?+6X%—6X +27

die Variable X durch die 3 x 3-Matrix

5 3 2
5 4 1
7 3 0
ersetzt.
Aufgabe 20.19. (3 Punkte)
Es sei
f:vV—V

ein Endomorphismus auf einem K-Vektorraum V und
g:V—V
ein Isomorphismus. Zeige, dass fiir jedes Polynom P € K[X] die Gleichheit
gP(f)g™ = P(gfg™")
gilt.

Aufgabe 20.20. (4 Punkte)
Wir betrachten die Abbildung
f: N— N,
die dem Bildungsgesetz aus Aufgabe 20.15 entspricht.

(1) Ist f wachsend?
(2) Ist f surjektiv?
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(3) Ist f injektiv?
(4) Besitzt f einen Fixpunkt?

Die Weihnachtsaufgabe

Aufgabe 20.21. (10 Punkte)
Wir betrachten die Abbildung

f: N— N,

die dem Bildungsgesetz aus Aufgabe 20.15 entspricht. Unter einem Zykel von
f der Lénge n verstehen wir ein 2 € N derart, dass f"(z) = = ( f™ bezeichnet
die n-te Hintereinanderschaltung von f mit sich selbst) und f*(x) # x ist fiir
1=1,2,...,n— 1. Besitzt f Zykel der Lange n > 27

(Diese Aufgabe ist gesondert abzugeben, die Deckelregel findet fiir sie keine
Anwendung,. )

21. VORLESUNG - EIGENVEKTOREN

Ein guter Schiiler lernt auch
bei einem schlechten Lehrer ...

21.1. Eigentheorie.

Unter einer Achsenspiegelung in der Ebene verhalten sich gewisse Vektoren
besonders einfach. Die Vektoren auf der Spiegelungsachse werden auf sich
selbst abgebildet, und die dazu senkrechten Vektoren werden auf ihr Ne-
gatives abgebildet. Beiden Vektoren ist gemeinsam, dass ihr Bild unter der
linearen Abbildung in dem von diesem Vektor aufgespannten eindimensio-
nalen Unterraum bleibt. In der Theorie der Eigenwerte und Eigenvektoren
untersucht man, ob es zu einer linearen Abbildung Geraden (also eindimen-
sionale Unterrdume) gibt, die unter der Abbildung auf sich selbst abgebildet
werden.
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Eine Achsenspiegelung besitzt zwei Figengeraden, die Spiegelungsachse zum
Eigenwert 1 und die dazu senkrechte Gerade zum Eigenwert —1.

Definition 21.1. Es sei K ein Koérper, V' ein K-Vektorraum und
p: V—V

eine lineare Abbildung. Dann heifit ein Element v € V', v # 0, ein Eigenvektor
von ¢ (zum Eigenwert \), wenn

p(v) = Av
mit einem \ € K gilt.

Ein Eigenvektor ist also ein Vektor v # 0, der zu ¢(v) linear abhéngig ist.

1L PV A7l
AL

é/

Y7’

Eine Scherung hat eine Eigengerade zum Eigenwert 1 und keine weiteren
Eigenwerte.
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Bei einer Drehung der Ebene um 0 gibt es keine Eigenvektoren, aufler bei einer
Halbdrehung oder einer Volldrehung.

Definition 21.2. Es sei K ein Korper, V ein K-Vektorraum und
p: V—V

eine lineare Abbildung. Dann heifit ein Element A\ € K ein Eigenwert zu o,
wenn es einen von 0 verschiedenen Vektor v € V' mit

p(v) = M
gibt.

Die Menge aller Eigenwerte zu ¢ nennt man, vor allem im funktionalanaly-
tischen Kontext, das Spektrum von .

Definition 21.3. Es sei K ein Korper, V ein K-Vektorraum und
p: V=V
eine lineare Abbildung. Zu A € K nennt man
Eig,(¢) := {v e V]p(v) = Av}
den Figenraum von ¢ zum Wert \.
Wir erlauben also beliebige Werte in der Definition der Eigenrdume. Wir
werden gleich zeigen, dass es sich dabei um Untervektorrdume handelt. Einen

eindimensionalen Eigenraum nennen wir auch Figengerade. Fiir die meisten
(némlich alle bis auf endlich viele) A ist der Eigenraum einfach der Nullraum.

Fiir Matrizen verwenden wir die entsprechenden Begriffe, die von der zu-
gehorigen linearen Abbildung auf dem K™ nahegelegt werden. Ein n-Tupel
T

heifit Eigenvektor zur n x n-Matrix M, wenn

Tn

Tn, Ty
gilt, und X heifit dann Eigenwert der Matrix.

Definition 21.4. Es sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. Zu a € K
heifit die lineare Abbildung

p: V—V v+— av,

die Streckung (oder Homothetie) zum Streckungsfaktor a.
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Bei a = 1 liegt die Identitdt vor und bei @ = —1 spricht man von einer
Punktspiegelung. Bei einer Streckung mit dem Streckungsfaktor a ist jeder
Vektor v # 0 ein Eigenvektor zum Eigenwert a. Der Eigenraum zum Eigen-
wert a ist der Gesamtraum. Umgekehrt kann man einen Endomorphismus auf
einen Eigenraum (vorne und hinten) einschréinken, ndmlich die Abbildung

Plrigy (o)1 Eigr(p) — Eigy(v)
betrachten. Diese Abbildung ist einfach die Streckung mit dem Faktor .

Beispiel 21.5. Wir betrachten die durch eine Diagonalmatrix

d 0 - o 0
0 do 0 -+ 0
0O -~ 0 dy-1 O
0 -+« -~ 0 d,

gegebene lineare Abbildung
p: K" — K", e; — d;e;.
Die Diagonaleintrége d; sind Eigenwerte von ¢, und zwar ist e; ein zugehériger

Eigenvektor. Die Eigenrdume sind

Eigy(¢)
= {v € K"|v ist Linearkombination von solchen e;, fiir die d = d; ist} .

Diese Rdume sind genau dann von 0 verschieden, wenn d mit einem Diago-
naleintrag {ibereinstimmt. Die Dimension der Eigenrdume ist gegeben durch
die Anzahl, wie oft der Wert d in der Diagonalen vorkommt. Die Summe
dieser Dimensionen ergibt n.

Beispiel 21.6. Wir betrachten die durch die Matrix

05
= (10)
definierte lineare Abbildung

ceme ()= ()~ ()

Die Frage, ob diese Abbildung Eigenwerte besitzt, fithrt zur Frage, ob es
A € Q derart gibt, dass die Gleichung

(1 6) () =)

eine nichtriviale Losung (x,y) # (0,0) besitzt. Bei gegebenem A kann dies
auf ein lineares Problem zuriickgefiihrt werden, das mit dem Eliminations-
algorithmus einfach gelost werden kann. Die Frage aber, ob es Eigenwerte
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iiberhaupt gibt, fithrt wegen dem variablen , Figenwertparameter* \ zu einem
nichtlinearen Problem. Das obige Gleichungssystem bedeutet ausgeschrieben

S5y = Az und x = \y.
Bei y = 0 ist auch x = 0, der Nullvektor ist aber kein Eigenvektor. Sei also
y # 0. Aus den beiden Gleichungen erhélt man die Bedingung
Sy = Az = M\,
woraus
5=\
folgt. Da in Q die Zahl 5 keine Quadratwurzel besitzt, gibt es keine Losung

und das bedeutet, dass ¢ keine Eigenwerte und damit auch keine Eigenvek-
toren besitzt.

Wir fassen nun die Matrix M als eine reelle Matrix auf und untersuchen die
zugehorige Abbildung

e () (02

Die gleichen Rechnungen fithren auf die notwendige Losungsbedingung 5 =
A2, die jetzt von den beiden reellen Zahlen

A =V5und Ay = —V5

erfiillt wird. Fiir diese beiden Werte kann man unabhéngig voneinander nach
Eigenvektoren suchen. Wir betrachten zuerst den Fall A = \/5, was zum
linearen Gleichungssystem

(6 ()= ()

fiihrt. Dies schreibt man als

(06 %) 6

bzw. als lineares Gleichungssystem

(7 0)-6)-

Dieses ist einfach 16sbar, der Losungsraum ist eindimensional und
= (%)

Fiir A = —+/5 fiithren dieselben Umformungen zu einem weiteren linearen
Gleichungssystem, fiir das der Vektor

(1)

ist eine Basislosung.
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eine Basislosung ist. Uber R sind also v/5 und —/5 Eigenwerte und die
zugehorigen Eigenrdume sind

i) () s} wt e o)< {5 (VF) o)

Lemma 21.7. Es sei K ein Korper, V ein K-Vektorraum,
p: V—V
eine lineare Abbildung und A € K. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Der Eigenraum

Eig, (¢)
ist ein Untervektorraum von V.
(2) A ist genau dann ein Figenwert zu ¢, wenn der Eigenraum Eig, ()
nicht der Nullraum ist.
(3) Ein Vektor v € V, v # 0, ist genau dann ein Eigenvektor zu \, wenn
v € Eig,(p) ist.

Beweis. (1). Seien u,v € Eig,(¢) und sei w = au + bv. Dann ist
o(w) = ap(u) + bp(v) = alu+bAv = Aau + bv) = Iw.
(2) und (3) folgen direkt aus den Definitionen. d

21.2. Kern und Fixraum.

Lemma 21.8. Es sei K ein Korper, V ein K-Vektorraum und
p:V—V
eine lineare Abbildung. Dann ist

kern ¢ = Eigy(¢)

Insbesondere ist 0 genau dann ein Figenwert von p, wenn ¢ nicht injektiv
15t.

Beweis. Siehe Aufgabe 21.9. O

Bemerkung 21.9. Neben dem Eigenraum zu 0 € K, der der Kern der linea-
ren Abbildung ist, sind die Eigenwerte 1 und —1 besonders interessant. Der
Eigenraum zu 1 besteht aus allen Vektoren, die auf sich selbst abgebildet wer-
den. Auf diesem Unterraum wirkt also die Abbildung wie die Identitét. Der
Eigenraum zu —1 besteht aus allen Vektoren, die auf ihr Negatives abgebildet
werden. Auf diesem Unterraum wirkt die Abbildung wie eine Punktspiege-
lung.

Definition 21.10. Es sei K ein Korper, V' ein K-Vektorraum und
p: V—V

eine lineare Abbildung. Unter dem Fizraum zu ¢ versteht man den Eigen-
raum zum Eigenwert 1, also die Menge {v € V| p(v) = v}.
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21.3. Eigenwerte bei Basiswechseln.
Lemma 21.11. Es se:
p: V—V
ein Endomorphismus auf dem K-Vektorraum V und es sei
fV—Ww
ein Isomorphismus von K-Vektorrdaumen. Es sei
Y= fopof

Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Ein Vektor v € V ist genau dann Eigenvektor zu ¢ zum FEigenwert
a € K, wenn f(v) ein Eigenvektor zu v zum Eigenwert a ist.

(2) ¢ und 1 besitzten die gleichen Figenwerte.

(3) Die Abbildung f induziert fiir jedes a € K einen Isomorphismus

[ Eig,(p) — Eig,(¥).

Beweis. (1). Sei v € V ein Eigenvektor zu ¢ zum Eigenwert a. Sei

w = f(v).
Dann ist
b(w) = (fopof )(f(v)) = (fop)(v) = f(p(v)) = flav) = af(v) = aw.
Die Umkehrung gilt genauso. (2) und (3) folgen direkt aus (1). O

Wenn ein Endomorphismus auf einem endlichdimensionalen Vektorraum vor-
liegt, der beziiglich einer Basis durch die Matrix M beschrieben wird, so
entsprechen sich Eigenwerte und Eigenvektoren. Das Eigenvektortupel der
Matrix ist das Koordinatentupel des entsprechenden Eigenvektors beziiglich
der Basis. Die Eigenwerte hdngen nicht von der gewéahlten Basis ab, die Ei-
gentupel schon.

Korollar 21.12. FEs sei p: V — V ein Endomorphismus auf dem endlich-
dimensionalen K-Vektorraum V und es set u = uq,...,u, eine Basis von
V. Es set M = M, die beschreibende Matriz zu ¢ beziiglich dieser Basis.
Dann ist v € V' genau dann ein Figenvektor zu ¢ zum FEigenwert a, wenn
das Koordinatentupel zu v beziiglich der Basis ein FEigenvektor zu M zum
Figenwert a ist. Insbesondere besitzen ¢ und M die gleichen Eigenwerte.

Beweis. Dies folgt direkt aus Lemma 21.11 (1) unter Verwendung des Dia-
gramms

vV 5V
Uit i
K M e
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Korollar 21.13. Es sei M eine n X n-Matrix tiber einem Koérper K und es
set B eine tnvertierbare n x n-Matriz. Es sei a € K. Dann ist ein n-Tupel
X

genau dann ein Eigenvektor zum Figenwert a, wenn

Tn

T Tn

ein Eigenvektor zur Matriv BM B~ zum FEigenwert a ist. Insbesondere be-
sitzen M und BM B~ die gleichen Eigenwerte.

Beweis. Dies folgt aus Lemma 21.11. O

21. ARBEITSBLATT

Die Pausenaufgabe

3
Aufgabe 21.1. Uberpriife, ob der Vektor [ 1 | ein Eigenvektor zur Matrix
-1
-2 =51
0 -2 2
4 =35

ist und bestimme, falls ein Eigenvektor vorliegt, den zugehorigen Eigenwert.

Ubungsaufgaben

Aufgabe 21.2. Was sind bei einer linearen Abbildung
p: K — K

die Eigenwerte und die Eigenvektoren von ¢?

Aufgabe 21.3. Es seien

o, V—V
Endomorphismen auf einem K-Vektorraum V' und es sei v € V' ein Eigen-
vektor von ¢ und von . Zeige, dass v auch ein Eigenvektor von ¢ o ) ist.
Was ist der Eigenwert?
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Aufgabe 21.4. Bestimme die Eigenvektoren und die Eigenwerte zu einer
linearen Abbildung
0: R — R?

die durch eine Matrix der Form (8 Z) gegeben ist.

Aufgabe 21.5. Zeige, dass der erste Standardvektor ein Eigenvektor zu einer
jeden oberen Dreiecksmatrix ist. Was ist der Eigenwert?

Aufgabe 21.6.*

Es sei
dy  * *
O dg * *
M=|: - - -
0 --- 0 dp_1 =x*
0 -+ .- 0 d,

eine obere Dreiecksmatrix. Zeige, dass ein Eigenwert zu M ein Diagonalein-
trag von M sein muss.

Aufgabe 21.7. Man gebe ein Beispiel fiir eine lineare Abbildung
0: R? — R?

derart, dass ¢ keine Eigenwerte besitzt, dass aber eine gewisse Potenz ¢",
n > 2, Eigenwerte besitzt.

Aufgabe 21.8. Zeige, dass jede Matrix
M e MatQ(C)

mindestens einen Eigenwert besitzt.

Aufgabe 21.9. Es sei K ein Korper, V' ein K-Vektorraum und
p: V—V
eine lineare Abbildung. Zeige, dass

kern ¢ = Eigy(¢)
gilt.
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Aufgabe 21.10. Es sei K ein Korper, V ein K-Vektorraum und
p: V—V
eine lineare Abbildung. Sei A € K und sei
U = Eig,(p)
der zugehorige Eigenraum. Zeige, dass sich ¢ zu einer linearen Abbildung
olo: U — U, v p(v),

einschranken lésst, und dass diese Abbildung die Streckung um den Stre-
ckungsfaktor \ ist.

Aufgabe 21.11. Es sei ¢: V — V ein Isomorphismus auf einem K-Vektor-
raum V mit der Umkehrabbildung ¢~!. Zeige, dass a € K genau dann ein
Eigenwert von ¢ ist, wenn a~! ein Eigenwert von ¢! ist.

Aufgabe 21.12. Es sei K ein Korper, V ein K-Vektorraum und
p:V—V

eine lineare Abbildung. Es sei A € K ein Eigenwert von ¢ und P € K[X] ein
Polynom. Zeige, dass P(A) ein Eigenwert von P(yp) ist.

Aufgabe 21.13.*
Es seien Vi,...,V, Vektorrdume iiber dem Koérper K und
wir Vi —V;

lineare Abbildungen. Es sei a € K ein Eigenwert zu ¢y, fiir ein bestimmtes
k. Zeige, dass a auch ein Eigenwert zur Produktabbildung

P XX VX x V, —Vp x-oo XV,

ist.

Aufgabe 21.14. Zeige, dass A € K genau dann ein Eigenwert zu einer durch

eine Matrix der Form (CCL b) gegebenen linearen Abbildung

d
0: K? — K?

ist, wenn A\ eine Nullstelle des Polynoms

X?—(a+d)X +ad— cb

ist.
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Der Begriff des Eigenvektors ist auch fiir unendlichdimensionale Vektorraume
definiert und wichtig, wie die folgende Aufgabe zeigt.

Aufgabe 21.15. Es sei V der reelle Vektorraum, der aus allen unendlich oft
differenzierbaren Funktionen von R nach R besteht.

a) Zeige, dass die Ableitung f — f’ eine lineare Abbildung von V nach V
ist.
b) Bestimme die Eigenwerte der Ableitung und zu jedem Eigenwert minde-

stens einen Eigenvektor.®

c¢) Bestimme zu jeder reellen Zahl die Eigenrdume und deren Dimension.

Aufgabe 21.16.*
Es sei
p: V—V
ein Endomorphismus auf einem endlichdimensionalen K-Vektorraum V' und
sei v € V ein Eigenvektor zu ¢ zum Eigenwert A € K. Es sei

oV — vV
die duale Abbildung zu . Wir betrachten Basen von V' der Form v, uy, . .., u,

mit der Dualbasis v*, uj, ..., u;. Man gebe Beispiele fiir das folgende Verhal-
ten.

a) v* ist Eigenvektor von ¢* zum Eigenwert A unabhéngig von uq, ..., u,.

b) v* ist Eigenvektor von ¢* zum Eigenwert A beziiglich einer Basis v, uy, .. .,
u,, aber nicht beziiglich einer Basis v, wy, ..., w,.

c) v* ist beziiglich keiner Basis v, uq, ..., u, ein Eigenvektor von ¢*.

Aufgabe 21.17. Es sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und v €
V., v # 0, ein fixierter Vektor. Zeige, dass

R(v) = {p € End (V) |v ist Eigenvektor zu ¢}

mit der natiirlichen Addition und Multiplikation von Endomorphismen ein
Ring und ein Untervektorraum von End (V) ist. Bestimme die Dimension
dieses Raumes.

ai
Aufgabe 21.18. Es sei K ein Korper, ¢ € K und a = : € K" ein
an
von 0 verschiedener Vektor. Erstelle ein inhomogenes lineares Gleichungssy-
stem, dessen Losungsmenge genau diejenigen n X n-Matrizen sind, fiir die

33In diesem Zusammenhang spricht man auch von Eigenfunktionen.
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a ein Figenvektor zum FEigenwert c ist. Was ist das Besondere an diesem
Gleichungssystem und welche Dimension hat die Losungsmenge?

Aufgabe 21.19. Es sei M eine reelle n x n-Matrix. Es sei a € R eine reelle
Zahl, die ein Eigenwert von M ist, wenn man diese als eine komplexe Matrix
auffasst. Zeige, dass a schon im Reellen ein Eigenwert von M ist.

Man verallgemeinere die vorstehende Aufgabe fiir eine Koérpererweiterung
K C L.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 21.20. (3 Punkte)

Es sei K ein Korper, V' ein K-Vektorraum und
p:V—V

eine lineare Abbildung. Zeige, dass ¢ genau dann eine Streckung ist, wenn
jeder Vektor v € V, v # 0, ein Eigenvektor von ¢ ist.

Aufgabe 21.21. (4 Punkte)
Betrachte die Matrix

v (L))

Zeige, dass M als reelle Matrix keine Eigenwerte besitzt. Bestimme die Ei-
genwerte und die Eigenrdume von M als komplexer Matrix.
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Aufgabe 21.22. (6 Punkte)

Betrachte die reellen Matrizen

(‘cL Z) € Mat,(R) .

Man charakterisiere in Abhéngigkeit von a, b, ¢, d, wann eine solche Matrix

(1) zwei verschiedene Eigenwerte,

(2) einen Eigenwert mit einem zweidimensionalen Eigenraum,
(3) einen Eigenwert mit einem eindimensionalen Eigenraum,
(4) keinen Eigenwert,

besitzt.

Aufgabe 21.23. (2 Punkte)
Es sei K ein Korper, V' ein K-Vektorraum und
p: V—V
eine lineare Abbildung mit
" =Idy
fiir ein gewisses n € N.34 Zeige, dass jeder Eigenwert A von ¢ die Eigenschaft
A" =1 besitzt.

Aufgabe 21.24. (4 Punkte)

Es sei K ein Korper und es sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum. Es sei

p: V—V
eine lineare Abbildung. Es sei A # 0 ein Eigenwert von ¢ und v ein zugehori-
ger Figenvektor. Zeige, dass es zu einer gegebenen Basis v, us, ..., u, von V
eine Basis v, ws, ..., w, gibt mit (v, u;) = (v,w;) und mit

o(wj) € (uj, i =2,...,n)
fir alle j =2,... n.

Zeige ebenso, dass dies bei A = 0 nicht moglich ist.

22. VORLESUNG - DIAGONALISIERBARKEIT

... und ein guter Lehrer kann
auch einem schlechten Schiiler
was beibringen

34Der Wert n = 0 ist hier erlaubt, aber aussagelos.
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22.1. Beziehung zwischen Eigenrdumen.

Wir haben in der letzten Vorlesung gesehen, dass der Eigenraum zu 0 der
Kern des Endomorphismus ist. Wesentlich allgemeiner als in Lemma 21.8 gilt
die folgende Charakterisierung.

Lemma 22.1. Es sei K ein Korper, V ein K-Vektorraum und
p: V=V
eine lineare Abbildung. Es sei A\ € K. Dann ist
Eig,(¢) = kern (A - Idy —¢) .
Beweis. Sei v € V. Dann ist v € Eig,(¢) genau dann, wenn ¢(v) = Av ist,

und dies ist genau bei Av—p(v) = 0 der Fall, was man als (A - Idy —¢) (v) =0
schreiben kann. 4

Insbesondere ist ein A € K genau dann ein Eigenwert von ¢, wenn A Idy —¢
nicht injektiv ist. Fiir ein gegebenes A lasst sich diese Eigenschaft einfach mit
Hilfe eines linearen Gleichungssystems (oder der Determinante) iiberpriifen
und ebenso der Eigenraum beerechnen. Dagegen ist es kein lineares Problem,
zu entscheiden, ob ¢ iiberhaupt Eigenwerte besitzt und diese zu bestimmen.
Bei einer n x n-Matrix M muss man den Kern der Matrix AE,, — M bestim-
men. Wenn man beispielsweise wissen mochte, ob die Matrix <_2 g) den
Eigenwert 3 besitzt, so sieht man anhand von

(4 5) =o)L D) - (2 5
sofort, dass dies nicht der Fall ist.
Lemma 22.2. Es sei K ein Korper, V ein K-Vektorraum und
p:V—V
eine lineare Abbildung. Es seien \y # Ay Elemente in K. Dann ist

Eig,, (¢) NEig,,(¢) = 0.

Beweis. Sei v € Eig,y, () N Eig,,(¢). Dann ist
Ao = p(v) = Av.

Also ist
()\1 — )\2)’(} = 0,

woraus wegen A\; # Ay direkt v = 0 folgt. U
Lemma 22.3. Es sei K ein Kirper, V ein K-Vektorraum und
p: V—V
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eine lineare Abbildung. Es seien vy, ..., v, Figenvektoren zu (paarweise) ver-
schiedenen FEigenwerten Ai,..., N\, € K. Dann sind vy,...,v, linear un-
abhdngig.

Beweis. Wir beweisen die Aussage durch Induktion nach n. Fiir n = 0 ist
die Aussage richtig. Sei die Aussage also fiir weniger als n Zahlen bewiesen.
Betrachten wir eine Darstellung der 0, also

avy + -+ ayv, =0.
Wir wenden darauf ¢ an und erhalten einerseits
arp(vy) + -+ anp(vy,) = Mayvy + -+ + Apav, = 0.
Andererseits multiplizieren wir die obige Gleichung mit A, und erhalten
Ap@1v1 + - -+ Apanv, = 0.
Die so entstandenen Gleichungen zieht man voneinander ab und erhalt
(A — A)arvr + -+ (A — Ap—1) @101 = 0.

Aus der Induktionsvoraussetzung folgt, dass alle Koeffizienten (A, —\;)a; = 0,
i =1,...,n—1, sein miissen. Wegen \,—\; # 0 folgt a; = 0fiirte =1,...,n—1
und wegen v,, # 0 ist dann auch a,, = 0. U

Korollar 22.4. Es sei K ein Korper und es sei V' ein endlichdimensionaler
K-Vektorraum. Es sei

p: V=V

eine lineare Abbildung. Dann gibt es mazimal dim (V') viele Figenwerte zu
Q.

Beweis. Siehe Aufgabe 22.3. O

Insbesondere besitzt ein Endomorphismus auf einem endlichdimensionalen
Vektorraum nur endlich viele Eigenwerte.
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22.2. Geometrische Vielfachheit.

Die Einschrankung einer linearen Abbildung auf einen Eigenraum ist die
Streckung um den zugehorigen Eigenwert, also eine besonders einfache lineare
Abbildung. Beziiglich einer Diagonalmatrix

d 0 - - 0
0 do 0 -+ 0
0O -~ 0 dy-1 O
0 -+« -+ 0 d,

besitzt die Standardbasis die Figenschaft, dass jeder Basisvektor ein Eigen-
vektor zu der durch die Matrix gegebenen Abbildung ist. Bei einer Diago-
nalmatrix kann man sofort die Eigenrdume angeben, siehe Beispiel 21.5, und
zwar besteht der Eigenraum zu d aus allen Linearkombinationen der Stan-
dardvektoren e;, fiir die d; gleich d ist. Insbesondere ist die Dimension des
Eigenraums gleich der Anzahl, wie oft d als Diagonalelement auftritt. Ge-
nerell sind die Dimensionen der Eigenrdume wichtige Invarianten zu einem
Endomorphismus.

Definition 22.5. Es sei K ein Korper, V' ein K-Vektorraum und
p:V—V
eine lineare Abbildung. Zu einem Eigenwert A € K nennt man

dim (Eig, (¢))

die geometrische Vielfachheit des Eigenwerts.

Ein A € K ist insbesondere genau dann ein Eigenwert von ¢, wenn seine geo-
metrische Vielfachheit mindestens 1 ist. Es ist einfach, Beispiele anzugeben,
wo die geometrische Vielfachheit eines Eigenwertes jeden Wert zwischen 1
und der Dimension des Raumes annimmt.

Lemma 22.6. Es sei K ein Kdrper und es sei V' ein endlichdimensionaler
K-Vektorraum. Es sei
p:V—V

eine lineare Abbildung. Dann ist die Summe der Eigenriume Fig, () direkt
und es ist

> " dim (Eig,(¢)) < dim (V).

AeK

Beweis. Dies folgt direkt aus Lemma 22.3. |
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22.3. Diagonalisierbarkeit.

Definition 22.7. Es sei K ein Korper, V' ein K-Vektorraum und
p: V—V

eine lineare Abbildung. Dann heifit ¢ diagonalisierbar, wenn V' eine Basis
aus Eigenvektoren zu ¢ besitzt.

Satz 22.8. Es sei K ein Kéorper und es ser V' ein endlichdimensionaler K -
Vektorraum. Es sei
p: V—V

eine lineare Abbildung. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(1) ¢ ist diagonalisierbar.

(2) Es gibt eine Basis v von V derart, dass die beschreibende Matrix
M () eine Diagonalmatriz ist.

(3) Fiir jede beschreibende Matriz M = M2 (p) beziglich einer Basis 1o
qibt es eine invertierbare Matrix B derart, dass

BMB™!

ewne Diagonalmatrix ist.

Beweis. Die Aquivalenz von (1) und (2) folgt aus der Definition, aus Beispiel
21.5 und der Korrespondenz zwischen linearen Abbildungen und Matrizen.
Die Aquivalenz von (2) und (3) folgt aus Korollar 11.11. O

Wenn ¢ diagonalisierbar ist und die Eigenwerte mit ihren geometrischen
Vielfachheiten bekannt sind, so kann man einfach eine zugehétrige Diagonal-
matrix aufstellen: Man erstellt die Diagonalmatrix, in deren Diagonalen die
Eigenwerte so oft auftreten, wie die geometrischen Vielfachheiten angeben.
Insbesondere ist die zugehorige Diagonalmatrix einer diagonalisierbaren Ab-
bildung bis auf die Reihenfolge der Diagonalelemente eindeutig bestimmt.

Beispiel 22.9. Wir schlieflen an Beispiel 21.6 an. Es gibt die beiden Ei-

genvektoren (\{5) und (_1/5) zu den verschiedenen Eigenwerten v/5 und

—/5, so dass die Abbildung nach Korollar 22.10 diagonalisierbar ist. Beziig-
lich der Basis u aus diesen Eigenvektoren wird die lineare Abbildung durch

die Diagonalmatrix
V5 0
0 —V5)°

Die Ubergangsmatrix von der Basis u zur durch e; und e, gegebenen Stan-

dardbasis v ist einfach
= (7).

beschrieben.
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Die inverse Matrix dazu ist
(49 (4
2v5 \-1 Vb N
Geméif Korollar 11.11 besteht die Beziehung
V5 o0 bR\ (VB 5
0 V5 ;o)\
_ (35 3\ (0 5\ (V5 5
=L 1) 10 1 1)
2v5 2

Korollar 22.10. Es sei K ein Kdorper und es sei V' ein endlichdimensionaler
K-Vektorraum. Es sei

N [—= DO |
\/

p: V=V
eine lineare Abbildung, die n = dim (V') verschiedene FEigenwerte besitze.
Dann ist ¢ diagonalisierbar.

Beweis. Aufgrund von Lemma 22.3 gibt es n linear unabhéngige Eigenvek-
toren. Diese bilden nach Korollar 8.10 eine Basis. |

Lemma 22.11. Es sei K ein Korper und es ser V' ein endlichdimensionaler
K-Vektorraum. Es sei

p:V—V
eine lineare Abbildung. Dann ist ¢ genau dann diagonalisierbar, wenn V' die
direkte Summe der Eigenrdume ist.

Beweis. Wenn ¢ diagonalisierbar ist, so gibt es eine Basis vy,...,v, von V
aus Eigenvektoren. Es ist dann

Eig,(p) = (v;, der Eigenwert zu v; ist A).
Daher ist
V = Eig,, (¢) @ --- @ Eigy, (),
wobei die Direktheit sich aus Lemma 22.2 ergibt. Wenn umgekehrt
V = Eig,, (¢) @ --- @ Eigy, ()

vorliegt, so kann man in jedem der Eigenrdume eine Basis wéhlen. Diese

Basen bestehen aus Eigenvektoren und ergeben zusammen eine Basis von V.
O

Beispiel 22.12. Wir betrachten 2 x 2-Scherungsmatrizen

b 1)

mit a € K. Die Eigenwertbedingung fiir ein A € K bedeutet

(1) () =)
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was zu den beiden Gleichungen
r+ay =X xund y = \y

fithrt. Bei A # 1 folgt ¥ = 0 und dann auch x = 0, d.h. es kann nur 1 ein
Eigenwert sein. In diesem Fall ist die zweite Gleichung erfiillt und die erste
Gleichung wird zu

x+ay=zbzw. ay =0.

Bei a # 0 muss also y = 0 sein und dann ist (g) der Figenraum zum
Eigenwert 1, und (1) ist ein Eigenvektor, der den Eigenraum aufspannt.

Bei a = 0 liegt die Einheitsmatrix vor, und der Eigenraum zum FEigenwert
1 ist die gesamte Ebene. Bei a # 0 gibt es also nur einen eindimensionalen
Eigenraum und die Abbildung ist nicht diagonalisierbar.

Das Produkt von zwei Diagonalmatrizen ist natiirlich wieder eine Diagonal-
matrix. Das folgende Beispiel zeigt, dass das Produkt von diagonalisierbaren
Matrizen nicht diagonalisierbar sein muss.

Beispiel 22.13. Es seien G; und G5 zwei Geraden im R? durch den Null-
punkt und es seien 1 und , die Achsenspiegelungen an diesen Achsen. Eine
Achsenspiegelung ist stets diagonalisierbar, und zwar sind die Spiegelungs-
achse und die dazu senkrechte Gerade Eigengeraden (zu den Eigenwerten 1
und —1). Die Hintereinanderschaltung ¢ = @90y dieser Spiegelungen ist ei-
ne Drehung, und zwar ist der Drehwinkel das Doppelte des Winkels zwischen
den beiden Achsen. Eine Drehung ist aber nur dann diagonalisierbar, wenn
der Drehwinkel 0 oder 180 Grad betrdagt. Wenn der Winkel zwischen den
Achsen von 0,90, 180 Grad verschieden ist, so besitzt 1) keinen Eigenvektor.

22. ARBEITSBLATT
Die Pausenaufgabe

Aufgabe 22.1. Bestimme die Eigenwerte, die Eigenrdume und die geome-
trischen Vielfachheiten zur Matrix

2 0 e e e 0
0 1 Do
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Ubungsaufgaben

Aufgabe 22.2. Bestimme den Eigenraum und die geometrische Vielfachheit
zu —2 zur Matrix

NG I \V]
w o =
o W

Aufgabe 22.3.*

Es sei K ein Korper und es sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum.
Es sei

p: V—V
eine lineare Abbildung. Zeige, dass es maximal dim (V') viele Eigenwerte zu
@ gibt.

Aufgabe 22.4. Man gebe zu einem a € K und einem m, 1 < m < n,
eine n X n-Matrix iiber K an, deren einziger Eigenwert a mit geometrischer
Vielfachheit m ist.

Aufgabe 22.5.*

Es sei
M € Mat,(K)

eine Matrix mit n (paarweise) verschiedenen Eigenwerten. Zeige, dass die
Determinante von M das Produkt der Eigenwerte ist.

Aufgabe 22.6. Es sei
M € Mat,,(K)

eine Matrix mit n (paarweise) verschiedenen Eigenwerten. Zeige, dass die
Spur von M die Summe der Eigenwerte ist.

Aufgabe 22.7.*
Zeige, dass die Matrix

(1 o)

iiber Q diagonalisierbar ist.
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Aufgabe 22.8. Es sei K ein Korper und es sei V' ein endlichdimensionaler
K-Vektorraum. Es sei

p: V=V
eine lineare Abbildung und A € K. Zeige, dass der Exponent, mit dem X — A
im Minimalpolynom zu ¢ vorkommt, sowohl kleiner als auch grofler als die
geometrische Vielfachheit von A sein kann.

Aufgabe 22.9. Zeige, dass die Matrix

(2)

iiber R diagonalisierbar ist und bestimme eine Basis aus Eigenvektoren.
Fiihre den Basiswechsel explizit durch, der zu einer beschreibenden Diago-
nalmatrix fiihrt.

Aufgabe 22.10. Zeige, dass die Matrix

6 1 0
0 2 4
007

iiber R diagonalisierbar ist und bestimme eine Basis aus Eigenvektoren.
Fiihre den Basiswechsel explizit durch, der zu einer beschreibenden Diago-
nalmatrix fiihrt.

Aufgabe 22.11. Es sei M eine invertierbare Matrix iiber K. Zeige, dass M
genau dann diagonalisierbar ist, wenn die inverse Matrix M ! diagonalisier-
bar ist.

Aufgabe 22.12. Bestimme, welche Elementarmatrizen diagonalisierbar
sind.

Aufgabe 22.13. Zeige, dass eine Projektion diagonalisierbar ist.

Aufgabe 22.14. Es sei ¢: V — V ein diagonalisierbarer Endomorphismus
auf dem endlichdimensionalen K-Vektorraum V und sei P € K[X] ein Po-
lynom. Zeige, dass P(p) ebenfalls diagonalisierbar ist.

Aufgabe 22.15. Es sei M eine diagonalisierbare Matrix. Zeige, dass das
Minimalpolynom von M die Form

(X =X) - (X = \)

mit verschiedenen \; besitzt.
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Die Umkehrung der vorstehenden Aufgabe gilt ebenfalls, sieche Aufgabe 28.2.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 22.16. (4 Punkte)

Es seien Vi, ...,V endlichdimensionale Vektorrdume iiber dem Korper K
und

pi: Vi —V;
lineare Abbildungen und es sei
=1 X X! V1><-~~><Vn—>V1><--~><Vn

die Produktabbildung. Zeige, dass ¢ genau dann diagonalisierbar ist, wenn
dies fiir alle ¢; gilt.

Aufgabe 22.17. (3 Punkte)

Es sei K ein Korper und es sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum.
Es sei

p: V=V
eine lineare Abbildung und
Vi — VvV
die duale Abbildung. Zeige, dass ¢ genau dann diagonalisierbar ist, wenn ¢*
diagonalisierbar ist.

Aufgabe 22.18. (4 Punkte)
Zeige, dass die Matrix

(5 o)

iiber C diagonalisierbar ist, nicht aber iiber R. Fiihre die Diagonalisierung
iiber C durch.

Aufgabe 22.19. (4 Punkte)
Zeige, dass die Matrix

(1 o)

iiber dem Korper mit zwei Elementen Fy nicht diagonalisierbar ist.
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23. VORLESUNG - DAS CHARAKTERISTISCHE POLYNOM

Aufklarung ist der Ausgang
des Menschen aus seiner
selbst verschuldeten
Unmiindigkeit. Unmiindigkeit
ist das Unvermogen, sich
seines Verstandes ohne
Leitung eines anderen zu
bedienen. Selbstverschuldet
ist diese Unmiindigkeit, wenn
die Ursache derselben nicht
am Mangel des Verstandes,
sondern der Entschlieffung
und des Mutes liegt, sich
seiner ohne Leitung eines
anderen zu bedienen. ‘Sapere
aude! Habe Mut, dich deines
eigenen Verstandes zu
bedienen!’ ist also der
Wabhlspruch der Aufklérung.

Immanuel Kant

23.1. Das charakteristische Polynom.

Wir méchten zu einem Endomorphismus ¢: V' — V die Eigenwerte und dann
auch die Eigenrdume bestimmen. Dazu ist das charakteristische Polynom
entscheidend.

Definition 23.1. Zu einer n x n-Matrix M mit Eintragen in einem Koérper
K heifit das Polynom

xu i=det (X - E, — M)

das charakteristische Polynom3® von M.

Fir
M = (ai;);
bedeutet dies
X — a1y —ai12 N —d1p
—ag X — 29 ... —agp
xu = det
—an1 —Up2 ... X —Qun

35Manche Autoren definieren das charakteristische Polynom als Determinante von M —
X - E, anstatt von X - E,, — M. Dies dndert aber - und zwar nur bei n ungerade - nur das
Vorzeichen.
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In dieser Definition nehmen wir Bezug auf die Determinante von Matrizen,
die wir nur fiir Matrizen mit Eintrégen in einem Korper definiert haben. Die
Eintrdge sind jetzt aber Elemente im Polynomring K[X]. Da wir sie aber
als Elemente in K (X) auffassen konnen,*¢ ist dies eine sinnvolle Definition.
GeméB der Definition ist diese Determinante ein Element in K (X)), da aber
alle Eintrage der Matrix Polynome sind und bei der rekursiven Definition der
Determinante nur multipliziert und addiert wird, ist das charakteristische
Polynom wirklich ein Polynom. Der Grad des charakteristischen Polynoms
ist n und der Leitkoeffizient ist 1, d.h. die Gestalt ist

XM = Xn+Cn_1Xn_1+"'+ClX+Co.

Es gilt die wichtige Beziehung
xm(A) = det (AE, — M)
fiir jedes A\ € K, siche Aufgabe 23.4.

Fiir eine lineare Abbildung

p: V=V
auf einem endlichdimensionalen Vektorraum definiert man das charakteristi-
sche Polynom

Xo = XM »
wobei M eine beschreibende Matrix beziiglich einer beliebigen Basis sei. Der
Determinantenmultiplikationssatz zeigt, dass diese Definition unabhéngig

von der Wahl der Basis ist. Das charakteristische Polynom der Identitéit auf
einem n-dimensionalen Vektorraum ist

X = X" —nX"l 4 (Z) X2 (Z) X" 4 (;‘)X? FnX +1.

Satz 23.2. Es sei K ein Korper und es ser V' ein n-dimensionaler K-
Vektorraum. Es sei

p: V—V
eine lineare Abbildung. Dann ist A € K genau dann ein Eigenwert von o,
wenn X\ eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms x, ist.

Beweis. Es sei M eine beschreibende Matrix fiir ¢, und sei A € K vorgegeben.
Es ist

Xu (A) = det(A\E, — M) =0
genau dann, wenn die lineare Abbildung
A Idv —@
36 (X) heifit der Korper der rationalen Polynome; er besteht aus allen Briichen P/Q

zu Polynomen P,Q € K[X] mit @ # 0. Bei K = R kann man diesen Korper mit der
Menge der rationalen Funktionen identifizieren.
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nicht bijektiv (und nicht injektiv) ist (wegen Satz 16.11 und Lemma 12.4).
Dies ist nach Lemma 11.3 dquivalent zu

Eig,(p) = kern(AIdy —¢) # 0,
was bedeutet, dass der Eigenraum zu A nicht der Nullraum ist, also A ein

Eigenwert zu ¢ ist. U

0 5). Das charak-

Beispiel 23.3. Wir betrachten die reelle Matrix M = (1 0

teristische Polynom ist
xv = det (zEy — M)
10 0 5
- (oo 1) - ()
)
= det (_1 m)
= 2% —5.

Die Eigenwerte sind also + = ++/5 (diese Eigenwerte haben wir auch in
Beispiel 21.6 ohne charakteristisches Polynom gefunden).

v (5

ist das charakteristische Polynom gleich

xm = det (XB_Z X__54> = (X -2)(X —4)+15 = X* —6X +23.

Beispiel 23.4. Zur Matrix

Die Nullstellenbestimmung dieses Polynoms fiihrt zur Bedingung
(X —3)* = -23+9 = —14,

die iiber R nicht erfiillbar ist, so dass die Matrix iiber R keine Eigenwerte
besitzt. Uber C hingegegen gibt es die beiden Eigenwerte 3 + /147 und
3 — v/141. Fiir den Eigenraum zu 3 4 v/14¢ muss man

Eig3+\/ﬁi(M) = kern ((3 + \/ﬁ@) FEy — M)

= kern L+ V14i =
N 3 —1++/14i

. : : N : 5
bestimmen, ein Basisvektor (also ein Eigenvektor) davon ist (1 n \/ﬂz)
Analog ist
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Beispiel 23.5. Fiir eine obere Dreiecksmatrix

dy % e e %
0 dy *x -+ %
M=1: -~ -~ .
0 -~ 0 dyq =
0 -+ o 0 d,

ist das charakteristische Polynom nach Lemma 16.4 gleich
xu = (X —di)(X —da) -+ (X —dn).

In diesem Fall liegt das charakteristische Polynom direkt in der Zerlegung
in lineare Faktoren vor, so dass unmittelbar seine Nullstellen und damit die
Eigenwerte von M ablesbar sind, ndmlich die Diagonalelemente dy, ds, ..., d,
(die nicht alle verschieden sein miissen).

23.2. Invariante Untervektorriume.

Definition 23.6. Es sei K ein Korper, V ein K-Vektorraum und
p: V=V

eine lineare Abbildung. Dann heifit ein Untervektorraum U C V' p-invariant,
wenn

o(U) CU
gilt.
Lemma 23.7. Es sei V' ein endlichdimensionaler K -Vektorraum und
p: V—=V
eine lineare Abbildung. Es sei
V=UaoW

eine direkte Summenzerlegung in p-invariante Unterrdume. Dann gilt fir das
charakteristische Polynom die Beziehung

Xe = Xelv " Xelw -

Beweis. Es sei uy,...,u; eine Basis von U und wy,...,w,, eine Basis von
W, die zusammen eine Basis von V' ergeben. Beziiglich dieser Basis wird ¢

A 0

0 B

Einschrankung |y und B die Einschréankung ¢|y beschreibt. Dann ist
Xe = xm = det (tId —=M) = det (tId—A)det (tId—B) = Xely * Xelw -

g

insgesamt durch die Blockmatrix M = beschrieben, wobei A die
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23.3. Algebraische Vielfachheiten.

Fiir eine genauere Untersuchung der Eigenrdume ist die folgende Begrifflich-
keit sinnvoll.

Definition 23.8. Es sei

p: V—V
eine lineare Abbildung auf einem endlichdimensionalen K-Vektorraum V und
A € K. Man nennt dann den Exponenten des linearen Polynoms X — A im
charakteristischen Polynom x., die algebraische Vielfachheit von A. Sie wird
mit

px = pa(ep)
bezeichnet.

Wie neulich eingefiihrt, nennt man

dim (Eig, (¢))

die geometrische Vielfachheit von A. Der weiter oben stehende Satz besagt
also, dass die eine Vielfachheit genau dann positiv ist, wenn dies fiir die
andere gilt.

Im Allgemeinen kénnen die beiden Vielfachheiten aber verschieden sein, wo-

bei eine Abschiatzung immer gilt.

Lemma 23.9. Es sei K ein Kdorper und es sei V' ein endlichdimensionaler
K-Vektorraum. Es sei

p:V—V
eine lineare Abbildung und X € K. Dann besteht zwischen der geometrischen
und der algebraischen Vielfachheit die Beziehung

dim (Eigy(¢)) < pa(e) -

Beweis. Sei m = dim (Eig,(¢)) und sei vq,..., v, eine Basis von diesem
Eigenraum, die wir durch wq,...,w,_,, zu einer Basis von V erginzen.
Beziiglich dieser Basis hat die beschreibende Matrix die Gestalt

M\, B
0o C)-
Das charakteristische Polynom ist daher (X —\)"-y¢, so dass die algebraische

Vielfachheit mindestens m ist. O

Beispiel 23.10. Wir betrachten 2 x 2-Scherungsmatrizen

w=(59)

mit a € K. Das charakteristische Polynom ist

xv = (X —1)(X —1),
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so dass 1 der einzige Eigenwert von M ist. Den Eigenraum berechnet man
als

Eig, (M) = kern <O _a> .

b o)) =)

) ein Eigenvektor ist, und dass bei a # 0 der Eigenraum

Aus

folgt, dass ((1)

eindimensional ist (bei a = 0 liegt die Identitdt vor und der Eigenraum ist
zweidimensional). Bei a # 0 ist die algebraische Vielfachheit des Eigenwerts
1 gleich 2, die geometrische Vielfachheit gleich 1.

23.4. Vielfachheiten und diagonalisierbare Abbildungen.

Satz 23.11. Es sei K ein Kdérper und es sei V' ein endlichdimensionaler
K-Vektorraum. Es sei

p: V=V

eine lineare Abbildung. Dann ist © genau dann diagonalisierbar, wenn das
charakteristische Polynom X, in Linearfaktoren zerfillt und wenn fiir jede
Nullstelle X mat der algebraischen Vielfachheit uy die Gleichheit

py = dim (Eigy (¢))
qgilt.

Beweis. Wenn ¢ diagonalisierbar ist, so kann man sofort annehmen, dass ¢
beziiglich einer Basis aus Eigenvektoren durch eine Diagonalmatrix beschrie-
ben wird. Die Diagonaleintriage dieser Matrix sind die Eigenwerte, und diese
wiederholen sich geméfl ihrer geometrischen Vielfachheit. Das charakteristi-
sche Polynom lésst sich auch direkt aus dieser Diagonalmatrix ablesen, jeder
Diagonaleintrag A tragt als Linearfaktor X — X\ bei.

Fiir die Umkehrung seien Ay, ..., A\; die verschiedenen Eigenwerte und

pi = () = dim (Eig, (¢))

seien die (geometrischen und algebraischen) Vielfachheiten. Da nach Voraus-
setzung das charakteristische Polynom in Linearfaktoren zerfillt, muss die
Summe dieser Zahlen gleich n = dim (V') sein. Nach Lemma 22.6 ist die
Summe der Eigenrdume

Eigy, (p) ® - @ Eig, (p) €V

direkt. Nach Voraussetzung ist die Dimension links ebenfalls gleich n, so dass
Gleichheit vorliegt. Nach Lemma 22.11 ist ¢ diagonalisierbar. U
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23. ARBEITSBLATT
Die Pausenaufgabe

Aufgabe 23.1. Berechne das charakteristische Polynom zur Matrix

25 3
74 2
3 75

Ubungsaufgaben

Aufgabe 23.2.*

Bestimme das charakteristische Polynom und die Eigenwerte der linearen
Abbildung

0: R — R3,
die beziiglich der Standardbasis durch die Matrix
-2 —4 2
A=10 2 3
0 6 1

beschrieben wird.

Aufgabe 23.3. Berechne das charakteristische Polynom, die Eigenwerte und
die Eigenrdume zur Matrix

5 7

3 4

Aufgabe 23.4. Es sei K ein Korper und sei M eine n x n-Matrix iiber K.
Zeige, dass fiir jedes A € K die Beziehung

xm(A) = det (A\E, — M)

iber C.

gilt.37

Aufgabe 23.5. Es sei K ein Korper und sei M eine n x n-Matrix iiber K.
Wie findet man die Determinante von M im charakteristischen Polynom ;s
wieder?

3"Die Hauptschwierigkeit bei dieser Aufgabe ist vermutlich zu erkennen, dass man hier
wirklich was zeigen muss.
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Aufgabe 23.6.*

Bestimme das charakteristische Polynom, die Eigenwerte und die Eigenrdume

der Matrix L
_ (72 1
w=(5 )

N

iiber C.

Aufgabe 23.7.*

Bestimme die Eigenwerte und die Eigenrdume der durch die Matrix

2 0 5
M=|0 -1 0
8§ 0 5

gegebenen linearen Abbildung
0: R¥ — R3 v — Mu.

Aufgabe 23.8.*
Wir betrachten die lineare Abbildung

p: C*— C3,
die beziiglich der Standardbasis durch die Matrix
2 1 -2+
A=10 ¢+ 142
00 —1+2

beschrieben wird.
a) Bestimme das charakteristische Polynom und die Eigenwerte von A.
b) Berechne zu jedem Eigenwert einen Eigenvektor.

c) Stelle die Matrix fiir ¢ beziiglich einer Basis aus Eigenvektoren auf.

Aufgabe 23.9. Sei

Berechne:

(1) die Eigenwerte von A;

(2) die zugehorigen Eigenrdume;

(3) die geometrische und algebraische Vielfachheit der einzelnen Eigen-
werte;
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(4) eine Matrix C' € Matsy3(R) derart, dass C~' AC eine Diagonalmatrix
ist.

Aufgabe 23.10. Sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und ¢ €
End(V). Zeige, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:

(1) Die lineare Abbildung ¢ ist ein Isomorphismus.
(2) 0 ist kein Eigenwert von ¢.
(3) Der konstante Term des charakteristischen Polynoms x,, ist # 0.

Aufgabe 23.11. Essei K ein Korper,a € K und m,n € Ny mit 1 <m < n.
Man gebe Beispiele fiir n x n-Matrizen M derart, dass a ein Eigenwert zu M
ist mit der algebraischen Vielfachheit n und der geometrischen Vielfachheit
m.

Aufgabe 23.12. Es sei K der Korper mit zwei Elementen und betrachte

dariber die Matrix
1 0
- (1),

Zeige, dass das charakteristische Polynom x,; nicht das Nullpolynom ist,
dass aber

fir alle A € K ist.
Aufgabe 23.13.*
Es sei
p: V=V

ein Endomorphismus auf einem endlichdimensionalen K-Vektorraum V und
sei a € K ein Eigenwert zu . Zeige, dass a auch ein Eigenwert der dualen
Abbildung

oV — vV
ist.

Aufgabe 23.14.*
Was ist falsch an der folgenden Argumentation:

»Zu zwei quadratischen n x n-Matrizen M, N gilt fiir die charakteristischen
Polynome die Beziehung

XMoN = XMXN-
Nach Definition ist ndmlich

Xmon = det (XE, — Mo N) = det (XE, — M)det(XE, — N) = xm-Xn,
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wobei die mittlere Gleichung auf dem Determinantenmultiplikationssatz be-
ruht*.

Aufgabe 23.15.*
Es sei M eine n x n-Matrix, mit dem charakteristischen Polynom
XM = Xn —f- Cn_an_l —I— Cn_g)(n_2 + s —I— CQX2 + ClX —I— Co.

Bestimme das charakteristische Polynom der mit s € K gestreckten Matrix
sM.

Aufgabe 23.16.*
Es sei K ein Korper, V' ein K-Vektorraum und
p:V—V
eine lineare Abbildung. Zeige, dass die durch
U={veV| esgibtenneNmitp"(v) =0}

definierte Teilmenge von V ein g-invarianter Unterraum ist.

Aufgabe 23.17. Es sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und U C
V' ein Untervektorraum. Zeige, dass

R(U) = {¢ € End (V)| U ist ein ¢ — invarianter Untervektorraum}

mit der natiirlichen Addition und Multiplikation von Endomorphismen ein
Ring und ein Untervektorraum von End (V') ist. Bestimme die Dimension
dieses Raumes.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 23.18. (2 Punkte)

Berechne das charakteristische Polynom zur Matrix

-3 8 9
4 7 1
2 -4 5

Aufgabe 23.19. (3 Punkte)

Berechne das charakteristische Polynom, die Eigenwerte und die Eigenrdume

zur Matrix
2 7
5 4

iiber C.
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Aufgabe 23.20. (4 Punkte)

Sei
-5 0 7
A= 6 2 —6 S Matgxg(R) .
-4 0 6
Berechne:

(1) die Eigenwerte von A;

(2) die zugehorigen Eigenrdume;

(3) die geometrische und algebraische Vielfachheit der einzelnen Eigen-
werte;

(4) eine Matrix C' € Matsy3(R) derart, dass C~' AC' eine Diagonalmatrix
ist.

Aufgabe 23.21. (4 Punkte)

Bestimme fiir jedes A € QQ die algebraischen und geometrischen Vielfachhei-
ten fiir die Matrix

Aufgabe 23.22. (4 Punkte)

Zeige, dass das charakteristische Polynom der sogenannten Begleitmatriz

0 1 0 0
0 0 1 0
M = : ST :
0 0o ... 0 1
—ap —ai1 ... —Qp—92 —Aap_—1
gleich
X = X"+ a X" a X +ag
ist.

Aufgabe 23.23. (4 Punkte)

Es sei
0: R® — R?

eine lineare Abbildung. Zeige, dass ¢ mindestens einen Eigenvektor besitzt.
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24. VORLESUNG - CAYLEY-HAMILTON

Das Lernen und der
Orgasmus finden letztlich im
Kopf statt

24.1. Der Satz von Cayley-Hamilton.

Arthur Cayley (1821-1895) William Hamilton (1805-1865)

Einer der Hohepunkte dieses Kurses ist der Satz von Cayley-Hamilton. Um
ihn formulieren zu kénnen erinnern wir daran, dass man in Polynome quadra-
tische Matrizen einsetzen kann, siehe die 20. Vorlesung. Dabei ersetzt man
an jeder Stelle die Variable X durch die Matrix M und muss die Potenzen
M als das i-te Matrixprodukt von M mit sich selbst verstehen und die Ad-
dition als die (komponentenweise) Addition von Matrizen interpretieren. Ein
Skalar a wird dabei als das a-fache der Einheitsmatrix interpretiert. Fiir das
Polynom

P=3X?>-5X+2

e (5)

4
1

und die Matrix

ist also
2

+2

(7 5)G )62

2 4 2

PM) = 3(5 {) —5(5
30\ (16 12

:(03)(9 13)+

(10 16

= 12 36/
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Zu einer fixierten Matrix M € Mat,, (K) gibt es also eine Einsetzungsabbil-
dung

K[X]| — Mat,(K), P— P(M).
Dies ist - ebenso wie die Einsetzungsabbildung zu a € K - ein Ringhomo-
morphismus, d.h. es gelten die Beziehungen

(P+Q)(M) = P(M)+Q(M), (P-Q)(M) = P(M)oQ(M) und (M) = E, .

Der Satz von Cayley-Hamilton beantwortet nun die Frage, was passiert, wenn
man eine Matrix in ihr charakteristisches Polynom einsetzt.

Satz 24.1. Es sei K ein Korper und set M eine n X n-Matriz iber K. Es
sel
Xor = X"+ e X" 4+ aX + g

das charakteristische Polynom zu M. Dann gilt
XM(M) = M”+Cn_1Mn_l+"'+ClM+CQ =0.

Das heifit, dass die Matrixz das charakteristische Polynom annulliert.

Beweis. Wir fassen die Matrix X E,, — M als eine Matrix auf, deren Eintrige
im Korper K(X) liegen. Die adjungierte Matrix

Adj (XE, — M)

liegt ebenfalls in Mat, (K (X)). Die einzelnen Eintrége der adjungierten Ma-
trix sind nach Definition Determinanten von (n —1) x (n — 1)-Untermatrizen
von X F,,—M . In den Eintrégen dieser Matrix kommt die Variable X maximal
in der ersten Potenz vor, so dass in den Eintrégen der adjungierten Matrix
die Variable maximal in der (n — 1)-ten Potenz vorkommt. Wir schreiben

Adj(XE,— M) = X" A, 1+ X" %A, 0+ -+ XA + Ag

mit Matrizen
A,L' € Matn(K) s

d.h. man schreibt die einzelnen Eintriige als Polynom und fasst dann zu X*
die Koeffizienten zu einer Matrix zusammen. Aufgrund von Satz 17.9 gilt

XMEn = (XEH—M) OAdj (XEn_M)
= (XE,—M)o (X" A1+ X" 24,
Fo+ XA+ A)
= XnAn—l + Xn_l(An—Q — Mo An—l)
+Xn72(An,3 — Mo An72)
+"'+X1<A0—M0A1)—MOAQ.

Wir kénnen auch die Matrix links nach den Potenzen von X aufteilen, dann
ist

xul, = X"E, + X" e, 1E,+ X" %, oF, + -+ X'e\E, + coF,.
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Da diese zwei Polynome iibereinstimmen, miissen jeweils ihre Koeffizienten
iibereinstimmen. D.h. wir haben ein System von Gleichungen
En = Anfl
Ch b, = An72 — Mo Anfl
Cnobn = An73 — Mo An72

ClEn = A() — Mo Al
CQEn = —M o AO .

Wir multiplizieren diese Gleichungen von links von oben nach unten mit
M™ Mt M2 MY, E, und erhalten das Gleichungssystem
M™ = M" o An,1
Cnfan_l = Mn—l ] Anf2 — M"™o An,1
Cn,QMn_Q = Mn—2 o An73 — Mn—l o An72

01]\41 = MA()—M2OA1

C()En . —M o Ao .
Wenn wir die linke Spalte dieses Gleichungssystem aufsummieren, so erhalten
wir gerade xps (M). Wenn wir die rechte Seite aufsummieren, so erhalten

wir 0, da jeder Teilsummand M**! o A; einmal positiv und einmal negativ
vorkommt. Also ist xp (M) = 0. O

Satz 24.2. Es sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum diber einem
Korper K und es sei

f:V—V
eine lineare Abbildung. Dann gilt fiir das charakteristische Polynom die Be-
ziehung

xy(f) = 0.

Beweis. Dies folgt direkt aus Satz 24.1. O

24.2. Minimalpolynom und charakteristisches Polynom.

Korollar 24.3. Es set V' ein endlichdimensionaler Vektorraum tiber einem
Korper K und es sei

f:V—V
eine lineare Abbildung. Dann ist das charakteristische Polynom x; ein Viel-
faches des Minimalpolynoms py zu f.

Beweis. Dies folgt direkt aus Satz 24.2 und Korollar 20.11. O

Insbesondere ist der Grad des Minimalpolynoms zu ¢: V' — V durch die
Dimension des Vektorraums V' beschrinkt. Minimalpolynom und charakte-
ristisches Polynom stimmen in verschiedener Hinsicht iiberein, beispielsweise
besitzen sie die gleichen Nullstellen.
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Lemma 24.4. Es set V ein endlichdimensionaler Vektorraum tiber einem
Korper K und es sei

f:V—V

eine lineare Abbildung. Es sei v € V' ein Figenvektor von f zum FEigenwert
A und es sei P € K[X] ein Polynom. Dann ist

(P(/)(w) = P(Mo.

Insbesondere ist v ein Eigenvektor von P(f) zum Figenwert P(X). Der Vektor
v # 0 gehort genau dann zum Kern von P(f), wenn X\ eine Nullstelle von P
18t.

Beweis. Es ist
(f*) () = M.

Daher folgt alles daraus, dass die Zuordnung P +— P(f) mit der Addition
und der Skalarmultiplikation vertréglich ist. g

Lemma 24.5. Es set V ein endlichdimensionaler Vektorraum tiber einem
Korper K und es sei

FiV—V

eine lineare Abbildung. Dann besitzen das charakteristische Polynom x; und
das Minimalpolynom py die gleichen Nullstellen.

Beweis. Dass die Nullstellen des Minimalpolynoms auch Nullstellen des cha-
rakteristischen Polynoms sind, folgt direkt aus Cayley-Hamilton. Umgekehrt
sei A € K eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms und sei v € V
ein Eigenvektor von f zum Figenwert A\, den es nach Satz 23.2 gibt. Das
Minimalpolynom schreiben wir als

pp = (X = A)™ (X = A)™Q,
wobei ) nullstellenfrei sei. Dann ist

0 = us(f)
= (f = MIdy)™ - (f = M Tdy)™Q(f).

Wir wenden dies auf v an. Nach Lemma 24.4 bilden die Faktoren den Vektor v
auf (A—X\;)™v bzw. auf Q(\)v ab. Da die Gesamtabbildung die Nullabbildung
und Q(A\) # 0 ist, muss ein \; = A sein. O
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24.3. Weitere Beispiele.

Wir betrachten lineare Abbildungen
p: V—V

mit der Eigenschaft, dass eine Potenz davon die Identitét ist, sagen wir
©* = Idy .

Typische Beispiele sind Drehungen um einen Winkel der Form % oder Per-
mutationsmatrizen. Das Polynom X* — 1 annulliert dann diesen Endomor-
phismus und ist daher ein Vielfaches des Minimalpolynoms.

Definition 24.6. Es sei K ein Korper und n € N,. Dann heiflen die Null-
stellen des Polynoms

X"—1
in K die n-ten Einheitswurzeln in K.

Lemma 24.7. Sein € N,. Die Nullstellen des Polynoms X™ — 1 tiber C
sind " "
. 2 2
e2rik/n :COSL+iSinL,/{J =0,1,...,n—1.
n n

In C[X] gilt die Faktorisierung
X" 1= (X . 1)(X . 627ri/n)_ . (X . eQTri(n—l)/n)

Beweis. Der Beweis verwendet einige Grundtatsachen iiber die komplexe Ex-
ponentialfunktion. Es ist

(€2m'k/n)” — 2mik _ (€2wi)k — 1k =1

Die angegebenen komplexen Zahlen sind also wirklich Nullstellen des Poly-
noms X" — 1. Diese Nullstellen sind alle untereinander verschieden, da aus

eZﬂ'zk/n _ lerzZ/n

mit 0 < k < ¢ < n—1 sofort durch betrachten des Quotienten e?™(¢=k)/n —
1 folgt, und daraus

(—k =0.
Es gibt also n explizit angegebene Nullstellen und daher miissen dies alle
Nullstellen des Polynoms sein. Die explizite Beschreibung in Koordinaten

folgt aus der eulerschen Formel. O
Definition 24.8. Zu einer Permutation 7 auf {1, ..., n} nennt man die n x n-
Matrix
My = (aij),
fiir die
(), = 1

ist und sonst alle Eintrége 0 sind, eine Permutationsmatriz.
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Wir wollen das charakteristische Polynom zu einer Permutationsmatrix be-
stimmen. Dabei verwenden wir, dass eine Permutation ein Produkt von Zy-
keln ist. Zu einem Zykel der Form 1 +— 2 — 3 — ... — k +— 1 gehort die
Permutationsmatrix

0O 0 ... 0 1
1 0 0 ... 0
0o 1 0 ... 0
O ... 0 1 0

Jeder Zykel kann (durch Umnummerierung) auf diese Gestalt gebracht wer-
den.

Lemma 24.9. Das charakteristische Polynom einer Permutationsmatriz M,
zu einem Zykel p € S, der Ordnung k ist

X = (X —1)"FXF—1).

Beweis. Wir kénnen von einem Zykel der Form 1 — 2 +— 3 +— ... — k+—1
ausgehen. Die zugehorige Permutationsmatrix M, ist beziiglich eyq1,..., e,
die Einheitsmatrix und hat beziiglich den ersten k Standardvektoren die
Gestalt

0o 0 ... 0 1
1 0 0 ... 0
0o 1 0 ... 0
O ... 0 1 0

Die Determinante zu X E,, — M, ist (X — 1)"~* multipliziert mit der Deter-
minante von

X 0 ... 0 -1
-1 X 0 ... O
0o -1 X ... 0
o ... 0 -1 X

Die Entwicklung nach der ersten Zeile liefert
XE (=) (=) (=D = X -1
O

Lemma 24.10. Zu einer Permutationsmatriz M, tiber C zu einem Zykel
pES, mit p:ig s> ... — i +— 1; und einer k-ten FEinheitswurzel ¢
sind die Vektoren

V¢ = Ck_leh + (k_2ei2 T+t Ceik71 + €i

FEigenvektoren zum FEigenwert (. Insbesondere ist eine Permutationsmatrix
zu einem Zykel iber C diagonalisierbar.
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Beweis. Es ist

MP(UC) = Mp(Ck_leh + Ck_Qem +-+ geik—l + eik)
CkilMp(eil) + CkiQMp(eiz) +ee T+ CMP<€ik71) + Mp<eik)
= (e, +F e, + -+ Cei, t e
= e+ e, + P e 4+ Cey,
= C(Ckileil + <k72€i2 Tt Ceik—l + eik)
= CUC'
Da es k verschiedene k-te Einheitswurzeln in C gibt, sind diese Vektoren

nach Lemma 22.3 linear unabhéngig und erzeugen einen k-dimensionalen
Untervektorraum U von K", und zwar gilt

U = <€ij7j:17"'7k>'

Da die Vektoren e;, ¢ # i;, Fixvektoren sind, bilden die v, zusammen mit
den e;, i # i;, eine Basis aus Eigenvektoren von M, und daher ist M, diago-
nalisierbar. O

Satz 24.11. FEine Permutationsmatrix ist iber C diagonalisierbar.

Beweis. Siehe Aufgabe 24.26. O

24. ARBEITSBLATT
Die Pausenaufgabe

Aufgabe 24.1. Bestitige den Satz von Cayley-Hamilton durch eine explizite
Rechnung fiir die Matrix

4 7

G3)

Ubungsaufgaben

Aufgabe 24.2.*
a) Formuliere den Satz von Cayley-Hamilton fiir eine n x n-Matrix.

b) Bestitige durch Nachrechnen den Satz von Cayley-Hamilton fiir die Ma-

trix
2 1
3 —4)°

c¢) Beweise den Satz von Cayley-Hamilton fiir eine beliebige 2 x 2-Matrix.



282

Aufgabe 24.3. Bestitige den Satz von Cayley-Hamilton durch eine explizite
Rechnung fiir die Matrix

O OO W
SN OO
o= OO

OO W

Aufgabe 24.4. Bestitige den Satz von Cayley-Hamilton fiir eine obere Drei-
ecksmatrix der Form

o O
o o
Q@ Qa0

Aufgabe 24.5. Es sei M eine diagonalisierbare Matrix mit dem charakteri-
stischen Polynom x,,. Zeige direkt, dass

xm(M) =0
gilt.

Aufgabe 24.6. Es sei K ein Korper und sei M eine n X n-Matrix iiber K.
Wie findet man die Spur (M) im charakteristischen Polynom y,, wieder?

Aufgabe 24.7. Es sei K ein Korper und sei M eine n x n-Matrix iiber K
mit der Eigenschaft, dass das charakteristische Polynom in Linearfaktoren
zerfallt, also

Xz = (X = M) (X = Ag)2e (X — M)

Zeige, dass
k
Spur (M) = p;
i=1

ist.

Aufgabe 24.8. Es sei K C L eine Korpererweiterung. Es sei eine n X n-
Matrix M iiber K gegeben. Zeige, dass das charakteristische Polynom x, €
K[X] mit dem charakteristischen Polynom zu M iibereinstimmt, wenn man
die Matrix {iber L auffasst.
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Aufgabe 24.9. Es sei K ein Korper und es sei V' ein endlichdimensionaler
K-Vektorraum. Es sei
p:V—V
eine lineare Abbildung und es sei
V=D - - p: V&--- 0V —=VO---0V

die m-fache direkte Summe von ¢ mit sich selbst. Wie verhélt sich das Mi-
nimalpolynom (das charakteristische Polynom) von 1 zum Minimalpolynom
(zum charakteristischen Polynom) von ¢.

Aufgabe 24.10. Schreibe die Matrix

Vo 4X2-3X+2 X3 _2X +8
T \BXY-X3-2X247  X'—6

(mit Eintrdgen aus Q[X] C Q(X)) als
AdX?+ A3 XP 4+ A X? + A1 X + Ay
mit Matrizen A4, A37 AQ, Al, A() S Matg(@)

Aufgabe 24.11. Es sei K ein Kérper, n € N und sei M die Menge der n-ten
Einheitswurzeln in K. Zeige, dass M eine Untergruppe der Einheitengruppe
K~ ist.

Aufgabe 24.12.*

Zeige, dass jede komplexe Einheitswurzel auf dem Einheitskreis liegt.

Aufgabe 24.13. Es sei n € N;. Es sei F' eine komplexe, auf C konvergente

Potenzreihe der Form .

_ jn
F = E cin2’".

5=0
Zeige, dass fiir jede n-te komplexe Einheitswurzel ¢ die Gleichheit F((z) =
F(z) fir alle z € C gilt.

Eine n-te Einheitswurzel heifit primitiv, wenn sie die Ordnung n besitzt.

Aufgabe 24.14. Es sei ( € K eine n-te primitive Einheitswurzel in einem
Korper K. Zeige die ,,Schwerpunktformel

1+¢+C+--+¢ =0

Aufgabe 24.15. Es sei K ein Korper, a € K und n € N. Beweise die
folgenden Aussagen.
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(1) Wenn by,by € K zwei Losungen der Gleichung X" = a sind und
by # 0, so ist ihr Quotient by /by eine n-te Einheitswurzel.

(2) Wenn b € K eine Losung der Gleichung X™ = a und ( eine n-te
Einheitswurzel ist, so ist auch (b eine Losung der Gleichung X" = a.

Aufgabe 24.16. Es sei M die Permutationsmatrix zu einer Transposition.
Zeige, dass M iiber R diagonalisierbar ist.

Aufgabe 24.17.*

Es sei der Zykel 1 — 2 — 3 — ... —= n +— 1 gegeben und sei M die
zugehorige n X n-Permutationsmatrix iiber einem Korper K.

a) Es sei P € K[X] ein Polynom vom Grad < n. Erstelle eine Formel fiir
(P(M))(e1).
b) Bestimme das Minimalpolynom von M.

¢) Man gebe ein Beispiel fiir einen Endomorphismus ¢ auf einem reellen Vek-
torraum V' mit untereinander verschiedenen Vektoren vy, vy, v3 € V' derart,
dass p(v1) = vg, p(v9) = w3 und @(v3z) = vy gilt und dass das Minimalpo-
lynom von ¢ nicht X3 — 1 ist.

Aufgabe 24.18. Von einer Permutation 7 € S,, sei die Zyklenzerlegung
bekannt. Bestimme das Minimalpolynom und das charakteristische Polynom
der Permutationsmatrix M,..

Aufgabe 24.19. Es sei K ein endlicher Korper. Zeige, dass jede Einheit in
K eine Einheitswurzel ist.

Aufgabe 24.20.*

Bestimme die Ordnung der Matrix

(20

iiber dem Korper mit 3 Elementen.

Aufgabe 24.21. Es sei K ein endlicher Korper und M eine invertierbare
n x n-Matrix iiber K. Zeige, dass M endliche Ordnung besitzt.

Aufgabe 24.22.*
Man gebe eine Matrix M € GLy(Q) der Ordnung 4 an.
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Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 24.23. (4 Punkte)

Bestitige den Satz von Cayley-Hamilton durch eine explizite Rechnung fiir
die Matrix

N O
DN O o~
— 00 Ut

Aufgabe 24.24. (4 Punkte)

Es sei M eine n x n-Matrix iiber einem Korper K und sei
P=ay+a X+ - +a, X" e K[X]

ein Polynom mit
PM) =0
und mit
ap # 0.
Zeige, dass M invertierbar ist und dass die inverse Matrix durch

M = —ai (a1 4+ asM + -+ + a, M™ )
0

beschrieben wird.

Aufgabe 24.25. (5 Punkte)

Es seien V und W endlichdimensionale K-Vektorraume und
p: V—V

und
v W — W

Endomorphismen mit den Minimalpolynomen P bzw. Q). Zeige, dass das
Minimalpolynom von

edY: VoW — VoW
gleich dem normierten Erzeuger des Ideals (P) N (Q) ist.

Aufgabe 24.26. (4 Punkte)

Zeige, dass eine Permutationsmatrix iiber C diagonalisierbar ist.
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25. VORLESUNG - TRIGONALISIERBARKEIT

J’ai décidé d’étre heureux
parce que c’est bon pour la
santé

Voltaire

25.1. Trigonalisierbare Abbildungen.

Definition 25.1. Es sei K ein Korper und V ein endlichdimensionaler K-
Vektorraum. Eine lineare Abbildung ¢: V — V heifit trigonalisierbar, wenn
sie beziiglich einer geeigneten Basis durch eine obere Dreiecksmatrix beschrie-
ben wird.

Diagonalisierbare lineare Abbildungen sind insbesondere trigonalisierbar. Die
Umkehrung gilt nicht, wie eine Scherungsmatrix zeigt (siehe Beispiel 22.9).
Wir werden in Satz 25.9 sehen, dass eine lineare Abbildung genau dann
trigonalisierbar ist, wenn das charakteristische Polynom in Linearfaktoren
zerfillt. Eine quadratische Matrix M heifit trigonalisierbar, wenn die dadurch
definierte lineare Abbildung K™ — K™ trigonalisierbar ist. Dies bedeutet,
dass es eine Basis gibt, beziiglich der die Abbildung durch eine obere Drei-
ecksmatrix beschrieben wird, bzw., dass es eine invertierbare Matrix B (die
Basiswechselmatrix) derart gibt, dass

BMB™!

eine obere Dreiecksmatrix ist. Somit ist eine Matrix genau dann trigonalisier-
bar, wenn sie dhnlich zu einer oberen Dreiecksmatrix ist. Das Auffinden einer
Basis, beziiglich der obere Dreiecksgestalt vorliegt bzw. die Durchfiihrung des
Basiswechsels nennt man Trigonalisierung.

Beispiel 25.2. Wir behaupten, dass die Matrix

v ()

trigonalisierbar ist. Die Matrix
3 2
o= (1)

ist invertierbar mit der inversen Matrix

L (1 =2
B _(_1 3).

Eine direkte Rechnung zeigt

mis - (0 (G0 -GG DG
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Bei diesem Nachweis der Trigonalisierbarkeit taucht die Ubergangsmatrix B
aus dem Nichts auf. Ein einsichtigerer Trigonalisierbarkeitsnachweis ergibt
sich mit Hilfe des charakteristischen Polynoms und Satz 25.9. Das charakte-
ristische Polynom ist

X = det (X . 3 X__l 1) =(X-3)(X—1)+1=X*—4X+4=(X-2)
zerfallt also in Linearfaktoren.

Lemma 25.3. Es seien Vi,...,V, endlichdimensionale Vektorrdume tber
dem Korper K und

i Vi —V;
lineare Abbildungen und es sei
=P X Xu: Vi XXV, — V) x--- XV,
die Produktabbildung. Dann ist @ genau dann trigonalisierbar, wenn dies fir
alle p; gilt.
Beweis. Siehe Aufgabe 25.5. O

25.2. Invariante Untervektorriume.

Ein trigonalisierbarer Endomorphismus besitzt beziiglich einer geeigneten
Basis die Gestalt

a; Kk e e %
0 ay x* *
M=1: - :
0 -+ 0 ap1 =x*
0 -+ ... 0 a,

Eigenschaften, die fiir eine solche obere Dreiecksmatrix gelten und die als eine
Eigenschaft der linearen Abbildung beschreibbar, also unabhéngig von einer
gewdhlten Basis sind, miissen fiir eine trigonalisierbare Abbildung gelten.
Solche Eigenschaften wollen wir verstehen. Durch eine obere Dreiecksmatrix
wird der j-te Standardvektor e; auf

M@i = a1j61 —+ .- —I—ajjej

abgebildet. Insbesondere ist e; ein Eigenvektor zum Eigenwert aq;. Charak-
teristisch fiir trigonalisierbare Abbildungen ist, dass der Untervektorraum

V;' = <61,...,€j>

durch M in sich selbst hinein abgebildet wird, d.h. die V; sind M-invariante
Untervektorrdume, die ineinander enthalten sind und deren Dimension gleich
7 ist. Wir werden nach einigen Vorbereitungen zeigen, dass diese Eigenschaft
trigonalisierbare Abbildungen charakterisiert.



288

Lemma 25.4. Es sei K ein Koérper und es sei V' ein n-dimensionaler K-
Vektorraum. Es sei

p: V—V
eine lineare Abbildung und es sei A € K ein Figenwert von . Dann gibt es
einen p-invarianten Untervektorraum U C 'V der Dimension n — 1.

Beweis. Nach Voraussetzung und nach Lemma 22.1 besitzt die Abbildung
@—A1dy einen nichttrivalen Kern. Sie ist also nicht injektiv und nach Korollar
11.8 auch nicht surjektiv. Daher ist

B := bild (p — Aldy) C V

ein echter Unterraum von V. Es gibt dann auch einen Untervektorraum U C
V' der Dimension n — 1, der B enthélt. Zu u € U gehort wegen

ou) = M+ (p—Aldy)u e U+ B C U
das Bild zu U, d.h. U ist yp-invariant. O

Wenn U C V ein g-invarianter Untervektorraum und P € K[X] ein Poly-
nom ist, so ist U auch P(p)-invariant, siche Aufgabe 25.12. In dieser Situation
gilt die folgende Gleichheit.

Lemma 25.5. Es sei K ein Korper, V ein K-Vektorraum und
p: V=V
eine lineare Abbildung. Es sei
UCvV

ein p-invarianter Untervektorraum. Dann gilt zu jedem Polynom P € K[X]
die Beziehung

P(elu) = (P(@)) v,

wobei hier |y die im Definitionsbereich und auch im Bildbereich einge-
schrinkte Abbildung bezeichnet.

Beweis. Dies iiberpriift man direkt fiir die Potenzen X™ und fiir Linearkom-
binationen davon. O

Korollar 25.6. FEs sei K ein Kérper und es sei V' ein endlichdimensionaler
K-Vektorraum. Es sei
p: V—V
eine lineare Abbildung. Es sei
UcCcvVv
ein p-invarianter Untervektorraum und
olv: U—U

die Einschrinkung auf U (auch im Bildbereich). Dann ist das Minimalpoly-
nom zu @ ein Vielfaches des Minimalpolynoms von ¢|y .



289

Beweis. Es sei p das Minimalpolynom zu . Fiir v € U ist nach Lemma 25.5

plelu) (u) = u(e)(u) = 0.

Daher annulliert x4 den eingeschrinkten Endomorphismus @[y und daher ist
p ein Vielfaches des Minimalpolynoms von ¢|. U

25.3. Charakterisierungen fiir trigonalisierbar.

Eine Fahne setzt sich aus dem Fulpunkt, der Fahnenstange, dem Fahnentuch
und dem Raum, in dem das Tuch weht, zusammen.

Definition 25.7. Es sei K ein Koérper und V' ein endlichdimensionaler K-
Vektorraum der Dimension n = dim(V'). Dann heifit eine Kette von Unter-
vektorrdaumen

O=WwcVic...cV,.,cV,=V
eine Fahne in V.

Definition 25.8. Sei V' ein Vektorraum der Dimension n und
frV—V
eine lineare Abbildung. Eine Fahne
0=VWWcwvc..cV,,CV,=V
heifit f-invariant, wenn f(V;) CV; ist fiir alle ¢ =0,1,...,n — 1,n.
Satz 25.9. Es sei K ein Korper und es sei V' ein endlichdimensionaler K -
Vektorraum. Es sei
p: V—V
eine lineare Abbildung. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.
(1) @ ist trigonalisierbar.
(2) Es gibt eine p-invariante Fahne.

(3) Das charakteristische Polynom x, zerfdllt in Linearfaktoren.
(4) Das Minimalpolynom p, zerfdllt in Linearfaktoren.

Wenn ¢ trigonalisierbar ist und beziiglich einer Basis durch die Matriz M
beschrieben wird, so gibt es eine invertierbare Matriz (es sei n = dim (V))
B € Mat,«,,(K) derart, dass BM B! eine obere Dreiecksmatriz ist.
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Beweis. Von (1) nach (2). Es sei vy, ..., v, eine Basis, beziiglich der die be-
schreibende Matrix zu ¢ obere Dreiecksgestalt besitzt. Dann folgt durch di-
rekte Interpretation der Matrix, dass die Untervektorrdume

Vi = (v,...,0)
p-invariant sind und somit eine invariante Fahne vorliegt.
Von (2) nach (1). Es sei

0O=WcWVc..cV,,CV,=V

eine @-invariante Fahne. Aufgrund des Basiserginzungssatzes gibt es eine
Basis vy, ...,v, von V mit

‘/i = <U1,...,UZ‘>.
Da die Fahne invariant ist, gilt
@(vi) = bivy + bavg + -+ - + byv;.

Beziiglich dieser Basis besitzt die beschreibende Matrix zu ¢ obere Dreiecks-
gestalt.

Von (1) nach (3). Das charakteristische Polynom von ¢ ist gleich dem cha-
rakteristischen Polynom s, wobei M eine beschreibende Matrix beziiglich
einer beliebigen Basis ist. Wir konnen also annehmen, dass M eine obere
Dreiecksmatrix ist. Dann ist nach Lemma 16.4 das charakteristische Poly-
nom das Produkt der Linearfaktoren zu den Diagonaleintriagen.

Aus (3) folgt (4), da das Minimalpolynom nach Korollar 24.3 ein Teiler des
charakteristischen Polynoms ist.

Von (4) nach (1). Wir beweisen die Aussage durch Induktion nach n, wobei
die Fille

n = 0,1
klar sind. Nach Voraussetzung und nach Satz 23.2 besitzt ¢ einen Eigenwert
und damit auch einen Eigenvektor. Nach Lemma 25.4 gibt es einen (n — 1)-
dimensionalen Untervektorraum

Vier CV,

der ¢-invariant ist. Es sei vy,...,v,_1 eine Basis von V,,_;, die wir durch
v, € V'\ V,,_1 zu einer Basis von V erginzen. Beziiglich dieser Basis wird ¢
durch eine Matrix der Gestalt

a1 ce a1 n-1 Q1n
p—1,1 *°° Qp—1n—1 QApn—-1n
0 .. 0 Ann

beschrieben. Die (n—1) x (n—1)-Untermatrix oben links beschreibt dabei die
(beidseitige) Einschrankung ¢ly, , von ¢ auf V,,_; beziiglich der gegebenen
Basis. Nach Korollar 25.6 ist das Minimalpolynom von ¢|y, , ein Teiler des
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Minimalpolynoms von ¢ und zerfillt daher wie dieses in Linearfaktoren. Nach
Induktionsvoraussetzung ist ¢|y, _, trigonalisierbar und damit auch ¢ selbst.

Der Zusatz ergibt sich wie folgt. Die trigonalisierbare Abbildung ¢ werde
beziiglich der Basis u durch die Matrix M beschrieben, und beziiglich der
Basis v durch die obere Dreiecksmatrix 7. Dann gilt nach Korollar 11.11 die
Beziehung T = BM B!, wobei B den Basiswechsel beschreibt. U

Satz 25.10. Es sei M € Mat,,»,,(C) eine quadratische Matriz mit komplezen
Eintragen. Dann ist M trigonalisierbar.

Beweis. Dies folgt aus Satz 25.9 und dem Fundamentalsatz der Algebra. [
Beispiel 25.11. Wir betrachten eine reelle 2 x 2-Matrix

a b
M= (c d) '
Das charakteristische Polynom ist
xu = det (zEy — M)
r—a —b
—c xr—d
= (z—a)(zr—d)—bc
= 2° — (a+d)z +ad — be

2 2
= (x—a;d> _<a%2—d) + ad — be
( a—l—d)2 <a—d)2
= (7= — 5 — be.
a—d

Dieses Polynom zerféllt in (reelle) Linearfaktoren genau dann, wenn (T)Q—i—

bc > 0 ist. Genau in diesem Fall ist die Matrix nach Satz 25.9 trigonalisierbar.

= det

25. ARBEITSBLATT

Die Pausenaufgabe

Aufgabe 25.1. Zeige, dass die Matrix

(1 7)

trigonalisierbar ist.

Ubungsaufgaben
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Aufgabe 25.2. Bestimme, ob die reelle Matrix

4 7 =3
2 7 5
00 —6

trigonalisierbar ist oder nicht.

Aufgabe 25.3. Zeige, dass die Matrix
0 —1
1 0
iiber R nicht trigonalisierbar ist.
Aufgabe 25.4. Bestimme, ob die Matrix
4 2 2

113
3 0 4

iiber dem Korper mit fiinf Elementen trigonalisierbar ist oder nicht.

Aufgabe 25.5.*

Es seien Vi, ..., V, endlichdimensionale Vektorrdume iiber dem Koérper K
und
pi: Vi —V;
lineare Abbildungen und es sei
= X X,: Vi x-o-xV, — V) x--- XV,

die Produktabbildung. Zeige, dass ¢ genau dann trigonalisierbar ist, wenn
dies fiir alle ¢; gilt.

Aufgabe 25.6. Essei ¢: V — V ein trigonalisierbarer Endomorphismus auf
dem endlichdimensionalen K-Vektorraum V' und sei P € K[X] ein Polynom.
Zeige, dass P(y) ebenfalls trigonalisierbar ist.

Aufgabe 25.7. Es sei K ein Korper und es sei V' ein endlichdimensionaler
K-Vektorraum. Es sei
p: V=V
eine lineare Abbildung und
eVt — Vv
die duale Abbildung. Zeige, dass ¢ genau dann trigonalisierbar ist, wenn ¢*
trigonalisierbar ist.
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Aufgabe 25.8. Es sei K ein Korper und es sei V' ein endlichdimensionaler
K-Vektorraum. Es sei

p: V—=V

eine lineare Abbildung. Zeige, dass ¢ genau dann trigonalisierbar ist, wenn
@ beziiglich einer geeigneten Basis durch eine untere Dreiecksmatrix

ap 0 - o 0
*x a 0 -+ 0
* ¥  Qp—1 O
* X ap

beschrieben wird.

Aufgabe 25.9. Zeige dass die Hintereinanderschaltung von zwei diagonali-
sierbaren Abbildungen im Allgemeinen nicht trigonalisierbar sein muss.

Aufgabe 25.10. Es sei K ein Korper, V ein K-Vektorraum und
p: V—V
eine lineare Abbildung. Zeige folgende Eigenschaften.

(1) Der Nullraum 0 C V ist g-invariant.

(2) V ist p-invariant.

(3) Eigenrdume sind p-invariant.

(4) Seien Uy, U; C V p-invariante Unterrdume. Dann sind auch U; N Us
und U; + Uy @p-invariant.

(5) Sei U C V ein p-invarianter Unterraum. Dann sind auch der Bild-
raum ¢(U) und der Urbildraum ¢~ !(U) ¢-invariant.

Aufgabe 25.11. Es sei K ein Korper, V ein K-Vektorraum und
p: V—V

eine lineare Abbildung und v € V. Zeige, dass der kleinste -invariante
Unterraum von V', der v enthélt, gleich

(¢"(v), n €N)

ist.
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Aufgabe 25.12. Es sei K ein Korper, V ein K-Vektorraum und
p: V—V
eine lineare Abbildung. Es sei
UcCcv

ein p-invarianter Unterraum von V. Zeige, dass zu einem Polynom P € K[X]
der Raum U ebenfalls P(y)-invariant ist.

Aufgabe 25.13. Es sei vy, ..., v, eine Basis von V', beziiglich der die Matrix
zur linearen Abbildung
p: V=V
eine obere Dreiecksmatrix sei. Zeige, dass die erzeugten Untervektorrdume
<U1, ey U,‘>

e-invariant fiir jedes ¢ sind.

Aufgabe 25.14. Es sei m € S5, eine Permutation und M, die zugehorige
Permutationsmatrix iiber einem Korper K. Zu J C {1,...,n} sei

Vy = (e, jeJ)y C K"
a) Zeige, dass V; genau dann M, -invariant ist, wenn m(J) C J ist.

b) Zeige, dass es M -invariante Unterrdume geben kann, die nicht von der
Form V; sind.

Aufgabe 25.15. Bestimme die Minimalpolynome der (links oben) Unter-
matrizen zu

1 200
0100
0013
0001

Aufgabe 25.16. Es sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum. Zeige,
dass es Fahnen in V' gibt.

Aufgabe 25.17. Es sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum iiber einem
Korper K. Es sei

O=WwcVic...cV,.,cV,=V
eine Fahne in V. Zeige, dass es eine bijektive lineare Abbildung
p: V—V

derart gibt, dass diese Fahne die einzige p-invariante Fahne ist.
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Aufgabe 25.18. Es sei K ein endlicher Kérper mit ¢ Elementen und V' ein
zweidimensionaler K-Vektorraum. Bestimme die Anzahl der Fahnen in V.

Aufgabe 25.19. Es sei K der Kérper mit drei Elementen und V' ein dreidi-
mensionaler K-Vektorraum. Bestimme die Anzahl der Fahnen in V.

Aufgabe 25.20.*
Es sei
a b
i)
eine Matrix iiber einem Korper K.

a) Zeige, dass es eine zu M &dhnliche Matrix gibt, in der mindestens ein
Eintrag gleich 0 ist.

b) Zeige, dass es nicht unbedingt eine zu M &hnliche Matrix geben muss, in
der mindestens zwei Eintrédge gleich 0 sind.

Aufgabe 25.21. Es sei
p: V—V
ein Endomorphismus auf einem endlichdimensionalen K-Vektorraum V. Zei-

ge, dass ¢ genau dann eine Streckung ist, wenn die beschreibende Matrix
unabhéngig von den gewéhlten Basen ist.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 25.22. (4 Punkte)

Trigonalisiere die komplexe Matrix
241 3
ot 1—1) "

Aufgabe 25.23. (4 Punkte)
Entscheide, ob die Matrix

iiber R trigonalisierbar ist.
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Aufgabe 25.24. (3 Punkte)

Bestimme, ob die reelle Matrix

15 6 2
5 7 —4 -3
00 -2 8
00 1 9

trigonalisierbar ist oder nicht.

Aufgabe 25.25. (4 Punkte)

Es sei M eine reelle 2 x 2-Matrix, die iiber R nicht trigonalisierbar ist. Zeige,
dass M iiber C diagonalisierbar ist.

Aufgabe 25.26. (4 Punkte)

Es sei

i ()

eine Matrix iiber Q, deren Spur gleich 0 sei. Zeige, dass es eine zu M &hnliche
Matrix N der Gestalt
0 r
v (00)

26. VORLESUNG - HAUPTRAUME

gibt.

Fiir die weitere Untersuchung von linearen Abbildungen und speziell trigo-
nalisierbaren Abbildungen miissen wir noch eine wichtige Gesetzméfigkeit
im Polynomring iiber einem Korper besprechen, das Lemma von Bezout.

26.1. Das Lemma von Bezout.

Wir erinnern daran, dass ein Polynom 7" € K[X] ein Polynom P € K[X]
teilt, wenn es ein Polynom () € K[X] mit

P=TQ

gibt. Dies entspricht der Teilbarkeitsbeziehung fiir ganze Zahlen. Von dort
ist auch das Konzept von einem grofiten gemeinsamen Teiler bekannt.

Definition 26.1. Es seien Py, ..., P, € K[X] Polynome iiber einem Korper
K. Man sagt, dass ein Polynom T' € K[X] ein gemeinsamer Teiler der gege-
benen Polynome ist, wenn 1" jedes P; teilt.
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Definition 26.2. Es seien Py, ..., P, € K[X] Polynome iiber einem Korper
K. Man sagt, dass ein Polynom G € K[X] ein grdfiter gemeinsamer Teiler
der gegebenen Polynome ist, wenn G ein gemeinsamer Teiler der P; ist und
wenn G unter allen gemeinsamen Teilern der P; maximalen Grad besitzt.

Ein grofiter gemeinsamer Teiler ist nicht eindeutig bestimmt, da mit G auch
cG fiir eine Konstante ¢ # 0 ein grofiter gemeinsamer Teiler ist. Wenn
man sich allerdings auf normierte Polynome beschrinkt, so ist der gréfiter
gemeinsame Teiler eindeutig bestimmt.

Definition 26.3. Polynome Py, ..., P, € K[X] iiber einem Kérper K heiflen
teilerfremd, wenn sie aufler den Konstanten ¢ # 0 keine gemeinsamen Teiler
besitzen.

Satz 26.4. Es sei K ein Korper und seien Py, ..., P, Polynome iiber K. Es
sei G ein grofiter gemeinsamer Teiler der P;. Dann gibt es eine Darstellung

Beweis. Wir betrachten die Menge aller Linearkombinationen

Dies ist ein Ideal von K[X], wie man direkt iberpriift. Nach Satz 20.9 ist
dieses Ideal ein Hauptideal, also

I=(E)

mit einem gewissen Polynom FE. Es ist E ein gemeinsamer Teiler der P;.
Wegen P, € I = (F) ist namlich

Pi = HZE7

d.h. E ist ein Teiler von jedem P;. Aufgrund einer dhnlichen Uberlegung ist

P € (@)
fiir alle 7 und damit auch
(E) =1 C (G).
Also ist
E = GF.

Da nach Voraussetzung G den maximalen Grad unter allen gemeinsamen
Teilern besitzt, muss F' # 0 eine Konstante sein. Also ist

(G) = (B) =1

und insbesondere G € I. Also ist G eine Linearkombination der P;. O
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Korollar 26.5. Es sei K ein Korper und seien Py, ..., P, teilerfremde Po-
lynome tiber K. Dann gibt es eine Darstellung

Beweis. Dies folgt direkt aus Satz 26.4. U

Bemerkung 26.6. Zu gegebenen Polynomen P, ..., P, € K[X] ldsst sich
sowohl der grofite gemeinsame Teiler G bestimmen als auch eine Darstellung

G = Q1P1++ann

wie in Satz 26.4 explizit angegeben. Dazu kann man sich auf n = 2 be-
schrianken. Es sei der Grad von P; mindestens so grofl wie der Grad von Ps.
Die Division mit Rest liefert

P, = P,Hy + Ry

mit einem Restpolynom, dessen Grad kleiner als der Grad von P, ist bzw.
das 0 ist. Entscheidend ist, dass die Ideale

(P, Py) = (P, Ry)

und damit der grofite gemeinsame Teiler von P, und P, und von P, und Ry
iibereinstimmen. Nun fiithrt man die Division mit Rest durch, bei der P, durch
Ry mit dem Rest R3 geteilt wird, wobei wiederum das Ideal (R, R3) mit dem
Ausgangsideal iibereinstimmt. So erhilt man eine Folge von Restpolynomen

R0:P17R1:P27R27"'7Rk7£0707

wobei zwei benachbarte Reste das gleiche Ideal erzeugen. Es ist dann Ry
(also der letzte von 0 verschiedene Rest) der grofite gemeinsame Teiler von
R und R;. Eine Darstellung von Ry, als Linearkombination der Ry, R, erhélt
man, indem man die Gleichungen, die die Division mit Rest beschreiben, von
unten nach oben zuriickarbeitet.

Das in der vorstehenden Bemerkung beschriebene Verfahren heifit euklidi-
scher Algorithmus. Es gilt entsprechend auch fiir ganze Zahlen.

Beispiel 26.7. Wir mochten den grofiten gemeinsamen Teiler fiir die beiden
Polynome X? +6X? —7X + 3 und X? — 5X + 4 aus Q[X] berechnen. Dazu
fithrt man die Division mit Rest durch und erhélt

XP+6X?—TX+3 = (X?—5X +4) (X +11) + 44X —41.
Nach Bemerkung 26.3 haben die beiden Ausgangspolynome und X2 —5X +4

und 44X —41 den gleichen grofiten gemeinsamen Teiler. Eine weitere Division
mit Rest ergibt

X?—5X +4 = (44X —41) 1y 10 405
44 1936/ 1936

Daher sind die beiden Polynome teilerfremd.
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26.2. Hauptriaume.

Wir wollen weiterhin untersuchen, inwiefern man trigonalisierbare Abbildun-
gen durch Matrizen beschreiben kann, die nicht nur obere Dreiecksgestalt
haben, sondern dariiber hinaus noch weitere einfache Eigenschaften erfiillen.
Dafiir gehen wir zwei Schritte. In dieser Vorlesung werden wir eine trigona-
lisierbare Abbildung als direkte Summe von Abbildungen auf Hauptriaumen
darstellen. In den néchsten beiden Vorlesungen werden wir die Endomorphis-
men auf den Hauptridume selbst studieren.

Definition 26.8. Zu einer linearen Abbildung ¢ auf einem K-Vektorraum
V und einem Eigenwert A € K nennt man

Haupt(p, \) = U kern (p — A1d)"

neN

den Hauptraum zu ¢ zu diesem Eigenwert.

Wenn V' endlichdimensional ist, so wird die Kette
kern (o — A1d) C kern (¢ — A1d)* C kern (¢ — A1d)* C ...
stationér, d.h. es gibt ein » € N mit
Haupt(p, \) = kern (¢ — A1d)".

Hauptraume sind nach Aufgabe 26.22 invariant unter der linearen Abbildung.
Es gilt nach Definition

Eig, (¢) C Haupt(p, A),
wobei fiir diagonalisierbares ¢ Gleichheit gilt, sieche Aufgabe 26.18. Trigona-
lisierbare Abbildungen werden wir iiber ihre Hauptraume verstehen.

Lemma 26.9. Es sei p: V — V eine lineare Abbildung auf einem endlich-
dimensionalen K-Vektorraum V und sei

X@IP'Q

eine Faktorzerleqgung des charakteristischen Polynoms in teilerfremde Poly-
nome P,Q € K[X]. Dann gilt die direkte Summenzerlequng

V' = kern P(p) @ kern Q(¢p),
wobei diese Riume @-invariant sind. Die Einschrinkung von P(yp) auf den
kern Q(¢p) ist bijektiv.
Beweis. Nach dem Lemma von Bezout gibt es Polynome S, 7" € K[T] mit
SP+TQ = 1.

Sei U = kern P(¢) und W = kern Q(¢). Sei v € V. Nach Cayley-Hamilton
ist

0 = Xolp) = (P(p) 0 Qp))(v) = P(#)(Q)(v))
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und somit gehort das Bild von Q(¢) zum Kern von P(p) und umgekehrt.
Aus

v = Idv(U)
= (SP+TQ)(¢)(v)
= S(p)P(p)(v) + T(9)Q(p)(v)
= P(p)(S(p)(v) + Q) (T(p)(v))

kann man ablesen, dass der linke Summand zu bild P(p) C kern Q(¢) und
der rechte Summand zu bild Q(¢) C kern P(y) gehort. Es liegt also eine
Summenzerlegung vor, die direkt ist, da aus P(¢)(v) = Q(p)(v) = 0 sofort
v = 0 folgt. Fiir die ¢-Invarianz der Réume siehe Aufgabe 26.22. Zu v €

kern Q(¢) ist

v =S5(@)(P(p)(v) + T()Qp)(v)) = S()(P(p)(v)),
d.h. es gilt bild P(¢) = kern () und somit ist die Einschrankung von P(y)
auf den Kern von Q(¢p) surjektiv, also bijektiv. O
Satz 26.10. Se:
p: V=V

ein Endomorphismus auf dem endlichdimensionalen K-Vektorraum V und
sei A € K. Dann ist die Dimension des Hauptraumes Haupt(p, \) gleich der
algebraischen Vielfachheit von .

Beweis. Wir schreiben das charakteristische Polynom zu ¢ als
XL,D = (X - A)ka

wobei (X — \) in @ nicht als Linerarfaktor vorkommt, d.h. k ist die alge-
braische Vielfachheit von A. Dann sind P = (X — A\)* und @ teilerfremd und
nach Lemma 26.9 ist dann

V' = kern P(p) ® kern Q(¢)

und
P(p): kernQ(¢) — kern Q(yp)

ist eine Bijektion. Es ist ferner
H = kern P(yp),

wobei die Inklusion O klar ist und die andere Inklusion sich daraus ergibt,
dass hohere Potenzen von X — A wegen der eben erwiahnten Bijektivitat auf
W keine weiteren Elemente annullieren. Fiir das charakteristische Polynom
gilt wegen der direkten Summenzerlegung nach Lemma 23.7 die Beziehung

Xe = X1 X2,

wobei y; das charakteristische Polynom zu ¢|g und y. das charakteristische
Polynom zu ¢|kem q(yp) ist. Da (¢ — A)* auf H die Nullabbildung ist, ist das
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Minimalpolynom zu ¢|gz und damit auch das charakteristische Polynom x;
eine Potenz von (X — \), sagen wir

X1 = (X - /\)d’
wobei
d = dim (H)
sei. Insbesondere ist somit d < k. Bei d < k miisste A eine Nullstelle von xs

sein und A wire ein Eigenwert von ¢|iem q(p)- Dies ist aber ein Widerspruch
dazu, dass P(y) auf diesem Raum eine Bijektion ist. O

Korollar 26.11. Zu einer linearen Abbildung ¢: V — V auf einem end-
lichdimensionalen K-Vektorraum V und zwei Eigenwerten \ # § haben die
zugehorigen Hauptrdume den Durchschnitt 0, also

Haupt(p, \) N Haupt(p, §) = 0.

Beweis. Das charakteristische Polynom von ¢ sei
Xe = (X — /\)k(X - 5)€F,
wobei in ' weder A noch ¢ eine Nullstelle sei. Nach Satz 26.10, angewendet
auf Q = (X —0)°F, ist
Haupt(p, \) Nkern Q(¢) = 0.
Wegen Haupt(p,d) C kern Q(p) folgt daraus sofort
Haupt (e, A) N Haupt(p, d) = 0.

Satz 26.12. Se:
p: V—V
ein trigonalisierbarer K-Endomorphismus auf dem endlichdimensionalen K -
Vektorraum V. Dann ist V' die direkte Summe der Hauptrdume, also
V' = Haupt(p, A1) @ - - - @ Haupt(p, Apn),

wobei A, ..., A, die verschiedenen Eigenwerte zu @ durchlduft, und ¢ ist die
direkte Summe der Einschrdinkungen

auf den Hauptrdaumen.

Beweis. Es sei

Yo = (X =AM (X = A,
das charakteristische Polynom, das nach Satz 25.9 in Linearfaktoren zerféllt,
wobei die \; verschieden seien. Wir fithren Induktion iiber m. Bei m = 1
gibt es nur einen Eigenwert A und nur einen Hauptraum. Nach Korollar 24.3
ist dann auch das Minimalpolynom von der Form (X — A\)® und daher ist

V' = Haupt(p, A). Sei die Aussage nun fiir kleineres m bewiesen. Wir setzen
P=(X-X)Mud Q = (X — M) (X — \)" und sind damit in
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der Situation von Lemma 26.9 und Satz 26.10. Wir haben also eine direkte
Summenzerlegung in ¢-invariante Untervektorrdume

V' = Haupt(p, A1) @ kern Q(y).

Das charakteristische Polynom ist nach Lemma 23.7 das Produkt der cha-
rakteristischen Polynome der Einschrinkungen auf die beiden Rdume. Nach
Satz 26.10 ist (X — A;)* das charakteristische Polynom der Einschriinkung
auf den ersten Hauptraum, daher muss ) das charakteristische Polynom der
Einschréankung auf kern Q(P) sein. Das heifit insbesondere, dass diese Ein-
schrankung ebenfalls trigonalisierbar ist. Nach der Induktionsvoraussetzung

ist also kern Q(P) die direkte Summe der Hauptrdume zu X, ..., A\, und
daraus ergibt sich insgesamt die direkte Summenzerlegung fiir V' und fiir ¢.
O

26. ARBEITSBLATT
Die Pausenaufgabe

Aufgabe 26.1. Bestimme den gréfiten gemeinsamen Teiler von X? — 1 und
X3 — 1 sowie eine Darstellung davon.

Ubungsaufgaben

Aufgabe 26.2. Bestimme den grofiten gemeinsamen Teiler von X — 1 und
X — 2 sowie eine Darstellung davon.

Aufgabe 26.3. Bestimme den groBten gemeinsamen Teiler von X4 — X3 4
7X? —5X + 11 und X3 — 6X? +4X + 6 sowie eine Darstellung davon.

Aufgabe 26.4. Bestimme in Q[X] mit Hilfe des euklidischen Algorithmus
den grofiten gemeinsamen Teiler der beiden Polynome P = X3 +2X2 45X 42
und Q = X2 +4X — 3.

Aufgabe 26.5. Bestimme in Q[X] mit Hilfe des euklidischen Algorithmus
den groBten gemeinsamen Teiler der beiden Polynome P = X? — 1 und
Q=X3-1.

Aufgabe 26.6. Bestimme in R[X] mit Hilfe des euklidischen Algorithmus
den groBten gemeinsamen Teiler der beiden Polynome P = X3 + 7.X? + 7

und Q = X2 +V7X — V2.
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Aufgabe 26.7. Bestimme in F5[X]| mit Hilfe des euklidischen Algorithmus
den grofiten gemeinsamen Teiler der beiden Polynome P = X4+ 3X3 + X2 +
4X 4+ 2und Q =2X3 +4X2% + X + 3.

Aufgabe 26.8. Sei K ein Korper und sei K[X] der Polynomring iiber K und
seien F,G € K[X] zwei Polynome. Es sei K C L eine Korpererweiterung.
Zeige, dass F' ein Teiler von G in K[X] genau dann ist, wenn F' ein Teiler
von G in L[X] ist.

Die folgenden Aufgaben beziehen sich auf den euklidischen Algorithmus fiir
ganze Zahlen, der vollig analog zum euklidischen Algorithmus fiir Polynome
lauft.

Aufgabe 26.9.*

Die Wasserspedition ,,Alles im Eimer“ verfiigt iiber einen 7- und einen 10-
Liter-Eimer, die allerdings keine Markierungen haben. Sie erhélt den Auf-
trag, insgesamt genau einen Liter Wasser von der Nordsee in die Ostsee zu
transportieren. Kann sie diesen Auftrag erfiillen?

Aufgabe 26.10.*

Bestimme in Z mit Hilfe des euklidischen Algorithmus den gréfiten gemein-
samen Teiler von 1071 und 1029.

Aufgabe 26.11. Bestimme in Z mit Hilfe des euklidischen Algorithmus den
grofften gemeinsamen Teiler von 2956 und 2444.

Aufgabe 26.12.*

Bestimme den gréfiten gemeinsamen Teiler von 3146 und 1515 und gebe eine
Darstellung des gg'T von 3146 und 1515 mittels dieser Zahlen an.

Aufgabe 26.13. Bestimme die Kerne der Potenzen M zur Matrix
01000

o O OO

0
0
0
0

OO O
o O = O
O = OO
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Aufgabe 26.14. Bestimme die Kerne der Potenzen M zur Matrix

01 00O
00100
M=10 00 00
0 00 01
0 00O0O O
Aufgabe 26.15. Es sei
3 1 7
M=10 35
00 3
Bestimme die Kerne zu den Potenzen
(3Es — M)" .

Aufgabe 26.16. Bestimme die Hauptraume zur Matrix
100

o O O =
N WO

10
0 2
0 0

Aufgabe 26.17. Zeige, dass fiir eine diagonalisierbare Abbildung
p: V=V
und jedes A € K die Gleichheit
Eig,(¢) = Haupt(p, A)
gilt.

Aufgabe 26.18. Es sei
p: V—V

eine trigonalisierbare Abbildung. Zeige, dass ¢ genau dann diagonalisierbar
ist, wenn fiir jedes A € K die Gleichheit

Eig, () = Haupt(p, A)
gilt.
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Aufgabe 26.19. Es sei
p: V—V
ein trigonalisierbarer Endomorphismus und
V=H® - ®H,

die direkte Summenzerlegung in Hauptrdume im Sinne von Satz 26.12. Zei-
ge, dass es eine p-invariante Fahne V; derart gibt, dass in der Fahne die
Untervektorrdume

H,,H,® Hy,....,H & D H;

fiir y = 1,...,m auftreten.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 26.20. (3 Punkte)

Bestimme in C[X] mit Hilfe des euklidischen Algorithmus den grofiten ge-
meinsamen Teiler der beiden Polynome P = X3 + (2 — i)X? + 4 und
Q=(3—9)X%+5X — 3.

Aufgabe 26.21. (5 Punkte)

Wir betrachten eine digitale Uhr, die 24 Stunden, 60 Minuten und 60 Se-
kunden anzeigt. Zur Karnevalszeit 1lauft sie aber nicht in Sekundenschritten,
sondern addiert, ausgehend von der Nullstellung, in jedem Zéahlschritt immer
11 Stunden, 11 Minuten und 11 Sekunden dazu. Wird bei dieser Zahlweise
jede mogliche digitale Anzeige erreicht? Nach wie vielen Schritten kehrt zum
ersten Mal die Nullstellung zuriick?

Aufgabe 26.22. (3 Punkte)

Es sei K ein Korper, V' ein K-Vektorraum und
p: V—V

eine lineare Abbildung. Es sei P € K[X] ein Polynom. Zeige, dass
kern (P(¢))

ein @-invarianter Untervektorraum ist.
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Aufgabe 26.23. (4 Punkte)

Bestimme die Hauptraume zur Matrix

4 005 00
013 06¢60
001000
000527
000051
000O0O0S5

27. VORLESUNG - NILPOTENTE ABBILDUNGEN

In der letzten Vorlesung haben wir die Hauptrdume zu einem Eigenwert A
zu einem Endomorphismus ¢ als Kern von (¢ — A Id)k fiir einen hinreichend
groflen Exponenten eingefiihrt. Dies bedeutet insbesondere, dass wenn man
¢ — A 1d auf den zugehorigen Hauptraum einschréankt, dann eine gewisse Po-
tenz davon die Nullabbildung ist. Hier untersuchen wir generell Endomorphis-
men mit der Eigenschaft, dass eine gewisse Potenz davon die Nullabbildung
ist.

27.1. Nilpotente Abbildungen.

Definition 27.1. Es sei K ein Kérper und V ein K-Vektorraum. Eine lineare
Abbildung

p:V—V

heifit nilpotent, wenn es eine natiirliche Zahl n derart gibt, dass die n-te
Hintereinanderschaltung

" =0
ist.

Definition 27.2. Eine quadratische Matrix M heif§t nilpotent, wenn es eine
natiirliche Zahl n € N derart gibt, dass das n-te Matrixprodukt

MY = Mo---oM =0
1
ist.

Beispiel 27.3. Es sei M eine obere Dreiecksmatrix, bei der alle Diagonal-
elemente 0 seien. M hat also die Gestalt

0O 0 * *
0 0 0 =

(@)
(@)
(@)
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Dann ist M nilpotent, und zwar bewegt sich mit jedem Potenzieren die 0-
Hauptdiagonale nach rechts oben. Wenn man némlich das Produkt fiir die
i-te Zeile und die j-te Spalte mit

i> -1

ausrechnet, so kommt in den Teilprodukten stets eine 0 vor und das Ergebnis
ist 0.

Beispiel 27.4. Ein Spezialfall zu Beispiel 27.3 ist die Matrix

0O 1 0 - --- 0
o o 1 0 --- 0
o - 0 0 1 0
0O -« --- 0 0 1
0 -+« oo v 0 0

Eine wichtige Beobachtung dabei ist, dass unter dieser Abbildung e, auf
en—1 abgebildet wird, e,_; auf e,_s und schliellich ey auf ey, welches auf 0
abgebildet wird.

Beispiel 27.5. Es sei K ein Korper und es sei V' ein endlichdimensionaler
K-Vektorraum. Es sei

p: V=V
eine lineare Abbildung. Zu einem Eigenwert A € K besitzt der Hauptraum

H = Haupt(p, \) die Eigenschaft, dass die Einschrankung von ¢ — AIdy auf
H nilpotent ist.

Lemma 27.6. Es sei K ein Kérper und V' ein endlichdimensionaler K -
Vektorraum. Es sei

p: V=V
eine lineare Abbildung. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(1) ¢ ist nilpotent.
(2) Fiir jeden Vektor v € V gibt es ein k € N mit

¥t (v) = 0.
(3) Es gibt eine Basis vy, ...,v, von V und ein k € N mit
" () = 0.
firi=1,...,n.
(4) Es gibt ein Erzeugendensystem vy, ..., vy, von V und ein k € N mit
" (v:) = 0.

firi=1,...,m.
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Beweis. Von (1) nach (2) ist klar. Von (2) nach (3). Es sei vy, ..., v, eine
Basis (oder ein endliches Erzeugendensystem) und es sei k; € N gegeben mit

" (v;) = 0.
Dann erfiillt
k := max (k;,j=1,...,m)

die Eigenschaft fiir jeden Erzeuger. Von (3) nach (4) ist klar. Von (4) nach
(1). Zuv € V ist

m
v = E a;v;.
i=1

Aufgrund der Linearitéit von ¢* ist

SOk(U) = 90k (Z aﬂh‘) = Zaigok(vi) = 0,

also ist
©" = 0.
O

Lemma 27.7. Es sei K ein Korper und es sei V' ein endlichdimensionaler
K-Vektorraum. Es sei
p:V—V
eine lineare Abbildung. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.
(1) ¢ ist nilpotent

(2) Das Minimalpolynom zu p ist eine Potenz von X.
(3) Das charakteristische Polynom zu ¢ ist eine Potenz von X .

Beweis. Die Aqui.yalenz von (1) und (2) ergibt sich unmittelbar aus den
Definitionen, die Aquivalenz von (2) und (3) ergibt sich aus Satz 25.9. O

Korollar 27.8. Es sei K ein Kérper und es sei V' ein endlichdimensionaler
K-Vektorraum. Es sei

p: V—V
eine nilpotente lineare Abbildung. Dann ist @ trigonalisierbar, und zwar gibt

es eine Basis, beziiglich der ¢ durch eine obere Dreiecksmatrixz beschrieben
wird, in der alle Diagonaleintrdige 0 sind.

Beweis. Dies folgt direkt aus Lemma 27.7 und Satz 25.9. U
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27.2. Die Jordanzerlegung zu einem nilpotenten Endomorphis-
men.

Fiir einen nilpotenten Endomorphismus ¢ auf V ist
V = Haupt(s,0),

es gibt also nur einen Hauptraum, und dieser ist der Gesamtraum. Wir wer-
den jetzt zeigen, dass man eine beschreibende Matrix weiter (iiber die Drei-
ecksgestalt hinaus) verbessern kann. In der néchsten Vorlesung werden wir
diese Verbesserung bei einem trigonalisierbaren Endomorphismus auf den
einzelnen Hauptrdumen durchfithren und so zur sogenannten Jordanschen
Normalform gelangen.

Beispiel 27.9. Eine Matrix der Form
0 a
v=(00)

a # 0
hat beziiglich der Basis ae; und ey die Gestalt

(b o)

Lemma 27.10. Es sei K ein Korper und es ser V' ein endlichdimensionaler
K-Vektorraum. Es sei

mit

p: V—V
eine nilpotente lineare Abbildung. Es sei
> =0

und s minimal mit dieser Eigenschaft. Dann besteht zwischen den Untervek-
torraumen

V; := kern ¢’
die Beziehung
(Vi) = Vin
und die Inklusionen
Vi C Vip
sind echt fiir
1< s.

Beweis. Sei v € V. Dann ist v € Vi, ; = kern "™ dquivalent zu ¢(v) € V; =

kern ¢!, was die erste Behauptung bedeutet. Fiir die zweite Behauptung sei
Vi=Vin

angenommen, fiir ein 4 < s. Durch Anwendung von ¢! ergibt sich
Vi = ¢ (V) = ¢ (Vip1) = Viga.
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In dieser Weise erhéalt man
Vi=Vin=Via=...=V; =V
im Widerspruch zur Minimalitidt von s. O

Lemma 27.11. Es sei K ein Korper und es ser V' ein endlichdimensionaler
K-Vektorraum. Es sei

p: V=V
eine nilpotente lineare Abbildung. Dann gibt es eine Basis vy, ...,v, von V
mit

p(v;) = v
oder

p(v;) = 0.
Beweis. Es sei

> =0

und s minimal mit dieser Eigenschaft. Wir betrachten die Untervektorrdume
V; := kern ¢’

Es sei Us ein direktes Komplement zu V,_q, also
V=V_aU,.

Wegen Lemma 27.10 ist
e (Vima) = Vi
und somit
o(Us) NVsg = 0.
Daher gibt es einen Untervektorraum Us_; von V,_; mit

Vici = Voo @ Usy

und mit
(;D(Us) g Usfl-

In dieser Weise erhéilt man Untervektorrdume U; C V; mit
Vi=ViaoU

und mit
o(U;) € Ui

Ferner ist

V=U& - --dU,
da ja jeweils die vorhergehende direkte Summenzerlegung zunehmend verfei-
nert wird. Des weiteren ist ¢ eingeschrankt®® auf U; mit 7 > 2 injektiv. Zu
velUnkemp=UNV, CU; NV, ist ja wegen der Direktheit
v = 0.

38Djie Einschrinkung als Abbildung nach V, die U; sind im Allgemeinen nicht -
invariant.
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Wir konstruieren nun eine Basis wie gewiinscht. Dazu wéhlen wir zuerst eine
Basis u, von Us. Das (linear unabhéngige) Bild ¢(us) ergénzen wir zu einer
Basis us_1 von Us_; und so weiter. Die Vereinigung dieser Basen ist dann eine
Basis von V. Die Basiselemente aus u; fiir ¢ > 2 werden nach Konstruktion
auf andere Basiselemente abgebildet und die Basiselemente aus u; auf 0.
Fiir die gewiinschte Reihenfolge wéhlen wir ein Basiselement aus u, gefolgt
von all seinen Bildern, sodann ein weiteres Basiselement aus u,, gefolgt von
all seinen Bildern, bis u, aufgebraucht ist. Dann arbeitet man u,_; in der
gleichen Weise ab. O

Korollar 27.12. Es sei K ein Kdorper und es sei V' ein endlichdimensionaler
K-Vektorraum. Es sei

p: V—V
eine nilpotente lineare Abbildung. Dann gibt es eine Basis von V', beziiglich
der die beschreibende Matrix die Gestalt

0 wu 0 oo e 0
0 0 w 0O - 0
0O -+ 0 0 w2 O
0 -« - 0 0 wu, .y
0 v v oo 0 0

besitzt, wober die u; gleich O oder gleich 1 sind. D.h., dass ¢ auf jordansche
Normalform gebracht werden kann.

Beweis. Dies folgt direkt aus Lemma 27.11, wobei man die Reihenfolge der
dort konstruierten Basiselemente vertauschen muss. O

Bei einer nilpotenten Abbildung auf einem zweidimensionalen Vektorraum
V' handelt es sich um die Nullabbildung oder um eine nilpotente Abbildung
mit einem eindimensionalen Kern. Im letzteren Fall erhélt man fiir jedes
Element v € V' \ kern ¢ eine Basis ¢(v),v (in dieser Reihenfolge), beziiglich
der die beschreibende Matrix die Gestalt 8 (1) besitzt. Bei zunehmender
Dimension werden die Moglichkeiten zunehmend zahlreicher und komplexer,
wir besprechen abschlieend typische Beispiele in der Dimension drei.

Beispiel 27.13. Wir wollen Lemma 27.11 auf

02 3
M=10 05
000
anwenden. Es ist
02 3 02 3 0 0 10
M?2=1{(0 0 5 005l =100 0
000 000 00 0
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und
M? = 0.
Somit ist
Vi =kern M = (e;), Vo = kern M? = (e, e5) und V3 = K.
Es ist
Va = Vo @ (es),
so dass wir
U3 = <€3>
wéahlen konnen. Es ist
3
Mes = 5) e W.
0
Somit ist
Vo = ViU
mit
3
U = (| 5])
0
Schliefilich ist
3 0 2 3 3 10
M2€3M5005)50
0 0 00 0 0

Dabher ist

eine Basis wie gewiinscht.

Die inverse Matrix zu

10 3 0
B=|0 50
0 01
1st . ;
i 50 U
0 £+ 0
0 0 1
und es ist
Lo —3 0\ /0o 2 3\ /10 30
B'MB = (0 L o]Jfoos5]{0 50
0 0 1/\0o0o0/\0O 01
1—10%0)0103
= [0 & o]Jl0 0 5
0 0 1/ \0 0 0
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010
= 0 0 1
0 0O
Beispiel 27.14. Wir wollen Lemma 27.11 auf
0 0 3
M=10 07
0 0O
anwenden. Es ist
M? = 0.
Somit ist
Vi =kern M = (ey,e5) und Vo = K.
Es ist
Vo = Vi@ (es),
so dass wir
U3 = <63>
wéahlen konnen. Es ist
3
M€3 = 7 € ‘/1
0
Somit ist
3
Vi = < 7 ,€1> = U
0
Dabher ist
1 3 0
0)1,(7].,10
0 0 1

eine Basis wie gewiinscht. In dieser Basis wird die lineare Abbildung durch
die Matrix

o O O
o o O
o = O

beschrieben.

Beispiel 27.15. Wir wollen Lemma 27.11 auf
03 7

M=10 00
000

anwenden. Es ist
M? = 0.
Somit ist
Vi =kern M = (e}, Tey — 3e3) und Vo = K.
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Es ist
Vo = Vi @ (es),
so dass wir
U3 = <€3>
wahlen konnen. Es ist
7
M€3 = 0 € ‘/1
0
Somit ist
7
‘/1=< 0 ,762—363>:U1
0
Daher ist
0 7 0
71,101,110
-3 0 1

eine Basis wie gewiinscht. In dieser Basis wird die lineare Abbildung durch
die Matrix

o O O
o o O
o = O

beschrieben.

27. ARBEITSBLATT
Die Pausenaufgabe

Aufgabe 27.1. Zeige, dass die Matrix

(2 )

Ubungsaufgaben

nilpotent ist.

Aufgabe 27.2. Zeige, dass die komplexe Matrix

()

nilpotent ist.
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Aufgabe 27.3. Wir betrachten die Matrix

0 a b ¢ d
00 e f g
M=10 00 h i
0000 J
000 0O

iiber einem Korper K. Zeige, dass die fiinfte Potenz von M gleich 0 ist, also
M? = MMMMM = 0.

Aufgabe 27.4. Es sei
D: ]R[X]Zm — R[X]Zm

die Einschréinkung des Ableitungsoperators P +— P’ auf die Polynome vom
Grad < m. Zeige, dass D nilpotent ist. Zeige ebenfalls, dass

D: R[X] — R[X]

nicht nilpotent ist.

Aufgabe 27.5. Es sei V ein K-Vektorraum und
p: V—V

eine injektive lineare Abbildung. Zeige, dass ¢ nicht nilpotent ist.

Aufgabe 27.6. Es sei K ein Korper und es sei V' ein endlichdimensionaler
K-Vektorraum. Es sei

p:V—V
eine nilpotente lineare Abbildung. Zeige, dass ¢" = 0 ist, wobei n die Di-
mension von V' bezeichnet.

Aufgabe 27.7. Es sei K ein Korper und es sei V' ein K-Vektorraum. Es sei
p: V=V

eine nilpotente lineare Abbildung. Zeige, dass 0 der einzige Eigenwert von ¢
ist.

Aufgabe 27.8.*

Es sei K ein Korper und es sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum.
Es sei

p: V—V
eine nilpotente lineare Abbildung, die auch diagonalisierbar sei. Zeige

¢ = 0.



316

Aufgabe 27.9. Es sei K ein Korper und es sei V' ein endlichdimensionaler
K-Vektorraum. Es sei
p: V=V

eine nilpotente lineare Abbildung. Was ist die Determinante von ¢?

Aufgabe 27.10. Es sei K ein Korper und es sei V' ein endlichdimensionaler
K-Vektorraum. Es sei

p: V=V
eine nilpotente lineare Abbildung. Was ist die Spur von 7

Aufgabe 27.11.*
Sei K ein Korper.

a) Charakterisiere die nilpotenten 2 x 2-Matrizen

r Yy
Z w
iiber K mit Hilfe von zwei Gleichungen in den Variablen x,y, z, w.

b) Sind die Gleichungen linear?

Aufgabe 27.12.%*

a) Es sei M eine 2 x 2-Matrix, die trigonalisierbar, aber weder diagonalisierbar
noch invertierbar ist. Zeige, dass M nilpotent ist.

b) Man gebe ein Beispiel einer 3 x 3-Matrix M, die trigonalisierbar, aber
weder diagonalisierbar noch invertierbar, noch nilpotent ist.

Aufgabe 27.13. Zeige, dass die im Beweis zu Lemma 27.11 konstruierten
Untervektorraume U; im Allgemeinen nicht op-invariant sind.

Aufgabe 27.14. Es sei
p: V—V
ein nilpotenter Endomorphismus auf einem endlichdimensionalen K-Vektor-
raum V. Es sei
V; = kern ¢".
Zeige, dass fiir die Dimensionspriinge die Beziehung
dim (V;) —dim (V; — 1) > dim (V;41) — dim (V})

gilt.
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Die folgende Aufgabe verallgemeinert das Konzept, bei dem einer Permuta-
tion eine Permutationsmatrix zugeordnet wird.

Aufgabe 27.15. Wir betrachten auf der Menge
S =A{1,...,n,*}
die Menge der Abbildungen
B = {r:S — S|m(x) =x*}.
Zu m € B assoziieren wir (bei einem fixierten Koérper K) die lineare Abbil-
dung
p: K" — K",
die durch
exiy, falls w(i) #£ *,
ple) = 4 ertp [ 70
0, falls 7(i) = %,

festgelegt ist. Mit M, bezeichnen wir die zugehorige Matrix beziiglich der
Standardbasis.

a) Erstelle die Matrix M, bei n = 4 fiir die folgenden 7

(1)

x 11234
m(x) [2122]2

b) Welche Eigenschaften gelten fiir die Spalten und fiir die Zeilen von M,?
c) Fiir welche 7 ist M, bijektiv?
d) Fiir welche 7 ist M, nilpotent?

e) Welche Dimension besitzt der Kern von M,.?
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f) Zeige
Myo, = My o M,

g) Zeige, dass jede nilpotente n x n-Matrix M &hnlich zu einer Matrix der
Form M, ist.

Aufgabe 27.16. Es sei V ein K-Vektorraum und
p: V—V
eine nilpotente lineare Abbildung. Es sei
v: V—V
eine weitere lineare Abbildung mit
Yop = poy.
Zeige, dass ¢ o  ebenfalls nilpotent ist.

Aufgabe 27.17.*

Man gebe ein Beispiel fiir zwei nilpotente lineare Abbildungen
o, K> — K?
derart, dass weder ¢ o1 noch ¢ + @ nilpotent sind.

Aufgabe 27.18. Es sei a € R eine reelle Zahl mit |a| < 1. Bekanntlich ist
lim, . a" = 0.
Ist die lineare Abbildung
R— R, z+— ax

nilpotent?

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 27.19. (3 Punkte)

Es sei M eine 2 x 2-Matrix iiber einem Koérper K. Zeige, dass M genau dann
nilpotent ist, wenn sowohl die Determinante als auch die Spur von M gleich
0 ist.
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Aufgabe 27.20. (3 Punkte)

Es sei V' ein K-Vektorraum mit einer Basis v,,, n € N,. Es sei
p: V=V
diejenige lineare Abbildung, die durch
p(v1) = 0
und

@(vn) = vp1
fiir alle n > 2 festgelegt ist. Ist ¢ nilpotent?

Aufgabe 27.21. (4 Punkte)

Es sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und
p:V—V

nilpotent. Zeige, dass
Y= Id+p
bijektiv ist.

Aufgabe 27.22. (4 Punkte)

Es sei V ein K-Vektorraum und
o, V—V

nilpotente lineare Abbildungen, die

pot) =1voyp

erfiillen. Zeige, dass dann auch ¢ + ¢ nilpotent ist.

28. VORLESUNG - JORDANSCHE NORMALFORM

If it works, it’s out of date

David Bowie



320
28.1. Ein Zerlegungssatz.
Satz 28.1. Sei
p:V—V

ein trigonalisierbarer K-Endomorphismus auf dem endlichdimensionalen K -
Vektorraum V. Dann gibt es eine Zerlegung

© = @Pdiag + ©nil,
wobei pgiag diagonalisierbar, pny nilpotent und zusdtzlich
Pdiag © Pnil = $nil © Pdiag

qgilt.

Beweis. Nach Satz 26.12 ist

V=H®® - ©®H,
wobei die H; die Hauptraume zu den Eigenwerten \; seien, und es ist

o =p1D DY,
mit ; = ¢|p,. Es sei

pi: V—V
die Hintereinanderschaltung V' — H; — V. Wir setzen
Cdiag = AMiP1+ -+ XD
Diese Abbildung ist offenbar diagonalisierbar. Sei
Pnil = P — Pdiag-

Die Nilpotenz dieser Abbildung kann man auf den H; einzeln iiberpriifen,
und dort ist

(o — sﬁdiag) |Hl- = @i — (@diag) |H1- = ¢; — N Idg,,

also nilpotent. Ferner kommutieren ¢; und p;, da p; auf H; die Identitat ist
und auf H;, j # ¢, die Nullabbildung. Damit kommutieren auch die direkten
(skalaren) Summen davon und damit kommutieren ¢ und @giag, also auch

Pdiag und Y — Pdiag = Pnil- O

Unter den im Satz angegebenen Bedingungen ist diese Zerlegung sogar ein-
deutig.
Definition 28.2. Ein Endomorphismus
p: V=V
auf einem K-Vektorraum heifit unipotent, wenn
¢ = Idy +v¢
mit einer nilpotenten Abbildung v ist.
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Bei einer unipotenten Abbildung ist der diagonalisierbare Anteil im Sinne
der oben beschriebenen kanonischen Zerlegung besonders einfach, es handelt
sich um die Identitét.

28.2. Jordansche Normalform.

Definition 28.3. Es sei K ein Korper und A € K. Unter einer Jordanmatrix

(zum Eigenwert \) versteht man eine quadratische Matrix der Form®’
A1 0 - - 0
o x 1 0 - 0
0 0O X 1 0
0 e 00X 1
0 e 0 A

Wenn man eine solche Jordanmatrix als lineare Abbildung ¢ des Standard-
raumes K™ in sich interpretiert, so ist

p(e1) = ey und p(ex) = Aeg + e fiir alle k > 2.

Insbesondere ist e; ein Eigenvektor zum Eigenwert ). Eine einfache Uberle-
gung zeigt, dass es keine dazu linear unabhéngigen Eigenvektoren geben kann
(siehe Aufgabe 28.17). Die Eigenschaft rechts ist dquivalent zur Bedingung?

er-1 = (p— A~ 1d)(ex)

fiir £ > 2. Als Eigenvektor ist e; ein erzeugendes Element des Kerns der
Abbildung ¢ := ¢ — A1d, und die anderen Standardvektoren e ergeben sich
sukzessive als Urbild von e,_; unter 2.

Definition 28.4. Eine quadratische Matrix der Form

J 0 - o0
0O J 0 - 0
0O -+ 0 Jpr O
0 o -+ 0 Jx

wobei die J; Jordanmatrizen sind, heiit Matrix in jordanscher Normalform.

39Manche Autoren verstehen unter einer Jordanmatrix eine Matrix, in der die Einsen
unterhalb der Diagonalen stehen.

40T Kontext der trigonalisierbaren Abbildungen und zum Auffinden der jordanschen
Normalform ist es sinnvoll, mit ¢ — A - Id statt mit A - Id —¢p zu arbeiten.
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Die dabei auftretenden Jordanmatrizen heiflien Jordanblocke der Matrix. Thre
Eigenwerte konnen verschieden oder gleich sein. In der Matrix

210000
020000
004100
000410
00 0O040O0
000O0O0 2

gibt es drei Jordanblocke, ndmlich

4 10

(g %), 0 4 1] und (2)

00 4
zu den Eigenwerten 2,4 und nochmal 2.
Wir kommen zum Satz iiber die jordansche Normalform fiir trigonalisierbare
Endomorphismen.
Satz 28.5. Zu jedem trigonalisierbaren Endomorphismus

p: V—V

auf einem endlichdimensionalen K-Vektorraum V ¢ibt es eine Basis, bezii-
glich der die beschreibende Matriz jordansche Normalform besitzt.

Beweis. Da ¢ trigonalisierbar ist, kénnen wir Satz 26.12 anwenden. Es gibt
alse eine direkte Summenzerlegung
V = Haupt(p, A1) @ - - - @ Haupt(p, A\n),

wobei die Hauptrdume ¢-invariant sind. Indem wir die Situation auf den
einzelnen Hauptrdumen analysieren, konnen wir davon ausgehen, dass ¢ nur
einen Figenwert A besitzt und

V' = Haupt(p, \)
ist. Bs ist dann
Y =¢—Aldy

nilpotent. Daher gibt es nach Korollar 27.12 eine Basis, beziiglich der ¢ die
Gestalt

0 u; O 0
0 0 wy O 0
0 0 0 up,-o O
0 --- -+ 0 0w,
O ~ov e e 0 0

besitzt, wobei u; gleich 0 oder gleich 1 sind. Beziiglich dieser Basis hat
¢ = ¢+ Aldy
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die Gestalt

A Uy 0 0
0 A U2 0 0
0 0 A u,-o O
O 0 )\ Up—1
0 0 A

g

Jede obere Dreiecksmatrix ist also dhnlich zu einer Matrix in jordanscher
Normalform. Uber den komplexen Zahlen kann man jede Matrix auf jordan-
sche Normalform bringen. Wenn eine Matrix in jordanscher Normalform vor-
liegt, so kann man direkt den diagonalisierbaren und den nilpotenten Anteil
im Sinne von Satz 28.1 ablesen: Die Diagonale liefert den diagonalisierbaren
Anteil und die Eintrige, die echt oberhalb der Diagonalen liegen, liefern den
nilpotenten Anteil (dies ist im Allgemeinen fiir obere Dreiecksmatrizen nicht
richtig).

Verfahren 28.6. Wir beschreiben, wie man zu einer linearen trigonalisier-
baren Abbildung eine Basis findet, beziiglich der die beschreibende Matrix in
jordanscher Normalform ist. Dazu bestimmt man zu jedem Eigenwert A € K
den minimalen Exponenten s mit

kern (o — A1d)* = kern (p — A1d)**" .
Dieser Kern ist der Hauptraum zu A. Man setzt
Vi = kern (o — A1d)" C Haupt(p, \)
fiir : = 1,...,s. Dies ergibt eine Kette
Vi = Eig(A) C Vo C--- C Vi C V; = Haupt(p, A).
Man wahlt nun aus V; \ V,_; einen Vektor u. Die Vektoren

u, (o — Md)(u), (o — M1d)*(u), ..., (¢ — AId)* ' (u)

bilden eine Basis fiir einen Jordan-Block. Wenn diese Basis schon den gan-
zen Hauptraum abdeckt, ist man fertig. Andernfalls sucht man in Vi \ Vi,
einen weiteren, zu u und V,_; linear unabhéngigen Vektor und nimmt wieder
sdmtliche sukzessiven Bilder hinzu. Wenn Vj \ V,_; ausgeschopft ist, schaut
man, ob V;_; \ Vi_o bereits abgedeckt ist, u.s.w. Wenn der Hauptraum zu A
ausgeschopft ist, macht man mit dem néchsten Eigenwert weiter.

Unter gewissen Umsténden kann man auch mit einer Basis des Eigenraumes
anfangen. Wenn beispielsweise der Eigenraum zu A eindimensional ist, so
kann man einen Eigenvektor v zu A wéhlen und dazu sukzessive Urbilder
unter ¢ — \Idy finden, also

v = (p—Aldy) (v)
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l6sen, dann

v = (o — Ady) (v")
U.S.W.

Wenn beispielsweise der Eigenraum k-dimensional und der Hauptraum (k +
1)-dimensional, so muss man nur fiir einen Eigenvektor ein Urbild unter

¢ — Aldy finden.
Beispiel 28.7. Wir betrachten die Matrix

2 21
M=10 2 3
00 2
1
und wollen sie auf jordansche Normalform bringen. Es ist u =e; = | 0 | ein
0
Eigenvektor zum Eigenwert 2. Es ist
0 21
A=M-2E;=10 0 3|,
000

so dass es keinen weiteren linear unabhingigen Eigenvektor gibt. Wir inter-
essieren uns fiir das lineare Gleichungssystem

e; = Av.
Daraus ergibt sich sofort (aus der zweiten Zeile) v3 = 0 und somit 2vy = 1 (v,
0
konnen wir frei als 0 wéhlen). Also setzen wir v = % . SchlieBlich brauchen
0
wir eine Losung fiir
v=Aw.
Dies fiihrt auf
0

1

11 2

6
Fiir die durch die Matrix M beschriebene lineare Abbildung gilt somit

w =

Mu =2u, Mv=2v+u, Mw=2w+v,
sodass die Abbildung beziiglich dieser Basis durch

210
0 21
0 0 2

beschrieben wird. Diese Matrix ist eine Jordanmatrix und insbesondere in
jordanscher Normalform.
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Beispiel 28.8. Wir betrachten die Matrix

200
M=10 2 3
00 2
1
und wollen sie auf jordansche Normalform bringen. Es sind u =e; = | 0
0
0
und v = es = | 1| linear unabhéngige Eigenvektoren zum Eigenwert 2. Es
0
ist
000
A=M-2E;= |0 0 3],
0 00

so dass v und v den Eigenraum aufspannen. Ein Eigenvektor muss das Bild
eines Vektors unter der Matrix A sein. In der Tat besitzt das lineare Glei-
chungssystem

ey = Aw

die Losung w =

wi= O O

Fiir die durch die Matrix M beschriebene lineare Abbildung gilt somit
Mu = 2u, Mv =2v, Mw =2w+v,
sodass die Abbildung beziiglich dieser Basis durch

2 00
0 21
0 0 2

beschrieben wird. Diese Matrix ist in jordanscher Normalform mit den Jor-

danblécken (2) und (g ;) .

Beispiel 28.9. Wir betrachten die Matrix

3 1 0 4
0 -1 2 1
M=10 0 -1 0
0 0 0 3

und wollen sie auf jordansche Normalform bringen. Hier gibt es zwei Eigen-
werte und somit zwei zweidimensionale Hauptraume, die getrennt behandelt
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werden konnen. Es ist

0 1 0 4
0 -4 2 1
M=3Es=1¢g o —4 o
0 0 0 0
1
somit gehort 8 zum Kern. Die Determinante der Untermatrix rechts oben
0

ist nicht 0, daher ist der Rang der Matrix gleich 3 und der Kern ist eindi-
mensional. Die zweite Potenz ist

2

0 1 0 4 0 1 0 4 0 1 0 4
0 -4 2 1 - 0 -4 2 1 0 -4 2 1
0 0 —4 0 o 0 0 —4 0 0 0 —4 0
0 0 0 0 0 O 0 0 0 O 0 O
0o —4 2 1
- 0 16 —16 —4
o 0 O 16 O
0 O 0 0
0
ein neues Kernelement ist (1) . Es ist also
4
1 0
0 1
0 4
Wegen
0 1 0 4 0 17
0 -4 2 1 11 10
0 0 —4 0 o [0
0 0 0 0 4 0
17 0
konnen die Vektoren 8 und (1) zum Aufstellen des ersten Jordan-
0 4

blockes verwendet werden
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Es ist
4 1 0 4
00 21
M+1E, = 000 o0l
0 00 4
1
somit gehort _04 zum Kern. Der Rang der Matrix ist wieder gleich 3 und
0
der Kern ist eindimensional. Die zweite Potenz ist
410 4\° 4104\ /410 4
00 21 B 00 21 00 21
0000 - 0000 0000
00 0 4 00 0 4 0 00 4
16 4 2 33
B 0 00 4
o 0O 00 0]
0 0 0 16
0
ein neues Kernelement ist _12 . Es ist also
0
1 0
—4 1
Haupt(M7_1) = < 0 9 -9 >
0 0
Wegen
4 1 0 4 0 1
00 21 1 |4
0 00O 2| 0
000 4 0 0

1 0
konnen die Vektoren 04) und _12 zum Aufstellen des zweiten Jordan-
0 0

blockes verwendet werden. Insgesamt besitzt also M beziiglich der Basis

17 0 1 0
0 1 —4 1
O1'10]171 O ]2
0 4 0 0
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die jordansche Normalform

OO O W
S O W
|
—

28.3. Endomorphismen endlicher Ordnung.

In Lemma 24.10 haben wir gesehen, dass Permutationsmatrizen iiber C dia-
gonalisierbar sind. Dies gilt {iber C fiir alle Endomorphismen endlicher Ord-
nung.

Lemma 28.10. Jede invertierbare Matrix M € GL,(C), die endliche Ord-

nung besitzt, ist diagonalisierbar.

Beweis. Die Matrix ist trigonalisierbar und besitzt eine jordansche Normal-
form. Wir zeigen, dass die einzelnen Jordanblocke

A1 0 - -0
o x 1 0 -~ 0
o -~ 0 X 1 0
0 -+ -+ 0 X 1
0 «ov cee wee 0 A

trivial sind. Wegen der endlichen Ordnung muss A eine Einheitswurzel sein.
Durch Multiplikation mit A~!'E, konnen wir davon ausgehen, dass eine Ma-
trix der Form

1 a 0 - o 0
01 a 0 --- 0
O - 0 1 a O
0O -+« -~ 0 1 a
0 «+v oo v 0 1

(mit a # 0) vorliegt. Wenn dies keine 1 x 1-Matrix ist, so gibt es zwei Vektoren
u, v, wobei u ein Eigenvektor ist und v auf v + au abgebildet wird. Die k-te
Iteration der Matrix schickt dann v auf v + kau und dies ist nicht v, im
Widerspruch zur endlichen Ordnung. O
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28. ARBEITSBLATT

Die Pausenaufgabe

Aufgabe 28.1. Betrachte die Matrix

2 3
0 5
und die drei Zerlegungen

-GG
FRFEE
Y696

Welche ist (sind) die kanonische additive Zerlegung im Sinne von Satz 28.1
(und beziiglich welcher Basis)?

und

Ubungsaufgaben
Aufgabe 28.2. Es sei
a;; 0 0
0 929 0 0
D —= . T . T A .. :
0 e 0 p—1n-1 0
0o -+ ... 0 .

Zeige, dass D mit jeder anderen n x n-Matrix M genau dann kommutiert,
wenn alle Diagonaleintrége iibereinstimmen.

Aufgabe 28.3. Beschreibe die direkte Summenzerlegung der p; beziiglich
der Hauptraume aus dem Beweis zu Satz 28.1.
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Aufgabe 28.4. Eine lineare Abbildung
¢: R? — R?
werde beziiglich der Standardbasis durch die Matrix

(03

beschrieben. Finde eine Basis, beziiglich der ¢ durch die Matrix
31
0 3

Aufgabe 28.5. Eine lineare Abbildung

beschrieben wird.

0: R® — R?
werde beziiglich der Standardbasis durch die Matrix
-2 2 7
0 -2 —6
0o 0 -2
beschrieben. Finde eine Basis, beziiglich der ¢ durch die Matrix
-2 1 0
0o -2 1
0o 0 =2
beschrieben wird.
Aufgabe 28.6.*
Bestimme zur reellen Matrix
35 2 4
03 6 —1
M= 0 03 2
000 3

die jordansche Normalform. (Es muss keine Basis angegeben werden, bezii-
glich der jordansche Normalform vorliegt.)

Aufgabe 28.7.*

Es sei M eine nilpotente n x n-Jordanmatrix. Zeige, dass die Kerne kern M*
eine Fahne in K" bilden.

Aufgabe 28.8. Es sei M eine n x n-Jordanmatrix zum Eigenwert \. Be-
stimme das Minimalpolynom von M.
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Aufgabe 28.9. Es sei M eine nxn-Matrix mit den Jordanblocken Jy,. .., Jy,
wobei die Diagonaleintrige konstant gleich A seien. Bestimme das Minimal-
polynom von M.

Aufgabe 28.10.*

Es sei M eine Matrix in jordanscher Normalform, wobei nur ein Eigenwert
auftrete. Zeige, dass die Anzahl der Jordanblocke in M gleich der Dimension
des Eigenraumes ist.

Aufgabe 28.11. Zeige, dass das Produkt von zwei Matrizen in jordanscher
Normalform nicht in jordanscher Normalform sein muss.

Aufgabe 28.12. Es sei M eine n x n-Matrix in jordanscher Normalform und
es sei D die zugehorige Diagonalmatrix. Zeige, dass die kanonische additive
Zerlegung im Sinne von Satz 28.1 gleich

M = D+ (M - D)

ist.

Aufgabe 28.13. Zeige, dass es eine Familie von (bis zu) 2"~! verschiedenen
n X n-Matrizen mit der Eigenschaft gibt, dass jeder nilpotente Endomor-
phismus auf einem n-dimensionalen Vektorraum V' durch eine der Matrizen
beschrieben werden kann.

Aufgabe 28.14. Zeige, dass sich jeder nilpotente Endomorphismus auf ei-
nem vierdimensionalen Raum auf genau eine der folgenden Gestalten bringen
lasst.

0000 0000 0100 0000 0100
0000 0000 0000 0010 0010
oOo0o0Oo0Op’"fto 00 14’to0 0 0 11740 0 0 1)7{0 0 0 1
0000 0000 0000 0000 0000

Aufgabe 28.15.*

Es sei \
1
v=(63)
mit A € K. Zeige durch Induktion, dass
n )\n ,n)\n—l
()

ist.
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Man sagt, dass ein Koérper K positive Charakteristik besitzt, wenn fiir ei-
ne positive natiirliche Zahl p € N, die Gleichung p = 0 gilt. Die Koérper
Q,R,C haben diese Eigenschaft nicht, man sagt, dass sie Charakteristik 0
haben. Endliche Korper haben positive Charakteristik, und zwar ist die Cha-
rakteristik immer eine Primzahl.

Aufgabe 28.16. Es sei K ein Korper mit positiver Charakteristik p > 0.
Zeige, dass die Matrix

11

01

Aufgaben zum Abgeben

die endliche Ordnung p besitzt.

Aufgabe 28.17. (3 Punkte)

Eine lineare Abbildung
p: R> — R’
werde beziiglich der Standardbasis durch die Matrix

2 3 4
0 25
0 0 2

beschrieben. Finde eine Basis, beziiglich der ¢ durch die Matrix
210

0 2 1
00 2
beschrieben wird.

Aufgabe 28.18. (4 Punkte)

Bestimme eine Basis, beziiglich der die durch

4 —6 0 —1
0 5 2 7
M=1g g 4 4
0 0 0 5

gegebene lineare Abbildung jordansche Normalform besitzt.

Aufgabe 28.19. (3 Punkte)

Es sei M eine Jordanmatrix zum Eigenwert ). Zeige, dass der Eigenraum
von M zum Eigenwert A eindimensional ist und dass es keine weiteren Ei-
genvektoren gibt.
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Aufgabe 28.20. (4 Punkte)

Es sei

p: V—V
ein Endomorphismus, der beziiglich einer geeigneten Basis durch eine n x n-
Jordanmatrix beschrieben wird. Zeige, dass es keine direkte Summenzerle-

gung
V=UaoW

in -invariante Untervektorrdume U, W C V gibt.

Aufgabe 28.21. (8 (44+2+2) Punkte)

Es seien n € N, und ein Kérper K der Charakteristik 0 fixiert. Zu einer
nilpotenten n x n-Matrix M sei exp M durch

1
exp M = ZHMk
k=0

definiert.

a) Zeige, dass fiir vertauschbare nilpotente Matrizen M, N die Gleichheit
exp (M + N) = exp M oexp N

gilt.

b) Zeige, dass fiir eine nilpotente Matrix M die Matrix exp M invertierbar
ist.

c) Zeige, dass fiir eine nilpotente Matrix M die Matrix exp M unipotent ist.

29. VORLESUNG - AFFINE RAUME

29.1. Affine Riume.

Untervektorrdume eines Vektorraums enthalten stets die 0. Eine Gerade
G C R?, die nicht durch den Nullpunkt verlduft, ist also kein Untervek-
torraum. Dennoch handelt es sich um ein ,lineares Objekt“, das im Rahmen
der linearen Algebra studiert werden soll.

Definition 29.1. Es sei V' ein Vektorraum. Unter einem affinen Unterraum
von V versteht man (die leere Menge oder) eine Teilmenge der Form

P+U = {P+ulueU},
wobei U C V ein Untervektorraum und P € V ein Vektor ist.

Den Punkt P nennt man auch den Aufpunkt und den Untervektorraum U den
Translationsraum oder Verschiebungsraum oder Parallelvektorraum oder ein-
fach den zugrunde liegenden Untervektorraum. Die Punkte im affinen Raum
stellt man sich als Ortspunkte, die Punkte aus U als Verschiebungsvektoren



334

vor. Man kann sich dariiber streiten, ob man die leere Menge als affinen (Un-
ter)raum gelten lassen mochte, die folgende Bemerkung, die Definition 29.4
und Lemma 30.1 sprechen aber dafiir.

Bemerkung 29.2. Die Losungsmenge zu einem inhomogenen linearen Glei-
chungssystem in n Variablen ist ein affiner Unterraum von K", und zwar
ist der zugrunde liegende Vektorraum der Losungsraum zum zugehorigen
homogenen Gleichungssystem.

Beispiel 29.3. Zu einer linearen Abbildung
p: V—W

zwischen K-Vektorrdumen V und W und einem Element @) € W ist das
Urbild zu @ (die Faser zu Q)

¢ Q) = {PeV]p(P)=Q}
ein affiner Unterraum von V. Im nichtleeren Fall kann man jeden Punkt
P() € V mit
p(P) = @
als Aufpunkt verwenden. Der Verschiebungsraum ist dann gerade der Kern
von . Durch eine lineare Abbildung wird V' zerlegt in eine geschichtete
Familie von zueinander parallelen®' affinen Unterrdumen.

A

Die Wirkungsweise einer Parallelverschiebung in der Ebene auf eine Teilmenge.

Eine weitere Uberlegung fiihrt zu einem weiteren abstrakten Begriff. Den
Anschauungsraum kann man mit Koordinaten versehen und dadurch mit
dem R3 identifizieren. Dabei muss man insbesondere willkiirlich einen Punkt
des Raumes als 0 auszeichnen. Der natiirliche Anschauungsraum besitzt keine
natiirliche Null und auch keine natiirliche Addition von Punkten. Dennoch ist
der Anschauungsraum mit einem Vektorraum eng verbunden, namlich dem
Vektorraum aller (Parallel-) Verschiebungen des Raumes. Eine solche Ver-
schiebung ist eine elementargeometrische Konstruktion, bei der jeder Punkt
des Raumes um einen bestimmten Richtungsvektor verschoben wird. Eine

41 Affine Unterrdume heifien parallel, wenn zwischen den zugehorigen Untervektorrdum-
en eine Inklusion besteht.
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solche Verschiebung ist durch jeden Punkt zusammen mit seinem Bildpunkt
festgelegt. Die Menge all dieser Verschiebungen bildet einen Vektorraum,
wobei die Addition durch Hintereinanderausfithrung der Verschiebungen ge-
geben ist. Die Nullverschiebung ist die Identitdt. Wenn man einen Punkt P
des Raumes fixiert, so ergibt sich eine Bijektion zwischen dem Raum und
dem Vektorraum der Verschiebungen, indem man den Verschiebungsvektor
an P anlegt. Eine solche Fixierung nennt man auch Wahl eines Ursprungs.

Definition 29.4. Ein affiner Raum iiber einem K-Vektorraum V ist eine
Menge E zusammen mit einer Abbildung

VXE—EFE, (v,P)— P+,

die den drei Bedingungen

(1) P+0=P furalle P € E,

(2) (P4+v)+w=P+ (v+w) fir alle v,w € V und P € E,

(3) Zu je zwei Punkten P, € E gibt es genau einen Vektor v € V' mit
Q=P+v,

genigt.

Diese Addition nennt man affine Addition oder Translation. Der zu zwei
Punkten P, € FE eindeutig bestimmte Translationsvektor (oder Verschie-

bungsvektor oder Verbindungsvektor) wird mit @ bezeichnet. Es gelten die
Regeln

(1) PP = 0 fix P € E.

2) % — _QPfir P.Q € E.

(3) PO + QR = PR fir P,Q,R € E,
wobei dies Identitdten im Vektorraum V' sind, siehe Aufgabe 29.8.
Die Gesamtabbildung

+: VXxE—EFE

kann man unter verschiedenen Aspekten betrachten. Zu jedem Punkt P € F
ist die Abbildung
V—FE v— P+,

eine Bijektion zwischen dem zugrunde liegenden Vektorraum und dem affinen
Raum. Diese Bijektion ist aber nicht kanonisch, da sie von dem gewéhlten
Punkt abhéngt. Jeder Vektor v € V' definiert die Abbildung

EF—FE P+—— P+,

die die Translation oder Verschiebung auf E um den Vektor v heifit. Die
Abbildung

Ex E —V, (P.Q) — PG,
ordnet einem Punktepaar ihren (eindeutig bestimmten) Verbindungsvektor
zu. Statt P‘é schreibt man manchmal auch @ — P.
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Jeder Vektorraum V ist auch ein affiner Raum iiber sich selbst mit der Vek-
torraumaddition als Addition. Ein affiner Unterraum P + U C V im Sinne
von Definition 29.1 ist ein affiner Raum iiber U.

Beispiel 29.5. Die homogene lineare Gleichung
Tx —3y+42z =0

hat den Losungsraum
3

0
U=({7],14]

0 3
und die inhomogene lineare Gleichung

Tr—3y+4z = 2

hat die Losungsmenge

E = +U =

= O O
= O O
+
—~
S N W
W = O
~

Die affine Addition ist die Abbildung
UxFE—EFE, (u,P)— (u+ P),

die einem Paar bestehend aus einer Losung der homogenen Gleichung und
einer Losung der inhomogenen Gleichung ihre Summe zuordnet, die eine
Losung der inhomogenen Gleichung ist. Zu zwei Losungen der inhomogenen
Gleichung ist die Differenz eine Losung der homogenen Gleichung. Zu

3 0 —6
u==2[7|+314| =|-2
0 3 9
ist beispielsweise
0 —6
01+ -2] =
1 9
3 9 2
eine weitere Losung. Die beiden Losungen und 4 werden durch den
0
Verbindungsvektor
2 1 1
41—-13]1 =11
0 1 -1

ineinander iiberfiihrt.
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29.2. Affine Basen.

Fiir die folgenden Begriffe darf man fiir die Indexmenge I stets eine endli-
che Menge nehmen. Im nichtendlichen Fall ist ein Koeffiziententupel so zu
interpretieren, dass mit endlich vielen Ausnahmen alle Eintrage gleich 0 sind.

Definition 29.6. Eine Familie von Punkten P, € E, i € I, in einem affinen
Raum FE iiber einem K-Vektorraum V' heifit eine affine Basis von E, wenn
zu einem iy € I die Vektorfamilie

PyB.i € I\ {io},

eine Basis von V ist.

Wegen

\ \ N ﬁ
P?JQE = PioPL'l +P11#L = _Pilpio +Pll [

kann man die Basisvektoren m zum Ursprungspunkt P, als Linearkombi-
nation durch die Vektoren zu einem beliebigen anderen Ursprungspunkt £,
der Familie ausdriicken. Daher ist die Eigenschaft, eine affine Basis zu sein,
unabhéngig von dem gewéhlten P .

Die baryzentrischen Koordinaten in der Ebene, wobei die affinen Basispunkte die
Eckpunkte eines Dreiecks bilden.

Definition 29.7. Zu einer Familie P;, ¢ € I, von Punkten in einem affinen
Raum E und einem Zahltupel a;, © € I, mit

a1
il
(bei unendlichem [ ist dies so zu verstehen, dass nur endlich viele der q;

von 0 verschieden sein konnen) heifit die Summe ., a;P; baryzentrische
Kombination der P;. Der zugehoérige Punkt in F ist durch

Z a;P; = Q+ Z Giﬁ
iel iel

gegeben.
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Lemma 29.8. Zu einer Familie P;, © € I, von Punkten in einem affinen
Raum E st durch eine baryzentrische Kombination

Z a; P

el
ein eindeutiger Punkt in E definiert.
Beweis. Siehe Aufgabe 29.12. O

Satz 29.9. Es sei P;, 1 € I, eine affine Basis in einem affinen Raum E iiber
dem K-Vektorraum V. Dann gibt es fiir jeden Punkt P € E eine eindeutige
baryzentrische Darstellung

icl

Beweis. Sei iy € I fixiert. Es gibt dann in V' eine eindeutige Darstellung

PP= Y aBF

iel\{io}
Wir setzen
aj, = 1— Z a;.
ieI\{io}
Dann ist ) ,.;a; = 1 und

P = F)io—i_ﬁ
= B+ Z aiPioji

ieI\{L
— Py+a,PPu+ S aP,P
€I\{io}
= Pio+zaim'
el

Es gibt also eine solche eindeutige Darstellung mit F;, als Ursprung. Die
Eindeutigkeit folgt daraus, dass die a;, 7 # ig, durch die eindeutig bestimm-
ten Koeffizienten der Vektorraumbasis festgelegt sind und dass a;, durch die
baryzentrische Bedingung festgelegt ist. U

Definition 29.10. Es sei P, i € I, eine affine Basis in einem affinen Raum
FE iber dem K-Vektorraum V. Dann nennt man die zu einem Punkt P € F
eindeutig bestimmten Zahlen

(a;,1 € I) mit Zaizl

i€l

P =3 aP,
iel
die baryzentrischen Koordinaten von P.

mit
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Die Farben bei additiver Farbmischung mit den Primérfarben Rot, Blau und
Griin (dies entspricht den drei Zapfen im menschlichen Auge). Da es fiir das
Auge nur auf das Mischverhéltnis der drei Farben ankommt, kann man sich auf
Linearkombinationen (r, g,b) mit r + ¢+ b = 1 (und nichtnegativen
Koeffizienten) beschrinken. Farben werden also durch baryzentrische
Koordinaten beschrieben, dadurch spart man eine Dimension.

Beispiel 29.11. Es sei P, i € I, eine affine Basis in einem affinen Raum
E iber dem K-Vektorraum V. Dann besitzt der Punkt P; (j € I) die bary-
zentrischen Koordinaten (0,...,0,1,0,...,0), wobei die 1 an der j-ten Stelle
steht (und I als endlich und geordnet angenommen wird).

Definition 29.12. Es sei E ein affiner Raum mit einer affinen Basis
P,Py,...,P,,P,.1.

Dann nennt man n die Dimension von E.

Damit ist die Dimension von einem nichtleeren affinen Raum gleich der Di-

mension des zugrunde liegenden Translationsraumes. Dies zeigt zugleich, dass
diese Zahl wohldefiniert ist. Der leere affine Raum erhélt die Dimension —1.

29.3. Affine Unterraume.

Definition 29.13. Es sei E ein affiner Raum iiber dem K-Vektorraum V.
Eine Teilmenge F' C E heifit affiner Unterraum, wenn

F=P+U
ist, mit einem Punkt P € E und einem K-Untervektorraum U C V.

Diese Definition deckt sich mit der eingangs erwiahnten Definition von affinen
Unterrdumen in einem Vektorraum.

Lemma 29.14. Es sei E ein affiner Raum tber dem K-Vektorraum V. Fiir
eine Teilmenge F C E sind dquivalent.

(1) F ist ein affiner Unterraum von E.
(2) Zu Py,...,P, € F und Zahlen ay,...,a, mit >,  a; = 1 ist auch
Z?:l CLl’Pi e F.
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(3) Mit je zwei Punkten P,Q € F undr,s € K mitr+s = 1 ist auch
rP+s@Q € F.

Beweis. (1) = (2). Essei ' = P+U mit P € F und einem Untervektorraum
U C V. Dann ist P, = P + wu; mit einem u; € U. Nach Definition einer
baryzentrischen Kombination ist

=1 =1 =1

ein Element von F.
(2) = (3). Dies ist eine Abschwéchung.
(3) = (1). Wir wahlen einen Punkt P € F' und betrachten

U = {@erF} cv

Esist 0 € U. Zu Q, Q" € F gehoren nach Voraussetzung auch —P + 2¢) und
—P + 2@ zu F. Damit gehort wiederum auch

1 1
5(—P+2Q)+§(—P+2Q’) = -P+Q+Q
zu F', wobei die Gleichheit auf Aufgabe 29.15 beruht. Dieser Punkt ist aber

gleich
P-PP+PO+PQ — P+ PO+ PO,

-
so dass P@ + PQ'" zu U gehort. Somit ist U abgeschlossen unter der Vektor-
addition. Sei () € F und s € K. Dann gehort nach Voraussetzung auch

(1—-95)P+sQ = P+s@

zu F' und damit gehort 51@ zu U. Also ist FF = P + U mit einem Unter-
vektorraum U. U

29. ARBEITSBLATT

Die Pausenaufgabe

Aufgabe 29.1. Legen Sie den Verbindungsvektor von ihrem linken Ohr zum
rechten kleinen Finger ihres Vordermanns parallel an die Nasenspitze Thres
linken Nachbars an. Was ist das Ergebnis?

Ubungsaufgaben
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Aufgabe 29.2. Die Zeit ist eine affine Gerade iiber R. Legen Sie den Ver-
bindungsvektor vom Zeitpunkt Ihres ersten Milchzahns bis zum Zeitpunkt
Ihrer Einschulung an den jetzigen Moment an. Was ist das Ergebnis?

Aufgabe 29.3. Es sei V ein Vektorraum, U C V ein Untervektorraum und
E = P+ U ein affiner Unterraum. Zeige, dass man fiir jeden Punkt Q) € £
auch £ = @ + U schreiben kann.

Aufgabe 29.4. Es sei V ein Vektorraum und £ C V ein affiner Unterraum.
Zeige, dass F genau dann ein Untervektorraum von V ist, wenn E die 0
enthélt.

Aufgabe 29.5. Es sei
x
o: R* — R, |y | — 4z — 6y + 9z.
z

Bestimme fiir die Menge

E ={QeR’[p(Q) =5}
eine Beschreibung mit Hilfe eines Aufpunktes und eines Verschiebungsrau-
mes.

Aufgabe 29.6. Es sei

x
Tr+y— 3z

. 3 2

p: R® — R*, Z r—>< Az + 5y )

Bestimme fiir die Menge

b= {oemio@- (1)}

eine Beschreibung mit Hilfe eines Aufpunktes und eines Verschiebungsrau-
mes.

Aufgabe 29.7. Es sei d € N, und ein Korper K fixiert. Es seien n ver-
schiedene Elemente aq,...,a, € K und n Elemente by,...,b, € K gegeben.
Zeige, dass die Menge E der Polynome P vom Grad maximal d mit

fir i = 1,...,n einen affinen Unterraum von K[X]<4 bilden. Was ist der zu-
gehorige Untervektorraum? Was kann man iiber die Dimension von E sagen,
wann ist E leer?
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Aufgabe 29.8.*

Es sei E ein affiner Raum {iber dem K-Vektorraum V. Zeige die folgenden
Identitéten in V.

(1) PP = 0 fiir P € E.
(2) PO = —QP fir P,Q € E.
(3) PO+ QR — PFL fir P,Q,R € E,

Aufgabe 29.9. Zeige, dass die leere Menge ein affiner Raum im Sinne der
Definition 29.4 ist, und zwar iiber jedem K-Vektorraum V.

Aufgabe 29.10. Es sei F ein nichtleerer affiner Raum iiber einem K-Vektor-
raum V. Es sei P € E ein fixierter Punkt und

0: V —FE v— P+,
die zugehorige Bijektion. Mit Hilfe dieser Bijektion identifizieren wir £ mit
E'={(v,1) e VxKlveV}
durch die Abbildung
¢: E— B, P (07'(P),1).

a) Zeige, dass E' ein affiner Unterraum von V' x K ist mit dem Translations-
raum V' x 0.

b) Zeige
p(@+v) = p(Q) +v
fiir alle Q € F.

Aufgabe 29.11. Bestimme zeichnerisch den Punkt, der durch die baryzen-
trische Kombination

0,2P, +0,4P, — 0,3P; + 0, 7P,
im Bild unten gegeben ist. Starte dabei mit verschiedenen Aufpunkten.
e P
[ I
o P

[ B
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Aufgabe 29.12.*

Es sei P;, i € I, eine Familie von Punkten in einem affinen Raum FE. Zeige,
dass durch eine baryzentrische Kombination ) ._; a;P; ein eindeutiger Punkt
in F definiert wird.

il

Aufgabe 29.13. Es sei V ein Vektorraum iiber K, den wir als einen affinen
Raum auffassen. Es sei Ziel a;v; mit v; € V, a; € K und Ziel a; = 1
eine baryzentrische Kombination. Zeige, dass der dadurch definierte Punkt
im affinen Raum gleich der Vektorsumme »._; a;v; ist.

el

Aufgabe 29.14. Geben Sie die baryzentrischen Koordinaten Threr Lieblings-
farbe bei additiver Farbmischung an.

Aufgabe 29.15. Es sei E ein affiner Raum iiber einem K-Vektorraum V und

es sei P, ..., P, eine endliche Familie von Punkten aus E. Fiir j =1,...,k
sei durch
n
Qj = Zaijpi
i=1
mit .  a;; = 1 eine Familie von baryzentrischen Kombinationen der P

gegeben. Es seien by,..., b, € K mit Z?Zl b; = 1. Zeige, dass man

k
> b,Q;
j=1

als baryzentrische Kombination der P; schreiben kann.

Aufgabe 29.16. Stellen Sie sich vier Punkte im Anschauungsraum vor, die
eine affine Basis bilden.
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Aufgabe 29.17. Stellen Sie sich vier Punkte im Anschauungsraum vor, die
keine affine Basis des Raumes bilden, wo aber je drei der Punkte eine affine
Basis einer affinen Ebene bilden.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 29.18. (4 Punkte)

Es sei

. 4 2
v RE— R T+ 5y +4z — 2w

ISEIRS IS

(6x — 5y — 3z + 8w>

Bestimme fiir die Menge

B = {Q eR'[p(Q) = (ii)}

eine Beschreibung mit Hilfe eines Aufpunktes und eines Verschiebungsrau-
mes.

Aufgabe 29.19. (6 (3+3) Punkte)
Es sei V' ein K-Vektorraum Wir betrachten die Menge

E=A{w,)veV} CVxK,
die ein affiner Raum iiber V ist.
a) Zeige, dass die Punkte

P =(v,1),1=1,...,n,

genau dann eine affine Basis von £ bilden, wenn die P; (aufgefasst als Vek-
toren in V' x K) eine Vektorraumbasis von V' x K bilden.

b) Zeige, dass in diesem Fall zu einem Punkt P € F die baryzentrischen Ko-
ordinaten von P beziiglich Py, ..., P, gleich den Koordinaten von P beziiglich
der Vektorraumbasis P, ..., P, ist.

Aufgabe 29.20. (3 Punkte)

Es seien E und F' affine Radume iiber dem Koérper K. Zeige, dass der Pro-
duktraum F x F' ebenfalls ein affiner Raum ist.
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Aufgabe 29.21. (3 Punkte)

Es seien E' und F' affine Rdume iiber dem Korper K mit einer affinen Basis
Py, ..., P, von E und einer affinen Basis @)1,...,Q, von F. Zeige, dass

(Pth)v (PlaQ2)7"'7(P17Qm)7 (P27Q1)7 (P3’Q1)7"'7(PN7Q1)

eine affine Basis des Produktraumes E x F ist.

30. VORLESUNG - AFFINE ABBILDUNGEN

Wer Schmetterlinge tréumen
hort, der weifl, wie Wolken
riechen

Novalis

30.1. Affine Erzeugendensysteme.

Lemma 30.1. Es sei E ein affiner Raum diber dem K-Vektorraum V. Dann
1st der Durchschnitt von einer Familie F; C E, i € I, von affinen Unterrdum-
en wieder affin.

Beweis. Wenn der Durchschnitt leer ist, so gilt die Aussage nach Definition.
Sei P € (,; Fi- Wir kénnen die affinen Réume als

F, = P+U;
mit Untervektorrdumen
U, CV
schreiben. Sei
U=(\U,
iel

was nach Lemma 6.16 (1) ein Untervektorraum ist. Wir behaupten

(F = P+U.
iel
Aus Q € (), Fi folgt
Q=P+u
mit v € (;; Us, so dass @ € P+ U liegt. Umgekehrt folgt aus Q € P + U
direkt Q € P+ U; = F;. O

Insbesondere gibt es zu jeder Teilmenge T" = E in einem affinen Raum einen
kleinsten affinen Unterraum, der 7" umfasst.
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Lemma 30.2. Es sei E ein affiner Raum dber dem K-Vektorraum V und
T C FE eine Teilmenge. Dann besteht der kleinste affine Unterraum F C E
von E, der T umfasst, aus allen baryzentrischen Kombinationen
ZaiPi mit P; € T und Zai =1.

i=1

=1

Beweis. Die angegebene Menge enthélt die einzelnen Punkte aus 7', da man
als baryzentrisches Koordinatentupel insbesondere die Standardtupel neh-
men kann. Daher ergibt sich die Behauptung aus Lemma 29.14 und Aufgabe
29.15. O

Definition 30.3. Es sei E ein affiner Raum iiber dem K-Vektorraum V
und sei F C FE ein affiner Unterraum. Eine Familie von Punkten P, € F,
i € I, heiBlt affines Erzeugendensystem von F', wenn F' der kleinste affine
Unterraum von F ist, der alle Punkte P, umfasst.

Ein Punkt erzeugt als affinen Punkt den Punkt selbst, zwei Punkte erzeugen
die Verbindungsgerade.

30.2. Affine Unabhingigkeit.

Definition 30.4. Es sei E ein afliner Raum iiber einem K-Vektorraum V
und es sei

p,....P,

eine endliche Familie von Punkten aus F. Man nennt die Punktfamilie affin-
unabhdngig, wenn eine Gleichheit

i a; P = i b P;
i=1 i=1

mit
Sa = Yoh =1
i=1 i=1
nur bei
a; = bz
fiir alle ¢ = 1,...,n moglich ist.

Lemma 30.5. Es sei E ein affiner Raum diber einem K -Vektorraum V und
es set

P,...,P,

eine endliche Familie von Punkten aus E. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent

(1) Die Punkte Py, ..., P, sind affin unabhdngig.
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(2) Fir jedesi € {1,...,n} ist die Vektorfamilie
PP, ...,PPi, PPy, ..., PP,
linear unabhdngig.
(3) Es gibt ein i € {1,...,n} derart, dass die Vektorfamilie
PP,...,PP, PPy,..., PP,

linear unabhdngig ist.
(4) Die Punkte P, ..., P, bilden in dem von ihnen erzeugten affinen Un-
terraum eine affine Basis.

Beweis. Siehe Aufgabe 30.2. U

30.3. Affine Abbildungen.
Definition 30.6. Es sei K ein Korper und seien E und F' affine Rdume iiber
den Vektorrdumen V' bzw. W. Eine Abbildung
v: E— F
heiit affin (oder affin-lineare Abbildung), wenn es eine lineare Abbildung
p: V—W
mit
P(P+v) = ¢(P) + ¢(v)
fiir alle P € E und v € V gibt.
Bemerkung 30.7. Eine Abbildung
v E— F
ist genau dann affin-linear mit linearem Anteil ¢, wenn das Diagramm

VxE 5& E

XYl 1
WxF 5 F

kommutiert. Zu einer affin-linearen Abbildung
Vv E— F

ist der lineare Anteil
p: V—W
eindeutig bestimmt. Es ist ndmlich notwendigerweise

o(v) = (PP + v}

fiir einen beliebigen Punkt P € E. Daher bezeichnen wir den linearen Anteil
mit 1. Fiir zwei Punkte P, Q) € E gilt insbesondere

4(PQ) = v(P)b(Q).
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Lemma 30.8. Es sei K ein Korper und seien E,F und G affine Raume
tber den Vektorrdumen U,V bzw. W. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Die Identitdt
Idg: E— FE
ist affin-linear.
(2) Die Verkniipfung von affin-linearen Abbildungen
E— F
und
F—G

ist wieder affin-linear.
(3) Zu einer bijektiven affin-linearen Abbildung

v: E— F
ist auch die Umkehrabbildung affin-linear.
(4) Zu v €V ist die Verschiebung
E—FE P+— P+,

affin-linear.
(5) FEine lineare Abbildung ist affin-linear.

Beweis. Diese Eigenschaften folgen unmittelbar aus der Definition. U

Lemma 30.9. Es seien E und F affine Rdume dber einem Korper K und
sel

v E— F
eine Abbildung. Dann ist b genau dann affin-linear, wenn fir jede baryzen-

trische Kombination Zie[ a; P, mit P, € E die Gleichheit

(G (Z aiR’) = Zaﬂ/f(Pi)
icl icl
gilt.
Beweis. Seien V und W die Vektorrdume zu E bzw. zu F. Sei zunéchst 1
affin-linear mit linearem Anteil

Yo: V—W
a;P; mit P, € Eund )

und eine baryzentrische Kombination a; =1

gegeben. Dann ist
(8 <Z aiPi> = (Q + Z ai@)
iel iel

= P(Q) + vy (Z ai@)

el

iel il
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= 0@+ aith <6713:)

= w<Q>+Za¢w<Q>w<PS
= Zaﬂ/}(P

el

Sei nun umgekehrt die Abbildung 1 mit den baryzentrischen Kombinationen
vertraglich. Wir setzen

p(v) = (P +v)—(P)
fir v € V. Wir zeigen zunichst, dass dies unabhéngig von dem gewéhlten
Punkt P ist. Es ist
(P+v)—(Q+v)+Q

eine baryzentrische Kombination fiir den Punkt P. Daher ist in F

PP +v) —P(Q+v) +9(Q) = ¢(P)

und somit ist in V

V(P +0v) = ¢(P) = ¥(Q+v) —¥(Q).
Es gilt also
Y(P+v) = P(P) +¢(v)
fiir jeden Punkt P € E und jeden Vektor v € V. Es bleibt zu zeigen, dass ¢
linear ist. Fiir u = PQ und v = P

Y(P) 4+ plau+bv) = (P + au+ bv)

W(P +aPQ + bPR)

(1 —a—b)P+aQ + bR)

(I —a—=by(P) +a(Q) + by(R)
Y(P) + a(P)(Q) + bip(P)eb(R)
P(P) + ap(PQ) + bp(P )

= P(P) + ap(u) + bp(v).

Also ist
olau + bv) = ap(u) + bp(v).
U

Definition 30.10. Es sei K ein Korper und seien F und F' affine Rdume
iiber den K-Vektorrdumen V' bzw. W. Eine bijektive affine Abbildung

V: E—F

heifit affiner Isomorphismus.

In einem gewissen Sinne setzen sich affin-lineare Abbildungen aus Verschie-
bungen und aus linearen Abbildungen zusammen.
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Lemma 30.11. Es sei K ein Korper und sei E ein affiner Raum tber dem
Vektorraum V. Es sei P € E. Dann entsprechen sich die affin-linearen Ab-
bildungen

v: E— F
mit P als Fizpunkt und die linearen Abbildungen

p: V—V

Beweis. Die Zuordnung ist durch v — 1)y gegeben. Wir miissen zeigen, dass
es zu jeder linearen Abbildung ¢: V — V eine eindeutige affin-lineare Ab-
bildung

v: E— F

mit diesem linearen Anteil gibt. Wegen

¥(Q) = ¥(P)+p(PQ) = P+ p(PQ)

kann es nur eine affin-lineare Abbildung geben, und durch diese Vorschrift
kann man die Abbildung auch definieren. O

Der folgende Satz heifit Festlequngssatz fiir affine Abbildungen und ist analog
zu Satz 10.9.

Satz 30.12. Es sei K ein Korper und seien E und F' affine Rdume tiber den
Vektorraumen V' bzw. W. FEs sei P;, i € I, eine affine Basis von E und Q);,
1 € I, eine Familie von Punkten in F'. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte

affin-lineare Abbildung

Vv E— F
mat

V(P) = Qs
fiir alle i € 1.

Beweis. Es seiig € I. Es gibt nach Satz 10.9 eine eindeutig bestimmte lineare
Abbildung
o V—W

mit

o(BuB) = Qu@,
fur alle i € I\ {ip}. Dann ist
W(R) = Qi+ (P )

eine affin-lineare Abbildung mit der gewiinschten Eigenschaft. Umgekehrt ist
eine solche affine Abbildung v durch den linearen Anteil und das Verhalten
auf einem einzigen Punkt eindeutig festgelegt, so dass

o = ¢

sein muss. O



351

Korollar 30.13. Es sei K ein Kiorper und sei E ein affiner Raum mit einer
affinen Basis Py, ..., P,, P,.1. Dann ist die Abbildung

+1
E— K" P (a,...,0n,Qnt1),

wobei a; die baryzentrischen Koordinaten von P sind, eine affin-lineare Ab-
bildung, die eine affine Isomorphie zwischen E und dem affinen Unterraum
F c K™ stiftet, der durch

n+1
F = {xeK"+1| > a= 1}

i=1
gegeben ist. Der Vektorraum zu F ist

n+1
W = {xEK"H] inzo}.

i=1

Beweis. Nach Satz 30.12 gibt es eine eindeutig bestimmte affin-lineare Ab-
bildung

E — ‘K'n+17
die P; auf den i-ten Standardvektor e; abbildet. Dabei wird nach Lemma
30.9

n+1
P =) aP,
i=1
auf
n+1
Z ait;
1=1
abgebildet. Wegen
n+1
Zai =1
i=1
gehort dieser Punkt zu F'. Die Bijektivitat ist klar. U

30. ARBEITSBLATT
Die Pausenaufgabe

Aufgabe 30.1. Bestimme zeichnerisch den Bildpunkt von P unter der affi-
nen Abbildung ¢, die durch p(P;) = Q; festgelegt ist.

o P * Q1
.Pl

o P e ()
o P
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Ubungsaufgaben

Aufgabe 30.2.*
Es sei E ein affiner Raum iiber einem K-Vektorraum V und es sei
P,....P,

eine endliche Familie von Punkten aus E. Zeige, dass die folgenden Aussagen
dquivalent sind.

(1) Die Punkte Py, ..., P, sind affin unabhéngig.
(2) Fiir jedes i € {1,...,n} ist die Vektorfamilie

Pipla"'ypipi—ly P7;]Di+17"'7PiPn

linear unabhéngig.
(3) Es gibt ein i € {1,...,n} derart, dass die Vektorfamilie

FiPy,....FP_y, PP, ... . FP,

linear unabhéngig ist.
(4) Die Punkte Py,..., P, bilden in dem von ihnen erzeugten affinen Un-
terraum eine affine Basis.

Aufgabe 30.3. Es sei F ein affiner Raum iiber einem K-Vektorraum V und
es sei Pp,..., P, eine endliche Familie von Punkten aus E. Zeige, dass die
folgenden Aussagen dquivalent sind.

(1) Die Punkte bilden eine affine Basis von FE.
(2) Die Punkte bilden ein minimales affines Erzeugendensystem von E.
(3) Die Punkte sind maximal affin unabhéngig.

Aufgabe 30.4. Es sei E ein affiner Raum iiber einem K-Vektorraum V' und
es sei Pp,..., P, eine endliche Familie von Punkten aus F. Zeige, dass diese
Punkte genau dann eine affine Basis von E bilden, wenn sie sowohl affin
unabhéngig sind als auch ein affines Erzeugendensystem von F bilden.

Aufgabe 30.5. Bestimme zeichnerisch den Bildpunkt von P unter der affi-
nen Abbildung ¢, die durch p(P;) = Q; festgelegt ist.
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[ ] P2
? Q2
[ ] P]_
O
o P
Aufgabe 30.6. Beschreibe die affine Ebene
3 2 -1
E = 1) +s 7 |+t] 5 ||steR
4 —6 1

als Urbild iiber 1 einer affinen Abbildung : R3 — R.

Aufgabe 30.7.*
Beschreibe die affine Gerade

6 —2
G={12]+s|5||ser
3 4

als Urbild {iber (1,0) einer affinen Abbildung ¢: R® — R2.

Aufgabe 30.8. Bestimme die Polynome P € R[X], die eine affin-lineare
Abbildung
P:R—R

definieren.

Aufgabe 30.9. Es seien E und F affine Rdume iiber dem Korper K. Zeige,
dass die Projektionen
ExXF—FE

und
ExF —F

affine Abbildungen sind.
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Aufgabe 30.10. Es seien E und F' affine Radume iiber dem Korper K. Zeige,
dass die Rdume genau dann isomorph sind, wenn ihre Dimension iiberein-
stimmt.

Aufgabe 30.11. Essei E ein affiner Raum und es sei P, . . ., P, eine endliche
Familie von Punkten aus F. Es sei

F = {(al,...,an)EKﬂZai—l} C K"
i=1

Zeige, dass durch die Zuordnung

n
(a1, ..., ap) —> ZaiPi
i=1

eine wohldefinierte affin-lineare Abbildung von F' nach F gegeben ist.

Aufgabe 30.12. Es sei
p: E— F

eine affin-lineare Abbildung zwischen den affinen Rdumen E und F iiber K.
Zeige, dass zu jedem affinen Unterraum H C E das Bild ¢(H) ein affiner
Unterraum von F' ist.

Aufgabe 30.13. Es sei
Vv: FE— F

eine affine Abbildung auf einem affinen Raum E. Zeige, dass der lineare
Anteil ¢y genau dann die Identitét ist, wenn ¢ eine Translation ist.

Aufgabe 30.14. Es sei F ein affiner Raum iiber dem K-Vektorraum V.
Zeige, dass die Abbildung, die einer affinen Abbildung

v: FE— F
ihren linearen Anteil v zuordnet, folgende Eigenschaften erfiillt.
(1)
(IdE)o = Idv

(2)
(Yow) = 1o o wo.
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Aufgabe 30.15. Es seien E und F' affine Rdume iiber dem Korper K, es
sei P, ..., P, € F eine affine Basis von F und seien ()1, ...,Q, € F Punkte.
Es sei

Vv E— F
die zugehorige affin-lineare Abbildung mit

V(P) = Qi

Zeige die folgenden Aussagen.

(1) 9 ist genau dann bijektiv, wenn Q1, ..., Q, eine affine Basis von F’
ist.

(2) 9 ist genau dann injektiv, wenn @1, ..., Q, affin unabhéngig ist.

(3) 9 ist genau dann surjektiv, wenn @, ..., @, ein affines Erzeugenden-
system von F’ ist.

Aufgabe 30.16. Es sei

p: BE— F
eine affin-lineare Abbildung zwischen den affinen Rdumen F und F iiber K.
Zeige, dass die Urbilder ¢71(Q) zu allen Q € F zueinander parallel sind.

Aufgabe 30.17. Vergleiche verschiedene Konzepte fiir Vektorrdume und
affine Rdume einschliefflich ihrer Abbildungen.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 30.18. (3 Punkte)

Es sei

p: E— F
eine affin-lineare Abbildung zwischen den affinen Rdumen E und F iiber K.
Zeige, dass zu jedem affinen Unterraum G C F' das Urbild ¢ ~!(G) ein affiner
Unterraum von FE ist.

Aufgabe 30.19. (3 Punkte)
Beschreibe die affine Ebene

5 3 5
E = 6 | +s|—4]|+t|4]|ster
9 8 7

als Urbild iiber 1 einer affinen Abbildung : R3 — R.
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Aufgabe 30.20. (2 Punkte)
Es sei E ein affiner Raum der Dimension n und
v BE— F

eine affine Abbildung. Es seien P, ..., P,;; € E affin unabhéingige Punkte,
die zugleich Fixpunkte von ¢ seien. Zeige, dass ¢ die Identitat ist.

Aufgabe 30.21. (6 (3+2+1) Punkte)

Es sei
p: E— F
eine affin-lineare Abbildung zwischen den affinen Réumen F und F iiber K.

a) Zeige, dass der Graph G von ¢ ein affiner Unterraum des Produktraumes
E x F ist.

b) Zeige, dass die Abbildung

v: E— G, P— (P,p(P)),
ein Isomorphismus von affinen Raumen ist.
c) Zeige

© = P20,
wobei py die Projektion auf F' bezeichne.
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