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Maf3- und Integrationstheorie

Vorlesung 10

Ausschopfungseigenschaften

Die folgenden Rechenregeln fiir Integrale beruhen auf dem Ausschépfungs-
satz fiir Mafle. Man kann den Subgraphen sowohl dadurch ausschopfen, dass
man die Grundmenge ausschopft, als auch dadurch, dass man die Funktion
ausschopft, also durch andere Funktionen approximiert.

LEMMA 10.1. Es sei (M, A, u) ein o-endlicher MafSraum und sei M =
\Hier M; eine abzihlbare Zerlegung in messbare Teilmengen. Dann gilt fiir
eine integrierbare messbare numerische Funktion die Beziehung

| s - Z(/Mfdu)-

icl

Beweis. Die beiden Subgraphen zum positiven und zum negativen Teil, also
S(fy+) und S(f-), haben endliches Maf}; und es gilt

iel
und
S(f2) = s, My).
iel
Daher folgt die Aussage fiir die beiden Teile direkt aus der o-Additivitdt des
Mafles 11 ® A'. Daraus folgt die Aussage fiir f aus dem groBen Umordnungs-
satz. Il

SATZ 10.2. Es sei (M, A, n) ein o-endlicher Mafraum und sei M,, n € N,
eine messbare Ausschopfung von M. Dann gilt fiir eine integrierbare messbare
numerische Funktion die Beziehung

o=t ([, 1)

Beweis. Durch Betrachten von f, und f_ kann man annehmen, dass f
nichtnegativ ist. Dann schopfen die Subgraphen S(f, M,,) den Subgraphen
S(f, M) aus und die Aussage folgt aus Lemma 3.4. O

Den folgenden Satz nennt man Satz von der monotonen Konvergenz oder
Satz von Beppo Leuvi.
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SATZ 10.3. Es sei (M, A, ) ein o-endlicher MafSraum und sei
nt M — RZO

eine wachsende Folge von nichtnegativen messbaren numerischen Funktionen
mat der Grenzfunktion f. Dann gilt

/fdp: lim/ frndp.
M n—oo M

Beweis. Zunéchst ist die Grenzfunktion nach Korollar 8.8 wieder messbar, so
dass das Integral links wohldefiniert ist. Fiir die ,halboffenen“ Subgraphen
S°(fn) gilt die Beziehung S°(f,,) 1 5°(f). Daher ist nach Lemma 3.4

(n®NY(S°(1)) = lim (1@ N)(S°(f,)
Wegen Lemma 9.6 ist dies die Behauptung. O

KOROLLAR 10.4. Es sei (M, A, p) ein o-endlicher Mafiraum und sei
fi M —>K20

eine messbare nichtnegative numerische Funktion. Dann ist das Integral fM f
du gleich dem Supremum der Integrale zu allen einfachen Funktionen s <

f
Beweis. Dies folgt aus Lemma 8.11 und aus Satz 10.3. U

Hierbei ist wichtig, dass man beliebige einfache Funktionen und nicht nur,
wie beim Riemann-Integral, die Treppenfunktionen zur Verfiigung hat.

Lebesgue-Integral und Riemann-Integral

SATZ 10.5. Es sei
f: I=[ab —R
eine messbare Riemann-integrierbare Funktion. Dann qult

/Ifd)\l = /abf(x)d:v.

Beweis. Wir nehmen an, dass f nichtnegativ ist. Es seien
s,t: I =la,b] — R

eine obere bzw. eine untere Treppenfunktion, wobei wir die untere Treppen-
funktion ebenfalls als nichtnegativ annehmen konnen. Dann gilt aufgrund
der Monotonie des Mafles die Beziehung

/sd)\l < /fd)\l < /td/\l.
I I I

Die beiden Subgraphen zu den Treppenfunktionen s und ¢ sind dabei jeweils
eine endliche disjunkte Vereinigung von (halboffenen) Rechtecken. Daher sind
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die beiden dufleren Integrale aufgrund der Definition des Produktmafles gleich
dem Treppenintegral. Somit ist das Integral [ o f d\' Kkleiner/gleich jeder
Obersumme und grofler /gleich jeder Untersumme von f. Diese Abschitzun-
gen gelten dann auch fiir das Infimum der Obersummen bzw. das Supremum
der Untersummen. Da diese aufgrund der Riemann-Integrierbarkeit iiber-
einsimmen, muss das mafitheoretische Integral gleich dem Riemann-Integral
sein. U

Diese Animation zeigt, wie der Flicheninhalt unter dem Graphen mit
(8quidistanten) Treppenfunktionen (Riemann-Integral) und mit einfachen
Funktionen (Lebesgue-Integral) approximiert wird.

Auf die Voraussetzung, dass die Riemann-integrierbare Funktion messbar ist,
kann man dabei nicht verzichten.

Linearitiat des Integrals

SATz 10.6. Es sei (M, A, ) ein o-endlicher Mafraum. Es seien f,g inte-
grierbare messbare reellwertige Funktionen auf M und a,b € R. Dann ist
auch af + bg integrierbar, und es gilt

[ at+rgdu=a [ g [ gau

Beweis. Durch Betrachten des positiven und des negativen Teils kann man
die Behauptung auf den Fall von nichtnegativen Funktionen und nichtne-
gativen Zahlen zuriickfithren. Wir behandeln die Additivitdt und die Ver-
traglichkeit mit der Skalarmultiplikation getrennt. Nach Lemma 8.11 gibt
es wachsende Folgen f,, bzw. g, von messbaren einfachen Funktionen, die
punktweise gegen f bzw. g konvergieren. Dann konvergiert auch f, + g,
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wachsend und punktweise gegen f + g. Zwei einfache Funktionen o und S
konnen wir beziiglich einer geeigneten (endlichen) Zerlegung C;, i € I, von
Malsa = Y, a;-ec,und B = > ., b;i-ec, schreiben. Damit gilt (bei o, 3
messbar)

/M(Oé+6)du = /M<Z(ai+bi)-eci> dp

el

= Z(@i+bi)ﬂ(0i)

_ Zaiu(ci)Jeriu(Ci)

= /M(Zai-ea) du+/ﬂ4<zbi'€ci> dpu
— /Madqu/Mﬁdﬂ

und die Vertréglichkeit mit der Summe gilt fiir einfache Funktionen. Nach
dem Satz von der monotonen Konvergenz und Lemma 6.1 (Analysis (Osna-
briick 2021-2023)) gilt

[ o - ,}ggo(/MUwgn)du)
([ o)
=t (o) + i ([ ou)

= fdu+/gdu.
M M

Der Beweis fiir die skalare Multiplikation verlduft dhnlich, siehe Aufgabe 9.5.
OJ

Weitere Konvergenzsitze

Wir erinnern daran, dass ein Haufungspunkt einer Folge in einem metrischen
Raum ein Punkt mit der Eigenschaft ist, dass es in jeder e-Umgebung des
Punktes unendlich viele Folgenglieder gibt.

DEFINITION 10.7. Es sei (z,,),y eine Folge reeller Zahlen und es sei H die
Menge der Haufungspunkte dieser Folge. Dann setzt man

liminf ((zn),cy) = inf (H)
und
limsup ((zn),cy) = sup (H)
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und nennt diese Zahlen den Limes inferior bzw. den Limes superior der
Folge. (Wenn es keinen Haufungspunkt gibt, so ist dies als oo bzw. als —oo
zu interpretieren).

Nach Aufgabe 33.27 (Analysis (Osnabriick 2021-2023)) ist die Menge der
Héufungspunkte einer Folge abgeschlossen und insbesondere messbar. Fiir
eine Folge von numerischen Funktionen wird der Limes inferior und der Li-
mes superior punktweise definiert. Fiir messbare Funktionenfolgen sind dies
wieder messbare Funktionen, sieche Aufgabe 10.9.

Die folgende Aussage heifit Lemma von Fatou.
SATZ 10.8. Es sei (M, A, n) ein o-endlicher Mafiraum und es sei
fn: M — EZO

eine Folge von nichtnegativen messbaren numerischen Funktionen. Dann gilt

/Mliminf (fn)dp < liminf (/M fn du).

Beweis. Die Funktionen f = liminf (f,) und h,, = inf (f,,, m > n) sind nach
Aufgabe 10.9 bzw. Lemma 8.4 messbar, und die Folge h,, konvergiert nach
Aufgabe 10.8 wachsend gegen f. Wir konnen den Satz von der monotonen
Konvergenz anwenden und erhalten

e ()

Fiir jedes k € N ist wegen

fir alle m > k auch

fir alle m > k£ und damit

/ hi dpp < liminf,,>p (/ fn du) = liminf, > (/ fn du),
M M M

wobei die Gleichheit rechts darauf beruht, dass Haufungspunkte nicht von
endlich vielen Folgengliedern abhéngen. Dies ergibt insgesamt die Behaup-
tung. U

Wir kommen zum Satz von der majorisierten Konvergenz, der auch Satz von
Lebesgue heifit.

SAaTz 10.9. Es sei (M, A, n) ein o-endlicher MafSraum und es sei
fo: M — R
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eine punktweise konvergente Folge von messbaren Funktionen. Es gebe eine
messbare integrierbare Funktion

h: M—>RZO

mit |fn(x)| < h(z) fir allen € N und alle x € M. Dann ist auch die
Grenzfunktion f = lim,,_. f,. integrierbar, und es gilt

/fdu: lim/ frndp.
M n—oo M

Beweis. Die Majorante h sichert nach Lemma 9.5, dass die f, integrierbar
sind; da diese Abschétzung auch fiir die Grenzfunktion gilt, ist diese ebenfalls
integrierbar. Wir wenden das Lemma von Fatou auf die beiden nichtnega-
tiven Funktionenfolgen (h + f,),cy und (h — fu),cy an und erhalten unter
Verwendung der Linearitét einerseits

/Mhdqu/Mfdu = /M(thf)du
< liminf (/M(mfn)dM)
— liminf (/Mhdqu/andu)

= / hdp + lim inf (/ fnd,u)
M M
und andererseits

[ wau= [ rau = [ = pan
< liminf ( /M (h— fn)du)
— liminf (/Mhdu—/andu)
- /Mhdu—limsup (/andu)

Zusammenfassend ergibt sich

/Mfdu < liminf (/andu)
< limsup ( /M fa du)
< /Mfdu-

Daher stimmt der Limes inferior von | s Jn dp mit dem Limes superior davon
iiberein und somit ist dies nach Aufgabe 10.4 gleich dem Limes von [ o Jndp.
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