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Vorwort.

Der vorliegende Band, zu dessen Abfassung der Leiter

dieser Sammlung, Herr Professor Dr. H. Schubert, so

freundlich war mich aufzufordern, stellt sich die Aufgabe,

Anfänger mit den Metlioden der analytischen Theorie der

Differentialgleichungen mit einer unabhängigen Variabein

bekannt zu machen. Jede Bezugnahme auf die Theorie der

partiellen Differentialgleichungen wurde vermieden.

Es konnnt, wie mir scheint, für den Anfänger nicht

so sehr darauf an, dafs er gleich die ganze Tragweite einer

bestimmten Methode kennen lernt, als vielmehr darauf,

dafs er zunächst ihr Wesen richtig erfafst. Um dieses

Ziel zu erreichen, genügt es aber, die betreffende Methode
an Beispielen zu entwickeln, die einerseits so allgemein

sind, dafs keine der Schwierigkeiten, die durch das Wesen
jener Methode überwunden werden sollen, fehlt, und anderer-

seits so speziell, dafs Schw^ierigkeiten accessorischer Natur
möglichst vermieden werden.

Diese Erwägung mag es rechtfertigen, wenn in der

folgenden Darstellung, abgesehen von der Einleitung, aus-

schliefslich von algebraischen Differentialgleichungen erster

Ordnung und linearen Differentialgleichungen zweiter Ord-

nung die Rede ist, während Fragen, die über diese Materie

hinausgehen, nur kurz formuliert und durch Litteratur-

nachweise belegt sind.

Der Weii; einer Darstellung, wie der hier vorliegenden,

wird naturgemäfs nicht in ihrer durchgängigen Eigenart zu

suchen sein; handelt es sich ja zum Teil um die Ent-

wickelung von Theorieen, die aufser von ihren Urhebern
auch schon anderweitig vielfach behandelt worden sind.

m7'7?559



lY Vorwort.

Die ersten Quellen war ich bestrebt überall zu nennen, von

späteren Bearbeitungen sind meist nur diejenigen angeführt,

die mir bei der Ausarbeitung unmittelbar vorgelegen haben;

in Bezug auf lineare Differentialgleichungen durfte ich wohl

tiberall auf das von mir herausgegebene „Handbuch der

Theorie der linearen Differentialgleichungen" (Leipzig,

Teubner, 1895, 97, 98) verweisen.

Nur zwei Gesichtspunkte möchte ich mir noch erlauben

hervorzuheben. Einmal, dafs ich die Grundlage für einen

systematischen Aufbau der Theorie der Differentialgleichungen

in der Unterscheidung zwischen festen und mit den Anfangs-

werten verschiebbaren Singularitäten der Lösungen zu finden

glaubte, das anderemal, dafs ich bestrebt war, durch die

hier gegebene Darstellung, diese Theorie auch denjenigen

leichter zugänglich zu machen, die es mit den Anwendungen
der Analysis zu thun haben.

An Vorkenntnissen habe ich, abgesehen von einigen

Beispielen, nur die Vertrautheit mit den Elementen der

Infinitesimalrechnung für reale und komplexe Variable

vorausgesetzt; übrigens ist das vorliegende Buch eine in

allem Wesentlichen unveränderte Wiedergabe der Vor-

lesungen, die ich an unserer Universität im W.-S. 1899
(September -Weihnachten) gehalten habe. Bei der Redaktion
hat mir eine Ausarbeitung dieser Vorlesungen vorgelegen,

die Herr Lehramtskandidat J. Gärtner nach seinen steno-

graphischen Aufzeichnungen mit dankenswerter Sorgfalt an-

gefertigt hat.

Den Herren Professor Dr. M. Hamburger, Professor

Dr. M. Rethy und Dr. Richard Fuchs, die die grofse

Gute hatten, je eine Korrektur der Druckbogen zu lesen,

möchte ich auch an dieser Stelle meinen allerherzlichsten

Dank aussprechen.

Klausenburg, im April 1900.

Ludwig Schlesinger.



Inhaltsverzeichnis

.

Seite

Einleitung.

1

.

Begriff einer Differentialgleichung und deren Integration 1

2. Systeme von Differentialgleichungen. Reduktion auf
Systeme von Differentialgleichungen erster Ordnung . . 3

3. Orientierung über die Natur der Integrale einer Diffe-

rentialgleichung erster Ordnung 6

4. Verallgemeinerung auf ein System von Differential-

gleichungen erster Ordnung. Differentialgleichung n-ter

Ordnung 12
5. Beispiel aus der analytischen Mechanik 15

Erstes Kapitel. Allgemeine Untersuchung der Lösungen von Diffe-

rentialgleichungen erster Ordnung.

6. Differentialgleichungen erster Ordnung für komplexe
Werte der Variabein. Aufstellung einer Potenzreihe,

die der Differentialgleichung formal genügt 20
7. Konvergenz der aufgestellten Reihe. Calcul des limites 23

8. Aufstellung der Cauchyschen Vergleichsfunktion ... 25

9. Konvergenzbeweis für die der Differentialgleichung

formal genügende Reihe. Unität. Analytische Fort-

setzung 28
10. Singulare Stellen der Integrale. Wertepaare, wo der

Differentialquotient so unendlich wird, dafs sein reziproker

Wert holomorph bleibt 36
11. Untersuchung des Falles, wo die Integralfunktion selbst

unendlich wird 40
12. Aufzählung derjenigen Stellen, für welche eine Singu-

larität des allgemeinen Integrals eintreten kann. Feste

und mit den Anfangswerten verschiebbare Singularitäten 43

Zweites Kapitel. Theorie der Riccatischen Differentialgleichung.

13. Aufstellung der Differentialgleichungen mit nur festen

Verzweigungspunkten 48

14. Form des allgemeinen Integrals. Geometrische An-
wendung 52

15. Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung .... 56



YJ Inhaltsverzeichnis.

Seite

16. Spezielle Untersuchung der homogenen linearen Diffe-

rentialgleichung erster Ordnung 60

17. Zusammenhang zwischen der Riccatischen Differential-

gleichung und einer homogenen linearen Differential-

gleichung zweiter Ordnung 64

18. Fundamentalsystem, allgemeines Integral 68

19. Lineare Substitution. Umlauf um einen singulären

Punkt. Fundamentalgleichung 71

20. Unabhängigkeit der Fundamentalgleichung von der

Wahl des Fundamentalsystems 75

21. Erledigung des Falles gleicher Wurzeln der Fun-

damentalgleichung 78

Drittes Kapitel. Untersuchung der singulären Stellen, wo die Inte-

grale nicht unbestimmt werden.

22. Gestalt der Koeffizienten in der Umgebung einer singu-

lären Stelle, die kein Punkt der Unbestimmtheit ist . 81

23. Formale Bestimmung der Ausdrücke, die der Diffe-

rentialgleichung genügen 85

24. Kanonische Form. Konvergenzbeweis 88

25. Aufstellung des zum singulären Punkte gehörigen

kanonischen Fundamentalsystems 94

26. Eiccatische Differentialgleichung 99

27. Verallgemeinerung auf eine beliebige Differential-

gleichung erster Ordnung 103

28. Der unendlich ferne Punkt. Die Fuchssche Klasse

linearer Differentialgleichungen 107

29. Cauchysche Differentialgleichung. Differentialgleichung

mit konstanten Koeffizienten . 111

30. Formulierung des Integrationsproblems für eine Diffe-

rentialgleichung der Fuchsschen Klasse 115

31. Die Riemannsche Differentialgleichung 123

32. Vereinfachung der Riemannschen Differentialgleichung 126

Viertes Kapitel. Die Gaulssche Differentialgleichung.

33. Aufstellung des kanonischen Fundamentalsystems für

den Nullpunkt 129

34. Erledigung der Ausnahmefälle 132

35. Kanonische Fundamentalsysteme für x= l, x==co . .137
36. Konvergenzbereiche der aufgestellten Reihenentwicke-

lungen 139

37. Bestimmung der Fundamentalsubstitutionen 141

38. Multiplikator. Adjungierte Differentialgleichung. Iden-

tität von Lagrange 147

39. Integration der Gaufsschen Differentialgleichung durch
bestimmte Integrale. Vertauschung von Parameter
und Argument. Eulersche Transformierte 150

40. Bestimmung der Dichtigkeitsfuuktion und des Inte-

grationsweges 153
41. Darstellung der Gaufsschen Reihe F{a,ß,y,x) durch

ein bestimmtes Integral 158



Inhaltsverzeichnis. YH
Seite

42. Darstellung des zweiten zu x= gehörigen kanonischen
Integrals. Differentialgleichung für die Periodicitäts-

moduln des elliptischen Integrals erster Gattung . . .163
43. Fuuktionssysteme, die zu derselben Klasse gehören . .168
44. Behandlung eines speziellen Falles 172
45. Legendresche Polynome 175

Fünftes Kapitel. Untersuchung der Integrale in der Umgebung
einer Stelle der Unbestimmtheit.

46. Punkte der Unbestimmtheit. Der Fall, wo wenigstens
ein Integral nicht unbestimmt wird 178

47. Rang einer Diiferentialgleichung. Riccatische Diife-

rentialgleichung. Normalreihen. Determinierende
Faktoren 183

48. Begriff der asymptotischen Darstellung. Differential-

gleichungen vom Range Eins. Angenäherte Differential-

gleichungen 189
49. Laplacesche Differentialgleichung. Integration durch

bestimmte Integrale 192
50. Bestimmung der Dichtigkeitsfunktion und des Inte-

grationsweges 196
51. RealpositiveWerte der unabhängigen Variabein. Reihen-

entwickelung der Integrale. Gammafunktion .... 200
52. Beweis der asymptotischen Darstellung durch Unter-

suchung des Restgliedes 205
53. Die Besselsche Differentialgleichung 210

Sechstes Kapitel. Integration der kompletten linearen Differential-

gleichung.

54. Komplette Differentialgleichung. Weiteres über die

adjungierte Diiferentialgleichung 216
55. Integration der kompletten Gleichung. Hauptintegral 219
56. Die Fuchssche Reihenentwickelung der Integrale einer

linearen Differentialgleichung 221
57. Spezielle Form der Fuchsschen Reihenentwickelung . . 226

Siebentes Kapitel. Differentialgleichungen erster Ordnung, wo die

Ableitung als implicite Funktion der abhängigen

Variabein gegeben ist.

58. Algebraische Funktionen. Verhalten derselben in der

Umgebung einer nicht singulären Stelle 228
59. Verhalten der algebraischen Funktion in der Umgebung

eines singulären Punktes 233
60. Spezielle Untersuchung des Falles einer doppelten

Wurzel 239
61. Begriff der Integralfunktion für die betrachtete Form

von Differentialgleichungen erster Ordnung 244
62. Untersuchung des Falles, wo der Koeffizient der höchsten

Potenz der Ableitung verschwindet 248
63. Untersuchung des Falles, wo die Diskriminante ver-

schwindet 252



VIII Inhaltsverzeichnis.

Seite

64. Untersuchung der singulären Integrale 257
65. Untersuchung der Fälle, wo der Koeffizient der höchsten

Potenz der Ableitung zugleich mit der Diskriminante
verschwindet, und wo das Integral selbst unendlich
wird 262

66. Über die Theorie der singulären Integrale . . . . , 267

Achtes Kapitel. Differentialgleichungen mit festen Verzweigungs-
punkten.

67. Zusammenfassung der Bedingungen für das Nicht-

auftreten verschiebbarer Verzweigungspunkte. Briot-

und Bouquetsche Differentialgleichungen 271
68. Rang einer algebraischen Gleichung. Rang Null, Eins

und Zwei 275
69. Gleichungen vom Range Null 279
70. Gleichungen vom Range Eins 285
71. Briot- und Bouquetsche Gleichung vom Range Eins . 290
72. Integration der Differentialgleichung mit festen Ver-

zweigungspunkten vom Range Eins 296
73. Additionstheorem der elliptischen Funktionen .... 300
74. Gleichungen vom Range Zwei. Zusammenfassung der

Resultate 303
75. Schlufsbemerkung 308



Einleitung.

1. BegriflP einer Differentialgleichung und deren
Integration.

Zahlreiche Aufgaben der Analysis, der Geometrie, der

analytischen Mechanik führen auf das Problem, eine Funktion

von einer oder mehreren veränderlichen Gröfsen zu be-

stimmen, wenn eine Beziehung zwischen dieser Funktion,

ihren successiven Ableitungen und den unabhängigen

Variabein gegeben ist. Eine solche Beziehung nennt man
eine Differentialgleichung.

Wir werden uns ausschliefslich mit solchen Differential-

gleichungen beschäftigen, welche die Ableitungen der un-

bekannten Funktion nur nach einer der Variabein, von

denen die Funktion abhängt, enthalten, man bezeichnet diese

als gewöhnliche Differentialgleichungen. Für eine

gewöhnliche Differentialgleichung ist es also keineswegs

ausgeschlossen, dafs die zu bestimmende Funktion von mehr
als einer Variabein abhängt, vielmehr können nebst der

Variabein, nach welcher die in der Differentialgleichung

enthaltenen Ableitungen genommen sind, in den Koeffizienten

der Differentialgleichung noch andere, von jener unabhängige

Variable auftreten. Diese letzteren werden aber dann als

Konstante angesehen, und zum Unterschiede von derjenigen

Veränderlichen, nach welcher die auftretenden Ableitungen

genommen sind und die die unabhängige Variable
schlechthin heifsen soll, Parameter genannt. Wenn in

einer Differentialgleichung partielle Differentialquotienten

der unbekannten Funktion nach mehreren von einander un-

Sohlesinger, Differentialgleichang;en. j



2 Einleitung,

abhängigen Veränderlichen enthalten sind, so heifst diese

Differentialgleichung eine partielle.

Die schematische Form einer gewöhnlichen Differential-

gleichung ist

wo in der Regel F als ganze rationale Funktion der

unbekannten Funktion y und ihrer Ableitungen vorausgesetzt

werden kann, deren Ko effizienten im allgemeinen Funktionen

der unabhängigen Variabein x und eventuell noch gewisser

Parameter sind. Wenn in einer solchen Differential-

gleichung die höchste der vorkommenden Ableitungen die

«-te ist, so heifst die Differentialgleichung von der ?i-ten

Ordnung, wenn die ganze rationale Funktion i^ eine solche

vom Grade m ist, so ist die Differentialgleichung vom
m-ten Grade.

Unter der Auflösung der gegebenen Differential-

gleichung versteht man die Bestimmung der sämtlichen

Funktionen, die für y eingesetzt, die Differentialgleichung

befriedigen. Einer derartigen Aufgabe begegnen wir schon

in den Elementen der Integralrechnung. In der That ist

y=jfi^) ^^

die Lösung der Differentialgleichung erster Ordnung und
ersten Grades

und wir abstrahieren aus diesem einfachen Beispiele zugleich

die Erkenntnis, dafs es im allgemeinen unendlich viele

Funktionen geben wird, die einer gegebenen Differential-

gleichung genügen, da ja, wenn cp{a;) eine Lösung von (2)

darstellt, auch cp (x) -\- c, wo c eine willkürliche Konstante
bedeutet, derselben Differentialgleichung genügt. Wir können
also für eine vorgelegte Differentialgleichung entweder nach
einer speziellen, oder wie man zu sagen pflegt,

partikularen Lösung fragen oder nach der allgemeinen
Lösung, d. h. der allgemeinsten Funktion, die der Differential-

gleichung genügt. Da das gewöhnliche Integral (die

Quadratur) einen besonderen Fall der Lösung einer



2. Systeme von Differentialgleichungen. 3

Differentialgleichung darstellt, bezeichnet man allgemein

die Auflösung einer Differentialgleichung auch als ihre

Integration, und spricht von partikularem und all-

gemeinem Integral einer solchen Gleichung.

2. Systeme von Differentialgleichungen.

Reduktion auf Systeme von Differentialgleichungen

erster Ordnung.

In dem aus den Elementen der Integralrechnung ent-

nommenen Beispiele handelt es sich um die Auffindung

einer gegebenen Funktion, für welche eine Differential-

gleichung gegeben ist. Oft handelt es sich aber um eine

allgemeinere Aufgabe. Betrachten wir z. B. die Bewegung
eines Systems materieller Punkte unter dem Einflüsse ge-

wisser Kräfte, die auf diese Punkte einwirken. Seien

(^1? yit ^i)> ('^2? Vit •^2)? • • • ("^«O V'n^i ^w»)

die Koordinaten von m solchen Punkten, dann hat man die

Aufgabe, diese 3 m Koordinaten als Funktionen der Zeit t

zu determinieren. Die ersten Differentialquotienten von

U'&, yu-, Z)^ nach t geben die Komponenten der Geschwindig-

keit, die zweiten Differentialquotienten derselben Gröfsen die

Komponenten der Beschleunigung für den Punkt (.?'fc, yu-, z^).

Das mechanische Problem, auf dessen Lösung es ankommt,
liefert eine gewisse Anzahl von Relationen zwischen den

Koordinaten, den Geschwindigkeits- und Beschleunigungs-

komponenten und der Zeit t^ die wir in der Regel in

die Form

(3) Fl yx^, y^,z^, . . . ^,„, y^, z^',

^'^1 (^Vx dz^
^

d-oc^ d-y^ d^-z^ \ —
dt' dt' dt ' ' dt""' dt^' df"' /

setzen können, wo die Fj ganze rationale Funktionen der

angedeuteten Elemente mit von t abhängigen Koeffizienten

bedeuten. Gewöhnlich ist die Anzahl p dieser Relationen

gleich der Anzahl 3 m der zu bestimmenden Koordinaten,

dabei ist es nicht ausgeschlossen, dafs einzelne dieser

1*



4 Einleitung.

Relationen nur die Koordinaten, nicht aber deren Differential-

quotienten enthalten, d. h. sogenannte Bedingungs-
gleichungen sind. Ein solches System von Relationen

bildet dann ein System von Differentialgleichungen
für die unbekannten Funktionen, und es kann natürlich

vorkommen, dafs in einem solchen Systeme nicht nur die

ersten und zweiten, sondern auch noch höhere Differential-

quotienten der unbekannten Funktionen auftreten. In jedem
Falle ist es aber durch ein rein formales Verfahren möglich,

ein solches System von Differentialgleichungen durch ein

System von Differentialgleichungen erster Ordnung zu er-

setzen, wobei allerdings die Anzahl der zu bestimmenden
Funktionen und damit auch die Anzahl der Differential-

gleichungen vergröfsert werden mufs. Setzt man z. B. in

dem Falle der Gleichungen (3)

w ^r=^" -i-='?'' ^ir==^"
(^=^'2,...«,)

so haben wir für die 6 m unbekannten Funktionen

^k, Vki ^k, §fc, ^&, Cfe {k = i,2,...m)

die Gleichungen

(5) ^xifi^i/vhi •••; Si^Vv^i,""]

dt' dt' dt'"'y~^'
(A = 1, 2, . . . 3 m)

die in Verbindung mit den Gleichungen (4) ein System von
6 m Differentialgleichungen erster Ordnung konstituieren.

Auf diese Weise kann z. B. eine Differentialgleichung

n-ter Ordnung

/ dy^ d^\_
V' dx' '" dx-)-^'

für die eine unbekannte Funktion y, durch das System

dx~y^' dx~y^'"' dic~~~y''-''
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von n Differentialgleichungen erster Ordnung für die n un-

bekannten Funktionen

ersetzt werden.

Hiernach besteht die allgemeinste Aufgabe der Theorie

der gewöhnlichen Diöferentialgleichungen in der Be-
stimmung der sämtlichen Funktionssysteme, die

einem Systeme von Differentialgleichungen erster

Ordnung Genüge leisten. Die schematische Form eines

solchen Systems von Differentialgleichungen ist

(6) 0,{y^,y.,...,.;^,^,. ..%) = .,

(A = 1, 2, . . . w)

WO in der Regel die Gi als ganze rationale Funktionen

der angedeuteten Elemente, mit von x abhängigen Koeffizienten

vorausgesetzt werden können.

Wenn wir in den Gleichungen (6) die

(7) dx "^ dx ^ ' ' dx

als Unbekannte ansehen, so kann man nach den Regeln

der Eliminationstheorie im allgemeinen das Gleichungs-

system (6) durch ein ihm in gewissem Sinne äquivalentes

System ersetzen, welches so beschaffen ist, dafs in jeder

Gleichung dieses neuen Systems nur eine der Gröfsen (7)

auftritt, das also die Form hat

(8) ^x(y.,y.,.--y», ^) = o, (A = i,2,...«)

WO die Fl ebenfalls ganze rationale Funktionen der an-

gedeuteten Elemente mit von x abhängigen Koeffizienten

bedeuten; der Übergang von den Gleichungen (6) zu den

Gleichungen (8) erfolgt durch Ausführung rein rationaler

Operationen.

Die allgemeinste Aufgabe, mit der wir uns zu be-

schäftigen haben, besteht also darin, für ein gegebenes

Gleichungssystem von der Form (8), sei es ein spezielles

(partikulares), sei es das allgemeinste Funktionssystem

y\i y^) ' ' * yn zu bestimmen, welches diese Gleichungen be-
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friedig-t. Man nennt ein solches Funktionssystem ein

partikulares beziehungsweise das allgemeine Integral-

system des gegebenen Systems von Differentialgleichungen.

Bei der Darlegung der Methoden, die für die Lösung

dieser Aufgabe ausgebildet worden sind, werden wir uns

zumeist auf den einfachsten Fall n = l beschränken, da das

Wesen dieser Methoden an diesem Falle in völlig aus-

reichender Weise erläutert werden kann, und durch diese

Beschränkung eine nicht geringe Menge von Schwierigkeiten

algebraischer und funktionentheoretischer Natur vermieden

wird, die bei der Behandlung der allgemeinen Aufgabe auf-

treten.

3. Orientierung über die Natur der Integrale einer

DiflPerentialgleichung erster Ordnung.

Wenn n = l ist, so reduziert sich das System der

Gleichungen (6) auf die eine Differentialgleichung erster

Ordnung . , .

d 1/

Sei die ganze rationale Funktion F in -r^ vom m-ten
Cl X

Grade und denken wir uns nach Potenzen dieser Gröfse

geordnet, so hat die Differentialgleichung die Gestalt:

wo fjPo, (^Pij
' (pm ganze rationale Funktionen von y mit

von X abhängigen Koeffizienten bedeuten. Um vorerst

Schwierigkeiten aus dem Wege zu gehen, die das Wesen
der hier zu entwickelnden Prinzipien nicht berühren, denken

(i y
wir uns aus dieser Gleichung ?y?-ten Grades -—- ausgerechnet.

Ci X
Wir kommen an späterer Stelle auf die Art und Weise, wie
man sich diese Rechnung ausgeführt zu denken hat, aus-

führlich zurück; hier genügt es zu bemerken, dafs sich im
d V

allgemeinen m verschiedene Lösungen für -^ ergeben,
Cl X
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deren eine wir den nachfolgenden Betrachtungen zu Grunde
legen und in der Form

(10) 4^=/(-.3')

schreiben wollen, wo /G^, y) von den Koeffizienten der

Gleichung (9) in algebraischer Weise abhängt.

Die Gleichung (10) besagt, dafs der Differentialquotient

der unbekannten Funktion y durch x und y bestimmt ist.

Deuten wir x und y als rechtwinkelige Koordinaten in einer

Ebene, so wird die unbekannte Funktion y von x durch
eine Kurve dieser Ebene dargestellt, und die Gleichung (10)
liefert die trigonometrische Tangente des Winkels, unter

welchem sich die an jene Kurve im Punkte (.r, ?/) gelegte

Tangente zur positiven .r- Achse neigt, ausgedrückt durch
die Koordinaten dieses Punktes. Sei nun [x^^ y^) ein be-

liebiger Punkt jener Kurve, so kennen wir vermöge der

Gleichung (10)

(
--^ =/K, yo\d X / x = :,^

d. h. die Tangente an jene Kurve im Punkte {^o,yQ), vor-

ausgesetzt, dafs /(or^,
?/o)

ein eindeutig bestimmter Wert ist.

Diese Tangente enthält nun den dem Punkte (^y, y^) un-

endlich benachbarten Punkt der Kurve mit den Koordinaten

x^-j-dx = x^,

yo + dy = Vii

in welchem wir zufolge der Gleichung

(*)...=/<'.".'

wieder die Tangente konstruieren können. Diese geht

wieder durch den dem {x^^y^) unendlich benachbarten Punkt

der Kurve hindurch, und auf diese Weise fortfahrend, können
wir die successiven Punkte der Kurve konstruieren, bis wir

zu einem Punkte {x^y) kommen, wo/(^, y) aufhört, einen

eindeutig bestimmten Wert darzustellen. Bemerkenswert
ist, dafs diese Konstruktion stets ausführbar ist, wie auch
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der Anfangspunkt (a?^, y^) gewählt werden mag, dafs wir

also durch jeden beliebigen Punkt der Ebene als Anfangs-

punkt eine solche Integralkurve hindurchlegen können,

vorausgesetzt, dafs für die Koordinaten dieses Punktes die

Funktion f{x^y) einen eindeutig bestimmten Wert besitzt.

Wir wollen nun diese auf die geometrische Anschauung
gegründete Betrachtung in schärferer analytischer Fassung
reproduzieren, wodurch sich uns zugleich ein Weg eröffnen

wird, auf welchem man in gewisse Stetigkeitseigenschaften

der Integralfunktion Einsicht zu gewinnen vermag. Jene

geometrische Betrachtung hat uns gezeigt, dafs die Aufgabe,

eine Funktion zu suchen, die der Differentialgleichung

gentigt, noch durch die Forderung präzisiert werden kann,

dafs jene Funktion für einen gegebenen Wert x^ der un-

abhängigen Variabein einen willkürlich vorgesclbriebenen

Wert y^ annehmen soll, d. h. dafs man die gesuchte Funktion

noch gewissen sogenannten Anfangsbedingungen zu

unterwerfen hat, um dieselbe genauer zu determinieren. Das
Verfahren, durch welches man eine solche Funktion herstellen

kann, ist genau demjenigen nachgebildet, mittelst dessen

man in den Elementen der Integralrechnung die Existenz

einer Funktion nachzuweisen pflegt, die einer Differential-

gleichung von der Form

genügt und für einen gegebenen Wert x^ von x ver-

schwindet, d. h. die Existenz des bestimmten Integrals

X

jf{x)dx.

Sei die Funktion /(^,y) der realen Variabein x^ y für
Werte dieser Variabein, die den Ungleichungen

\x— x,\<a, 1^— yj<6*)
Genüge leisten, eindeutig, endlich und stetig und für eben
diese Werte von x^y

l/(*,y)l<^,

*) Wir bezeichnen in üblicher Weise den absoluten Betrag-
(Modul) einer realen oder komplexen Gröfse a durch |aj.
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wo M eine angebbare positive Gröfse bedeutet. Sei, um
die Vorstellung zu fixieren, ^>^,,, und denken wir uns

das von x^ bis x reichende Intervall durch die Punkte

^j, A'2, . . . ^n-i in n Teile geteilt, setzen wir ferner der

Gleichmäfsigkeit wegen

X= x„.

Dann kann man aus der Gleichung

yi—yo = G^i — ^'^0) /Kj Vo)

den Wert y^ in eindeutiger Weise bestimmen, und es ist

Um damit nun
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In dem einfachen Falle, wo /(^, y) von y unabhängig

ist, wo es sieh also um das Problem der elementaren

Integralrechnung handelt, folgt durch Addition der

Gleichungen (11)
n

I/n— yo=^ (^Ä— ^k- l) /G«/c - l)Vj
fe= l

und man zeigt auf bekannte Weise, dafs die auf der rechten

Seite dieser Gleichung stehende Summe mit wachsendem 71

einem Grenzwerte zustrebt, der unabhängig ist von der Wahl
der Teilungspunkte und der eben das bestimmte Integral

X

liefert. Ganz ähnliche Schlüsse gestatten auch in dem hier

vorliegenden allgemeinen Falle den Nachweis, dafs sich y^
mit wachsendem n einer bestimmten Grenze nähert, die von
der Wahl der Teilungspunkte ^^, x^^.,.Xn-.i unabhängig

ist, dafs dieser Grenzwert

lim yn = y,
n

der für x^ x^ den Wert y^ annimmt, der Differential-

gleichung (10) genügt und für \x— Xq\<^A eine eindeutige

und stetige Funktion von x darstellt. Cauchy hat in den

(1823 von Moigno herausgegebenen) Vorlesungen an der

Pariser Ecole Polytechnique zuerst diesen Nachweis geführt

und Herr Lipschitz hat*) den Cauchyschen Beweis ver-

einfacht und präzisiert, indem er hervorhob, dafs die Funktion

f{x,y) aufser den Bedingungen der Eindeutigkeit und Stetig-

keit noch einer weiteren Beschränkung unterworfen werden
mufs, die z. B. jedenfalls erfüllt ist, wenn f{x,y) nach y
differentiiert werden kann.**)

Ohne auf eine Wiedergabe dieses Nachweises einzugehen
— da wir von der hier entwickelten Eigenschaft der Integrale

keinen unmittelbaren Gebrauch zu machen beabsichtigen,
— zeigen wir nur, dafs es nicht zwei verschiedene stetige

Funktionen von x geben kann, die die Differentialgleichung

(10) befriedigen und beide für x = x^ den Wert y^ an-

*) Vergl. Analysis jf(Bonn, t«??), S. 504.
•) Vergl. auch Picard, Traite d'Analyse II (Paris, 1894), S. 292.

\
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nehmen. Wären nämlich zwei solche Funktionen y und z

vorhanden, so gentigte ihre Differenz

u=^z — y

der Differentialgleichung

und für X = x^ ist u gleich Null. Setzen wir nun voraus, dafs

f{x^y) nicht allein nach ?/ differentiierbar, sondern auch, dafs

als Funktion von x und y stetig ist, so ist nach dem
Ko 11 eschen Satz

f{x, z)- f{x, y) = {z - y)f {x^y + ^i^- V)) (0 < «^ < D

und

f[x,y + ^{z-y)) = G{x)

eine für
|

^— .7?^ |
<< ^ stetige Funktion von x. Aus der

Differentialgleichung

d X

folgt aber nach Division durch u und Integration

X

log u=^ j G{x)dx -\- const.

Xq

oder
X

JG{x)dx

11 = 6'"''
,

wo c eine willkürliche Konstante bedeutet. Da G{x) im

Integrationsintervalle stetig ist, kann u für o; = x^ nur dann
verschwinden, wenn c = ist, es ist also u identisch gleich

Null, d. h. y = z.

Die Differentialgleichung (10) besitzt also stets

ein und nur ein stetiges Integral y, welches den
Anfangsbedingungen y-=^y^ für x=^x^ genügt.

Da aus dem so bestimmten Integrale

y = (p{x', x^, y^)
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jedes Integral der Differentialgleichung, welches für ^^ einen

bestimmten Wert besitzt, hervorgeht, indem man an die

Stelle von y^ jenen bestimmten Wert setzt, kann man, in-

dem man x^ fest, y^ dagegen willkürlich läfst, die Funktion

(p{x\XQ,yQ) auch als das allgemeine Integral der

Differentialgleichung (10) ansehen; dieses hängt also von

der einen willkürlichen Konstanten y^ ab.

4. Verallgemeinerung auf ein System von Differential-

gleichungen erster Ordnung.
Differentialgleichung ti-ter Ordnung,

Wir wenden uns nun zu dem Falle eines Systems von
n Differentialgleichungen erster Ordnung, und denken uns

auch hier die dieses System darstellenden Gleichungen (6)

der Nr. 2 (S. 5) in Bezug auf die Gröfsen

d X

aufgelöst, so dafs also Gleichungen von der Form

^^^^ i ^-^^ ('^' yi. ^2, . • • yn) a = 1, 2, . . .
n)

vorliegen. Seien x^^ yf\
y<fi\

. . . y(^) willkürliche reale Werte,

und mögen die fx für

(13) |^^_^J<a, |3^,_^^o)|^^
(A = l,2,...n)

eindeutige, endliche, stetige und nach den y^^y^^-'-yn
differentiierbare Funktionen der realen Variabein x^y^^y^^...yn
sein, dann läfst sich stets eine positive Gröfse M so an-
geben, dafs für die durch die Ungleichungen (13) charakteri-

sierten Wertesysteme jener Variabein

I
/;- (^. ^1 , 3/2 . • • • y«) l< ^ (^ = 1 ,

2, . .
.
n)

ist. Sei wiederum A die kleinere der Gröfsen a und -^,

und beschränken wir x auf das Intervall

\x—x^\<:a,
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teilen ferner die Strecke von a;^ bis x durcli die Punkte

in //i Teile, so können wir durch die in Gleichungssysteme

yiu)_yik-i) = (0-,— .t'fc_oA O^fc-1, y^i-% y?- ^ . . .3/if-^O
(A = l,2,...n; /c=l,2,...;/0

successive die m Wertesysteme

7/(1) ?/(l) ?/l)

yr^3/i"^.---ySr^

definieren, die sämtlich der Bedingung

l3^f
—y?1<^ (A = l,2,...n; fc = l,2,...m)

Gentige leisten. Für ins unendliche wachsendes m nähern

sich, wie man ebenso, wie im Falle ti = 1 zeigen kann,*)

die y^"*) wohlbestimmten Grenzwerten

lim ?/(»») = y^ , lim
yf-)

=^y,_,..A\m y^^^ = y^,mm tu

die ftir \x— x^\<i^A eindeutige und stetige Funktionen

von X sind, den Differentialgleichungen (12) genügen und
für X= Xq die Werte

annehmen. Auch ist dieses Integralsystem durch seine

Eigenschaften eindeutig determiniert und stellt für ein

festes Xq und willkürliche y^^\ y^^^, ' ' ^n^ ^^^ allgemeine

Integralsystem des Systems von Differentialgleichungen

in der Nähe der Stelle x^^ dar. Das allgemeine Integral-

system hängt demnach von den n willkürlichen Kon-
stanten (14) ab.

Spezialisieren wir dieses Resultat auf den Fall einer

Differentialgleichung w-ter Ordnung

^( dyd^ ^_Q
aus der w^ir uns die n-te Ableitung wieder in der Form

*) Vergl. die Citate auf S. 10.
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ausgerechnet denken wollen, so ist diese Differentialgleichung

dem Systeme

dy _ dy^ __ dyri- 2 _
(15a)

•^7" ' =/(^? y? yi? y^i-'-Vn- 1)

von n Diff'erentialgleichungen äquivalent (vergl. Nr. 2, S. 4).

Nach dem für ein solches System gültigen Satze giebt es

also ein System von Funktionen

y^yiiVi^'-yn-i-,

welches für x r=z x^ die Werte

y = yoy yi = yo^ y^ =^[,'^--- yn-i=y^^~^^

annimmt, in der Nähe von x^ stetig ist, dem Systeme vo»
Diff'erentialgleichungen (15 a) Genüge leistet und durch diese

Eigenschaften eindeutig bestimmt ist, vorausgesetzt, dafs die

sonst willkürlich zu wählenden realen Anfangswerte

^^0. yo, yo^'-'yt~'^

so beschaffen sind, dafs in der Nähe derselben die Funktion

eindeutig, endlich, stetig und nach den ?/, y^, . . . ?/„_i
differentiierbar ist.

Die Differentialgleichung n-ter Ordnung (15) besitzt

folglich ein und nur ein eindeutiges und stetiges Integral,

welches für x= x^^ den Wert y^ annimmt und dessen
{n— 1) erste Ableitungen ebenfalls für x = x^ die Werte

yo'?yo"j •••y!,**~^^ annehmen. Für ein festes ^^^ und will-

kürliche

yo^yoi-'-y^^-'^

ist dieses Integral das allgemeine; das allgemeine
Integral einer Differentialgleichung n-ter Ordnung
hängt demnach von n willkürlichen Konstanten ab.

Auf Grund der in den beiden letzten Nummern an-
gedeuteten Resultate können wir jetzt das in der Theorie
der Differentialgleichungen zu lösende Problem schärfer
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formulieren. An Stelle der allgemein gehaltenen Aufgabe,

die sämtlichen Funktionssysteme zu finden, die ein gegebenes

System von Differentialgleichungen erster Ordnung befriedigen,

setzen wir die folgende

:

Es ist dasjenige Funktionssystem zu determi-
nieren, welches einem gegebenen Systeme von
Differentialgleichungen Genüge leistet und gewisse
vorgeschriebene Anfangsbedingungen erfüllt, und
zu erforschen, wie dieses Funktionssystem von der
unabhängigen Variabein, den gegebenen Anfangs-
werten, und eventuell von den in den Koeffizienten
noch auftretenden Parametern abhängt.

5. Beispiel aus der analytischen Mechanik.*)

Die Art und Weise, wie man sich die Lösung der am
Schlüsse der vorigen Nummer formulierten Aufgabe zu

denken hat, wird vielleicht am deutlichsten hervortreten,

wenn wir zunächst für ein Beispiel diese Lösung zu geben

suchen. Wir wählen hierzu ein Problem der analytischen

Mechanik, um zu zeigen, dafs gerade die angegebene

Fassung des Integrationsproblems auch diejenige ist, die

gewählt werden mufs, wenn es sich darum handelt, den

Verlauf einer Bewegung auf Grund der diese Bewegung
charakterisierenden Differentialgleichungen zu beschreiben.

Bedeutet (p den Winkel, den ein einfaches (in einer

Ebene schwingendes) mathematisches Pendel von der

Länge l zur Zeit t mit der Vertikalen einschliefst, so genügt

(p nach den Lehren der Mechanik der Differentialgleichung

(16) ^= -i«in.,

WO g die Konstante der Gravitation bedeutet. Diese

Differentialgleichung ist von der zweiten Ordnung; zur

völligen Bestimmung eines Integrals hat man demnach als

Anfangsbedingungen anzugeben die Werte von cp und

*) Vergl. Durege, elliptische Funktionen, 3. Aufl. (1878), S. 11 ff;

Kirchhoff, Mechanik (J877), S. 18 ff. .
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-^ zu einer bestimmten Zeit. Man mufs also, um die Be-

wegung des Pendels völlig zu bestimmen, die Lage des

Pendels und die Winkelgeschwindigkeit des pendelnden

Punktes in einem Zeitmomente kennen.

Möge sich das Pendel zur Zeit t = gerade in der

Vertikalen befinden, und sei in diesem Momente die Winkel-

geschwindigkeit gleich v^^ so haben wir also die Anfangs-

bedingungen

(17) r/) = 0, 4f = ^0, für ^ = 0.

Multipliziert man beide Seiten der Gleichung (16) mit

2 -T^, so erhält man
d t

d V/^d(p\'~\ ^g d cos (p[imdt L\dt / J l dt

und indem man auf beiden Seiten nach t integriert,

(18) (^) =
-J-

(^^s ^— ^^s ")'

wo a die Integrationskonstante bedeutet. Setzen wir t= 0,

so ergiebt sich zufolge der Anfangsbedingungen (17)

v^ = -j- (1 — cos a\

woraus

(19) cos « = 1 — 4^.

Hieraus können wir schon einen Schlufs ziehen, der
die Art, wie der Verlauf der Bewegung von der Wahl der
Anfangsbedingungen abhängt, hervortreten läfst. In der
That ist:

für lvl<:^2g,
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Wenn a real ist, so haben wir für r/) = -j- a

— = 0, sgn^=^-sgn(+«n

die Funktion r/) von t nimmt also für r/) = + a einen

extremen Wert (Maximum oder Minimum) an. D. h. wenn

a real ist, oder, wenn lv\^ die sog-enannte Centrifugal-
kraft zur Zeit des Durchgangs durch die Vertikale, ^ = 0,

nicht gröfser ist als die vierfache Schwere, schwingt das

Pendel zwischen zwei Extremlagen hin und her, und zwar
bleibt es unterhalb der durch den Aufhängepunkt gehenden
Horizontalen, wenn die Centrifugalkraft im Momente
t-=i^ kleiner ist als die doppelte Schwere, während es sich

im entgegengesetzten Falle über diese Horizontale erhebt.

Wenn a imaginär ist, d. h. wenn die Centrifugalkraft zur

Zeit des Durchgangs durch die Vertikale gröfser ist als die

vierfache Schw^ere, schwingt das Pendel im ganzen Kreise

herum, da in diesem Falle eine Extremlage nicht existiert.

Lassen wir den letzteren Fall beiseite, beschränken

uns also auf das hin und her schwingende Pendel, so folgt

aus (18)

^9 V cos cp— cos a

also durch Integration und mit Rücksicht auf die Anfangs-

bedingungen (17)

dar- 7

zzr>
2<;

J ^^3^ cos «

oder wenn wir durch die Gleichung

1 . 1
-r^==.'sin-

eine neue Integrationsvariable .c einführen und überdies

siny f/) = .r sin — a.

*) Durch sgn a bezeichnen wir in üblicher Weise das Vorzeichen
einer realen Gröfse a.

Schlesinger, Differentialgleichungen. 2
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setzen,

• 1 z.sin— « = a:

iL

_ ,^2) (1 _ k"" X"")

Das hier auftretende Integral ist ein elliptisches;

wir werden an späterer Stelle (Nr. 71) zeigen, dafs, wenn
in der Gleichung

X

dx

/(i — x^) (1 — r- x^)

X als Funktion von u aufgefafst wird, diese Funktion eine

für jeden Wert von u eindeutige ist. Man bezeichnet

diese Funktion nach Jacob i als

X= sinam u

und sagt, sie gehöre zum Modul ä;, was man auch in der

Bezeichnung hervortreten lassen kann, indem man

X =E sinam (w; mod k)

schreibt. Wir finden also

«= = sinam
cc

sin-
yV J-]

modsin-|-j.

und hieraus für cp den expliziten Ausdruck

fp = 2 aresin I sin —- • sinam (^ |^ 7-; mod sin -^ j L

der uns cp als Funktion der unabhängigen Variabein t, des
Anfangswertes v^ (mit dem a durch die Gleichung (19)
verknüpft ist) und endlich des in den Koeffizienten der
Differentialgleichung auftretenden Parameters l (der Pendel-
länge) charakterisiert.
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Wir können aus diesem Beispiele aber noch eine Ein-

sicht abstrahieren, die für die ganze Richtung unserer

weiteren Studien von entscheidendem Einflüsse sein wird.

Die Geschichte der Wissenschaft lehrt, dafs eine vollständige

Erkenntnis der Eigenschaften der Funktion sinam u nur

dadurch erlangt werden konnte, dafs man diese Funktion

für komplexe Werte der Variabein u studierte. In der

That besitzt diese Funktion, wie Abel und Jacobi gezeigt

haben, für reale Werte von a stets eine reale und eine

imaginäre Periode, und nur auf Grund dieser Eigenschaft

(der sogenannten doppelten Periodizität) gelang es Jacobi,
eine Darstellung jener Funktion in der Form des Quotienten

zweier konvergenter Reihen zu finden, die für die Wert-
berechnung in hervorragender Weise geeignet ist. Was
nun für die einfache Differentialgleichung (16) gilt, wird

auch für kompliziertere Differentialgleichungen gültig bleiben

;

man wird eine tiefere Einsicht in die Natur der Integral-

funktion nur dann gewinnen und für die Wertberechnung
brauchbare Darstellungen dieser Funktion nur dann geben
können, wenn man die Variabein nicht auf reale Werte
beschränkt. Dies schliefst natürlich nicht aus, dafs auch
die Untersuchung der realen Kurven, die durch Differential-

gleichungen definiert werden, zu Resultaten von hervor-

ragendem Interesse führen kann, aber gerade wenn es sich

um physikalische Anwendungen handelt, wo es wesentlich

auf den Verlauf der Integralfunktion, und auf die Erzielung

einer für die angenäherte Berechnung brauchbaren Dar-
stellung durch gleichmäfsig konvergente Reihen ankommt,
kann man der Untersuchung der betrachteten Funktion für

komplexe Werte der Variabein nicht entraten. Wir werden
darum im folgenden die durch Differentialgleichungen ver-

knüpften Veränderlichen, als komplexe Veränderliche
auffassen und von diesem Standpunkte aus zunächst in eine

systematische Entwickelung der Eigenschaften der durch
eine Differentialgleichung erster Ordnung von der Form (10)
Nr. 3 (S. 7) definierten Funktionen eintreten.

2*



Erstes Kapitel.

Allgemeine Untersuclinng der Lösungen von

üifferentialgleichnngen erster Ordnung.

6. Differentialgleichungen erster Ordnung für

komplexe Werte der Variabein.

Aufstellung einer Potenzreihe, die der Differential-

gleichung formal genügt.

In der Diiferentialg'leichung

(1) ^=f^^^y)

werde .x als komplexe Variable aufgefafst. Dann genügt

es nicht, wie in dem Falle eines realen x^ die Funktion

fi^v^y) als eindeutige und stetige Funktion von x und y
aufzufassen, wir werden vielmehr annehmen müssen, dafs

f{'^hy) eine monogene (analytische) Funktion der beiden
komplexen Veränderlichen x^y sei.

Möge (./?(), y^) ein Wertepaar der komplexen Variabein

x^ y bedeuten, in dessen Umgebung/ (.3:?,?/) eindeutig, endlich

und stetig, oder wie wir (dem Sprachgebrauche der

französischen Analysten folgend) sagen wollen, holomorph
ist; dann ist bekanntlich /(.r, y) in dieser Umgebung, d. h. für

nach positiven ganzen Potenzen von x — x^^ y— y^^ ent-

wickelbar:

f{x^y) = A^^ + A^^ ifc— x^) + A^^ [y— y,,) + ^20 O'^
— ^0)'

+ Ai (^— ^^0) (y— yo) + -4o2 {y— Vo)- + ••••.
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und die Koeffizienten dieser Reihe sind nach dem Tayl er-

sehen Satze durch die Gleichungen

^^»-2 Vö^^A.,,;

bestimmt.

Es entsteht nun die Frage, ob es eine Lösung der

Differentialgleichung (Ij giebt, die für x=^ x^ den Wert

y = y^^ annimmt , und die in der Umgebung von x= x^^

holomorph, d. h. nach positiven ganzen Potenzen von x— x^

entwickelbar ist. Setzen wir

y = .yo + <'i G^'
—

'^o) + ^2 G^— .^'o)' + ----

in die Differentialgleichung ein, und versuchen zunächst, ob

sich die Koeffizienten dieser Reihe so bestimmen lassen,

dafs sie der Differentialgleichung formal Genüge leistet.

Sei der Einfachheit wegen

•^— •^0 = ^; y—i/o = ^j

dann wird

dy drj

/(^, y) =/K+ -^0» ^ + ^o) = ^ (§> n\

und cp (g, ly) ist in der durch die Ungleichungen

definierten Umgebung der Stelle g = 0, i; = in der Form

;. = fc =

darstellbar. Die Differentialgleichung (1) verwandelt sich in

(2) 4f = '^^^'*

und wir haben die Koeffizienten der Reihe

so zu bestimmen, dafs diese die Differentialgleichung (2)

formal befriedigt.
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Wir bilden durch gliedweise Differentiation

i| = c.+2c,| + 3c3r +
dann mufs

sein. Denken wir uns die auf der rechten Seite stehende

Reihe nach Potenzen von ^ geordnet

^ (?, rj) = ^o + 'PiS + 'p2^^ + ---'y

so sind die Koeffizienten cp^ aus den A^t^ und den c^ allein

durch die Operationen der Addition und Multiplikation zu-

sammengesetzt und zwar ist offenbar cp^^ von den Ck ganz

unabhängig, während % nur von c^, cp^ nur von c^^, Cg, all-

gemein q)y nur von den

abhängt. Wir setzen darum der Deutlichkeit wegen

(py = (pv{G^^ ^2, . . . Cy).

Aus (3) folgt dann

(4)

Cv 4- 1 = <Pv K, ^2, . . . Cv),

SO dafs also jedes cu durch die vorhergehenden in eindeutiger

Weise bestimmt ist. Die mit diesen c^ gebildete Reihe

(5) i cfc
-^^

befriedigt formal die Differentialgleichung (2); es handelt

sich nun noch um die Frage ihrer Konvergenz.
Das hier eingeschlagene Verfahren, die Koeffizienten

einer Reihe so zu bestimmen, dafs diese Reihe einer vor-

gelegten Differentialgleichung genügt, wurde schon von den
Analysten des achtzehnten Jahrhunderts vielfach angewandt
und als die Methode der unbestimmten Koeffizienten
bezeichnet. Nur hielten jene Analysten dadurch das Problem
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der Integration für erledigt, indem sie nicht bezweifelten,

dafs ein wohlbestimmter analytischer Ausdruck auch stets

einen Sinn habe. Wir wissen heute, dafs eine solche Reihe

nur dann eine Funktion darstellt, wenn sie konvergent ist,

und werden an späterer Stelle sehen, dafs es sehr wohl
Keihen giebt, die Differentialgleichungen formal befriedigen,

und trotzdem für keinen Wert der unabhängigen Variabein

konvergent sind. Die Frage nach der Konvergenz der mit

den Koeffizienten (4) gebildeten Reihe (5) ist also keine

müfsige.

7. Konvergenz der aufgestellten Reihe.

Calcul des limites.

Die Untersuchung der Konvergenz der Reihe (5) scheint

auf den ersten Augenblick ziemlich kompliziert, da die

Koeffizienten dieser Reihe einem nicht leicht zu übersehenden

Gesetze gehorchen. Es ist aber Cauchy, der überhaupt

diese Art der Fragestellung zuerst eingeführt hat, gelungen,

diese Untersuchung in äufserst einfacher Weise zu erledigen,

indem er sich einer Methode bedient, die er als calcul
des limites (Rechnung mit Grenzen) bezeichnet, und die

seitdem in allen Zweigen der Analysis, wo es sich um
Konvergenzbeweise für Ausdrücke, die nach der Methode
der unbestimmten Koeffizienten hergestellt sind, handelt, mit

grofsem Erfolge angewandt wird.

Das Wesen der Cauchyschen Methode besteht im
folgenden

;

Denken wir uns an die Stelle der die Funktion cp (J, r])

darstellenden Reihe

;. = Ä=
eine andere Reihe

X=:0 k=

gesetzt, die ebenso wie die ursprüngliche für
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konvergiert, und deren Koeffizienten B^y. positive, reale

Gröfsen von der Beschaffenheit sind, dafs

Bxn2.\^^A- (A,& = 0,1,2,...)

Wir bezeichnen nach Herrn Poincare diese Beziehung

zvs^ischen den beiden Reihen, oder zwischen den durch diese

Reihen dargestellten Funktionszweigen cp (g, ?;) und \p {§, rj)

durch das Symbol

Betrachten wir nun die Differentialgleichung

(6) ^= rp{^,i)),

und setzen hierin für l) die Reihe

Wir bestimmen die y,, so, dafs diese Reihe der

Differentialgleichung formal Genüge leistet; dann setzen sich

die y^ aus den Bx & offenbar in derselben Weise zusammen,
wie die c^ aus den A^jt, und da die B^jc real und positiv

sind, werden die /», ebenfalls real und positiv ausfallen.

Da überdies die B^ ^ nicht kleiner sind als die entsprechen-

den |^2?c|, so folgt ferner, dafs auch

y.^|c,|. (.^ = 1,2,3,...)

Es ist also, wenn wir die Poincaresehe Bezeichnung auch
auf den Fall von Reihen, deren Konvergenz noch nicht

feststeht, tibertragen

V = r =

Wenn nun bekannt wäre, dafs die für t) aufgestellte

Reihe in einer gewissen Umgebung von ^ = konvergiert,

so folgte hieraus, dafs auch die Reihe
CO

r =

in derselben Umgebung von § = konvergent sei; und
dies ist der Grundgedanke des calcul des limites.
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Es handelt sich ^ nun wesentlich um die geeignete Wahl
der Reihe ip (^, rj). Das nächstliegendste wäre die

ß?.k=\ -1;. k
I

zu nehmen, und in der That hat Herr Lindelöf auf diese

Weise den Konvergenzbeweis geführt.*) Wir wollen aber

der ursprünglichen C au chy sehen Darstellung folgen, die

noch immer in verhältnismäfsig einfachster Weise zum
Ziele führt.**)

8. Aufstellung der C auchysehen Vergleichs-

funktion.

Sei allgemein cp (g, rj) eine für

holomorphe Funktion der komplexen Variabein g, /;, dann

ist ff (g, ry) als Funktion von J für
| ? |
^ « holomorph, also

innerhalb des durch die Gleichung

definierten Kreises K durch das Gau chy sehe Integral in

der Form

/t ^
1 / 9i^^'^) 7

darstellbar. Differentiieren wir A-mal nach ^ und setzen dann

so ergiebt sich

27t

Ö'-<JP(^,^/) _ ^'- / cp{ae^\ri)

ö^''- 27ti /(ae^» — §)^- + i
ae^'idd-.

*) Acta Societatis sc. Fennicae T. XXI, Nr. 7 (1896).
**) Caucby, Oeuvres, I. Serie, T. VII. Vergl. BriotetBouquet,

Journal de l'Ecole Polytechnique, Cah. 36, S. 136 ff. ; ferner Picard,.
Trait6 d'Analyse, T. II, S. 238, 305: Poincare, Mecanique Celeste

T. I, S. 48, u. a. m.
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also für ^ ==
C 71

Gleichermafsen ergiebt sich, indem man (p{ae^\ yj) als

Funktion von iq innerhalb des Kreises
| ?^ |

= ^ studiert, für

also, wenn wir in (7) an die Stelle von cp {a e^\ i^) die Funktion

setzen

:

Da (jp (g, ry) innerhalb und auf der Peripherie der Kreise

holomorph vorausgesetzt wurde, giebt es eine positive Zahl
M von der Beschaffenheit, dafs für

ist; nehmen wir also in (8) auf beiden Seiten der Gleichung
die absoluten Beträge, so finden wir, dafs jedenfalls

2;

_\/ b'-^''cp\
\

llkl M f I ,^ ,^

2n 27t
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also '

sein wird.

Wenden wir diesen Satz auf die in den vorigen

Nummern betrachtete Funktion cp (5, t]) an, so ergiebt sich

für die Koeffizienten A^k

wir haben also

A = fc = <^t O**

Die auf der rechten Seite stehende Doppelreihe

konvergiert offenbar für

und stellt, da sie in das Produkt zweier geometrischer

Keihen zerfällt, die Funktion

O-DO-f)
dar. Dies ist die Cauchy sehe Vergleichsfunktion.

Wir haben nun die Differentialgleichung zu betrachten:

die wir in der Form

0-l),„

schreiben. In dieser Form sind, wie man zu sagen pflegt,

die Variabeln separiert; wir können also auf beiden

Seiten der Gleichung integrieren, und finden so

''-l^=-^^^«'°^0-t)+ const
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als allgemeines Integral. Dasjenige partikulare Integral,

welches für § = verschwindet, ergiebt sich in der

expliciten Form

WO die Quadratwurzel mit positivem Vorzeichen zu nehmen
ist, und dieses Integral ist offenbar in der Umgebung von

g = holomorph, also durch eine Reihe von der Form

darstellbar, die in einer gewissen Umgebung von^=:0
konvergiert. Um den Radius des Konvergenzkreises genau
zu bestimmen, suchen wir den Wert ^ auf, für welchen

der Ausdruck unter dem Wurzelzeichen

log(l--j ==0
' b

ist; wir finden diesen Wert

der positiv und kleiner als a ist. Da für
|

^*
|

^ a der

Logarithmus

holomorph ist, konvergiert die Reihe für l) jedenfalls, wenn

m<9-

9. Konvergenzbeweis für die der
Differentialgleichung formal genügende Reihe.

Unität. Analytische Fortsetzung.

Nach dem Prinzipe des calcul des limites (Nr. 7, S. 24)
konvergiert die der Differentialgleichung (2) (Nr. 6, S. 21)
formal genügende Reihe

i Cfc
'^^

k=i
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jedenfalls für Werte von 5, die der Ungleichung

Genüge leisten. Diese Grenze ist im allgemeinen keine

präcise, d. h. die Reihe kann auch noch für Werte von ^
konvergieren, deren absoluter Betrag gröfser ist als q; uns

genügt es aber, nachgewiesen zu haben, dafs die aufgestellte

Reihe stets innerhalb eines Kreises konvergent ist, dessen

Radius eine stets endliche nur von den Gröfsen a, b und M
abhängige Gröfse ist.

Für die der ursprünglichen Differentialgleichung (1)

genügende Reihe

y =^.yo + ^'i 0^— ^^'o) + ^2 G^'
—

-^o)" + • •
•

haben wir demnach die Konvergenzbedingung

wobei noch hervorzuheben wäre, dafs der Radius des

Konvergenzkreises im allgemeinen auch von den Anfangs-

w^erten .r^^, ?/^ abhängt, da ja M als obere Grenze für

l/G^o + b, yo + ^)l. (\^\£ci, \v\£b)

von .i\j,
^/^^ beeinflufst wird.

Die für ?/ aufgestellte Reihe ist der Art ihrer Herleitung

nach als solche eindeutig determiniert, sie stellt innerhalb

ihres Konvergenzbezirks ein den vorgeschriebenen Anfangs-

bedingungen genügendes, holomorphes Integral der Differential-

gleichung dar, und es kann auch kein von diesem ver-

schiedenes in der Umgebung von x = x^^ holomorphes

Integral der Differentialgleichung geben, welches für .r = x^^

gleich 7/^^ wird, da ein solches jedenfalls nach positiven

ganzen Potenzen von .v— .i-^ entwickelbar sein müfste, und
demnach die Koeffizienten dieser Entwickelung mit den

c^, ^2, . . . übereinstimmen müssen.

Wie Herr Hamburger*) bemerkt hat, kann es aber

überhaupt kein nach irgend welchen Potenzen von x— ^^

*) Grelles Journal, Bd. 112, S. 211.
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entwickelbares Integral der Diiferentialgleichung (1) geben,

welches für .v= x^^ gleich y^ wird und von dem aufgestellten

holomorphen Integral verschieden ist. Denn eine nach

Potenzen von x— x^ fortschreitende Keihe, die Potenzen

mit negativem, gebrochenem oder irrationalem Exponenten
enthält, stellt stets eine Funktion dar, die entweder selbst,

oder für welche wenigstens eine ihrer Ableitungen für

./' = a;^ unendlich wird ; für die Ableitungen einer der

Differentialgleichung (1) genügenden Funktion, die für

a; = Xq den Wert y^ annimmt, ergeben sich aber durch
successive Differentiation für x = x^^ stets endliche Werte
(nämlich abgesehen von gewissen numerischen Faktoren,

eben die c^, Cg, . . .), ein Integral von der gedachten Be-
schaffenheit kann also nur nach positiven ganzen Potenzen
von X— x^y entwickelbar sein; dann ist es aber in der

Umgebung von x= x^ holomorph, also wie bemerkt, mit
dem aufgestellten identisch. Dagegen hat Herr Fuchs*)
gezeigt, dafs es sehr wohl nebst dem holomorphen Integrale

noch Lösungen y der Differentialgleichung (1) geben kann^
die so beschaffen sind, dafs x als Funktion von ?/ aufgefafst,

für y = yo jedem beliebigen .^j-Werte, also auch dem Werte
^'^, beliebig nahe kommt.

Wir haben also den Satz, den man gewöhnlich als das
Cauchysche Existenztheorem zu bezeichnen pflegt:

Für ein beliebig gewähltes System von Anfangs-
werten ^^05^0? i^ dessen Umgebung der Differential-
quotient von y nach x holomorph ist, giebt es stets
eine und nur eine in der Umgebung von x = w^

holomorphe Integralfunktion ?y, die für .x = x^ gleich

yo wird.

Es entsteht nun die Frage, wie man die so in der
Umgebung von x = x^ definierte Integralfunktion für Werte
von X determinieren könne, die dem Konvergenzbereiche
der Reihe

nicht angehören. Es liegt nahe, hier an das Prinzip der

*) Sitzungsberichte der Berliner Akademie, 1885, S. 279 ff. Man
vergleiche hierzu auch Picard, Traite, Bd. II, S. 317.
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analytischen Fortsetzung zu denken. Nach diesem

Prinzipe wird nämlich, wie aus den Elementen der Funktionen-

theorie bekannt ist, durch eine in einer gewissen Umgebung
von X =z a\^ konvergierende, gewöhnliche*) Potenzreihe

^ (.?•— ^i'^j) eine monogene Funktion der komplexen Variabein

.1- definiert, deren Existenzbereich im allgemeinen über den

Konvergenzbezirk der Reihe ^{.x— .x^) hinausreicht. Man
erhält die sämtlichen Potenzreihen, die jene monogene
Funktion in der Umgebung derjenigen .f -Werte, wo dieselbe

holomorph ist, darstellen in folgender Weise. Sei x^ ein

Punkt im Innern des Konvergenzbereiches der Reihe

^{x— x^^)J dann kann man für a;= x^ den Wert von

^ (.??— .Tq) und die Werte der successiven Ableitungen dieser

Reihe, also

«PK - ^o), ^' (:h - *o), TK - -^o), • • •

berechnen, nnd mit Hülfe dieser Werte die Reihe

?, (*•- -h) = ^ (•'i
- *o) + W (-»^i

- *•„) • {^- ^i)

+ 4!
*"(•'• -•''•o)-(-^— •''.)'+ •••

bilden, die dann in einer gewissen Umgebung von .v = x^

konvergiert und deren Konvergenzbereich im allgemeinen

über den Konvergenzkreis von ^{x— x^^) hinausreiehen

wird. In demjenigen Teile des Konvergenzbereiches der

Reihe ^^i^— .^"i),
der zugleich dem Konvergenzkreise von

^ (./;— x^^) angehört, stimmen die beiden Reihen mit einander

überein, in demjenigen Teile ihres Konvergenzbereiches, der

aufserhalb des Konvergenzkreises von '^{x— x^) liegt, stellt

dagegen ^j {x— x^) die analytische Fortsetzung der durch
^(x— Xq) definierten monogenen Funktion dar. Nun kann
man weiter einen Punkt x^ des Konvergenzbereiches von

^1 {x— x^) nehmen und die Reihe

«ß, (^- .rg = ^. K - ...) + 5ß/K - ^i) • (•'^- •^.)

bilden, die in dem Teile ihres Konvergenzbezirks, der aufser-

*) Eine gewöhnliche Potenzreihe ist eine solche, die nach
positiven ganzen Potenzen des Inkrementes fortschreitet (WeierstraCs).
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halb des Konvergenzkreises von ^-^^{x— .rj liegt, wieder

die analytische Fortsetzung der durch $i (^— .i'j) und
^(ct-— .^q) definierten monogenen Funktion liefert. Die
sämtlichen gewöhnlichen Potenzreihen, zu denen man durch

wiederholte Anwendung dieses Verfahrens gelangen kann,

bilden insofern ein in sich abgeschlossenes System, als es

gleichgültig ist, welche dieser Keihen man zum Ausgangs-
punkte des Fortsetzungsverfahrens macht. Ferner zeigt man
in den Elementen der Funktionentheorie, dafs die Ableitung

einer Reihe ^^(.tf— Xk\ die aus ^{^'v—a;^^) durch Ver-

mittelung der Punkte

durch successive Fortsetzung hervorgegangen ist, mit der-

jenigen Keihe tibereinstimmt, die aus der Ableitung ^' [x— .x^^)

von ^{x— Xq) durch Fortsetzung unter Vermittelung der-

selben Zwischenpunkte, oder, wie man auch sagt, auf
demselben Wege entsteht.

In ähnlicher Weise entspringt auch aus einer nach
Potenzen von ^— .^^, y— y^ fortschreitenden gewöhnlichen
Potenzreihe eine monogene Funktion der beiden Variabein

^, ?/, und das gleiche gilt auch ftir beliebig viele Variable.

Denken wir uns nun aus der der Differentialgleichung

(1) genügenden Reihe ^{x— a;^) durch analytische Fort-

setzung eine Reihe ^{a;— x) entstanden, so ist die nächst-

liegende Frage, ob diese Reihe ^ {x — x) ebenfalls der

Differentialgleichung gentigt. Die Antwort ergiebt sich aus

dem folgenden allgemeinen Satze:

Bedeute

eine nach positiven ganzen Potenzen von y^^y^i • - - Ijn fort-

schreitende Reihe, z. B. eine ganze rationale Funktion dieser

Gröfsen, deren Koeffizienten auch noch von x abhängen
können, aber innerhalb eines gewissen Bereiches B der x-

Ebene eindeutige Funktionen dieser Variabein sein mögen;
möge ferner G^(?/i, ^2? • • -.y«) identisch verschwinden, wenn
ftir die y^iyc^-, - - - yn die gewöhnlichen Potenzreihen

yi-='^x{^— ^o)
(A = l,2,...n)

eingesetzt werden, wo x^ einen Punkt des Bereiches B be-
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deutet, in dessen Umgebung die Koeffizienten von 0{y^^y^,...yn)
holomorph sind. Denkt man sich dann die Keihen ^i(x— x^)

auf einem und demselben ganz innerhalb D verlaufenden

Wege fortgesetzt, vrodurch das Reihen-System

^l{a:— x) a = l,2,...n)

entstanden sein möge, und setzt diese letzteren Reihen für

Vi^y^^-'-yn in den Ausdruck G{y^,y^, . . .y^,) ein (wobei
natürlich vorausgesetzt werden mufs, dafs die durch die

^X (^— x) definierten Wertesysteme noch dem Geltungs-

bereiche des Ausdruckes O-iy^ y.^^ - - yn) angehören, und
dafs die Koeffizienten dieses Ausdruckes in der Umgebung
von X ebenfalls holomorph sind), so ist das Resultat dieser

Substitution wieder identisch gleich Null.

Der Beweis dieses Satzes ist äufserst einfach. Nach Sub-
stitution der Reihen ^;^ (.2T— x^) verwandelt sich 0{y^,y^,...yn)
in eine nach Potenzen von x— x^y fortschreitende Reihe
')ß{x— Xq)j deren Koeffizienten aber nach der Voraussetzung
sämtlich verschwinden müssen; das Resultat der Substitution

der Reihe ^xi^— ^) i^^ ^^^ Ausdruck ^{y-^^y.ji -- -yn) ist

wieder eine nach Potenzen von x — x fortschreitende Reihe

^ (^— ^), die aber, wie leicht einzusehen ist, nichts anderes
sein kann als die analytische Fortsetzung der Reihe '^{x— x^)

auf demselben Wege, auf welchem ^i{x— x) aus '^lix— x^)

gewonnen wurde. Da aber eine monogene Funktion von

^, die in einem noch so kleinen Bereiche der .2; -Ebene ver-

schwindet, überall gleich Null sein mufs, so folgt hieraus,

wie behauptet, dafs auch ^{x— x) identisch gleich Null ist.

Wenn die Koeffizienten von G{y^^ y^^ . . .yn) mehr-
deutige Funktionen von x sind, so genügen die ^i{x— x)

derjenigen Gleichung, die hervorgeht, indem man in G die

Koeffizienten auf demselben Wege fortsetzt, der zur Fort-

setzung der S^i (x— Xq) von x^ nach x benutzt worden ist.

d 1/

Sei nun in der Differentialgleichung (1) -y^ eine allent-

halben eindeutige, z. B. eine rationale Funktion von 3/,

deren Koeffizienten innerhalb eines Bereiches B der .«-Ebene,

der den Punkt x^^ enthält, eindeutige Funktionen von x sind,

dann befriedigt das Reihenpaar

Schlesinger, Differentialgleicbnngen. 3
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diese Gleichung identisch. Es folgt also aus dem eben an-

geführten allgemeinen Satze, dafs auch jede aus ^(^;— x^)

durch analytische Fortsetzung innerhalb des Bereiches B
entspringende Keihe der Differentialgleichung Genüge leisten

mufs, da ja, wie oben bemerkt, durch Fortsetzung von

^' {x— x^) auf demselben Wege die Ableitung der aus

^{x— x^) entstandenen Reihe hervorgeht. Also können

wir sagen:

dy
Wenn in der Differentialgleichung (1) —~ eine

Qi X

rationale Funktion von y mit innerhalb eines Be-
reiches B der ^-Ebene eindeutigen Koeffizienten
ist, so genügen die sämtlichen aus ^(^— x^) durch
analytische Fortsetzung innerhalb B entstehenden
Reihen derselben Differentialgleichung (1). Sind

die Koeffizienten der —r^ darstellenden rationalen
dx

Funktion von ?/, mehrdeutige Funktionen von x^ so
genügt eine aus ^{x-— x^^) durch analytische Fort-
setzung entstehende Reihe derjenigen Differential-
gleichung, die man aus (1) erhält, indem man die
Koeffizienten derselben auf demselben Wege fort-

setzt. Sind diese Koeffizienten allenthalben ein-
deutige Funktionen von x^ so genügt die aus der
Reihe ^{x— x^) entspringende monogene Funktion
in ihrem ganzen Existenzbereiche derselben Diffe-
rentialgleichung wie ^{x— ^^) selbst.

Wir bezeichnen diese monogene Funktion durch

F{x', x^, y^\

um an ihre ursprüngliche Definition durch die Anfangswerte
Xq^ y^ zu erinnern.

Der Umstand, dafs F{pß-^ x^^ y^) der Differentialgleichung'

(1) genügt, erleichtert das Geschäft der analytischen Fort-

setzung in nicht unwesentlichem Mafse. Da nämlich eine

aus "^{x— x^) durch Fortsetzung entstandene Reihe ^{x— x)
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ebenfalls der Differentialgleichung genügt, so stellt diese

Reihe das eindeutig bestimmte in der Umgebung von x=:ix

holomorphe Integral von (1) dar, welches für x = x den

Wert ^(0) annimmt; man kann sich also zur Herstellung

von ^ (cT— x) dieser Eigenschaft bedienen, und hat demnach
auf dem Wege der analytischen Fortsetzung nur den Wert

^ = ^ (0) zu ermitteln. Für die Wertesysteme (i, ^), die

man auf diese Weise erzielt, wird im allgemeinen die

Funktion f{x,t/) holomorph sein; es kann nämlich, da das

Integral in der Umgebung von x= x holomorph ist, die

Ableitung von ?/ nach x keinesfalls unendlich werden; es

könnte sich höchstens ereignen, dafs f{x^y) für x= x^y=y

den Wert der Ableitung in unbestimmter Form (etwa -^\

erscheinen läfst, und wir werden später sehen, dafs es in

der That vorkommen kann, dafs trotz unbestimmter Form
von /(er, y) für ein solches Wertepaar das Integral, welches

für X = X gleich y wird, in der Umgebung von x holomorph

bleibt (vergl. Nr. 26).

Dagegen wird es sich stets ereignen, dafs auf dem
Konvergenzkreise einer der durch Fortsetzung erzielten

Potenzreihen ein Wert x= x^ liegt, dem entweder ein Wert

2/j der Funktion entspricht, der so beschaffen ist, dafs

/(^, y) für x = x^^ y ^y^ aufhört holomorph zu sein, oder

für welchen die Funktion selbst unendlich grofs wird. Dies

wird nur dann nicht eintreten, wenn F{x'^
-^o^^o) ^^^^ ganze

transcendente Funktion von x ist, dann ist aber durch

Herstellung der ursprünglichen Potenzreihe ^ (x— ^r^) alles

erledigt, da in diesem Falle '^{x— x^^) für alle endlichen

Werte von x konvergiert.

Diejenigen Werte x=^x^^ denen entweder ein Funktions-

wert y^ entspricht, der mit x^ zusammen ein Wertepaar
bildet, für welches f{x^ y) aufhört, holomorph zu sein, oder

für welche der Funktionswert selbst unendlich wird, bilden

die singulären Stellen der Integralfunktion F{x'^ x^^y^).

Diesen singulären Stellen ist im allgemeinen auch noch der

Punkt x^co zuzuzählen. Wir haben uns jetzt mit der

Untersuchung dieser Stellen näher zu beschäftigen.

3*
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10. Singulare Stellen der Integrale. Wertepaare,

wo der Ditferentialquotient so unendlich wird, dafs

sein reziproker Wert holomorph bleibt.*)

Sei für das Wertepaar a; = w^j y = ^i die Funktion

/(.^, y) unendlich, aber

1

fi^, y)

in der Umgebung dieses Wertepaars holomorph. Wir setzen

j^^ =-AW + A W {y - yi) +A W iy—yiY + • • •,

wo also A^ (x) , Ä^ («), A^ (^), . . . nach positiven ganzen
Potenzen von x— x^ fortschreitende Reihen bedeuten, und
jedenfalls

ist. Es sind dann zwei wesentlich verschiedene Fälle zu

unterscheiden, je nachdem nämlich in der Reihe der Koeffi-

zienten

A i^l A W. A W. • • •
•

einer zu finden ist, der für x = x^ einen von Null ver-

schiedenen Wert hat, oder nicht. Im letzteren Falle, wo
alle K(jffizienten ^& (x) eine Potenz von x— x-^ als Faktor
enthalten, hat also f{x^ y) die Eigenschaft für x = x^ un-
abhängig von y unendlich zu werden; es ist dann etwa

(P {^1 y)
f{^i y) = ix—x^)&'

wo der reziproke Wert von cp {x^ y) in der Umgebung von
x=zx^^ y = y^ holomorph ist. Der Punkt x = x^ wird
dann für jedes Integral der Differentialgleichung (1) als

singulärer Punkt fungieren ; wir lassen diesen Fall vorläufig

bei Seite.

*) Vergl. für diese und die folgende Nummer: Briot et

Bouquet a. a. 0., 8. 146; Picard, Trait6 II, S. 324; Painleve,
Le^ons sur la tli6orie des 6quations differentielles (Paris 1897, litho-

graphiert), S. 19—20; u. a. m.
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Sei denn allgemein

(10) A^ (^J = 0, A, (a:,) = 0, ... A,_, {x,) = 0,

Ax (^,) ^ 0,

oder da ja

Ö2/" \f{x,y)

ist, für x=.x^, y = y^

ö

gleich Null, aber

von Null verschieden.

Wir betrachten nun die Differentialgleichung

dx 1

dy /(^, y)

= A,{x)JrA,{x){y-y^) + A,{x){y-y,Y-\-..,

dann besitzt dieselbe zufolge des Existenztheorems ein in

der Umgebung von y=^y^ holomorphes Integral, welches
für y = y^ den Wert x = x^ annimmt, und dessen erste

Ableitung

dx
dy

fiir y = y-^ jedenfalls verschwindet. Da ferner

d^x ^ _ö_ (l\ , _ö^ (l\ dx_

dy^ hy V// "^ hx \f ) dy'

d^ _ J^ /l\ 6^ fl\ dx_

dy^ by^V//"' b^öy \f) dy

"^öa;2 V// V^3/ / "^ ^x \f) dy'''

ist, so verschwinden für y =^y^^ x=^ x^ auch noch die
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höheren Ableitungen von a; nach y bis zur A-ten ein-

schliefslich, während

cZy + i

für y = ?/i
einen von Null verschiedenen Wert c^ besitzt.

Nach dem Taylor sehen Satze lautet also die Entwickelung

des definierten Integrals in der Umgebung von y = y^

:

a; = a^,+c, (y— yi)^
+ ^ + c, (;y— yJ^ + 2 ^ . . .

., q ^ 0.

Hieraus folgt:

^ — -^1 = {y— ViY
*"

' K + ^2 (y— ^i) + • • • •)

und, indem wir beiderseits die (^-1- l)-te Wurzel ausziehen,

1 1

Nun ist der Ausdruck

(<'i + <^2(y-y.) + ----)' +

in der Umgebung von y =y^ holomorph, da ja c^ 7^ ist,

und folglich in der Form

ri + 7Ay—yi) + '"-, ri = ^i
^ + ^ ^ o,

darstellbar; wir finden also

(^— ^i)
^'^' =yAy—yi) + 72iy— yiy + "-'

Nach dem aus den Elementen der Funktionentheorie
bekannten Satze über die Umkehrung einer Potenzreihe
(Satz über die inverse Funktion), ergiebt sich hieraus, dafs

y— y^ nach positiven ganzen Potenzen der auf der linken

Seite stehenden Gröfse

entwickelbar ist, wir haben also,

1

(11) y— y^^ö^{a^— a;^yTT
2

1+ d,(^-^J^ + i+...., ö,=j-^0,
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und auf diese Weise l-{- 1 Integrale der Differential-

gleichung (1), die für a?= ^^ den Wert y^ annehmen. Be-
deutet in der Formel (11)

(^_ ^j A + 1

den Hauptwert dieser (A-[- l)-wertigen Gröfse, d. h. den Wert

-_5— log (x - x,)

wo log (.r— jTj) denjenigen Wert des Logarithmus darstellt,

der für real positives x— ^T^ real ist, so gehen die Übrigen

A Integrale aus dem eindeutig determinierten Integrale (11)

hervor, indem man an die Stelle von

(^ — ^J ^- + 1

den Wert

£fc(^_^J .1 + 1 (Ä:=1,2,...A)

setzt, w^o € die komplexe (A-|-l)-te Einheitswurzel

2nt

bedeutet. D. h. mit anderen Worten, die gedachten

A -[- 1 Integrale entstehen aus einem von ihnen, indem man
die Variable ^ Ä-mal geschlossene Umläufe um den Punkt
x = Xj vollziehen läfst; dieser Punkt ist also für jene

Integrale ein Verzweigungspunkt und zwar in der von

Kiemann eingeführten Terminologie ein algebraischer
Verzweigungspunkt A-ter Ordnung.

Im allgemeinen wird es, wenn x ^ x^ ein beliebiger
Wert der unabhängigen Variabein x ist, stets Werte y^ von

2/ geben für die f{x^^y) so unendlich wird, dais der

reziproke Wert

1

in der Umgebung von x^x^^ y = ^i holomorph bleibt;

wenn z. B. f(x,y} eine rationale Funktion von y ist, deren

Nenner h(x,i/) eine ganze rationale Funktion n-ten Grades

von y ist, so tritt dies für die n Wurzeln der Gleichung
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ein, vorausgesetzt, dafs sieh unter diesen Wurzeln keine

befindet, für welche hei x = a;^ auch der Zähler von/(^, y)

verschwindet. Es wird also im allgemeinen für ein be-

liebiges « = ^1 mindestens zwei Lösungen der Differential-

gleichung geben, die in ^^ einen algebraischen Verzweigungs-

punkt besitzen.

Dagegen sind diejenigen .2^ -Werte, für welche fU^y)
unabhängig von y unendlich wird, stets diskrete Punkte, die

man bei Kenntnis der Funktion f{oc^y) von vornherein aus-

sondern kann.

11. Untersuchung des Falles, wo die Integral-

funktion selbst unendlich wird.

Sei nun x^ ein solcher Wert, für welchen die durch

ihre Anfangswerte determinierte Integralfunktion F{x'^x^^y^^)

selbst einen unendlich grofsen Wert erhält. Wir setzen

dann in der Differentialgleichung (1)

dy

an die Stelle von y

=f{^,y)

y=-v
und erhalten auf diese Weise für z die Differentialgleichung

Schliefst man gewisse diskrete ^ -Werte, die sich bei

Kenntnis der Funktion /(^, y) stets von vornherein angeben
lassen, aus, so wird die Funktion /^ (^, z) in der Umgebung
von ;r = /Pj , = entweder selbst holomorph sein, oder

sie wird für dieses Wertepaar so unendlich werden, dafs

ihr reziproker Wert holomorph bleibt, während

ist. Wenn /^ {x^ z) für x^=x^^ z = ^ selbst holomorph ist,
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so giebt es nach dem Existenztheoreme ein in der Um-
gebung von X = .r^ holomorphes und für x=^ x^ ver-

schwindendes Integral der Differentialgleichung (12)

z = c^ (a;— .rj J^c^(x— x^)- + ....,

für welches allerdings auch noch gewisse erste Koeffizienten

verschwinden können, während c^ von Null verschieden ist.

Dann ist in der Umgebung von x = x^

_J^_ 1

^- - ~ CJ,{X—X,f+ Ck^,(X— X^f+^Jr'^^Z

= (*- ^i) - '
[<5o + ^'i (*—^^i) + • • •],

d. h. das für x =: x^ unendlich werdende Integral der

Differentialgleichung (1) wird mit {x— x^f multipliziert in

X = x^ holomorph, es besitzt also in diesem Punkte einen

Pol (aufserwesentlich singulare Stelle) Ä;-ter Ordnung.

Wenn f\ [x^ z) für x ^ x^, z ^= so unendlich wird, dafs

1

holomorph bleibt und l die kleinste Zahl ist, für welche

die Ungleichung (13) besteht, so ist, nach den Ergebnissen

der vorigen Nummer, in der Umgebung von x = x^^

1 2

z^yA^— ^iV^' +rA^— ^i)'-^' +...., /i^o,

wir haben also für das in x = x^ unendlich werdende
Integral von (1) die Entwickelung

1 1

7i {x— x^)^-^' +/2 {x— x^)^^' +...

= (^_^j x + .iß^j^ö,{x-x,y +

j^ö,{x-x,y^^^...,\

d. h. x = x^ ist für dieses Integral zugleich ein Ver-

zweigungspunkt A-ter Ordnung und eine Unendlichkeits-
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stelle; wir sagen in diesem Falle y besäfse in x-=x^ eine

algebraische Unendlichkeitsstelle von der Ordnung
1

;i + i
•

Fassen wir die bisher erlangten Resultate zusammen,

so können wir sagen:

Wenn wir bei der Fortsetzung des Integrals F{x\ «o^-Vo)

zu einem Werte x gelangen, der mit dem entsprechenden

Werte des Integrals ein Wertepaar bildet, für welches

j\x^y) holomorph ist, so ist das Integral daselbst auch

holomorph. Wird das Integral für diesen .7;-Wert unendlich,

bleibt aber

/i (^,^) = — ^'/(-^j—

)

für 2; = und das betreffende x holomorph, so hat das

Integral daselbst einen Pol. Wird für das betreffende Werte-

paar f{x^y) unendlich und zwar nicht unabhängig von y und
so, dafs der reziproke Wert von jix^y) holomorph bleibt, so

hat das Integral daselbst einen algebraischen Verzweigungs-
punkt. Wenn endlich für jenes x das Integral selbst un-

endlich wird und auch /j [x^ z) für 2;= und das betreffende

X unendlich ist, ohne unabhängig von z unendlich zu sein,

und so dafs der reziproke Wert von /j (^, ^) holomorph
bleibt, so besitzt das Integral in diesem Punkte eine

algebraische Unendlichkeitsstelle.

In den eben aufgezählten Fällen ist das Integral in

der Umgebung des betreffenden Wertes der unabhängigen
Variabein, nach positiven und negativen ganzen oder ge-

brochenen Potenzen des Inkrements entwickelbar, negative

Potenzen können aber stets nur in endlicher Anzahl auf-

treten. Wir sagen kurz, das Integral habe in diesen Fällen

den Charakter einer algebraischen Funktion.*) In

allen übrigen Fällen wissen wir bisher über das Verhalten
der Integrale nichts auszusagen.

*) Die Rechtfertigung für diese Bezeichnung wird sich an
späterer Stelle ergeben, wo wir beweisen werden, dafs eine algebraische
Funktion stets ein derartiges Verhalten zeigt.
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12. Aufzählung derjenigen Stellen, für welche eine

Singularität des allgemeinen Integrals eintreten

kann. Feste und mit den Anfangswerten verschieb-

bare Singularitäten.

In Bezug auf diejenigen Fälle, wo die Funktion f{x^ y)
aufhört, holomorph zu sein und die nicht zu den in den

beiden vorhergehenden Nummern bereits erledigten gehören,

ist zunächst die Bemerkung von Wichtigkeit, dafs diese

Fälle nur für diskrete, aus der Funktion f[x^ y) selbst un-

mittelbar abzulesende .c-Werte eintreten können. In der

That sei der Einfachheit wegen /(^, y) als rationale Funktion

von y vorausgesetzt, wo also g (x, y), h {x^ y) ganze Funktionen

von y ohne gemeinsamen Teiler bedeuten mögen,

9 (•», y) = «0 C«^) + «1W ^ + • • • + «nW 3/**,

h(x,y) = ß, {x) + ß,{x)y + ... + ßm{^)r^

deren Koeffizienten öfc(^), ßk(x) noch beliebige monogene
Funktionen von x sein können. Dann sind zunächst die-

jenigen ^-Werte in Betracht zu ziehen, für welche eine oder

mehrere der Funktionen a&(^), ßk{^) eine Singularität dar-

bieten, ferner jene ^--Werte, für welche die Nennerfunktion

h (cP, y) unabhängig von y verschwindet und ebenso diejenigen,

für welche die Nennerfunktion von

(-1 N

unabhängig von z verschwindet. Des weiteren kommen
noch die Wertepaare x^y in Betracht, für welche Zähler

und Nenner von f{Xj y) gleichzeitig verschwinden,

g{x^y) = {)^ h{x,y) = 0,

deren ^z;-Werte also der durch Elimination von y zwischen

diesen beiden Gleichungen hervorgehenden Resultanten-

gleichung genügen müssen, und ebenso diejenigen .2^ -Werte,

für welche Zähler und Nenner von /\ {Xj 0) gleichzeitig
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gleich Null werden, falls solche überhaupt vorhanden sind.

Um den Charakter des unendlich fernen Punktes der .2^-Ebene

zu erkennen, setzt man

X-—
.^

und untersucht für die transformierte Differentialgleichung

mit der unabhängigen Variabein 'S, die Beschaffenheit von

f= 0.

Wir v^^ollen die auf diese Weise gefundenen ^ -Werte

durch unendlich kleine, sie umgebende Kurven aus der x-

Ebene ausschliefsen, und die Begrenzungen dieser Kurven
mit dem Punkte x = co durch Querschnitte verbinden. Die

so entstehende einfach zusammenhängende Fläche bezeichnen

wir durch T. Bei Fortsetzung eines durch seine Anfangs-

werte determinierten Integrals F{x]x^^y^) innerhalb T
können dann offenbar nur die vier am Schlüsse der vorigen

Nummer aufgezählten Fälle vorkommen, d. h. irgend ein

Integral der Differentialgleichung (1) besitzt in der
Umgebung jeder Stelle von T den Charakter einer
algebraischen Funktion.

Es könnte allerdings noch die Frage entstehen, ob auch
jedes Integral F{x-Xq,7/q) für jeden Wert von T einen be-

stimmten Wert erhält; denn bei den Erörterungen der

Nummern 10, 11 war dies stets vorausgesetzt, indem daselbst

immer von den zusammengehörigen Wertepaaren (^, ?/) aus-

gegangen wurde, die von einem Werte der unabhängigen
Variabein und dem entsprechenden Werte der Integralfunktion

gebildet werden. Wenn nun für einen innerhalb T gelegenen

^-Wert ein Integral y überhaupt keinen bestimmten Wert

annehmen könnte (ähnlich wie z. B. die Funktion sin—
X

für X = 0), so bedürften die gemachten Schlüsse noch einer

Ergänzung.

Dieser Fall kann aber, wie Herr Painlevö, der zuerst

ausdrücklich auf diese Schwierigkeit aufmerksam machte,

gezeigt hat,*) niemals eintreten. Denken wir uns nämlich

*) Annales de la Faculte de Toulouse, 1888; vergl. auch Lebens etc.

S. 23; Picard, Traite II, S. 328 ff.
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das Integ^ral F{j;] .^07^0) ^^^^ ^^^ einem von x^^ ausgehenden
und ganz innerhalb T verlaufenden Wege fortgesetzt, und
möge auf diesem Wege der Punkt x = a der erste sein,

wo das Integral keinen bestimmten Wert annimmt. In der

Umgebung jeder Stelle des zwischen a;^ und a gelegenen

Wegstückes ist entweder das Integral selbst oder dessen

reziproker Wert nach positiven ganzen oder gebrochenen
Potenzen des Inkrements entwickelbar und der Radius des

Konvergenzkreises dieser Entwickelung ist, wie aus den Er-

örterungen der Nr. 9 (S. 29) hervorgeht, stets eine

endliche (von Null verschiedene) Gröfse; es wird folglich

in hinreichender Nähe von a eine Stelle x geben müssen,
für welche der Konvergenzbezirk der nach Potenzen von
j;— ^ fortschreitenden Entwickelung des Integrals noch den
Punkt a enthält; dann kann aber der Integralwert für x^=a
durch diese Entwickelung berechnet werden, derselbe kann
also nicht unbestimmt sein. Es ist diese Bemerkung von
besonderer Wichtigkeit, da eine ähnliche Eigenschaft für

Systeme von Differentialgleichungen erster Ordnung (oder

für Differentialgleichungen von höherer als der ersten Ord-
nung) nicht mehr gilt.*)

Der Umstand, ob ein Integral ?/ in der Umgebung eines

innerhalb T gelegenen Punktes .?; holomorph ist oder nicht,

hängt wesentlich von dem Werte ab, den das betreffende

Integral in diesem Punkte annimmt. Dieser Wert ist aber

seinerseits wieder durch die Anfangsbedingungen, die das

betreffende Integral determinieren bestimmt. Da es nach
den Ergebnissen der Nummern 9 bis 11 stets ein oder mehrere
Integrale giebt, die für ein willkürlich gegebenes x (inner-

halb von T) einen willkürlich vorgeschriebenen Wert an-

nehmen, wird es im allgemeinen auch für jedes innerhalb

T gelegene x Integrale geben, die daselbst unendlich werden
oder sich daselbst verzweigen. Man kann also im all-

gemeinen durch geeignete Wahl der Anfangswerte jeden

innerhalb T gelegenen ^-Wert zu einem Verzweigungspunkte
oder einem Unendlichkeitspunkte des betreffenden Integrals

machen oder mit anderen Worten:

Die innerhalb T gelegenen singulären Stellen
der Integrale hängen ihrer Lage nach von den An-

') Vergl. Fuchs, Berliner Sitzungsberichte, 1887, S. 1079.
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fang:swerten ab, sie sind im allgemeinen mit den
Anfangswerten verschiebbar.*)

Dieser Umstand erschwert das Studium der Integrale

einer beliebigen Differentialgleichung (1) in aufserordentlicher

Weise. Denken wir uns nämlich, es wäre das Verhalten

der Integrale in der Umgebung der ausgeschlossenen ^ -Werte
bekannt; dann würde hierdurch, wenn innerhalb T keine

singulären Stellen vorhanden wären, der analytische Charakter

der Integrale in der ganzen .^- Ebene bekannt sein. Die
Wertänderungen, die ein Integral bei Fortsetzung auf einem
beliebigen Wege erfährt, wären auch in dem Falle durch

das Verhalten in der Umgebung der ausgeschlossenen x-

Werte vollkommen determiniert, wenn die Integrale inner-

halb T zwar noch Pole, aber keine Verzweigungspunkte be-

säfsen, d. h. wenn die Integrale innerhalb 2' den Charakter
rationaler Funktionen zeigten. Es wird also jedenfalls

diejenige Klasse von Differentialgleichungen der Form (1)

als die einfachste zu gelten haben, für welche dies der Fall

ist, deren Integrale also keine mit den Anfangswerten ver-

schiebbaren Verzweigungspunkte besitzen.

Die Frage nach den Differentialgleichungen erster

Ordnung von dieser Beschaffenheit hat Herr Fuchs**) zuerst

formuliert und erledigt, und zwar in dem allgemeinen Falle, wo
d 11

-~- nicht als rationale, sondern als implicite algebraische
d cc

Funktion von y gegeben ist. Indem wir zunächst in dem
Falle einer Differentialgleichung von der Form (1) die Frage
zu beantworten suchen, werden wir nicht nur zu einer her-

vorragend wichtigen und interessanten Klasse von Differential-

gleichungen geführt werden, sondern wir werden zugleich

Gelegenheit haben, die Methoden zu entwickeln, die man
für die Untersuchung des Verhaltens der Integrale in der

Umgebung der ausgeschlossenen ^-Werte aufgestellt hat.

Es ist von vornherein klar, dafs diese Methoden von der

Art, wie sich die Integrale innerhalb T verhalten, gänzlich

unabhängig sind, dafs sie also gleichmäfsig für die Diffe-

rentialgleichungen der allgemeinsten Art, wie für solche,

deren Integrale keine verschiebbaren Verzweigungspunkte

*) Fuchs, BerHner Sitzungsberichte, 1884, S. 699 ff.

*) a. a. 0.
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besitzen, anwendbar bleiben. Jedenfalls gewinnen wir aber

dadurch, dafs wir diese Methoden an dem Falle entwickeln,

wo die Integrale innerhalb 2' den Charakter rationaler

Funktionen zeigen, den Vorteil, dafs wir zugleich mit dem
Verhalten der Integrale in der Umgebung der ausgeschlossenen

a; -Werte das Verhalten derselben in der ganzen .2; -Ebene

kennen lernen, und dafs jene Methoden in diesem Falle

reiner, von ihrem Wesen nicht angehörigen Schwierigkeiten

unbelastet, zur Anwendung gelangen.



Zweites Kapitel.

Theorie der Eiccatischen Differential-

gleicliiing.

13. Aufstellung der Differentialgleichungen mit nur
festen Verzweigungspunkten.

Diejenigen .r -Werte, die wir im vorigen Kapitel aus

der ^-Ebene ausgeschlossen hatten, sind im allgemeinen

singulare Stellen aller Integrale der Differentialgleichung

(1) 4f=/(-,y)-'^'''^

wir werden sie darum als singulare Stellen der Diffe-

rentialgleichung selbst bezeichnen können, und zwar wollen

wir sie die festen Singularitäten nennen, im Gegensatze zu

den verschiebbaren, d. h. von der Wahl der Anfangswerte

eines Integrals abhängigen, die, wie bemerkt, im allgemeinen

auftreten können. Es ist vielleicht nicht tiberflüssig, an

einem von Herrn Poincare angeführten Beispiele zu zeigen,

dafs verschiebbare Verzweigungspunkte auch bei den ein-

fachsten Differentialgleichungen auftreten können.

Sei

-^ + y = 0; g{x,y)r=~-x, h{x,y)=y',

diese Differentialgleichung läfst sich, wenn wir die Variabeln

separieren,

y dy -j- X dx= 0,
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sofort integrieren und liefert für das allgemeine Integral

die Gleichung

WO c eine willkürliche Konstante bedeutet. Soll für den

beliebigen Wert x= x^ etwa y = sein, so ist das so be-

stimmte Integral durch die Gleichung

(2) y=v^>i=^
gegeben. Da für y = die Nennerfunktion h (x, y) ver-

schwindet, sehen wir hier den in der Nr. 10 behandelten

Fall auftreten, und in der That folgt auch aus der Dar-
stellung (2), dafs in der Umgebung von x = x^^ eine Ent-

wickelung von der Form

y^{,V-X,f[ö,+ö,ix-X,) + ...]

stattfindet, dafs also x = x^^ ein algebraischer Verzweigungs-

punkt für das Integral

y^F{x;x„0)

ist. Da y auch noch für x= — ^^ verschwindet, ist auch

dieser Wert ein Verzweigungspunkt, wir sehen also in der

That ein Beispiel, wo durch geeignete Wahl der Anfangs-

werte jeder Punkt der .2-- Ebene zum Verzweigungspunkte

eines Integrals gemacht werden kann.

Nehmen wir den allgemeinen Fall der Differential-

gleichung (1) und sei x^^ wieder ein beliebiger Wert, der

nicht zu den singulären Punkten der Differentialgleichung

gehört, seien ferner b^^h^^ . . .1)^ die Wurzeln der alge-

braischen Gleichung

(3) h{x,,y) = {),

dann werden diejenigen Integrale von (1), die für x = x^^

einen der Werte h^ annehmen, nach den Ergebnissen der

Nr. 10 in x^^ einen Verzweigungspunkt besitzen.

Wenn wir also erreichen wollen, dafs die Integrale der

Differentialgleichung (1) keine verschiebbaren Verzweigungs-

punkte besitzen, so wird zunächst*) die Gleichung (3) für

keinen Wert x^ eine endliche Wurzel haben dürfen, d. h.

*) Vergl. für das folgende nebst Fuchs, a. a. 0. noch Picard,
Trait6 II, S. 328; Painlevö, Legons, S. 23.

Schlesinger, Differentialgleichungen. 4
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es mufs h (^, y) von y unabhängig, also eine blofse Funktion

von X sein. Diese denken wir uns in die Koeffizienten von
g{sc^y) einbezogen, die Differentialgleichung hat also not-

wendig die Gestalt:

d v
-^ = 9i^, y) = «0 0^) + «1 Wy + • • • + «n(^)3/"-

Es kann nun noch ein willkürlicher Punkt x^^ der

Fläche T als Verzweigungspunkt eines Integrals fungieren,

wenn dieses Integral für a;= x^ unendlich wird. Setzen

wir also wie in der Nr. 11

1

so wird auch in der Differentialgleichung für z

— «3 W 7— • • • — «»W TTT^

die rechte Seite eine ganze rationale Funktion von z sein

müssen, d. h. es mufs

«3 (^) = 0, . . . «„ (^) =
sein. Die Form der Differentialgleichung (1)

ist also notwendig, aber offenbar zugleich hinreichend
dafür, dafs die Integrale keine mit den Anfangswerten ver-

schiebbaren Verzweigungspunkte besitzen; man bezeichnet
eine Differentialgleichung von der Form (4) gewöhnlich als

Riccatische.*)

Die singulären Stellen dieser Differentialgleichung sind

*) Conte Jacopo di Riccati behandelt (Acta eruditorura, 1723,
S. 502—514, und Supplementum VIII, 1724, S. 68—73) eine Differential-
gleichung, die Daniel BernouUi (ebenda 1725, S. 473—475) auf die
Form

reduziert, und die offenbar einen speziellen Fall von (4) darstellt.
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die singulären Punkte der drei Koeffizienten a^y (.^), «j (.i-), a., (.c),

denen sich im allgemeinen noch der Punkt x = co hinzu-

gesellt. Schliefsen wir diese aus und legen dann die Quer-

schnitte nach dem unendlich fernen Punkte hin, so sind in

der so entstehenden einfach zusammenhängenden Fläche T
die Integrale eindeutig, können daselbst aber noch Pole

besitzen, deren Lage von der AVahl der Anfangswerte ab-

hängt. Aus dieser Eigenschaft der Riccati sehen Differential-

gleichung kann man durch einfache funktionentheoretische

Schlüsse auf die Art und Weise folgern, wie ein Integral

von seinen Anfangswerten abhängt.

Sei nämlich .r^> ein beliebiger innerhalb T gelegener

Punkt und y,, ein willkürlicher endlicher Wert; denken wir

uns das Integral F{x]x^^^y^^)^ welches für x = x^ gleich y^^

wird, längs eines ganz innerhalb T verlaufenden Weges
nach einem Punkte ,r fortgesetzt, so wird der sich für das

Integral in diesem Punkte ergebende Wert y nur von x und
von den Anfangswerten ^r^, y^^ abhängen. Sei x^ fest,

y^^

dagegen veränderlich, so ist also y eine Funktion von //^,

die auch noch von x abhängt. Wenn wir die Entwickelung

von i^(./'; ^y, ?/q) in der Umgebung von x =: x^ aufstellen,

so hängen die Koeffizienten dieser Reihe von y^^ ab, u. z.

sind es, da ja fix^y) rational in y ist, rationale Funktionen

von y^,. Hieraus folgt, dafs y eine monogene Funktion

von y^y ist. Es ist aber auch eine eindeutige Funktion

von y^,, denn bei festem .r^ ist der Wert der Integralfunktion

im Punkte a', bei Fortsetzung innerhalb 1\ durch den Anfangs-

w^ert 7/„ eindeutig bestimmt. Da dieser Integralwert überdies

für jedes ?/q (auch y^ = oo) ein wohlbestimmter endlicher

Wert oder unendlich grofs ist, kann diese eindeutige Funktion
auch keine anderen singulären Stellen als Pole besitzen,

sie ist also (vergl. hierzu S. 63) eine rationale Funktion;
d. h. y ist eine rationale Funktion von ?/^, deren
Koeffizienten natürlich noch von x abhängen.

Nun können wir aber das innerhalb 7' eindeutig

determinierte Integral F(x'^ x^^, y^) statt durch den Anfangs-

wert y^y bei x^^ auch durch den Anfangswert y bei x be-

stimmen
; setzen wir dann, von x ausgehend, auf einem inner-

halb T verlaufenden Wege nach x^ hin fort, so ergiebt sich

in x^y notwendiger Weise der Integralwert y^. Was wir
für y als Funktion von y^ erschlossen haben, gilt also genau

4*
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ebenso für y^^ als Funktion von y\ d. li. es ist auch y^
eine rationale Funktion von y.

Wenn aber zwischen zwei veränderlichen Gröfsen eine

solche Beziehung besteht, dafs jede eine rationale Funktion
der andern ist, so mufs jede dieser Gröfsen eine lineare

g-ebrochene oder ganze Funktion der andern sein; es ist

lolg'lich

wo natürlich Ä^ B^C^D noch von x abhängen*).

14. Form des allgemeinen Integrals.

Geometrische Anwendung.

Um die Beschaffenheit der in (5) auftretenden Koeffizienten

A^ B^ C, D als Funktionen von x genauer festzustellen, kann
die folgende Erwägung dienen.

Wir definieren durch ihre Anfangswerte t^q, Cq, ^Q^ y^
im Punkte x = x^ vier Integrale iq^ C, -^^ y der Riccatischen
Differentialgleichung. Dann ist

Ay,+B

Denken wir uns nun die beiden durch die Relation

verknüpften Variabein t und t in bekannter Weise durch
die Punkte zweier gerader Linien repräsentiert, so statuiert

diese Relation eine gegenseitig eindeutige Beziehung zwischen
den Punkten jener Geraden, von der man in den
Elementen der analytischen Geometrie zeigt, dafs sie die

allgemeinste projektive Beziehung darstellt. Diese Be-
ziehung ist aber bekanntlich dadurch charakterisiert, dafs

*) Vergl. für diese So.hlufsweise, Poincare, Acta Mathematica
Bd. VII, S. 9; ferner Picard, a. a. 0. S. 331.
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das Doppelverbältnis von vier Punkten der einen Geraden

gleich dem Doppelverhiiltnisse der vier entsprechenden

Punkte der anderen Geraden ist. Den vier Punkten

^ = ^o> ^oj ^01 I/o

der T- Geraden entsprechen aber nach (6) die vier Punkte

i= % ^1 ^^ y

der ^-Geraden; setzt man also wie üblich einen Wert des

Doppelverhältnisses der vier Punkte ?;, ti ^j Vi z. B.

SO ist

d. h. der Wert dieses Doppelverhältnisses ist eine von x

unabhängige Gröfse C. Aus

ergiebt sich nun für y der Ausdruck:

und wenn man hierin C als willkürliche Konstante ansieht,

so stellt dieser Ausdruck das allgemeine Integral der

Kiccati sehen Differentialgleichung dar.*)

Dieses allgemeine Integral setzt sich also ratio-

nal aus drei partikularen Integralen ?^, ^, C zusammen.
Die Formel (7) ist natürlich mit der Formel (5) vollständig

äquivalent, während hier C als willkürliche Konstante fungiert,

so dort ?/(>; die Formel (7) läfst aber die Beschaffenheit der in

(5) mit A^ i?, C, D bezeichneten Funktionen von x hervortreten.

Die durch (7) dargestellte Eigenschaft des allgemeinen

Integrals der Riccatischen Differentialgleichung läfst sich

auch direkt in die Eigenschaft dieser Differentialgleichung

umsetzen, von der wir ausgegangen w^aren. In der That
zeigt die Gleichung (7) unmittelbar, dafs nur diejenigen

Werte von x als Verzweigungspunkte des allgemeinen

Integrals fungieren können, für welche eine der Funktionen

*) Vergl. z. B Koenigsberger, Lehrbuch der Theorie der
Differentialgleichungen (Leipzig, J8ö9), S. 322.
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/?, C, 0- eine Verzweigung erfährt, diese sind aber natürlich

mit C, oder was dasselbe ist, mit dem Anfangswerte i/^ von

?y nicht verschiebbar. Überhaupt hängt die Eigenschaft einer

Differentialgleichung, nur feste Verzweigungspunkte zu be-

sitzen, aufs engste damit zusammen, ob sich das allgemeine

Integral als rationale Funktion gewisser partikularer Integrale

darstellen läfst. Ist das allgemeine Integral rational durch

gewisse partikulare Integrale darstellbar, so sind die Ver-

zweigungspunkte nicht verschiebbar; ist es sogar ganz und
rational durch eine Anzahl partikularer Integrale darstellbar,

so sind auch die Pole fest.*) Unter den Differential-

gleichungen von der Form (1) ist also die Riccatische
die einzige, deren allgemeines Integral durch gewisse

partikulare Integrale rational dargestellt werden kann.

Dafs das Doppelverhältnis von vierIntegralen der Riccati-
schen Differentialgleichung eine konstante Gröfse ist, läfst

sich übrigens auch direkt nachweisen.**) Aus den Gleichungen

dx
drj

dx

dt

= «0 + «1 ^ + «2 Tl

dx
d^

«0+«i? + «2r',

= «0+«l^ + «2^',
dx

folgt nämlich, dafs die Determinante

dj_

dx
drj

dx

dl
dx

dd-

dx

1
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sein mufs. Diese Determinante ist aber, wie leicht einzu-

sehen, der Zähler von

wir haben also in der That

(y> Vi ?) ^) = const.

Diese Eigenschaft der Riccatischen Differentialgleichung

gestattet auch eine interessante geometrische Deutung.*)

Hat man eine Regel fläche, so lassen sich die recht-

winkeligen Koordinaten ^, y, z eines Punktes dieser Fläche

in der Form

I/= ^i + ^2'Py
^=- Xi + X2'2^

darstellen, wo cfk, xpk {^=1^2^ 3) Funktionen eines von p un-

abhängigen Parameters q bedeuten. Die Differentialgleichung

der asymptotischen Linien lautet nun bekanntlich

WO D, i>', D" die Gaufsschen Fundamentalgröfsen zweiter

Ordnung**) bedeuten. Für die in Rede stehende Fläche

ergiebt sich nach der Definition dieser Gröfsen, dafs

D' eine blofse Funktion von q^ D" von der Form

ist, wo A^ B^ C blofse Funktionen von q bedeuten. Die
eine Schaar von asymptotischen Linien ist also

q =z const,

d. h. die geradlinigen Erzeugenden; für die andere Schaar
dagegen hat man die Riccatische Differentialgleichung

dp _ A + Bp-^Cp^'
dq

"~
YD'

*

*) Vergl. Picard, a. a. 0.
*) Disquisitiones circa superficies curvas, art 10 (Werke IV, S. 234).
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Bedeuten p^i P^i Pii P4.
^''^^^ Lösungen dieser Gleichung^

so ist das Doppelverhältnis

(/>i>l'2jF8J?4) = const,

von q unabhängig. D. h. irgend vier Kurven der zweiten

Schaar asymptotischer Linien schneiden auf den geradlinigen

Erzeugenden Punktquadrupel von konstantem Doppel-

verhältnis aus, mit andern Worten, die Schaar der gerad-
linigen Erzeugenden wird von der zweiten Schaar
asymptotischer Linien in projektiven Punktreihen
geschnitten.*)

Für ein einschaliges Hyperboloid besteht auch die

zweite Schaar asymptotischer Linien aus lauter Geraden,

wir haben also den bekannten Satz, dafs die beiden Schaaren

von Erzeugenden des einschaligen Hyperboloids aufeinander

projektive Punktreihen ausschneiden.

15. Lineare DiflPerentialgleichungen erster Ordnung.

Ehe wir auf die allgemeine Theorie der Riccatischen
Differentialgleichung eingehen, betrachten wir den besonderen

Fall, wo a^ = 0, die Differentialgleichung also von der Form

(8) ^ = a, + a,^,

d. h. vom ersten Grade, oder wie man sagt, linear ist.

Das allgemeine Integral einer solchen „linearen Differential-

gleichung erster Ordnung^' läfst sich durch Quadraturen
darstellen.**) Setzt man nämlich

SO ergiebt die Differentialgleichung

d (u v) d V . d u ." ^' -X7 + ^ -7:;- = «0 + «1 ''^'
da; dx dx

Bestimmen wir nun v so, dafs es der Differentialgleichung

(0) 4^^«..

*) P. Serret, Theorie des courbes (1860), S. 165.
**) Vergl. Job. Bernoulli, Opera I (1742), S. 175.



15. Lineare Düferentialgleichungen erster Ordnung. 57

Genüge leistet, so ergiebt sich (vergl. Nr. 3, S. 11) nach

Division durch v und Integration

log V = fa^^ dx -\- log c,

wo c eine willkürliche Konstante bedeutet, also

V = c . e

Die Differentialgleichung (9) geht aus (8) hervor, indem
man das von der unbekannten Funktion unabhängige Glied

wegläfst; sie ist ebenfalls linear, aber zugleich homogen,
weil sie eben kein Glied enthält, welches nicht die un-

bekannte Funktion oder ihre Ableitung als Faktor besitzt.

Man nennt (9) wohl auch die zur kompleten Gleichung

(8) gehörige reduzierte Gleichung. Das allgemeine Integral

V von (9) ist also durch eine Quadratur dargestellt.

Nehmen wir die Konstante c=:l, also

J Ui dx

v = e

so ergiebt sich für u die Differentialgleichung

du

oder

dx

du _ A ax

woraus durch Integration

cCq e dx -\- L

folgt, wo C eine willkürliche Konstante bedeutet. Wir er-

halten demnach für das allgemeine Integral y von (8)

^\c+j%
fu^ dx f I —fa^ dx 1

(10) y =r n . V = e [C -\- j a^e dx\

Diese Formel läfst erkennen, dafs das allgemeine

Integral von (8) auch keine von den Anfangswerten (oder

der willkürlichen Konstanten C) abhängigen Pole besitzt;

denn die singulären Stellen von y sind offenbar durch «^
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und a, allein vollkommen bestimmt. Diese Eigenschaft, dafs

nur die festen singulären Stellen der Differentialgleichung-

singulare Stellen der Integrale sein können, besteht auch
für jede lineare Differentialgleichung beliebiger n-tei Ordnung.

Wir bemerken, dafs die allgemeinere Differentialgleichung

^vo fiy) eine beliebige Funktion • von y, /'
(y) deren Ab-

leitung bedeutet, durch die Substitution

auf die lineare Differentialgleichung

zurückgeführt werden kann. Die sogenannte Bernoulli-
sche Differentialgleichung (vergl. das Citat, S. 56)

'Verwandelt sich nach Multiplikation mit

in einen speziellen Fall der Differentialgleichung (11), wo
nämlich

Diese ist also ebenso wie die Gleichung (11) selbst durch
Quadraturen integrierbar.

Wenn es gelungen ist, die Integration einer vorgelegten

Differentialgleichung auf Quadraturen zurückzuführen, so ist

dadurch zur vollständigen Lösung des Integrationsproblems

in dem von uns formulierten Sinne (Nr. 4, S. 15) nur ein

erster Schritt gethan. Denn wenn es im allgemeinen schon

bedeutende Anstrengungen erfordert, die analytische Be-
schaffenheit einer durch einfache Quadratur dargestellten

Funktion zu ergründen, so ist die Untersuchung eines Aus-
druckes, der aus mehreren Quadraturen zusammengesetzt ist,

natürlich noch viel komplizierter. In der historischen Ent-

wickelung der Wissenschaft spielen solche Differential-
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gleicliungen, deren Integration sich aufQuadraturen reduzieren

läfst, insofern eine gewisse Rolle, als einerseits die Quadratur

gewissermafsen die einfachste Quelle neuer Funktionsklassen

bildet und andrerseits die für die angenäherte Berechnung

einer Quadratur schon von Newton ab ausgebildeten ver-

schiedenartigen Methoden für die Wertbestimmung des

Integrals einer Differentialgleichung nutzbar gemacht werden

konnten, wenn es gelang, dieses Integral durch Quadraturen

darzustellen. Wir finden daher bei den älteren Analysten

vielfach das Bestreben, eine zur Integration vorgelegte

Differentialgleichung solchen Transformationen zu unter-

werfen, dafs dann die Darstellung des Integrals durch

Quadraturen möglich wird. Nun gelingt es aber nur in den

seltensten Fällen, eine solche Transformation ausfindig zu

machen, das Problem der Integration wird also durch das

Bestreben, derartige Transformationen aufzufinden, nicht nur

verschoben, sondern aufserordentlich beschränkt, in ähnlicher

Weise etw^a, wie wenn man sich in der Algebra die Auf-

gabe stellte, eine gegebene algebraische Gleichung durch

blofse Anwendung von Wurzelzeichen aufzulösen. So

interessant an sich die Aufgabe ist, diejenigen Differential-

gleichungen aufzustellen, deren Integration sich auf Qua-

draturen zurückführen läCst, so mufs doch dieser Aufgabe

als einer ganz speziellen der ihr gebührende Platz in der

systematischen Theorie angewiesen werden, keinesfalls darf

sie als das einzige oder erstrebenswerteste Ziel in den

Vordergrund der Theorie gerückt werden. In neuerer Zeit

ist es Lie gelungen, durch die von ihm begründete Theorie
der Transformationsgruppen (deren Anwendung in der

Theorie der Differentialgleichungen allerdings viel weiter

reicht) Methoden zu entwickeln, die zu einer Lösung der

gedachten Aufgabe führen können*); wir begnügen uns, auf

diese schöne und wichtige Theorie hinzuweisen und wollen

uns jetzt wieder der genaueren Untersuchung der analytischen

Eigenschaften, der Lösungen unserer Differentialgleichungen

(8) beziehungsweise (9) zuwenden.

) Vergl. die von Herrn Scheffers edierten „Vorlesungen über
Differentialgleichungen" (Leipzig, 1891).
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16. Spezielle Untersuchnng der homogenen linearen

Differentialgleichung erster Ordnung.

Wir stellen uns zunächst die Aufgabe, das Verhalten

der Lösung-en der Diiferentialgleichung (9) in der Umgebung
ihrer singulären Stellen zu erforschen. Da für diese Gleichung

alle Singularitäten teste sind, so können als singulare

Stellen der Integrale nur diejenigen .«-Werte fungieren, für

welche die Funktion a^ {x) selbst aufhört holomorph zu sein.

Sei a ein solcher Punkt, wir wollen aber voraussetzen, dafs

in der Umgebung von j: = a die Funktion a^(a;) eindeutig
sei, d. h. dafs ein geschlossener Weg U der diesen und
keinen anderen singulären Punkt von «, (^) einmal im
positiven Sinne umschliefst, die Funktion zu ihrem Ausgangs-

werte zurückführt.

Möge das Integral v, auf dem Wege U fortgesetzt, sich

in V verwandelt haben, dann ist v ebenfalls ein Integral

von (9). Da aber das allgemeine Integral der Gleichung (9)

in der Form cv darstellbar ist, wo c eine willkürliche

Konstante bedeutet, haben wir jedenfalls

wo w eine bestimmte Konstante bedeutet. Setzen wir

log CO

2ni'

so ist, wenn wir dem log to seine Vieldeutigkeit belassen,

r nur abgesehen von additiven ganzen Zahlen bestimmt;

jedenfalls multipliziert sich aber der Ausdruck

{x—a)^,

wenn x den Weg U beschreibt mit

der Quotient

Cfi (x) = —
^ ^ ^ {x — ay

ist also in der Umgebung von a? = a eindeutig. Eine in

der Umgebung eines Punktes x = a eindeutige Funktion ist

aber ohne Rücksicht auf die Art ihres Verhaltens in diesem
Punkte in einer gewissen Umgebung von x = a nach dem
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Laurentschen Satze nach ganzen Potenzen von .r — a ent-

wickelbar; wir haben also fttr den Koeffizienten a^ {x) eine

Entwickelung von der Form

«, (x) = H Ck (x— a)^

k= -00

und ebenso für ff (r) eine ähnliche Entwickelung

+ 00

(f
(X) = E /fc {x — «)''.

Das Integral v wird also in der Umgebung von x = a die

Gestalt haben:

v = [x— ay ^ yu {x — «)^
fe=-a3

der Umstand, dafs der Exponent r nur abgesehen von additiven

ganzen Zahlen bestimmt ist, kommt bei dieser Darstellung

nicht in Betracht, da, wenn die Reihe unendlich viele

positive und unendlich viele negative Potenzen von {x— a)

enthält, die Änderung von r um eine ganze Zahl nur eine

Verschiebung der Glieder innerhalb der Reihe nach sich zieht.

Es entsteht nun die Aufgabe, wenn die Koeffizienten c^

der Entwickelung von a^ {x) bekannt sind, r und die Koeffi-

zienten 7fc zu bestimmen. Diese Aufgabe ist, wie man sich

durch Einsetzen der Reihen in die Differentialgleichung

sofort überzeugt, durch Anwendung der Methode der un-

bestimmten Koeffizienten nicht lösbar, wenn die Reihe für

V sowohl nach der Seite der positiven als auch nach der

Seite der negativen Exponenten hin ins Unendliche geht.

Man wird also veranlafst, die folgende Unterscheidung zu

machen.

Wir sagen von einer Funktion, die in der Umgebung
von X= a durcli eine Reiiie von der Form

fc= — 00

dargestellt wird, sie besitze im Punkte x^=a eine Stelle
der Unbestimmtheit, oder kurz sie sei in a unbe-
stimmt, wenn die Reihe auch unendlich viele negative

Potenzen enthält; wenn dagegen negative Potenzen nur in

endlicher Anzahl auftreten, so sagen wir, die Funktion sei
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in a nicht unbestimmt*). Die gleiche Bezeichnung tiber-

tragen wir auch auf den Fall, wo die Reihe noch mit einer

Potenz, einem Logarithmus oder sonst irgend einem Aus-

drucke multipliziert ist, dessen Verhalten bei Annäherung
an den Punkt a ein derartiges ist, dafs er entweder einen

endlichen Wert annimmt, oder in völlig bestimmter Weise
unendlich wird. Wie diese Bezeichnung auf das Verhalten

einer Funktion für .^ = 00 anzuwenden ist, bedarf wohl
keiner besonderen Erörterung.

Es sei nun vorausgesetzt, dafs v in x^=^a nicht
unbestimmt ist. Dann kann man die Entwickelung von v

in der Umgebung von .x= a in die Form setzen:

^= (-^— «)'(/-
ff + r - ^+ 1 G^'— «) + ••• •),

wo (j eine positive ganze Zahl,

ist, und r jetzt eine völlig bestimmte Gröfse bedeutet. Wir
sagen dann, die Funktion v gehöre für .x = a zum
Exponenten r.

Um die Form von a^ {.v) festzustellen, bemerken wir, dafs

,, (.^)
_ '^^^S^ _ _i ry_, +

ist, also haben wir, da der mit {x— a)-^ multiplizierte

Bruch in der Umgebung von x= a holomorph ist,

"1 W = ^_^ {^-1 + ^0 (^'— «) + c, {x— ay- + . . .

.},

c _i = r.

Damit v, und dadurch auch das allgemeine Integral

der Differentialgleichung (9), im singulären Punkte a nicht

unbestimmt sei, ist also notwendig und hinreichend,
dafs of

j (.?;) in x = a einen Pol erster Ordnung besitzt.

Der Exponent r, zu dem v gehört, ergiebt sich gleich dem
Koeffizienten von [x— a) - ^ in der Entwickelung von a^ (.«),

also gleich dem Gau chy sehen Residu

r= Res^ = a «1 (.^),

*) Nach Weierstrass heifst a im ersten Falle eine wesent-
liche, im zweiten eine aufserwesentliche singulare Stelle. Die
im Texte angewandte Bezeichnung hat Herr Fuchs eingeführt.
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und die Koeffizienten y^ der für v giltigen Reihenentwickelung

bestimmen sich nun in einfacher Weise durch Einsetzen der

Reihe in die Diiferentialgleichung.

Wir gehen nun einen Schritt weiter, indem wir zu-

vörderst cfj (er) als allenthalben eindeutige Funktion von x

voraussetzen und dann die Forderung aufstellen, dafs v fUr

keinen Punkt der .r- Ebene unbestimmt sein möge. Dann
darf a^{x) in der ganzen ^-Ebene (den Punkt .r = oo ein-

geschlossen) keine anderen Singularitäten als einfache Pole

besitzen, und hieraus folgt weiter, dafs die Anzahl der im

Endlichen gelegenen Pole auch eine endliche sein mufs.

Wäre diese Anzahl nämlich unendlich grofs, so könnten

entweder in einem endlichen Bereiche unendlich viele Pole

vorhanden sein, oder aber es zögen sich diese Pole ins Un-
endliche. Im ersteren Falle müfste innerhalb oder auf der

Begrenzung jenes endlichen Bereiches eine Stelle vorhanden

sein, wo sich die gedachten Pole aufhäufen, d. h. eine

Stelle, die so beschaffen ist, dafs in jeder noch so kleinen

Umgebung derselben Pole von of^(.«) liegen. Eine solche

Stelle kann aber kein Pol sein, sondern wäre eine Singu-

larität von anderer Art. Im zweiten Falle wäre x^oc
eine solche Häufungsstelle der Pole, also ebenfalls eine

Singularität anderer Art wie ein einfacher Pol.

Seien die im Endlichen gelegenen Pole von «j {x)

so hat also «j [x) die Gestalt

«1 W

. a,

li(x)

(x— aj (x— a^) {x — aa)
'

und h{x) ist eine allenthalben eindeutige und endliche

Funktion, die auch für .r = oo nur einen Pol besitzen kann,

also eine ganze rationale Funktion von x. Sei h(.v) vom
w-ten Grade. Dann ist in PartialbrUche zerlegt:

wo g {x) eine ganze rationale Funktion vom Grade n — o
ist, die nur dann auftritt, wenn o nicht gröfser als n ist,

und die A^^ Konstanten bedeuten. Wir hätten dann
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fu,{x)dx 0(X) 'i_ A

v= e = e li{x— afc) ^^

k = i

wo 6r (^') eine ganze rationale Funktion vom Grade n— o-\-l

darstellt. Da e^ für x = (X) einen Punkt der Unbestimmtheit

besitzt, kann v nur unter der Bedingung für ^ = co nicht

unbestimmt sein, dafs

Dafür, dafs bei eindeutigem a^ {x) das Integral von (9)

keine Stelle der Unbestimmtheit besitzt, ist also notwendig
und hinreichend, dafs a^{a;) die Form habe

^
{x— a^) (^— a^) . . . . (o!— ßp)

'

WO die a^, S? • • • ^o sämtlich von einander verschieden und
h {x) eine ganze rationale Funktion vom höchstens {a— 1) ten

Grade ist. In diesem Falle hat das allgemeine Integral die

Form

^ Ak
cll{.x— ak)

,

fc=i

WO c eine willkürliche Konstante bedeutet.

17. Zusammenhang zwischen der Riccatischen
Differentialgleichung und einer homogenen linearen

Differentialgleichung zweiter Ordnung.

Die Untersuchung der allgemeinen Kiccatischen Diffe-

rentialgleichung (4)

dy

dx «i.y + «2^'

kann nach einer Methode erfolgen, die der eben für die

lineare homogene Differentialgleichung erster Ordnung ent-

wickelten analog ist, wenn man die Differentialgleichung

durch die Substitution
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transformiert. Wenn wir die Ableitungen einer Funktion
durch obere Aecente bezeichnen, ergiebt sich

dy l ,n' 1 uu"— u"^

dx «2 ^
ji ^^ ^-

und dies in die Differentialgleichung eingesetzt, liefert für u

(nach Unterdrückung des Faktors u) die homogene lineare
Differentialgleichung zweiter Ordnung,

/# ** li cL IL

(13) «2 -J^
— («2' + «1 «2) -^+ "0 «2 ^ == 0.

Durch Anwendung der Transformation (12) haben wir

die Ordnung der Differentialgleichung erhöht, dies scheint

äufserlich eine Erschwerung zu sein, ist aber in Wirklichkeit

eine Erleichterung, da wir durch diese Transformation er-

reicht haben, dafs die Integrale u der neuen Differential-

gleichung nicht nur keine verschiebbaren Verzweigungs-

punkte, sondern auch keine verschiebbaren Pole besitzen.

Wir weisen dies zunächst direkt nach, indem wir aus

(12) für u den Ausdruck

—fvci. .y.dx
u = c e

berechnen, wo c eine willkürliche Konstante bedeutet, und
das Verhalten von u untersuchen, wenn 2/ für ,v= ^^ einen

(verschiebbaren) Pol besitzt. Machen wir in der Riccatischen
Differentialgleichung die Substitution

1

wodurch für z die Differentialgleichung

-^^ =— («0 ^' + «1 ^ + «2)

hervorgeht, so ist für a;= a;f^ das betreffende 2 = 0, also

=== — «2W-

Wenn nun «2(^0) ^ ^ i^*? haben wir in der Umgebung
von .c^^ für z die Entwickelung

z = — a^ (^0) i^— ^0) + ^2 G^— ^^0)" + y

Schleainger, Differentialgleichungen. 5
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woraus sich

ergiebt. Da für x = x^ die Funktion a^ (x) jedenfalls als

holomorph vorausgesetzt werden mufs (sonst wäre eben

d,' =1 a;^ ein fester singulärer Punkt der Differentialgleichung),

Xhaben wir in der Umgebung von

also

a^{x),y.dx=\ [^-—--J^y^-]^y^[x— x^)-{-..,^

= log {x— x^)-^^{x— x^\

wo ^{x— Xf^) eine gewöhnliche Potenzreihe von x

bedeutet. Hiernach ist in der Umgebung von x 0*

u = c{x— Xq) ^ (x— ^^), ^{x— Xq) = e ,

u ist also in der Umgebung von x = Xf^ holomorph.
Die Bedingung, dafs a^ {x) für x= x^^ einen von Null

verschiedenen Wert habe, ist für dieses Resultat wesentlich.

Dividieren wir die Differentialgleichung (13) durch a^y

so erhält sie die Form

da II in der Umgebung einer Stelle, wo y selbst holomorph
ist, offenbar ebenfalls holomorph bleibt, haben wir das

wichtige Resultat:

Reduziert man in der homogenen linearen
Differentialgleichung (13) den Koeffizienten der
höchsten Ableitung auf Eins, so ist das allgemeine
Integral dieser Gleichung (14) in der Umgebung
jeder Stelle x .holomorph, für welche die Koeffi-
zienten der Differentialgleichung selbst holomorph
sind. Die einzigen singulären Punkte der Integrale
sind die singulären Stellen der Koeffizienten, diese
sind also sämtlich fest; wir nennen sie die singulären
Stellen der Differentialgleichung.
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Die Differentialgleichung (14) ist keine spezielle ihrer

Art, denn die allgemeinste homogene lineare Differential-

gleichung zweiter Ordnung

wo p, q, r Funktionen von ^ bedeuten, läfst sieh in die

Form (14) beziehungsweise (13) umsetzen, wo

r q-\-p'

ist, und wird demnach durch die Substitution

— 1 d log u
^

p dx

in eine Riccatische Differentialgleichung für y transformiert.

Der ausgesprochene Satz gilt also für jede homogene
lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung, ja er ist sogar

nicht auf die zweite Ordnung beschränkt (vergl. Nr. 15,

S. 58), sondern bleibt, wie zuerst Herr Fuchs bewiesen

hat*) auch für homogene lineare Differentialgleichungen

w-ter Ordnung bestehen.

Da, wie wir sehen, das Problem der Integration einer

Riccatischen Gleichung mit dem der Integration einer

homogenen linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung
vollständig gleichwertig ist, für die Differentialgleichungen

der letzteren Art aber überdies die wesentliche Vereinfachung

auftritt, dafs ihre Integrale nur feste Singularitäten besitzen,

werden wir die folgenden Betrachtungen an die Gleichung (15)

knüpfen. Wir gewinnen damit zugleich die Möglichkeit, in

diesem einfachen Falle die Prinzipien entwickeln zu können,

die von Herrn Fuchs für die allgemeine Theorie der

linearen Differentialgleichungen n-ter Ordnung geschaffen

worden sind. Diese Prinzipien und Methoden können an
dem Falle n = 2 in ihrer ganzen Tragweite dargelegt

werden; einmal in diesem Falle erfafst, bieten sich dem
Verständnisse ihrer Anwendung auf den allgemeinen Fall

nur noch gewisse Schwierigkeiten wesentlich algebraischer

und funktionentheoretischer Natur dar, denen wir hier um

*) Grelles Journal, Bd. 66, S. r.
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SO eher aus dem Wege gehen dürfen, als auf eine zusammen-
fassende Darstellung der Theorie der linearen Differential-

gleichungen*) verwiesen werden kann. Man wird in diesem
Sinne die zunächst folgenden Entwickelungen zugleich als

eine Vorbereitung für das Studium der betreffenden Original-

arbeiten und der erwähnten Darstellung ansehen können,

welches natürlich für Jeden, der in die Tiefen der gedachten
Theorie eindringen will, unerläfslich ist.

18. Fiindamentalsystem, allgemeines Integral.**)

Seien m^, u^ zwei partikulare Integrale der Differential-

gleichung (15), dann folgt aus den identischen Gleichungen

die Proportion

p : q : r = u^' u^ — u^u^' : u^u^"— u^' u^ : u^" u^'— u^'u^".

Wir können natürlich pi^O voraussetzen, da wir sonst

auf den bereits erledigten Fall der homogenen linearen

Differentialgleichung erster Ordnung zurückkämen. Es mufs
folglich mindestens ein Integralpaar u^

,
u^ geben, für welches

ist. Ein solches Integralpaar nennen wir nach Herrn Fuchs
ein Fundamentalsystem von (15).

Aus

folgt nach Division durch ul

d /j^\ _
dx \u^ /

'

d. h.

u
i- =rr const.

*) Handbuch der Theorie der linearen Differentialgleichungen

(3 Teile, 1895, 1897, 1898, Leipzig, Teubner).
**) Quelle für diese und die folgenden Nummern (bis Nr. 37 ein-

schliefslich) sind die Arbeiten von Herrn Fuchs, Grelles Journal,
Bd. 66, S. 122, Bd. 68, S. 354.



18. Fundaraentalsystem, allgemeines Integi'al. 69

Ein Fundamentalsystem kann also auch dahin charak-

terisiert werden, dafs der Quotient seiner Elemente
nicht konstant ist.

Wenn u^, n^ ein Fundamentalsystem konstituieren, so

folgt aus der obigen Proportion

(16)
"^ — ''^" ''" "" ''^ "'"

"" — ''^" ''"'"" '''' """"

die Koeffizienten der durch p dividierten Differentialgleichung

lassen sich also durch die Elemente eines Fundamental-

systems und seine Ableitungen ausdrücken. Hieraus schliefsen

wir schon a priori, dafs ein Fundamentalsystem die ganze

Differentialgleichung in ähnlicher Weise bestimmt, wie etwa
eine quadratische Gleichung durch ihre beiden Wurzeln be-

stimmt wird.

Aus der ersten der Gleichungen (16), die wir auch in

der Form

_^ ^ cnog(M/M^ —n^ u^')

p dx

schreiben können, folgt durch Integration und Übergang zu

den Numeris*)

(A) <M, - -' - -
•'
^äx

1

wir nennen den Ausdruck auf der linken Seite die

Determinante des Fundamentalsystems, u^, WgJ ^^ diese

von Null verschieden ist, ist auch die Konstante c nicht

gleich Null. Die Determinante des Fundamentalsystems

kann nach (A) offenbar nur dort verschwinden, wo — nicht

holomorph ist, d. h. für einen singulären Punkt der

Differentialgleichung.

Sei nun u ein beliebiges Integral der Differential-

gleichung (15), von dem wir voraussetzen wollen, dafs es

sich von u^ nicht nur durch einen konstanten Faktor unter-

scheidet. Dann ist also

(17) u,u' - '
^'

•) Abel, Grelles Journal, Bd. 2 (Oeuvres I, S. 251).
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wo Cj eine von Null verschiedene Konstante bedeutet.

Durch Elimination der Exponentialgröfse zwischen den
Gleichungen (A) und (17) ergiebt sich

G (^2 U' Wg' u) C^ (U^ W/ Wg' u^) = 0,

oder, indem wir nach Division durch u; integrieren,

u u^

wo C3 eine Konstante bedeutet. Hieraus folgt für u die

Darstellung

(18) W = /, U^ + /2 «2

als homogene lineare Funktion mit konstanten
Koeffizienten der Elemente eines Fundamentalsystems.

Da jedes Integral u in dieser Form ausdrückbar, und
offenbar auch umgekehrt jeder Ausdruck

n ^1 + 72 ^2

für willkürliche konstante y.^^, y^ eine Lösung der Differential-

gleichung ist, stellt dieser Ausdruck das allgemeine Inte-

gral der Differentialgleichung (15) dar. In Übereinstimmung
mit den Erörterungen der Nr. 4, S. 14 enthält dasselbe

zwei willkürliche Konstanten. Aus der Darstellung (18)

folgt direkt die bereits auf andere Weise nachgewiesene
Eigenschaft von w, keine mit den Anfangswerten verschieb-

baren singulären Stellen zu besitzen, denn u kann nur dort

Singular sein, wo u^ oder u^ es sind. Für eine homogene
lineare Differentialgleichung w-ter Ordnung

läfst sich das allgemeine Integral u in der Form

^* = ri ^*l + ^2 «2 + • • • + r» ^'n

darstellen, wo w^, u^, . . . w« geeignet gewählte partikulare

Integrale, /i, /g? • • • /« willkürliche Konstanten bedeuten.

Diese Eigenschaft ist zugleich für die linearen Differential-

gleichungen charakteristisch (vergl. die Bemerkung in Nr. 14,

S. 54).
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19. Lineare Substitution. Umlauf um einen singu-

lären Punkt. Fundamentalgleichung.

Seien Mj
,
u^ ein Fundamentalsystem, v^ , v^ zwei andere

Integrale von (i5), dann ist

(19)
\v, = au,-\-ßu,,

wo a, ß, y^ d Konstanten bedeuten. Wenn x\^ t\ ebenfalls

ein Fundamentalsystem bilden, so müssen u^, u^ durch Vj,r.^

in ähnlicher Weise darstellbar sein, die Gleichungen (19)

müssen also eine Auflösung nach u^<,u^ zulassen, d. h. es ist

aö— ßy^O,
und

wo

(20)
I"'
=

",'">+,
C-

<5 ., -ß
ad— ßy' ' ad— ßy'

-, ä'
a

' aö — ßy^ aö— ßy

Man drückt den Inhalt der Gleichungen (19) gewöhnlich
dadurch aus, dafs man sagt, r^, i\_> gehe aus u^,n^ durch

Anwendung der linearen Substitution

a-7
deren Determinante aö — ßy nicht verschwindet, hervor

und schreibt dies kürzer:

(^1» ^^2) = (" ß) K^ ''2)'

Die Substitution

ra'ß'^

\y' d'r

die umgekehrt den Übergang von v^, r.^ zu ^^,1/3 vermittelt,



72 n. Theorie der Riccatischen Differentialgleichung.

nennt man die zur ursprünglichen inverse Substitution

und bezeichnet sie wohl auch durch das Symbol

\y'ö'J~\ydJ '

Umgekehrt stellen die Gleichungen (19) für willkürliche Wahl
der Konstanten a, /9, y, d, deren Determinante aö— ßy
nicht verschwindet, ein Fundamentalsystem v^, i\ dar^

und man erkennt hieraus den engen Zusammenhang, der

zwischen der Theorie der linearen Differentialgleichungen

und der der linearen Substitution besteht.

Wir befolgen nun einen ähnlichen Gedankengang wie
in der Nr. 16.

Die Integrale u^ , u^ sind holomorph in der Umgebung
jeder Stelle, wo die Funktionen

q r

J' J'
die wir schlechthin die Koeffizienten der Differential-

gleichung (15) nennen wollen, selbst holomorph sind. Sei

nun a eine Stelle, in deren Umgebung diese Koeffizienten

zwar eindeutig, aber nicht mehr holomorph sind, und
untersuchen wir das Verhalten von it^jU^^ wenn .^' einen

einfachen geschlossenen Weg U beschreibt, der den Punkt a

und keinen anderen singulären Punkt der Differentialgleichung

einmal im positiven Sinne umschliefst. Mögen u^ , Wg auf
dem geschlossenen Wege U fortgesetzt die Werte w, , ü^

annehmen; dann genügen zufolge des in der Nr. 9 (S. 33)

entwickelten Fortsetzungsprinzips auch ü^ , ü^ der Differential-

gleichung (15) und bilden ein Fundamentalsystem. Das
letztere ergiebt sich daraus, dafs, wenn in

c eine Konstante wäre, diese Gleichung zufolge des eben
erwähnten Prinzips auch für jede analytische Fortsetzung

der i\, ü^ bestehen bleiben, und demnach auch

(21) u^=c ?ij

sein mtifste, da u^, u^ aus \^ ü^ durch Fortsetzung längs

des in entgegengesetztem Sinne durchlaufenen Weges Ü
hervorgehen. Die Gleichung (21) widerspricht aber der
Voraussetzung, dafs m^, u^ ein Fundamentalsystem bilden.
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Die f^i, ^2 gehen folglich aus n^^ u^ durch Anwendung
einer linearen Substitution mit nicht verschwindender Deter-

minante hervor:

DieElemente einesFundamentalsystems erleiden
also beim Umlaufe um einen singulären Punkt, in

dessen Umgebung die Koeffizienten derDifferential-
gleichung eindeutig sind, eine lineare Substitution
mit nicht verschwindender Determinante.

Für die lineare Differentialgleichung erster Ordnung
ergab sich, dafs sich jedes Integral bei einem solchen Um-
laufe nur mit einer Konstanten multipliziert. Wir fragen,

ob es vielleicht möglich ist, ein Integral der Gleichung (15)

aufzufinden, welches die gleiche Eigenschaft in Bezug auf

den Umlauf U besitzt. Sei denn

(23) n = c^Uj^-\- c^ «2

ein beliebiges Integral, dann ist der Ausdruck ü, in den sich

21 nach Zurücklegung des Weges U verwandelt hat:

ü = c^ («11 w, + «12 ^2) + ^2 («21 ''i + «22 ^2)-

Wir wünschen, dafs

0) . u

sei, wo (X) eine Konstante bedeutet; es mufs also

CO {c^ u^ -f Cg u^) = (q «11 4- C2 agj Mj + (c'i «12 + ^2 «22) ^*2

oder

k («11 — ^^) + ^2 «2l}«l + 1^1 «12 + ^2 («22 — W)} ^2=0
sein. Da der Quotient von u^^ und u^ nicht konstant ist,

kann diese Gleichung nur so bestehen, dafs ihre Koeffizienten

verschwinden, also mufs

Cj (aii~w) + C2Cf2i =0,
.2 +^2 («22 —oj) =(24) h^""^

ber, fi

sollen, nur dann möglich, wenn die Determinante
sein, dies ist aber, falls nicht c^, c^ beide verschwinden

(25)
«n-'" «.. ==0
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ist. Die Konstante w mufs also eine Wurzel dieser

quadratischen Gleichung sein, man nennt diese Gleichung nach

Herrn Fuchs, die zum Punkte a gehörige Fundamental-
gleichung. Seien w^, w^ die Wurzeln von (25), so sind

diese beiden Gröfsen jedenfalls von Null verschieden, da ja

Wi ^2 = «11 «22 — «21 «12 "^ ö

ist. Setzen wir eine dieser Wurzeln, etwa w^ in (24) für

10 ein, so ergeben diese beiden Gleichungen für das Ver-

hältnis der Cj, c^ einen wohlbestimmten Wert, und wenn
wir ein beliebiges Lösungssystem dieser Gleichungen durch

^11? ^12 bezeichnen, so multipliziert sich das Integral

^1 = ^11 ^1 + ^12 %
beim Vollzug des Umlaufes U mit der Konstanten w^.

Die Anwendung der in der Nr. 16 für die dort be-

trachtete Funktion v (S. 60) entwickelten Schlufsweise, er-

giebt für v^ in der Umgebung von x= a die Darstellung

X los: Wi
v^ = {aj— ay^ cp^ {.X— a), r, =--

-f^,
wo r/)j (x— a) eine in der Umgebung von a;= a eindeutige,

also nach dem Lauren t sehen Satze entwickelbare Funktion

bedeutet.

Wir setzen nun zunächst voraus, dafs die Fundamental-
gleichung (25) zwei von einander verschiedene Wurzeln
habe, also

Dann ergeben die Gleichungen (24) für co = co^ eben-
falls einen bestimmten Wert des Verhältnisses von c^, Cg;

sei ^21, ^22 ein beliebiges Lösungssystem dieser Gleichungen,
dann multipliziert sich das Integral

^21 w
1 + ^2

nach Vollzug des Umlaufes U mit der Konstanten w^ und
besitzt in der Umgebung von x=za die Darstellung

log 0^2
{j; — ay^ cp^ {x— a\ r^ =

2 TT ^

wo auch cp^ {x— a) eine in der Umgebung von x = a ein-

deutige Funktion bedeutet.
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Da der Quotient

sich bei dem Umlaufe ü mit der Konstanten

^1

multipliziert, kann dieser Quotient nicht konstant sein ; v, , v^

bilden also ein Fundamentalsystem, das allgemeine Integral

u der Differentialgleichung (15) ist demnach in der Um-
gebung des singuUiren Punktes a in der Form

(26) u= y^ {.X— a)^i cf^ {x— a)+ y^ (.r— ay^ cp^ {.v— a),

wo /j, ^2 willkürliche Konstanten bedeuten, darstellbar.

20. Unabhängigkeit der Fundamentalgleichung von
der Wahl des Fundamentalsystems.*)

Ehe wir auf die Diskussion des Falles eingehen, wo
die beiden Wurzeln der Fundamentalgleichung überein-

stimmen, müssen wir die Frage zu beantworten suchen, ob
diese Gleichung eine Änderung erfährt, wenn wir statt u^, u^

ein anderes Fundamentalsystem ?üj, w^ der Rechnung zu

Gründe legen.

Es ist jedenfalls u\j w^ mit u^^ u^ durch eine lineare

Substitution

^^^^ \w, == a,, ., + a,, u, j
"- ^^- ~ ^'- ^- ^ ^

verknüpft. Wir erhalten die Werte i^j, w^^ die w^^ w,^ nach
Vollzug des Umlaufes U annehmen, indem wir in (27) w,, ii.^

durch ö^, ü^ ersetzen; da nun

ist, ergiebt sich

(28)
(^.^)=C:::::)(::::::)("-'"^)'

*) Vergl. hierzu nebst Fuchs a. a. 0., auch Hamburger,
Grelles Journal, Bd. 76.
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d. h. um aus m^, u^ die w?^, w^ zu erhalten, haben wir auf

11^^ u^ zuerst die Substitution mit den Elementen or^fc und
dann auf das Kesultat die Substitution mit den Elementen

üiy, anzuwenden, wo z, ä: = 1, 2. Das gesamte Ergebnis

dieser beiden hintereinander angewandten Substitutionen ist

wieder eine lineare Substitution, die man die aus diesen

beiden komponierte Substitution nennt; ihre Elemente
lauten

/«j, «11 +«12 «21 «11 «12 +«12 «22^ ^ /«ll «12^ /^«ll «12\
^«21 «11 +«22 «21 «21 «12 +«22 «22^ ^«21 «22^ ^«21 «22^'

Man erkennt aus dieser Form mit Rücksicht auf das

Multiplikationstheorem der Determinanten, dafs die

Ddferminante der aus zwei Substitutionen komponierten
Substitution gleich dem Produkte der Determinanten der

Komponenten ist, dafs aber im allgemeinen die komponierte
Substitution selbst von der Reihenfolge abhängt, in

welcher die beiden Komponenten hinter einander angewandt
werden.

Wenn wir die komponierte Substitution kurz durch
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ergeben mufs, d. h. es ist

diese Substitution, die also nichts verändert, nennt man die

identische und bezeichnet sie gewöhnlich durch 1; hieraus

erklärt sich nun auch die symbolische Bezeichnung der

inversen Substitution als (— 1) te Potenz der ursprünglichen.

Wir heben noch hervor, dafs die Beziehung zwischen einer

Substitution und ihrer Inversen offenbar eine gegenseitige
ist, d. h. es ist auch

V«21 Sa^ ^Sl' ^22^

Es ergiebt sich nunmehr für (ir^, w^) die Darstellung

durch {iL\^ w^):

K, ^t'2)
("«11 «12"\ /«ii «l2^ /«li' «12'^ r^

V«2l «22^ ^«21 «22^ ^«2/ ^22^
^'

und wenn wir diese lineare Substitution, die den Übergang
von {it\^ ic^) zu (w^j w^) vermittelt durch

V21 .'^22^

t/ y ^yayk ;
(i,/C:==l,2)

bezeichnen, so ist

;.==i, 2; r = l,2

man sagt, die /^-Substitution gehe aus der «-Substitution

durch Transformation mit der a - Substitution hervor.

Von (i^^, w^) ausgehend ergäbe sich als Fundamental-
gleichung

(30)
A2

^ Äi
'22 W

==0.

Mit Rücksicht auf die obige Darstellung der ßiu erkennt

man aber sofort, dafs

Al— ^^Äl ^ «11 «12 .|«11— ^«12 . «Il'«l2'

ßil Ä2—

^

S1S2 l«21 «22—^ Sl'Sl'
also, da offenbar

^22
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die linke Seite der Gleichung (30) mit der linken Seite

von (25) identisch ist, d. h.

die Fundamentalgleichung ist unabhängig von
der Wahl des Fundamentalsystems.

Damit ist auch erst die Bezeichnung der Fundamental-

gleichung als „zum Punkte a gehörige" gerechtfertigt.

21. Erledigung des Falles gleicher Wurzeln der
Fundamentalgleichung.

Wenn die beiden Wurzeln w^, to^ der Fundamental-
gleichung (25) (S. 73) einander gleich sind, so mufs nach
dem in der vorigen Nummer bewiesenen Satze auch die

Fundamentalgleichung, die wir von irgend einem beliebigen

Fundamentalsysteme ausgehend aufstellen, zwei gleiche

Wurzeln haben.

Jedenfalls haben wir das eine in der Nr. 19 aufgestellte

Integral v^, welches sich beim Umlaufe U in

verwandelt; sei v^ jetzt ein beliebiges Integral, welches sich

von i\ nicht nur durch einen konstanten Faktor unter-

scheidet, dann verwandelt der Umlauf U v^ in ein Integral

«2, welches also durch das Fundamentalsystem v^^v^ in der

Form

darstellbar sein mufs. Die Substitution, die (y^, i'.2) durch

den Umlauf U erfährt, lautet also

V/S yJ'ß Y-

wir finden demnach für die Fundamentalgleichung:

diese mufs nun ebenfalls die doppelte Wurzel (o^ besitzen,

d. h. es ist

^2 =" ß'^1 +^^^1 ^2-
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Der Quotient von v^ durch v^ verwandelt sich also

durch den Umlauf U in

d. h. dieser Quotient vermehrt sich einfach um die Kon-

stante — . Die gleiche Eigenschaft kommt aber offenbar

auch der Funktion

-^
• -^ log {x— a)

zu, da sich ja log {x — a) bei positiver Umkreisung des

Punktes a um Itt i vermehrt ; es ist also

eine in der Umgebung von x= a eindeutige Funktion,

d. h. wir haben im Falle gleicher Wurzeln der Fundamental-

gleichung nebst dem Integrale

log w.

^'i
= {x— ay^

(f^
{X— a), r, =

-J-^^

noch das Integral

r., = (.r— ay^
I

i/,J^_ a) _f
A___ cp^ (,;_ a) . log {x— a)|,

wo

1//, {x— a)^= ff^ {j;— ä) . cp^ {x— d)

ebenfalls eine in der Umgebung von xr=a eindeutige

Funktion bedeutet.

Wir können also allgemein stets ein Fundamental-

system herstellen, welches in der Umgebung von x = a die

Form hat

v^ = {x— ay^ q)^ (x— a),

^'2 == i^ — ^Y' { ^^1 (^— a)-\-a . (p^ {x— a) log {x— «)},

wo
log t^fc

2 711
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(p^ {x— a), \p^ {x— a) in der Umgebung von x = a ein-

deutige Funktionen, also im allgemeinen Laurentsche
Keihen, a eine Konstante bedeutet, die jedenfalls ver-

schwindet, wenn

Lü^ ^ ^2

ist, aber auch für w^ = cj^ verschwinden kann (wenn nämlich

ß=0 ist). Wir nennen v^, v^ das zum Punkte x = a

gehörige kanonische Fundamentalsystem der Diffe-

rentialgleichung (15).

Damit ist die analytische Form des allgemeinen Inte-

grals der homogenen linearen Differentialgleichung zweiter

Ordnung in der Umgebung einer singulären Stelle, wo die

Koeffizienten eindeutig sind, festgestellt. Es würde sich

jetzt noch darum handeln, die Koeffizienten der Laurentschen
Keihen cp^ und ip^ und die Wurzeln der Fundamental-

gleichung w^, to.^ zu bestimmen. Diese Aufgabe ist aber im
allgemeinen aufserordentlich schwierig, sie erfordert trans-

cendente Hülfsmittel*) und soll darum hier nur in dem
besonderen Falle behandelt werden, wo die Reihen f/)^, ip^

nicht unendlich viele negative Potenzen von x— a

enthalten, d. h. (vergl. Nr. 16, S. 62) wo die Integrale der

Differentialgleichung (15) im Punkte x= a nicht un-
bestimmt werden.

*) Man sehe die Arbeiten : H am b u rg e r , Grelles Journal, Bd. 83

;

Helge von Koch, Acta Mathematica, Bde. 15, 16; vergl. Hand-
buch der Theorie der lin. Differentialgleichungen, Bd. I.



Drittes Kapitel.

Untersiicliung der singulären Stellen^ wo

die Integrale nicht unbestimmt werden.

22. Gestalt der Koeffizienten in der Umgebung
einer singulären Stelle, die kein Punkt der Un-

bestimnitlieit ist.

Mögen die Koeffizienten der Differentialgleichung zweiter

Ordnung, die wir jetzt in der Form

schreiben wollen, in der Umgebung der singulären Stelle

a = a eindeutig sein, und mögen in den Entwickelungen
der Elemente des zu x := a gehörigen kanonischen Funda-
mentalsystems

ü, = {x— ay^ cp^ {x— a),

v^ = {x— a)^2
{ '/^i G'^

— a) -\- cc . cp^ {x— a) log {x— a)\

in der Umgebung von x = a die Reihen ip^
, ip^ nur eine

endliche Anzahl negativer Potenzen enthalten. Dann können
yf'iY die bisher nur abgesehen von additiven ganzen Zahlen

bestimmten Exponenten r^, i\ so einrichten, dafs v^, v^ die

Form

(2) J^'i=(-^'
— «^^i('^'

—
«)>

1^2= G'^
—«)*' {^2 (-^— «)+ «• '^2 G'^— ^) log ("^~ «)}

Schlesinger, Differentialgleichnngen. 6
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annehmen, wo <?j, 0^^, ¥^ nach positiven ganzen Potenzen

von X— a fortschreitende Reihen bedeuten, und

(?i (0) ^
ist, während

^2(0) und '/^(O)

nicht gleichzeitig verschwinden. Durch diese Bedingungen
sind dann die r^^ r^ vollkommen bestimmt, und es sind

die Produkte

{x— rt) - ^1 t'j
,

[x— a) - ^2 v^
,

falls a = ist, für x = a beide endlich und von Null ver-

schieden, dagegen wird, wenn « 7^ ist, das zweite für

^= a so unendlich, wie der Ausdruck

<Z>2 (0) + a ?/; (0) log {x— a).

Wir sagen dann, u^, v^ gehören für x= a7A}. den Exponenten

Wie wir oben (Nr. 21, S. 80) bemerkt haben, ist a
jedenfalls gleich Null, wenn die beiden Wurzeln der zu a

gehörigen Fundamentalgleichung von einander verschieden

sind, d. h. a ist jedenfalls gleich Null, wenn die Differenz

der Exponenten r^^r^ keine ganze Zahl ist.

Auch die folgende Bemerkung ist oft von Nutzen.

Nehmen wir an, es sei bekannt, dafs die Diiferential-

gleichung (1) ein in x=^a nicht unbestimmtes Integral be-

sitzt; dann kann dasselbe nach den allgemeinen Ergebnissen

der Nr. 21 in der Umgebung von .2? =:a jedenfalls in der Form

v^=(x— af^ {0^ (x — a) -\- a . T^ [x— a) log {x— a)},

dargestellt werden, wo ^g? ^2 gewöhnliche Potenzreihen

bedeuten. Lassen wir dann x um den Punkt a den positiven

Umlauf U beschreiben, so multipliziert sich

{x — ay^ mit e27rir,

und log (^— a) vermehrt sich um 2 7ii] also verwandelt

sich v^ in

v^ = e2
TT i n ^^ _|_ ^2 ^ i r^ (x— ay^ T^ {x— a) .27ti.a

und v^ ist ebenfalls ein Integral. Dann ist aber auch

^

2 ^7 ^""^ ~ ^''"^
'' ""2] = cc{^— ay* T^ {x— d)
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ein Integral, d. h. wenn ein Integral v.^ vorhanden ist,

welches in x=z a nicht unbestimmt wird, so ist der mit

dem log (x— d) multiplizierte Ausdruck selbst ein Integral,

es giebt also dann stets auch ein in Reihenform dar-

stellbares Integral, welches im Punkte a nicht un-

bestimmt ist.

Wir suchen nun das Verhalten der Koeffizienten der

Differentialgleichung in der Umgebung von x = a festzu-

stellen, unter der Voraussetzung, dafs die Integrale in diesem

Punkte nicht unbestimmt werden, dafs also das kanonische

Fundamentalsystem die Form (2) besitzt.

Setzen wir in der Differentialgleichung

II = v^ f vcLxy

woraus

u" = v^ v' -\-2v^' v-\- r/' / V dx^

so ergiebt sich mit Rücksicht darauf, dafs v^ der Differential-

gleichung (1) genügt, für v die Gleichung erster Ordnung:

Setzen wir das allgemeine Integral dieser Gleichung

in den Ausdruck

u = v^i vdx

für V ein, so genügt u der Differentialgleichung (1), und
umgekehrt befriedigt

ax \ t\ /

die Differentialgleichung (3), wenn u irgend eine Lösung
von (1) bedeutet. Also genügt auch

ax \ Vj /

der Differentialgleichung (3). In der Umgebung von x= a ist

6*
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A = (,. _ „)r. - r. {i + „^ log (,_ „)},

also ist dieser Quotient im Punkte a- = a keinesfalls un-

bestimmt und ebensowenig sein DiÖerentialquotient v. Nach
den Ergebnissen der Nr. IG (S. 62) folgt aber daraus, dafs

das Integral von (3) im Punkte a nicht unbestinnut ist, dals

der Koeftizient dieser Difterentialgleiehung in .r = a einen
Pol erster Ordnung besitzt, wir haben also in der Um-
gebung von .r = a

WO ^ («— a) eine gewöhnliche Potenzreihe von x— a be-

deutet Nun ist aber ferner

WO auch Sß{x— ä) eine gewöhnliche Potenzreihe darstellt,

also ergiebt sich

X— a X— a
"^

X— a

WO ^j {x— d) eine gewöhnliche Potenzreihe von x — a be-

deutet, d. h. P verhält sich in der Umgebung von x ^ a

wie eine rationale Funktion und hat in diesem Punkte einen

Pol erster Ordnung.
Aus der identischen Gleichung

berechnen wir

Aus der Darstellung von i\ in der Umgebung von

X = a folgt mit Rücksicht darauf, dafs <^j (0) von Null ver-

schieden ist:

wo ^3 (.r— a), ^^ {x— a) gewöhnliche Potenzreihen von

je— a bedeuten; also haben wir
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wo auch ^2 (^— a) eine gewöhnliche Potenzreihe von x— a

darstellt; d.h. Q verhält sich in der Umgebung von a; = a

ebenfalls wie eine rationale Funktion und besitzt daselbst

einen Pol zweiter Ordnung.
Wenn also die Integrale der Differential-

gleichung (1) im Punkte x = a nicht unbestimmt
sind, so hat diese Differentialgleichung in der Um-
gebung von x = a die Form:

^ ilx- ' X— a dx ^ [x— a)'

Es entsteht nun die umgekehrte Frage, ob die Form (B)

der Differentialgleichung auch umgekehrt die Eigenschaft

der Integrale, im Punkte a nicht unbestimmt zu sein, nach
sich zieht. Die Antwort auf diese Frage wird bejahend
ausfallen, bedarf aber etwas weitgehender Untersuchungen,

denen wir uns jetzt zuzuwenden haben.

23. Formale Bestimmung der Ausdrücke, die der

Difterentialgleichung genügen.*)

Wir bringen die Differentialgleichung (B) durch Multipli-

kation mit {x— a)- auf die Form

(4) D{u) = {x-ar^ + {x-a)^,{x-a)^£

+ %{x— a)u = 0,

die man nach Herrn Frobenius die Normalform nennt.

Die linke Seite der Differentialgleichung haben wir kurz

mit I^(u) bezeichnet; D ist hierbei als Operationssymbol

) Vergl. hierzu nebst Fuchs a. a. 0. noch Frobenius,
Grelles Journal Bd. 76, S. 216 ff., Bd. 80, S. 317 ff. und Heffter,
Einleitung in die Theorie der lin. Differentialgleichungen (1893) ; siehe

auch Handbuch etc. Bd. I, S. 154 ff.
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aufzufassen, und gehorcht als solches offenbar dem dis-

tributiven Gesetze

^(«i+«.)=^("i)+^K),
ebenso ist für ein konstantes c

D{gu) = cD{u).

Wenn die Integrale von (4) in ^ == a nicht unbestimmt
sind, so giebt es nach der in der yorigen Nummer (S. 83)

gemachten Bemerkung jedenfalls auch ein in der Form

(5) u = {x— af U Cfc (^ — af

darstellbares Integral. Versuchen wir also zunächst, ob die

Differentialgleichung (4) durch einen Ausdruck von dieser

Form befriedigt werden kann.

Setzen wir die Reihe (5) in die linke Seite der

Differentialgleichung (4) ein und operieren ganz formal so,

als ob diese Reihe konvergent wäre, so ergiebt sich:

Wir werden also veranlafst, den Ausdruck

D {{x— a)Q) ^{x— af q{q — 1){x— a)? " 2

-{- {x— d) S^^{x— d) . Q [x— af - ^ ^ ^2 {x— d).{x— a]Q

zu untersuchen, wo q eine beliebige konstante Gröfse be-

deutet; man nennt diesen Ausdruck nach Herrn Frobenius
die charakteristische Funktion der Differentialgleichung.

Wir setzen diese in die Form

(6) n (ix— ay) =. (x— ay f{x, q\

wo also

f{^x,Q) = Q{q-\)-{-^,{x-a).Q + ^,{x-a)
eine in der Umgebung von x =z a holomorphe Funktion

bedeutet; sei nach Potenzen von x— a entwickelt:

(7) f{x,Q) = lf,{Q){:'-af,

so ist nach dem Taylor sehen Satze:

/o(?) = e(e-i) + ?^i (0) + ?. (0),
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Wir finden hiernach

Billcj, (^_ ar + ^) = Eck (.^'— ay-^^ l f, {r + k) (.7- — a)\
fc = fe = / =

und indem wir, nach Potenzen von {x— a) ordnend, k-\-l=iv
setzen und den ganzen Ausdruck mit Null vergleichen,

+ ^v/o(^ + >^)} = 0.

Es mufs nun jeder einzelne Koeffizient dieser Reihe

verschwinden, wenn die Reihe (5) der Differentialgleichung

geniigen soll, d. h.

(8) ^o/vW + ^'i/v-j^^+i) + ...+^./;(''+^) = o,

(.. = 0, },2,....).

Für V = ergiebt sich

^o/o W = 0;

Cq kann als von Null verschieden vorausgesetzt werden, da

die Reihe (5) sonst nicht zum Exponenten r, sondern zu

einem höheren Exponenten gehören würde; wir finden also

zuvörderst, dafs der Exponent r eine Wurzel der
Gleichung

sein mufs. Im allgemeinen Falle wurde r durch die

Fundamentalgleichung, abgesehen von additiven ganzen
Zahlen bestimmt; hier bestimmt sich r vollkommen als Wurzel
der Gleichung (9); man nennt diese Gleichung darum nach
Herrn Fuchs die zu x= a gehörige determinierende
Fundamentalgleichung. Es ist besonders bemerkens-
wert, dafs diese Gleichung aus den Koeffizienten der

Differentialgleichung direkt gebildet werden kann, was für

die Fundamentalgleichung nicht der Fall war.

Nachdem r als Wurzel der Gleichung (9) bestimmt ist,

liefert die folgende Gleichung für v =1

das Verhältnis von c^ zu c,^, also wenn c^ willkürlich
angenommen wird, den Wert von c^, vorausgesetzt, dafs
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ff^
{r -\- 1) nicht verschwindet. Gleichermafsen liefert die

Gleichung für v = 2

den Wert von c^ u. s. w.; allgemein erhalten wir aus den
Gleichungen (8) jedes c,, ausgedrückt durch

diese Gleichungen stellen also eine Rekursionsformel
für die Koeffizienten der Reihe (5) dar. Eine Schwierigkeit

kann nur dadurch eintreten, dafs für ein gewisses v

wird. Um dieser vorläufig aus dem Wege zu gehen, wählen
wir r als diejenige Wurzel der determinierenden Fundamental-
gleichung, deren realer Teil nicht kleiner ist, als der der

anderen Wurzel; dann ist offenbar für jedes positive v

die successive Berechnung der c,, also stets möglich.

Zum Beweise der Existenz eines Integrals, das in der

Umgebung von a; = a die Form (5) besitzt, ist nun nichts

weiter erforderlich, wie der Nachweis, dafs die mit den au»

der Rekursionsformel (8) berechneten Koeffizienten c^ ge-

bildete Reihe in einer gewissen Umgebung des Punktes a

konvergiert. Herr Fuchs liefert den analogen Beweis für

eine lineare Differentialgleichung w-ter Ordnung, durch An-
wendung des calcul des limites; wir folgen der einfachen

Darstellung des Herrn Kneser.*)

24. Kanonische Form. Konver^enzbeweis.ö'

Wir transformieren zunächst die Differentialgleichung (1)

d'^u du

indem wir

*) Mathematische Anualen Bd. 47, S. 408.
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setzen, wo l eine noch zu bestimmende Funktion von x
bedeutet. Da

du
, , , V

ist, finden wir für v die ebenfalls lineare homogene
Differentialgleichung

Wir wä]

verschwindet,

d V
Wir wählen nun /, so, dafs der Koeffizient von —r—

dx

— -4-P— — — — —

P

also ergiebt sich, indem man integriert und von den

Logarithmen zu den Numeris übergeht,

-l fPdx
(10) l==e ^^

Dann ist:

^'
3Lp Kl. Lp'_lJlP2

X ~ 2' k ~ 2"^4'
und die Differentialgleichung für

ifPdx
(11) v=ic.e^^

lautet demnach:

man nennt diese Gleichung die kanonische Form der

Differentialgleichung (1). Die angewandte Transformation

erinnert an die sogenannte Tschirnhausensche Trans-

formation der Algebra.

Wenn die Differentialgleichung (1) in der Umgebung
von X = a von der Form (ß) ist, also
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SO ist der Koeffizient von (12) in der Form

2 4 {.x— af

darstellbar, wo ^ {cV— a) eine in einer gewissen Umgebung
von X= a konvergente gewöhnliche Potenzreihe bedeutet.

Die Normalform von (12) lautet also

(13) A(v) = {.T-af^ + ^(,r-a),v = 0,

dieselbe unterscheidet sich von (4) (S. 85) nur dadurch, dafs

die dort auftretende Reihe ^^ (^— «) hier identisch gleich

Null ist.

Versuchen wir der Differentialgleichung durch eine Reihe

(14) V = {.X— ay i: y, {.x— a)% {y,^ (

)

v =
ZU genügen. Die charakteristische Funktion lautet

A [{x— a)Q) = {.X— a)Q {o (^ — 1) + f (^— a)),

also wenn

p (,^._ c/) = f au {x— af,
fc =

ist,

A ((^— a)?) = {.x— ay [q (^_ 1) + a, + a, {^— a)

+ a,{.x-ar + .,.,l

wir finden demnach als determinierende Fundamentalgleichung

(15) o (() — 1) + «0 = ö

und für die zur Bestimmung der /,, dienende Rekursions-

formel

(16) 7o «V + /l «V - 1 + . . . + yr - 1 «1

+ y^[(^s + v){s+ v-l) + a,] = 0.

Bedeutet s diejenige Wurzel der Gleichung (15), deren
realer Teil nicht kleiner ist, als der der anderen, so ist

für jedes positive v

(^s + v){s + v-l) + a,^0,

die Bestimmung der Reihe (14) also ohne Schwierigkeit
möglich.
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Wir beweisen nun, dafs die so determinierte Reihe in

einer gewissen Umg-ebung von .v = a konvergiert.

Sei

(17) Sßjci^— af
fc =

eine in der Umgebung von .r = a konvergente Reihe mit

realen positiven Koeffizienten, von der Beschaffenheit, dafs

f au {x— af<^i ßk {x— af, ix - a)

k = o fc = o

die Bestimmung der Reihe (17) ist nach den Erörterungen

der Nr. 8 stets möglich.

Da
{s + V) {s + v— l) + «0 ^

ist, so können wir die positive ganze Zahl k stets so be-

stimmen, dafs für v'^ k

\{s + v){s + v—l) + a,\>l

ist. Aus der Rekursionsformel (16) ergiebt sich nun

\yr\\{s4-v){s + v-l) + a,\

=
I
^ «V + j'i «V - 1 + • * • + yy - 1 "i !'

also für v'^k

(18)
I

/v |<
I

^ «V + n «V - 1 + . . . + T'v - 1 «1 !•

Denken wir uns y^ beliebig (von Null verschieden) ge-

wählt und dann aus (16) die /„ y,, . . . n- berechnet; seien

dann (5^, ö^, . . . öj, positive Gröfsen von der Beschaffenheit, dais

nnd werde für v >> ^

ö, = Ö,ß.. + ö,ßr-, + --- + ^v-lß,

gesetzt. Die so definierten 0^ + ,, 0^^,, . . .
.
sind offenbar

positiv, und da nach (18)

I ^ + 1 |< I yo «* + i
I + 1

J'a «^ I + • • • tj r'"\''
<:\ö,a, + :\ + \d,cc,\ + ... + \ö,a,\,

andererseits aber

ft>J«i|,
(i = 0,l,'-',....)
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so folgt:

|y.+i|<(^oÄ+i + ^iÄ + ... + <5.A,

Ebenso folgt weiter, dafs jedes

\yr\<d.

ist, für v^k. Wir haben also

U y, {x— ay <^^dy{x— a)^, {x— a)

V = r =

und es handelt sich nur noch um den Nachweis, dafs die Reihe

f d, {a;— ay
r=

in einer gewissen Umgebung von cc ^= a konvergiert.

Setzen wir zu dem Ende:

(19) Ör— Öq ß^ — Ö^ß^^i — ... — ö^_iß^= b^j

(.' = 0,1,2,...)

so bestimmen sich die

aus diesen Gleichungen, und mit Rücksicht auf die Definition

der dy ist

hr = o, v:>k.

Der Quotient:

^0 + ^1 G^^— ^) + • • • + ^fe i^ — "^f

l — ß^{x— a) — ß^{x— ay— ad inf.
'

dessen Nenner eine in der Umgebung von x=^ a konvergente
Potenzreihe ist, ist in der Umgebung von ^= a offenbar

holomorph, also in der Form

(20) e,+e,{x— a) + e^{x— af + .,..

darstellbar. Für die Koeffizienten dieser jedenfalls kon-
vergenten Reihe finden wir aus der Gleichung

h^ -[- b^ {x— d) -\- ,..-{- hu{x— af
= [l-ft(^-a)+....] [., + 6, (^-a) + ...],

zunächst mit Rücksicht auf (19)
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und da für v >> A*

€, — ß^Ey-,— ß. £r-2 — '" — ßv€o = ^

ist, auch

e^^ö,. (i^ = fe4-l, /c + 2,....)

Die Reihe (20) ist also mit der Reihe

i ö, {x— ay
r =

identisch, die Konvergenz der letzteren somit festgestellt

und auf diese Weise auch die Konvergenz der Reihe (14)

erwiesen.

Die Differentialgleichung (13) besitzt also in der That

ein zum Exponenten s gehöriges Integral von der Form (14),

wenn wir nun dieses mit

e '

multiplizieren, so erhalten wir ein Integral der ursprüng-

lichen Differentialgleichung (1) oder (B). In der Umgebung

von X = a ist

:

-\fPclx
^ -i^^(^)r ,

. ^1 1

dies mit (14) multipliziert, giebt also das Integral

g _ 1 5Uj (0)

von (B), welches in der That die Form (5) (S. 86) besitzt.

Der Exponent

s-i$i(0)

mufs der determinierenden Fundamentalgleichung (9) (S. 87)

genügen, er ist folglich gemäfs der für s getroffenen Wahl,

mit r identisch, und damit ist also der verlangte Konvergenz-

beweis für die Reihe (5) geliefert.
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25. Aufstellung des zum singulären Punkte ge-

hörigen kanonischen Fundanientalsystenis.

Seien r^ , i\ die beiden Wurzeln der zw x= a gehörigen

determinierenden Fundamentalgleichung (9) (S. 87), und möge
i\ diejenige bedeuten, deren realer Teil nicht kleiner ist als

der von r^^ dann haben wir also ein zu i\ als Exponenten

gehöriges Integral
CO

u^ =^ (x— a)'"i ^ Cit [x— a)^

der Differentialgleichung (B), worin c^ eine beliebige von

Null verschiedene Konstante bedeutet und die übrigen c^

aus der Rekursionsformel (8) für r = i\ in eindeutiger Weise
zu berechnen sind.

Wenn wir in den Erörterungen der Nummern 23, 24

für r die andere Wurzel der Gleichung (9) nehmen, so

würden dieselben unverändert bestehen bleiben, wenn der

Ausdruck

für kein positives ganzzahliges v verschwindet. Nun kann

aber

nur dann bestehen, wenn

die Schwierigkeit, dafs /^ {r^^ -\- v) verschwindet, wird also

dann und nur dann eintreten, wenn die Differenz r^— r^

der Wurzeln der determinierenden Fundamental-
gleichung eine positive ganze Zahl ist.

Schliefsen wir diesen Fall vorläufig aus und

fügen demselben auch noch den Fall hinzu, wo die beiden

Wurzeln der determinierenden Fundamentalgleichung einander

gleich sind, so finden wir also entsprechend der Wahl r= r^

das zum Exponenten r^ gehörige Integral

00

u^ = {x— ay^ U Ck {x— a)\
k=0

WO Cq willkürlich aber von Null verschieden ist und die

übrigen Ck durch die Rekursionsformel (8) für r = r^ ge-
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liefert werden. Da i\ — r^ weder eine ganze Zahl noch

Null ist, kann der Quotient
CO

U Cfc {x— df
-^ = [x— aY"^

- »^1 -^
"1 X ^, {x— df

fc =

nicht konstant sein; m^, u.^ bilden also ein Fundamentalsystem,

und damit ist gezeigt, dafs

1) die sämtlichen Integrale der Differentialgleichung (B)

im Punkte x == a nicht unbestimmt sind, und dafs

2) in diesem Falle die Elemente des zu ^= a ge-

hörigen kanonischen Fundamentalsystems durch elementare

Kechnungsoperationen aus den Koeffizienten der Differential-

gleichung hergestellt werden können.

Die Wurzeln der determinierenden Fundamentalgleichung

stehen hiernach, wenn ihre Differenz weder Null noch eine

ganze Zahl ist, mit den Wurzeln w^, w.^ der zu x ^= a ge-

hörigen Fundamentalgleichung in der Beziehung

_ log to, _ logcc>,

^~ 2 7ti ' ^~ 2 TT i '

und wir sehen zugleich den Grund, weshalb der Fall, wo
die Differenz der Wurzeln r^, r.^ eine ganze Zahl oder Null

ist, Schwierigkeiten bereitet; in diesem Falle wäre nämlich

so, dafs es allgemein zu reden ein Fundamentalsystem von
der Form u^^ u^ gar nicht gäbe, indem das eine der

kanonischen Integrale einen Logarithmus enthalten kann.

Wir w^enden uns jetzt zur Erledigung dieses bisher aus-

geschlossenen Falles.

Wir schicken die Behandlung eines einfachen und
interessanten Spezialfalles voraus.*)

Wenn in (B) die Reihe ^^ {x— d) kein konstantes Glied

enthält und ^2 ^^— ^) "^i* (^— ^)^ beginnt, d. h. wenn

ist, so sind die Koeffizienten dieser Differentialgleichung in

der Umgebung von x=^a holomorph. Also ist auch das

») Vergl. Heffter, Einleitung etc. S. 32.
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allgemeine Integral holomorph, wir wollen nun zusehen, in

welcher Form sich die Darstellung desselben in der Um-
gebung von a; = a ergiebt.

Die determinierende Fundamentalgleichung (9) hat jetzt

die Gestalt

die Differenz ihrer Wurzeln 0, 1 ist also eine ganze Zahl,

d. h. wir haben unseren Ausnahmefall. Gleichwohl tritt

hier keine Schwierigkeit auf, denn

/i(?) = ?W(0) + ?.'(0)

reduziert sich für ^ = auf Null, so dafs die Rekursions-

formel (8) für r = sowohl bei v = als auch bei v =1
keine Bestimmung der c^^, c^ ergiebt, dagegen für v^ 1, die

€^, Cg, . . . durch die willkürlich gewählten c^, c^ eindeutig

determiniert. Die Entwickelung (5) lautet also in diesem Falle

u = Cq -\- c^ (a; — a) -^ G^{a!— a)^ -[-... . ad inf,

wo die c^, c^ willkürliche Konstanten bedeuten, sie

stellt also das allgemeine Integral in der Umgebung der

Stelle a; = a dar. Um ein partikulares Integral zu deter-

minieren, hat man über c^^, c^ zu disponieren, d. h. man hat

für iG = a die Werte

,. ,. du
c^^ = \imu, G^ = \im-j—

vorzuschreiben. Für eine Stelle, in deren Umgebung
die Koeffizienten der Differentialgleichung (1) (S. 81)

holomorph sind, wird also ein partikulares Integral
bestimmt, indem man seinen eigenen Wert und den
Wert seiner ersten Ableitung in diesem Punkte
willkürlich festsetzt.

Dies befindet sich in Übereinstimmung mit den all-

gemeinen Ergebnissen der Nr. 4 (S. 14).

Wir wenden uns nun zu dem Falle, wo allgemein die

Differenz der Wurzeln der determinierenden Fundamental-

gleichung gleich Null oder einer ganzen Zahl ist. Wenn i\

die am Anfang dieser Nummer festgelegte Bedeutung behält,

so möge also

eine positive ganze Zahl oder Null sein.
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Machen wir mit dem zum Exponenten r^ gehörigen

Integrale
00

Wj = {x— aY'- H Ck (^— aY
fc =

in der Differentialgleichung (B) die Substitution

(21) ii = u^fvdxj

so genügt V der linearen Differentialgleichung erster Ordnung

(vergl. Nr. 22, S. 83, Gl. (3))

da; ^ Vwj' a;— a /

die wir, da in der Umgebung von ^= a

ist, in der Form

oder endlich, da nach (9)

'•i + '-. = -(^i(0)-l)
ist, in der Form

schreiben können. Aus den Ergebnissen der Nr. 16 (S. 62)

folgt, dafs das Integral dieser Differentialgleichung für

a;^=a nicht unbestimmt ist und zum Exponenten

gehört; in der That finden wir auch unmittelbar, indem wir

die Gleichung (22) integrieren,

^; = (^_ a)-(l + r.-r,)
(y^ _^ y^(^_ a) _|_ . . . .)^ (yo^O),

und wenn wir jetzt dies in (21) einsetzen, ergiebt sich ein

zweites Integral von (B) in der Form:

u^ = uj{x— a)-(i + ''x-*-«)
{y^ + y^{x— a) -{-.,..)d x.

Beachten wir nun, dafs r^ — r^ gleich der nicht nega-

Schlesinger, DififerentialgleichungeD. 7
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tiven ganzen Zahl g sein sollte, so folgt bei Ausführung

des mit u^ multiplizierten Integrals:

+ yg log {x— a)-\~T^^%^{x— a)-\-...
.|,

und wenn wir für u^ seine Entwickelung einsetzen und be-

achten, dafs

ist, finden wir für u^ eine Darstellung von der Form

u^-=.{x— ay^
I
$J^_ a) 4- yg W^ {x — a) log {x— a)},

wo cZ^2 ("^— ^) 1 ^2 ^^— ^) gewöhnliche Potenzreihen von

X— a bedeuten, und die Konstante yg jedenfalls von Null

verschieden ist, wenn ^= ist; dagegen kann yg für ein

wesentlich positives g verschwinden (ein Beispiel hierfür

war der oben behandelte Fall, wo die Koeffizienten von (B)

in der Umgebung von x= a holomorph sind) ; der Ausdruck

{x— ay^W^{x—a\

der den Faktor von log {x— a) bildet, unterscheidet sich

von u^ nur durch einen konstanten Faktor. Wir sehen,

dafs auch in dem Falle eines ganzzahligen Wertes von
r-j — r^ die Gröfsen

die Wurzeln der zvi x^=a gehörigen Fundamentalgleichung

sind. Das Ergebnis der in dem laufenden Kapitel bisher

durchgeführten Untersuchung fassen wir wie folgt zusammen

:

Wenn die Koeffizienten der Differentialgleichung (1) in

der Umgebung der Stelle x=^a eindeutig sind, so ist die

notwendige und hinreichende Bedingung dafür, dafs die

Integrale dieser Differentialgleichung im Punkte a nicht un-

bestimmt seien, die, dafs die Differentialgleichung in der

Umgebung von x=^a die Form (B) habe. In diesem Falle

lassen sich die Exponenten, zu denen die Elemente des

kanonischen Fundamentalsystems gehören, ebenso wie die

Koeffizienten der Entwickelungen dieser Elemente in der

Umgebung von x-= a aus den Koeffizienten der Differential-

gleichung durch elementare Kechnungsoperationen bestimmen.
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Dasjenige Integral, welches zu derjenigen Wurzel der deter-

minierenden Fundamentalgleichung gehört, deren realer Teil

nicht kleiner ist, als der der anderen, ist stets in Reihen-

form darstellbar, das zu der anderen Wurzel gehörige

Integral kann, wenn die Differenz der Wurzeln der deter-

minierenden Fundamentalgleichung eine ganze Zahl ist, einen

Logarithmus enthalten, es enthält diesen Logarithmus un-

bedingt, wenn die beiden Wurzeln der determinierenden

Fundamentalgleichung zusammenfallen.

Dadurch ist das Verhalten der Integrale einer linearen

homogenen Differentialgleichung zweiter Ordnung in der

Umgebung einer singulären Stelle, die kein Punkt der Un-
bestimmtheit für die Integrale ist, in vollkommen be-

friedigender Weise festgestellt.

26. Riccatische Differentialgleichung.*)

Wir übertragen nunmehr die gefundenen Resultate auf

die Riccatische Gleichung.

Machen wir in der Differentialgleichung (B) die Sub-

stitution

(23) y = i.-a)^,u = J--^':

so ergiebt sich

du y f^a^-
dx X— a

d-u ^ /
y^

,

1 dy _ y \

dx'^ \{x— a)-
"" X— a dx {x— a)^j

h

und somit für y die Riccatische Differentialgleichung

(24)
"^y - r + [?i(^-<')-i]y + ^»(^-"\
dx X— a

*) Vergl. für diese und die folgende Nummer: Fuchs, Berliner

Sitzungsberichte 1885, S. 279 ff.; Briot et Bouquet, Journal de
l'Ecole Polyt. Cah. 36, S. 161 ff.; Poincare, ebenda, Cah. 45, S. 13ff.;

Koenigsberger, Lehrbuch etc., S. 373 ff.

7*
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Bedeuten i^^, u^ irgend ein Fundamentalsystem von (B),

Vv Y2 willkürliche Konstanten, so ist:

das allgemeine Integral von (24). Der Punkt x= a ist

also auch für die Integrale der Ric catischen
Gleichung (24) kein Punkt der Unbestimmtheit.

Die Form (24) ordnet sich dem Falle unter, wo in

einer Differentialgleichung

die Funktion / (^, y) unabhängig von y unendlich wird,

während ihr reziproker Wert im allgemeinen holomorph bleibt,

ein Fall, der in den allgemeinen Betrachtungen des ersten

Kapitels ausgeschlossen worden war. Wir können nunmehr
die Beschaffenheit der Integrale von (24) in der Umgebung
von x = a vollkommen angeben.

Seien u^^u^ die beiden Elemente des zu x= a ge-

hörigen kanonischen Fundamentalsystems, wie sie in den

vorhergehenden Nummern aufgestellt worden sind. Dann
ist, falls beide Integrale in ßeihenform darstellbar
sind, das allgemeine Integral y von (24) in der Umgebung
von ^ = a in der Form

r^ ^ {^~ar^-'ip^-\-c.{x— aY^-'xp^
^ ^

^
{x— af^cp^^cix — ay^cp^

darstellbar, wo cp^, cp^, ip^, xp^ gewöhnliche Potenzreihen von

X— a sind, die für ^ = a nicht verschwinden, und

die willkürliche Konstante bedeutet. Das allgemeine Integral

ist also in der Umgebung von x=^a nach positiven ganzen

Potenzen von x— a und

{x— a)^i ~ »"2
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entwickelbar. Besonders bemerkenswert sind die beiden
Integrale

dlo^ u d log lu

die in der Umgebung von a; = a die Form

y.2 = ^2 + «1 ('^— «) + «2 (-'^— «)^ +
haben, also daselbst holomorph sind und in x=ra be-

ziehungsweise die Werte r^, r^ annehmen
Für die Wertepaare ^ = a, y = r^ und .r = a, y =^r^

fällt in der Entwickelung des Zählers der rechten Seite der

Gleichung (24) nach Potenzen von

X— a, y— 7'j beziehungsweise x— «, y— r^

das konstante Glied weg, da ja r^, r^ die Wurzeln der
Gleichung (9)

e(e-i) + *p, (0)e + «ß,(0) = o

d V
sind: der Differentialquotient -~- erscheint also für diese

d X
Wertepaare in der unbestimmten Form

0'

ein Fall, der bei den allgemeinen Untersuchungen des ersten

Kapitels ebenfalls ausgeschlossen war. Wir sehen hier zu-

gleich ein Beispiel für die in der Nr. 9 (S. 35) erwähnte
Möglichkeit, dafs ein gewisses Integral, welches für x= x
den Wert y ^=y annimmt, in der Umgebung von x = x
holomorph bleiben kann, obwohl für dieses Wertesystem der

d y
Differentialquotient -p- in unbestimmter Form erscheint.

Wenn die Entwickelung des Integrals u^ in der Um-
gebung von x = a einen Logarithmus enthält, so ist

^1 — ^2 = ^

Null oder eine positive ganze Zahl; in diesem Falle lautet

die Darstellung des allgemeinen Integrals in der Umgebung
von x^=a
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<JP2+V^2 log(^— a) + c(^— a)?^! '

wo fjPi, V^i, ^P^i^^i Zu X2 gewöhnliche Potenzreihen von

{x — d) bedeuten, von denen f/)^, 1/^^ für ./^= a von Null

verschiedene Werte haben, während x^^ %^ und cp^^ xp^ für

^ = a nicht gleichzeitig verschwinden. In diesem Falle ist

also y nach positiven ganzen Potenzen von

X— a, log {x— a)

entwickelbar. Dem Integrale u^ entsprechend, giebt es ein

in der Umgebung von x^= a holomorphes Integral

welches für x = a den Wert r^ annimmt.

Fassen wir den Fall, wo r^ — r^ keine ganze Zahl

oder Null ist, als den allgemeinen etwas näher ins Auge.

Setzen wir

(24a) x— a='^^y— ri = ri,

wo l eine der Zahlen 1, 2 bedeutet; dann ist in der Um-
gebung von ? = 0, Yi =

woselbst

:

-« = $,' (0)r, + Sß,'(0),

ist und [^, rj\ die Gesamtlieit der Glieder zweiter und liöherer

Dimension in §, ri bedeutet. Die Differentialgleichung

(25) ^^= a^+ ßrt + [lrj\

besitzt demnach ein und nur ein in der Umgebung von

§ = holomorphes Integral

welches für §= verschwindet. Die Voraussetzung, dafs
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r^ — ^2 weder gleich Null noch gleich einer ganzen Zahl

sei, bedingt für ß^ dafs diese Gröfse keine ganze Zahl sein

kann. Wenn ß eine negative ganze Zahl oder Null ist,

so giebt es, wie wir gesehen haben, noch immer ein in der

Umgebung von x = a holomorphes Integral der Differential-

gleichung (24), welches für ^ = « den Wert r^ annimmt,

denn dann ist ?*;. eben diejenige Wurzel der determinierenden

Fundamentalgleichung (9), deren realer Teil nicht kleiner

ist wie der der anderen Wurzel. Ist ß keine positive

ganze Zahl und der reale Teil von ß positiv, so ist das

allgemeine Integral von (25) nach positiven ganzen Potenzen

von J und '^? entwickelbar. Wir haben also den Satz:

Die Differentialgleichung (25), die aus (24)

durch die Substitution (24a) hervorgegangen ist,

besitzt, wenn ß keine positive ganze Zahl ist, ein
und nur ein mit 'S. zugleich verschwindendes und
in der Umgebung von ^ = holomorphes Integral.

27. Verallgemeinerung auf eine beliebige

Differentialgleichung erster Ordnung.

Der besondere Charakter der Differentialgleichung (25)

als Riccati scher Gleichung giebt sich darin kund, dafs das

Agreggat [^, r]]^ nur die erste und zweite Potenz von r}

enthalten kann. Der am Schlufs der vorigen Nummer aus-

gesprochene Satz gilt aber unabhängig von diesem Um-
stände, d. h.

Wenn in der Differentialgleichung (25) die

rechte Seite eine beliebige in der Umgebung von
^* = 0, 1^ = konvergente gewöhnliche Potenzreihe
ohne konstantes Glied bedeutet, worin der Koeffi-
zient ß der ersten Potenz von iq keine positive
ganze Zahl ist, so besitzt diese Differential-
gleichung ein und nur ein mit ^ gleichzeitig ver-
schwindendes und in der Umgebung von §=
holomorphes Integral.

Der Beweis dieses von Briot und Bouquet her-

rührenden Satzes ist äufserst einfach.
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Setzen wir nämlich

in die Differentialgleichung (25) ein, so ergiebt sich

f ^(5. §'= «?+ /? l^s^ + l^J-J*!"],.
fc=l fe=l fe=l

Die Vergleichung der Koeffizienten der gleichhohen

Potenzen von J auf beiden Seiten dieser Gleichung liefert

für k:=l:

und allgemein

kök = ßöu-\- cpk {S^, ^2, . . . 4 _ i),

wo cfk eine ganze rationale Funktion der 6^, dg, . . . 6fc_i

bedeutet, deren Koeffizienten sich aus a, ß und den Koeffi-

zienten von [g, Tj]^ ganz und rational zusammensetzen.

Die Rekursionsformel

k— ß

liefert stets endliche bestimmte Werte für die 4, da zufolge

unserer Voraussetzung ß keine positive ganze Zahl, also

k— ß:^0

ist. Um die Konvergenz der so formal hergestellten und die

Differentialgleichung (25) befriedigenden Reihe zu erweisen,

vergleichen wir die Sj^ mit den durch die Rekursionsformel

nyk= ßyk + (pkiyi,r2, -..n-i) (fc = i,2...., ro = o)

definierten Gröfsen yu.

Diese yk sind, wie man sofort übersieht, nichts anderes

als die Koeffizienten der nach positiven ganzen Potenzen
von g fortschreitenden Entwickelung derjenigen Lösung der

Gleichung

(26) nz^a^+ ßz+l^zl
die für ^ ^ verschwindet. Nach einem Satze der

Funktionentheorie (dem sogenannten Satze von der
impliciten Funktion) besitzt nämlich eine Gleichung von
der Form
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WO ^ (J, z) eine in der Umgebung von J = 0, ^ = kon-

vergente gewöhnliche Potenzreihe bedeutet, die kein konstantes

Glied enthält, stets eine und nur eine Lösung z, die in der

Umgebung von § = holomorph ist und für ^ = ver-

schwindet, vorausgesetzt, dafs der Koeffizient der ersten

Potenz von £; in ^ (i;, z), d. h.

(27) lim
'^y-)

einen von Null verschiedenen Wert hat. Um diese Lösung
herzustellen, hat man nur z in der Umgebung von ^ =
nach dem Taylor sehen Satze zu entwickeln und die Koeffi-

zienten, d. h. die Werte der successiven Ableitungen von z

nach g für § = 0, ^ = aus der Gleichung

zu berechnen; diese Rechnung stöfst nie auf eine Schwierig-

keit, da im Nenner immer nur Potenzen der Gröfse (27)

auftreten. Die Konvergenz der so gewonnenen Reihe kann

man mit Hülfe des calcul des limites beweisen.

Also konvergiert die Reihe

in der Umgebung von |= jedenfalls, wenn

n— ßi^O
ist.

Wenn nun der reale Teil von ß negativ ist, nehmen
wir 71=1; ist dagegen der reale Teil von ß positiv, so

wählen wir n als diejenige bestimmte positive ganze Zahl,

für welche der reale Teil von n— ß dem absoluten Betrage

nach kleiner als

2

ist. Sei ß in seinen realen und imaginären Bestandteil zerlegt

ß^ßi + ß^i-^

dann ist für ein positives ganzzahliges l,

\n±X-ß\' = {n-ßS-±2l{n-ß,) + k' + ßl,
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also da

ist,

und folglich

III. Untersuchung singulärer Stellen.

\n±l-ß\>\n-ß\. (A = l,2,...)

Wir haben also für k^n

< Cfk h-i,

d. h.
I

4
1 < I

/fc
I

?
und somit ist die Konvergenz der Reihe

erwiesen. Es erübrigt noch den Beweis der Unit ät zu liefern.

Nehmen wir an, die Differentialgleichung (25) besäfse

noch ein zweites für S = verschwindendes und in der

Umgebung von ^ = holomorphes Integral

dann folgt für die Differenz

aus

S^= <^S+ ßV, + [S,riA

aS + ßC+[^, tl

die Differentialgleichung

Nun läfst sich z in der Umgebung von ,x = a jedenfalls in

der Form

darstellen, wo m eine positive ganze Zahl m^l bedeutet;

dies in die Differentialgleichung für z eingesetzt, giebt

771 c^ g-+ {m + 1) c,,,_i.i
g-+^ + ....= /^ c« g»« + ...

.,
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es müfste folglich

d. h. ß eine positive ganze Zahl sein, wider die Voraussetzung.

Wie Herr Poincarö gezeigt hat, gilt für die allgemeine

Differentialgleichung (25) auch der Satz, dafs ihr allgemeines

Integral in der Umgebung von § = nach positiven ganzen

Potenzen von ^ und ^^ entwickelt werden kann, wenn ß
keine positive ganze Zahl und der reale Teil von ß positiv

ist; wir geben hier den Beweis dieses Satzes nicht wieder,

da es uns nur darauf ankam, zu zeigen, wie die Methoden,

die für die Untersuchung des Verhaltens der Integrale der

Riccati sehen Differentialgleichung in der Umgebung der

singulären Stellen entwickelt worden sind, auf die Unter-

suchung der Integrale beliebiger Differentialgleichungen

erster Ordnung in der Umgebung der festen singulären

Stellen übertragen werden können. Während aber, wie wir

im folgenden zeigen werden, für die Riccati sehe Gleichung

aus dem Verhalten der Integrale in der Umgebung der

(festen) singulären Stellen, auf deren Verlauf in der ganzen
Ebene der unabhängigen Variabein geschlossen werden kann,

ist dies für die allgemeine Differentialgleichung erster Ord-

nung mit beweglichen Verzweigungspunkten nicht in derselben

Weise möglich.

28. Der unendlich ferne Punkt. Die Fuchssehe
Klasse linearer Dilferentialgleichungen.

Wir wenden uns zur Untersuchung der linearen homo-
genen Differentialgleichung zweiter Ordnung zurück, und
wollen zunächst die Form der Koeffizienten der Differential-

gleichung (1)

dx'^ dcc

in der Umgebung des Punktes .r = oo festzustellen suchen,

unter der Voraussetzung, dafs diese Koeffizienten daselbst

eindeutig sind, und dafs die Integrale für x== oo nicht un-

bestimmt werden.
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Machen wir zu dem Ende die Substitution

1

dann ist

du du d'^ u d'^ u du
"J^^ — Tg"^"' 'd^~'dY^ ~^ IJ^ '

die Differentialgleichung mit der unabhängigen Variabein §

lautet demnach

„8,s.i!^+ [.|.-S.^(|)]^+,.(|).=o,

und es sind nun die Koeffizienten dieser Differentialgleichung

in der Umgebung von §= eindeutig. Damit die Integrale

in g= nicht unbestimmt werden^ ist nach den Ergebnissen

der Nummern 22—25 notwendig und hinreichend, dafs in

der Umgebung von § =
2 _ Ip/^A^-fl© lo^l'^-Si®

|.- vgy § ' g* -\^ b

sei, wo ^1 (g), ^2 © gewöhnliche Potenzreihen von g be-

deuten. Setzen wir

so lautet also die Form der Koeffizienten P{x)^ Q[x) in

der Umgebung von a; = cc

(29) ^W = |5ß,(^>QW = l^.(i-),

WO ^j, ^2 gewöhnliche Potenzreihen von x-'^ sind. Diese

Form ist also notwendig und hinreichend dafür, dafs die

Integrale von (1) im Punkte c^=oo nicht unbestimmt werden.

Die determinierende Fundamentalgleichung der Diffe-

rentialgleichung (28) für g= lautet

e(e-i) + e[2-«p,(0)] + 5ß,(0) = o,

oder

e(e + i)-5|S,(0)? + 5ß,(0) = o,

dieselbe gilt auch als determinierende Fundamentalgleichung

von (1) für ^= oc; ihre Wurzeln geben die Exponenten

(von x~^), zu denen die Elemente des kanonischen Funda-

mentalsystems für ^ = 00 gehören.
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Wir wollen nun, ähnlich wie in der Nr. 16, für die

lineare Differentialgleichung erster Ordnung den Fall be-

trachten, wo die Integrale der Differentialgleichung (1)

überhaupt keinen Punkt der Unbestimmtheit be-

sitzen.

Seien P^^), Q(^) allenthalben eindeutige Funk-
tionen von X. Dann müssen P(.f), Q{x) in der Umgebung
jedes im endlichen gelegenen singulären Punktes die Form

in der Umgebung des unendlich fernen Punktes die Form (29)

haben. Daraus folgt (vergl. den analogen Schlufs in der

Nr. 16), dafs P{x\ Q{x) rationale Funktionen von x sein

müssen, und dafs die im endlichen gelegenen singulären

Punkte (deren Anzahl o natürlicherweise eine endliche ist)

a^, «27 • • • • ^(/ Pole erster Ordnung von P {x) und Pole

zweiter Ordnung von Q {x) sind. Aus der für xr=Qo
geltenden Form (29) ergiebt sich ferner, dafs der Zähler

YonPix) höchstens vom Grade o— 1, der Zähler von Q{x)

höchstens vom Grade 2o— 2 sein mufs; wir erhalten also

für die Koeffizienten von (1) die Form

(30) P(.) = ^,i^(fL_, Q(.) = .^_iW_,
TL {x— ttfc) n{x — öfc)^

fc=i fc=i

wo a^^a^^...aa sämtlich von einander verschieden, g{x)^

h{x) ganze rationale Funktionen, die erste vom höchstens

(ff— l)ten, die zweite vom höchstens (2 a— 2)ten Grade sind.

Von einer Differentialgleichung (1), deren Koeffizienten

rationale Funktionen von der Form (30) sind, oder was
dasselbe heifst, deren Integrale keinen Punkt der Un-
bestimmtheit besitzen, sagen wir, dafs sie zur Fuchsschen
Klasse gehöre. Diese Klasse von linearer Differential-

gleichung wurde zuerst von Herrn Fuchs in seiner im
66. Bande des Cr eile sehen Journals veröffentlichten grund-

legenden Alfhandlung charakterisiert und hat seitdem den

Gegenstand der Untersuchungen von Herrn Fuchs selbst

und zahlreicher anderer Mathematiker gebildet. Die durch

diese Untersuchungen begründeten Methoden haben zahl-

reiche wichtige Eigenschaften der Lösungen von Differential-
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gleichungen der Fuchsschen Klasse enthüllt, wir werden
im folgenden einige derselben an dem Falle der Differential-

gleichungen zweiter Ordnung und an einigen speziellen Fällen

solcher Differentialgleichungen darlegen.

Wir beginnen mit der Aufstellung einer Beziehung, die

zwischen den Wurzeln der zu allen singulären Punkten der

Differentialgleichung

ip (x) = (a- — ai) (x — a^) . . . .{x— aa),

gehörigen determinierenden Fundamentalgleichungen besteht.

Um die zu dem Punkte x = a^ gehörige determinierende

Fundamentalgleichung aufzustellen, setzen wir die Differential-

gleichung (31) in der Umgebung von x= ük in die Form
(B) (S. 85), wir schreiben also

d^ u
, 1 gM , ^ du

d x^ X — ttfe V^W dx

1 h{x)
^_{X afc)2.M=rr:0,

[x— aT,)- \p[x)

indem offenbar

\p(x) xpixy

in der Umgebung von x = a^ holomorphe Funktionen sind.

Wir haben dann die Werte dieser holomorphen Funktionen

für x = ük zu bestimmen (entsprechend den Gröfsen ^^ (0),

^2 (0) in der Nr. 23); dieselben ergeben sich sofort in der

Form

ii„^(^._«,)= ffM

:= aj, Ipi^)'^ V^'(«&)'

, , , d W(x)

dx

Die der Gleichung (9) (S. 87) entsprechende Gleichung

lautet demnach
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und wenn wir ihre Wurzeln durch r^i^n-i bezeichnen, ist

(32) ,,, + .,,___^+l.
Wir bringen ferner die Koeffizienten von (31) in der

Umgebung von x = oo auf die Form (29)

g{x) _ JL_ x'--g{x) h{x) ^ J^ ^
x'^-''<^ h{x)

ip{x)~ X
'

x-^'ipix)' 'ip{xy^ X 'x-^"ip{x)^

und setzen

hm ff^=ra; hm —-~-^ = ß^
^^„ X-" ip{x) ^=^^x-^^ip(xy

dann lautet die zu x = oo gehörige determinierende Funda-

mentalgleichung

Bezeichnen wir ihre Wurzeln durch ^ood^odo, so ist also

(33) r,, +r,, = «— 1.

Nun ist in Partialbrüche zerlegt:

ip{x) fc=i(p'(a&) .r — a&'

und folglich

a = lim ^4t^ = ^ ,rf \j

addieren wir also die Gleichungen (32) für ä; — 1, 2, ... a

zu (33), so kommt
a

und dies ist die gedachte Beziehung, die man als die

Fuchssche Relation zu bezeichnen pflegt.

29. Cauchysche Diiferentialgleichung. Differential-

gleichung mit konstanten Koeffizienten.

Der einfachste Fall der Differentialgleichung der

Fuchsschen Klasse ergiebt sich, wenn wir die Anzahl der

im endlichen gelegenen singulären Punkte g =^ 1 wählen.
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In diesem Falle sind g (^), h {x) Konstanten, die Differential-

gleichung hat also die Form
(1 " II fl II

(33) i?(„)=(*_af^^+ .4.(^-a)^+ 5«= 0,

WO A^ B Konstanten bedeuten. Man nennt eine solche

Differentialgleichung eine Cauchysche*) Bilden wir die

charakteristische Funktion (Nr. 23, S. 86)

(34) D{ix-a)^)^{x-aY[Q{Q-\)-{-AQ-\-B]

und bezeichnen die Wurzeln der zu ^= a gehörigen deter-

minierenden Fundamentalgleichung

mit
?'i

, ^2 ) sö erkennt man sofort, dafs

u^ =:{x— a)^i, u^ = (os— a)^a

die Differentialgleichung befriedigen und, falls r^z^r^ ist,

ein Fundamentalsystem bilden.

Wenn r^ = r^ ist, so finden wir ein zweites Integral,

welches mit

u^ =i{x— a)**i

ein Fundamentalsystem bildet, auf folgende Weise. In diesem

Falle ist für q = r^ auch die Ableitung von /^ {q) nach q

differentiieren wir also die Identität (34) nach q, wobei wir,

da Q von x unabhängig ist, linker Hand unter dem Zeichen Z>

differentiieren können,

D ({x— a)i' log {x— a))

_ (^_ a)Q log {x—a). f, (q) + {x— a)Q /,' (^),

und setzen hierin q = r^^ so ergiebt sich, dafs

u^ =z (^x— a)*"i log (x— a)

ebenfalls ein Integral ist. Es tritt also in Übereinstimmung

mit der allgemeinen Theorie im Falle r^ = r^ in dem
zweiten Integrale ein Logarithmus auf.

*) Cauchy, Exercices d'Analyse I, S. 262, vergl. Fuchs, Grelles
Journal, Bd. 66, S. 159.
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Eine interessante Differentialgleichung ergiebt sich,

wenn wir (33) durch die Substitution

z = log (.r— a), X— a=z e'

z als unabhängige Variable einführen. Es ist

d u d u _ d- u

d X dz ^ d

u / d'- u d u\ _
x'^ \d z"^ dz/

die transformierte Differentialgleichung lautet also nach

Unterdrückung des Faktors e~-':

d-u IS du
dz^ ^ dz

sie besitzt also konstante Koeffizienten.
Wenn r^ ^ r^ ist, haben wir das Fundamentalsystem

w^ = {x— ay^ = e^i ^, u^ = {x — a)*"« = e^^ ^,

und wenn r^ = r^ ist, das Fundamentalsystem

u^ = e^^'j Mg = (.X — a)*"! log {x— a) = z e'^^^.

Für die lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung
mit konstanten Koeffizienten,

/oK^
d^u du

(35) .^ + a— + bu = 0,

wo a, b beliebige Konstante sind, ergiebt sich also die

folgende Kegel.*) Man bilde die Gleichung

die man die charakteristische Gleichung nennt; besitzt

dieselbe zwei verschiedene Wurzeln r^, r^^ so lautet das

allgemeine Integral von (35)

sind die beiden Wurzeln einander gleich, so lautet es

u = Cj e*"! ' -\- c^ z e**! ^,

wo c^, Cg willkürliche Konstante bedeuten.

Theoretisch interessant ist die Bemerkung, dafs die

Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten, wie ihre

Form sofort verrät, nicht zur Fuchs sehen Klasse gehört;

*) D'Alembert, M6moires de l'Academie de Berlin 1748, S. 283;
Euler, Institutiones calculi integralis II (1827), S. 317 ff.

Schlesinger, Differentialgleichungen. 8
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in der That ist auch ^ = 00 ein Punkt der Unbestimmtheit

für die Integrale.

Differentialgleichungen von der Form (35) kommen
häufig in den Anwendungen vor. Wenn man zum Beispiel

die Bewegung eines einfachen mathematischen Pendels für

unendlich kleine Amplituden studiert, so ist in der Differential-

gleichung (16) der Nr. 5 die Gröfse cp unendlich klein, also

sin ^ = ^
zu setzen, die Differentialgleichung lautet also unter dieser

Annahme

:

d'^w q

sie ist demnach linear homogen und hat konstante Koeffi-

zienten. Ihre charakteristische Gleichung

hat die beiden von einander verschiedenen Wurzeln

also bilden

ein Fundamentalsystem. Statt dessen kann man auch das

in realer Form erscheinende Fundamentalsystem

sin ty-^, Gosty^

nehmen. Man hat also das allgemeine Integral

cp= c^ sin « y -j- -\-^2 ß^® ^ y "7"'

und das partikulare Integral, welches für ^^ verschwindet

und dessen Ableitung ftir^= gleich v^ ist, lautet:

9 ^
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30. Formulierung des Integrationsproblems für

eine Differentialgleichung der Fuchs sehen Klasse.

Auf Grund der in den Nummern 23—25 entwickelten

Methoden sind wir imstande, für jeden der im Endlieben

gelegenen singulären Punkte

aj, «2, . . . aa

und für den unendlich fernen Punkt .r = oo ein kanonisches

Fundaraentalsystem der Diiferentialgleichung (31) (S. 110)

der Fuchs sehen Klasse herzustellen.

Seien m^i, ^^2 die Elemente des zu a;= ük, u^i, n^2 die

Elemente des zu ^ = oo gehörigen kanonischen Fundamental-
systems, dann kennen wir die Entwickelungen dieser Integrale

in der Umgebung der betreffenden singulären Stellen, sei:

1,2,...(7)

(36)

Mfc2 = {a^-ciuY^^ ^fc2 (^-«fc) 4- «/c «Ä 1 log(.r-ak),)

wo also (fkij (pTii gewöhnliche Potenzreihen von x— a^,

^ai, <jPoo2 ebensolche Reihen von .^•~S «fc, «„> Konstanten be-

deuten, die jedenfalls gleich Null sind, falls sich die Wurzeln
der betreffenden determinierenden Fundamentalgleichung
nicht um eine ganze Zahl unterscheiden.

Betrachten wir nun noch einen Punkt ^ = a, in dessen

Umgebung die Koeffizienten der Differentialgleichung (31)

holomorph sind; wir bestimmen zwei Integrale w^, u^ in

der Umgebung von x=^ a durch ihre Anfangsbedingungen
(vergl. Nr. 25, S. 96),

-„ . du
für x= a sei m, =c,,, —-^- = c,„,

1 11» ^^ 12)

''2— '21' "d^

dann bilden u^^ u^ ein Fundamentalsystem, wenn

^11 ^22 ^12 ^21 ^ ^
8*
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ist. Unter dieser Voraussetzung ist nämlich die Determinante

d u^ d u^

dx '^ dx *

jedenfalls nicht identisch gleich Null, da sie ja für x=^ a

einen von Null verschiedenen Wert besitzt. In der Um-
gebung von x = a gelten die Entwickelungen

Mj = fjPi (^— a\

^^2 = <JP2 (-^ — «)

wo cp^, (p.2 gewöhnliche Potenzreihen von x~a bedeuten.

Wir denken uns nun diese Potenzreihen analytisch fort-

gesetzt; dann genügen die beiden aus ip-^^ rp^ entspringenden

monogenen Funktionen in ihrem ganzen Existenzbereiche

der Differentialgleichung (31), da die Koeffizienten dieser

Gleichung rationale, also allenthalben eindeutige

Funktionen von x sind. Es folgt dies unmittelbar aus dem
allgemeinen Satze der Nr. 9 (S. 32), wonach die in der

Umgebung von x = a bestehende Gleichung

d^cpk{x— o) g{x) d(p^{,x— a) h(x)

d^' ^ J^ ~~~drx ^ ~ipW ^A(^-«)-^

für jede Reihe bestehen bleibt, die aus rpfc (x — d) durch

analytische Fortsetzung innerhalb eines Bereiches, wo die

Koeffizienten der linken Seite eindeutig sind, hervorgeht.

Wir bezeichnen die aus r/)j, r/)^ entspringenden monogenen
Funktionen auch durch w^, u^. Dieselben bilden offenbar

ein Fundamentalsystem, da w^, u^ in der Umgebung von

x^= a ein solches konstituieren, und sind in der Umgebung
jedes .^-Wertes x= x^^ der von

verschieden ist, holomorph. Die Reihe, welche eine dieser

Funktionen in der Umgebung eines solchen Punktes x = x^^

darstellt, konvergiert folglich, nach den Prinzipien der

Funktionentheorie, jedenfalls innerhalb eines um x^^ als

Mittelpunkt beschriebenen Kreises, der bis zu dem
nächstgelegenen der Punkte a^, «g, . . . «</ heran-
reicht. Insbesondere gilt dies also auch für die Reihen

9i^ ^P^'
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Denken wir uns die Punkte a^, a^^ . . .a,, aus der .^-Ebene

durch unendlich kleine sie umgebende Kurven ausgeschlossen

und die Begrenzung dieser Kurven mit dem unendlich

fernen Punkte durch Querschnitte /^, l^^ ... 4 verbunden,

dann sind die Funktionen j^,, u.^ innerhalb der so entstehen-

den einfach zusammenhangenden Fläche T eindeutig und

endlich. Um den analytischen Charakter dieser Funktionen

vollständig zu erkennen, müssen wir nur noch feststellen,

wie sich dieselben verhalten, wenn x einen oder mehrere

der Querschnitte Z^, /g? • • • ^'> überschreitet.

Wir sagen, ein Weg überschreitet den Querschnitt 4
im positiven Sinne, wenn der Übergang in derjenigen

Richtung erfolgt, die der Bewegung eines im Punkte a^

befestigt gedachten Uhrzeigers entgegengesetzt ist. Analytisch

kann also dieser Sinn dadurch definiert werden, dafs das

Argument von x— a^ in diesem Sinne wächst, oder dafs

sich log {x — a/c) bei Überschreitung von 4 in diesem Sinne

um 2 7ti vermehrt.

Denken wir uns nun w^, u^ auf einem innerhalb T
verlaufenden Wege bis in die Umgebung des Punktes a^

fortgesetzt, d. h. bis in den Bereich, innerhalb dessen die

in der Darstellung von u^^, u^2 auftretenden Reihen (pui-, (pk2

konvergiert, dann besteht zwischen den beiden Fundamental-

systemen (?<j, W2)) (wfci, Uk2) ein Gleichungssystem von der Form
(fc)

I
(fc)

1 «11 %1 -7- ^12 ^h2i

«2 = «21 W&l + «22 Wfc2,

WO die «u, aS?, af/j «22* Konstanten bedeuten, deren Deter-

minante

ist. Um diese Konstanten eindeutig festzulegen, ist es

nötig, die durch die Entwickelung (36) mehrdeutig definierten

Integrale Wfci, ^^2 noch näher zu bestimmen. Wir setzen zu

dem Ende fest, dafs den mehrdeutigen Potenzen und
Logarithmen innerhalb der Fläche T ihre Hauptwerte
beigelegt werden mögen (vergl. S. 39).

Aus den Gleichungen (37) können wir die Reihen

9Pfcb ^/c2 ausrechnen; wir erhalten dieselben dargestellt durch
Mj, Mg und durch die jetzt innerhalb T eindeutig festgelegten
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betrachten wir in diesen Ausdrücken der (pui-, (pit^ die u^^ u^

als die innerhalb T eindeutigen monogenen Funktionen, so

liefern dieselben aufserhalb des Konvergenzbezirks der

Reihen cp^i^ <jP&2, die aus diesen Reihen durch analytische

Fortsetzung innerhalb T entstehenden Funktionszweige. Wir
erkennen hieraus, dafs diese Funktionszweige ebenso wie

die u^^ u^ selbst für alle .^ -Werte, die von

verschieden sind, eindeutig endlich und stetig bleiben. Hieraus

folgt aber, dafs die Reihen f/)fe,, f/)fc2 innerhalb eines
Kreises konvergent sind, der um a^ als Mittelpunkt
beschrieben ist und bis zu dem nächsten der von
öfc verschiedenen singulären Punkte heranreicht.
In gleicher Weise erkennt man, dafs die Reihen r/)ooi, fjPco2

aufserhalb eines um .2^ == als Centrum beschriebenen

Kreises konvergieren, der die sämtlichen im Endlichen ge-

legenen singulären Punkte in sich schliefst oder auf seiner

Peripherie enthält. Zu bemerken ist jedoch, dafs hierdurch

immer nur ein Kreis festgestellt ist, innerhalb dessen die

betreifenden Reihen in allen Fällen konvergieren, unter

Umständen kann es sich jedoch ereignen, dafs ihre Konvergenz
über jene so fixierten Kreise hinausreicht, wir werden später

Beispiele hierfür kennen lernen. Auch bedarf die Frage
der Konvergenz beziehungsweise Divergenz jener Reihen in

Punkten, die der Peripherie jener Kreise angehören, jedes

mal einer besonderen Untersuchung.*)

Die Gleichungen (37) gestatten uns ferner, das Ver-

halten der Wj^, u^ beim Überschreiten des Querschnittes 4
anzugeben.

Zunächst verwandeb sich w^j, u^^-, wenn x den Quer-

schnitt 4 im positiven Sinne überschreitet in

%2 = ß ''^ Uk2 -f- cck . 2 7t i . e ''^Wfci,

wobei zu bemerken ist, dafs im Falle, wo au einen von Null

verschiedenen Wert hat

*) Vergl. hierfür besonders Thome, Grelles Journal, Bd. 100;
oder auch Handbuch, I S. 228.
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sein mufs. Daraus folgt (vergl. Nr. 20, S. 76, 77), dafs die

Wj, u^ beim Überschreiten des Querschnittes 4 eine Substitution

erleiden, die aus der durch die Gleichungen (38) dar-

gestellten Substitution durch Transformation mit der durch

die Gleichungen (37) dargestellten Substitution hervorgeht;

wir bezeichnen diese Substitution mit:

(39)
(M? M

k) p(Ä)
12

P21 P22

Ak) (k)

«11 «12

Ak) (k)

«21 «22-

Ak) (fc)

«11 «12

Ak) Ak)
«21 «22

und nennen sie die zu a^ gehörige Fundamental-
substitution von (i«j, u^).

Denken wir uns die Bezeichnung der singulären Punkte
a^,a,, ...öo so gewählt, dafs ein geschlossener Weg, der

alle diese Punkte im Sinne eines in .^ = befestigt ge-

dachten Uhrzeigers umläuft, der Reihe nach die Querschnitte

/j, /g, . • • 4 und zwar jeden derselben im negativen (dem
positiven entgegengesetzten) Sinne überschreitet. Dieser

Weg kommt dann einem positiven Umlaufe um ^= oo gleich,

auf diesem Wege fortgesetzt verwandeln sich also u^^^u^^ in

w»i = 2Ttir,
0015

= e ^002 + «00 • 27rz

und wenn

(40)

(od)
«11 u,Ui = «ir WcDl + «1?^ U^2i

2^2== «21 **ool + «22 Woo2,

ist, so verwandeln sich u^, u^ auf demselben Wege in

Ausdrücke, die aus w^, zi^ durch Anwendung der linearen

Substitution

(41)

«11 «12

(oo) (oo)

«21 «22

e

ß[v ß[t'
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nach die Querschnitte l^^l^^ . . . h im negativen Sinne, so

haben wir auf (wj, u^) erst die Substitution

PU Pl2

[ P2L P22

anzuwenden, dann in diesen linearen Funktionen von u^, u^^

an Stelle von u^, u^ die aus Wj, u^ durch Anwendung der

Substitution
• o(2) ,3(2) - ^

Pu P12

z.(2) o(2)

, P21 P22 ,

hervorgehenden Ausdrücke zu setzen u. s. w. bis zur letzten,

(7-ten Substitution. Die Ausdrücke, die wir so erhalten,

müssen dann dieselben wie die sein, welche aus w^, u^

durch Anwendung der Substitution (41) hervorgehen; wir

haben also die symbolische Gleichung

(42)
ßW Mr'
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SO entstehenden Gleichungen abermals .i'= a^ so erhalten

wir zwei weitere Gleichungen für jene vier Gröfsen. Aus
den so gewonnenen vier Gleichungen können die vier

Koeffizienten der Gleichungen (40) stets berechnet werden, da
die Determinante

du^i dUa>2
Wa)2 —-. "ool

jf

(1 X d.ü

als Determinante eines Fundamentalsystems in dem nicht

singulären Punkte ^z?= a stets einen von Null verschiedenen

Wert besitzt. Damit ist dann auch die Substitution (41),

die einem positiven Umlaufe um .c= oo entspricht, bekannt.

Um die zu den Punkten cij, gehörigen Fundamental-

substitutionen der (Mj
,
u^) zu finden, müfste man auch die

Koeffizienten der Gleichungen (37) fttr ^= 1, 2, . . . (t kennen.

Man gelangt zu diesen durch das folgende Verfahren. Denken
wir uns die durch die Formeln (36) definierten Integrale

Wfci, ^«fc2j ?*c»i, u^2 durch analytische Fortsetzung innerhalb T
zu Funktionszweigen erweitert, die dann sämtlich in T ein-

deutig und endlich sind und die Differentialgleichung be-

friedigen. (Man hat sich die analytische Fortsetzung dieser

Integrale einfach so vorzustellen, dafs die Reihen (/)&i, r/)fc2,

f/'cci, ffccz analytisch fortgesetzt werden.) Wir bezeichnen

diese Funktionszweige durch dieselben Buchstaben wie die

entsprechenden in (36) definierten Gröfsen, aus denen sie

hervorgegangen sind. Innerhalb T haben wir dann o-\- 1

Fundamentalsysteme, von denen jedes mit jedem anderen
durch eine lineare Substitution verknüpft ist. Man nennt diese

Übergangssubstitutionen,*) da sie den Übergang ver-

mitteln zwischen den zu zwei verschiedenen singulärenPunkten
gehörigen kanonischen Fundamentalsystemen. Die Her-

stellung der Übergangssubstitution zwischen zwei kanonischen

Fundamentalsystemen ist äufscrst einfach, wenn die Kon-
vergenzkreise der diese Fundamentalsysteme ursprünglich

definierenden Entwickelungen (36) einen gemeinsamen Bereich

besitzen. Man hat dann nur einen Punkt dieses gemein-

samen Bereichs zu nehmen, für diesen die Werte der mit

einander in Beziehung zu setzenden Integrale und deren

erster Ableitungen zu berechnen, und erhält dann (ähnlich

*) Fuchs, Grelles Journal Bd. 75.
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wie oben für die «n\ «i?^ «2i°\ of22 ^1 vier Gleichungen für

die vier Koeffizienten der gesuchten Übergangssubstitution.

Falls ein solcher gemeinsamer Konvergenzbezirk nicht vor-

handen ist, hilft man sich durch Vermittelung eines dritten

Fundamentalsystems, eventuell durch Zwischenschaltung ge-

wisser nicht singulärer Punkte. Ein allgemeines Verfahren

für die Herstellung dieser Übergangssubstitutionen hat Herr
Fuchs*) angegeben.

Denken wir uns nun die a-Übergangssubstitutionen, die

'00 Ij
'^ oo2 durch die sämtlichen

W&i, Uk2 (fc=l,2,...a)

darstellen, berechnet, so finden wir durch einfache Elimination

von Wcoi, Uo,2 aus den bekannten Gleichungen (40) die ge-

suchten Darstellungen (37) von u^, u^ durch die m^i, i<fc2, und
damit die a-Fundamentalsubstitutionen (39).

Die Kenntnis dieser letzteren liefert aber volle Einsicht

in das analytische Verhalten der monogenen Funktionen

Wj , 1^2 , indem es gestattet, die Wertänderungen anzugeben,

die diese Funktionen bei Fortsetzung auf einem beliebigen

Wege erfahren, wenn man nur weifs, in welcher Reihenfolge

und in welchem Sinne dieser Wegjiie einzelnen der Quer-

schnitte Z, , l^, . . .l„ überschreitet. Überschreitet er z. B. erst

zweimal /^ im positiven, dann l^ im negativen und dann l^

im positiven ^Sinne, so haben wir auf die innerhalb T ein-

deutig definierten (^^1,^^.2) erst zweimal hintereinander die

Substitution (39) für k=l, dann einmal die inverse Sub-

stitution (39) für Ä: = 3, endlich einmal die Substitution (39)

für k = 2 anzuwenden.
Eine Erleichterung bei der Berechnung der Fundamental-

substitutionen gewährt die Relation (42) und dann der Um-
stand, dafs man fürjede der zu berechnenden Substitutionen (39)

die Wurzeln der Fundamentalgleichung, nämlich

,^^*^ki J^'^i^k

kennt. Die Summe dieser Wurzeln ist gleich

,Jk)
I
,M

das Produkt derselben ist die Determinante

Pli P22 P12 P21-

*) a. a. 0.
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Wir werden nun das Integrationsproblem in dem hier

erläuterten Sinne für eine äufserst wichtio:e und interessante

Differentialgleichung der Fuchsschen Klasse zu lösen

suchen, deren Charakterisierung wir uns jetzt zuwenden.

31. Die Riemannsche Differentialgleichung.

Nächst dem bereits erledigten Falle, wo die Anzahl der

singulären Punkte g == l ist, haben wir als den einfachsten

Fall einer Differentialgleichung der Fuchsschen Klasse den-

jenigen anzusehen, wo diese Anzahl o= 2 ist. Die Differential-

gleichung lautet dann

d^u a.x-^b du
^ ^ dx' ~^

{x— a^) (x— ttg) dx

cx^-\- ex -\-f

Spezielle Fälle dieser Differentialgleichung haben seit

Euler die hervorragendsten Mathematiker beschäftigt; einer

Differentialgleichung, die aus (43) dadurch hervorgeht, dafs

man für x die Gröfse

^ =" S H («3 ^ «1» «a)

als neue unabhängige Variable einführt, hat Riemann eine

berühmte und tiefsinnige Abhandlung gewidmet.*) Wir werden
im folgenden die Resultate dieser Abhandlung für die

Differentialgleichung (43), die wir die Riemannsche nennen
wollen, herleiten, indem wir die in den vorhergehenden
Nummern entwickelten Fuchsschen Methoden zur An-
wendung bringen.

Wir bezeichnen die Wurzeln der determinierenden

Fundamentalgleichungen

für den singulären Punkt a^ mit Aj, ^j,

» ?: » 5? ^2 " 2J /^2'

Werke (II. Auflage 1894) S. 67 ff.
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Dann sind diese sechs Zahlen durch die Fuchssche Relation

verknüpft, d. h. es ist, da a=2j
(44) X, + /ii, + K+ l-i^ + h + l-h = 1,

also sind nur fünf von diesen Gröfsen von einander unabhängig.

Nun ist die Anzahl der in den ganzen rationalen Funktionen

g{x) = a X -f 6,

h {x) = G x'^ -\- e X -\-f

auftretenden Koeffizienten ebenfalls gleich fünf; es liegt also

nahe, diese letzteren fünf Gröfsen durch die von ihnen und
den ttj, a^ abhängenden Gröfsen

h, f^ik (fe = l,2,3)

darzustellen. Zu dem Ende beachten wir, dafs (Gleichung (32)

S. 111)

und
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Im Falle o= 2 sind also die in den Funktionen g (.^'),

h (./) enthaltenen Koeffizienten durch die Wurzeln der deter-

minierenden Fundamentalgleichung ausdrUckbar. Da die

Differentialgleichung (43), wenn wir a,, a^ als fest ansehen,

durch die Koeffizienten von g(.v) und h{.v) bestimmt ist,

können wir statt dieser Koeffizienten die sechs Gröfsen

zwischen denen noch die Gleichung (44) besteht, als die Be-

stimmungsstücke der Riemann sehen Differentialgleichung

ansehen. Wir bezeichnen nun das allgemeine Integral u der

so bestimmten Differentialgleichung nach Riemann durch

u = P l, K K

i"l ."o /^5

und nennen dieses u die Riemannsche P- Funktion mit

den sinffulären Punkten

und den Exponenten

Die hier dargelegte Eigenschaft ist für die Riemann-
sche Differentialgleichung charakteristisch. In der That
ist für (7> 2, die Anzahl der Koeffizienten von g (^) gleich a,

die der Koeffizienten von h (x) gleich 2 g— 1 , so dafs g (.v)

und h (x) im ganzen 3 c;— 1 Koeffizienten enthalten. Die

Anzahl der Wurzeln der determinierenden Fundamental-

gleichungen ist 2 (j -f- 2 , zwischen diesen besteht aber noch
die Fuchssche Relation, so dafs nur 2ö--|-1 unabhängige
bleiben. Die Anzahl der Konstanten, von denen die Differential-

gleichung der Fuchsschen Klasse bei festen a^, a^, . . . a^

abhängt, übertrifft also die Anzahl der unabhängigen Wurzeln
der determinierenden Fundamentalgleichungen um

3(7— 1 — (2a+l) = (7— 2,

d. h. wenn wir die Wurzeln der determinierenden Fundamental-

gleichungen willkürlich geben (natürlicherweise aber so, dafs

sie der Fuchsschen Relation genügen), so bleiben in den

Koeffizienten der Differentialgleichung noch o— 2 unbestimmte

Parameter. Nur für a=2 ist die Anzahl dieser Parameter
(die Herr Klein die accessorischen nennt) gleich Null.
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32. Vereinfachung der Riemannschen
Differentialgleichung.

Ohne dadurch die Allgemeinheit wesentlich zu be-

schränken, können wir eine wesentliche Vereinfachung der

Riemannschen Differentialgleichung Platz greifen lassen.

Führen wir zuvörderst an Stelle von x eine neue unab-
hängige Variable

oi— a.

ein, dann entsteht eine Differentialgleichung mit den singu-

lären Punkten

0, 1, 00

während die Wurzeln der determinierenden Fundamental-

gleichungen (Exponenten) dieselben bleiben; u wird also in.

der Form
1 00

u= F K K K ^

^1 ^h i"3

darstellbar sein, und die Differentialgleichung selbst können

wir auch sofort hinschreiben, wenn wir in den in der vorigen

Nummer für die Koeffizienten aufgestellten Ausdrücken

«j rrrz 0, a^ =^ 1

setzen und t an die Stelle von x schreiben. Wir finden sor

liW^V t
"^ ^—1 J dt

+ t\t-iy
^

'' ~ ^^'

In diese Gleichung führen wir an Stelle von u die neue

abhängige Variable

ein. V gentigt wieder einer Riemannschen Differential-

gleichung mit den singulären Punkten 0, 1, oo, aber die Ex-

ponenten sind andere geworden. Durch den Faktor t-'^^

verwandeln sich nämlich die Exponenten \^ ^Uj, zu denen
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das t= entsprechende kanonische Fundamentalsystem von u

gehört, für die Diflferentialgleichung in v in

Aj — Aj = und f-ij^
— /j

Gleichermafsen verwandelt der Faktor (t— 1)-^^ die

Exponenten Ag? /^2? ^^ denen die Elemente des t=l ent-

sprechenden kanonischen m-Fundamentalsystems gehören,

für i' in

K —K=^ ^^^ /'2 — K-

Endlich werden, da v in der Form

•=(T)"""('-ir'-"
geschrieben werden kann, die Exponenten Äg, ^«g des t::=oD

entsprechenden kanonischen 2i-Fundamentalsystems fiir v in

h + K+ K-> ^h + '^^i + K
verwandelt, so dafs sich v als Riemann sehe P-Funktion
in der Form

1 00
"

/3+/^+ ;., t

it'l
— /vj ^^2 — Ä2 iL. + Ä, + /.2

darstellen läfst. Setzen wir nun

f^2— ^2 ^n

SO ist nach (44)

und die Differentialgleichung für v lautet nach den Formeln

der vorigen Nummer:

"^^""^V ^ r^_i;^^^-t- i2(^_i)2
^-^>

oder wenn wir auf gemeinsamen Nenner bringen und

1—
^i = «+/^+ ^2==y

setzen:
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Diese Differentialgleichung, die also im wesentlichen

der Riemann sehen Differentialgleichung gleichwertig ist,

nennt man die Gaufssche Differentialgleichung. Sie

ist durch Angabe der drei Gröfsen «, /?, y, die von einander

unabhängig sind, vollkommen bestimmt und ihr allgemeines

Integral ist als Riemannsche P- Funktion mit den singu-

lären Punkten 0, 1, oo und den Exponenten

0,1— /; 0,y— a-ß- a,ß

darstellbar. An diese berühmte Differentialgleichung knüpfen
wir die nun folgenden Untersuchungen.



Viertes Kapitel.

Die G aufs sehe üifferentialgleieliung.

33. Aufstellung des kanonischen Fundamental-

systems für den Nullpunkt.

Wir schreiben die G aufs sehe Differentialgleichung in

der Form

(1) .:(l_:.)-g-+[y-(«+ /J+l)^]^-«,?»=

und ihr allgemeines Integral als Riemann sehe P- Funktion

1 00

u= P a X

1— 7 Y—a—ßß
Zunächst werde das zu x= ^ gehörige kanonische

Fundamentalsystem aufgestellt.

Um die Differentialgleichung auf die Normalform zu

hringen, haben wir die linke Seite mit x zu multiplizieren

und mit 1— ^ zu dividieren; das letztere aber wollen wir

•unterlassen, da sich dadurch die Rechnung komplizieren

würde; wir setzen also

Schlesinger, Difierentialgleichangen. 9
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dann lautet die charakteristische Funktion

D {x^)= xQ [(1— x)Q{q— V)

J^^{y— {a-\-ß-\-V)x)~aßx-\==x9f{x,Q).

Durch das Belassen des Faktors (1

—

x) haben wir

erreicht, dafs /(^, q) als ganze rationale Funktion von x
erscheint; der Umstand, dafs hier im Gegensatze zur Nr. 23
der Koeffizient von q{q— 1) nicht gleich Eins ist, hat nur

unwesentliche Modifikationen der in der gedachten Nummer
entwickelten Formeln zur Folge.

Ordnen wir / {x^ q) nach Potenzen von x

= Q{Q-l)-{-Qr + o^[-Q{Q-V)-Q{a+ß+\)-aßl
so ist

/o fe) = ^ fe— 1) + r Q,

A(^)-=0. (v = 2,3,....)

Die determinierende Fundamentalgleichung lautet

ihre beiden Wurzeln sind also, wie es sein mufs

0,1 -y.
Sei r eine dieser Wurzeln, dann lautet die Rekursions-

formel für die Koeffizienten der der Differentialgleichung

genügenden Reihe

r=
nach den Formeln der Nr. 23 und mit Rücksicht auf die

gefundenen Ausdrücke für die fy{Q) einfach

c,_i/,(r+ v— l) + c,/,(r-+ v) = 0. (^ = 1,2,...)

Hieraus folgt

Cr ^ ir+v—l)(:r+v—2)+ {r+v—l){a+ß+l)+ c^ß

Cv-i (r+ j/)(r-fv— l)-\-{r-\-v)y
'

(r-^v—l+a){r-\-v— l + ß)

ir+ v){r-\-v—l-\-)^).
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also da

^ {r-^ai-v-\){r+a-}-v-2)...{r-\-a){r-^ß-{-v-\){r+ ß-j-v-2)...{r+ß)
^

iri-v){r-\-v-l)...{r-}-\){r-\-y+ v-i){r+ y-{-v-2)....{r+ y)
*'

WO Cy eine noch willkürliche aber von Null verschiedene

Konstante bedeutet.

Wir setzen vorläufig voraus, dafs die Differenz der

Wurzeln der determinierenden Fundamentalgleichung also

1 — y weder Null noch eine ganze Zahl sei.

Nehmen wir dann zuvörderst r= und wählen c^= 1,

so ist

das zum Exponenten gehörige Integral lautet also in der

Umgebung von x=

"01-1+ Ly""^ 1.2.y(r+l)
^

Man bezeichnet nach Gaufs diese Reihe durch

F{a,ß,y,x)

und nennt sie die Gaufssche oder hypergeometrische
Reihe. Sie findet sich schon bei Euler und Pfäff u. z.

als Lösung der Differentialgleichung (1); Gaufs hat sie in

einer 1812 veröffentlichten Abhandlung*) losgelöst von der

Differentialgleichung untersucht, namentlich ihre Konvergenz

geprüft und auch die Art ihrer Abhängigkeit von den a, ß^ y,

die er das erste, zweite, dritte Element der Reihe nennt, in

den Kreis seiner Betrachtungen gezogen. Nach Gaufs hat

sich Kummer**) mit der gedachten Reihe beschäftigt, in-

dem er die Differentialgleichung (1) zum Ausgangspunkte

nahm. Auf die Differentialgleichung ist Gaufs in einer

erst aus seinem Nachlasse edierten Fortsetzung***) seiner

erwähnten Abhandlung eingegangen. Von neueren Be-

) Werke Bd. III, S. 123 ff.

*) Grelles Journal Bd. 15, S. 39 ff.

*•) Werke Bd. III, S. 207.
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arbeitungen der Gaufsschen Differentialgleichung sind aufser

der bereits genannten Abhandlung Riemanns und der

Fuchs sehen Abhandlung im 66. Bande von Grelles Journal,

wo die daselbst entwickelten Prinzipien der allgemeinen

Theorie der linearen Differentialgleichungen auf die Diffe-

rentialgleichung (1) als Beispiel angewandt werden, zu

nennen eine ausführliche Monographie von Herrn Goursat*)
und die Darstellungen bei Camille Jordan,**) Picard,***)
Koenigsberger,f) ferner sei auf Band I des „Handbuchs
der Theorie der linearen Differentialgleichungen" verwiesen,

wo auch die einschlägige Litteratur vollständig angegeben ist.

Um das zweite Element des zu ^ = gehörigen

kanonischen Fundamentalsystems aufzustellen, nehmen wir

r=l — y und wieder c^ = 1. Es ergiebt sich dann

''"
{2-y){l-y)...{v+l-y)l.2...v

wir sehen, dafs dieser Ausdruck aus dem vorhin für /• =
gefundenen dadurch hervorgeht, dafs an Stelle von

«— /+!, /?—/+!, 2 — /

gesetzt wird. Das gesuchte zweite Element hat also in der

Umgebung von ^= die Form

u,^=.x^-yF{a— y + l, ß— y+l, 2 — y, 4
Wir wenden uns nun zur Erledigung der Ausnahme-

fälle, wo 1 — y gleich Null oder einer ganzen Zahl ist.

34. Erledigung der Ausnahmefälle.

Sei zunächst 1 — y eine negative ganze Zahl

dann ist r == diejenige Wurzel der determinierenden

*) Pariser These (1882), Annales de l'Ecole Normale, Serie II,

Bd. 10, Suppl.
**} Cours d'Aualyse III, S. 220.
***) Traite d'Analyse III, S. 291.

t) Lehrbuch etc., S. 479.
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Fundamentalgleichung, deren realer Teil gröfser ist als der

der anderen, so dafs also das zu r= gehörige Integral

u
Ol

F{a,ß,y,a:)

bestehen bleibt. Das zweite Integral wird allgemein zu

reden einen Logarithmus enthalten, dieser kann aber auch

fehlen. Nehmen wir in (2)

so enthält der Nenner von c,, f\lr v^g den verschwindenden

Faktor r-\-g] dieser Faktor hebt sich aber weg, wenn a

oder ß gleich einer der Zahlen

1,2,...^

ist. Das Integral u^^ behält also für

l—y = — g, a,ß=l,2,...g

einen Sinn, wenn wir übereinkommen, in jedem Koeffizienten

der Reihe

F{a-y + l, ß-r+h 2-y, ^)

in Zähler und Nenner die verschwindenden Terme weg-
zulassen. Damit ist der Fall erledigt, wo für 1 — y = — g
auch das zweite Integral von Logarithmen frei ist.

Wir w^enden uns nun zur Aufstellung des zweiten In-

tegrals in dem Falle, wo g eine positive ganze Zahl oder
Null ist und keine der Gröfsen cf, ß mit einer der Zahlen

1, 2, ... ^ übereinstimmt.*)

Die Gröfse c,., wie sie durch die Gleichung (2) gegeben

ist, befriedigt die Rekursionsformel

(3) e,_,f^(r+ r-l) + e,.f,{r+ ^) = 0; ("=1,2,...)

wir nehmen vorläufig c^ willkürlich und r unbestimmt,
um dies hervortreten zu lassen, bezeichnen wir den Aus-
druck (2) statt durch c,. durch Cy (r), und setzen die mit

diesen Ausdrücken als Koeffizienten gebildete Reihe
CO

H Cv (r) ^»^ + ^' = t/ (^, r)

r=0

ganz formal in die linke Seite der Differentialgleichung ein:

*) Vergl. Frobenius, Grelles Journal Bd. 76, S. 216fr.;

Heffter, Einleitung etc., S. 227 ff.; Goursat, a. a. 0.
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v = r =

also ist, da zufolge der Gleichung (3) die Summe auf der

rechten Seite verschwindet:

(4) i>(i.(^,r))=-c,W^-/oW.

Wir wenden nun auf diese Identität ein ähnliches Ver-

fahren an, wie im Falle der C auchy sehen Differential-

gleichung in der Nr. 29 auf die Gleichung (34) (S. 112),

indem wir gleich bemerken, dafs die im folgenden rein

formal auszuführenden Differentiations- und Substitutions-

prozesse zu Ausdrücken führen werden, deren Konvergenz
aus unseren allgemeinen Sätzen a posteriori folgt.

Wir wählen das noch willkürliche c^ {r) in folgender

Weise *

, r. {r+l)(r+ 2.)...(r+ 2g)
»^ ^ {r+ a)...(r+ a+ g~l){r+ ß)....{r+ ß+g-l)

und setzen

V (.^ i^+ ^)"-ir+ a+ v-l){r+ ß)...{r+ ß+ v-l)
^'^^ {r+l)....{r+ v){r+ g+ l),..,{r+ g+ v)

'

('^-1,2,...)

dann ist offenbar

^^ + - W = yg + vir) c^ {r) = y, (r -{- g) (^ = 0, 1, 2, . .
.)

und folglich:

u (^, r) = c^ (r) x"- H y^ {f) x" -f U Cy if) x" + "

= c, (r) xr k y,{r) x^ -\-i: y,{r -\- g) ^- + - + ^.

Nun ist

/o W = r{:r—l)-^yr = r{r^ g\

die rechte Seite der Identität (4) enthält demnach, wenn
wir für Cq(?^) den fixierten Ausdruck einsetzen, den Faktor

^^~\-9Ti 6s verschwindet folglich für r=— ^ nicht nur
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diese rechte Seite selbst, sondern auch ihre partielle Ab-
leitung nach r, d. h. es ist rein formal

Nun ergiebt sich durch gliedweise Differentiation nach r

^ ^
' =. u (xy r) log a;-\-x''c^ (r) 2J y/ (r) x"

or r^o

-f- x- c/ (r) i: ^,(7-) .r- + x-i: y: (r+ ^) x^^9^
V= T =

wo die Accente Ableitungen nach r bedeuten. Für r= — g^
wofür zufolge der getroffenen Dispositionen alles endlich

bleibt, ist aber

u[x,—g) = ^c,{—g)x-^'r^ = ly, (0) x^ = F(a, ß, /, x),

setzen wir ferner

r=
SO folgt

[-^^^]_ _^
= P't ("' ß' Y,^) + P («- ß, r, ^) log «,

und dies ist die explicite Form des zweiten Integrals u^^.

Die Konvergenz der Eeihe F^ (or, /?, y^ x) ist nach den all-

gemeinen Erörterungen der Nr. 25 als gesichert anzusehen.

Die Koeffizienten von F^ (or, /?, y, x) lauten

:

< (— 9) =]im (r+ ^)
-

1 c^ (r)

_ r . ^y
\y-l)! {y-2)\

r/(0)==^(0)[| +^+ ...-^-^^ + }
/?+l '

' /?+ »-— 1 1 2

-1 1
... \ 1.

y / + ! 7 -[-'^— IJ
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Für g^=0 ist F^(a,ß,y,x) eine nach positiven ganzen

Potenzen von x fortschreitende Reihe.

Es erübrigt nunmehr noch der Fall, wo 1 — y eine

positive ganze Zahl

ist. Dieser Fall läfst sich auf den eben behandelten zurück-

führen, indem man in die Differentialgleichung

einsetzt., v ist dann eine Riemannsche P-Funktion von

der Form
1 00

v = P y—1 a+l—y
y— a~ß ß-\-l—y

und genügt folglich einer G aufs sehen Differentialgleichung,

worin an die Stelle von

a + l — y, ß+ l~y, 2 — y

getreten ist. Die Differenz der Wurzeln der zu .3: = ge-

hörigen determinierenden Fundamentalgleichung ist jetzt

y— 1 = — /i, also eine negative ganze Zahl. Wenden wir

die vorhin erlangten Resultate auf die Differentialgleichung

für V an und übertragen dieselben dann auf u, so er-

giebt sich:

Wenn a -\- 1 — y oder ß -{- 1 — y mit einer der Zahlen

1, 2, ... A, also a oder ß mit einer der Zahlen

1 — Ä, 2 — /i, ...

übereinstimmen, bleiben die beiden Integrale

Fia,ß,y,x), .v^-rFia + l-y, /?+!-/, 2 - y, ^)

bestehen, falls man übereinkommt, im Zähler und Nenner
jedes Koeffizienten von F{a,ß,y,x) die verschwindenden

Terme wegzulassen. In jedem anderen Falle bleibt das Integral

u,,=a^^-yF(a+l — y, ß+ 1 — y, 2—y, .x)

bestehen und an die Stelle von F{a,ß,y,x) tritt:

u,^=x^-y[F^{a-\-l-y, ß+l-y, 2-y, x)

_|_F(a + l — /, ß+\ — y, 2 — y, x) log 4



35. Kanonische Fundamentalsysteme für a?= 1, ar = oo. 137

Damit ist für ^ = das kanonische Fundamentalsystem
in jedem Falle aufgestellt, wir fassen die Resultate in dem
folgenden Schema zusammen:

1)1 — "/ weder Null noch eine ganze Zahl

:

2) 1 — y = — g^ g gleich Null oder einer positive»

ganzen Zahl,

a) eine der Gröfsen er, ß gleich einer der Zahlen

1,2,...^, ,^ >> ; die Reihen (I) behalten ihren

Sinn, wenn man die verschwindenden Terme in

Zähler und Nenner der Koeffizienten wegläfst.

b) a,ft:?^l,2,...^, ^^0,

^2 = ^1 («) ß^ y^ ^^0 + ^(«^ ft r^ A log X.

3) 1 — y= f^i ^i eine positive ganze Zahl,

a) eine der Gröfsen er, ß gleich einer der Zahlen

1 — Ä, 2 — A, . . . ; die Reihen (I) behalten ihren^

Sinn unter der für 2 a) getroffenen Festsetzung.

b) a,ß^l — h, 2 — /i, ...0

^F{a+ l-y,ß+\-y,2-y,x)\o^x\
u,^.=.x^-r F{a-\-l-y, ß+l-y, 2-y, x).

35. Kanonische Fundanientalsysteme für x=l, x=^ oc

Die Behandlung der singulären Punkte ^r = 1, .i- = 00

läfst sich in einfacher Weise auf die bereits erledigte des

Punktes x = zurückführen.

Setzen wir zunächst bei x =1
^==l—x

und führen in (1) § als neue unabhängige Variable ein, so-

erscheint u als Funktion von § als Riemann sehe P- Funktion

mit den singulären Stellen

|= 0(für^=l), g=l (für^=:0), g = 00 (für o; = oo>
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und den zugehörigen Exponenten

0,y— a + ß, 0, 1— y, a,ft

1 00

a ^

— a— ß 1—y ß

und gentigt folglich einer Gaufs sehen Differentialgleichung,

wo an Stelle von

«, ß, a + ß+l-r
treten. Wir erhalten folglich für § = oder x= l das

kanonische Fundamentalsystem Mj^, u^^^ wenn y — a— ß
weder Null noch eine ganze Zahl ist, in der Form

u^^=:F{a,ß,a-\-ß+^-yA—^\
u^^ = {l—ä^)y-"-^F{y— ß,Y— a,y— a— ß+l,l—x).

Die Modifikationen, die für den Fall, wo y — «— ß
Null oder eine ganze Zahl ist, eintreten, können aus dem für

^= aufgestellten Schema ebenso einfach abgelesen werden.

Bei x= co setzen wir

1

•dann wird u als Funktion von t eine Riemannsche P- Funktion
mit den singulären Punkten

.^=0 (für « = oo), ^=1 (für ^==1), ^= oo (für ^ ==0),

tmd den Exponenten

u==P

Diese Funktion genügt aber jetzt keiner Gaufs sehen

Differentialgleichung, da im allgemeinen keiner der beiden

zu ^= gehörigen Exponenten gleich Null ist. Um zu einer

Gaufs sehen Differentialgleichung zu gelangen, setzen wir

0,/-
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dann ist w eine Riemannsche P- Funktion

1 OD

w=F a t

ß— a y — of— ß 1 -\-

a

—
y

die einer Gaufs8chen Differentialgleichung genügt, worin

an Stelle von

cf, ! + «— >/, l-\-a~ß

treten. Wir haben folglich, wenn ß— a weder gleich Null

noch gleich einer ganzen Zahl ist, für t= das Fundamental-
system

^01 = ^ («> 1 + «— /. 1 + «— Ä il

w,, = iß-^F{ß,l+ß-y,l^ß-a,t)
und somit für die ursprüngliche Differentialgleichung das zu

j;=.Qo gehörige Fundamentalsystem

"-' = (7)" ?'(«> 1 + «- ^ 1 + « - Ä 7).

"-' =GT -^ 0' ^ +'*-''' ^ +**~
"' i)-

In ähnlicher Weise ergeben sich die Darstellungen in

den Ausnahmefällen, wo /^— a eine ganze Zahl oder Null ist.

36. Konvergenzbereiche der aufgestellten

Reihenentwickelungen.

Aus der allgemeinen Theorie (vergl. Nr. 30) folgt, dafs

jede Funktion, die der Differentialgleichung (1) gentigt, keine

anderen singulären Stellen besitzt wie 0, 1, 00. Das Integral

Moi ist überdies in der Umgebung von x= holomorph
(vorausgesetzt, dafs 1 — y keine positive ganze Zahl ist),

die für dieses Integral gefundene ßeihenentwickelung

F{a,ß,y,x)

konvergiert folglich innerhalb eines um .r = als Mittel-

punkt beschriebenen Kreises, der sich bis zum nächsten

singulären Punkte, d. h. bis zu x= 1, hin erstreckt.
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Die Gaufssche Reihe F{a,ß^y,x) ist also für

Werte von ^, deren absoluter Betrag kleiner ist als

Eins, konvergent.
Das läfst sich auch direkt aus der expliziten Form

der Koeffizienten erschliefsen. Nach Gleichung (2 a) (S. 131)

ist nämlich der Quotient des (v -{- l)ten Gliedes der Gaufs-
sehen Reihe durch das v-ie Glied gleich

{a + v){ß+ v) ^

{v+l){r + v)

Dieser Quotient nähert sich für ins Unendliche vs^achsendes

V bei vy^illkürlichen Werten der a, ß^ y dem Grenzvrerte x
;

nach dem C auchysehen Konvergenzkriterium ist die Reihe

daher konvergent wenn |^|<1, divergent vi^enn |^|>1.
Die Frage der Konvergenz der Gau fs sehen Reihe auf

der Peripherie des Konvergenzkreises hat Gaufs in der

ersten (von ihm selbst veröffentlichten) Abhandlung über diese

Reihe für reale Werte der «, ß^ y untersucht. Weierstrafs*)
hat die Gaufssche Methode auf den Fall komplexer Werte
der a, ß^ y ausgedehnt. Es ergiebt sich, dafs

F{a,ß,y,x)

für Werte von x^ deren absoluter Betrag gleich Eins ist,

ausgenommen den Punkt .^= 1, konvergent ist, falls der

reale Teil von y— a— ß gröfser ist als — 1 ; wenn der

reale Teil von y— a— ß positiv ist, so konvergiert die Reihe

auch noch für .^ = 1.

Wir gehen hier auf eine Wiedergabe der Gaufs-
Weierstrafs sehen Untersuchung nicht ein, bemerken nur

noch, dafs der erwähnte Satz auch als spezieller Fall aus

einem allgemeinen Satze folgt, den Herr Thome**) mit

Hülfe der Theorie der Fourier sehen Reihen abgeleitet hat

und der über die Konvergenz einer Potenzreihe, die einer

beliebigen linearen Differentialgleichung der Fuchs sehen

Klasse genügt, auf der Peripherie des Konvergenzkreises

entscheidet. Wir werden bei unseren folgenden Betrach-

tungen von diesen Sätzen keinen Gebrauch zu machen haben.

*) Grelles Journal, Bd. 51 (Werke I, S- 173).

**) Grelles Journal, Bd. 100, S. 167 ff.; vergl. auch Handbuck
Bd. I, S. 288 ff.
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Da für unbestimmte «, ft y (wo also keiner der

„Ausnahmefälle" eintritt) die fUr Uq^, u^^, u^^^ u^^^ u^^ auf-

gestellten Reihenentwickelungen sämtlich durch den Algorith-

mus der G aufs sehen Reihe gegeben werden, folgen nun un-

mittelbar die Konvergenzbezirke dieser Reihen. Will man
auch die Ausnahmefälle mit umfassen, so bedient man sich

am einfachsten der in der Nr. 30 dargelegten funktionen-

theoretischen Schlufsweise. Man erkennt unmittelbar, dafs

die im folgenden zusammengestellten Konvergenzbereiche

vorhanden sind:

%!•,
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Punkte ^ = 0, 1, oo durch kleine Kurven ausgeschlossen und

0, 1 mit 00 durch die beiden Querschnitte l^^^ l^ verbunden,

die wir z. B. so legen können, dafs /^ von nach — oo

längs der negativen realen Achse, l^ von 1 nach -f- oo läng»

der positiven realen Achse verläuft. In der so entstehenden

einfach zusammenhängenden Fläche 7' sind die durch ana-

lytische Fortsetzung der

innerhalb 7' entstehenden Funktionszweige eindeutig und
endlich, wir bezeichnen sie mit den selben Buchstaben wie

die iieihen, aus denen sie entsprungen sind, und wollen

ebenso unter F (a, /?, y^ x) nicht allein die für
|

^
|
<; 1 konver-

gierende Reihe, sondern auch den aus dieser Reihe durch

analytische Fortsetzung innerhalb T entspringenden und da-

selbst eindeutigen Funktionszweig verstehen. Die mehr-

deutigen Faktoren, die in der Darstellung der sechs kano-

nischen Integrale auftreten, fixieren wir durch die Fest-

setzung, dafs bei Fortsetzung innerhalb T

lim x^
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zuerst der Querschnitt Iq, dann der Querschnitt Z^, beide im

negativen Sinne überschritten werden, verwandelt w^^, u^^ in

e M„j, e t 1*002

,

bezeichnen wir also diese Substitution durch

_/e2«»« \

so ist (vergl. Nr. 30, Gleichung (42), S. 120)

(5) s^ = So-'sr\

Die inverse Substitution von aS«, läfst sich offenbar so

zusammensetzen

(6) S-'^S,S,„

wenden wir hier beiderseits die inverse Substitution S^^
von *S^ an, so ergiebt sich

(7) S^ = aSoo «So j

von dieser Darstellung von S^ werden wir sogleich Gebrauch

zu machen haben.

Wir schreiben die zwischen oo und einerseits, oo und

1 andererseits vermittelnden Übergangssubstitutionen
wie folgt:*)

= «0^01 + ^0^^02 7
= «i^'ii + ^"i2r
= «1 ^11 + ^1 ^12-

(8)
("-=«0-01
Uo=2 = ^0 -Ol +^0-(

Wenn dann ^ den Querschnitt /, einmal im positiven

Sinne tiberschreitet, so verwandeln sich ?^ii,w^2 ^^

also ^051, ^«002 i^

"iD ^ ' ' -12J

Nach Gleichung (7) ist diese einmalige Überschreitung

von /j im positiven Sinne gleichwertig einem Wege, der

erst einen Umgang um .x* = oo im negativen Sinne vollzieht

und dann l^ ebenfalls im negativen Sinne durchquert. Bei

*) Vergl. für das folgende: Riemann, Werke (IL Aufl.) S. 78ff.;

Picard, Traitö III, S. 297 ff.
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«dem Umgänge um ä? = oo im negativen Sinne multiplizieren

«ich Wqoi? ^»2 bezieliungsweise mit

ß — 27tia ß — 2niS

bei Durchquerung von l^ im negativen Sinne multiplizieren

sich ferner m^j^, u^^ beziehungsweise mit

durch Anwendung der ersten der Übergangssubstitutionen (8)

erhalten wir folglich die Werte, in welche u^^^ u^^ auf

dem geschilderten Wege übergeführt werden in der Form

/«-'"•" K «Ol + *o
«'"•'««2),

Diese müssen aber mit den Werten (9) übereinstimmen,
wir haben also die Gleichungen

(11) «j U^^ +6^ g27rt(y-a-/9)^^^

(12) C^Wii + bi e2^»(>'-«-/^)w,2

denen wir noch die aus (8) folgenden Gleichungen

(13) «1^11 +^i^«i2 =S ^01 +^0^02?

(14) q W^i + \ ^12 = ^0 ^01 + ^0 ^02

an die Seite stellen. Eliminieren wir zwischen den
<Tleichungen (11), (13) einerseits und (12), (14) andererseits

erst Wjj, dann u^^ und vergleichen die so sich ergebenden
Ausdrücke jeder dieser beiden Gröfsen miteinander, so er-

halten wir

+ ^02 [^0 \ (6-^-(^-«)- 1) - \ h (,2.»(y-^)_
1)],

= u^^ [a^ c^ (e-2^*(} -/?)_ 1) _ c^ a^ (e-2^t(y-«)_ i)j

+ ^02 [^0 ^1 {e^-'^-l)-\ a^ (.2--«- 1)].

Dies sind homogene lineare Relationen mit konstanten

Koeffizienten zwischen w^^^, u^^^ da aber ^^1,^^02 ^^^ Funda-
mentalsystem konstitutieren, sind solche Relationen nur

möglich, wenn die einzelnen Koeffizienten verschwinden.
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Wir erhalten also vier Gleichungen, die wir mit Rücksicht

darauf, dafs

u. s. w. ist, in der Form schreiben können:

«y 6, e-^*^ »in 7t ß a^ e-''»/*sin(y— d)fc

^ *^^ ~CQ~^e-''*"sm7ta ~"
c^ e-^^^siniy— ß)7t^

(16) ^= b^ e-'^^^siniy— ß)7t a^ e-"^*^ smrc

ß

Ö^ e-«»«sin(;/— a)7t c^ e-''»" sin^r a
*

Nun ist (vergl. Nr. 80, Gleichung (39), S. 119)

und da, wenn wir
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Aj, ^2 ^^^ bekannten Gröfsen ab. Nun ist aber z. B. ver-

möge der Gleichung (15)

j
. ' sin (/— a) TT . sin TT a

* ^ sin (y— ß) 7t , sin 7c ß
^

es handelt sich also nur noch um die Bestimmung der

Gröfse Aj.

Zu diesem Ende setzen wir in der zweiten der Über-
gangssubstitutionen (8) für X den Wert 1 ein. Dann ist

lim u^^ = 1,
x= 1

und wenn wir voraussetzen, dafs der reale Teil des Ex-
ponenten y T— «

—

'ß positiv ist,

lim M, 2 = ;

femer ist

lim ii^^=F{a, a— ;/ -f 1, a— ß+ 1, 1\

limu^^ = F{ß, ß-yJf-l, ß-a+1, 1),
X= 1

bezeichnen wir also den Wert, den der durch die Gaufssche
Reihe F{a^ ß^y^x) determinierte, innerhalb T eindeutige

Funktionszweig im Punkte ^=1 annimmt,*) mit

so folgt durch Einsetzen von ^= 1 in die gedachte Über-
gangssubstitution

«!=/(«, «-r-l-1, a-/?+l), .

c,=f{ß, /9-r+l, /?-« + !),

wodurch also l^ auf die Funktion / (a, ft y) zurückgeführt

ist. Mit dieser Funktion hat sich Gaufs (a. a. 0.) be-

schäftigt und gezeigt, dafs sie sich durch die sogenannten

Eni er sehen Integrale ausdrücken läfst; wir kommen auf

diese Darstellung nachher zurück. Sehen wir jene Funktion

vorläufig als bekannt an, so ist also \ bekannt, und somit

auch die Fundamentalsubstitution S^ bekannt.

Durch S^ und S^ läfst sich aber die Fundamental-

') Vergl. z. B. Thom6, Grelles Journal Bd. 87.
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Substitution S^ sofort darstellen, es folgt nämlich aus (6),

indem wir beiderseits die Substitution S-^ anwenden,

*5() = S^ Sco '

Damit ist das Integrationsproblem für die G aufs sehe

Differentialgleichung im Falle unbestimmter a, ß, y als

gelöst anzusehen.*) Genauer gesprochen ist es auf die

Bestimmung von / (a, ß^ y) zurückgeführt.

38. Multiplikator. Adjungierte Differentialgleichung.

Identität von Lagrange.

Die Bestimmung von / (a, /i?, }^) gelingt am einfachsten,

wenn man sich einer Darstellung der Lösungen der Gaufs-
schen Differentialgleichung durch ein bestimmtes Integral

bedient, die zuerst von Euler angegeben worden ist. Um
zu dieser Darstellung zu gelangen, müssen wir einige Be-

trachtungen vorausschicken, die sich auf beliebige lineare

Differentialgleichungen beziehen und die auch für andere

Fragen von Wichtigkeit sind.

Wir nehmen die Differentialgleichung in der Form

(I) p.(u)=piS-+,4^+.«=o,

der Charakteristik, die die linke Seite dieser Gleichung

bezeichnet, haben wir den Index x angehängt, um die un-

abhängige Variable der Differentialgleichung auch hervor-

treten zu lassen.

Lagrange hat**) zuerst die Frage behandelt, wie man
eine Funktion v von x bestimmen kann, mit der die linke

Seite Px (?0 der Differentialgleichung (I) multipliziert, die

Ableitung eines homogenen linearen Differentialausdrucks

erster Ordnung wird, also

(11) „P.(„)=-;L(„(.)i^+^ (..)„).

) Betreff anderer Formeln und der einschlägigen Litteratur

werde auf Bd. I des Handbuches verwiesen.
**j Miscell. Taurin. III, S. 179; vergl. für das folgende: Fuchs,

Grelles Journal Bd. 76; Frobenius, ebenda, Bd. 76, 77, 80, 85;
auch Handbuch I, S. 53, wo weitere Litteraturangaben zu finden sind.

10*
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Die Wichtigkeit einer solchen Funktion, die man einen

Multiplikator von (I) nennt, liegt auf der Hand. Denn
ist ein solcher Multiplikator gefunden, so können wir an
Stelle von (I) die Differentialgleichung

oder integriert

d u
a (x) — 1- 8 (x) u = const

ax ' ' ^ ^

betrachten; diese letztere Gleichung ist aber, wie in der
Nr. 15 gezeigt wurde, stets durch Quadraturen zu integrieren.

Die Kenntnis eines Multiplikators ermöglicht also
die Integration der Differentialgleichung (I) durch
Quadraturen.

Um V zu bestimmen, integrieren wir die Gleichung (II)

nach X,

fv Fx{u)dx= a (x) — 1- ß (x) w,
d X

und untersuchen nun das linkerhand stehende Integral

jv P^{u)dx= jv (p u" -\- q u' -\- r u) d x

unter der Annahme, dafs v und u beliebige Funktionen
von X sind. (Die Accente bedeuten Ableitungen nach x.)

Bedeutet w eine Funktion von x^ so folgt durch zwei-

malige Anwendung der partiellen Integration

jw u" d X= w u' — fu' w' dx =^iv u' — lo' u -\- fu iv" d x.

Wenden wir diese Formel und die partielle Integration

auf das obige Integral an, so wird

jv Px (u) d X= j{vp) u" d X -\- [{v q)u' d X -\- f{v r) u d x

=^p (vu' — u v') -\- u V {q— p')

Der auf der rechten Seite unter dem Integralzeichen

auftretende Klammerausdruck ist ein homogener linearer

Differentialausdruck zweiter Ordnung für v, dessen Koeffi-

zienten sich in einfacher Weise aus den Koeffizienten von
Px{u) bilden lassen; wir setzen
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tmd

p{vu*— u v') -\-{q— p') uv = P^ (m, r),

dann lautet die obige Gleichung

Jv Px (w) d X= Px{uy v) —juPx {v) d Xj

oder differentiiert

vPx(u)— uPx{v) = -^Px{u,v),
d X

diese Gleichung nennt man die Identität von Lagrange.
Der Ausdruck P^ (w, v) ist in Bezug auf u ein homogener

linearer Differentialausdruck erster Ordnung; v wird also

ein Multiplikator von (I) sein, wenn

Px(t') =
ist. Dies ist eine homogene lineare Differentialgleichung

zweiter Ordnung für f, die man nach Herrn Fuchs die

adjungierte von (I) nennt. Auch heifst Px{v) der dem
Differentialausdrucke Px (?0 adjungierte, und P^ (m, v),

w^elches sowohl in Bezug auf u als auch in Bezug auf v

homogen linear und von der ersten Ordnung ist, wird der

begleitende bilineare Differentialausdruck genannt
(Frobenius).

Also ist V ein Multiplikator von (I)

wenn v eine Lösung der adjungierten Differentialgleichung

ist; umgekehrt zeigt die Lagrangesche Identität sofort,

dafs u ein Multiplikator von

ist, wenn u der Differentialgleichung (I) genügt Die Be-

ziehung zwischen einer Differentialgleichung und ihrer ad-

jungierten ist also eine gegenseitige, was ja übrigens schon

aus der Symmetrie der Lagrangeschen Identität erhellt.

Das vorstehende genügt für die Zwecke, die wir augen-

blicklich verfolgen, an späterer Stelle kommen wir auf diese

Betrachtungen noch einmal zurück.
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39. Integration der Gau fs sehenDiiferentialgleichung

durch bestimmte Integrale. Vertauschung von Para-

meter und Argument. Eni ersehe Transformierte.

Wie bereits bemerkt, hat Euler*) die Lösungen einer

G aufs sehen Differentialgleichung in Form von bestimmten

Integralen dargestellt, die zwischen konstanten Grenzen er-

streckt die unabhängige Variable .i' als Parameter enthalten.

Wenn wir diese Darstellung im Gebiete der komplexen
Variabein verwerten wollen, so müssen wir ein solches

Integral statt zwischen festen Grenzen längs einer ge-

schlossenen Kurve erstrecken; dann haben die hier in Be-

tracht kommenden Integrale die Gestalt:

lw{z){z— x)^-^dz,
L

WO w (z) eine geeignet zu wählende Funktion von z, § eine

Konstante, L einen geeignet gewählten geschlossenen Weg
in der 0- Ebene bedeutet.

Diese Art von Integralen bietet eine in die Augen
fallende Analogie mit denjenigen dar, durch welche man
in der Potentialtheorie Lösungen der sogenannten Laplace-
schen partiellen Differentialgleichung

darzustellen pflegt. Hat man z. B. eine über einen gewissen

Raum C verteilte Masse, welche nach dem Newton sehen

Gesetze auf einen aufserhalb dieses Raumes gelegenen

Massenpunkt mit der Masse 1 und den Koordinaten ^, ?y, f
wirkt, so wird das Potential jener Masse auf diesen Punkt
durch das Integral

2ü (.1', y.z) ,77— .. , , ,
\4-7—. ^r^i- dx dy dz

\C)'

*) Institutiones calciili integralis II (1827), S. 230 ff.; vergl. für
das folgende: Handbuch II, 1, XII. Abschnitt, wo auch die ein-

schlägige Litteratur zusammengestellt ist.
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dargestellt, wo dann w(^v^y^z) die Dichtigkeit der Masse
im Punkte G^*, ?/, ^) des Raumes C bedeutet. Wir haben also

auch hier eine Funktion w des Ortes, auf den sich die Inte-

gration bezieht, multipliziert mit einer Potenz (der (— l)ten)

des Abstandes jenes Ortes von dem „Aufpunkte" (^, ?^, f),

genau so wie in dem oben angegebenen Integrale. Wir
werden darum auch in dem letzteren die Funktion w {z\ die

Dichtigkeitsfunktion nennen und jetzt die Aufgabe be-

hehandeln, diese Funktion und den Integrationsweg L so zu

bestimmen, dafs jenes Integral der G aufs sehen Differential-

gleichung Genüge leistet.

Wir bezeichnen die linke Seite derG a u fs sehen Differential-

gleichung mit

und setzen nun hierin

(17) u=zjw{z){z — a'Y^-^dz.
L

Die Funktion ic{z) und der Integrationsweg L mögen
so beschaffen sein, dafs Differentiationen von u nach ./' unter

dem Integralzeichen vollzogen werden können. Dann ist also

(18) D^{jw{z){z~^xy—^dz)
L

=jw{z)D^{(z— xY^-^)dz.
L

Wir formen zunächst den Ausdruck

D^{{z-x)i-^)= x{i — x)(^— l){^— 2){z— x)^-^

—
[r
— {a-\-ß+l)x\[^-\){z— xy—^-aß{z— xY-^

um, indem wir seine von x abhängigen Koeffizienten nach
Potenzen von z— x entwickeln. Es ist:

x{l— x)=z{\— z)— {l — 2z){z— x)-~\z— xY,

y-(a+ /?+ l) ..= /-(«+ /?+ l)e+ (a+ /9+l)(z-^);

dies eingesetzt und nach Potenzen von [z— x) geordnet giebt

+ (?-l)(z-.r)l-2[-(|-2)(l-2^)-;^ + (a+ /y+l).-]

+ (^_;,),'-.[_(^_l)(c_2)_(§_l)(„+,3+l)_„jJ].
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Nun ist:

dz''

setzen wir also

d'^v
(19) A,(t;)=-^(1-^)^^

+ [-g-2)(l-2.)->^+ (a+ /5+l)^]^

-[g-l)g-2)+g- !)(«+ /?+ 1)4-«/?] t;,

so besteht die identische Gleichung

(20) D,{{z— x)^-^)= {L,{z— xy^-^).

Der Ausdruck A^(v) ist selbst ein homogener linearer

DiiFerentialausdruck zweiter Ordnung für v als Funktion von
z mit in z rationalen Koeffizienten, die Differentialgleichung

(21) A,(i;)=
ist zwar keine G aufs sehe, aber sie gehört zur Fuchs sehen

Klasse und ihre singulären Punkte sind 0, 1, oo. Die Identi-

tät (20) nennt man den Satz von der Vertauschung des
Parameters mit dem Argument, auf der linken Seite

ist nämlich z der Parameter und x das Argument, auf der

rechten Seite dagegen x der Parameter und z das Argument.
Nach Anwendung des Vertauschungssatzes auf die rechte

Seite der Gleichung (18) lautet diese:

(22) D^{jw{z){z— xy^-^dz)
L

=jw{z)äg{{z— .2?)
^^ - 1) dz,

L

und nun liegt es nahe, zur Umformung der rechten Seite

die Lagrangesche Identität heranzuziehen.

Bezeichnen wir mit ^z{w) den adjungierten Differential-

ausdruck von Aa (y) und mit A^ (t?, w) den begleitenden

bilinearen Ausdruck, so ist

w A^ (v)— vL, {w)= —— A^ (v, w).
dz
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Nehmen wir hierin

V ^= {z— .t)^~'^j

80 können wir (22) in der Form schreiben

fdL.{{z-xy^-\w) ^^

J
^^

L

Wir wollen das Integral (17) so einrichten, dafs das-

selbe der G aufs sehen Differentialgleichung

genügt; wir werden also w{z) so wählen, dafs

(23) Ä,(»^)=-0,

und L so, dafs

(24) /i?M£=f)ilV^rf.=fdb..{{z—x)i-\

J
''

L

sei. Die Gleichung (23) ist eine homogene lineare Differential-

gleichung zweiter Ordnung für w, u. z. die adjungierte von

(21); um (24) zu erfüllen, mufs L so gewählt werden, dafs

der Ausdruck

cp{z) = ä,{(z~.vy^-\^v)

auf dem Wege L fortgesetzt zu seinem Ausgangswerte

zurückkehrt.

Die Gleichung (23), die die Dichtigkeitsfunktion w{z)

bestimmt, nennt man die Eulersche Transformierte der

Gau fs sehen Differentialgleichung.

40. Bestimmung der Dichtigkeitsfunktion und des

Integrationsweges.

Um die Dichtigkeitsfunktion w (z) in möglichst einfacher

Weise erhalten zu können, disponieren wir über die Konstante ^
derart, dafs in der Differentialgleichung (21) der Koeffizient
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von V verschwindet. Wir erhalten nach (19) durch diese

Forderung für '§ die Gleichung

g-l)g-2+ «+ /?+!) + «/J--0,

deren Lösungen
l-a, 1-ß

sind. Da a, ß in der G aufs sehen Differentialgleichung ganz
symmetrisch auftreten, ist es gleichgültig, welche dieser beiden

Lösungen wir wählen, sei

Dann lautet der Ausdruck (19)

und nach den Formeln der Nr. 38 ergeben sich für den
adjungierten und den begleitenden bilinearen Differential-

ausdruck die Werte

~iß— a + l)w,

und

-]- [of— ^-[-{ß— a-\-V)z\vw.

Die linke Seite tiz{io) der Eul er sehen Transformierten

ist jetzt ein vollständiger Differentialquotient; da es uns nur

auf eine partikulare Lösung ankommt, wählen wir die nach
der ersten Integration auftretende willkürliche Konstante

gleich Null, bestimmen also w{z) aus der Gleichung

^(i-^)4^-[«-r+(/^-«+i)^]^^-o,

woraus sich

. ^ log w? «— 7-\-{ß— ci-{-V)z

:; dz z{\ Z)
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und weiter
/•«-y4-(/g--«-f 1)^ j^

ergiebt. Das im Exponenten auftretende Integral läfst sich

nach elementaren Regeln ausführen:

-j- log const.,

wählen wir die Integrationskonstante gleich Eins, so ist also

die Dichtigkeitsfunktion.

Für die Funktion (p{z)^ deren wir zur Fixierung des

Integrationsweges L bedürfen, ergiebt sich nach Einsetzen

der Werte von | und ic durch einfache Rechnung:

=:iaz"-y^^{z— \)y~^(z— .2?)-"-! = cp{z\

endlich nimmt das Integral (17) selbst die Form an

21 = lz''-y{z—iy-^-'^{z— .r)-''dz.

L

Wir wenden uns nun zur Bestimmung des Integrations-

weges L.

Schliefsen wir aus der ,2:-Ebene die Punkte

2= 0, 1, .r, 00

durch unendlich kleine Kurven aus und legen von 0, 1, .r aus

nach dem Unendlichen hin die Querschnitte /,), l^, l, so ist

in der so entstehenden einfach zusammenhängenden Fläche

T sowohl cp (z) als auch die unter dem Integralzeichen

stehende Funktion

ip{z) = z''-y{z— l)y-^-^{z— .r)-«

eindeutig und endlich. Der Integrationsweg L ist so zu

wählen, dafs längs desselben fortgesetzt fp(z) zu seinem

Ausgangswerte zurückkehrt, dies würde jedenfalls erfolgen,
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wenn wir L als einen ganz innerhalb T verlaufenden ge-

schlossenen Weg annähmen; dann würde aber

jxp{z)dz=^0
L

sein, so dafs ein solcher Weg unbrauchbar ist

Wir verfahren daher folgendermafsen. Sei 2= ^ ein

beliebiger von

0, 1, X^ 00

verschiedener Punkt der -s-Ebene; wir gehen von z^=^'C, aus

innerhalb T bis dicht an einen der Punkte 0, 1, ^, oo

heran, umkreisen dann den betreffenden Punkt im positiven

Sinne (entgegengesetzt der Richtung eines in dem Punkte
befestigt gedachten Uhrzeigers) und kehren wieder innerhalb

T (etwa auf demselben Wege, auf dem wir gekommen waren)
nach f zurück. Einen solchen Weg nennt man eine von ^
aus nach dem betreffenden der Punkte 0, 1, .2?, 00 hin ge-

legte Schleife (lacet).*) Wir bezeichnen diese Schleifen

der Reihe nach durch

und wenn sie im entgegengesetzten Sinne durchlaufen werden
durch

dann überschreitet also «o den Querschnitt /o, «i den Quer-

schnitt /i, Sa; den Querschnitt l im positiven Sinne, während
s^ die drei Querschnitte k^ /i, l in einer von der Lage des

Punktes x abhängenden Reihenfolge nach einander im nega-

tiven Sinne durchquert.

Längs So fortgesetzt multipliziert sich cp (z) sowohl wie
ip [z] mit dem Faktor

ß2ni (« — y)

längs Si fortgesetzt multipliziert sich jede dieser beiden

Funktionen mit

längs s, fortgesetzt mit

*) Der Leser wird gut thun, die hier geschilderten Konstruktionen
an einer Figur zu verfolgen.
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endlich längs s^ fortgesetzt, da z. B. in der Umgebung von
Z= CO

„.=.(±y.(,-±)'-'0-i)--

ist, mit

Beschreiben wir nnn z. B. erst ,% dann
.«?i,

dann So~ ^

,

dann s~\ so kehrt auf diesem Wege

(0, 1) = 5o si «7^ «r*

fortgesetzt cp{z) zu seinem Ausgangswerte zurück, da es

nacheinander die Faktoren

g27ti(a-Y) ß2ni(y-{i)^ g-27t»(a-y)^ ^_27r«(y-.^)

angenommen hat, dieser Weg liefert also im allgemeinen

einen brauchbaren Integrationsweg L.

Gleichermafsen stellt*) allgemein gesprochen

ihk) = 8iSj,sr^ s^^ (i,fc = 0,1,x,oo; iz^k)

einen brauchbaren Integrationsweg dar, man nennt einen

solchen Weg eine um die Punkte i, k herum gelegte Doppel-
schleife; es giebt deren offenbar

4.3

von einander verschiedene, und indem wir für L der Reihe

nach diese sechs Doppelschleifen wählen, erhalten wir sechs

Integrale der G aufs sehen Differentialgleichung. Wir werden
sehen, dafs diese sechs Integrale, abgesehen von konstanten

Faktoren, mit

tibereinstimmen.

*) Pochhammer, Mathematische Annalen Bd. 35.
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41. Darstellung der Gaufs sehen Reihe F(^a,ß,y,x)

durch ein bestimmtes Integral.

Wir nehmen zuvörderst das über die Doppelschleife

(1, 00 ) erstreckte Integral

=fz"-y{z—l)y-ß-'z-''(l — — ) "dz.
(1,00) \ Z /

Führen wir durch die Gleichungen

0===—, dz= —^dt,

t als neue Integrationsvariable ein, so entspricht der Doppel-
schleife (1, 00 ) der 0-Ebene, die um die Punkte 1, der

i- Ebene gelegte Doppelschleife (1, 0), wir erhalten also

(1,0)

Indem wir die Doppelschleife (1, 0) möglichst enge an
die Punkte 0, 1 heranziehen und überdies ^ dem absoluten

Betrage nach hinreichend klein nehmen, können wir er-

reichen, dafs längs des ganzen Integrationsweges

sei. Dann ist aber nach dem binomischen Lehrsatz:

1 .

^

k=o

ö„ = l, ^^^ «(« + l)-.^-(«+ ^-l)
,

(fc= l,2,3...)

und dies in das Integral eingesetzt ergiebt, indem man
gliedweise integriert,

fe= (1,0)

Wir sehen also , dafs Wj in der Umgebung von x =
holomorph ist. Daraus folgt schon a priori, dafs sich
u^ von Wqj nur durch einen konstanten Faktor unter-
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scheiden kann. Denn jedenfalls ist (für unbestimmte a, /?, y)

u^ in der Form

darstellbar, wo c,, c^ Konstanten bedeuten; nun ist in der

Umgebung u^ sowohl wie r^^, holomorph, %^ dagegen wegen
des Faktors d-^-y mehrdeutig; folglich mufs c^ gleich Null

sein, und es ist

(25) u^ = c,u^,.

Um c^ zu bestimmen, setzen wir ^= 0, dann ist

lim w, = — ftß-^{i — t)y-^-''dt,
x = (1, 0)

lim Moi = 1,
x=

wir finden also:

(26) c^ = —ft[^-i(l — t)y-ß-'dt
,

(1,0)

Betrachten wir allgemein ein Integral von der Form

(27) ftP-'{l — t)^-'dt,
(1,0)

wo p, q beliebige Konstante bedeuten. Wir können uns die

Doppelschleife (1, 0) ganz dicht an das die Punkte t=^0 und
t=l verbindende Stück der realen i-Achse herangezogen

denken, dann besteht diese Doppelschleife, wenn wir den Aus-

gangspunkt derselben dicht beim Punkte t= nehmen, aus

folgenden Teilen. Dem geradlinigen Wege von nach 1,

einer kleinen, den Punkt 1 im positiven Sinne umschliefsen-

den Kurve C^, dem geradlinigen Wege von 1 nach 0, einer

kleinen, den Punkt im positiven Sinne umschliefsenden

Kurve C^, abermals dem geradlinigen Wege von nach 1,

der im entgegengesetzten Sinne durchlaufenen Kurve Cj,

dem geradlinigen Wege von 1 nach zurück und endlich

der im entgegengesetzten Sinne durchlaufenen Kurve C^.

Die Bildung des geradlinigen Integrals von nach 1

stöfst auf Schwierigkeiten, wenn das Integral

für t= oder t= 1 unendlich wird. Um dies zu ver-

meiden, müssen wir voraussetzen, dafs die realen
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Teile von p und q wesentlich positiv seien, dann
wird nämlich die zu integrierende Funktion selbst für

i = 0, i= 1 von niedrigerer als der erster Ordnung un-

endlich, das Integral selbst bleibt folglich endlich. Dann
nähern sich aber auch die über die Kurven 0^, C^^ er-

streckten Integrale der Null, wenn wir die Dimensionen
dieser Kurven ins Unendliche abnehmen lassen ; wählen wir

z. B. Cq als Kreis mit dem Radius /•, so ist, wenn

gesetzt wird
271

(Co)

also in der That, da der reale Teil von p positiv ist, ftlr

unendlich kleines r:

27*

lim ftP-''^{l— ty-^ dt= ]imrPfeP'P*{l~ reV*y-Hdg)= 0.

Wir haben also, mit Rücksicht auf die multiplikativen

Faktoren die zu

?5P
-

1 (1 — Q? -

1

beim Durchlaufen der Kurven C^, Cq im positiven be-

ziehungsweise negativen Sinne hinzutreten:

1

ftP-'{l-ty-^dt^ftP-^{l-ty-'^dt-{-e^''*iftP-^{l-t)i-^dt
(XO) 1

1

1

Man setzt gewöhnlich

1

ltP-'{l — ty-'dt=:B{p, q)

und nennt diesen Ausdruck ein Eulersches Integral
erster Gattung oder eine Betafunktion. Durch diese
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Gleichung ist also die Betafunktion definiert, wenn die

realen Teile von />, q wesentlich positiv sind; ist diese Be-

dingung nicht erfüllt, so definieren wir die Betafunktion

durch die Gleichung

(I_e2.r»i,)(l_g2;r»2) ß ^^^ ^) ^ | ^
- 1 (1 _ ^)3

- 1 ^^^

(1,0)

Mit Hülfe dieser Bezeichnung lautet die Gleichung (26) jetzt

Cj =— (1 — e'^^t^ (1 — e'^^»(>'-i')) B{ß,y— ß),

und wenn wir nun unter

die aus der Gaufs sehen Reihe jF'(a, ft y, x) durch analytische

Fortsetzung entspringende monogene Funktion verstehen, so

ist nach (25)

(1.0)

^ (1 _ e^ni^) (1 _ e2ni{Y-ß)) B {ß, y — ß) F {a, ß, y, .x).

Damit ist also für das Integral F{a,ß^y,x) der Gaufs-
schen Differentialgleichung eine für alle endlichen Werte

von X (mit Ausnahme von und 1) gültige einheitliche

Darstellung gefunden.

Wenn die realen Teile von ß und / — ß wesent-
lich positiv sind, kann man das u^ definierende, über die

Doppelschleife (1, 0) erstreckte Integral in ähnlicher Weise

umformen, wie wir es mit dem Integrale (27) gethan haben.

Es ergiebt sich

j ifi- ' {l — t)Y-^ -"^ {\ — xt)-" dt
(1,0)

= (1_ e'^niß) (1_ ^2niiY-ß))jt!i-l (1_ QJ'-.^- 1 {l—xt)~"dt,

und folglich haben wir unter der angegebenen Voraussetzung

(B) f^-^{l-ty-^-'{l-xt)—dt=Biß,y-ß)Fia,ß,y,x);

dies ist die von Eni er gegebene Darstellung der Funktion

F{a,ß,yjx) durch ein bestimmtes Integral.

Setzen wir in dieser Gleichung an die Stelle von

(1 — xt)-" die bereits oben aufgestellte Reihe

Schlesinger, DifTerentialgleichnngen. 11
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^ »(« + i)...(«+fc-i) ^^
fc= o 1 . 2 . . .^

'

die jetzt, da t zwischen und 1 liegt, für
| .«

|
< 1 kon-

vergiert, so folgt:

(28) 2 «("+;)---(«+ ^-l) ^/^+.-i(l-Qr-^-.dt
k= o 1 . Z . . . A;

Beachten wir nun, dafs

1

jt^^^-^{l — t)y-?-^dt= B{ß-^^k, y— ß)

ist, und vergleichen wir, indem wir für F (a, /?, y, x) die

G aufs sehe Reihe gesetzt denken, in (28) beiderseits die

Koeffizienten gleich hoher Potenzen von ^, so ergiebt sich:

T^(R-L1.. ,.
ß{ß+l) ...{ß + k-l)

oder indem wir ß= Pj y— ß= ^ setzen

:

(fe = l,2,3,...)

dies ist eine oft gebrauchte Eigenschaft der Betafunktion-

Setzen wir noch |) = 1 , so ist

wir haben also die interessante Gleichung:

Bik+i,,)^
,(,+i)'.':.'ö+^)-

Mit Hülfe der Gleichung (B) können wir jetzt auch den

Wert von F{a^ß^y^x) für x = \ durch Betafunktionen dar-

stellen ; setzen wir nämlich x =\^ so ist, vorausgesetzt dafs

die realen Teile von ß und y— a— ß wesentlich positiv sind,

{l-t)y-'^-ß-^dt==B{ß,y-ß)f{a,ß,y)

B (1, q)=\{\ — tyi-^dt^ —

,

r'
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oder indem wir das Integral auf der linken Seite durch

die betreffende Betafunktion ersetzen:

B(ß,Y-ß) '

dies ist die in der Nr. 37 (S. 146) erwähnte Darstellung.

Aus funktionentheoretischen Gründen erhellt, dafs die Gültig-

keit dieser Gleichung von der gemachten Voraussetzung

über ß und y— a — ß unabhängig ist.

42. Darstellung des zweiten zu oc = gehörigen
kanonischen Integrals. Differentialgleichung für

die Periodicitätsmoduln des elliptischen Integrals

erster Gattung.

Wir betrachten nun das über die Doppelschleife (0, x)

erstreckte Integral

/2«->'(l —z)y-?-^{x— z)-" dz.
(0,x)

Unter der Voraussetzung, dafs die realen Teile von a— y+ 1

und 1 — a wesentlich positiv sind, formen wir dieses Integral

gleich in ähnlicher Weise um, wie oben das Integral (27)

umgeformt wurde, indem wir die Doppelschleife (0, x) dicht

an die geradlinige Verbindungslinie von mit x heran-

ziehen. Es ergiebt sich so

fz"-Y{l—z)Y-ß--i- (a; — z)-"dz
(0,x)

X

= — {l—e^'''("'Y))(l—e-2^ia)lz"-Y{l-z)y-(i-^{a;-z)-"dz.

Wenn
|

.2;
|
<^ 1, so ist innerhalb der Grenzen der Integration

auch |2;| <; 1, wir können also nach dem binomischen Lehr-

satz entwickeln:

(1 _ ,y-,- . ^ i^(_ 1).
ir-ß-m-ß-2) ir-ß-k)^,^

fc— 1 . ^ . . . . Ä

Dies in das Integral auf der rechten Seite eingesetzt und
gliedweise integriert, giebt:

11*
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X

X

k= l.2...k

In dem unter dem Summenzeichen auftretenden Integrale

setzen wir

z^=xt^ dz = xdtj

dann wird

I
y+ft

(^— 2)-« dz= fx^'-y-^^'
<«-y+fc (^— xt)-"xdt^

= x^-y+^B(a— y+l + k, 1 — ß),

oder indem wir die in der vorigen Nummer entwickelte

Gleichung für B {p-{-kj q) benutzen

X

fz"-y+^{x--z)-" dz

{2-r)(,2-y+l)...{2-y+k-l)
" ^^" ^^''^ ">

Wir finden also mit Rücksicht auf die Form der Koeffizienten

der Gaufsschen Reihe

X

fz''-y{l—z)y-ß-^{x— z)-" dz

= B{a-y+l,l-a)x^-yF{a~-y+ l,ß-y+l,2-y,x)

und diese, zunächst für
|

^
|
< 1 abgeleitete Gleichung, bleibt

natürlich für alle c^-Werte bestehen. Wir haben also auf

diese Weise auch für u^c, eine allenthalben gültige Dar-
stellung durch ein bestimmtes Integral.

In ähnlicher Weise kann man die Identität der übrigen

Doppelschleifenintegrale mit den Elementen der zu x=lj
x= Qo gehörigen kanonischen Fundamentalsysteme nach-

weisen. Wir gehen hierauf nicht weiter ein, bemerken aber^

dafs die Darstellung der Lösungen der Gaufsschen
Differentialgleichung in der Form von bestimmten Integralen

sehr geeignet ist, zur Aufstellung der diesen Lösungen ent-
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sprechenden Fnndanientalsubstitutionen. Dieselbe Methode,

durch welche wir hier die Integration der G aufs sehen
Differentialgleichung durch bestimmte Integrale geleistet

haben, bleibt auch für eine beliebige lineare homogene
Differentialgleichung mit rationalen Koeffizienten anwendbar.
Wir verweisen in Bezug auf diese Fragen auf Band II, 1

des Handbuchs, wo auch die einschlägige Litteratur zu

finden ist.

Nur noch eines interessanten Spezialfalles wollen wir

Erwähnung thun, des Falles nämlich, wo

Hier ist 1— /= 0, das zweite zu ^= gehörige kanonische

Integral wird also einen Logarithmus enthalten. Das
Integral (17) (S. 151) lautet jetzt

jz-i {z—l)~i {z— a;)~i dz=:
JVziz-

dz

l){z-x)
L

und die Funktion (p (z) ist (S. 155)

Da sich diese Funktion beim Überschreiten eines jeden der

Querschnitte l^j Z^, l mit dem Faktor — 1 multipliziert, er-

halten wir in diesem Falle brauchbare Integrationswege X,

indem wir einfach geschlossene Wege nehmen, die je zwei

der Punkte

2 = 0, 1, .2^, 00

einschliefsen. Bezeichnen wir einen geschlossenen Weg, der

die beiden Punkte i, k im positiven Sinne einschliefst, durch

[ij k]j (i, &= 0, 1, X, Qo; iz/z k)

so stellen z. B. die Integrale

2K
JV4.z{z-l){z-:c) JyV4.z{z-\)(z-x)

[00 ;i] [00, »1
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ein Fundamentalsystem der Differentialgleichung

dar, wie aus der G aufs sehen Differentialgleichung für die

angegebenen Werte der a, ß, y hervorgeht.

Das unbestimmte Integral

C dz

\ Y^z{z— 1) {z— X)

ist ein elliptisches Integral erster Gattung; durch

die Substitution

^rrrr—, d Z =^— '2.1'^ dt
t

verwandelt sich dasselbe in die Legendre-Jacobische
Normalform (vergl. Nr. 5, S. 18)

r dt

mit dem Modul

Die Gröfsen 4 K und 2 K' i sind nichts anderes, wie

die sogenannten Periodicitätsmoduln dieses elliptischen

Integrals; als Funktionen von ^'= A;^ aufgefafst, befriedigen

diese also die Differentialgleichung (C), die zuerst von

Legendre*) aufgestellt worden ist.

Setzt man
K'i

so hat diese Gröfse (der Quotient der Elemente eines

Fundamentalsystems der Differentialgleichung (C)), wie man
in der Theorie der elliptischen Funktionen zeigt, die Eigen-

schaft, dafs ihr Koeffizient von i stets, d. h. für jeden von

0, 1, CO

verschiedenen Wert von x wesentlich positiv ist. Der abso-

lute Betrag von

*) Trait6 des fonctions elliptiques I (1825), S. 62 ff.
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ist folglich stets kleiner als Eins, und dieser Umstand be-

wirkt die Konvergenz der von Jacobi in die Theorie der

elliptischen Funktionen eingeführten Thetareihen. *) Mit

Hülfe dieser Reihen hat Jacobi**) die folgende Darstellung

des Moduls k durch den Quotienten t gegeben:

•^

_l+ 2?+ 2?*+ 23» + ....'

welche lehrt, dafs V k und folglich auch.i- eine eindeutige,
nur für Werte von r, deren Koeffizient von ^ positiv ist,

definierte Funktion von t ist. Diese Funktion, die sogenannte

elliptische Modulfunktion, entsteht also durch Inversion

des Quotienten der Elemente eines Fundamentalsystems der

Differentialgleichung (C). Sie bildet aber nur das erste

Glied in der Reihe viel allgemeinerer eindeutiger Funktionen,

die durch Inversion des Quotienten der Elemente eines

Fundamentalsystems gewisser linearer Differentialgleichungen

zweiter Ordnung der Fuchsschen Klasse entstehen, und die,

nachdem Herr Fuchs zuerst auf dieselben aufmerksam ge-

macht hatte, von Herrn Poincare zum Gegenstande einer

ausgedehnten Theorie gemacht und als Fuchssche beziehungs-

weise Kl einsehe Funktionen bezeichnet worden sind.***)

Wir geben hier nur noch die Entwickelungen der Ele-

mente des zu x = gehörigen kanonischen Fundamental-

systems der Differentialgleichung (C):

^^02 = F^ih h h •^) + ^ (i h h ^) log .T,

woselbst

*) Fundamenta nova theoriae functionum ellipticarum, Werke I,

S. 231. Gin. (1), (2).

**) ebenda, S. 236, Gin. (10).

***) Vergl. z. B. Handbuch, Bd. II, 2, wo auch die einschlägige

Litteratur angegeben ist.
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43. Fnnktionssysteme, die zu derselben
Klasse gehören.

EinFundamentalsystem u^,u^ der Gaufs sehenDiiferential-

gleichung ist dadurch charakterisiert, dafs die Funktionen
Wj, Wg an keiner Stelle unbestimmt und nur für

.2?== 0, 1, 00

singulär sind, und dafs sie beim Überschreiten der Quer-

schnitte Iq, l^ (vergl. Nr. 37, S. 142) im positiven Sinne ge-

wisse lineare Substitutionen

^0-
P21 P22

, S^ =
od) ^(1)
pn Pi2
j(i) od)
'21 P22

beim Umkreisen von .«= 00 im positiven Sinne die Sub-

stitution

S^:= Pll Pl2

y P21 P22

= So aSi

erfahren. Dabei sind die Wurzeln der zu ^^ == gehörigen
Fundamentalgleichung

Pn

P21

=-0,

und €-2^»y^ die Wurzeln der zua;=l gehörigen Fundamental-
gleichung

Pn — w P12

)(
*22

^(1)
P2I P2 W

= 0,

und ^2 7r»(y-a-;9)^ eudllch die Wurzeln der zu ^=: 00 ge-

hörigen Fundamentalgleichung

Pn — w /J12

P21 P2-2

(00)

22 W
-=0,

Sei nun v^, t?2 ein Funktioussystem, welches ebenfalls

nirgends unbestimmt und nur für

Ä= 0, 1, 00
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Singular ist und welches beim Überschreiten der Querschnitte

/q, \ im positiven Sinne dieselben Substitutionen aS„, «Sj wie
u^y u^ erfährt (woraus schon von selbst folgt, dafs ein Um-
lauf im positiven Sinne um ^ = oo , Vj , v^ die Substitution

Sra = Sq Si

erleiden läfst), so sagt man mit Riemann,*) dafs dieses

Funktionssystem mit u^, u^ zur selben Klasse gehört.

Offenbar folgt aus dieser Definition, dafs das System
der Ableitungen w-ter Ordnung

„(«) „(«)

von WijMg ein mit u^^ u^ zur selben Klasse gehöriges Funktions-

system bildet. Nun folgt ans der Differentialgleichung, dafs

ftlr irgend eine Lösung derselben

(30) w" = a^u-\- h^ u'

ist, wo die a^^ h^ rationale Funktionen von .r, nämlich

^ß
;, _ {a + ß+\)x— y

'1 ^12 ,^(i_^)' 2 x{l—x)

bedeuten. Diflferentiiert man diese Gleichung nach x und
ersetzt auf der rechten Seite ?/" durch seinen Wert (30), so

ergiebt sich

wo ttg, ^3 ebenfalls rationale Funktionen von x bedeuten,

deren Nenner nur für ^= 0, ^= 1 verschwindet, und durch

fortgesetzte Differentiation und wiederholte Benutzung von

(30) folgt ebenso allgemein

wo auch a„, 6„ rationale Funktionen von x sind, die nur für

^ = 0, ^= 1 Pole besitzen. Für das System der n-ten Ab-
leitungen von u^

,
i<2 bestehen also die Gleichungen

) Werke, S. 380. Vergl. für das Folgende Riemanns bereits

oft genannte Abhandlung, Werke, S. 67 ff., und auch Handbuch,
Bd. II, 1, S. 365 ff.
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Hat man überhaupt ein Funktionssystem von der Form

Au^\- Bu^%

wo A^ B rationale Funktionen von x bedeuten, deren Nenner
nur für ^= und xt=z\ verschwinden, so ist evident, dafs

dieses Funktionssystem mit m^, u^ zur selben Klasse gehört;

es besteht aber auch der umgekehrte Satz:

Jedes mit ?«j, xi^ zur selben Klasse gehörige
Funktionssystem ist in der Form (31) darstellbar,
wo A^ B rationale Funktionen von der angegebenen
Beschaffenheit bedeuten.

In der That sei Vj, v^ ein beliebiges, mit w^, u^ zu der-

selben Klasse gehöriges Funktionssystem, dann werden durch

die Gleichungen

(32)

die Gröfsen

A w. Bu
v^=Au^-^B

1 •>

A =
^l
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Ay B selbst bleiben also ungeändert. Ebenso multiplizieren

sich, wenn x den Querschnitt l^ überschreitet, Zähler und

Nenner von A^ B mit dem Faktor

Pll /Jl2

80 dafs A^ B wieder ungeändert bleiben. D. h. .1, B sind

nicht nur innerhalb T, sondern in der ganzen .r- Ebene ein-

deutig, und da diese beiden Funktionen überdies keine Stelle

der Unbestimmtheit besitzen, sind es nach einem bekannten

Satze der Funktionentheorie rationale Funktionen von .t?.

Singulare Stellen von A^ B können, abgesehen von den

Punkten

.2? =r 0, 1, 00
,

WO Uj, u^^
^'d ^2 selbst singulär sind, nur dort auftreten, wo

der Nenner verschwindet. Dieser Nenner ist aber die Deter-

minante des Fundamentalsystems u^^ u^^ also (Nr. 18, S. 69)

Mg w^' = const. e
/-

j«+j»+ii^^^
X (1 — X)

und kann folglich nur für die Punkte ^ = 0, 1, oo selbst

verschwinden. Damit ist aber gezeigt, dafs die rationalen

Funktionen .4, B in der That die in dem zu beweisenden
Satze angegebene Form haben.

Nimmt man zu den Gleichungen (32) noch die analogen

für u/, v^^ und r/', vj' bestehendenund Vj", ^2

v^ = A^u^-\-B^u^\

v^' = A^ u^ + B^ u^\

hinzu, so erkennt man, dafs v^

in V

'2 "'l )
v," = A,u, + B,

,
v^ der Differentialgleichung

(33)

V

dv

dx
d^v

dx''

A

A.

B

B.

= 0,

also einer homogenen linearen Differentialgleichung zweiter

Ordnung mit in x rationalen Koeffizienten Genüge leisten.
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Wenn diese Differentialgleichung wirklich von der zweiten

Ordnung, d. h.

ist,*) konstituieren v^^, v^ ein Fundamentalsystem, und da

diese beiden Funktionen keine Unbestimmtheitsstellen be-

sitzen, gehört die Differentialgleichung (33) zur Fuchs sehen

Klasse. Unter gewissen Bedingungen kann (33) wieder eine

Gaufssche Differentialgleichung sein; wenn dies der Fall

ist und die den Gröfsen a, 8, y entsprechenden Gröfsen in

dieser G aufs sehen Differentialgleichung die Werte «', //, y'

haben, so mufs jedenfalls

Q—1niy __ g— 2711/ g27r»()'— ot — /9) __. ^2 n i {y' — a' — (?')

olnia __ g 2 TT t a' ßlni^ __ ß27iiß'

sein. Hieraus folgt aber, dafs die Differenzen

«— «', ß-ß', y— /
ganze Zahlen sind. Die Gleichungen (32) stellen dann
Beziehungen dar, die sich in Relationen zwischen gewissen

Gaufsschen Reihen umsetzen lassen. Spezielle Fälle solcher

Relationen hat Gaufs in seiner citierten Abhandlung als

„relationes inter functiones contiguas" aufgestellt.

44. Behandlung eines speziellen Falles.

Wir betrachten nun den besonderen Fall, wo
(n — 1) (n — 1)

ist. In diesem Falle ist die Differentialgleichung (33) wirklich

eine Gaufssche. Um dies einzusehen, bemerken wir, dafs

(33) durch
,

(n-l) (n— 1)
WOI , %2

(n - 1) (n - 1)

*) Die Determinante ABi—AiB kann nur für spezielle Werte der
a, ß, y identisch verschwinden. Wenn dies eintritt, genügt ein Integral

der Gaufsschen Diiferentialgleichung (1) einer homogenen linearen

Differentialgleichung erster Ordnung mit rationalen Koeffizienten;

man sagt dann von der G-aufsschen Differentialgleichung, sie sei

reduktibeljVergl. hierfür Fr oben ins, Grelles Journal Bd. 76, S. 236 ff.
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befriedigt wird, und dafs diese Integralpaare, zufolge der

allgemeinen Theorie, die zu den singulären Punkten 0, 1, oo

gehörigen kanonischen Fundamentalsysteme der Differential-

gleichung (33) darstellen. Im allgemeinen kann die Differential-

gleichung (33) aufser den singulären Punkten 0, 1, oo noch

andere singulare Punkte besitzen, diejenigen Punkte nämlich,

für welche der Zähler der rationalen Funktion

die in (33) den Koeffizienten von v" bildet, verschwindet.

Da aber in der Umgebung solcher singulären Punkte die

Integrale i\j i\, und folglich alle Integrale von (33) holo-

morph sind, mlissen die Wurzeln der zu diesen Punkten
gehörigen determinierenden Fimdamentalgleichungen positive

ganze Zahlen oder Null sein, es dürfen aber gleichwohl keine

Logarithmen auftreten. Man nennt solche singulare Punkte
aufserwesentlich singulare.*) Wenn solche singulare

Punkte vorhanden sind, so ist zufolge der Fuchsschen Relation

(Nr. 28, S. 111) die Summe der Wurzeln der zu den Punkten

0, 1, 00 gehörigen determinierenden Fundamentalgleichungen

nicht gleich Eins, sondern gleich einer anderen ganzen Zahl.

Nun gehört aber das erste Paar der Integrale (34) zu

den Exponenten

0, 1-y-in-l),
das zweite Paar zu den Exponenten

0, y— a— ß-{n— l),

das dritte Paar zu den Exponenten

a -\- n— 1, ß -\- n— 1;

die Summe dieser sechs Gröfsen ist gleich Eins, so dafs also

für die Differentialgleichung, der

(n-l) (n— 1)

Genüge leisten, das Auftreten von aufserwesentlich singulären

Stellen ausgeschlossen ist. Zugleich lehrt die angegebene
Form der Exponenten, dafs jene Differentialgleichung wirklich

eine Gau fs sehe ist, in welcher an Stelle der

«, Ä y,

a-f-n— 1, ß -{-n— 1, y -\- n — 1

*) Fuchs, Grelles Journal Bd. 68, S. 378.
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zu setzen sind. Die Differentialgleichung, der die mi"
~ '\

uf~^^ und überhaupt die {n— 1) ten Ableitungen der

Lösungen unserer ursprünglichen G aufs sehen Differential-

gleichung (1) genügen, lautet folglich

^2 ^(n - 1) ^ y{n - 1)

_ (a _f_ ,i_ 1) (^ _|_ n_ 1) t,(n - 1) ^ 0,

worin wir die abhängige Variable gleich, als {n— 1) te Ab-
leitung von w, durch m("-i) bezeichnet haben.

Multiplizieren wir nun*) diese Gleichung mit

SO können wir sie in der Form

dx l
^ ^

'

schreiben. Differentiieren wir diese Gleichung {n— 1) mal,

so kommt

Setzen wir hierin der Reihe nach

n = 1, 2, . . . Ä;

und multiplizieren die so entstehenden Gleichungen mit

einander, so erhalten wir

—-r \xy+^-Ul — xY-^(^-y^i'^ um
dx'^ y f

= a{a+ l)...{a-\-k-l)ß{ß-\-l),..{ß+ k-l)xy--'{l-xY-^(^-ru,

Von dieser interessanten Gleichung werden wir jetzt in

einem besonderen Falle eine wichtige Anwendung zu machen
haben.

) Jordan, Cours d'Analyse III, S. 230; vergl. für das folgende:
Jacobi, Grelles Journal Bd. 15 (Werke VI, S. 86 ff.)
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45. Legendresche Polynome.

Setzen wir in der G aufs sehen Reihe

^''^'^'K^o l.2....v.yiy+l)....{y+ y-l)
"

an die Stelle von ß eine negative ganze Zahl — k, so bricht

die Reihe mit dem (^ -f- 1) ^gd Gliede ab, sie stellt also

eine ganze rationale Funktion Ä;-ten Grades von jj dar.*)

Offenbar ist alsdann:

Setzen v^ir also in die am Schlüsse der vorigen Nummer
abgeleitete Gleichung für u diese abbrechende Gaufssche
Reihe ein, so erhalten wir nach gehöriger Reduktion

F{a, — k, y, x)

1 (^Z^= /'^y+Ä— in —rpy^-y^

y{y-^\),.,{y-^k-V)xy-\\-xf-y-^d^^ ^ ^^ ^'

und indem wir a -|- ^ ^° ^^^ Stelle von a setzen

F{a^k, — k,y,x)

1 d^= .
f^y+ k— in _^^tr+ fc-y1

y{y^V)..\y-^k-\)xy-\\-xf-yd.T}'^ ^ ^ i'

Nehmen wir hierin a = 1, y=l, so ergiebt sich

1 d^

Diese spezielle ganze rationale Funktion ^-ten Grades
genügt einer G aufs sehen Differentialgleichung, in welcher

a = k+h ß= -k, y=l
ist, die also die Form hat

*) Wir sehen hier einen Fall, wo die Konvergenz der Reihe über
den Bereich

|
x

1
< 1 hinausreicht, vergl. die Bemerkung in der Nr. 30,

S. 118.
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Setzen wir hierin

1 — ^

so ist

2
,t=l~2x,

du o^^ ^^^
A

^^'^

und allgemein

die Differentialgleichung nimmt also die Form an

und ihr ganzes rationales Integral lautet:

.(.+,_,,l=^)..,_.,-i(i^)'(i±£)'),

1 d^

k\2^ d^
{t'-l)\

man bezeichnet diese ganze Funktion ^-ten Grades von t

gewöhnlich durch X^ und nennt sie ein Legendresches
Polynom oder auch eine Kugelfunktion A;-ter Ordnung.*)

Die Kugelfunktionen sind in der Potentialtheorie von
hervorragender Wichtigkeit; von ihren zahlreichen inter-

essanten Eigenschaften wollen wir nur eine hervorheben, die

aus der gegebenen Darstellung unmittelbar folgt.

Bedeutet g {t) eine ganze rationale Funktion von t^ und
sind die sämtlichen Wurzeln der Gleichung

real und zwischen den Grenzen a, h gelegen, so gilt, wie
man durch Anwendung des Roll eschen Satzes sofort ein-

sieht, das gleiche von den Wurzeln der Gleichung

*) Vergl. für die Theorie dieser Funktionen: Heine, Handbuch
der Kugelfunktionen Bd. I, wo auch Litteraturangaben zu finden sind.
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und ebenso von allen folgenden abgeleiteten Gleichungen.

Wendet man diese Bemerkung auf

g(t) = {f'-l)'^

an, so folgt, dafs die sämtlichen Wurzeln der Gleichung

real und zwischen — 1 und -|- 1 gelegen sind.

Auf diese Eigenschaft der Lege ndreschen Polynome
gründet sich eine wichtige Anwendung derselben in der

Lehre von der angenäherten Berechnung bestimmter Integrale,

wofür man Gaufs' Abhandlung „Nova methodus integralium

valores per approximationem inveniendi" vergleichen mag.*)

Werke III, S. 361.

Schlesinger, Differontialgleichangen. 12



Fünftes Kapitel,

Untersuchung der Integrale in der Um-
gebung einer Stelle der Unbestimmtheit.

46. Punkte der Unbestimmtheit. Der Fall, wo
wenigstens ein Integral nicht unbestimmt wird.

Wir hab^n uns, abgesehen von den allgemeinen Er-

örterungen der Nummern 19—21, bisher nur mit dem Falle

beschäftigt, wo die Integrale einer Differentialgleichung

entweder in der ganzen Ebene keinen Punkt der Un-
bestimmtheit besitzen, oder doch in einem singulären Punkte^

auf dessen Umgebung sich dann die Untersuchung be-

schränkte, nicht unbestimmt wurden. Die entwickelten

Methoden haben uns über das Verhalten eines Integrals in

der ganzen Umgebung eines solchen singulären Punktes er-

schöpfenden Aufschlufs gegeben, und uns zugleich analytische

Ausdrücke geliefert, die zur Wertberechnung für Punkte
dieser Umgebung geeignet waren. Wenn wir uns jetzt dem
Falle zuwenden, wo die Integrale einer Differentialgleichung

in einem singulären Punkte unbestimmt sind, so müssen wir

vorweg bemerken, dafs bei dem gegenwärtigen Stande der

analytischen Forschung eine gleich befriedigende Behandlung
dieses Falles nicht möglich ist, wenngleich in der jüngsten

Zeit, namentlich durch Herrn Poincare, Methoden ausgebildet

worden sind, die schon interessante und wichtige Resultate,

die sich auf diesen Fall beziehen, geliefert haben, und deren

weitere Fortbildung noch mehr solcher Resultate zu verheifsen

scheint. Bei diesen Methoden spielen gewisse divergente
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Reihen eine Rolle, die einer Differentialgleichung formal

Genüge leisten. Wir wenden uns gleich einer Untersuchung

zu, wo solche Reihen auftreten werden.

Wir betrachten eine lineare homogene Differential-

gleichung zweiter Ordnung

in der Umgebung einer singulären Stelle, wo die Koeffi-

zienten P, Q wie rationale Funktionen unendlich werden.

Mit Rücksicht auf eine später zu machende Anwendung
nehmen wir an, dafs diese Stelle der unendlich ferne Punkt

der .6--Ebene sei; der Fall einer im endlichen gelegenen

Stelle a; = a kann durch die Substitution

,
1

stets auf diesen zurückgeführt werden.

In der Nr. 27 (S. 108) wurde gezeigt, dafs die not-

wendige und hinreichende Bedingung dafür, dafs die In-

tegrale von (1) für x = cc nicht unbestimmt werden, darin

besteht, dafs

sei, wo ^^ , ^2 ^^ch positiven ganzen Potenzen von .v - ^

fortschreitende und in einer gewissen Umgebung von x = od

konvergente Reihen bedeuten. Wenn also P, Q nicht diese

Form haben, so können keinesfalls alle Integrale von (1)

die Eigenschaft haben, für x = qo nicht unbestimmt zu

werden. Wir fragen zunächst,*) wie müssen die Koeffi-

zienten P, Q beschaffen sein, damit ein Integral von (1)

existieren könne, welches in ^= oo nicht unbestimmt wird?

. Wir schreiben (1) in der Form

wo die Pj, Po, da P, Q für .« = 00 den Charakter von

*) Vergl. für das folgende: Thom6, Grelles Journal Bd. 74,

S. 193 ff.; Frobeuius, ebenda Bd. 80, S. 317 ff.

12*
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rationalen Funktionen besitzen sollten, jedenfalls in der

Umgebung von ^^= oo die Form

JPj^=an.i'»»+a„_i^"-^ +...+ «(, + «_!—1-«-2-^+....,

(3) . ; ;

haben. Wenn m = n = ist, so haben wir den bereits

erledigten Fall, wo kein Integral für ^ = 00 unbestimmt ist.

Es ist also im folgenden wenigstens eine der Zahlen m, n

als von Null verschieden vorauszusetzen.

Soll nun ein Integral existieren, welches für ^ = 00

nicht unbestimmt ist, so wissen wir nach der Bemerkung
der Nr. 22 (S. 83), dafs dann stets ein in Keihenform

(4) u^x"- 1, Ckx\ (Co 7^0)

darstellbares Integral von dieser BeschaflPenheit vorhanden

sein mufs. Wir versuchen also die Differentialgleichung (2)

durch eine Reihe von dieser Form zu befriedigen.

Bilden wir zunächst die charakteristische Funktion

D (*?) = «!-
{ g (e

_ 1) + p P^ (1) + P^ (-1)},

so ist diese, wenn wir die gröfsere der beiden Zahlen m, n

durch (m, 7i) bezeichnen, in der Umgebung von ^ = 00 in

der Form
(»it, n)

D{x9) = xQEf^XQ)x^
;i = — 00

entwickelbar. Setzen wir jetzt für u die obige Reihe, so ist

(ni. n)

fc:= — 00 fc = 00 fc= — 00^. = 00

oder wenn wir nach Potenzen von x ordnen

(m, n) 03

fc= — 00 r =— 00 A=0

Diese Reihe soll identisch verschwinden, wir erhalten also

für die cu die Rekursionsformel
CO

^ c^xfy ^ ;^
(r— A) = 0. {v = (m, n), (w, n) — 1, ... — 00)
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Für V = {m, 7i) ergiebt sich

also mufs, da c^^O ist, r eine Wurzel der Gleichung

(5) /(«.,«)(?) =
sein. Soll eine Reihe von der Form (4) existieren, die der

Differentialgleichung formal genügt, so mufs diese Gleichung

eine endliche Wurzel besitzen. Wenn nun m> n ist, so ist

f(m,n){Q) = ßmy

dieser Fall ist also auszuschliefsen. D. h. es mufs
m^n sein; in diesem Falle ist

f(m,n)iQ) = QCin + ßn

und folglich

r =— -^

Nun stöfst die Bestimmung der Koeffizienten c^ bei will-

kürlich gewähltem c^ auf keine weiteren Schwierigkeiten;

w ir haben z. B. für v = n— 1

u. s. w.

Da fn (q) nur für einen Wert von q, nämlich für (>= r

verschwindet, ist fn(r— 1) und ebenso in den folgenden

Gleichungen der Koeffizient des neu auftretenden c^ von Null

verschieden, die formale Bestimmung der Reihe (4) ist also

als gelungen anzusehen.

Soweit war alles ganz analog wie im Falle m = 0,

71 = 0; jetzt aber zeigt sich der einschneidende Unterschied.

Während für m = 0, n=0 die formal hergestellte Reihe

stets konvergent war in einer gewissen Umgebung des be-

treffenden Punktes, ist hier die Reihe (4), deren Koeffizienten

der Rekursionsformel gemäfs bestimmt wurden, im all-

gemeinen divergent. Um dies nachzuweisen, genügt es,

an einem Beispiele zu zeigen, dafs die Reihe für keinen

Wert von x, aufser .c = oo konvergiert.

Sei*) die Differentialgleichung

•) Vergl. Picard, Traite, III, S. 280.
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gegeben. Hier ist

und die charakteristische Funktion lautet

wir haben also

k (q) = «1 Qi

und alle übrigen fx sind gleich Null, r hat der Gleichung

zu gentigen, also ist r==0, und die Rekursionsformel lautet

/^o^o
— «1^-1 = 0,

c_i(2— ao + /?o)
— 2a, c_2=-0,

c_2(2.3 — 2ao + A) — 3«iC-3=-0,

c_,, (r (v+ 1) — V cf^ + /9J
— (j/ + 1) «1 c _(,_!_ 1) -- 0.

Wir haben demnach

und der Grenzwert des Gliederquotienten der Reihe für ins

Unendliche wachsendes v ist

,. C_(^4i) 1
lim —= 00

,

die Reihe also für jeden endlichen Wert von x divergent.
Dieses Ergebnis ist nach verschiedenen Seiten hin äufserst

bemerkenswert. Wir sehen zunächst, dafs nicht, notwendiger-

weise jede Potenzreihe, die einer Differentialgleichung formell

genügt, auch als ein Integral zu betrachten ist, da eine solche

Reihe, wie wir uns eben überzeugt haben, auch divergent

sein kann. Dieser Fall kann aber nur dann eintreten, wenn
der Punkt, auf den sich das Inkrement, nach dessen Potenzen

die Reihe fortschreitet, bezieht, eine Stelle der Unbestimmt-
heit für die Integrale der Differentialgleichung ist. Ist
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dieser Punkt nämlicli kein singulärer, oder eine Singularität,

für welche die Integrale nicht unbestimmt werden, so haben

wir im III. Kapitel gezeigt, dafs die formal aufgestellten und

der Differentialgleichung genügenden Reihen stets in einer

gewissen Umgebung jenes Punktes konvergieren.

Auf der anderen Seite hat aber Herr Poincare ge-

zeigt, dafs auch den divergenten Reihen, die einer Differential-

gleichung formal Genüge leisten, eine hohe analytische Be-

deutung zukommt, indem solche Reihen, trotz ihrer Divergenz,

zu einer Wertbestimmung gewisser Integrale in der Nähe
jener Stelle der Unbestimmtheit benutzt werden können,

allerdings in einem ganz anderen Sinne, wie dies für eine

konvergente Reihe geschieht. Auf die Wichtigkeit dieses

Ergebnisses (auch für die Anwendungen) wird die Bemerkung
ein hinreichend helles Licht werfen, dafs die Reihen, durch

welche man in der Astronomie seit fast einem Jahrhundert

die Bewegung der Himmelskörper darzustellen pflegt, wie

Herr Poincare gezeigt hat, im analytischen Sinne des Wortes,

nicht konvergieren.

Wir wenden uns jetzt einer genaueren Betrachtung

dieser divergenten Reihen zu und bemerken in Bezug auf

die Frage, von der wir in dieser Nummer ausgegangen

waren, nur noch, dafs die Reihe (4) unter gewissen
speziellen Bedingungen, denen die Koeffizienten P, Q
zu genügen haben, wohl konvergierer^ kann, und dafs sie,

wenn dies der Fall ist, ein für x = ao nicht unbestimmtes

Integral darstellt. Die Aufstellung dieser Bedingungen ist

ziemlich kompliziert; immerhin können wir den Fall m ^ n

in gewissem Sinne als erledigt ansehen und haben uns nun-

mehr mit dem Falle m^ n zu beschäftigen.

47. Rang einer Differentialgleichung'.

Ricca tische Differentialgleichung. Normalreihen.

Determinierende Faktoren.

Wir setzen jetzt voraus, dafs in den Entwickelungen (3)

m'^n sei; dann können wir*)

n = k+l, m = 2 {k + 1)

*) Poincare, American Journal, Bd. VII, S. 203 ff.
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nehmen, wo h eine nicht negative ganze Zahl bedeutet, so

dafs also

XP^= X'' [ttfe+ i
^'^

-f . . . -f «^ 4- « -j- . . .
.],

A = *-n/*2*+ 2.«" + ... + ;S,+A| + ...J
dj

ist. Setzen wir nun die ganzen rationalen Funktionen ^-ten
beziehungsweise 2 Ä:-ten Grades

und die nach positiven ganzen Potenzen von a;-'^ fort-

schreitenden und für a;= oo verschwindenden Reihen

A^+'^o-i + ...=a3(^),

so hat die Differentialgleichung (2), nach Division durch ^^,

in der Umgebung von x= cc die Form

m £;+[,.w + «,(i)]§-:

+ [^2fe G^) + Q, (-^)] IC = 0, (fe > 0)

wir sagen dann mit Herrn Poincare, die Differentialgleichung

sei vom Range k -\- 1.

Von dieser Differentialgleichung gehen wir*) durch die

Substitution

:

(7) 2,
= ^-.i|!p, „^/-''S"'-

in bekannter Weise zu einer Riccatischen Differential-

gleichung für y über. Diese lautet nach Division mit x^^

*) Poincare a. a. 0.; Hörn, Grelles Journal, Bd. 118,

S. 257 ff.
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\y(8) -\|+.r + j^9P.(-)+^+

wir schreiben sie in der Form

(9) ^-'•ä+ r+y('5o + '5.^+ *.^+----)

wo also d,^, £,^ die Koeffizienten der höchsten cT-Potenzen in

fpk {x\ q)2ii (.i) sind und die in Klammern stehenden Reihen

in einer gewissen Umgebung- von a; = oo konvergieren. Um
auch die analoge Form der Riccati sehen Gleichung in der

Umgebung eines im Endlichen gelegenen singulären Punktes a

vor Augen zu haben, setzen wir

1
xr=- ,

dann lautet die Differentialgleichung für y als Funktion von B,

in der Umgebung von i' = a

:

(10) {^-aY+ ^^==r/-{-y[d, + 8,[^-d)-\-...]

+ «0 + «1 (?— «) + ••• •

Wir sehen hier den Unterschied gegen den in der Nr. 26

(S. 99) behandelten Fall der Riccatischen Gleichung in

dem Exponenten der mit der Ableitung der unbekannten

Funktion multiplizierten Potenz von ^"— «; dort war dieser

P^xponent gleich Eins, hier ist er, da ^'^0 ist, mindestens

gleich Zw^ei; dort waren die Integrale im singulären Punkte

'!^z=a nicht unbestimmt, hier ist dagegen ^' = a stets eine

Stelle der Unbestimmtheit für die Integrale, da a'= oo eine

solche Stelle für alle Integrale von (6) ist.

In dem in der Nr. 26 behandelten Falle (der aus (10)

für k^= — 1 hervorgeht) fanden wir im allgemeinen (d. h.

wenn die Differenz der Wurzeln der determinierenden Funda-^
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mentalgleichung keine ganze Zahl war) zwei in der Um-
gebung von ^ = a holomorphe Integrale. — Sehen wir zu,

ob wir im Falle k^O die Differentialgleichung (10) auch

durch eine nach positiven ganzen Potenzen von g— a, also

die Differentialgleichung (9), auf die wir wieder zurückgehen

wollen, durch eine nach positiven ganzen Potenzen von .x - ^

fortschreitende Reihe

formal befriedigen können.

Setzen wir diese Reihe in (9) ein, so kommt

0.

Denken wir uns nach Potenzen von x geordnet und die

einzelnen Koeffizienten gleich Null gesetzt, so finden wir als

erstes Glied der zur Bestimmung der y^ dienenden Rekursions-

formel :

Es mufs also /^ eine Wurzel der quadratischen Gleichung

(11) r + <5„e + «„ = o

sein, die wir die charakteristische Gleichung nennen

und deren Wurzeln wir durch Cj, c-^ bezeichnen wollen. Als

zweites Glied der Rekursionsformel ergiebt sich

woraus

folgt, wenn

(13) 2/, + (5,^0

ist. Das letztere ist stets der Fall, wenn c^ ^ c^ ist; wir

setzen der Einfachheit wegen voraus, dafs dies eintritt, d. h.

dafs die beiden Wurzeln der charakteristischen
Gleichung von einander verschieden sind.
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Unter dieser Voraussetzung ist auch die Berechnung

der folgenden yk ohne Schwierigkeit möglich; wir erhalten

also, entsprechend den beiden Wurzeln c^, c^^ zwei Reihen

( 3/i
= ^1 + ^1 -r- + rio -y + . . .

.,

die der Riccatischen Differentialgleichung (9) formal Gentige

leisten.

Diese beiden Reihen sind aber im allgemeinen
<iivergent.

Wir bemerken, dafs analoge Betrachtungen auch für eine

beliebige Differentialgleichung erster Ordnung von der Form

is-ar-^'^^j^m.^). (fc^O)

angestellt werden können, wo f{'^,^) eine rationale Funktion

von ?/ bedeutet, deren Koeffizienten in der Umgebung von

^= a holomorphe Funktionen sind. Da die Prinzipien, die

bei der Behandlung dieser allgemeinen Differentialgleichung

zur Anwendung kommen, im wesentlichen dieselben sind wie

die, welche die Untersuchung der Riccatischen Differential-

gleichung (10) erfordert, werden wir uns darauf beschränken,

diese Prinzipien an dem Falle der Riccatischen Differential-

gleichung zu erläutern und verweisen für die allgemeine

Frage auf die Arbeiten der Herren Briot und Bouquet,*)
Poincar^,**) Fuchs***) und Horn.f)

Von den Reihen (14) können wir durch die Substitution (7)

zu Ausdrücken übergehen, die der linearen Differential-

gleichung zweiter Ordnung (6) formal Genüge leisten.

In der That erhalten wir durch formale Ausführung der

durch die Gleichungen

angedeuteten Rechnungsoperationen die beiden Ausdrücke

*) Journal de l'Ecole Polytechnique, Cah. 36.

**) ebenda, Cah. 45.

***) Berliner Sitzungsberichte, 1886.
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(15) «, = /+^

/'•''+'(i.o+ £;.i-^+ i.2^-+ ...), 0.= '.,2)

die in (6) für ii eingesetzt diese Differentialgleichung be-

friedigen, aber im allgemeinen sind die formal hergestellten

Reihen

(16) L,o+ L,,l-+ L,,^+ ....

für keinen endlichen Wert von a; konvergent. Man nennt

solche Reihen nach Herrn Thome, *) der dieselben für

lineare Differentialgleichungen ?i-ter Ordnung zuerst auf-

gestellt und untersucht hat, Normalreihen, die Faktoren

(17) /+ ^

x^^' + ... + rxjc^

fundamentale determinierende Faktoren. Die Be-
stimmung der Koeffizienten der im Exponenten dieser Fak-
toren auftretenden ganzen rationalen Funktionen und der

Exponenten y?.,ii+i ist aus den Koeffizienten der Differential-

gleichung (6) durch rein algebraische Prozesse möglich; ein

besonders elegantes Verfahren hierfür hat P. Günther**)
gegeben.

Wenn die Reihen (16) in einer gewissen Umgebung von
^r=roo konvergent sind, so stellen die Ausdrücke (15) Inte-

grale der Differentialgleichung (6), sogenannte Normal-
integrale dar. In diesem Falle sind die Gröfsen

e ^
y e

^

die Wurzeln der zu ,v= od gehörigen Fundamentalgleichung.

Sind die Reihen (16) aber divergent, so stehen diese
Gröfsen mit den Wurzeln der Fundamentalgleichung
im allgemeinen in keinerlei Beziehung.

) Grelles Journal, Bde. 8'], 91, 95, 96.

**) ebenda, Bd. 105.
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48. Begriff der asymptotischen Darstellung.

Differentialgleichungen vom Range Eins.

Angenäherte Differentialgleichungen.

Wie bereits bemerkt, hat Herr Poincare*) gezeigt,

dafs den divergenten Reihen, die einer Differentialgleichung

formal Genüge leisten, trotzdem dieselben im gewöhnlichen
Sinne keine Integrale definieren, doch eine analytische und
praktische Bedeutung zukommt. Diese Bedeutung beruht

auf dem folgenden Begriffe.

Sei

eine divergente Reihe, und /(.i) eine in der Umgebung von
A' = 00 wohldefinierte Funktion, für die der Punkt .v = oo

eine Unbestimmtheitsstelle ist; sei dann, wenn x sich in

einer bestimmten Richtung, z. B. als reale positive
Gröfse, dem Punkte x=^oo annähert, für jedes positive

ganzzahlige //

J=lf {/(•^')- (S + «1 -^+ . • • + «n^) }
- 0,

SO sagt man mit Herrn Poincare, dafs jene divergente

Reihe die Funktion f{x) asymptotisch darstellt, und
schreibt dies:

Eine derartige analytische Deutung gewisser divergenter

Reihen findet sich auch schon in älteren analytischen Unter-

suchungen. Z. B. tritt im Art. 29 der oft erwähnten G aufs sehen

Abhandlung über die nach ihm benannte Reihe, eine solche

divergente Reihe auf, deren Koeffizienten die sogenannten

Bernoulli sehen Zahlen sind, und die mit der von Gaufs
durch U [z) bezeichneten Funktion (von der weiter unten

*) American Journal, Bd. VII, Acta Mathematica, Bd. VIII;

diese beiden Abhandlungen, sowie die Arbeiten von Herrn Hörn,
Mathematische Annaleu, Bd. 40, bilden die Grundlage der folgenden

Untersuchungen (bis Nr. 53 einschliefslich).
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noch die Rede sein wird) in Beziehung* gesetzt wird. Gaufs
sagt daselbst über die Anwendung solcher divergenter Reihen:

„Ceterum negari nequit, theoriam taliuni serierum diver-

gentium adhuc quibusdam diffieultatibus premi, de quibus

forsan alia occasione pluribus commentabimur." Gaufs ist

auf diese Frage in seinen bisher veröifentlichten Arbeiten

nicht zurückgekommen; die oben wiedergegebene Poincare-
sche Definition der asymptotischen Darstellung dürfte aber

wohl die von Gaufs gefühlten Schwierigkeiten in der Theorie

jener divergenten Reihen beseitigt haben.

In Bezug auf die Reihen (14) ergiebt sich nun aus den

Untersuchungen des Herrn Poincare das folgende Resultat:

Wenn ic in einer bestimmten Richtung ins Unendliche

geht, so giebt es stets ein Integral der Riccati sehen

Differentialgleichung (9), welches durch eine dieser Reihen

asymptotisch dargestellt wird. Ändert man jene Richtung,

so stellt die betreffende Reihe im allgemeinen immer ein

anderes Integral asymptotisch dar. In ähnlicher Weise stellen

die Reihen (15) Integrale der Differentialgleichung zweiter

Ordnung (6) asymptotisch dar, wenn x in einer bestimmten

Richtung ins Unendliche einrückt.

Wir werden diesen Satz nicht allgemein, sondern nur

an einem Beispiele beweisen; der Gang der Untersuchung
wird aber an diesem Beispiele vollständig derselbe sein wie

der, den Herr Poincare im allgemeinen Falle befolgt hat.

Um zu diesem Beispiele zu gelangen, nehmen wir zu-

nächst die Zahl k = 0, also den Rang der Gleichung (6)

gleich Eins; dann reduzieren sich die ganzen Funktionen

cpk{^)^ </^2fc G^O auf Konstanten, und die Vergleichung der

Formeln (6), (8), (9) zeigt, dafs die Differentialgleichung

zweiter Ordnung in diesem Falle die Form hat

+{•,+>,-+)"-«

Die formalen Ausdrücke (15) lauten jetzt

(15a) e''%'''(L,,+L,,^+ ..:), a = 1.2>
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und nach (12) ist

Die Bedeutung des Poincar^ sehen Satzes für die An-
wendungen läfst sieh an diesem Beispiele deutlieh machen.

Würde man durch eine physikalische Aufgabe auf die

Gleichung (18) geführt werden und handelte es sich um die

Bestimmung der Lösungen dieser Gleichung für sehr grofse

Werte von .c, so würde der Physiker, nachdem er erkannt

hat, dafs ihm die exakte Integration dieser Differential-

gleichung wesentliche Schwierigkeiten bereitet, etwa folgender-

mafsen schliefsen. Wenn a; sehr grofs ist, so ist — undum-

somehr die Potenzen von — sehr klein, man kann also
.V

die mit Potenzen dieser Gröfse multiplizierten Glieder

vernachläfsigen und erhält dadurch die „ angenäherte

Differentialgleichung"

Pu , ^ du

diese hat konstante Koeffizienten, ihre charakteristische

Gleichung (vergl. Nr. 29, S. 113)

hat die Wurzeln Cj, c\^, also lautet das allgemeine Integral

wo /i, /2 willkürliche Konstanten bedeuten. Die Lösungen
^c^x^^c^x (jgj. angenäherten Differentialgleichung sind also hier

die fundamentalen determinierenden Faktoren der ursprüng-

lichen Gleichung. Nun ist man daran gewöhnt, ohne weiteres

anzunehmen, dafs eine Lösung einer angenäherten Differential-

gleichung, die man aus einer gegebenen Differentialgleichung

durch Vernachlässigung gewisser höherer Potenzen des Inkre-

ments in deren Koeffizienten erhalten hat, auch eine An-
näherung an die durch dieselben Anfangswerte bestimmte

Lösung jener gegebenen Differentialgleichung darstellt. Dies

ist auch in der That der Fall, wenn die Lösungen der ge-

gebenen Differentialgleichung in der Umgebung des Punktes,
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auf den sich das Inkrement bezieht, in konvergente Potenz-

reihen entwickelbar sind, also stets, wenn dieser Punkt kein

singulärer oder eine Singularität ist, wo die Integrale nicht

unbestimmt werden. Ganz anders liegt die Sache aber in

dem Falle, wo der betreifende Punkt, wie in dem hier be-

trachteten Beispiele der Punkt ^=00, ein Punkt der Un-
bestimmtheit für die Integrale ist. Dann können allerdings

die Lösungen der angenäherten Differentialgleichung nach

dem Poincare sehen Satze auch angenäherte Werte der

Lösungen der ursprünglichen Differentialgleichung liefern,

aber angenäherte Werte anderer und anderer solcher
Lösungen, je nach der Richtung, in welcher die

unabhängige Variable in den betreffenden Punkt
einrückt.

49. Laplace sehe Differentialgleichung. Integration

durch bestimmte Integrale.

In die Klasse der Differentialgleichungen vom Range
Eins gehört die Differentialgleichung

(«. + K I) "Ij- + («. + \ I) 4f+ ("0 + *o ^) " = 0'

wo a^j, a, , «2, 5^, ^^, h^ Konstanten bedeuten, und die die

Laplacesche Gleichung genannt wird*) Um dieselbe direkt

als speziellen Fall der Gleichung (18) erscheinen zu lassen,

setzen wir

wodurch die Laplacesche Differentialgleichung die Form

d '"
IjL d 11

Dx{u) = X -j-^ + {ö^ X+ (3;) -^ + (£0 X + £,) U == 0,

oder nach Division durch x die Form

™ Ä+('.+*-)4^+('.+^)-»
annimmt, wo c),^, (5^, f^, e^ Konstanten bedeuten. Es ist dies

*) Laplace. Theorie analytique des probabilites, Livrel, premiere

Partie; vergl. Jordan, Cours III, S. 252 ff.: Handbuch I, S. 409 ff.
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also gleichsam der einfachste Fall der Gleichung (18) nach

dem Falle der Differentialgleichung (19) mit konstanten

Koeffizienten. An diese Gleichung wollen wir unsere weiteren

Betrachtungen anknüpfen.

Die singulären Punkte der Differentialgleichung (20)

sind X = und x = cc. In der Umgebung von .v =
schreiben wir die Gleichung in der Form

d' ^0 ^^+ d^ du ^{€oa!+ €^)

da;^ X dx

die Gestalt der Koeffizienten lehrt also, dafs ^ =-- kein

Punkt der Unbestimmtheit für die Integrale ist. Die deter-

minierende Fundamentalgleichung

hat die Wurzeln und 1 — ö^. Sei 1 — d^ keine ganze

Zahl; dann haben die zu ^ = gehörigen kanonischen In-

tegrale die Form

«0 + «1 «^+ «2 ^^ + • • • •>

x^-S^{h, + b^x+ K^x^^ + ...).

Diese Reihen konvergieren nach der allgemeinen Theorie

(Nr. 30) innerhalb einer sich bis zum nächsten singulären

Punkte hin erstreckenden Umgebung von a- = ; dieser

nächste Punkt ist aber ^ = oo, die Reihen konvergieren also

beständig, d. h. für jeden endlichen Wert von ^, das eine

Integral ist demnach eine ganze transcendente Funktion
von x^ das andere eine ebensolche Funktion, multipliziert

mit einer Potenz von x. Die Koeffizienten dieser Reihen

sind mit Hülfe der allgemein aufgestellten Rekursionsformel

leicht zu ermitteln, die Integration der Differentialgleichung (20)

kann also als vollzogen angesehen werden.

Aber abgesehen davon, dafs uns diese Differential-

gleichung als Paradigma für die Untersuchung der Integrale

in der Nähe von x=^co dienen soll, sprechen auch noch

praktische Gründe dafür, bei der erlangten Darstellung

eines Fundamentalsystems nicht stehen zu bleiben. Diffe-

rentialgleichungen von der Form (20) kommen in den An-
wendungen sehr häufig vor und in der Regel handelt es sich

um die Untersuchung ihrer Lösungen für sehr grofse Werte
von X. Für solche Werte konvergieren die aufgestellten

Sohlesinger, DifferentialgleicbungreD. 13
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Keihen aber sehr schlecht, d. h. man mufs sehr viele Glieder

nehmen, um einen einigermafsen angenäherten Wert zu er-

halten. Darum hat schon Laplace selbst eine Darstellung

der Lösungen der nach ihm benannten Differentialgleichung

durch bestimmte Integrale von der Form

(21) jw{z)e''^dz
L

gegeben, und w^ir wollen jetzt zu dieser Darstellung zu ge-

langen suchen durch Anwendung einer Methode, die der in

den Nummern 39—42 für die G aufs sehe Differentialgleichung

entwickelten analog ist, und gleich dieser auf beliebige

lineare Differentialgleichungen mit rationalen Koeffizienten

übertragen werden kann.

Wir setzen das Integral (21), wo iü{z) eine noch zu

bestimmende Funktion von z (Dichtigkeitsfunktion), L einen

ebenfalls geeignet zu bestimmenden geschlossenen In-

tegrationsweg in der 2;-Ebene bedeutet,*) in die linke Seite

Dx{u) der Laplace sehen Differentialgleichung ein, dann ist

(22) D^ {jw {z) e^^ d z) = fio (z) I)^ (e^^) d z.

L L

Der Ausdruck

n^ {^^) = X z'^ e^^ -f- [d^ X -f- dj z e'^ -\-{e^x-\- ej e^*

kann nun in folgender Weise umgeformt werden:

B^ {eF-) = (ö, z+ e,)e^^+ (^^ _|_ ^^ ^ _^ ,j ^ ...

= ^S^,^,^)e^. + ^,^ + ö,z + e,)^.

Setzen wir nun den homogenen linearen Differential-

ausdruck erster Ordnung mit der unabhängigen Variabein z

{z^ + d„z+ e,)^ + {d,z+ ,,) V= A, (v),

SO haben wir die der Gleichung (20) der Nr. 39 (S. 152)

analoge Gleichung

wodurch (22) in

*) Wir bemerken übrigens, dafs das Integral (2i) durch einen

einfachen Grenztibergang aus dem Integrale (17) der Nr. 39 (S. 151)
erhalten werden kann.
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(23) jD^ (fw [z) e''^dz) = jw (z) A, {e''^)dz

übergeht.

Wir fassen nun A^ (v) als homogenen linearen Differential-

ausdruck zweiter Ordnung auf, in welchem der Koeffizient

der zweiten Ableitung gleich Null ist. Dann lautet nach

den Regeln der Nr. 38 der zu A^ (r) adjungierte Differential-

ausdruck:

A,M = ^^ -\-rw,

wo
q = z- + Ö,, z + €^, r= Ö^z-\- 6,

zu nehmen ist, und der begleitende bilineare Differential-

ausdruck ist einfach

A^ (v, w) = q V w.

Durch Anwendung der Lagrang eschen Identität

IC A^ (i') =r V Lz{w) -\-^ {q V iü)j v = e^^j

auf den auf der rechten Seite der Gleichung (23) unter

dem Integralzeichen stehenden Ausdruck, verwandelt sich

diese Gleichung in

D^ {jw(z) e'^^dz) = />^Ä^(w) dz-]-
I
—-

{q e''^w)dz,

L

Das Integral (21) wird folglich eine Lösung der Diffe-

rentialgleichung (20) oder

-Z>.(w) =
darstellen, wenn w{z) als Lösung der Gleichung

(24) Ä,{w) =
und L so gewählt wird, dafs

/
d

(25) |--(qe^^^,)dz = 0.

13*
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50. Bestimmung der Dichtigkeitsfunktion und des
Integrationsweges.

Die Integration der Differentialgleichung (24), die man
die Laplacesche Transformierte von (20) nennt, läfst

sich ohne Schwierigkeit vollziehen. Diese Gleichung lautet

nämlich

d (q w)
j =rr r IV,

dz
woraus sich

d\og{qtü) r

also durch Integration

dz q

1 -^
1 J Q.

w = — e

<1

ergiebt. Die singulären Punkte der Differentialgleichung (24)
sind die Wurzeln c^, c^ der Gleichung

wir setzen wie im allgemeinen Falle voraus, dafs c^ 7^ c^

sei. Denken wir uns

r ^ s^-\-ö,z

q {^z-c,){z-c,)^

in Partialbrüche zerlegt

q z— c^
~^

z—-62'

SO ist

oder, da

^1+ ^2=—
<5o?

Cj^— C2=— <5o
— 2c2, c^— c^==^—d^— 2c^

ist, mit Rücksicht auf die Gleichung (12 a) (S. 191)

(26) «1=- — nij «2 = — /21-

Wir haben also bei geeigneter Wahl der Integrations-

konstanten
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w = --{z— cj«» {z— c^)"« = {s— cX' - ^ (^— Cg)«« - '

und folglich

A, (e**, iü) = e"'q iv = e'='(z— cj«! (^— c^K

Das der Differentialgleichung (20) genügende bestimmte

Integral lautet demnach

(27) je' ^ (z— cX' -i^z— c^)^'-'dz,
L

und der Integrationsweg L ist so zu wählen, dafs

(25a) j^i^'i- — ^i)"' (^— ^2)"'] dz=
L

sei.

Wir können zunächst für L eine um die Punkte c^, c^

herumgelegte Doppelschleife (c^, c^) nehmen (vergl. Nr. 40,

8. 157). Das so gebildete Integral

w., =/ e^^ {z— t'j)«i
-

1 (2— ^2)«» - ^dz

läfst sich, wenn wir fttr e"^ seine Entwickelung

pZX > -./f .

*^ — ^ "^
IA'>

fc= '^•

die für jedes endliche z und jedes endliche x konvtergiert,

einsetzen, in der Form

fc=
?/.. ^ y^ \ z^ {z— c^Y^-"^ (z— C2)«* - ^ ^/^

(Ci, Ca)

darstellen, es ist also eine ganze transcendente Funktion

und kann sich folglich von dem oben gefundenen Integrale

a^ -f- a^ X -|- «2 ^^ +
nur durch einen konstanten Faktor unterscheiden. Die

Koeffizienten der für w.. gefundenen Reihenentwickelung sind

im wesentlichen Glaufssche Reihen mit konstantem viertem

Element.

Um weitere brauchbare Integrationswege L zu erhalten,

verfahren wir wie folgt:
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Der Bedingung (25a) wird offenbar gentigt, wenn wir

L so wählen, dafs im Anfangs- und Endpunkte dieses Weges
der Ausdruck

e'^'iz— q)«i(2;—
c^J''-^

verschwindet. Nun ist

lim e^^ = 0,

wenn z so ins Unendliche rückt, dafs für die letzten Weg-
elemente der reale Teil von ßx negativ ist. Denken wir

uns also L so gewählt, dafs z in den ersten Wegelementen
von L so aus dem Unendlichen kommt, dafs der reale Teil

von z ,x negativ ist, dafs dann L einen im Endlichen ge-

legenen ^-Wert im positiven Sinne umschliefst und in der-

selben Weise, wie es aus dem Unendlichen gekommen ist,

auch wieder dahin zurückkehrt, so wird dieses L einen

brauchbaren Integrationsweg liefern, da bekanntlich e^^,

wenn der Exponent z x so unendlich wird, dafs sein realer

Teil negativ bleibt, auch noch mit einer beliebigen Potenz

von z multipliziert, für z = (x> verschwindet. Würde nun

innerhalb des so gewählten Weges L keiner der Punkte Cj, c_,

liegen, so wäre in dem von L umschlossenen Teile der

2;-Ebene die unter dem Integralzeichen (27) stehende Funktion

ezx (_2— cja, - 1 (^— ^^yi, - 1

eindeutig endlich und stetig, das Integral wäre also nach

dem C auchy sehen Integralsatze gleich Null. Um dies zu

vermeiden, werden wir L so wählen müssen, dafs dieser

Weg entweder den Punkt c^ oder den Punkt c^ umschliefst.

Wir erhalten auf diese Weise zwei Wege, die wir durch

Zj, l^ bezeichnen wollen, und die wir als einfache, vom
Unendlichen aus um q beziehungsweise c^ herumgelegte

Schleifen ansehen können, die der Bedingung zu gentigen

haben, dafs in ihren unendlich fernen Wegelementen der reale

Teil von zx negativ sei. Die so entstehenden Lösungen

Uj^ ^je'^'iz— Cj)«i-i {z— c^Y"--'^ dz,

h

u^ =fe''^{z— c^y^-^ (z — c^Y^'-'^ dz
k

der Differentialgleichung (20) stellen offenbar mehrdeutige
Funktionen von x dar; da nämlich die Richtung der unend-
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lieh fernen Wegelemente von /,, 4 wesentlich von dem Argu-

mente (f der Gröfse

abhängt, so modifizieren sich die Integrationswege /j, Ly
wenn .i' einen geschlossenen Umlauf um den Punkt .r =
vollzieht, die Integrale Wj, ««.j erleiden also im allgemeinen

eine Wertänderung.

Wir haben jetzt im ganzen drei Lösungen der Differential-

gleichung (20) gefunden, es ergiebt sich aber sofort die

lineare Beziehung, die diese drei Integrale

mit einander verknüpft. Zunächst ist nämlich klar, dafs

wir zur Herstellung der Doppelschleife (c^, 6\J die einfachen

Schleifen Z^, U benutzen dürfen. Wenn wir in gewohnter
Weise die im entgegengesetzten Sinne durchlaufende Schleife

l) durch li
^ bezeichnen, wo also l^ ^ den Punkt <?; für /.= 1,

2

im negativen Sinne umschliefst, so ist

Beachten wir ferner, dafs

auf dem Wege li beziehungsweise /;7
^ fortgesetzt, den Faktor

Q2nia; beziehungsw^eise e-^«»«^

annimmt, so folgt

WO wir der kürzeren Schreibweise wegen das unter den
Integralzeichen auftretende

weggelassen haben. Nun ist aber offenbar das Resultat der
Integration auf den hintereinander durchlaufenen Wegen

/;., ir gleich Null; wir haben also
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und folglich

/=(1— e2^»«.)/— (1 — e2^»«i)/
(Ci, Ca) ^1 Is

oder

(28) Wg = (1 — e2«»"0 «1 — (1 — e-^»«0 "2-

51. Realpositive Werte der unabhängigen Variabein.

Reihenentwickelung der Integrale. Ganmiafunktion.

Um einen bestimmten Fall vor Augen zu haben, und
auch um zu Formeln zu gelangen, die für die Anwendungen
unmittelbar brauchbar sind, setzen wir uns vor, das Ver-

halten der Integrale u^, u^ für sehr grofse reale positive
Werte der unabhängigen Variabein x zu erforschen.*)

Der Bedingung, dafs der reale Teil von x z negativ sei,

wird dann gentigt sein, wenn wir die Integrationsschleifen

/j, l^ so wählen, dafs sie parallel mit der realen negativen

^-Achse aus dem Unendlichen kommen, bis dicht an die

Punkte Oj respektive c^ herangehen, diese etwa in der Form
von kleinen Kreisen im positiven Sinne umschliefsen und
dann wieder parallel mit der negativen Richtung der realen

0-Achse sich ins Unendliche entfernen. Wir betrachten dann
zuvörderst das längs des so fixierten Weges Z^ genommene
Integral

Wj = j e'^'iz — Cj)«i-i (z— c^)'^^-'^ dz
h

und setzen hierin

z— c^ = tj y = ^i
— <^o-

Der der Schleife /^ entsprechende Integrationsweg k^

der ^- Ebene kommt längs des negativen Teiles der realen

i- Achse aus dem Unendlichen bis dicht an den Punkt ^=0
heran, umschliefst diesen in Form eines kleinen Kreises im
positiven Sinne und kehrt wieder längs der negativen realen

*) Dafs die folgenden Untersuchungen auch über das Verhalten
in der ganzen Umgebung von x = oo Aufschlufs geben können, hat
Herr Hörn a. a. 0. und auf anderem Wege Herr Jacobsthal in seiner
(mir vor kurzem zugegangenen) Strafsburger Inauguraldissertation
gezeigt.
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^- Achse nach dem Unendlichen zurück. Wir erhalten für

H^ die Darstellung

Wj == Je^(c, + o t",-i (i_j_ y)«.-i dt.

Wenn |«|<ly| ist, so gilt die Entwickelnng:

fc =

nnn ist aber die Bedingung U
[

<"
| / 1 offenbar nicht längs

des ganzen Integrationsweges /•, erfüllt, wir dürfen also die

angegebene Entwickelnng nicht in das Integral «^ einsetzen.

Wir nehmen darum nur die {n-\- 1) ersten Glieder derselben

und fügen ein Restglied hinzu:

(30) {t+ rr^-^ =f, +At+ .., +/„ tn + E^ (t),

von welchem dann

lim Rn(t) = (\t\<y)
n

gilt. Dies eingesetzt giebt

fc=0 fei fci

wir formen zunächst das unter dem Summenzeichen auf-

tretende Integral um.

Führen wir darin durch die Gleichung

die neue Integratlonsvariable t ein, so entspricht der Schleife

k^ eine Schleife l in der t- Ebene, die (da .v real positiv

ist) längs der positiven realen t-Achse aus dem Unendlichen

herankommt, den Punkt t = im positiven Sinne umkreist

und sich wieder längs der positiven realen t- Achse nach

dem Unendlichen entfernt. Es wird

c * . , 1 , I / — ''
\«i + ''-^ —dt

"=f-i^y
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also

Setzen wir in dem über die Schleife l erstreckten Inte-

grale p an die Stelle von «j -|- k, so sehen wir, dafs das Integral

(32) je—'TP-UiT
/

hier eine ähnliche Rolle spielt, wie bei den analogen Be-
trachtungen in der Theorie der Gaufs sehen Differential-

gleichung (Nr. 41) das Eni er sehe Integral erster Gattung.

Unter der Voraussetzung, dafs der reale Teil von p wesent-

lich positiv ist, bleibt das Integral für t == und t = oo

endlich, wir können dasselbe also, indem wir den den Punkt
T ^ umgebenden Teil der Schleife A unendlich klein werden
lassen und beachten, dafs t^-'^ bei positiver Umkreisung
des Nullpunktes den Faktor

annimmt, in der Form

X ^
00

ö

schreiben. Man setzt gewöhnlich

j e-' tp-^ dT= r{p)

und nennt dies das Eulersclie Integral zweiter Gattung
oder die Gammafunktion; Gaufs bezeichnet diese Funktion

abweichend durch die Charakteristik //, es ist nach Gaufs:

r{p) = n{p-\).

Für Werte von p^ deren realer Teil nicht positiv ist, gilt

als Definition der Gammafunktion die Gleichung

/e-^T^-i JT = (e-^»p— 1) r(p),
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für negative ganzzahlige Werte von /) ist rip) unendlich.

Wir bedürfen einiger einfacher Eigenschaften dieser Funktion,

die wir hier ableiten wollen.

Setzen wir

so wird

ö

ö

oder
CD

ö

Wenn \g\<l ist, kann (1+^)-^ nach dem binomischen

Lehrsatze entwickelt werden; entwickelt man ferner rechter

Hand e-9'> nach Potenzen von ^ d, so kommt

k = 1 . « . . . A,

CO

fc =

und indem man nun beiderseits die Koeffizienten gleich

hoher Potenzen von g vergleicht

(33) p{p+ l)..-{p + k-l)r{p)=^Je-"a^'+p-'da

= r{p + k\

wo h eine beliebige positive ganze Zahl bedeutet.

Setzen wir p=l und beachten, dafs

r(l) = /"«-^c/2r = l
ö

ist, so folgt aus (33)

r{k-{-i) = k\

Diese Gleichung kann als Definition der Gammafunktion für

positive ganzzahlige Werte von k dienen; einige ältere Ana-
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lysten waren bestrebt, aus dieser Definition auch die Wert-

bestimmung der Gammafunktion für beliebige Werte von k

ab7AÜeiten; über diese Art von Untersuchungen vergleiche

man die Einleitung zu Weierstrass Abhandlung über die

Theorie der analytischen Fakultäten (Grelles Journal, Bd. 51).

Auf Grund der Gleichung (33) ist nun

je--" ^«1+"- 1 dr = {e^^i"i — 1) r{a^ -(- k)

=(^'"*— i)«iK+i)...(«i+^-i)n«i),

dies in (31) eingesetzt giebt:

U^= ec.o; ^-a, ^Qlnia,— Y) T {a^ (— l)«i.

^(-l)V&«l(«l+ l)---K+^-l)^"'' + ^'^"'/^''*^"^~'^^n(^)^^^.

Wenn wir hier n ins Unendliche wachsen lassen und B^^if)

vernachlässigen, so erhalten wir auf der rechten Seite eine

(im allgemeinen) divergente Reihe, die mit Rücksicht darauf,

dafs nach (26) (S. 196)

«1 == — /ii

ist, mit der ersten der Normalreihen (15a) (S. 190) der

Form nach vollkommen übereinstimmt. In ähnlicher Be-

ziehung steht 1^2 zu der anderen dieser Normalreihen, wie

man durch analog geführte Rechnung sofort erkennt.

Wir werden nun beweisen, dafs, wenn x als positive

reale Gröfse ins Unendliche rückt, für jeden Wert von n

(34) lim ^»
j w^ e-'^i^ A'«i — (— l)«i(e2^i«i— 1) r{a^\

i(- i)V.«iK + i) •••(«! +^-i)'^-' 1 =
ist, damit wird im Sinne der Po ine areschen Definition

(Nr. 48) gezeigt sein, dafs die divergente Reihe

(-l)«.(e2^-.-l)r(aji(-l)V>,(«,+ l)...(«,+ Ä:-l)^-^^
& = o

die Funktion

asymptotisch darstellt, falls x als positive reale Gröfse ins

Unendliche rückt.
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52. Beweis der asymptotischen Darstellung durch
Untersuchung des Restgliedes.

Mit Rücksicht auf die gefundene Darstellung von u^

können wir die zu beweisende Gleichung (34) auch so

schreiben:

lim .1'»+ «^ j>* f'^
-

1 Rn (t) dt = 0.

Die Schleife k^ denken wir uns folgendermafsen. Von
t = — 00 ausgehend läuft sie längs der negativen realen

t - x\chse bis zum Punkte t= — p, wo p einen positiven

realen Wert bedeutet, dann in einem um t = als Mittel-

punkt mit dem Radius p beschriebenen Kreise C im positiven

Sinne um ^ = herum, dann von t = — p wieder längs der

negativen realen Achse nach t= — oo zurück. Es ist dann

(35) .x^^''^fe'^*t^'^-^En(t)dt

— 00 U — p

wo der Integrand in den beiden ersten Integralen rechter

Hand derselbe ist wie in dem Integrale auf der linken

Seite und in dem Integranden des dritten Integrals auf der

rechten Seite i?„ (t) den Wert bedeutet, den R (t) annimmt,
nachdem t die Kurve C durchlaufen hat.

Wir beginnen mit der Untersuchung des über die

Kurve C hinerstreckten Integrals

(36) oj«! + " / e^ * f'^
-

1 E„ {t) d t,

c

worin wir durch

,rt = — T

T als neue Integrationsvariable einführen. Dem Kreise C
der i- Ebene entspricht der um r = als Mittelpunkt mit

dem Radius p.x beschriebene Kreis K der t- Ebene. Unser
Integral (36) lautet dann

(— l)«i ^» je-' z«^
-

1 Bn (~~) ^^'
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Bn{t) ist als Restglied der Reihe IJ f\t^ durch die
fc =

Gleichung (30) (S. 201) definiert. Wenn diese Reihe kon-

vergiert, so giebt es bekanntlich stets zwei positive Gröfsen

31 und a von der Beschaffenheit, dafs

IM<~,
also ist in diesem Falle für

[

i!
|
<^ a,

|Ä„(<)i = ]

s f\t''\£s\jii''\<^J;
/c==n-l-l A;= n-1-1 /c= n-fl

«4-1 1

(Ä;=J,2,...a)

Mt^

< M

Wir finden demnach für den absoluten Betrag unseres

Integrals die Ungleichung

(h + » fe*^Rn{t)t''^-^dt
V

< c« / M
J
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Das Integral auf der rechten Seite kann, ohne dafs sich

sein Wert verändert, statt über den Kreis K über irg-end

eine vom Punkte T=^px ausgehende und den Punkt t =
einschliefsende geschlossene Kurve erstreckt werden, da ja

die unter dem Integralzeichen stehende Funktion nur den

einzigen singuUiren Punkt x= besitzt. Wir ersetzen also

K durch eine von t ^= p x ausgehende um z= herum

gelegte Schleife, die von t = 'px längs der realen positiven

T- Achse bis dicht an t =^ herangeht, diesen Punkt in

unendlich kleinem Kreise in positivem Sinne umschliefst

und wieder längs der realen t-Achse nach px zurückkehrt.

Nehmen wir n so grofs, dafs der reale Teil von

«1 + ^^ + 1

positiv ist, so bleibt das Integral im Punkte t = endlich

und wir haben nach einem oft angewandten Verfahren

px

6K px

Also lautet unsere Ungleichung

\j;a,Jrnfei^I{^(t)t"^-Ult\

px

^ X a« + i

i_iL ^
a

wir untersuchen nun den Grenzwert der rechten Seite, wenn
X als positive reale Gröfse ins Unendliche geht. Zunächst ist:

px cß

lim fx^^ + 'U-'' dr = fT"^ + '' e-Uh = r{a^ -\-n-{-l)]

(wir sehen beiläufig bemerkt, dafs die Beschränkung, die

wir der Zahl n auferlegt haben, unwesentlich ist, sie wurde

nur gemacht, um den Grenzübergang bequemer vollziehen

zu können), die übrigen konstanten Faktoren der rechten

Seite sind endlich, x-'^ verschwindet, also ist der Grenz-

wert gleich Null, d. h. wir haben als ergtes Resultat

(37) lim aj°i + « r e<^ ij?„ {t) t"^ -Ult = 0.
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Es folgt nun die Untersuchung- der auf die geradlinigen

Teile von k^ bezüglichen Integrale auf der rechten Seite

von (35). Für diese gilt die Ungleichung
|

^
|

<< a nicht,

wir müssen folglich R{t) direkt durch

& = o

definieren. Wenn y innerhalb des Kreises C liegt, so er-

giebt sich (vergl. S. 205)

R (t) = e2^»"2 {t+ 7)"2- i _ 1 /^ ^,
fc=

wir haben also, abgesehen von konstanten Faktoren, die

beiden Integrale
— CO

(I) = ,'c«i + «/ e<^ {t -f yf^
- 1 i«i - 1 dtj

— p
n

(II) = ^ /& .r"^ + "
f i"i + ^--

1 e*^ dt
fe = — j)

zu untersuchen. Wir beginnen mit (I).

Für hinreichend grofse Werte von t ist offenbar

|logi|<|«!, \\og{t+ y)\<\t\,

man kann folglich eine positive Gröfse h stets so an-

geben, dafs

|iog t"^-'{t+ rr^-'\<h\t\,
also

I

1^1-1 (^ + ;/)«^-i Ke^^l'l

ist. In dem Integrale (I) ist t während des Verlaufs der

Integration real negativ, also

und folglich

|(I)|<.i'«i + " /e«(^-^)(Zd
1—1'

I

Für sehr grofses positiv reales ^ ist x— h positiv, also

lim e^i^-^) =0,
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ebenso ist

lim A'«i +« =— =
und folglich

(38) lim (I) = 0.

Bei der Untersuchung von (II) nehmen wir das unter

dem Summenzeichen stehende Integral

— 00

— p

und führen darin wieder

als neue Integrationsvariable ein. Das Integral wird dann

gleich

4-co

px

rückt c2? als positive Gröfse ins Unendliche, so fällt die

untere Grenze ;).t' mit der oberen -(- oo zusammen, das

Integral reduziert sich also auf den Grenzwert seines

Elementes für T=r-px^ .«=--f-Go, und wir erhalten:

— 00

lim .??«! + «
I

^«1 4- fc - 1 e*^' dt
X= -\-(X> —p

= lim (.'F'»-*e-i'^(p.r)«i + ^--l (— l)"i + '') r:rr 0,
X= -\-CD

daraus folgt aber auch, dafs

(39) lim (II) =
X= -\-Qß

ist.

Die Gleichungen (37), (38), (39) ergeben nunmehr, dafs

auch die linke Seite der Gleichung (35) der Grenze Kuli

zustrebt, wenn .v als positive Gröfse ins Unendliche rückt,

und damit ist die Richtigkeit der Gleichung (34) bewiesen.

Wir schreiben diese Gleichung und die analoge für n^

geltende unter Benutzung des in der Nr. 48 (S. 189) ein-

geführten Zeichens in der Form
Schlesinger, Differentialgleichungen. 14
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fc=0

wo die ffk die Koeffizienten der Entwickelung von

nach positiven ganzen Potenzen von t bedeuten (vgl. die

Definition der f^, (29), S. 201).

53. Die Besselsche Differentialgleichung.*)

Wir wollen nun die Resultate der vorhergehenden
Nummern auf die Theorie einer berühmten und in den
Anwendungen besonders wichtigen Differentialgleichung an-

wenden, die gewöhnlich die B esse Ische genannt wird und
die folgende Form hat:

4!4 + i_4Z + (i_»;)j=o.
dx^ ' X dx ' \ x^ /

Setzen wir hierin

J^ X'"' Uj

so ergiebt sich für u die Differentialgleichung

(40) ,.i!|: + (2«+ i)-;^J + ,.. = 0,

die aus der Differentialgleichung (20) (S. 192) hervorgeht,

wenn man daselbst

«0 =^ 1? «1 = Oj ^0 == 0? ^1 = 2/1+1

nimmt. Die Differentialgleichung (40) besitzt ein ganzes
transcendentes Integral, und eines, welches eine ganze
transcendente Funktion, multipliziert mit

*) Euler, Novi commentarii Acad. Petropolit. Bd. X (1764);
Fourier, Theorie de la chaleur (1822), S. 369; Bessel, Abhandl.
der Berl. Akademie 1824. Vergl. nebst den S. 189 citierten Autoren
auch Jordan, Cours III, S. 234 if.
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ist. Die charakteristische Gleichung lautet jetzt

^^ + 1-0,
wir haben also

und
2n+l 2n+l

«1
= 2

'
"^^ 2 •

Die Integrale u^, u^ haben demnach die Form (vgl. S. 198)

2n — 1

u^^fe"' {z'^ + 1)
'^ dz,

2n— 1

u^=f e'- (^2 _|_ 1) 2 ,;..

Die Koeffizienten /^ ergeben sich durch Aufstellung der

Entwickelung von
2n— 1

1.2.. .Ä
!^L=i_&

- (2n- l)(2n-3)...(2n-2Ä;+l) ^^.^ ,

die 5^fc unterscheiden sich von der j\ nur durch das Vor-

zeichen von ^. Indem wir noch beachten, dafs

— 1 = e'^», i= e 2
^

ist, finden wir für u^ die asymptotische Darstellung

2n + l _ -^t ( _\\ t

:ig 2 ^" ^\l+e2^»")2"~^r(/l+i).2 öXe^» e

V^ iu
^^^'-1 4yz^-9 4yi^--(2Ä;-l)" (2z^-)-^

Zy-"^) 4 4
••••

4 -1.2 A

und analog:

2n + l '^ r„_ n 1

2 »^ i^(l_pg2;rt«)2"-Yr(/i4-i)w„ ^^ ^ 2 ß-^^ e

f,
4/1^-1 4/1^-9 4m^-(2ä:-1)^ (-2z>)- fc

,^o^~^^"~4 4
•••

4 '1.2....^
14*
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Das ganze transcendente Integral u^ wird nach (28)

(S. 200)

(41) u, = (1 - e'''''^) (u,-u,)= {l+e^-i-) {u.^-u,);

aus den asymptotischen Darstellungen von i<^, u^ folgt hier-

durch auch sofort die asymptotische Darstellung von u., für

positive reale sehr grofse Werte von a\ Wir stellen nun
noch die Entwickelung von u.^ nach positiven ganzen
Potenzen von x auf.

Wir haben (vergl. S. 197)

kn '^^ I 7. /- o I ^ s n — -i-

«3 = /
«" (^'+ 1) ' d^=i:^j^ ^' i?'+ 1)""

^ dz.

(t, — ») (i, - i)

Bezeichnen wir durch {i)
,

(— ^) einfache von einem be-

liebigen nicht singulären Punkte aus um die Punkte z, — i

herumgelegte Schleifen, so ist (vergl. z. B. die analoge Um-
formung S. 199, 200)

/^*(^- + l)"-^-rf0
{h - i)

^ (1 _|_ 62^i«)
j

l^fe (^2 _j_ Yf-\ ,1^ _ l^lc (.2 _^ i^n-i ^^^
I

_

(t) (- i)

Setzt man in dem längs (— i) erstreckten Integrale — z

an die Stelle von z, so ist für ein gerades k

jz^ [z- 4- ly-idz= —jz^ (^^ + 1)**-* dz,
(- *) (i)

und für ein ungerades h

jz^ [z- + l)"-i dz = jz^ (z^- + 1)""^ dz.
(-*) (t)

Es bleiben also in dem Ausdrucke für u^ nur die geraden

Werten von k entsprechenden Glieder stehen, d. h. wir er-

halten

u, =(1+ ^^''»") j; -^ 2 / z^^ iz'+ lY-\ dz,

(»•)
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Machen wir in dem unter dem Summenzeichen auf-

tretenden Integrale die Substitution

SO wird

2 \z'^^ (^'^ -|- l)"-i dz = (— 1)'' ift^-h (1 — T)"-i dr,

(i) (')

wo (1) eine um den Punkt t = 1 herum gelegte einfache

Schleife bedeutet. Nehmen wir zum Ausgangspunkt dieser

Schleife den Punkt r = und setzen voraus, dafs der reale

Teil von n-{-^ wesentlich positiv ist, so können wir das

über die Schleife (1) erstreckte Integral in bekannter Weise

umformen

:

[1)
«

J

'

Wir benutzen nun eine Formel, die die Betafunktion durch

Gammafunktionen auszudrücken lehrt und deren Beweis

man in jedem Lehrbuche der Integralrechnung findet:

Hiernach ist:

B{h^ + i)- r(n+l) '

beachten wir femer, dafs

r(n+l).{n+l)(n+ 2)...(:n + k) = r(n + k+ 1),

r(k+l) = k\

ist, so erhalten wir endlich für u^ die Reihendarstellung:

W3 = (l+e2-n)2ir(i)r(ri + i)

A^"~ ^^ VT/ r(A' + 1) r(n + ^+ 1)

•
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Um an die in der Litteratur gebräuchlichen Formeln
anknüpfen zu können^ setzen wir:

2fc -^

^-JyHi)'
dann ist nach (41)

und wir können also die asymptotische Darstellung von U
für grofse positive reale Werte von x ohne weiteres angeben.

Wenn wir uns mit einer ersten Annäherung begnügen,

d. h. in den asymptotischen Darstellungen der ?/j, u.^ nur die

absoluten Glieder der Eeihen beibehalten^ so ergiebt sich

[.-f(»-i)]i _[.-f(„-^)].

,n+ i

^^ + i^cos[..—J(.^ + i)].

Die Bedeutung dieser asymptotischen Gleichung ist die,

dafs U vermindert um den Ausdruck auf der rechten Seite

nach dem Grenzwerte Null konvergiert, wenn a; als reale

positive Gröfse ins Unendliche rückt.

Durch Multiplikation von ü mit x^ erhalten wir eine

Lösung der Bess eischen Differentialgleichung. Man be-

zeichnet den Ausdruck

" ^""^— ~1F~ ~ jfio^~ ^ r{k+ i)r(k+ n+ i) V 2"/

der für positives ganzzahliges n eine ganze transcendente

Funktion von x darstellt, als Besselsche Funktion ?i-ter

Ordnung. Beachtet man, dafs bekanntlich

r{i) = V^
ist, so ergiebt sich für J„ (^) in erster Annäherung die

asymptotische Darstellung

.„(.)^/Äeos[.-|(. + |)],
die in den Anwendungen oft benutzt wird.
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In Bezug auf die Besselsche Differentialgleichung be-

merken wir noch, dafs, da diese Gleichung ungeändert bleibt,

wenn man — n an die Stelle von n setzt, auch J_ „ (./) eine

Lösung derselben darstellt. Wenn 71 keine ganze Zahl ist,

bilden

ein Fundamentalsystem; dagegen unterscheiden sich diese

beiden Integrale im Falle eines ganzzahligen n nur durch

den konstanten Faktor (— 1)". Die Wurzeln der zu ^ =
gehörigen determinierenden Fundamentalgleichung der B es s ei-

schen Diiferentialgleichung sind n und — n, der Fall, wo n

eine ganze Zahl ist, zeigt also nach der allgemeinen Theorie

an, dafs nur zu dem Exponenten
|

n
\

ein in Reihenform dar-

stellbares Integral, nämlich Jj„|(.r) gehört, während das

zweite Element des kanonischen Fundamentalsystems einen

Logarithmus enthält. Man vergleiche näheres über dieses

zweite Integral, z. B. bei Heine*) und C. Neuraann.**)

*) Kugelfunktionen I, S. 190 ff.

**) Theorie der B es sei sehen Funktionen (1869).



Sechstes Kapitel.

Integration der kompletten linearen

Differentialgleichnng.

54. Komplette Differentialgleichung.

Weiteres üher die adjungierte Differentialgleichung.

Wir waren durch eine Transformation der Riccatischen
Gleichung auf die homogene lineare Differentialgleichung

zweiter Ordnung geführt worden. Ehe wir das Gebiet der

linearen Differentialgleichungen verlassen, wollen wir noch eine

bemerkenswerte Reihenentwickelung für die Integrale solcher

Differentialgleichungen vorführen, die von Herrn Fuchs her-

rührt und sich dadurch auszeichnet, dafs sie für alle nicht

singulären Werte der unabhängigen Variablen gültig ist.

Da diese Reihenentwickelung nicht nur für homogene, sondern

auch für nicht homogene lineare Differentialgleichungen be-

steht, wollen wir dieselbe gleich an dem Falle der nicht

homogenen, oder wie man sagt, kompletten linearen

Differentialgleichung zweiter Ordnung

darstellen und beschäftigen uns darum zunächst mit dieser

Gleichung.*)

Ersetzt man die auf der rechten Seite von (1) auf-

*) Vergl. für das Folgende, Fuchs, Annali di Matematica, Ser. II,

Bd. 4, S. 36 ff.; Frobenius, Grelles Journal, Bd. 77, S. 25t) ff.
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tretende Funktion / (x) durch Null, so erhält man die homo-
gene Gleichung

(2) i>M =p^ + ,^-^ + r.= 0,

die man als die zu (1) gehörige reduzierte Gleichung
bezeichnet. Bilden wir (vergl. Nr. 38) adjungierten und
begleitenden bilinearen Differentialausdruck von D(u),

JD (u, v)= p{^v'^— u -^^J
— (p'— q) u V,

SO besteht die Identität von Lagrange

vD{u) — uD {v) = -)-- D (u, v).
iL i2/

Sei ?<j, u^ ein Fundamentalsystem von (2), und setzen wir in

der Lagrange sehen Identität w^, u<^ an die Stelle von u^

so kommt

— Uj,B{v)^-^ [p {V W;/— M;. v')— {f— q) U^ v\, (A = 1, 2)

Diese Gleichung lehrt, dafs die zu (2) adjungierte Gleichung

(3) D{v) = ^

völlig äquivalent ist mit der Gleichung

P ( ^";/— -j^ ^U ) — {f— 9)^ ^''l
= const.,

so dafs also die Gleichungen

i' (^"/— ^"/l) — (P'— Q)^H = ^ (^ = 1' 2)

stets Lösungen der Differentialgleichung (3) liefern. Nach
Division durch v folgt

(4)
^^^_i^+-l,

also integriert, und nach Übergang zu den Numeris

V= const. —^ eJ P .

P
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Nun ist aber (Nr. 18, S. 69)

e J P = const. {u^ u./— u^ u^'\

wir haben also, bei geeigneter Wahl der auftretenden Kon-
stanten, für 1=1 das Integral

und für X^=2 das Integral

von (3). Da

ist, bilden Vj, v^ ein Fundamentalsystem von (3), welches man
als das dem Fundamentalsysteme u^^ u^ von (2) adjun gierte
bezeichnet. Zwischen den adjungierten Fundamentalsystemen
besteht offenbar die Beziehung

(5) Wj v^ -f «2 v^ = 0.

Nach (4) ist nun

V^ «1
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Multiplizieren wir die erste Gleichung mit i^^, die zweite

mit u^ und addieren, so kommt

u^ D(uj t\)-{- ?«2 ^("7 ^'2) "^ ^1 i ^1 ^

M

^^'^ -f" ^2 f *^2 -^W <^^*^*

Nun ist aber

?«j i) {u, i\ )-{-ti^lJ(uyV^)= ti^
{ j) (v^ tt'— ?< y/)— (p'— ^) Vj u }

+ ^2 {iH«^2^^'
— ^'^'2')—(P'—^/)^'2« }j

also mit Rücksicht auf (5) und (6)

u^ D (?/, v^)-^u^D (m, t?^) = m
;

wir haben also die für jedes u giltige identische Gleichung

?/= Mj f '^1^ (w) d X -\- 71^ fv^lj (u) d X.

55. Integration der kompletten Gleichung.

Hauptintegral.

Setzen wir in der am Schlüsse der vorigen Nummer
abgeleiteten Identität an die Stellen von u ein beliebiges, oder

was dasselbe ist, das allgemeine Integral y der kompletten

Gleichimg (1), so ist

und wir haben somit für y die Darstellung*)

y = u^j v^fix) dx-\- u^ f v^ f{x) d x

durch ein Fundamentalsystem der reduzierten Gleichung und
zwei Quadraturen, deren willkürliche Konstanten zugleich

die Konstanten der Integration liefern.

Sei X = a ein beliebiger .^--Wert, für welchen keine

der Funktionen

p' p' P

eine Singularität aufweist, dann hat das partikulare Integral

*)D'Alembert, Miscell. Taurinensia, III, S.362ff.; Lagrange,
Nouv. Memoires de l'Acad. de Berlin, 1775, S. 190.
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X X

(7) ?/a ^U^ fv^f (X) d .7! -f U^ Jv^ f (.X') (l X
a a

offenbar die Eigenschaft fUr x ^:=:a, zu verschwinden. Dille-

rentiieren wir diese Gleichung nach x, so folgt mit Klick-

sieht auf (5)

X X

(7a) jja'= Uy j vj{x) dx -f-
%' jv^f{x) dx^

a a

80 dafs fUr x = a auch i/a verschwindet. Zugleich sehen

wir, dafs sich die in (7) mit ?«,, n^ multiplizierten Integrale

bei der ersten Differentiation von y« nach x so verhalten,

als ob sie Konstante wären. Man nennt das Integral ;//« nach
Herrn Fuchs das zum Punkte x -- a gehörige Haupt-
integral der Differentialgleichung (1). Wie leicht einzusehen

ist, wird dasselbe durch seine Eigenschaft, zugleich mit

seiner ersten Ableitung für x :=::- a zu verschwinden, ein-

deutig bestimmt.

Aus dem Hauptintegrale erhalten wir das allgemeine

Integral // von (1), indem wir den als Faktoren von u^, u^

auftretenden bestimmten Integralen noch je eine willkürliche

Integrationskonstante 6*^, c,^ hinzufügen, es ist also

Die Integration der kompletten Gleichung ist also als voll-

zogen anzusehen, wenn man ein Hauptintegral und ein

Fundamentalsystem der reduzierten Gleichung kennt.

Handelt es sich um die Bestimmung eines Integrals Tj

der kompletten Gleichung, welches vorgeschriebenen Anfangs-

bedingungen genügt, welches also für x —- a den Wert b^^

und dessen erste Ableitung für x:=^ a den Wert h^ annimmt,

so suchen wir zunächst jenes Integral ü der reduzierten

Gleichung, welches denselben Anfangsbedingungen genügt,

dieses ist dann (vergl. Nr. 25, S. 90) eindeutig bestimmt.

Aus der Definition des zu a gehörigen Hauptintegrals folgt

dann

:

also ist auch T/ durch die vorgeschriebenen Anfangsbeding-

ungen eindeutig bestimmt.
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56. Die Fuchs sehe Reihenentwickelung der Inte-

grale einer linearen Differentialgleichung.*)

Nach Division durch
i>

schreiben wir jetzt die Differential-

gleichung (1) in der Form

und stellen uns die Aufgabe, dasjenige Integral // dieser

Differentialgleichung zu finden, welches für x = a den Wert
h^^ und dessen erste Ableitung für x=^a den Wert />, an-

nimmt.

Wir zerlegen zu dem Ende P{y) in die Differenz zweier

homogener linearer Differentialausdrücke

(9) F{y) = P,(y)-P^{y),

(lie an sich ganz beliebig gewählt werden können, nur soll

P^ {y) jedenfalls von der zweiten Ordnung und Pg iv) höchstens

von der ersten Ordnung sein. Z. B. kann man

(10) P,(,y)=g, P,{y) = <,(^)g + /,(^);/

nehmen ; wir kommen auf diese spezielle Wahl in der folgen-

den Nummer zurück.

Sei ,y„ das den für y festgesetzten Anfangsbedingungen

genügende Integral der Differentialgleichung zweiter Ordnung

Pi il/) = fpi^)y

setzen wir dann

i/ = yo + '^o^

so ist

A (.y.. + ^o) = ^2 Cy., + ^o) + ff W^
also, da die durch P^, P^ angedeuteten Operationen distri-

butiv sind, und

ist,

*) Fuchs a. a. 0.; vergl. Caqu6, Liouvilles Journal, Ser. II,

Bd. 9, S. 185 j siebe auch Handbuch I, S. 370 £f.
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Pg (3/0) ist, wenn y^ bekannt ist, eine bekannte Funktion

von x^ wir setzen

A (.yo) = ^Px W-
Die Funktion tv^^ die offenbar mit ihrer ersten Ableitung

für x = a verschwindet, ist dann das zu x = a gehörige

Hauptintegral der Gleichung

Sei nun y^ das zu .:?^ = a gehörige Hauptintegral von

^1 (y) = 9i {^\

und setzen wir

so ist w^ das zu ^ = a gehörige Hauptintegral von

P, [10^) — P^ K) = <^P2 G^),

wo
(p^ {x) = P^ (yj

eine bekannte Funktion von x ist, wenn y^^ bekannt ist.

Sei ferner y^ das zu x = a gehörige Hauptintegral von

Pi iy) == 9^ d'')^

und setzen wir

^1 = yi + ^2> ^- s. w.

Allgemein: sei ?/& das zu x^=a gehörige Hauptintegral von

Pi (y) = 9ic i^), fPk W = -^2 (/A - 1)?

und setzt man
tOk-i = yk + u'k,

so ist lüh das zu x = a gehörige Hauptintegral von

Pl {^k)— Po^ {Wh) = ^jPfc + 1 (<«), (Pk + 1 (^) = A (3/fc)-

Läfst man hierin k die Werte 1, 2, . . . j' durchlaufen, so ist

y =^0 +^1 +^2 + • • +yv + 10,.

Wir werden uns diesen Prozefs ins Unendliche fort-

gesetzt denken und dann nach

lim w,
V

einerseits und nach der Konvergenz der Reihe

;/o+.yi+y2 + ---ad. inf

andererseits zu fragen haben.
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Zunächst bestimmen wir die ?/*, iCk etwas genauer.

Sei n^ , ?/., ein Fundamentalsystem der homogenen Diffe-

rentialgleichung

(11) F,iu) = 0,

v^ , r., sein adjungiertes Fundamentalsystem. Bedeutet dann

dasjenige Integral von (11), welches den für ^ fixierten

Anfangsbedingungen genügt, so ist ?/^^ nach der Schlufsformel

der vorigen Xummer durch den Ausdruck

X X

y^= c, «1 +c^u^ +u^ (,v)fv^{t)(p(t)dt+u^ {x)jv^ {t)fp{t)dt

a a

gegeben, wo wdr als Integrationsvariable t an Stelle von x
genommen und der Deutlichkeit wegen den u^.u^^v^^v^ die

unabhängige Variable beigefügt haben. Setzen wir

«1 (^^) ^'i (0 + ^S (^^) ^'2 (0 = Aj (.!• tl

SO haben wir also:

(12) ^0 = ^1 'h + ^2 «2 +/ ^1 i^^ i) 9 (i) d t.

a

Das zu ,v = a gehörige Hauptintegral yu von

^i{l/) = 9k{'^) (fc=l,2,...)

lautet analog

X x

?/fc
=r Uj^ {a;)fv^ {t) (fk (t) ca+ Wg {.t)Jv^ {t) (fu (t) d t,

a a

oder
X

(13) !/k= fl^ii^,t)(pu(t)dt^
a

und für seine erste Ableitung nach .?• haben wir nach (7 a)

X X

y^ = u^ ' (..)/ 1', {t) cfj, (t)dt + u^' (./•)/ v^ (t) ffj, (t) d t.

a a

Nun ist laut Voraussetzung 1\ {y) ein homogener linearer

Differentialausdruck höchstens erster Ordnung, also von der

Form
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setzen wir hierin ij^ an die Stelle von ?/, so ergiebt sieh demnach

a a

oder indem wir die Bezeichnung

P, {u, G^•)) V, [t) + P, {u^ {,T)) V, (t) == A G^, t)

einführen

X

(14) cfic+i (.r) == / A (.7;, t) cpk (t) dt (fe = 1, 2, . .
.)

Dies ist eine Rekursionsformel für die Funktionen cpk (.a), die

Gleichung (13) liefert dann die y^.

Ferner möge 0^, z^ ein Fundamentalsystem der Differential-

gleichung

P(.) = P, (.^)-P,(^)=^0

und ^j, ^2 das dem z^, z^ adjungierte Fundamentalsystem
darstellen; dann lautet das zu .r = gehörige Hauptintegral

wu von

A W— A ("0 = ^/^/^ + 1H
X X

(15) wu= z^ {x) f'C, {t) cpu ^i{t)dt+ z^ i^,) f:^
{t) cpk + 1 {t) d t.

a a

Möge nun der von a nach .r führende Integrationsweg

4 keine singulare Stelle der Funktionen

^ (//;), h{w), (p{,T)

passieren, dann behält längs 4 der Ausdruck A (.??, t) stets

einen endlichen Wert und das gleiche gilt von

^1 (•*') = A (lh\

man kann folglich zwei positive Gröfsen M, N so bestimmen,

dafs

\t,{x,t)\<iM, \cp,{t)\<N

sei, wenn t auf 4 verbleibt. Dann ist nach (14)

\,r,{a^\<UNj\dt\;
a

nun ist aber

l\dt\ = s.
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nichts anderes, wie die Bogenlänge des Integrationsweges 4,

wir haben folglich

\cr,{a^)\<MN8,.

Setzen wir nunmehr

|(/^| = d Sxy

SO folgt aus (14) weiter

«

also

\ff,{^)\<iM'-Nsl,

und ebenso ist allgemein

Nun ist aber die Reihe

\^o kl

für jeden nicht singulären Wert von x konvergent, folglich

konvergiert die Reihe

(16) ^r/)fc+ i(.2^)

für jeden solchen .r-Wert unbedingt und gleichmäfsig, und

da eine gleichmäfsig konvergente Reihe gliedweise integriert

werden darf, folgt, dafs auch die Reihe

y, + ^yu+x = ^0 + ^ /\ (^^, t) cp^^i {t)dt

für alle nicht singulären Werte von a- unbedingt und gleich-

mäfsig konvergent ist.

Aus der Konvergenz der Reihe (16) folgt

lim f/)fc^i(.'c) = 0,
k

es ist also nach (15) auch

lim w^ = lim f[z^ (.r) C, (t) + z^ (o^) ?2 («)] ^fe+ i (0 ^ ^ == 0,

k k a

Schlesinger, Differentialgleichungen. 15
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und damit ist dargethan, dafs das Integral y von (8)

durch die Reihe

3/ ==3/o +^1 +3/2 + • • • ad inf.

für jeden nicht singulären Wert von ^ dargestellt wird.

57. Spezielle Form der Fuchs sehen
Reihenentwickelung.

Die in der vorigen Nummer abgeleitete Reihenentvrickel-

ung, die Herr Fuchs für lineare Differentialgleichungen w-ter

Ordnung angegeben hat, besitzt dadurch, dafs sie für alle

nicht singulären Werte von x gültig ist, also eine einheit-

liche Darstellung der Integralfunktion ermöglicht, auch eine

hervorragende theoretische Bedeutung. Sie ist auch vielfach

für die Untersuchung der analytischen Beschaffenheit der

Integralfunktion angewandt worden.*) Die Methode, welche

zu dieser Reihenentwickelung führt, ist als „Methode der

successiven Annäherung" namentlich von Herrn Picard**)
auf beliebige Systeme von Differentialgleichungen ausgedehnt

worden. Für die Anwendung der gedachten Methode ist die

Zerlegung von P[y) in die Differenz P^ (y) — P^iv) wesent-

lich, es handelt sich immer darum, diese Zerlegung in einer

für den gerade vorliegenden Zweck geeigneten Weise zu

wählen. Wir wollen für den Fall der Zerlegung (10) die

allgemein entwickelten Formeln noch weiter ausrechnen.***)

Wenn

ist, so lautet das Fundamentalsystem u^, u^ der Differential-

gleichung

(17) P,(,) =i^= 0,

die jetzt an die Stelle von (11) tritt, einfach

*) Poincare, Acta Mathematica, Bd. IV; P.Günther, Crelle's

Journal, Bde. 106, 107; Hörn, Comptes Rendus 1898, 17. Jan.; Mathem.
Annalen, Bde. 51, 52.

**) Vergl. Trait6 d'Analyse II, S. 301 ff.; III, S.88ff.
***) Fuchs, a.a.O.
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und das adjungierte Fundamentalsystem v^, v^ ergiebt sich

nach den Formeln der Nr. 54

v^ = — {a:— a\ v^ = 1.

Wir haben folglich

Aj (a?, i) =: — {t— a) -\- X— a := j;— t,

also nach (12) und (13)
X

I/o = K + M^— ^) + f (^— i)<P (0 dt,

a
X

Vk= H'^—t) (fu (t) d t, (fe= 1, 2, 3, . . .)

a

indem offenbar

^0 + \i^— «)

dasjenige Integral von (17) darstellt, welches den für // vor-

geschriebenen Anfangsbedingungen geuUgt, d. h. für a^ = a

den Wert b^^ annimmt, während seine erste Ableitung für

ä;=^ a gleich b^ wird.

lpL.= ]cpn(t)dt

gefunden wird, ist

X X

I/k
= fdx f(pu (x) dx^ (fe = 1, 2, 3, . .

.)

a a

während sich

X X

Vo = K + ^ (-^— «) + jdxjcp {.k) d X
a a

ergiebt. Ferner ist

(jTfe {x) = P^{^j,_i)=g {x) -^^— + ^^ {^) yfc- 1

,

wir finden also zur Bestimmung von t/k die elegante Rekursions-

formel

I/k / dx / ^g{x) ^^^^
' -^h{x)y^^^dx (fc = l,2,..= d

15'



Siebentes Kapitel.

Differentialgleicliuiigeii erster Ordnung, wo
die Ableitung als implicite Punktion der

abhängigen Variabein gegeben ist.

58. Algebraische Funktionen. Verhalten derselben
in der Umgebung einer nicht singulären Stelle.*)

Wir haben uns bisher vornehmlich mit dem Falle einer

Differentialgleichung erster Ordnung beschäftigt, in der die

Ableitung der unbekannten Funktion y als rationale Funktion
von y gegeben war. Der allgemeine Fall, wo die Ableitung

d XI

eine implicite algebraische Funktion von y ist, wo also -~-
dx

einer Gleichung

genügt, in welcher F eine ganze rationale Funktion von
d ij~- und y mit von x abhängigen Koeffizienten bedeutet, er-
Cv X
fordert neue Methoden der Untersuchung, deren Darlegung
wir uns jetzt zuwenden wollen. Dabei ist es zunächst erforder-

lich, einige Einsicht in die Art der funktionalen Beziehung
zu gewinnen, die zwischen zwei durch eine algebraische

Gleichung von der Form

(2) ^(^,y)-0,

*) Vergl. für diese und die beiden folgenden Nummern: Puiseux,
Liouvilles Journal, Ser. I, Bd. 15.



58. Algebraische Funktionen. 229

wo F (s^ ij) eine ganze rationale Funktion von s, y bedeutet,

verknüpften Variabein besteht. Es kann natürlich nicht

unsere Absicht sein, hier eine ausführliche Theorie dieser

Beziehung zu geben,*) wir wollen nur, ohne dabei auf abso-

lute Strenge und Vollständigkeit Anspruch zu machen, das-

jenige aus dieser Theorie kurz zusammenstellen, was für

die Behandlung der Differentialgleichungen von der Form (1)

unentbehrlich ist.

Wir denken uns die Gleichung (2) nach Potenzen von .^'

geordnet,

F GS U) = % (Z/)
«" + 9x (y) 6— 1 + . .

. + ^,, (y) = 0,

die ^0? ^ij ^»» s"^^ ^^^^ ganze rationale Funktionen von y,
deren Koeffizienten als Konstante angesehen werden, die aber
natürlich noch von // unabhängig veränderliche Parameter
enthalten können. Offenbar dürfen wir voraussetzen, dafs

diese ganzen Funktionen keinen gemeinsamen Teiler besitzen.

Wir sagen von dieser Gleichung, sie definiere s als impli-
cite algebraische Funktion der unabhängigen Varia-
bein y.

Sei y ein Wert der unabhängigen Variabein, für welchen

^(, (y) nicht verschwindet. Dann besitzt die Gleichung (2)

als algebraische Gleichung 7/i-ten Grades für s im allgemeinen
m von einander verschiedene Wurzeln s^, ^\,, . . . s^. Eine
dieser Wurzeln, etwa s;^, kann nur dann eine mehrfache
sein, wenn auch die Ableitung von F(s,y) nach s

für diese Wurzel verschwindet, d. h. wenn s = sx eine gemein-
same Lösung der beiden Gleichungen

(3) Fis,y) = 0, F'is,y) =
ist. Denken wir uns aus diesen beiden Gleichungen s elimi-

niert, was bekanntlich durch rein rationale Operationen ge-

schehen kann, so erhalten wir eine Eliminationsresultante

(4) ^(.y) = o,

*) Von neueren Bearbeitungen dieser Theorie möge hier nur auf
das Werk der Herren Appell und Goursat „Theorie des fonctions
algebriques" (Paris, J895) verwiesen werden.
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wo D {y) eine ganze rationale Funktion von y bedeutet.

Nur wenn y eine Lösung dieser Gleichung, die man die

Diskriminantengleichung von (2) in Bezug auf s nennt,

ist, kann es ein s geben, welches die Gleichungen (3) simultan

befriedigt, d. h. nur für Lösungen der Diskriminantengleichung

können unter den Wurzeln der Gleichung (2) mehrfache ent-

halten sein. Es wäre allerdings noch die Möglichkeit in

Betracht zu ziehen, dafs die Gleichung (4) eine Identität

darstellt; dies kann aber nur eintreten, wenn F{s^y) mit

F' (6-, y) einen Teiler gemein hat ; um diesem Falle von vorn-

herein aus dem Wege zu gehen, setzen wir fest, dafs die

ganze rationale Funktion F{s^ y) überhaupt nicht in Faktoren
zerlegbar sei, die selbst wieder ganze rationale Funktionen
von s und y mit konstanten Koeffizienten sind. Man sagt

dann, die Gleichung (2) sei schlechthin irreduktibel.
Die Irreduktibilität von (2) vorausgesetzt, besitzt also

die Diskriminantengleichung (4) eine bestimmte Anzahl von
einander verschiedener Lösungen, seien diese

a^, Og, . . . ar.

Wir bezeichnen ferner die Lösungen der Gleichung

9o (y) =
mit

b^, Z>2, ...b^

und nehmen nun einen Wert y^^ von ?/, der weder unter den

ük noch unter den bj^ enthalten ist.

Die m Wurzeln der Gleichung in s

sind dann endlich und von einander verschieden, wir be-

zeichnen sie durch

,(0) JO) (0)

Denken wir uns die Punkte a^, bk aus der Ebene der

komplexen Variabein y ausgeschlossen, und bezeichnen wir

die so entstehende Fläche mit T. Dann entsprechen also

jedem Punkte von T m endliche und von einander ver-

schiedene Werte von s, d. h. s wird durch die Gleichung (2)

als m-wertige Funktion von y innerhalb T definiert.
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Sei nun y^ ein beliebiger Wert von y, und möge die

Gleichung

F{s,y,) = {)

wenigstens eine endliche und einfache Wurzel s^^") besitzen;

es ist also

F'{d^\y,)^0.

Denken wir uns nun die ganze Funktion F(s^y) nach

dem Taylorschen Satze nach Potenzen von

s — s(^\ y—y^
entwickelt, so lautet die Gleichung (2):

F{s,y)= A,,{s-si^))-^A,,{y-y^)-{-A^,{s-s^^)f

+ ^,,(.-.a))(y-y,)+ ^,,(3/-y,)^+ .... = 0,

worin

ist. Nach einem funktionentheoretischen Satze, den wir

schon in der Nr. 27 (S. 104) erwähnt und angewandt haben,

folgt hieraus, dafs es eine nach positiven ganzen Potenzen

von y— y^ fortschreitende und in einer gewissen Umgebung
von y =^ y^ konvergente Reihe giebt, die für y =zy^ ver-

schwindet und für s — s(') eingesetzt die Gleichung (2)

identisch befriedigt:

(5) 5— sd) = a, (y— y^) + ofg {y— y^f + . . .

.

Die Koeffizienten dieser Reihe bestimmen sich nach dem
Taylorschen Satze, also

' hF

^^-Oy^yr- U. 8. W.

y= 2/i

Aus dieser Reihe entspringt durch analytische Fort-

setzung eine monogene Funktion der komplexen Variabein y,
die nach einem oft angewandten Prinzip in ihrem ganzen
Existenzbereiche der algebraischen Gleichung (2) Genüge
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leistet. Sehen wir nun zu, welches die singulären Punkte
dieser Funktion sein können.

Sei y^ wie oben ein von den «&, K verschiedener Punkt,
dann sind alle m Wurzeln

,(0) „(0) ,(0)

der Gleichung

endlich und einfach, es giebt folglich jeder dieser Wurzeln
entsprechend eine, im ganzen also m gewöhnliche Potenz-
reihen von y— y^

(6) s- sf = ^, {y- y^\ [X = 1,2,... m)

die in einer gewissen Umgebung von y =y^ konvergieren
und die Gleichung (2) befriedigen; und offenbar ist jede
Funktion, die der Gleichung (2) genügt, für Werte von y,
die hinreichend nahe an ?/^ liegen, durch eine dieser Reihen
dargestellt. Man sagt von den m Reihen (6), dafs sie die

m Zweige, der durch die Gleichung (2) definierten algebrai-

schen Funktion s von y in der Umgebung von y =^y^ dar-

stellen.

Hieraus können wir zwei wichtige Folgerungen ziehen.

Erstens wird die durch analytische Fortsetzung der Reihe (5)

entspringende Funktion in der Umgebung von y = yo durch
eine der Reihen (6) dargestellt, ist also in der Umgebung
jeder von den a^, hy, verschiedenen Stelle, d. h. in der Um-
gebung jedes Punktes der Fläche 7' holomorph. Jede
der Gleichung (2) genügende gewöhnliche Potenzreihe von

y— y^ definiert demnach eine monogene Funktion, die aufser

den ttfe, hii keinen im Endlichen gelegenen singulären Punkt
besitzen kann; nach dem Cau chy sehen Fundaraentalsatze

der Funktionentheorie konvergiert eine solche Potenzreihe

folglich innerhalb eines um y^ als Mittelpunkt beschriebenen

Kreises, der bis zum nächsten der Punkte a&, h], heranreicht.

Denken wir uns zweitens, die m Potenzreihen (6) inner-

halb T analytisch fortgesetzt, etwa bis zu einem (ebenfalls

von den «&, h-u verschiedenen) Punkte y^^ hin, so sind diese

m Funktionszweige in der Umgebung von ?/2 holomorph und
werden folglich durch die in der Umgebung von y.-y^ vor-

handenen, den Reihen (6) analogen m Potenzreihen in einer

bestimmten Reihenfolge dargestellt. Fällt insbesondere y^
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mit lJ^^ zusammen, d. h. erfolgt die Fortsetzung auf einem

geschlossenen Wege, so kehrt das System der Reihen (6)

in sich selbst zurück, es können aber einzelne dieser Reihen

in andere Reihen desselben Systems übergegangen sein, d. h.

auf einem solchen geschlossenen Wege fortgesetzt
erfahren die Reihen (6) im allgemeinen eine Permu-
tation.

59. Verhalten der algebraischen Funktion in der

Umgebung eines singulären Punktes.

Denken wir uns nun die Reihen (6) bis zu einem der

Punkte afc, h^ hin fortgesetzt. Betrachten wir eine dieser

Reihen, etwa die der Wurzel sj^^ entsprechende .st°^ -f- ^,, (?y— y^),

und setzen wir diese auf einem bestimmten Wege / bis zu

dem Punkte j/ = r- hin fort, der entweder unter den a^ oder

den bk enthalten sein mag. Wir erhalten dann m y = r]

für s einen bestimmten endlichen oder unendlich grofsen

Wert, der der Gleichung

(7) F{s, rj) =
genügen niufs. Ein unendlich grofser Wert kann sich also

nur dann ergeben, wenn in dieser Gleichung der Koeffizient

der höchsten Potenz von s verschwindet, d. h. wenn

9o (^) = ö,

also wenn r^ eine der Gröfsen b^ ist. Wenn der für s er-

zielte Wert ein endlicher und eine einfache Wurzel der

Gleichung (7) ist, so mufs die Darstellung des durch Fort-

setzung von s^y^ -|- ^,, (y— y^) auf dem Wege l entstehenden

Funktionszweiges in der Umgebung von y = rj durch die-

jenige gewöhnliche Potenzreihe von y — r] geliefert werden,
die im Sinne der vorigen Nummer dieser endlichen und
einfachen Wurzel der Gleichung (7) entspricht. In diesem
Falle ist also jener Funktionszweig auch in der Umgebung
von y = ij holomorph.

Ein solcher Funktionszweig kann also nur dann auf-

hören holomorph zu sein, wenn er entweder

1) in y = rj unendlich wird, was nur eintreten kann^
wenn r^ gleich einem bk ist, oder
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2) wenn er in ?/ = i] gleich einer mehrfachen Wurzel
der Gleichung (7) wird, was nur dann erfolgen kann, wenn
rj gleich einem a^ ist.

Wir beginnen mit der Behandlung des Falles 1).

Sei rj = bjt, wo

9o ih) =
ist. Offenbar können dann nicht auch alle g^ {y\ . . .gm {y)

für y = bj. verschwinden, da sonst alle Koeffizienten von (2)

wider die Voraussetzung den gemeinsamen Teiler

y — ^k

besitzen müfsten. Sei also

9o (^ä) = 0, ... ^a - 1 ih) = 0,

aber

gx[b,}^0.

Die Gleichung

F(s,b,)==0

lautet dann

gUW)s-^'-' + .-.+gn.{bu) = 0,

sie hat also nebst m — l endlichen Wurzeln (unter denen

eventuell auch mehrfache sein können, wenn nämlich bk auch

unter den a^ enthalten, d. h.

n{bk) = o

ist) die A- fache Wurzel s = oo. Wenn 1^1 ist, so haben

wir also den Fall einer mehrfachen Wurzel s = oo. Dieser

Fall wird unter 2) zu behandeln sein. Wir setzen also

voraus, dafs 1=1^ d. h. schon

sei.

Setzen wir dann in der Gleichung (2)

so besitzt die Gleichung

für y = bk die einfache Wurzel (j=0, wir haben folglich.
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dieser Wurzel entsprechend, eine nach positiven ganzen

Potenzen von y — W fortschreitende Entwickelung

^= A(y-W + A(y-W' + ....,

woraus sich für s

1

ergiebt. Unser Funktionszweig hat also m y := hk einen

Pol. Die Ordnung dieses Pols hängt davon ab, wie viele

der Koeffizienten

verschwinden, jedenfalls ist aber diese Ordnung eine endliche.

Wir gehen an die Behandlung des Falles 2). Es sei

y = a&, und der Wert unseres Funktionszweiges in Uk sei

eine mehrfache, sagen wir A- fache Wurzel der Gleichung (7).

Da der Fall, wo diese Wurzel unendlich grofs ist, durch
die Substitution

_ J^
a

auf den Fall der A- fachen Wurzel (7=0 zurückgeführt

werden kann, so setzen wir voraus, dafs diese A- fache Wurzel
eine endliche s = t sei. Es ist dann für y^a^, s = t

Wenn wir die sämtlichen Reihen (6) auf dem Wege l

bis nach y = Ok hin fortsetzen, so stimmen die Werte, die

diese m Funktionszweige in o^ annehmen, mit den Wurzeln
der Gleichung (7)

F{8, a,) =
überein; da nun s = t eine A- fache Wurzel dieser Gleichung
ist, so müssen genau A dieser Funktionszweige in a^ den
Wert T annehmen, es seien dies die aus

»r+ ?. (y -vo),
4"' +%s (y-y«), • • • «f+ 5p. (y-y„)

entspringenden Zweige, die wir kurz durch s^, s.-^^ . . . sx be-

zeichnen wollen. Die aus den übrigen Reihen (6) entspringen-

den Zweige s;. 4. i ,
.«f^ + 2? • • • -^m besitzen in y= ak Werte, die von

T verschieden sind. — Betrachten wir nun einen in unend-
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lieber Nähe von «^ gelegenen y-Wert, so sind die Werte der
m Funktionszweige, die der Gleichung (2) Genüge leisten,

in diesem Punkte y von den in Wurzeln der Gleichung (7)

unendlich wenig verschieden, die Werte von s^^ s^^ . . .s^ sind

also dem r unendlich benachbart, während sich die Werte
von s^ 4. 1, . . s„i von t um eine endliche Gröfse unterscheiden.*)

Lassen wir nun die Variable y einen einfachen positiven

Umlauf um a& vollziehen, so erleiden, wie in der vorigen

Nummer gezeigt wurde, die s^, Sg, . . . s^ eine Permutation;

da aber bei der Fortsetzung längs dieses Umlaufes die

Änderung der Funktionszweige Sj , «o 5 • • • "^»i ^^ stetiger Weise
erfolgt, können die s^^s^^...si nur in solche Zweige tiber-

gegangen sein, deren Werte für einen dem aj, unendlich be-

nachbarten Punkt y, von t unendlich wenig verschieden sind,

d. h. die s^^ s^^ . . . si können sich nur untereinander permu-
tiert haben. Da die Anzahl der möglichen Permutationen

nicht gröfser sein kann als /, so werden die s^, ^2, . . . s^

jedenfalls nach Z- maliger Wiederholung dieses Umlaufs ihre

ursprünglichen Werte angenommen haben. Es kann sich

aber ereignen, dafs einzelne der s^^s^^ . . .s^ schon früher zu

ihrem ursprünglichen Werte gelangen. Möge z. B. Sy nach
dem ersten Umlaufe in s^^ dieses nach dem zweiten Umlaufe
in Sß übergegangen sein, und möge das nach dem /^— 1-ten

Umlaufe sich ergebende s§ beim jo-ten Umlaufe wieder in Sy

übergehen, dann kann p <^l sein, d. h. die p Zweige

(8) s,, Sa, s^, . . . s§

brauchen nicht alle s^,s^,...sx zu erschöpfen. Dagegen ist

klar, dafs jeder dieser p Zweige durch einen einfachen posi-

tiven Umlauf um a^ in den nächstfolgenden der Reihe über-

geht {s^ wieder in s„), so dafs also diese p Zweige sich bei

einem solchen Umlaufe cyk lisch permutieren. Man sagt

darum, dafs diese p Zweige einen /)-gliedrigen Cyklus
bilden. Wenn p <] ^ ist, so bilden die nicht unter den

Zweigen (8) enthaltenen Elemente der

noch andere Cykeln. Allgemein können wir sagen:

*) Bei diesem Schlüsse wird davon Gebrauch gemacht, dafs sich

8 auch in einem Punkte au mit y stetig ändert. Das erfordert einen

besonderen Beweis, auf den wir jedoch hier nicht eingehen.
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Diejenigen A Zweige s^^ s.,, . . . sx, die im Punkte
ajt den gemeinsamen Wert t annehmen, sondern
sieh in Cykeln. Die Elemente eines solchen Cyklus
permutieren sich, wenn ;/ Umläufe um aj, vollzieht

untereinander.
Betrachten wir nun den p-gliedrigen Cyklus

S,, Sa, S^, .. .S§

und setzen

.!/
— (ik = s^j

dann entspricht einem einfachen Umlaufe von z um den

Punkt z = ein ;>- maliger Umlauf von 2/ um den Punkt «&;

denn setzt man

y — akr= r e'f^ , z = g eV»,

so ist

re'P* = QPeP'f'*j

also cp = pilij d. h. wenn i// um 2 tt wächst, so wächst cp

um 2p7C. Da nun ein p- maliger Umlauf von 7/ um a^ die

Elemente unseres Cyklus zu ihren Ausgangswerten zurück-

führt, folgt, dafs diese Elemente bei einem einfachen Um-
lauf von 2 um z = ungeändert bleiben, dafs sie also in

der Umgebung von z=0 eindeutige Funktionen von 2

sind. Ferner sind diese Elemente aber in ^ = endlich

und stetig, also sind sie in der Umgebung von 2 = holo-

morph, d. h. nach positiven ganzen Potenzen von z ent-

wickelbar. Sei

Sy = T + y^z + y^z^~-^...,,

dann haben wir also in der Umgebung von 7/ = ajt

JL A
Sv = T-\- /, {?/— Gk)^ + ^2 (3/ — «fc)^ + • • •

Vollzieht 7/ der Reihe nach (p— 1) geschlossene Um-
läufe im positiven Sinne um a^, so multipliziert sich

j_

(9) (y-«fe)^

mit der ersten, zweiten, ... (p — l)-ten Potenz von

2r[i

während Sy in s«, s*, ... s^ übergeht, wir erhalten also aus
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der für s^ gültigen Entwickelung sofort die für s„, 8^, ... «3^

gültigen, indem wir an die Stelle von (9)

2gni
J_

setzen. D. h.

Die zu einem Cyklus gehörigen Elemente
werden in der Umgebung von a^ durch eine einheit-

liche, nach gebrochenen Potenzen des Inkrements
fortschreitende Reihenentwickelung dargestellt.

Man sagt nach Riemann,*) dafs die einen Cyklus

bildenden Elemente (8) sich im Punkte a^ in einander ver-

zweigen, oder dafs 0^ für diese Funktionszweige einen

Verzweigungspunkt (p— l)-ter Ordnung darstellt.

Derselbe Punkt a^ kann für einen andern Cyklus von
Zweigen ein Verzweigungspunkt von anderer Ordnung sein.

Es kann auch vorkommen, dafs von den Zweigen s^, s^ . . . s^,

die in a^ den gemeinsamen Wert t annehmen, einer für

sich allein Cyklus bildet, d. h. schon nach einem einfachen

Umlaufe um «& seinen ursprünglichen Wert annimmt, dann

ist der betreffende Zweig in der Umgebung von a^ ein-

deutig, oder wie man auch sagt, unverzweigt.
Diese Erörterungen bleiben im wesentlichen auch in

dem Falle in Kraft, wenn der Punkt au zugleich eine Wurzel
der Gleichung

ist, d. h. wenn t = 00 ist. Man hat dann die Substitution

1

zu machen und erhält für einen Cyklus von Zweigen, die

in ^ = ük den gemeinsamen Wert 00 annehmen , eine ein-

heitliche Entwickelung nach gebrochenen Potenzen von

y — «fc, in der negative Potenzen aber stets nur in end-

licher Anzahl auftreten (vergl. das Auftreten solcher Ent-

wickelungen in der Nr. 11). Man sagt dann, x = a^ sei

für die Elemente des betreffenden Cyklus ein algebra-
ischer Unendlichkeitspunkt.

*) Theorie der Ab eischen Funktionen, Werke, S. 88ff.
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Schliefslich hat man noch den Punkt ?/ = cc zu be-

trachten; man macht zu dem Ende die Substitution

1

und untersucht .s' in der Umgebung von ^= ; dieser Punkt
kann dann ein nicht singulärer, oder ein gewöhnlicher Pol,

oder ein Verzweigungspunkt, oder Pol und Verzweigungs-

punkt zugleich, d. h. eine algebraische Unendlichkeitsstelle

sein. Die Entwickelungen in der Umgebung von /y = oo

schreiten dann nach ganzen oder gebrochenen Potenzen von
y-i fort.

60. Spezielle Untersuchung des Falles einer

doppelten Wurzel.

Für die genaue Bestimmung der Verteilung der zu

einer mehrfachen Wurzel der Gleichung

F{s,a,)=.0

gehörigen Funktionszweige in Cykeln, hat Puiseux ein

bestimmtes Verfahren aufgestellt. Wir wollen hier nur den

einfachsten Fall etwas eingehender studieren, den Fall

nämlich, wo zu ?/ = aj. eine doppelte Wurzel s = t jener

Gleichung gehört, wo also 1 = 2, d. h. für y = a^^ s=:t

ist. Man sagt dann, der Punkt a* sei eine einfache
Singularität. In gewisser Hinsicht kann man diesen Fall

sogar als den allgemeinen auffassen, indem einerseits alle

übrigen (/ >> 2) auf ihn durch einen Grenzübergang zurück-

geführt werden können und andererseits, wie Kronecker*)
gezeigt hat, jede algebraische Gleichung in s, y durch

rationale Transformation in eine Gleichung übergeführt

werden kann, für die alle Singularitäten einfache sind.

) Grelles Journal Bd. 91, S. 301 ff.
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Entwickeln wir F{s,y) nach dem Taylorschen Satze

in der Umgebung von ,y ==«/£, s = t, so ist*)

(10) i^Ky) =
(|f)(y-«.)

+ ^[(^)(:.-«.r

durch das Einklammern der partiellen Ableitungen von 7^

deuten wir an, dafs die Werte dieser Ableitungen für

y = ak, s = T gemeint sind.

Seien s^ , ^2 die beiden Funktionszweige, die für y = a^

den Wert t annehmen, so können diese entweder einen zwei-

gliedrigen Cyklus bilden, dann sind sie durch eine einheit-

liche, nach positiven ganzen Potenzen von

(y
— «fc)*

fortschreitende Reihe in der Umgebung von ^ = a& dar-

stellbar, oder es bildet jedes Sj, ^2 für sich einen Cyklus,

dann sind Sj, ^2 in der Umgebung von y = a^ holomorph.

Im ersten Falle haben wir

(11) '4= T+q(3/-a,)-i+ C2(y-afc)4:C3(y-öfc)t + ....,

im zweiten

Wenn im ersten Falle q von Null verschieden ist,

so haben wir

d. h. die Ableitung

ds hy
dy b F

¥7

*) Für das Folgende vergl. man z. B. Clebsch und Gordan,
Abelsche Funktionen (1866), S. JOff.
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besitzt für ?/ = au, s = t einen unendlich grofsen Wert

;

also mufs

(4f) ^0y

sein. Denken wir uns ;/,
.<? als rechtwinkelige Koordinaten

einer Ebene, so stellt die Gleichung (2) eine algebraische

Kurve dar; in dem Punkte ?/ = a^, s=^t steht dann die

Tangente senkrecht zur ?/- Achse; die beiden Ordinaten
s^^ «2> d^^ ^^^ einen Abscissenwert, der unendlich nahe an

Ofc liegt, von einander verschieden sind, fallen für ?/ = «fc

in den Wert t zusammen. Im übrigen ist der Punkt y = a^,

s = T kein geometrisch ausgezeichneter Punkt der Kurve.
Im zweiten Falle ist

iih)-^- {%)-'-
also hat m lim

für y =z ajij s = T zwei von einander verschiedene endliche

Werte, die nichts anderes sind, wie die Wurzeln der

quadratischen Gleichung

->(l^)+K|li)(l^)+(¥^)(|)=».
während

(^)=«.0"-(^)(^)«.
ist. Die Kurve hat dann im Punkte y = a^, s = t zwei
von einander verschiedene Tangenten, der Punkt ist ein

sogenannter Doppelpunkt.
Anders liegt die Sache, wenn

ist. Dann fallen die beiden Wurzeln der quadratischen

Gleichung (13) in einen gemeinsamen endlichen Wert zu-

sammen, die Kurve hat in // = «k, s = t nur eine Tangente,
Schlesinger, Differeatialgleichangen. 16
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der Punkt ist ein sogenannter Rtiekkehrpunkt. Offenbar

mufs sich dieser Fall dem ersten durch die Gleichung (11)

charakterisierten Falle unterordnen, nur kann nicht c^ einen

von Null verschiedenen Wert haben. Um in diesem Falle

die genaue Form der Entwickelung (11) zu finden, beachten

wir, dafs die linke Seite der Gleichung (13) jetzt ein voll-

ständiges Quadrat ist ; also können wir in der Entwickelung

(10) von Fis^y) das Aggregat der quadratischen Glieder

in die Form setzen

[^(y-«.)+5(3-.)r, ^^=|(^)5-i(^).
Führen wir nun

an Stelle von s als neue abhängige Variable ein, so wird (10)

(U) F(y,s) = 0{y,a)

Entsprechend der Entwickelung (11) finden wir für o eine

Entwickelung von der Form

<^= ri (y— «fc)^ + n (3/
—

«fc) + /s (y— «ä)^ + ••••;

setzen wir diese in (14) ein, so ergiebt sich, indem man
ordnet und die Koeffizienten der einzelnen Potenzen von

y— «fc gleich Null setzt

1 /'h^4>\
7x-0, y,=:0, ;.3^ + -(-^-3-^ = 0, ....

die Entwickelung von a lantet also

o^niy-"-^)^-^ r3 = +y--^(|^),
nnd demgemäfs die Entwickelung von Sj, s^

(15) M =r-4 (y-«)i) + «3 (y- «*)' + ••••

Diese Form der Entwickelung charakterisiert also einen

Rückkehrpunkt.
Wir haben nur noch einige Bemerkungen zu machen
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in Bezug auf den Fall, wo die Koeffizienten g^^ (?/), . . .gm {y)

der Gleichung (2) so beschaffen sind, dafs die Koeffizienten

dieser ganzen rationalen Funktionen von y, nicht wirkliche

Konstanten, sondern Funktionen gewisser Parameter sind.

Nehmen wir an, es seien diese Koeffizienten Funktionen

eines von y unabhängigen, veränderlichen Parameters x

u. z. seien diese Funktionen

1) in der Umgebung eines Wertes x = d;^ holomorph,

2) sei für j;= .r,„ ^^ iy) ^i^^* identisch, d. h. für jeden

Wert von y gleich Null,

3) möge für x=:j;q kein y-Wert existieren, für

welchen die ^^ iy\ 9i iy\ -- • 9m iy) gleichzeitig ver-

schwinden,

4) mögen die Lösungen der Diskriminantengleichung

D{y) = 0,

deren Koeffizienten natürlich auch von x abhängen
werden, in der Umgebung von x=^x^ holomorph

sein, und mögen diejenigen unter diesen Lösungen,

die für ein willkürliches x von einander verschieden

sind, auch für x = x^^ verschiedene Werte besitzen.

5) mögen die Bedingungen 1), 2), 3), 4) auch für die

Gleichung erfüllt sein, die aus (2) durch die Sub-

stitution

a
hervorgeht.

Schliefsen wir diejenigen a* -Werte, für welche diese

fünf Bedingungen nicht sämtlich erfüllt sind, aus, so folgt

aus der Form der Koeffizienten, der für die Zweige von s

in der Umgebung irgend eines Wertes y = y geltenden

Reihenentwickelungen, dafs diese Koeffizienten in der Um-
gebung jedes .c-Wertes, der nicht zu den ausgeschlossenen

gehört, und in dessen Umgebung sowohl y als auch der dem
y = y entsprechende Wert von s holomorph ist, ebenfalls

holomorph sein werden.*)

*) Fuchs, Berliner Sitzungsberichte, 1884, S. 701; vergl.

Painleve, Le^ons, S. 50.

16*
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61. Begriff der Integralfunktion für die betrachtete

Form von Differentialgleichungen erster Ordnung.*)

Nach diesen Vorbereitungen gehen wir an das Studium
der Differentialgleichung (1)

die wir ausführlicher in der Form

^^ (^' "^ (Ä)"'+ ^> (^' •") (AT " + ••• + ^». (y. '•) = 0,

schreiben, worin die A^, A^, ...A^n ganze rationale Funktionen
von 9/ mit von a; abhängigen Koeffizienten bedeuten.

Wir setzen voraus, dafs die Gleichung

(16) .
F(.,y,^)^0,

aufgefafst als algebraische Gleichung zwischen s, ?/, ir-

reduktibel sei, also F{s,y^x) nicht zerlegbar in Faktoren,

die selbst ganze rationale Funktionen von s, y mit irgend-

welchen von oc abhängigen oder konstanten Koeffizienten sind.

Durch Elimination von s zwischen (16) und der Gleichung

bilden wir die Diskriminantengleichung

(17) i>(y,.^) = 0,

deren linke Seite eine ganze rationale Funktion von y mit

von .r abhängigen Koeffizienten ist.

Sei nun .^ =^ .^^, y = y^ ein Wertepaar, für welches

^ (3/0^ ^0) ^ Oik A (3/0^ ^0) ^
sind, dann besitzt die Gleichung

^ {s, 1/01 ^0) "= ^

*) Quellen für diese und^ die folgenden Nummern sind: Briot
und Bouquet, Journal de l'Ecole Polyt. cah. 36; Fuchs, Berliner

Sitzungsberichte, 1884, S. 699 if.; Hamburger, Grelles Journal,

Bd. 112, S. 205 ff.; Poincare, Acta Mathematica, Bd. 7, S. Iff.;

vergl. hierzu Picard, Traitelll, S. 40, 6lff.: Painleve,LeQons, S.47ff.
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m von einander verschiedene endliche Wurzeln

„(0) -(0) (0)

Sl , «2 j • • • *w» •

Beschränken wir x auf eine hinreichend kleine Umgebung

von x^^^ so haben wir m in der Umgebung von y = yi)

gültige gewöhnliche Potenzreihen

(18) su = Cfco+ c*i • {y—y^) + <^k2 . (y— y^f + .•••,

(fe=l,2,...m)

die der Gleichung (16) Genüge leisten, und wo die Funktionen

t'fco von X für x=ix^ die Werte 4^ annehmen.

Wir denken uns nun diejenigen Werte der Variabein x^

die in der Gleichung (16) als Parameter anzusehen ist,

welche den am Schlüsse der vorigen Nummer zusammen-
gestellten Bedingungen 1) bis 5) nicht Genüge leisten, ein

für allemale aus der Ebene der komplexen Variabein x
ausgeschlossen. Wenn dann .r^ nicht zu den ausge-

schlossenen Werten gehört, so sind die Koeffizienten

^'fco, ^'fci; ^'k2, . . • . (fe = 1, 2, . . . m)

der Entwickelungen (18) in der Umgebung von x = x^^

holomorphe Funktionen von x, wir können also diese Ent-

wickelungen, indem wir dieselben nach Potenzen von
X — x^j y— y^ ordnen, in der Form

Sfc= sf + $fc (^'— ^0, y— y<,) (fc = J, 2, . . . m)

schreiben, wo ^k gewöhnliche Potenzreihen von x— x^^

y — 3/0 bedeuten , die in einer gewissen Umgebung von
x,=ix^^ y=^yQ konvergieren und für x =^ x^^^ y^y^ ver-

schwinden.

Die Gleichung (16) verwandelt sich für

dx

in die Differentialgleichung (1); in der Umgebung von
X = x^^ y = yo ist also diese Differentialgleichung gleich-

w^ertig dem Systeme von in Differentialgleichungen

^^^^ ä = «™+ ?*(-«-'^o, y-%)- (i=l,2,...m)
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Nach dem Cauchyschen Existenstheoreme besitzt jede dieser

Differentialgleichungen ein und nur ein in der Umgebung
von x= x^ holomorphes Integral, welches für x=^x^ den
Wert y^ annimmt. Wir bezeichnen diese Integrale in der-

selben Reihenfolge, in welcher die Gleichungen (19) ge-
sehrieben sind, mit

380 dais also

(dyn\ _ .(0)

ist. Offenbar genügen diese Integrale auch der ursprüng-

lichen Differentialgleichung (1), wir haben also den Satz:

Die Differentialgleichung (1) besitzt, wenn .r^

keiner der ausgeschlossenen Werte und y^^ so be-
schaffen ist, dafs

sind, m in der Umgebung von x = Xf^ holomorphe
Integrale, die für x=zx^ den Wert y^j annehmen und
dadurch eindeutig charakterisiert sind, dafs ihre
Ableitungen fviTx = x^^ beziehungsweise gleich einer
Wurzel der Gleichung

^i8,yo^^o) = ^

werden.
Nach der Bemerkung der Nr. 9 (S. 30) giebt es

aufser diesen m holomorphen Integralen kein nach irgend-

welchen Potenzen von x— x^ entwickelbares Integral der

Differentialgleichungen (19), welches für x = Xf^ den Wert

y^ annimmt. In wie weit dies auch für die Differential-

gleichung (1) selbst gilt, werden die folgenden Unter-

suchungen lehren.
*

Betrachten wir einen einfach zusammenhängenden Be-

reich B der .2?- Ebene, innerhalb dessen die Koeffizienten der

Differentialgleichung (1) eindeutige Funktionen von x

sind und der den Punkt x^^ enthält. Denken wir uns die

yijy2i"ym

darstellenden Potenzreihen innerhalb B analytisch fortgesetzt.

Die durch diese Fortsetzung entstehenden Potenzreihen ge-

nügen dann nach dem Prinzip der Nr. 9 (S. 32) ebenfalls
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der Differentialgleichung (1); wenn also die Koeffizienten

von (1) allenthalben eindeutige, z. B. rationale Funktionen

von X sind, so befriedigen die aus den Reihen

entspringenden monogenen Funktionen in ihrem ganzen

Existenzbereiche diese Differentialgleichung.

Als singulare Punkte der Integralfunktion sind diejenigen

.r-Werte anzusehen, fllr welche die Möglichkeit der Ent-

wickelung nach positiven ganzen Potenzen des Inkrenients

aufhört. Wir werden auch hier, mit Herrn Fuchs, zwei

Kategorieen von solchen Punkten zu unterscheiden haben.

Erstens feste Singularitäten, d. h. solche, die von der Wahl
der Anfangswerte, durch welche ein Integral determiniert

wird, unabhängig, also allen Integralen gemeinsam und

darum aus den Koeffizienten der Differentialgleichung direkt

zu entnehmen sind. Zu diesen gehören diejenigen a' -Werte,

die wir als die Bedingungen 1) bis 5) nicht befriedigend

von vornherein ausgeschlossen haben, es werden aber noch

andere solche feste singulare Stellen im Laufe der weiteren

Untersuchung hervortreten. Zweitens verschiebbare Singu-

laritäten, die von der Wahl der Anfangswerte abhängen.

Wir können uns auch sofort Rechenschaft darüber ablegen,

auf w^elche Weise solche verschiebbare Singularitäten zu

Tage treten können.

Wenn sich bei der analytischen Fortsetzung der Reihen

für einen Wert x ein Wert ri der Integralfunktion ergiebt

von der Beschaffenheit, dafs das Wertepaar (.i, ?^) eine der

Gleichungen

befriedigt, so ist die Existenz von in der Umgebung von

x^^ holomorphen Integralfunktionen, die in diesem Punkte

den Wert r] annehmen, in Frage gestellt. Es wird also im

allgemeinen ein solcher Wert ~x für dasjenige Integral oder

diejenigen Integrale, die daselbst gleich ri werden, ein singu-

lärer Punkt sein. Wir werden zunächst das Verhalten der

Integralfunktion in der Umgebung solcher .?•-Werte zu er-

gründen suchen und dabei unser Augenmerk besonders auf

den Fall richten, wo ein derartiger Punkt x ein Ver-
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Zweigungspunkt eines Integrals sein kann. Wenn wir

scharf die Bedingungen aufstellen, unter welchen ein solcher

Fall eintreten kann, und dann die Koeffizienten der Differential-

gleichung (1) so einschränken, dafs diese Bedingungen nie-
mals erfüllt sind, so werden wir diejenige Form der Diffe-

rentialgleichung (1) anzugeben imstande sein, die notwendig
und hinreichend dafür ist, dafs die Integrale keine mit den
Anfangswerten verschiebbaren Verzweigungspunkte besitzen.

Wir machen die Ermittelung dieser Form der Differential-

gleichung zu unserer ersten Aufgabe und werden demgemäfs
in der folgenden Untersuchung, die in allem wesentlichen

nach der von Herrn Fuchs (a. a. 0.) angegebenen Methode
geführt werden soll, immer von Fall zu Fall, gleich den sich

ergebenden Beitrag zur Lösung dieser Aufgabe festhalten.

Das Verhalten der Integrale in der Umgebung der festen
singulären Punkte bleibt vorläufig bei Seite.

62. Untersuchung des Falles, wo der Koeffizient

der höchsten Potenz der Ableitung verschwindet.

Wir beginnen mit der Untersuchung des Verhaltens der

Integralfunktion in der Umgebung einer Stelle x, wo das

Integral einen Wert r] annimmt, für den

ist.

Die Gleichung

definiert y als Funktion von x. Wir betrachten einen Zweig

7/ = 7] {a;)

dieser Funktion, und beschränken .v auf ein Gebiet 33 der

.c- Ebene, innerhalb dessen rj {.x) eindeutig, endlich und stetig

ist. Überdies setzen wir voraus, dafs die Funktion rj (j;)

nicht auch der Diskriminantengleichung Genüge leistet; es

soll also für ein willkürliches, innerhalb 33 gelegenes .«

sein. Setzen wir dann in die Gleichung (16) an Stelle von
?/ die Funktion i; {x) ein, so hat die Gleichung
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(20) F{s,r]{^),,v) =
für ein willkürliches, innerhalb 33 gelegenes x die einfache

Wurzel s= oo] nur für spezielle .?- Werte kann s = oo eine

mehrfache Wurzel der Gleichung (20) sein, sind solche

./•-Werte vorhanden, so schliefsen wir sie aus und zählen sie

zu den festen singulären Punkten der Differentialgleichung (1).

Entsprechend der einfachen Wurzel 6-= oo von (20)

giebt es einen wohlbestimmten Zweig der durch die Gleich-

ung (16) definierten algebraischen Funktion s von ?/, dessen

reziproker Wert in der Umgebung von y = ri holomorph,

also in der Form

— ==
'jpo • (i/— ^) + (pi ' iiz— vY '"•

entwickelbar ist. Die <jPq, fp^y " . sind innerhalb 33 holomorphe
Funktionen von .?-, von denen aber einzelne identisch ver-

schwinden können. Sei identisch (d. h. für jedes x)

(Po
= 0,..,(pn-2=0,

jedoch

(pn-i^O, (n>l)

dann haben wir in der Umgebung von y = ri

fPn - 1

Wenn auch (pn-\ nicht identisch gleich Null ist, so kann
diese Funktion gleichwohl für spezielle, innerhalb 33 gelegene

./'-Werte verschwinden; sind solche .r-Werte vorhanden, so

schlielsen vnr sie aus und zählen sie zu den festen Singulari-

täten. Sei X = c ein innerhalb 35 gelegener Punkt, der

nicht zu den ausgeschlossenen gehört, so ist also

und indem wir -:^- an die Stelle von s setzen, haben wir
dx

die Differentialgleichung für y

4^= -^(.y-'j)-"|i+ö;(y-'j)+ «'.(y-'yr+--}-
(X iL 't'n^ 1

Führen wir hierin an Stelle von y die Differenz y— i] als

abhängige Variable ein, so kommt
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da; d X

9^*1-1

oder wenn wir ausmultiplizieren und

setzen:

/r^^N du drj
,
u-^ ,

, , ,

+ Zn+ X«+ lW + ....

diq

d X

d 7]

Innerhalb 33 ist ?/, also auch —— holomorph, in der Um-

gebung von x= c sind auch

1

(fn-l
Xu • • • Xnj Z«4- 1:

holomorphe Funktionen von x-^ indem wir -^ mit Xn ver-
et X

einigen und auf beiden Seiten von (21) die reziproken Werte
nehmen, erhalten wir also

dx 1

du ^"-^ lJ^e^u + €., 21^- + ....'

wo die £^,€2,... in der Umgebung von x = c holomorphe
Funktionen von x bedeuten. Wir finden demnach endlich

WO S-^ (x), >9'j (x), ... in der Umgebung von x = c konvergente
gewöhnliche Potenzreihen von x— c sind. Nach dem Cauchy-
schen Existenztheoreme besitzt diese Differentialgleichung

ein, und nur ein in der Umgebung von u = holomorphes
Integral x, welches für u = den Wert c annimmt, und für

welches, wegen des Faktors ?<",

dx d^x d*^ — ^x d'^x

Y^' du-'"' du^-^' du*"
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im Punkte m = verschwinden, während

in diesem Punkte einen von Null verschiedenen Wert be-

sitzt. Die Entwickelung dieses Integrals in der Umgebung
von u = lautet folglich

:

wo die yn+i, yn-[-2j - " Konstanten bedeuten.

Nach dem Satze von der inversen Funktion (vergl. Nr, 10,

S. 38) folgt hieraus

1 2

also wenn wir auf ?/ zurückgehen
1 2

(22) y=:,y(.r)4-Aj.r— c)«+^+ ;i2G^— C)" + 1+....

Bedeutet also .v = c einen willkürlichen, nicht aus-

geschlossenen Wert von x innerhalb 33, so sind diejenigen

Integrale der Differentialgleichung (1), die für .!• = c den
Wert r}{c) annehmen, wo

(23) ^,(.;(c.),c) = 0, D{rj{c),c)i^O

ist, in der Umgebung von .v r=r c in der Form (22) ent-

wickelbar. Es giebt also n-\- 1 solche Integrale, und da

n^l ist, besitzen dieselben m a;= c einen Verzweigungs-
punkt.

Wenn wir also wünschen werden, dafs ein willkürlicher

Wert X ^=0 nicht als Verzweigungspunkt von Integralen der

Differentialgleichung soll fungieren können, so werden wir

das Auftreten dieses Falles unmöglich machen müssen. Es
wird also ein Wertepaar a* = c, 7/ = rj{c)y für welches die

Bedingungen (23) erfüllt sind, nicht geben dürfen, d.h.

(A). Die Gleichung Äq{i/,x) = wird keine
Lösung yz=zri{x) besitzen dürfen, die nicht auch die

Diskriminantengleichung D {y^x) = befriedigt.
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63. Untersuchung des Falles, wo die Diskriminante
verschwindet.

Wir weaden uns dem Falle zu, wo für einen Wert x

die Integralfunktion einen Wert rj annimmt, der mit x
zusammengenommen der Gleichung

nicht aber der Gleichung

genügt.

Die Diskriminantengleichung

definiert ?/ als Funktion von x. Sei ^ = r] (x) ein Zweig
dieser Funktion, der innerhalb eines gewissen Bereiches S
der ^- Ebene holomorph ist, und der nicht zugleich der

Gleichung

Genüge leistet. Sollte die Gleichung

für spezielle ^ -Werte befriedigt werden können, so schliefsen

wir diese aus.

Die Gleichung

F {S, Yj (x), x) =z

besitzt jedenfalls eine mehrfache endliche Wurzel s = 'C {x\

diejenigen Zweige der durch die Gleichung

definierten algebraischen Funktion s von y, die für y =^rj (x)

den gemeinsamen Wert C (x) annehmen, sondern sich in

Cykeln; wir nehmen einen solchen Cyklus; sei derselbe

a-gliedrig, dann haben wir für die Elemente desselben in

der Umgebung von ^==:rj{x) die Entwickelung

:

(24) s— :(x)=g,.{2/— rj)-+9i'iy— V)'' +•••.

wo die ^o> ^17 • • • natürlich noch von x abhängen, und k eine

positive ganze Zahl bedeutet, die so gewählt ist, dafs c/q

nicht identisch verschwindet.
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Sei der Bereich 33 so 2:ewählt, dafs innerhalb desselben

nicht nur r; {x\ sondern auch noch ^ (.r) holomorph ist, dann
sind innerhalb ^ auch die Koeffizienten

holomorphe Funktionen von .r. Für spezielle Werte von x

könnte g^ verschwinden, sind solche Werte vorhanden, so

schliefsen wir sie aus.

d ?/

Setzen wir -^ an die Stelle von s, so folgt für ?j die

Differentialgleichung

d — fc+i

-^— ^ = 9o(^j— v)"+9Ay— v) " +•.•

oder für y — rj die Differentialgleichung:

(25)5^^^^=C-g + <7„(y-^)^+^,(y-,2)^+...

Es ist nun möglich, dafs die Lösung y ^rj {x) der Dis-

kriminantengleichung auch der Differentialgleichung (1)

K^.».')-»

Genüge leistet. Dann mufs also -y-^ eine Lösung der

Gleichung

(26) F{s,i^{x\x) =
d y

sein. Es könnte sich ferner ereignen, dafs -r^ gerade eine

mehrfache Lösung dieser Gleichung, eventuell sogar die

von uns betrachtete mehrfache Lösung ^ (a-) ist. Diesen Fall

behandeln w^ir nachher.

Wir setzen also jetzt voraus, dafs -7— nicht für
•^ ^

d.T

jeden Wert von .i* mit C{.t) übereinstimmt. Sollte für

spezielle .v>Werte

dx

sein, so schliefsen wir diese .t' -Werte aus.
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Wir setzen dann

y— rj =i u".

Dann genügt nach (25) u der Diiferentialgleichung

hl" , du ^ dr,
aw« —

1

S-^ + ^o«''+ ^i»"'+ ^ + -
dx dx dx

woraus für x als Funktion von u die Differentialgleichung

dx au"~ ^

^"
?-

^^'^
I fei &-1-1

(27)

folgt.

Sei X = ü ein nicht ausgeschlossener, innerhalb 33 ge-

legener Punkt der ^-Ebene, dann ist ttir x = c

d
S-4^^0, g,^0.dx

d 71

Bezeichnen wir den Wert von K ^^ im Punkte x = c
dx

durch y, so lautet die Gleichung (27) in der Umgebung von
X= Cj u=

dx / 1 \

l^; = ««-17 + ^ (—«.»)>

WO ^ {x— c, u) eine gewöhnliche Potenzreihe von x— c,u

bedeutet. Nach dem Existenztheoreme von Cauchy besitzt

diese Differentialgleichung ein, und nur ein in der Umgebung
von u = holomorphes Integral x, welches daselbst den
Wert x=^c annimmt, und für dieses Integral ist im Punkte
u=0

'd^~^'"'d^iF=^~^'~d^~"y^^''
seine Entwickelung in der Umgebung von u= lautet folglich

X C= W« -f (J^ ?««+! _|_ ^^ 2^« + 2 _j_ _
^

WO die ö^,ö^,... Konstanten bedeuten. Nach dem Satze
von der inversen Funktion folgt hieraus
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und hiernach ist in der Umgebung von .c = c

+i
(28) y— .; = «« = y {X— <,•) + fi, (x— c)

2

+ //, (^•-c)''^ " + ••••

Bedeutet also x= c einen beliebigen nicht ausgeschlossenen

Wert von .r, so sind diejenigen Integrale der Diiferential-

gleichung (1), die für x = c den Wert rj (c) und deren Ab-
leitungen für cC = c den Wert C (c) annehmen, wo

ist, in der Umgebung von .i* = c in der Form (28) ent-

wickelbar. Es giebt stets « solche Integrale, und wenn
a>>l ist, haben diese Integrale in .ü == c einen Ver-
zweigungspunkt.

Wenn wir wünschen, dafs der willkürliche Punkt .v = c

nicht als Verzweigungspunkt gewisser Integrale von (1) soll

fungieren können, so mufs dieser Fall unmöglich sein, d. h.

(ß\. Wenn r^ {.v) eine Lösung der Diskriminanten-
gleichung ist, die die Gleichung

nicht befriedigt, und einer mehrfachen Wurzel f (^)

der Gleichung

(«) F{s,r^{x\x) =
ein Zweig, der durch die Gleichung

iß) F{s,y,ai) = i)

definierten algebraischen Funktion s von y ent-

spricht, der sich für y = r^ verzweigt (a^ 1), so mufs
f (.r) mit der Ableitung von ?](.i') übereinstimmen; r]{a;)

mufs also jedenfalls ein Integral der Diffential-
gleichung (1) sein.

Nun könnte zu ?/= ?^
(x) noch eine von ^(.2^) verschiedene

mehrfache Wurzel ^ {x) der Gleichung («) gehören, der Zweige
der durch (ß) definierten algebraischen Funktion s von y
entsprechen, die sich für y ^= r^ {x) verzweigen. Dann wäre
aber jedenfalls

^{x)it
dt]
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der willkürliche Punkt x^=c wäre also nach den Ergeb-
nissen dieser Nummer ein Verzweigungspunkt für diejenigen

Integrale von (1), die in .^^= c den Wert ?^ (c) und deren
Ableitungen in x= c den Wert ^ (c) annehmen. Um diese

Möglichkeit auszuschliefsen, haben wir, wenn verschiebbare

Verzweigungspunkte nicht auftreten sollen, als weitere Be-
dingung hinzuzufügen:

(B),. Es mufs
dri

dx

die einzige mehrfache Lösung der Gleichung (a)

sein, der Zweige, der durch (/i?) definierten algebrai-
schen Funktion s von y entsprechen, die sich für

y^=Yi verzweigen.
Ehe wir weiter gehen, deuten wir den in dieser Nummer

abgehandelten Fall noch geometrisch.

Nach (28) ist für die « Integrale, die in x= c den Wert
rj {c) annehmen,

L dx J^ = c~ ' V-dx \^=,c~ \dx / :^^c

also nach der Definition von y

(äy\
\dxh = .

Geometrisch können wir, indem wir x^y als Cartesi-
sche Koordinaten deuten, jede Integralfunktion durch eine

Kurve (Integralkurve) repräsentieren. Die durch (28) in der

Umgebung von xr=c dargestellten Integrale werden also

a Kurven geben, die einander im Punkt x= c, y = rj {c)

berühren, da für sie in diesem Punkte -r^ den gemein-
dx

samen Wert C (c) besitzt. Ferner werden diese a Kurven
in diesem Punkte von der Kurve y = rj {ai)^ die wir kurz

die Diskriminantenkurve nennen wollen, geschnitten,

aber nicht berührt, da ja

vorausgesetzt wurde. Der Punkt x = Cy y = V W i^^ ^^^



61. Untersuchung der singulären Integrale. 257

die a Kurven (28), wenn a = 2 ist, ein Rückkehrpunkt
(vergl. Nr. 60, S. 242), wir behalten diese Bezeichnung- auch

für a >• 2 bei. Denken wir uns nun c nicht fest, sondern

willkürlich, also als veränderlichen Parameter. Dann
stellt die Gleichung (28) in der Umgebung von x = c das

allgemeine Integral der Differentialgleichung (1) dar, in-

dem c als willkürliche Konstante fungiert. Geometrisch

haben wir also dann nicht a Kurven, sondern « Scharen von
unendlich vielen Kurven; diese a Kurvenscharen sind so be-

schaffen, dafs die demselben c-Werte entsprechenden a Kurven
sich stets im Punkte mit der Abscisse .v= c berühren und
dafs sie in diesem Punkte, der stets ein Rückkehrpunkt ist,

von der Diskriminantenkurve y = // ('V) geschnitten werden.

Es ist also yr=Yi[x) der geometrische Ort der Rück-
kehrpunkte der einander berührenden a Scharen
von Integralkurven.*)

64. Untersuchung der singulären Integrale.

Die Lösung r] {.r) der Diskriminantengleichung möge
nun ein Integral der Differentialgleichung (1) sein, so

zwar, dafs

(29) 4J)=:(.)
eine mehrfache Lösung der Gleichung

ist. Das Integral Tq (.??) befriedigt dann die beiden Gleichungen

K&.'.')-«. -(£-")-». ('-n?^>
Differentiieren wir die erste Gleichung total nach a^, so folgt

mit Rücksicht auf die zweite, dafs auch

ö T] dx ""
ö.r

sein mufs. Damit also die Differentialgleichung (1) ein Inte-

*) Vergl. Darboux, Bulletin de3 Sciences Mathematiques 1873.

Schlesinger, Differentialgleichangen. 17
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gral von der für rj{a;) angegebenen Beschaffenheit besitzt,

ist notwendig, dafs die drei Gleichungen

(30) Fis,y,^) = 0, F'{s,y,x) = ü, M:.+U= o

gleichzeitig befriedigt werden, indem man für s^y gewisse
Funktionen von x setzt.

Wenn man die Differentialgleichung (1) beliebig wählt

und die drei Gleichungen (30) ansetzt, so werden sich als

gemeinsame Lösungen dieser Gleichungen im allgemeinen

gewisse diskrete Wertetripel (s,y,^) ergeben. Eine Differential-

gleichung (1) besitzt also „im allgemeinen" kein Integral

von der für ri{x) geforderten Beschaffenheit; die Existenz

eines solchen bedingt das Bestehen von gewissen Beziehungen
zwischen den Koeffizienten der Differentialgleichung.

Unter Voraussetzung des Bestehens der Gleichung (29)

lautet (25) (S. 253) wie folgt:

(25a) ^^-^^^o(^-r +^t(y-^)"^+....

wenn wir also wieder

setzen, so ist

d u
(25b) «1«"-'-^- = ^, M"'-^-$tJM<'+I_(_

(31)

dx

dx a u"~'^~^

^^w ^0+^1 ^ + ^2 «' + •••'

Bedeutet c einen willkürlichen, nicht ausgeschlossenen

x-Wert innerhalb 35, so ist g^^ für x = c von Null verschieden,

die Differentialgleichung (31) hat also in der Umgebung von
it = 0, X = c die Form

(32) ^= u--^-^^(x— G,u),
et u

wo ^ {x— c, u) eine gewöhnliche Potenzreihe von x— c und
u bedeutet. Wir haben jetzt die beiden Fälle

1) «— 1— Ä:^0,
IT) a—l — k<:0

zn unterscheiden und gesondert zu behandeln.
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Im Falle I) haben wir, da k eine positive ganze Zahl

ist, a — 1 ^ ^, also

die rechte Seite der Differentialgleichung (32) ist in der Um-
gebung von r< = 0, x=i c holomorph, nach dem Existenz-

theorem giebt es demnach ein und nur ein in der Umgebung
von u = holomorphes Integral .Vj welches für u= den

Wert c annimmt, und für dieses Integral ist die (a— ^)-te

Ableitung die erste, die für u=0 nicht verschwindet; es

lautet also:

a;—c = 'y^
?*""^ + /2 n«-^ + ^+ (yi-^0).

Nach dem Satze von der inversen Funktion folgt hieraus

1_ 2

u^d,{w— cf~'+ d,{^- cf^^ +...., (*. ?t 0)

a a + 1

(33) y— ri=.u-= e,{x-cf^''-\-e^{x— cf^^-^..,.
(^17^0).

Diese Reihe stellt uns in der Umgebung von ^= c,

a— k Integrale der Differentialgleichung (1) dar, die für
.^' = c den Wert ?; (c) annehmen und daselbst einen Ver-
zweigungspunkt besitzen, wenn a — k'^l ist.

Wenn wir dafür sorgen wollen, dafs der willkürliche

Punkt x = c nicht als Verzweigungspunkt gewisser Integrale

soll fungieren können, so haben wir also der Differential-

gleichung die Bedingung aufzuerlegen, dafs a— k^=\ sei, d. h.

(C),. Wenn in der Entwickelung (24) (S. 252) die

Zahl a. — 1 — k nicht negativ ist, so mufs sie gleich
Null sein.

Wir wollen nun die Bedeutung der Integrale (33) und
ihre Beziehung zu dem Integrale ?/ = ^ {x) erörtern. Es
ist im Punkte x^= c nicht nur der Wert der «— k Integrale

(33) gleich i^(c*), sondern auch der Wert ihrer ersten Ab-
cIt)

leitung stimmt für x=^c mit dem Werte von --—- überein,
dX

da ja nach (33)

\ dx /x=c
17*
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ist. Betrachten wir wiederum, ähnlich wie in der vorigen

Nummer, c als willkürliche Konstante oder als veränderlichen

Parameter, so liefert (wie dort) die Gleichung (33) die

Darstellung des allgemeinen Integrals von (1) in der

Umgebung von x= c. Geometrisch gedeutet, stellt (33)

«— k Scharen von Integralkurven dar ; die Diskriminanten-

kurve ^/ = rj (x), die jetzt selbst auch eine Integralkurve

ist, hat die Eigenschaft, dafs sie in jedem ihrer Punkte
a;= c, 2/ = ri(c) von den a— k zusammengehörigen und
einander berührenden Individuen der Scharen (33) berührt

wird, sie stellt also die Enveloppe dieser a— k Scharen
von Integralkurven dar. Der Unterschied gegenüber dem in

der vorigen Nummer behandelten Falle besteht also darin, dafs

dort jeder Punkt a; = c, y = »? (^') der Diskriminantenkurve

y=:zri{x) ein Rückkehrpunkt, also ein singulärer Punkt
gewisser Integralkurven war, während hier die Diskriminanten-

kurve y = ri {x) selbst eine Integralkurve ist, die in jedem
ihrer Punkte .«= c, y = ^ (g) gewisse a— k Integralkurven

berührt; der Berührungspunkt ist aber im geometrischen
Sinne kein singulärer Punkt jener a— k Integralkurven.

In der That hat man z. B. für a == 2, für die Kurven (33)

in der Umgebung von x = c die Entwickelung

y = ^W + «1 G^— <^f + ^2 {^— ^)'' + .
.

•

.

Man nennt in diesem Falle das Integral y =^^1 {x) ein

singuläres.
Die Bedeutung eines singulären Integrals, ist

also die, dafs ein solches Integral als Enveloppe
einer von einer w^illkürlichen Konstanten ab-
hängigen Schar von Integralkurven erscheint.

Denkt man sich diese Schar von Integralkurven durch

eine Gleichung von der Form

(34) * (.y, ^, c) ^
zwischen ?/, x und der willkürlichen Konstanten c re-

präsentiert, so ergiebt sich bekanntlich die Enveloppe durch

Elimination von c zwischen (34) und der Gleichung

o c

Eine Gleichung von der Form (34) nennt man eine all-

gemeine Integralgleichung der Differentialgleichung (1).
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Giebt man dem c einen speziellen konstanten Wert, so

liefert die Gleichung (34) ein sogenanntes partikulares

Integral; das singulare Integral, oder die Enveloppe unter-

scheidet sich von den partikularen Integralen dadurch, dafs

es im allgemeinen aus (34) nicht durch Spezialisierung der

Konstanten c hervorgeht. In gewissen besondern Fällen

kann allerdings auch die Enveloppe durch die Gleichung (34)

für einen speziellen konstanten Wert von c gegeben werden;

in einem solchen Falle sagt man, dafs ri{a:) zugleich
singuläres und partikulares Integral von (1) sei. In Bezug

hierauf wird die Betrachtung des Falles II) lehrreich sein,

der wir uns jetzt zuwenden.

Sei denn a — 1 — A: < , dann lautet die Differential-

gleichung (25 b)

die rechte Seite ist also in der Umgebung von x = c^u^=zO

holomorph, es giebt folglich ein und nur ein in der Um-
gebung von x=zc holomorphes Integral u^ welches für

x= c verschwindet; dieses Integral ist aber offenbar i^=
selbst. Die Differentialgleichung (25 a) besitzt demnach als

einziges Integral t/, welches für x = g den Wert ri{c)

annimmt und nach irgendwelchen Potenzen von x— c ent-

wickelbar ist das Integral y =^y\ {x)
, welches also hier

nicht als Enveloppe eine Schar von Integralkurven, d.h.

nicht als singuläres, sondern als partikulares Integral auf-

tritt. Es ist aber natürlich nicht ausgeschlossen, dafs für

einen andern, ebenfalls zur mehrfachen Wurzel ^(^) der

Gleichung

F{s,ri{x\x)^^

gehörigen, /?-gliedrigen Cyklus von Zweigen der algebraischen

Funktion s von y, die Entwickelung in der Umgebung von

y^=-ri die Form

s— t{x) = \{y— yiy^\{y— r^)? +.... (Äo^^O)

hat, wo ß— 1 — A>0 ist, so dafs also diesem Cyklus

entsprechend, y = r^{x) als Enveloppe einer {ß— A)- fachen

Schar von Intesrralkurven auftritt. In einem solchen Falle
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fungiert also rj{a;) wirklich zugleich als partikulares und
als singuläres Integral (vergl. oben S. 261).

Da in dem Falle II) x = c kein Verzweigungspunkt
sein kann, ist dieser Fall, wenn man zu erreichen sucht,

dafs die Integrale der Differentialgleichung (1) keine ver-

schiebbaren Verzweigungspunkte besitzen sollen, als zulässig

zu betrachten, dem Satze (C)^ ist also hinzuzufügen:

(C)2. In der Entwickelung (24) (S. 252) darf die

Zahl a— 1 — k negativ sein,

oder indem wir {C\ mit {C\ vereinen:

(C). In der Entwickelung (24) (S. 252) mufs
kya— 1 sein.

65. Untersuchung der Fälle, wo der Koeffizient der

höchsten Potenz der Ableitung zugleich mit der

Diskriminante verschwindet, und wo das Integral

selbst unendlich wird.

Es sei nun ^= rj{a;) eine gemeinsame Lösung der

beiden Gleichungen

dann besitzt die Gleichung

die mehrfache Wurzel s = oo. Dieser entsprechen gewisse

Cykeln von Zweigen, der durch die Gleichung

definierten algebraischen Funktion s von y, die für 7/ = 7](x)

den gemeinsamen Wert .s = oo annehmen, also in i/ = 7j(x)

algebraisch unendlich werden. Betrachten wir einen solchen

«-gliedrigen Cyklus, so wird dieser in der Umgebung von

y =:rj(a;) in der Form

(35) s=:{y-rj) "{go+ 9iiy-V)"+9Ay-V)" +•")

dargestellt, wo k eine positive ganze Zahl bedeutet, die

wir uns so gewählt denken, dafs g^) nicht identisch ver-

schwindet. Bedeutet ^ einen Bereich der ^-Ebene, inner-
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halb dessen die Funktion //(^) holomorph ist, so sind die

g^j g^^j . . . ebenfalls innerhalb 33 holomorphe Funktionen

von X. Diejenigen ^-Werte, für welche g^ gleich Null

wird, denken wir uns ausgeschlossen.

Setzen wir -^ an die Stelle von s, so folgt aus (35)

die Differentialgleichung

:

und wenn wir wiederum

einführen

:

.du dri . .

^ ,
, , ^— ,

dx . . ^ 1

du drj , .

,

.

'

Bedeutet nun ^c =^ c einen beliebigen innerhalb 33 ge-

legenen Wert, der nicht zu den ausgeschlossenen gehört,

für den also g^^ nicht verschwindet, so ist in der Umgebung
von a;= Cj u =

—^ = au^-+"-'^'^{x— c,u),
CL U

WO ^ (^ — c, u) eine gewöhnliche Potenzreihe von x— c, u

bedeutet. Da jedenfalls

k+a— 1>0
ist, so besitzt diese Differentialgleichung nach dem Existenz-

theorem ein wohlbestimmtes in der Umgebung von u =
holomorphes Integral .r, welches für u = den Wert c

annimmt. Da die {k -\- a)-te Ableitung dieses Integrals die

erste ist, die für ?^ = nicht verschwindet, lautet seine

Entwickelung in der Umgebung von m = :

X— c = y^ u^+" -f /._, u^ + " + ^ -\-
, (/i :^ 0)

also folgt nach dem Satze von der inversen Funktion
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_i 2

u = d^ (x— c)''+ « -f ^2 G^— c)'^ + " + . .
., (^1 :^ 0)

woraus sich für y die in der Umgebung von x = c gültige

Entwickelung
u a -\- ]

ergiebt. Wir haben also k-\- a Integrale , die für .v = c

den Wert y = rj{c) annehmen, und diese Integrale besitzen,

da Ä; -|- a ;> 1 ist, in ^ = c jedenfalls einen Verzweigungs-
punkt. Im übrigen ist dieser Fall dem in der Nr. 63 be-

handelten ganz analog; da nämlich r/(^) in der Umgebung von
din

x==:c holomorph ist, so ist -~- für a; = c endlich, also von

5 = 00, was hier dem C (x) der Nr. 63 entspricht, verschieden.

Soll das Auftreten von verschiebbaren Verzweigungs-
punkten ausgeschlossen sein, so darf der hier diskutierte

Fall nicht auftreten, d. h.

(D). Die Gleichung ^0 (yj'^)= ö darf keine Lösung
y = ri{x) besitzen, die auch die Diskriminanten-
gleichung JD(y,x) = befriedigt.

Damit ist das Verhalten der Integrale der Differential-

gleichung in allen denjenigen Fällen erledigt, wo x keinen

der ausgeschlossenen Werte annimmt, und wo das Integral

in dem betreffenden ^-Punkte einen bestimmten endlichen

Wert besitzt. Um das Verhalten eines Integrals in der Um-
gebung eines solchen nicht ausgeschlossenen .i.*-Punktes zu

diskutieren, wo dieses Integral selbst unendlich wird, hat

man nur

1

zu setzen und für die Differentialgleichung in z das Ver-

halten derjenigen Integrale zu untersuchen, die in dem be-

treffenden .?>Punkte verschwinden. Da nach den Ergebnissen

der eben abgeschlossenen Untersuchung z in der Umgebung
jedes solchen ^-Wertes nach ganzen oder gebrochenen
positiven Potenzen des Inkrements entwickelbar ist, so ist

ein solcher ^r-Wert für ein daselbst unendlich werdendes
Integral y entweder ein einfacher Pol oder eine algebraische

Unendlichkeitsstelle, je nachdem das in diesem Punkte ver-
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schwindende Integral z in der Umgebung desselben holomorph
ist oder sich verzweigt.

Wenn wir für die Integrale von (1) das Auftreten

verschiebbarer Verzweigungspunkte vermeiden wollen, so

werden wir also dafür sorgen müssen, dafs ein willkürlicher

Punkt X (der nicht zu den ausgeschlossenen gehört) kein

Verzweigungspunkt für das in diesem Punkte verschwindende
Integral z sei. Wir w^erden also die Differentialgleichung

für z den Bedingungen (A), (B), (C), (D) zu unterwerfen

haben, d. h.

(E). Setzt man in der Differentialgleichung (1)

für y den Wert z— ^ ein, so müssen die Bedingungen
(A), (B), (C), (D) auch für die sich so ergebende
Differentialgleichung erfüllt sein.

Wenn wir jetzt die Gesamtheit der Punkte x ins Auge
fassen, die wir für die Differentialgleichung (1) als auszu-

schliefsende bezeichnet haben, und noch diejenigen Punkte
hinzufügen, die für die Differentialgleichung in z aus ähn-

lichen Gründen auszuschliefsen sind; wenn wir ferner noch
feststellen, ob der Punkt .2? = oo auszuschliefsen ist oder
nicht, was durch die Substitution

1

b

und Untersuchung des Punktes ^" = für die transformierte

Differentialgleichung geschehen kann, so erhalten wir eine

gewisse diskrete Menge von .r -Werten, die wir als die

festen singulären Punkte der Differentialgleichung
(1) bezeichnen werden.

Umgeben wir jeden dieser Punkte mit einer unendlich

kleinen Kurve und legen dann Querschnitte von diesen

Kurven aus nach ^' = 00 hin, so erhalten wir eine einfach

zusammenhängende Fläche T. In der Umgebung jedes

Punktes dieser Fläche kennen wir das Verhalten derjenigen

Integrale, die in diesem Punkte einen bestimmten endlichen

oder unendlich grofsen Wert annehmen; wir können kurz

sagen, jedes solche Integral ist in dieser Umgebung in

ähnlicher Weise entwickelbar wie eine algebraische Funktion

von .r, d. h. nach ganzen oder gebrochenen, positiven oder

negativen Potenzen des Inkrements, wo aber immer nur
eine endliche Anzahl negativer Potenzen auftreten kann.
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Die Möglichkeit, dafs ein Integral der Differential-

gleichung (1) für einen Punkt von T sich überhaupt keinem
bestimmten endlichen oder unendlich grofsen Wert nähert,

d. h. unbestimmt ist, kann ganz in derselben Weise ab-

gewiesen werden, wie in der Nr. 12 in dem dort betrachteten

Falle einer Differentialgleichung, die die Ableitung von y
als rationale Funktion von y definiert*). Wir haben also

den allgemeinen Satz;

Alle Integrale der Differentialgleichung (1)

besitzen in der Umgebung eines Punktes der
Fläche T den Charakter von algebraischen Funk-
tionen der unabhängigen Variabein.

Wir werden also zu der einfachsten Klasse von
Differentialgleichungen geführt werden, wenn wir die

Differentialgleichung (1) so einrichten, dafs ihre Integrale

innerhalb T den Charakter von rationalen Funktionen
besitzen, d. h. dafs innerhalb von T keine Verzweigungs-

punkte der Integrale auftreten. Für diese Klasse von
Differentialgleichung, die Herr Fuchs zuerst charakterisiert

hat, sind also alle Verzweigungspunkte der Integrale fest;

wenn man das Verhalten ihrer Integrale in der Umgebung
der festen singulären Punkte der Differentialgleichung kennt,

so kann man wie für die Kiccatische Differentialgleichung

den analytischen Charakter eines durch seine Anfangswerte

bestimmten Integrals in der ganzen .^'-Ebene als bekannt
ansehen. Wir kennen auch schon die notwendigen und hin-

reichenden Bedingungen, denen die Differentialgleichung (1)

zu unterwerfen ist, damit sie zu dieser Klasse gehöre. Es
sind dies die Bedingungen (A), (B), (C), (D), (E). Ehe wir auf

eine Zusammenfassung dieser Bedingungen und die weitere

Diskussion der Differentialgleichungen, die denselben ge-

nügen, eingehen, wollen wir noch einige Bemerkungen über

die singulären Integrale zusammenstellen und ein Beispiel

für das Auftreten dieser Integrale vorführen.

*) Vergl. hiefür Painleve, Lecona, S. 56 ff., Picard, Traite
III, S. 43.
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66. Über die Theorie der singulären Integrale.

Das Auftreten von singulären Integralen hat schon die

Analysten des 18. Jahrhunderts beschäftigt, und hat bis in die

neueste Zeit den Gegenstand vielfacher Erörterungen und
Untersuchungen gebildet. Der erste, der die Existenz dieser

Art von Integralen wahrgenommen hat, war Clairaut*).
Er betrachtet die Differentialgleichung

für welche

ist. Die Diskriminantengleiehung besitzt als einzige Lösung

die Gleichung

besitzt als mehrfache (doppelte) Wurzel

^ + 1

2

es ist also

dri {x)
C(.r)==

dx

Die Entwickelung (25 a) ergiebt sich unmittelbar in der Form

(37) ^^^ = (.-.A

wir haben also k=\^ a = 2, a— 1 — ^==0, es liegt somit

*) Histoire de rAcademie de Paris 1734. Über hierher gehörige

frühere Bemerkungen Taylors, vergl. M. Cantor, Geschichte der

Mathematik (1894), Bd. III, S. 441 ff.
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der Fall I) der Nr. 64 vor, d. h. i]{a;) ist ein singuläres
Integral. Aus (37) folgt durch Integration

wo G die willkürliche Konstante bedeutet; also haben wir

(vergl. (33))

^j — rj = — {{^— c)-,

woraus sich, wenn wir c^ = ^ (1 -]- c) setzen,

(38) y = — c]J^(^+l)c,

als allgemeines Integral mit der willkürlichen Konstanten c^

ergiebt. Diese Gleichung stellt geometrisch eine Schar
von geraden Linien dar, als deren Enveloppe sich in

der That die durch das singulare Integral

y (^)'
repräsentierte Parabel ergiebt.

Wie man bemerkt, erhält man die allgemeine
Integralgleichung (38) aus der Differentialgleichung

(36), indem man —^ durch die willkürliche Kon-

stante c^ ersetzt.

In ähnlicher Weise wird auch die allgemeine Gleichung

dy
wo / eine beliebige Funktion von —p- bedeutet, integriert.

Man bezeichnet diese Gleichung gewöhnlich als Clairaut-
sche Differentialgleichung. Man gelangt zu ihrem all-

gemeinen Integrale, indem man die Gleichung diiferentiiert.

In der That ergiebt sich durch Differentiation

dx dx '" '

dx'^ \ dx ) dx-^

wo / die Ableitung von / bedeutet; und hieraus folgt weiter

{'+/©)-»
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Die Gleichung

liefert im Falle der Differentialgleichung (36) das singulare
Integral. Die Gleichung

—— =
giebt zweimal integriert

wo Cj, 6'2 Integrationskonstanten bedeuten; setzt man diesen

Wert von _?/ in die Differentialgleichung ein, so kommt

d. h. 6'2 =r/(fj, es ist also in der That

das allgemeine Integral.
Wie wir in der Nr. 64 bemerkt haben, mufs ein

singuläres Integral r/(.r) der Differentialgleichung (1) die

Eigenschaft haben, dafs die drei Gleichungen (30) (S. 258)
befriedigt werden, wenn man

setzt, Daraus folgt (vergl. a. a. 0.), dafs eine Differential-

gleichung (1) im allgemeinen kein singuläres Integral be-

sitzt. Andererseits haben wir gesehen, dafs sich, wenn die

allgemeine Integralgleichung (34)

Cß
(y, .^, 6') =

bekannt ist, durch Elimination von c zwischen dieser Gleichung

und

o c

das singulare Integral ergiebt. Da nun diese Elimination

im allgemeinen möglich ist, schlofs Lagrange,*) der dieses

Verfahren zur Auffindung des singulären Integrals zuerst an-

gegeben hat, dafs eine Differentialgleichung (1) im allgemeinen

ein singuläres Integral besitzt. Dieser scheinbare Widerspruch

*) Vergl. Oeuvres, Bd. IV, S. 1 ff.; S. 585 ff.



270 VII- Allgemeine Differentialgleichung I, Ordnung.

galt lange Zeit hindurch als unlösbares Paradoxon. Herr
Hamburger, dem wir in Bezug auf die Theorie der singulären

Integrale in unseren Auseinandersetzungen gefolgt sind, hat

aber gezeigt,*) dafs ein genaues Studium der allgemeinen

Integralgleichung (34) zu ebendenselben Bedingungen für

die Existenz eines singulären Integrals führt, wie das Studium
der Differentialgleichung selbst. Diese zuerst von Herrn
Hamburger aufgestellten Bedingungen lauten nach den
Ergebnissen der Nummern 63, 64 zusammengefafst wie folgt:

Wenn i/ = rj {x) eine Lösung der Diskriminantengleichung

ist, so sind drei Fälle möglich:

1) i/=rj (a;) ist keine Lösung der Differentialgleichung (1);

dann sind diejenigen partikularen Integrale y von (1), die

in dem willkürlichen Punkte x= c, in dessen Umgebung
T] (je) holomorph ist, den Wert r]{G) annehmen, in der Um-
gebung von ^ == c in der Form

(/) y— v==^i^— <^)

entwickelbar, wo ^ (.r— c) eine nach positiven ganzen oder

gebrochenen Potenzen von ^— c fortschreitende Reihe bedeutet,

in der der Exponent desAnfangsgliedes nicht gröfser ist als Eins.

2) 7/ =^rj (^) ist ein singuläres Integral, d. h. Enveloppe
einer Schar von Integralkurven; dann haben diese Integral-

kurven in der Umgebung von .v = c eine Entwickelung von
der Form (y), in der der Exponent des Anfangsgliedes

(vergl. (33)) gröfser ist als Eins.

3) ?/ = 7^ (^) ist ein partikulares, eventuell zugleich ein

singuläres Integral, dann ist für eine Gruppe von Integralen,

die in a; = c den Wert rj (e) annehmen, ij — ry(.«)=r=0, und
wenn für die übrigen dieser Integrale der Anfangsexponent

der Entwickelung (y) gröfser als Eins ist, so ist rj (a-) nur
ein partikulares, wenn dagegen für einige dieser Integrale

der Anfangsexponent kleiner als Eins ist, so ist i] (.^) zu-

gleich partikulares und singuläres Integral.

Auf eine Wiedergabe der an die allgemeine Integral-

gleichung anschliefsenden Untersuchungen von Herrn Ham-
burger können wir hier nicht eingehen, da das genaue
Studium dieser Integralgleichung Hülfsmittel aus der Theorie

der partiellen Differentialgleichungen erfordert.

*) Grelles Journal, Bd. 112, S- 205 ff.



Achtes Kapitel.

Differentialgleichungen mit festen

Verzweigungspunkten.

67. Zusammenfassung der

Bedingungen für das Nichtauftreten verschiebbarer

Verzweigungspunkte.
Briot- und Bouquetsche Differentialgleichungen.

Wie bereits am Schlüsse der Nr. 65 bemerkt, besitzen

wir bereits in den im vorigen Kapitel unter (A) bis (E) formu-

lierten Bedingungen die notwendigen und hinreichenden

Einschränkungen, denen die Koeffizienten der Differential-

gleichung

ZU unterwerfen sind, damit die Integrale innerhalb der in

der Nr. 65 mit T bezeichneten Fläche den Charakter ratio-

naler Funktionen haben, oder, wie wir mit Herrn Fuchs
kurz sagen wollen, damit die Differentialgleichung (1) nur

feste Verzweigungspunkte besitze.

Zunächst ergiebt die Zusammenfassung der Bedingungen
(A) (S. 251) und (D) (S. 264), dafs die Gleichung A^{y,x)=
überhaupt keine (endliche) Lösung y besitzen darf, d. h. die

ganze Funktion A^^ (y, x) mufs von y unabhängig, also eine

blofse Funktion von x sein. Dann kann man aber mit dieser

Funktion von .v durchdividieren und erhält so als Koeffizienten

der höchsten Potenz der Ableitung in (1), die Eins.
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Setzen wir in (1), wo also jetzt ^^^ (?/, ^) = 1 voraus-

gesetzt wird,

1

so folgt für z die Diiferentialgleichung

«^« (-^m)"+-^.G.-)(^)-'0"'
+ ... + .4.„(i^)= 0;

wenn wir hierin die Nenner durch Multiplikation mit einer

geeigneten Potenz von z entfernen, d. h. die Differential-

gleichung so umformen, dafs ihre Koeffizienten ganze
rationale Funktionen von z sind, so müssen nach (E) (S. 265)

auch für diese Differentialgleichung die Bedingungen (A) und
dz

(D) erfüllt, d. h. der Koeffizient der w-ten Potenz von -j—

mufs von z unabhängig sein. Hieraus folgt aber, dafs der

Koeffizient A {y^ ^) in (1), für ä;= 1, 2, . . . m, in y höchstens

vom 2Ä;-ten Grade ist.

Die Bedingungen (B) (S. 255, 256) und (C) (S. 262) sind,

da für ein endliches und von Kuli verschiedenes y auch z

einen endlichen Wert besitzt, für die Differentialgleichung (2)

von selbst erfüllt, wenn sie für (1) gelten. Wir haben also

den Satz*) von Herrn Fuchs:
Die notwendigen und hinreichen den Bedingungen

dafür, dafs die Integrale der Differentialgleichung

(1) nur feste Verzweigungspunkte besitzen, sind:

1) Die Differentialgleichung hat die Form

KÄ--)=(Är+-<.'->(Är"+-

wo xi^{y^x)^ ... A^(y^ x) ganze rationale Funktionen
von y mit von x abhängigen Koeffizienten bedeuten
und AT,{y^x) höchstens vom Grade 2k in ?/ ist, für

Ä; = 1, 2, . . . m.

*) Berliner Sitzungsberichte, 1884, S. 707.
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2) Ist?/=^iy(^) eine Lösung der Diskriminanten-
gleichung B(y,.v) = und s = C (^) eine mehrfache
Wurzel der Gleichung

(a) Fis,rj(xlx) = 0,

welcher Zweige, der durch

iß) F{s,y,a:) =
definierten algebraischen Funktion s von y ent-

sprechen, die sich für 2/=:rj(x) verzweigen, so mufs
d 7]

5 (^) mit -j-^ übereinstimmen, also rj (x) jedenfalls

eine Lösung der Differentialgleichung sein.

3) In der Entwickelung dieser Zweige nach
Potenzen von i/—

?y (^)

<7 — fc+i

^— -^=9oi^— Vr+9ii^—r}) " +••••, (90^0)

mufs k^a — 1 sein.

Die durch diese Bedingungen charakterisierte Klasse

von Differentialgleichungen der Form (1) spielt also hier

dieselbe Rolle wie die Riccatische Differentialgleichung

unter den Differentialgleichungen, durch welche -~- als

rationale Funktion von y gegeben wird.

Ein interessanter und wichtiger Spezialfall von Diffe-

rentialgleichungen der Form (1), die in diese Klasse gehören,

d. h. keine verschiebbaren Verzweigungspunkte besitzen, er-

giebt sich, wenn wir die Koeffizienten der Differential-

gleichung, d. h. also die

als von X unabhängige, ganze rationale Funktionen von y
(mit konstanten Koeffizienten) voraussetzen. In diesem
Falle enthält also F die unabhängige Variable über-
haupt nicht explicite, wir können die Differentialgleich-

ung demnach in der Form

^^) KÄ-)=«
schreiben. Offenbar bleibt diese Differentialgleichung un-

Schlesinger, Differentialgleichungen. 18
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geändert, wenn wir x -[- c an die Stelle von a; setzen, wo c

eine willkürliche Konstante bedeutet; stellt also

eine Lösung von (3) dar, so ist auch f{x-\-c) eine Lösung,
u. z. da sie eine willkürliche Konstante enthält, die all-

gemeine Lösung.

Wäre nun z. B. der im Endlichen gelegene Punkt ^ = ^^
ein Verzweigungspunkt der Integrale von (3), so würde
auch Xq -\- c für gewisse Integrale als Verzweigungspunkt
fungieren, dies ist aber nicht möglich, da laut Voraussetzung

die Verzweigungspunkte nicht verschie]3bar sein sollten. Wäre
ein solcher Punkt x= a;^ eine Unbestimmtheitsstelle der

Integrale, so müfste auch
.^'f^

-|- c für gewisse Integrale eine

solche Stelle sein, aber auch dies ist nicht möglich, da wir

wissen, dafs sich jedes Integral innerhalb der Fläche T wie

eine algebraische Funktion verhält, es kann also nicht ein

willkürlicher Punkt a;^^ -j- c als Punkt der Unbestimmtheit

fungieren. Die Integrale von (3) verhalten sich demnach
für alle endlichen Werte von x wie rationale Funktionen.

Es kann aber auch der unendlich ferne Punkt ^=00 kein

Verzweigungspunkt sein, denn wäre dies der Fall, so müfste

es geschlossene Wege in der a'-Ebene geben, auf denen
fortgesetzt die Integrale von (3) eine Wertänderung erfahren;

da aber die Integrale in der Umgebung jedes Punktes, der

innerhalb des von einer geschlossenen Kurve begrenzten

endlichen Gebietes der A'-Ebene liegt, sich wie rationale

Funktionen verhalten, ist es nicht möglich, dafs sie längs

einer solchen Kurve fortgesetzt eine Wertänderung erfahren.

Dagegen kann .» = 00 ein Punkt der Unbestimmtheit sein,

und überdies können die Integrale im Endlichen gelegene

Pole haben. Wir haben also den Satz:

Wenn eine Differentialgleichung von der Form (1)

die unabhängige Variable nicht explicite enthält
und ihre Integrale keine mit den Anfangswerten ver-

schiebbare Verzweigungspunkte besitzen oder mit
anderen Worten, wenn in einer Differentialgleichung
die den Euch s schenBedingungen genügt, die Koeffi-
zienten der ganzen rationalen Funktionen

A {yi '^0? • • • ^m (y, ^)
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von y, Konstanten sind, so sind die Integrale dieser
Differentialgleichung eindeutige Funktionen von x^

die nur im Unendlichen einen Punkt der Unbestimmt-
heit besitzen können.

Die notwendige und hinreichende Form dieser Differential-

gleichungen ergiebt sich, wenn man die Koeffizienten einer

Differentialgleichung von der Form (3) den Fuchs sehen Be-

dingungen 1), 2), 3) unterwirft. Die so entstehende Klasse

von Differentialgleichungen haben Briot und Bouquet*)
zuerst aufgestellt und untersucht, man nennt sie darum ge-

w^öhnlich die Briot- und Bouquetschen Differential-
gleichungen. Ihre Eigenschaften werden sich als besondere

Fälle der Eigenschaften der allgemeinen Differentialgleich-

ungen mit festen Verzweigungspunkten ergeben, zu deren

Darlegung wir jetzt übergehen.

68. Rang einer algebraischen Gleichung.

Rang Null, Eins und Zwei.

Bei allen Integrationsproblemen, die sich auf algebraische

Funktionen einer Variabein beziehen, spielt eine Klassifi-

kation dieser Funktionen eine überaus wichtige Kolle, die

zuerst Riemann in seiner Theorie der Ab eischen Funk-
tionen**) allgemein eingeführt hat.

Hat man nämlich eine durch die irreduktible Gleichung

m-ten Grades in s

(4) F{s,^/) =
definierte algebraische Funktion s von ?/, und handelt es sich

darum, das Integral

jsdi/

auszurechnen, so zeigt sich, dafs die Schwierigkeit dieses

Problems nicht von dem Grade m der Gleichung (4), sondern

von einer anderen Zahl abhängt, die Riemann durch p
bezeichnet, und die von C leb seh das Geschlecht der durch

(4) definierten algebraischen Kurve, von Weierstrafs der

*) Journal de l'Ecole Polytechnique, Cah. 36, S. 199 ff.

*) Werke. S. 88 ff.

18*
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Bang der Gleichung (4) oder der algebraischen Funktion s

von '(/ genannt worden ist. Diese positive ganze Zahl hat

die merkwürdige Eigenschaft, ungeändert zu bleiben, wenn
man von der Gleichung (4) durch die Substitution

(5)
\' = 9> i(^, vi

wo % xp rationale Funktionen der beiden neuen Variabein

Oj Tj bedeuten, zu einer Gleichung zwischen o und r]

(6) 0{a,r^)=:.O

übergeht, vorausgesetzt, dafs sich aus den Gleichungen (5), (6)

auch umgekehrt o, r] als rationale Funktionen, der durch die

Gleichung (4) mit einander verknüpften Variabein s, ^

ausdrücken lassen. Man nennt eine solche Transformation (5)

eine eindeutig umkehrbare oder auch birationale
Transformation.

Wenn z. B. in (4) der Grad m = 2 ist, so kann man
ohne wesentliche Beschränkung der Allgemeinheit voraus-

setzen, dafs diese Gleichung die Form

(8) s' = B{y)

besitzt, wo E{^) eine ganze rationale Funktion von y be-

deutet, die in lauter von einander verschiedene lineare Fak-

toren zerlegt werden kann; sei

(9) E (3/) = {y — aj (y— a^) . . . . {y— a„),

wo also a^, ttg, . . . a„ sämtlich von einander verschieden sind.

Man nennt eine Gleichung von der Form (8) allgemein eine

hjperelliptische. Für eine solche bestimmt sich die

Riemann sehe Zahl p oder der Rang in folgender Weise.

Ist n eine ungerade Zahl, so ist

n— 1

während für ein gerades n

n — 2
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ist. Die Gleichung ist also für w = 2 p -f- 1 und n = 2p -{-2

vom Range p, d. h.

für w = 1, 2 vom Range ^ = 0,
'

„ 71 = 3, 4 „ „ p = l,

„ w = 5, 6 „ „ p = 2, U.S.W.

Im Falle p = kann man, wie aus den Elementen der

^
Integralrechnung bekannt ist, das Integral

(10) jP{s,y)dy,

wo P eine rationale Funktion der durch die Gleichung (8)

verknüpften Variabein s, y bedeutet, durch elementare Funk-
tionen (algebraische Funktionen, Logarithmus, Arcustangens)

in expliciter Form berechnen. Es gelingt dies dadurch, dafs

man in diesem Falle (n = 1, 2) in einfachster Weise eine

rationale Funktion

von s und y auffinden kann, durch welche sich s und y
rational so darstellen lassen,

y = '^ (0,

dafs diese beiden Ausdrücke in (8) eingesetzt die Gleichung

identisch, d. h. für jeden Wert von t befriedigen. Führt

man dann in (10) t als neue Variable ein, so erhält man

jP{8,y)dy=jP{cp{t\xp{t))xp'{t)dt,

d. h. das Integral einer rationalen Funktion von t.

Im Falle p = 1 , wo also R {y) eine ganze Funktion

dritten oder vierten Grades ist, gelingt die explicite Dar-
stellung eines Integrals von der Form

lP{^,y)dy

durch elementare Funktion im allgemeinen nicht mehr; das

Integral ist ein elliptisches. Ebenso wenig ist eine expli-

cite Berechnung dieses Integrals möglich, wenn s durch eine

Gleichung von der Form (8) definiert ist, wo p> 1 ist, in

welchem Falle das Integral ein hyperelliptisches heifst.

Die genaue Definition der Rangzahl p für eine beliebige

algebraische Gleichung (4) erfordert tiefere Kenntnisse aus
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der Theorie der algebraischen Funktionen*); wir stellen

die folgende Definition, die für unsere Zwecke vollkommen
ausreicht, an die Spitze der weiteren Untersuchungen.

Eine durch die Gleichung (4)

definierte algebraische Funktion s von y ist vom
Range

P = 0, 1, 2,

wenn die Gleichung (4) durch birationale Trans-
formation

y=xp{o,rj) ri
= g (s, y)

in eine hyperelliptische Gleichung
ü^^ = R{ri)

transformiert werden kann, die selbst vom Range
0, 1, 2 ist, wo also im Falle p= der Grad der ganzen
Funktion R {rj) gleich 1 oder 2, im Falle p=^l gleich
3 oder 4, im Falle ^9 = 2 gleich 5 oder 6 ist. In

jedem anderen Falle ist der Rang der Gleichung (4)

gröfser als 2. Die Koeffizienten der rationalen
Funktionen

bestimmen sich auf algebraische Weise aus den
Koeffizienten der Gleichung (4).

Im Falle p = sind ö und r^ durch einen Parameter t,

der selbst rational in o und ri ist, rational darstellbar, in

diesem Falle kann also die obige Definition auch durch die

folgende ersetzt werden;
Die Gleichung (4) ist vom Range Null, wenn sich

eine rationale Funktion t von s und y

t == h {s, y)

so angeben läfst, dafs s,y als rationale Funktionen
von t

s = ci>{t\ y=r{t)

*) Wir verweisen nebst der Abhandlung Riemanns namentlich
auf das bereits S. 229 zitierte neuere Werk der Herren Appell und
Goursat.
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SO darstellbar sind, dafs diese Ausdrücke in (4) ein-

gesetzt diese Gleichung; identisch befriedigen.
In diesem Falle ist also ein Integral

wo P eine beliebige rationale Funktion von s, ?/ bedeutet,

durch Einführung von t als neuer Variabein auf die Form

jP{<P{t\T{t))r{t)dt,

d. h. auf das Integral einer rationalen Funktion von t redu-

zierbar. Man sagt in diesem Falle auch nach Cayley, die

Gleichung (4) stelle eine Unicursalkurve dar.

69. Gleichungen vom Range Null.

Die Bedeutung des Ranges p, der durch die Gleichung

(11) i^(.,y,.;) =
definierten algebraischen Funktion s von y für das Problem
der Integration der Differentialgleichung (1)

{%'•')
hat in dem Falle der Briot- und Bouquet sehen Differential-

gleichung, wo also die Koeffizienten von (1) von x unab-

hängig sind, zuerst Herr Hermite*) zur Geltung gebracht.

In seinen Untersuchungen über die Differentialgleichungen

von der Form (1) mit festen Verzweigungspunkten hat Herr
Fuchs gleichfalls die Klassifikation dieser Gleichungen nach
dem Range der Gleichung (11) (in welcher, wie auch bisher

immer, .r die Rolle eines Parameters spielt) in Angrift' ge-

nommen und die Fälle p= 0, 1 erledigt; die Fälle, wo/>^2
ist, hat dann Herr Poincare**) durch Anwendung einer

von der Fuchsschen abweichenden, ganz eigenartigen Methode
behandelt.

Nach dem Vorgange von Herrn Fuchs behandeln wir

zunächst den Fall p = 0.

*) Cours (lithographie) de l'Ecole Polytechnique 1873 (mir hier

unzugänglich): vergl. hierzu noch Fuchs, Comptes Reudus 1881,

S. 1063, Raschke, Acta Mathematica, Bd. 14, S. 31.

**) Acta Mathematica, Bd. VIT, S. 1 if.
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Wenn die durch (11) definierte algebraische Funktion s

von y vom Range Null ist, so kann man eine rationale

Funktion

(12) t = h{s,y)

von s und y finden, durch die s und y rational

(13) s^0{t\ y=T{t)

darstellbar sind. Die Koeffizienten der rationalen
Funktion ä, (?, ?^' hängen im allgemeinen noch von ^
ab, und zwar sind sie algebraisch aus den Koeffizienten der

Gleichung (11) zusammengesetzt. Differentiieren wir die

zweite der Gleichungen (13) total nach x, so kommt

dx hx ~^ ht dx '

und es sind offenbar

wieder rationale Funktionen von t Beachten wir nun, dafs

dy

ist, so erhalten wir die Gleichung

die eine Differentialgleichung erster Ordnung für t als Funktion

von X darstellt, u. z. eine solche, die —^— als rationale
• dx

Funktion von t determiniert.

Wenn die Integrale von (1) keine mit den Anfangs-

werten verschiebbare Verzweigungspunkte besitzen, so hat

d v
auch die rationale Funktion t von y und -^ keine ver-^ dx
schiebbaren Verzweigungspunkte. Nach den Ergebnissen

der Nr. 13 ist die Differentialgleichung (14) also eine

Riccatische. D. h.

Die Differentialgleichungen (1) mit festen Ver-

zweigungspunkten, in denen die zwischen -^^ undy
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bestehende algebraische Gleichung vom Range Null
ist, sind durch eine rationale Substitution auf
Riccatische Differentialgleichungen reduzierbar.

In dem besonderen Falle der Briot- und Bouquet-
schen Differentialgleichung, wo die Koeffizienten von (1) und

(11) von X unabhängig sind, werden auch die Koeffizienten

der rationalen Funktionen h (s, ?/), <P (^), T {t) Konstanten sein,

da sie sich ja aus den Koeffizienten der Gleichung (11)

algebraisch zusammensetzen. In diesem Falle sind also auch

die Koeffizienten der Riccatischen Differentialgleichung (14)

von .!• unabhängig, diese Gleichung hat also die Form

(15) ^^A,JrAt+ Ä.t',

WO ^0, ^j, A^ Konstanten bedeuten. Gehen wir von dieser

Gleichung durch die Substitution

— \ d log u
t =

A^ d X

zu der Gleichung (vergl. Nr. 17, S. 64)

über, so haben wir, um diese letztere Differentialgleichung

zu integrieren, die charakteristische Gleichung

aufzustellen. Seien r^, r^ ihre Wurzeln, so ist für r^ ^ r^

das allgemeine Integral von (16)

für r^ = 7*2 dagegen

wo c^jC^ willkürliche Konstanten bedeuten. Im ersten Falle

{r^^r^} lautet demnach das allgemeine Integral von (15)

^^ — 1 ^1 ^1 +C2y3g<^^-^i)^

und folglich das allgemeine Integral der Briot- und Bouquet-
sehen Differentialgleichung

2/= ^''{t)= r(e('-2-»-^)^),
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wo T den Algorithmus einer rationalen Funktion mit kon-

stanten Koeffizienten bedeutet. In diesem Falle ist also y
eine einfach periodische Funktion von x, die nur im
Unendlichen einen Punkt der Unbestimmtheit besitzt.

Im zweiten Falle {r^ = r^) lautet das allgemeine Integral

von (15)

und das allgemeine Integral der Briot- und Bouquetschen
Gleichung

wo T wieder den Algorithmus einer rationalen Funktion be-

deutet, d. h. y ist in diesem Falle eine rationale Funktion
von ^ü.

Wir wollen an zwei Beispielen zeigen, wie man in

diesen beiden Fällen die Integration einer solchen Briot-
und Bouquetschen Differentialgleichung zu vollziehen hat.

Sei

wie man sich leicht überzeugt, gentigt diese Differential-

gleichung den Fuchs sehen Bedingungen. Wir haben ferner

(17) F{s,y) = s^-+ s{f^-i) + 2-f^ = 0',

dies ist die Gleichung einer Kurve dritter Ordnung. Eine

solche Kurve ist vom Geschlechte Null, wenn sie einen
Doppelpunkt besitzt. Dies ist in der That der Fall,

denn das Wertepaar

s = 2,y =
befriedigt die Gleichungen

gleichzeitig. Um nun den Parameter t zu finden, durch

den sich s und ?/ rational darstellen lassen, hat man wie

folgt zu verfahren. Man legt durch den Doppelpunkt s = 2,

2/ = ein Strahlbüschel

s— 2 = t .V,
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wo t einen willkürlichen Parameter bedeutet; dann schneidet

jeder Strahl dieses Büschels die Kurve dritter Ordnung (17)

in drei Punkten, von denen aber zwei in d«n Doppelpunkt

fallen, so dafs nur ein Schnittpunkt von t abhängt. Die
Koordinaten dieses dritten Schnittpunktes ergeben sich

leicht in der Form

und da dieser Schnittpunkt bei variablem t die ganze

Kurve beschreibt, haben wir damit die Darstellung der

Koordinaten als rationale Funktionen von

s — 2
t =

1/

gefunden. Die Riccatische Differentialgleichung für t lautet

dx~ '

also die Gleichung für u

und ihr allgemeines Integral (r^ =:r^ = 0)

also haben wir

c. 1

c^ .c -f Co X— C Cj

::= - i-+i 1 _J__ I .^_c

d. h. y ist in der That eine rationale Funktion.

Nehmen wir ferner die Gleichung

die ebenfalls den Fuchs sehen Bedingungen genügt. Wir
haben

(18) F{s,y)=.s^— ^s'''-^y'—l2y^- = 0',

setzen wir hierin
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so stellt die Gleichuog

s3__ Ss^— 9z^-— 122 =
wieder eine Kurve dritter Ordnung vom Gesehlechte Null

dar, denn

ist ein Doppelpunkt. Durch diesen legen wir das Strahlbüschel

Sz-\-2 = t(s— 2)j

dann ergeben sich die Koordinaten des mit t variabeln

Schnittpunktes in der Form

s = t^— 1,

Sz=:t^ — St— 2,

wir finden also zwischen ?/ und t die Gleichung

S,f = t'^— St—2,

die, wenn man y, t als Koordinaten auffafst, wieder eine

Kurve dritter Ordnung mit dem Doppelpunkte y = 0, ^= 1

darstellt. Legen wir durch diesen Doppelpunkt das Strahl-

btischel

so lauten die Koordinaten des mit dem Parameter r ver-

änderlichen Schnittpunktes

wir finden also für die Koordinaten der Kurve vierter

Ordnung (18) die rationale Darstellung durch den Parameter

y 3/ 3/ {s'— 2)

^~T+Y- 3. + 2
~"~

33/^ + r
s — 2

"^

in der Form

. ^_3^(^2_^i)^ .s = ^^-1=^3(t^+1)(3t'^ + 1).

Die Riccatische Differentialgleichung für r lautet jetzt

dr

dx
= 1 +
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die Differentialgleichung zweiter Ordnung für u

and das allgemeine Integral der letzteren (r^ = z, r^= — ^)

oder in realer Form

y^ sin X -f- y^ cos x^

^o /i, ^2 willkürliche Konstanten bedeuten. Also haben wir

ta X —
d\o^u _ ^

y^

oder wenn wir

setzen,

^^f^tgx

-ll-^tgc

Tr=^tg {X -f- (•),

wo c die willkürliche Konstante bedeutet. Wir finden also

y = Ztg^{x-\-c)^Ztg{x-^c\

d. h. y ist eine einfach periodische Funktion von x.

In beiden Beispielen sehen wir übrigens, dafs die Pole des

allgemeinen Integrals von der willkürlichen Konstanten c

abhängen, also mit den Anfangswerten verschiebbar sind.*)

70. Gleichungen vom Range Eins.

Es sei nun die durch die Gleichung (11)

/^(s,2/,^)^0

definierte algebraische Funktion s von y vom Range Eins.

Dann kann man zwei durch die Gleichung

(19) a--^{ri- g,) (rj - g^) {rj - g,) {^j -g,)^R (rj)

verknüpfte rationale Funktionen

*) Die Beispiele rühren von Herrn Hermite (a. a. 0.) her, wir
entnehmen sie einer UniversitätsVorlesung (1884) von Herni Fuchs.
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(20) <y =-/(«, !/), ri = g{s,y)

von s, y finden, durch die s und y in der Form

(21) s =- f/) (a, rj), y=^ip {a, rj),

wo % ip rationale Funktionen von a, rj bedeuten, darstellbar

sind. Dabei hängen

9l, 92^ ^37 9i

ebenso wie die Koeffizienten von /, g, cp, ip im allgemeinen

noch von x ab, und setzen sich aus den Koeffizienten der

Gleichung (11) auf algebraische Weise zusammen.
Da (7^ ganz und rational in rj ist, so ist jede gerade

Potenz von o als ganze rationale Funktion von i;, jede

ungerade Potenz von o als das Produkt von g in eine

ganze rationale Funktion von rj darstellbar. Man kann
folglich r/), ip in die Form setzen

s=(p{G, -rj)

nin) + %iv)V^i^)

^Po^ri) + ip,{rj)VE{ri)

WO fjpo, ipQj cp^^ i/^j, f/)^, 1/^2 g^iize rationale Funktionen von i^

mit von x abhängigen Koeffizienten bedeuten.

Bilden wir nun

dy __ bip ^. /'hip dö ^. ^H^\ dv^

dx hx \ba diq 'ÖTj / dx

und setzen diesen Ausdruck gleich s, also gleich cp (a, ?y),

so ergiebt sich für v die Differentialgleichung erster Ordnung

Denken wir uns aus dieser Gleichung -~ ausgerechnet, sa

dy]
erhalten wir für -—- eine rationale Funktion von g und rj^

dx '

die wir in der Form
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schreiben können, wo A^ B^ C ganze rationale Funktionen

von iq mit von x abhängigen Koeffizienten bedeuten. Hieraus

folgt, dafs rj der Differentialgleichung erster Ordnung

Genüge leistet, deren Koeffizienten jetzt ganze rationale

Funktionen von rj sind.

Wenn nun y keine mit den Anfangswerten verschieb-

bare Verzweigungspunkte besitzt, so gilt das gleiche von .s

und folglich nach (20) auch für (T, t]. Umgekehrt, wenn
die Verzweigungspunkte von ö und iq fest sind, so sind

auch zufolge von (21) die Verzw^igungspunkte von y fest.

Es mufs also erstens die Differentialgleichung (23) den

Fuchs sehen Bedingungen genügen, und zweitens dürfen

die Verzweigungspunkte von g nicht von der willkürlichen

Konstanten des allgemeinen Integrals iq der Differential-

gleichung (23) abhängen. Die erste der Fuchs sehen Be-

dingungen (1), S. 272) ergiebt, dafs C gleich Eins, A höchstens

vom zweiten und

A''— B'-R{rj) '

höchstens vom vierten Grade in r^ sein mufs. Da alsdann

A'^ ebenso wie R(rj) vom vierten Grade in rj ist, mufs B
von rj unabhängig, also eine blofse Funktion von x

B = l{x)

sein; sei

A = A^-{-A^riA-A^ iq%

wo A(^j ^j, .l, blofse Funktionen von x sind, so hat also

(23) die Form"

(23a) ^'L=A,+ A, .; + A, f + l {x) VeW)-

Um die übrigen Fuchs sehen Bedingungen in möglichst

einfacher Weise befriedigen zu können, wenden wir auf rj

eine Transformation an, die von Herrn Poincarö*) an-

gegeben worden ist.

*) Acta Mathematica Bd. VII, S. 1 ff.; vergl. hierzu auch

Painlevö, Legons, S. 60ff.
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Wir setzen nämlich

at±ß_
' y«+ <5'

WO a, ßy y, 6 noch zu bestimmende P'unktionen von x be-

deuten, die der Bedingung

aö— ßy^l
GenUge leisten. Wir bestimmen diese Funktionen derart, dafs

für ri = gu, t = ük sei, {k = 1, 2, 3),

wo die «j, «2? S von .^ unabhängig, also Konstanten sind.

Wir haben dann die Gleichungen

_ aau + ß
j^'- /a. + d' [(^==1,2,3)

aus denen sich die Verhältnisse der a, ß, y, d in eindeutiger

Weise bestimmen, wenn wir die a^, «2> ^s ^^^ ^^^ einander

verschieden voraussetzen.

Setzen wir

(«— 9i y) (« — 92 y) («

—

9s y) («— ^4 r) = ^* W»

9iy— <x

so nimmt a- die Form an

Ferner wird

^-^0 + A^ + Ar
wo Vy, v^^ v^ Funktionen von x bedeuten, und

dri 1 dt

~dx~^ {yt + öy ~dx

t^ ja' y^a/)-{-t[a'ö--aö' + ß'y— ß/] + ß' d— ßd'
+

{yt+ df

wo «', ß'^ y\ d' die Ableitungen von a, /?, y, 6 nach x

darstellen. Setzen wir diese Werte in die Gleichung (23 a)

ein, so ergiebt sich für t die Differentialgleichung
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WO Ä^^, Äj, Äo, P(.r) wohlbestimmte Funktionen von .r bedeuten.
Es sind dann t und

u= y{t— öj (t— a,J{t— «3) (?— ;i (.r))

rational durch .<? und ?/ darstellbar, und umgekehrt ist auch

(25) . = -^T4-^, .-"^ + ^-"

wo a>^„ y;^, ^j, ?^'j, ^2, yj ganze rationale Funktionen von t

bedeuten, deren Koeffizienten noch von .r abhängen und
sieh ebenso wie u u) aus den Koeffizienten der Gleichung (11)
auf algebraische Weise zusammensetzen. Es mufs nun die

Differentialgleichung (24) feste Verzweigungspunkte besitzen,

und die Verzweigungspunkte von v müssen von der will-

kürlichen Konstanten des allgemeinen Integrals t von (24)

unabhängig sein.

Für die Differentialgleichung (24) ist die erste der

Fuchs sehen Bedingungen erfüllt, da sie bereits für (23 a)

erfüllt war. Um die übrigen Bedingungen (2), 3), S. 273)
formulieren zu können, beachten wir, dafs in unserem Falle

die Diskriminantengleichung nichts anderes ist wie

,,2 = {t— öj {t— a^) {t— a.) {t— ^i {x)) = 0.

Die gedachten Bedingungen reduzieren sich also einfach

darauf, dafs

«1, S' «3? i"W
Integrale von (24) sein müssen. Da a^, «3, a^ Konstanten

sind, mufs also zunächst

Xo + >nak + hcil = (fe = l,2,3)

sein. Da aber a^, a^, 03 von einander verschieden sind,

folgt hieraus

Setzen wir nun in (24) f.i{x) an die Stelle von t, so folgt

dx
—"'

Schlesinger, Differentialgleichunyen. 19
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cl. h. /it{x) ist von x unabhängig, also eine Konstante;
wir bezeichnen diese durch a^,

Dann lautet die Differentialgleichung (24)

in dieser Gleichung sind also die Variabein separiert.
Führen wir die Trennung der Variabein wirklich durch
und integrieren, so kommt

(27) /
'^^ — = jP{x) dx+ const.

j /(^-- aj (i- a,) (^- «3) (r- aj

Um diese Form der Integralgleichung von (26) noch
weiter zu explicieren, betrachten wir vorerst noch den
speziellen Fall der Briot- und Bouqu et sehen Differential-

gleichung.

71. Briot- und Bouquetsche Gleichung* vom
Range Eins.

Wenn die Koeffizienten der in der vorigen Nummer
betrachteten Differentialgleichung (1) von x unabhängig,

(1) also eine Briot- und Bouquetsche Differentialgleichung

Gl '

i^ -/-, V =0

vom Range Eins ist, so sind auch die
gj^, ^2^931 9v ehenso wie

die Koeffizienten der in den Gleichungen (20), (21), (25) auf-

tretenden rationalen Funktionen, von x unabhängig, und auch
F{x) ist eine Konstante, die wir durch c bezeichnen wollen.

Die Gleichungen (26), (27) lauten folglich in diesem Falle:

=^cV{t— aj {t— a,) {V— «3) {t — aj

(28) dt
,

- = cx -\-

«l)(^— «2)(^— S)(^— «4)
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WO c^ eine willkürliche Konstante bedeutet und die untere

Grenze t^^ des Integrals auf der linken Seite beliebig aber

fest gedacht werden soll.

Da das allgemeine Integral einer Briot- und Bouquet-
schen Differentialgleichung eine allenthalben eindeutige

Funktion ist, die nur im Unendlichen einen Punkt der Un-
bestimmtheit besitzen kann, so folgt, dafs die durch die

Gleichungen (28) definierte Funktion t von x diese Be-
schaffenheit hat. Das Integral

dt
(29)

hVit— «i) (^— s) (^— «3) (t— «4)

ist ein elliptisches Integral erster Gattung; wir haben also

als speziellen Fall unserer allgemeinen Theoreme den
wichtigen Satz:

Die obere Grenze eines elliptischen Integrals
erster Gattung aufgefafst als Funktion des
Integralwertes {cx-\-c^) ist eine allenthalben ein-

deutige Funktion, die nur im Unendlichen einen
Punkt der Unbestimmtheit besitzt.

Man nennt diese Funktion eine elliptische.

Die konstanten Gröfsen a^, a^, a.^ waren bis jetzt will-

kürlich; um das elliptische Integral (29) gleich in der

Normalform zu erhalten, wählen wir speziell

a^ = Oy a^ = 1, % = 00.

Wir haben dann zur Bestimmung der Koeffizienten a, (5, /?, y,

der in der Nr. 70 (S. 288) angegebenen linearen P'unktion

die Gleichungen

nnd wenn wir noch

19^
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setzen, so können wir die Gleichung (26) allgemein in

der Form

P{x)Y4.t{\ — t){l — h^t),

also im Falle der ßriot- und Bou quetschen Differential-

gleichung die Gleichungen (28) in der Form

'^^ ^cYIÜX—t){l—kH)

(28 a)

dx
t

dt

Yit[i — t){i-~k''t)

=1 ex -\- c^

sehreiben, wo wir noch %'=^0 gewählt haben.

Setzen wir im Falle der Briot- und Bouquetschen
Differentialgleichung

CO' -|- Cj^ = Uj

und führen in dem elliptischen Integrale erster Gattung

durch die Gleichung

eine neue Integrationsvariable ein, so ergiebt sich

f dz

J /(l — 02)(1 — p^-)

und nach dem eben bewiesenen allgemeinen Satze ist hier-

durch z als eindeutige Funktion von u definiert; man be-

zeichnet diese Funktion nach Jacob i durch

z = sin am u,

(vergl. Nr. 5, S. 18) und setzt

Vi— z^ = cos am w,

Wir haben also in diesen Zeichen

t= sin- am w, 1 — t=^ cos- am u, 1 — Pt= A^ am u.
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Das allgemeine Integral y der Briot- und Bou quetschen
Differentialgleichung vom Range Eins, welches nach (25)

in der Form

<P, + T, Yit{\-t){\-kH)

darstellbar ist, wo *o, 4*^j T^^, T^ ganze rationale Funktionen

von t mit konstanten Koeffizienten bedeuten, lautet also

y = R (sin am {c x -(- cj, cos am (c x -f- cj, A am (c x -f-
c^

)),

wo R eine rationale Funktion andeutet.

Wir erläutern auch in diesem Falle das allgemeine

Resultat durch ein Beispiel. Sei

man überzeugt sich, dafs die Fuchs sehen Bedingungen für

diese Differentialgleichung erfüllt sind. Es ist

(30) F(.,y) = s=^ + 3.^+3/'-4 = 0;

setzen wir y^ = C, so haben wir die Gleichung

s=^ + 3s-4-r — 4 = 0,

die eine Kurve dritter Ordnung in den rechtwinkeligen

Koordinaten s, f darstellt. Der Punkt

s = — 2, C=0
ist ein Doppelpunkt. Legen wir durch diesen das Strahl-

büschel

r-=(s + 2)r,

so sind die Koordinaten des mit % veränderlichen Schnittpunkts

8=1 — T-, J = 3t— r^

für s, y ergiebt sich also die Darstellung:

s = \—t\ /> = 3t — T-l

Die Gleichung zwischen y und t stellt in den recht-

winkeligen Koordinaten y, t wieder eine Kurve dritter

Ordnung dar, die aber keinen Doppelpunkt besitzt. Legen

wir gleichwohl durch

3/ = 0, r =
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ein Strahlbüschel y=n;.ii^ so schneidet jeder Strahl dieses

Büschels die Kurve in noch zwei mit dem Parameter iq ver-

änderlichen Punkten. Die Koordinaten dieser Punkte lauten

Vl + ri^ Vl + f
v^o in beiden Ausdrücken die Wurzel Vl-\-ri^ mit dem-

selben Vorzeichen zu nehmen ist.

Setzen v^^ir also

so haben wir für s, y die Darstellung

3 riV~^

die Gleichung (30) ist also, gemäfs der Definition (S. 278),

vom Range Eins. Um nun die Differentialgleichung her-

zustellen, der tj als Funktion von x genügt, bilden wir

dy __ VJ "l — rf dri

dx 2 o^ dx

und setzen dies dem Ausdrucke für s gleich; wir finden

auf diese Weise

dri 2

dx /3 /3

woraus sich

(31) -^^^c.

-^^1+^'.

/3 j YiJ-^
ergiebt. Es handelt sich nunmehr noch um den Übergang
zur Normalform.

Bezeichnen wir eine der komplexen Wurzeln der Gleichung

durch «, z. B.
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SO ist

l + f = i^ + l){ri-a)(ri + a'y,

die Substitution

verwandelt dann das elliptische Integral (31) direkt in

dr] _ 1 i dz

J Yl + f Vl+a J /(l— ^^)(1— P^-^)

Wir finden somit

2/l + «,^C=/ ^
VS J /(l— 2*)(1— *-s')

wo (7 eine willkürliche Konstante

bedeutet, und

y= o k\l+ ay-i V{1 — z') (1 — h^' ^'')

also schliefslich

2/l+ a
(1 -«^) sin^ am \-^-l-^x^c\ - 1

L /8 J/S" L /3

'
^•^(lH^«)%osam[-^t^. + c]Aam[-^.-HC]

als das allgemeine Integral der vorgelegten Differential-

gleichung.*)

*) Dieses Beispiel stammt von Briot und Bouquet; die au-

gewandte Integrationsmethode entnehmen wir der S. 285 genannten

Vorlesung des Herrn Fuchs.
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72. Integration der Differentialgleichung

mit festen Verzweigungspunkten vom Range Eins.

Wir kehren nun zu der allgemeinen Differentialgleichung

mit festen Verzweigungspunkten zurück, für welche die

durch die Gleichung (11)

definierte algebraische Funktion s von y vom Range Eins ist^

und wollen uns auch hier die konstanten Gröfsen a^, a^^ a.^

so gewählt denken, dafs

a^ =0, «2 = 1, «3 = CO

ist. Die vierte VTurzel der Gleichung m^ = ist, wie in

der Nr. 70 gezeigt wurde, dann ebenfalls von x unabhängig,

wir setzen wie im Falle der Briot- und Bou quetschen
Differentialgleichung, diese vierte Wurzel

1

Es ist dann nach (25) s, y in der Form

^,+ ¥^ yit{i-
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es ergiebt sich also, wenn wir

P{oc) dx = du

setzen

:

t

dt
(32) u^C

Yit{l — t)(l — kH)

wo C eine willklirliche Konstante bedeutet, und folglich

^ = sin- am {u
-f- C\

= 2 sin am {u -\- C) cos am {u
-f- C') A am (m -|- C),

worin u gleich einem bestimmten Werte des Integrals

(33) jP{x)dx

zu nehmen ist. Wir finden also endlich für das allgemeine

Integral y der Differentialgleichung mit festen Verzweigungs-
punkten den Ausdruck

y = R [sin am (j P{x) dx-\- C\ cos am {j P{x) dx-\- C)^

L2im{jP{x)dx-\-C%

wo R den Algorithmus einer rationalen Funktion bedeutet,

deren Koeffizienten sich algebraisch aus den Koeffizienten

der Differentialgleichung zusammensetzen. Diese Form des

allgemeinen Integrals setzt auch die Eigenschaft desselben,

keine verschiebbaren Verzweigungspunkte zu besitzen, in

Evidenz; in der That kann die Konstante C zwar die Lage
der Pole, nicht aber die der Verzweigungspunkte von y
beeinflussen.

Von besonderem Interesse ist noch die folgende Be-
merkung. Die Gröfse ä;-, der sogenannte Modul des

elliptischen Integrals (32), und der aus der Umkehrung
dieses Integrals entspringenden elliptischen Funktion sin am,

ist eine Konstante. Dies ist nicht von vornherein evident;

denn wie man leicht einsieht, ist k- nichts anderes als der

Wert:

9a — 9z . 92— 9z

9a—9x ' 9i—9x
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des Doppelverhältnisses (vergl. Nr. 14, S. 53) der vier

Gröfsen ^^, g^, ^g, g^^ die wie aus ihrer Definition (Nr. 70,

S. 285) hervorgeht, im allgemeinen Funktionen von a^ sind.

Die Eigenschaft der Differentialgleichung (1), feste

Verzweigungspunkte zu besitzen, bewirkt es, dafs

dieses Doppelverhältnis einen von x unabhängigen
Wert hat. Wir müssen es uns versagen, die weiteren

Konsequenzen aus diesem von Herrn Poincare entdeckten

Satze zu ziehen, da wir hierzu noch tiefer in die Theorie

der algebraischen Funktionen eindringen müfsten; wir ver-

weisen auf die bereits citierte Abhandlung von Herrn

Poincare selbst und auf eine Arbeit des Herrn Wallen-
berg*), wo gezeigt ist, wie man diesen Satz bei der Aus-

führung des Integrationsgeschäftes verwerten kann.

Eines besonderen Falles müssen wir aber noch ge-

denken, der bei den Erörterungen der Nr. 70 stillschweigend

ausgeschlossen worden war, des Falles nämlich, wo die

durch die Gleichung (22) eingeführte Gröfse i?, von der

gezeigt wurde, dafs sie eine blofse Funktion von cV ist,

identisch verschwindet**). Der Gang der Rechnung,

durch die wir von der Differentialgleichung (23 a) zu der

Differentialgleichung (24) übergegangen sind, zeigt sofort,

dafs dann auch die Funktion P(^') identisch gleich Null ist;

die Gleichung (24) lautet also jetzt

(34) iL= z„+A,<+ ^,<^

und die weiteren Schlüsse der Nr. 70 verlieren ihre Gültigkeit.

Da t jetzt einer Riccatischen Differentialgleichung (34)

gentigt, sind die Verzweigungspunkte von t jedenfalls fest

;

aber das genügt noch nicht, damit auch die Verzweigungs-

punkte von 2/ selbst fest seien. Hierzu ist vielmehr noch

erforderlich, dafs auch die Verzweigungspunkte von

u= V(t — aJ (^— a^) {t— ttg) {t— jLi (a-))

von der willkürlichen Konstanten des allgemeinen Integrals t

der Differentialgleichung (34) unabhängig seien (vergl.

S. 287). Um dies zu erreichen, verfahren wir wie folgt.

*) Schlömilchs Zeitschrift für Mathem. u. Physik, Bd. XXXV.
**) Vergl. hierfür Paiuleve, Legons, S. 67 ff.
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Sei .r^ ein beliebiger nicht singulärer Punkt der

Kiccatischen Differentialgleichung (34), in dessen Umgebung
dasjenige Integral t^ von (34), welches für .v = .r„ den

Wert a^ annimmt, holomorph ist. Dann ist also in dieser

Umgebung

^1 — «1 = \^}^ (-^^— -^o) + ^2 (^— ^o)' + . . . .

Setzen wir diese Entwickelung in den Ausdruck für u ein,

so erhalten wir

[(£X<'-'.)+-0'[".
-"+(:-&)..<'-'.'+-]*

['.-.+(S)j'-'.i+-]'[".-."«+(S)j'-.)+-]*

Von diesen vier Faktoren geben der zweite, dritte und
vierte im allgemeinen (d. h. wenn f.i (.v) in der Umgebung
von '^y holomorph und für .v =- x^^ von a^ verschieden ist)

nicht zu einer Verzweigung von u Veranlassung. Dagegen
tritt zufolge des ersten Faktors für ./• = ,v^^ unbedingt eine

Verzweigung von u ein, wenn

\dxJ,
^0

ist. Soll also der willkürliche Punkt x^^ nicht Verzweigungs-

punkt von u sein können, so mufs

(

d. h. also da .i'q ein willkürlicher x Wert ist

sein, und ebenso folgt, dafs auch

sein müssen. Hiernach ist also notwendig

l, = X, = X, = 0,

die Gleichung (34) ergiebt folglich t= Cj w^o C eine will-

kürliche Konstante bedeutet.
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Dann hat aber u die Form

u = ViC-a^) {C—a,) {C—a,) {C— ^i{x))-

jede Wurzel der Gleichung

C~^i{x) =
giebt im allgemeinen zu einem Yerzweigungspunkte von u

Veranlassung, und da diese Wurzeln von C abhängen, so

hätten wir also für u verschiebbare Yerzweigungspunkte,

wenn nicht (.i {x) konstant ist. Umgekehrt ist die Bedingung

f^i (x) = a^ = const.

oifenbar auch hinreichend. Das allgemeine Integral ?/ von

(1) lautet dann nach (25)

_ 0, (C) + W, (C) V{C-a,) {C-a,) {C-a,) {C-a,)

4>, (C) + r, {C) Y{C-a,) {C-a,) {C-a,) {C-a,)

wo die Koeffizienten der ganzen rationalen Funktion <P^^ W^^

^(j, T^^ im allgemeinen von x abhängen, sich aber in

algebraischer Weise aus den Koeffizienten der Differential-

gleichung (1) zusammensetzen.

In diesem Falle ist also y durch algebraische
Operationen aus den Koeffizienten der Diffe-

rentialgleichung zusammengesetzt; wenn diese

Koeffizienten z. B. selbst algebraische Funktionen
von X sind, ist y ebenfalls eine algebraische
Funktion von x.

73. Additionstheorem der elliptischen Funktionen.

Wir wollen ein interessantes Beispiel für den zuletzt

betrachteten Fall vorführen. Sei die gegebene Differential-

gleichung

(35) i^ _ /4y(l-y)(l-F3/) _
^^

'^'' Vix{l—x){l—k^x)

wo k'^ eine Konstante bedeutet. Die Gleichung zwischen

8 und y ist offenbar vom Range Eins; ferner ergiebt sich

sofort durch Integration
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y X

I— ^ ^ —= I— - -[-const.

J Viy (1 — ^) (1 — k^^y) J /4.r (1 -X) (1 -P^)

Bestimmen wir dasjenige Integral ^, welches für ^ = den

Wert y = b annimmt, so mufs

•9

/ ^ = const.

/43/(l-y)(l-Py)

sein, wir haben also für das betreffende Integral y
y

(36)

J Yiy{l-y){l-k''-y)

dx f dy

J V4x(l—a^{l— k^x) J V^y(l—y){l—k^y)

wo jetzt I auch als willkürliche Konstante gelten kann.

Setzen wir

f dx
_. f dy _^^

J Vix{l-x){l-k''x) JV4.y{l-y){l-k^y)

so ist

y

J Viy{l—y)(l—k-'y)

und wir haben

(36a) {y=«|'i:-'"("t«)
^ ^ [x= sm- am w, ^ = sin- am v.

Hieraus folgt ohne Weiteres, dafs die Verzweigungspunkte

von y von g unabhängig sind, was übrigens durch An-
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Wendung der Fuchs sehen Kriterien auch direkt aus der

Differentialgleichung abgelesen werden kann.

Eigentlich scheint hier die Einführung von t in die

Differentialgleichung tiberflüssig zu sein; wir wollen aber
gleichwohl durch die Gleichung

l/-_ VxY{l-t){l~kH)-{-YTYJl^:r){l-k''x)
^^^^ ^y~

\ — kKxt

aus der sich leicht

(,^- V\ — x V\^t— Vx{\-k''x)Vt{X-'k:H)

V^-y =
\~k^t '

(37a) ^ r— ——- r-~—
\ VTZv>''— /l-^--^"^!-^-^-^- Vx{\-x)Vt{X-t)

ergiebt, die neue abhängige Variable t in die Differential-

gleichung (35) einführen. Eine etwas weitläufige aber

keineswegs schwierige Rechnung ergiebt für i die Diffe-

rentialgleichung

dx
"^'

wir haben also in der That ein Beispiel für den zuletzt

behandelten Fall. Da die Koeffizienten von (35) algebraische

Funktionen von x sind, ist das allgemeine Integral y selbst

algebraisch; wir erhalten es, indem wir in (37) für t die

willkürliche Konstante

einsetzen in der Form

,oo, VT,- i^^"^a-g)(i-^^g)+>^F/(r=^)(i-^^^)

und es ist dies gleich dasjenige Integral von (35), welches

für ^ =: den Wert y ='^ annimmt. Da dieses Integral

aber durch seine Anfangsbedingungen eindeutig bestimmt

ist, folgt hieraus, dafs die Gleichungen (36) und (38)

völlig äquivalent sind.

Die Thatsache, dafs das allgemeine Integral der Diffe-

rentialgleichung (35) algebraisch ist, hat zuerst Euler*)

Vergl. Institutiones calculi integralis I, Sect. 2, Cap. 6.
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bemerkt. Die fundamentale Wichtigkeit dieses Satzes wird
am deutlichsten hervortreten, wenn wir in (38) für y^ j*, ^
ihre Ausdrücke als elliptische Funktionen, wie sie durch

die Formeln (36 a) gegeben sind, einführen. Die Gleichung

(38) lautet dann:

sinam«cosamr Aanu'+ sinamücosam w Aamw
sinam {xi+ r)= —

.^ . ., r-r, ,

1 — Ä^ sm - am u sm- am v

und analog ergeben die Gleichungen (37 a)

^ cosamMCOsamr— sinam wA am i« sinam yAamv
cosam {ii+ r)

= ,» . o ^-^ ,

1 — «^ sin - am u sin- am v

, .
. Aami« Aamv— /:-sinamt«cosamzf sinamvcosamt'

A am (?« -\rv) = r2"^-5 ^-T^ .

\ — k^ sin- am u sm - am v

Es sind dies die sogenannten Additionstheoreme der

elliptischen Funktionen

sin am, cos am, A am

in der Form, wie sie Jacobi*) aufgestellt hat.

74. Gleichungen vom Range Zwei. Zusammen-
fassung der Resultate.

Wir wenden uns nun zu dem Falle, wo die Gleichung (11)

F(.,y,.7r)=:0

zwischen s und y vom Range p > 1 ist. Die Behandlung

eines beliebigen Ranges würde Hülfsmittel aus der Theorie

der algebraischen Funktionen erfordern, die uns hier nicht

zu Gebote stehen, wir nehmen darum den Fall p = 2 als

Paradigma und bemerken, dafs die in diesem Falle ab-

zuleitenden Ergebnisse auch für />^ 2 im wesentlichen

bestehen bleiben**).

Wenn für die Gleichung (11) der Rang 77 = 2 ist, so

kann man (Nr. G8, S. 278) zwei rationale Funktionen a, 1/

von s, y

*) Fundamenta nova theoriae functionum ellipticarum, art. 18,

(Werke I, S. 83).

**) Vergl. für das folgende, Painleve, a. a. 0.
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(39) o= f{s,y\ ri = g{.,y)

finden, zwischen denen die hyperelliptische Gleichung vom
Range Zwei:

(40) o^-=^R{:ii)= {ri-g^) (rj-g^) (rj-g^) (rj-g^) {iq-g^) {iq-g^)

besteht und durch die sich s, y ebenfalls rational

s == cp ((7, rj), ij = ip ((7, rj)

darstellen lassen. Die Koeffizienten von J] g, cp, xp hängen
ebenso wie die g^, go, - - - 9a im allgemeinen noch von x
ab, und setzen sich aus den Koeffizienten der Gleichung (11)

auf algebraische Weise zusammen.
Indem man an Stelle von tj die lineare Funktion

einführt, kann man ebenso wie im Falle jp = l (Nr. 70,

S. 288) erreichen, dafs drei der Gröfsen ^& konstante
Werte annehmen; sei denn von vornherein

9i = «ir 92 = 0^-25 9&=%
vorausgesetzt, wo o^, a^, a^ von x unabhängig sind.

Die rationalen Funktionen r/), xp kann man, auch wie

im Falle p = 1, in die Form setzen:

WO (?(^, 'Z^, ^3, W^, fP^, W^ ganze rationale Funktionen von

7] mit von x abhängigen Koeffizienten bedeuten. Differentiiert

man diesen Ausdruck von y nach x und vergleicht ihn mit

dem Ausdrucke für .s, so ergiebt sich für iq eine Differential-

gleichung von der Form

oder indem wir mit Hülfe von (40) o eliminieren

WO A, B, C ganze rationale Funktionen von iq mit von x

abhängigen Koeffizienten bedeuten.
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Damit die Differentialgleichung (1) feste Verzweigungs-
punkte besitzt, ist notwendig und hinreichend, dafs erstens

die Differentialgleichung (42 a) feste Verzweigungspunkte
hat, und dafs zweitens auch die Verzweigungspunkte von a
von der willkürlichen Konstanten des allgemeinen Integrals Tq

der Differentialgleichung (42 a) unabhängig seien.

Die Amvendung der ersten Fuchsschen Bedingung
auf (42a) ergiebt, dafs C=l, .1 höchstens vom zweiten,

A- — B- R{}f) höchstens vom vierten Grade in Tq sein mufs.

Es ist also A von der Form

^ = ^0 + A »y + ^2 »/^

wo A^^, A^, A^ Funktionen von .x bedeuten, und da Ii{rj)

vom sechsten Grade in r] ist, mufs notwendig

B =
sein. Die Gleichung (42) lautet also

^'^^^ -£-= ^« + A'J + A'?S

dies ist eine Riccatische Gleichung, die Verzweigungs-

punkte von r^ sind also bereits festgelegt.

Sei i^j dasjenige Integral von (43), welches für den

nicht singulären Punkt x = x^ den Wert a^ annimmt und
in der Umgebung von x = x^ holomorph ist ; dann haben
wir in dieser Umgebung die Entwickelung

»?i
= «1 + \ i^— ^o) + ^a («^— •^o)'' + ""1

\dx/^^:,^

Setzen wir dies in den Ausdruck für g ein, so ergiebt sich

der Punkt x = .r^ wird also zufolge des ersten Faktors ein

Verzweigungspunkt von o sein, wenn d^ einen von Null

verschiedenen Wert hat. Ist dagegen 6j gleich Null, so ist

X(^ im allgemeinen, d. h. wenn g^, g^,, g^ in der Umgebung
Schlesinger, DifTerentialgleichangeo. 20
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von x^^ holomorph und für x = x^ von a^ verschieden sind,

kein Verzweigimgspunkt von g. Soll also der willkürliche

Punkt x^ kein Yerzweigungspunkt von o sein, so mufs ö^

verschwinden, d. h. es mufs

sein für x= x^
, also für ein willkürliches x. Ebenso

folgt, dafs auch

sein müssen; wir haben folglich

A^ = 0, A^= 0, A^ = 0,

also nach (43)

dx
^'

d. h. Y] ist eine willkürliche Konstante i] = C, und

a = V{C- a,) (C-a,) (C- a,) {C-g,) (C-
ff,) {C-g,).

Wären nun g^^ ^5, g^ noch von x abhängig, so hingen die

Lösungen der Gleichungen

C-^,=-0, C~g, = 0, C-g,^0
von C ab, diese Lösungen liefern aber allgemein gesprochen
Verzweigungspunkte von g. Da aber g keine von C ab-

hängigen Verzweigungspunkte besitzen darf, müssen die

g^j ^5, g^ ebenfalls Konstante,

sein.

Wenn also die Differentialgleichung (1) feste Ver-

zweigungspunkte besitzt und p = 2 ist , so hat ihr all-

gemeines Integral nach (41) die Form

^._ ^h{C)-\-T,{C)Y{C-a^){C-^a,)...{C-a,)
,

^0 (^) + '^0 (^) V{C-a,){C-a,)...{C-a,)
'

da sich die Koeffizienten der ganzen Funktionen c?^^, '/^j,

^2 7
^i\ auf algebraische Weise aus den Koeffizienten der

Gleichung (11) zusammensetzen, so setzt sich also y
selbst auf algebraische Weise aus den Koeffizienten
der Differentialgleichung (1) zusammen. Sind die
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Koeffizienten von (1) insbesondere algebraische
Funktionen von .r, so ist das allgemeine Integral y
selbst eine algebraische Funktion von x.

Wären die Koeffizienten von (1) von x unabhängig,

also (1) eine Briot- und Bouquetsche Differentialgleichung,

so wäre y konstant, also (1) von der Form

dx "'

d. h. es giebt keine Briot- und Bouquetschen
Differentialgleichungen vom Range Zwei.

Den hier für />= 2 abgeleiteten Satz hat Herr
Poincarö*) allgemein für /> ]> 1 bewiesen. Wir fassen

mit Benutzung dieses Resultates die Ergebnisse des gegen-

wärtigen Kapitels wie folgt zusammen:
Wenn für eine Differentialgleichung

<t'-') = 0,

dv
wo F eine ganze rationale Funktion von —r^ und y bedeutet,

CIX

die Verzweigungspunkte des allgemeinen Integrals fest sind,

so hat man zunächst den Rang />, der durch diese Gleichung

dif
bestimmten algebraischen Funktion —-^ von y festzustellen.

Ist /> = 0, so läfst sich die Differentialgleichung durch eine

rationale Transformation auf eine Riccatische Differential-

gleichung zurückführen. Ist p = 1, so hängt das allgemeine

Integral im allgemeinen von einer elliptischen Funktion ab,

deren Modul durch die Koeffizienten der Differentialgleichung

bestimmt wird, und erfordert überdies noch die Ausführung
einer Quadratur ((33), S. 297). Ist jo >> 1 , so bestimmt

sich das allgemeine Integral auf algebraische Weise aus

den Koeffizienten der Differentialgleichung.

Wenn die Koeffizienten der Differentialgleichung die

unabhängige Variable x nicht explicite enthalten (Briot-

und Bouquetsche Gleichung), so ist das allgemeine Integral

im Falle /> = entweder eine rationale oder eine einfach-

periodische Funktion, die nur im Unendlichen einen Punkt

*) a. a. 0.

20*
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der Unbestimmtheit besitzt, im Falle p = 1 dagegen eine

rationale Funktion von

sin am w, cos am m, A am i«,

wo u eine lineare Funktion von ^, und der Modul dieser

elliptischen Funktionen durch die Koeffizienten der Diffe-

rentialgleichung bestimmt ist. Der Fall p > 1 kann hier

nicht auftreten.

75. Schlufsbemerkung.

Unter den Differentialgleichungen von der Form (1),

deren Verzweigungspunkte nicht fest, deren Integrale also

innerhalb der in der Nr. 65 charakterisierten einfach zu-

sammenhängenden Fläche T nicht den Charakter rationaler

Funktionen besitzen, sind bisher nur diejenigen näher unter-

sucht worden, deren Integrale innerhalb T von endlicher
Vieldeutigkeit sind. Herr Painleve hat gezeigt,*) dafs

diese Differentialgleichungen durch algebraische Trans-

formationen aus Differentialgleichungen mit festen Ver-

zweigungspunkten hervorgehen, sie können also**) zu keinen

wesentlich neuen Transcendenten führen. In der Theorie

der allgemeinen Differentialgleichungen erster Ordnung mit

verschiebbaren Verzweigungspunkten bietet schon das im
rein logischen Sinne am nächsten liegende Problem, die

Frage nach den Bedingungen, unter welchen die Integration

einer solchen Differentialgleichung durch rein algebraische

Prozesse geleistet werden kann, Schwierigkeiten dar, die

bisher noch nicht vollständig überwunden sind.***)

Wir haben uns bisher ausschliefslich mit Differential-

gleichungen erster Ordnung beziehungsweise linearen Diffe-

rentialgleichungen zweiter Ordnung beschäftigt. Ein Teil

der angewandten Methoden läfst eine Verallgemeinerung

auf die Theorie der Systeme von Differentialgleichungen

erster Ordnung und damit auf die Theorie von Differential-

*) Vergl. Legons, S. 92ff.

**) Vergl. Fuchs, Berliner Sitzungsberichte, 1885, S. 11.

***) Vergl. in Bezug hierauf: Darboux, Bulletin des Sciences

Mathem. 1876; Poincare, Rendiconti del Circolo Matern, di Palermo,

1891; Painleve, Legons, S. 177 ff.
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gleichungen höherer Ordnung zu. So bietet zunächst die

Aufstellung des Cauchy sehen Existenztheorems für ein

System von Diiferentialgleiehungen erster Ordnung von der

Form (12) Nr. 4 (S. 12), in welchem die rechten Seiten

monogene Funktionen der komplexen Variabein

sind, keinerlei Schwierigkeiten dar. Cauchy selbst hat

sein Theorem*) in dieser allgemeinen Fassung ausge-

sprochen und mit Hülfe des calcul des limites bewiesen.

Entwickelungen der Lösungen eines solchen Systems in der

Umgebung gewisser singulärer Stellen von einfacher Natur,

die eine Verallgemeinerung, der in der Nr. 26 für eine

Differentialgleichung erster Ordnung gegebenen bilden, hat

Herr Poincare in seiner Inaugural- Dissertation**) auf-

gestellt. Dagegen ist es bisher noch nicht gelungen, das

für eine Differentialgleichung erster Ordnung vollständig

erledigte Problem, der Aufstellung derjenigen Differential-

gleichungen, deren Integrale nur feste Verzweigungspunkte

besitzen, für Systeme von Differentialgleichungen erster,

oder Differentialgleichungen höherer Ordnung zu bewältigen.

Nur die Theorie der linearen Differentialgleichungen ?i-ter

Ordnung, für die die sämtlichen Singularitäten ihrer Integrale

fest sind, ist durch die Arbeiten von Herrn Fuchs und
die daran anschliefsenden zahlreicher anderer Analysten in

hohem Grade entwickelt worden. Wir haben einige der

hierbei zur Anwendung gelangten Methoden an dem Falle

der linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung kennen
gelernt, in Bezug auf die allgemeine Theorie möge auf das

Handbuch und die daselbst angeführten Originalarbeiten

verwiesen werden. ***)

*) Vergl. z. B. Oeuvres, I. Serie, Bd. VH.
**) These, Paris, 1879; vergl. Koeuigsberger, Lehrbuch,

V.Kapitel: Picard, Traite, III; Hörn, Grelles Journal, 116, 117;

Lindelöf, Acta Societatis sc. Fennicae, XXII, Nr. 7.

**•) Über Systeme ,
linearer Differentialgleichungen handelt

Sau vage, Annales de l'Ecole Normale, Ser. II, 11, Ser. III, 3.

->^8k-
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Berichtigungen.

S. 10, FuCsnote, statt „I (Bonn, 1877)« lies „II (Bonn, 1880)''.

S. 17, vorletzte Gleichung- unter dem Integralzeichen lies dcp statt dx.

nX •/ S. 36, Zeile 9 v. ö. lies Koeffizient, statt Koffizient.

/ S. 46, ist dem ersten Citat (Fufsnote) hinzuzufügen: vergl. auch,

Hamburger, Grelles Journal 83, S. 186.

S. 111, Zeile 5 v. o. lies:

h{x) _ 1_ x^ -2oh{x)

xp{xy^
~~

cc2 ac
— 2f/y^(x)2

'

S. 125, Zeile 3 v. o. lies Fundamentalgleichungen statt Fundamental-
gleichung.

S. 149, Zeile 6 v. o. rechts vom Gleichheitszeichen lies + statt —

.

S. 211, Zeile 10 v. u. lies „den /&" statt „der fk".
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3rit 48 Abbild.

^9 Römiscbe 6escbi(bte von Dr. jui. Koch.

20 Deutsche Grammatik und Geschichte
der deutschen Sprache von Dr. o. Lyon.

2^ CCSSingS PbilOtaS und die Poesle des
7 jähr. Hrfeges von Prof. 0. Güntter.

22 l)artmann pon Jlue, lüolfram p.

€fd)enbacb u« Gottfr. p, Strassburg.
Ausw. a. d. höf. Epos v. Prof. Dr. K. Marold.

Ulaltber pon der Uodeivpeide mit
Ausw. aus minnesang und spruchdichtuna
von Prof. 0. Güntter.

23

2^ i)ans Sachs u. üohann Tischart

25

nebst einem Anh.: Hrant U. l^Utten. Aus-
gewählt und erläutert v. Prof. Dr. Jul. Sahr.

Kirchenlied und Uolkslied. eeistiiche
u. welti. Cvrik d. 17. u. is. 3ahrh. bis

Klopstock von Dr. G. Ellinger.

26 Physische Geographie von Prof Dr.

Siegm. Günther. Mit 3:i Abbildungen.

27 Griechiche u. Römische ülythologie
von Steuding.

28 Jiithochdeutsche Citteratur mit

Grammatik, Übersetzung u. Erläuterungen
von Prof. fh. Schautller.

29 mineralOgie von Dr. R. Brauns, Prof.

iin der Universität Giessen. Mit 130 Abb.

50 Kartenkunde von Dir. e. Geicich, Prof.

F. Sanier und Dr. Dinse. Mit 70 Abbild.

5^ Deutsche CitteraturgefAlAte von
Max Kocli, Prof. a. d. Universität Breslau.

32 Deutsche Reldenfage v.Dr.o.L.jiriczek.
Mit 3 Tafeln.

35 Deutsche Geschichte im mitteiaiter
von Dr. F. Kurze.

56 lÜerder, Cid. Herausgegeben von Dr.

£. Naumann.
3

7

Chemie, anorganische v. Dr. jos Klein.

38 Chemie, organische von Dr. jos. Klein.

39 Zeichenschule mit l? Tafein in Ton-,
Farben- und Golddruck und 135 Voll- und
Textbildern von K. KimmIch.

^0 Deutsche Poetik von Dr. k. Borinski.

^\ Geometrie von Prof. Mahler. Mit 115
Zweifarb. Figuren.

'^2 Urgefd)id)te der menschheit von
Dr. 31. Hörnes. Mit -18 Abbild.

43 Geschichte des alten tnorgenlandes
von Prof. Dr. Fr. Hommel. Mit 6 Bildern
lind 1 Kurte.

^'i; Die Pflanze, ihr Bau und ihr Ceben
von Dr. E. Üeunert. Mit 96 Abbild.

-^5 Komische Jlltertumskunde von Dr.

Leo Bloch. Mit 7 Vollbildern.

"^6 Das Ulaltharilled im Versmass» der
Urschrift übersetzt u. erl. von Prof. Dr.
H. Althof.

47 Arithmetik und Algebra von Prof.

Dr. H. Schubert.

48 Beispielsammlung zur „nrithmetik u.

HIflebra" von Prof. Dr. H. Schubert.

49 Griechische Geschichte von Prof. Dr.
11. Swoboda.

50 $d)UlpraXiS von SchuldlrektorR. Seifert.

5 \ mathem. Formelsammlung von Prof.

0. Bürklen. Mit 17 Figuren.

52 Kömische Citteraturgeschlchte von
Herm. Joachim.

55 niedere Analysis von Dr. Benedikt
Sporer. Mit 5 Figuren.

54 Itleteorologie von Dr. w. Traben. Mit
49 Abbild, und 7 Tafeln.

55 Das Fremdwort im Deutschen von
Dr. Rud. Kleinpaul.

56 Deutsche Kulturgeschichte von Dr.

Reinh. Günther.

57 PerspektIPe von llans Freyberger. Mit
88 Fi^'uren.

58 Geometrifd)es Zeichnen von Hugo
Becker. Mit 282 Abbild.

59 Indogermanische Sprachwissenschaft
von Prof. Dr. R. Meringer.

60 tierkUnde von Dr. Franz V. Wagner.
Mit 78 Abbild.

6 \ Deutsche Kedelehre von iians Probst.
Mit einer Tafel.

62 Länderkunde pon €uropa. Mit u
Textkärtchen und Diagrammen und einer

Karte der Alpeneinteilung. Von Professor

Dr. Franz Ueiderich.
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63 E^naerkunae aer ausserewrop. €rd-
teile. Mit 11 Textkärtchen nnd Profilen.

Von Prof. Dr. Praiiz Meidericü.

6^^ Httrz9Cfa$$tDeut$cl). mörterbucb.
Von Dr. P. Detter.

65 J!na1yti$cbe Geometrie der €bene
von Prof. Dr. M. Simon. Mit 40 Figuren.

66 Russische GramniatiU von Dr. Erich
Berneker.

67 Russisches CeSebUCh von Dr. Ericli

Berneker.

68 Russisches Gespräcbbucb von Dr
Ericli Berneker.

69 englische Eltteraturöeschichte von
Prof. Dr. Karl Weiser.

70 Griechische Citteraturde$chichte
von Prof. Dr. Alfred (iercke.

7\ Chemie, Jlllgemeitte u. physibaU
von Dr. Max Rudo'i'lii.

72 Proiektioe Geometrie von Dr. Kari
Uoelileraann. Mit 57 zum Teil zweifarb. Fig.

73 UÖlkerkUnde v. Dr. Michael Haberlandt.
Mit 56 ALbild.

7^^ Die Baukunst des Hbendlandes
von Dr. K. Schäfer. Mit 22 Abbild.

75 Die Graphischen Künste von cari
Kampmann. Mit 3 Beilagen und 39 Abbild.

76 theoretische Physik, i. Ten : Mechanik
nnd Akustik. Von Prof. Dr. Gustav Jäger.
Mit vielen Abbild.

77 theoretische Physik, n. Ten: Licht
und Wärme. Von Prof. Dr. Gnstav Jäger.
Mit vielen Abbild.

78 theoretische Physik, m. Ten: Eiek-
tricität und Magnetismus. Von Prof. Dr.
Gustav Jäger. Mit vielen Abbild.

79 Gotische Sprachdenkmäler mitoram-
matik, üebersetzung und Erläuterungen von
Dr. Hermann Jautzeu.

80 Stilkunde von Karl Otto Hartmann.
Mit zahlr. Abbnd. und Tafeln.

8; Codarithmentafein, uiersteinge. von
Prof.Dr.Hermann Schubert. In zweif. Druck.

82 Eateinische Grammatik von Prof. Dr.
W. Votsch.

83 Indische Religionswissenschaft von
Prof. Dr. Edmund Hardy.

8^^ naUtik von Direktor Dr. Franz Schulze.
Mit 56 Abbild.

85 Tran2ösisd)e Gesä)id)te von Prof. Dr.
R. Stern feld.

86 Rur2Sd)rift. Lehrbuch der vereinfachten
deutsch. Stenographie (Syst. Stolze-Schrey)
von Dr. Amsel.

87 i)öhere flnalysis. i: Dfffmntiai-
rccbnuMfl. Von Dr. Prdr. Junker. Mit 63 Fig.

88 Rohere jflnalysis. iMtitcöraimbnuna.
Von Dr. Prdr, Junker. Mit 85 Figuren.

89 Jlnalytis^e Geometrie des Raumes
von Prof. Dr. 31. Simon. Mit 28 Abbild.

90 €tbik von Prof. Dr. Th. Acbelis.

9^ Astrophysik. Die Hescbaflenbelt der
Himmelskörper. Von Professor Dr. Walter
P. Wisiiuenus. Mit 11 AbbUd.

92 mathem. Geographie, zusammen-
hängend entwickelt und mit geordneten
Denkübungen versehen von Kurt Geissler.

93 Deutsches Eeben im 12. Jahrhundert.
Kulturhistor. Erläuterungen z. Nibelungen-
lied und zur Kndrun. Von Professor Dr.
Jui. Diefl'enbacher. Mit vielen Abbild.

9^ Photographie, von H. Kessler. Mit
1 Lichtdi'uckbeilage u. zahlreichen Abbild.

95 Paläontologie, von Prof. Dr. ßud.
Hoernes. Mit vielen Abbild.

96 Bewegungsspiele von Prof. Dr. e. kow-
rausch. Mit 14 Abbild.

9? Stereometrie von Dr. Glaser. Mit 44 Fig.

98 Grundriss der Psyd)ophysik von Dr.
G. P. Lipps.

99 trigonometrie von Dr. GerU. Hessenberg.
Mit vielen Figuren.

^00 $ä(bSiSd)e GeSd)id)te von Eektor Prof.
Dr, 0. Kaemmel.

\0\ SOCiOlOgie von Prof. Dr. Th. Achelis.

^02 Geodäsie von Prof. Dr. C. ReinLertz.
Mit vielen Abbild.

\05 UleCbSelkUnde von Dr. Georg Punk.
Mit vielen Formularen.

^0^ Oe$terreid)isd)e Ge$d)id)te i: uon
der Urzeit bis 1526 v. Prof. ür. Frz. v.Kroues.

1105 Oesterreid)isd)e Gesd)id)te ii: uon
1526 bis zur Gegenwart von Prof. Dr. Frz.
V. Krones.

^06 TOrStWiSSenSd)aft von Prof. Dr. Ad.
SchwappacU.

\07 Gesd)ld)te der maierei i. von Prot.

Dr. Rieh. Muther.

]io8 Gesd)id)te der maierei n. von
Prof. Dr. Rieh. Muther.

^09 Gesd)id)te der maierei ni. von
Prof. Dr. Rieh. Muther.

uo Gesd)id)te der malerel iv. von
Prof. Dr. Rieh. Muther.

\\\ Gesd)id)te der malerel v. von
Prof. Dr. Rieh. Muther.

Wk Rlimalebre von Prof. Dr. W. Koppen.

\ { 5 BUd)fÜbrUng. Lehrgang der einfachen
und doppelten Buchführung von Oberlehrer
Robert Stern. Mit vielen Formularen.

\ {6 Plastik von Dr. Hans Stegmann.

\\7 Gried)isd)e Grammatik i: Tormen-
lebre von Prof. Dr. Hans Meltzer.

U9 HUrgenkUttde von Hofrat Dr. 0. Piper.

\20 I)armOnielCbre von Musikdirektor

A. Halm. Mit vielen Notenbeispielen.

^2^ musikgesd)id)te des Jlltertums
V. Dr. A. Möhler. Mit vielen Notenbeispielen.

Die Sammlung wird in rascher Folge fortgesetzt.
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Eine Sa .CQ37M2,Mm8
von

Geduldspielen, Kunststücken « « « «

« « « « und Unterhaltung-saufg-aben

mathematischer Natur.

Von

Dr. Hermann Schubert|
Professor an der Gelehrtenschule des Johanneiims zu Hamburg.

In originellem Einband Mark 5.—

.

Wie schon der Titel sagt, handelt es sich hier um kein streng

"wissenschaftliches Werk, sondern um ein Buch, in dem der Ver-

fasser allerhand Gedanken über Dinge niedergelegt hat, die mit der

Mathematik in Berührung stehen und mit denen sich jeder Gebildete

oft und gern in seinen Mufsestunden beschäftigt. Es sind unge-

zwungene kritisch - historische Betrachtungen und unterhaltende

Plaudereien über alle möglichen Probleme nnd Kunststücke, die

in einer auch dem Laien leicht fafslichen F'orm vorgeführt, erklärt

und ergänzt werden.

Zwölf Geduldspiele
für Nichtmathematiker

zum Zwecke der Unterhaltung historisch und kritisch beleuchtet.

Von

Dr. Hermann Schubert,
Pjofessor an der Gelehrtenschule des Johanneums zu Hamburg.

Originell kartonniert Mark 2.—

.

— Neue Ausgabe. —
In einigen dieser Spiele dürfte jeder Leser alte Fiekannte wieder-

erkennen, die ihm arges Kopfzerbrechen gemacht haben. Kinder-

leicht wird indessen die Arbeit, wenn man den Weisungen des

Verfassers folgt. Derselbe begnügt sich übrigens nicht mit der

Schilderung der Spiele und der Enthüllung ihrer Geheimnisse, sondern

erteilt zugleich sehr anziehende kulturgeschichtliche Aufschlüsse,

Der Name des Verfassers bürgt für einen gediegenen Inhalt,

und somit dürften die Bücher nicht nur dem Mathematiker von

Fach, sondern jedem, der sich nur einigermafsen für diese Wissen-
schaft interessiert, ja überhaupt jedem denkenden, gebildeten Laien

manche genufsreiche Stxinde schaffen.

1








