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Analysis 1

Vorlesung 25

Wir besprechen nun die wesentlichen Rechenregeln, mit denen man Stamm-
funktionen finden bzw. bestimmte Integrale berechnen kann. Sie beruhen auf
Ableitungsregeln.

Partielle Integration

SATZ 25.1. Es seien
fa g: [aa b] — R
stetig differenzierbare Funktionen. Dann gilt

/f ﬁ—mb/f

Beweis. Aufgrund der Produktregel ist fg eine Stammfunktion von f¢'+ f'g.
Daher ist

/f ﬁ+/f ﬁ—fﬁmwm@ﬁ—mz
]

Bei der partiellen Integration sind insbesondere zwei Dinge zu beachten. Er-
stens liegt die zu integrierende Funktion im Allgemeinen nicht in der Form f¢’
vor, sondern einfach als Produkt wv (wenn kein Produkt vorliegt, so kommt
man mit dieser Regel sowieso nicht weiter, wobei allerdings die triviale Pro-
duktzerlegung lu manchmal helfen kann). Dann muss man einen Faktor in-
tegrieren und den anderen differenzieren. Wenn V' eine Stammfunktion von
v ist, so lautet die Formel

/uv:uV—/u'V.

Zweitens fithrt partielle Integration nur dann zum Ziel, wenn das Integral
rechts, also fab f(t)g(t) dt, integriert werden kann.

BEISPIEL 25.2. Wir bestimmen eine Stammfunktion des natiirlichen Loga-
rithmus In z mittels partieller Integration, wobei wir Inx = 1-Inx schreiben
und die konstante Funktion 1 integrieren und den Logarithmus ableiten. Da-
mit ist

b b b
/ Inzxdr = (x-lnx)|g—/ - dr = (m-lnx)|Z—/ ldr = (z-Inz)’—2°.

Eine Stammfunktion ist also z - Inxz — z.
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BEISPIEL 25.3. Eine Stammfunktion der Sinusfunktion sin z ist —cosz. Um
Stammfunktionen zu sin™ x zu finden, verwenden wir partielle Integration,
um eine rekursive Beziehung zu kleineren Potenzen zu erhalten. Um dies
prizise zu machen, arbeiten wir mit Intervallgrenzen, und zwar sollen die
Stammfunktionen von 0 ausgehen, also fiir 0 den Wert 0 besitzen. Fiirn > 2
ist mittels partieller Integration

/ sin"tdt = / sin”2¢ - sin® t dt
0 0

= / sin" 2t - (1 — cos? t) dt
0

= / sin" 2 tdt — / (sin”’Q t cos t) costdt
0 0

T i an—1 x
s t 1
= /sin"2tdt— - cost|g——(/ sin”tdt).
0 n—1 n—1\J,

Durch Multiplikation mit n — 1 und Umstellen erhélt man

n/ sin"tdt = (n—1) / sin" 2t dt — sin" ! x cos z.
0 0
Speziell ergibt sich fiir n = 2

v 1
/ sin’tdt = §(x—sin1:cosx).
0

Die folgende Darstellung von 7 heifit Wallissches Produkt.

John Wallis (1616-1703)

KOROLLAR 25.4. Es gilt die Darstellung

T -~ 4k? o 4k2
9 H4k2—1 mﬂréo]gzm?—l




Beweis. Wir setzen

™

)
an :/ sin”™ ¢ dt.
0

Dies ist eine fallende Folge, fiir die aufgrund von Beispiel 25.3 die rekursive
Beziehung

n—1

an = Ap—2

n

und die Anfangsbedingungen ap = § und a; = 1 gelten. Ausgeschrieben
bedeutet dies fiir gerades n

_ (n=-1)(n—-3)---3-1
= 2

T

nn—2)---4- 2

und fiir ungerades n

(n—1)(n—-3)---4-2
nn—2)---5-3

an, =

Mit n = 2m bzw. n = 2m + 1 schreibt sich dies als
2m—-1)(2m—-3)---3-1 =

s T o em —2)--4-2 2
bzw. als
2m(2m —2)---4-2
Aom+1 = .
2m+1)2m—1)---5-3
Da die Folge fallend ist und -4 = 242 gilt, konvergieren die Quotienten

An42 n+1
a“—zl gegen 1. Also ist insbesondere
n

Q2m

1 = lim
m—00 a2m+1
(2m—1)(2m—3)---3-1
— 2m(2m—2)--42 = 2
- mlj{; 2m(2m—2)---4-2
(2m+1)(2m—1)---5-3
lim (2m 4+ 1)(2m — 1)2(2m — 3)2 .52.32.1 7

m—ro0 2m(2m —2)---4-2)? 2

Hier kann man den Zéahler, indem man zwei aufeinander folgende Faktoren
ausmultipliziert, als [],~,(4k* — 1) und den Nenner als [],-, 4k* schreiben.
Daher ist
lim [Tiz 4° _r
5"

mooo [[}Z, (4% — 1)




Integration der Umkehrfunktion

SATZ 25.5. Es sei f: [a,b] — [c,d] eine bijektive differenzierbare Funktion
und es sei F' eine Stammfunktion von f. Dann ist

Gly) = yf'(y) - F(f ()

eine Stammfunktion der Umkehrfunktion f=!.

Beweis. Ableiten unter Verwendung von Lemma 18.7 und Satz 18.9 ergibt

(wf ')~ F(F'W)) = ) +y ) e
= ).

1
f () f ()

g

& B K
Funktionsgraph mit Umkehrfunktion und Flédchen zur Berechnung eines Integrals
der Umkehrfunktion.

Diese Aussage besitzt einen einfachen geometrischen Hintergrund. Wenn
f: [a,b] — R, eine streng wachsende stetige Funktion ist (und daher ei-
ne Bijektion zwischen [a,b] und [f(a), f(b)] induziert), so besteht zwischen
den beteiligten Flédcheninhalten der Zusammenhang

b F(b)
/ fyds+ [ 5 d=050) ~af@

bzw.
F(b)

b
FH ) dt = bf(b) — af(a) — / f(s)ds.
f(a) a

Fiir die Stammfunktion G von f~! mit dem Startpunkt f(a) gilt daher, wenn
F' die Stammfunktion zu f bezeichnet, die Beziehung

Gly) = /f j)f‘l(t) it



“ ()
= ) - af(a) / £(s) ds

yf'(y) —af(a) = F(f'(y)) + F(a)
= yf '(y) = F(f'(y) —af(a) + F(a),

wobei —af(a) + F(a) eine Integrationskonstante ist.

BEISPIEL 25.6. Wir berechnen eine Stammfunktion von arctan x unter Ver-
wendung von Satz 25.5. Eine Stammfunktion des Tangens ist

/tantdt = —In(cosz).

Also ist

x - arctan x + In(cos(arctan x))

eine Stammfunktion von arctan z.

Die Substitutionsregel

SATZ 25.7. Es sei I ein reelles Intervall und sei
f:I—R
eine stetige Funktion. Es sei
g: la,b] — I
stetig differenzierbar. Dann gilt

g(b)

[ sewoa = [ se)as

g(a)

Beweis. Wegen der Stetigkeit von f und der vorausgesetzten stetigen Diffe-
renzierbarkeit von ¢ existieren beide Integrale. Es sei F' eine Stammfunktion
von f, die aufgrund von Korollar 24.5 existiert. Nach der Kettenregel hat die
zusammengesetzte Funktion

t F(g(t)) = (Fog)(t)
die Ableitung F'(g(t))g'(t) = f(g(t))g'(t). Daher gilt insgesamt

b g(b)
/ Flg())g (t)dt = (Fog)h = F(g(b))—F(g(a)) = FI0) = [ f(s)ds.

g(a)

4
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BEIsPIEL 25.8. Typische Beispiele, wo man sofort erkennen kann, dass man
die Substitutionsregel anwenden kann, sind beispielsweise

/ g

mit der Stammifunktion

1
n+1
n+ 1g
oder )
g
/5
mit der Stammifunktion

Ing.

Héaufig liegt ein bestimmtes Integral nicht in einer Form vor, dass man die
vorstehende Regel direkt anwenden kénnte. Haufiger kommt die folgende
umgekehrte Variante zum Zug.

KOROLLAR 25.9. Es sei
fila, b)) — R
eine stetige Funktion und es sei
P [Ca d] — [(l, b]a S 90(5)7
eine bijektive, stetig differenzierbare Funktion. Dann gilt
b 1 (b)
[ = |7 g o ds
a v~ 1(a)
Beweis. Nach Satz 25.7 ist

e (b) e 1) b
[ tendas = [ i = [ e

“1(a) (¢~1(a))
O

BEMERKUNG 25.10. Die Substitution wird folgendermaflen angewendet: Es

soll das Integral
b
/ f(t)dt

berechnet werden. Man muss dann eine Idee haben, dass durch die Substi-
tution

t = ¢(s)
das Integral einfacher wird (und zwar unter Beriicksichtigung der Ableitung
¢'(s) und unter der Bedingung, dass die Umkehrfunktion ¢! berechenbar
ist). Mit ¢ = ¢ ~!(a) und d = ¢~ 1(b) liegt insgesamt die Situation
e, d] 5 [a,b] L5 R

vor. In vielen Féllen kommt man mit gewissen Standardsubstitutionen weiter.



Bei einer Substitution werden drei Operationen durchgefiihrt.

(1) Ersetze f(t) durch f(p(s)).
(2) Ersetze dt durch ¢'(s)ds.
(3) Ersetze die Integrationsgrenzen a und b durch ¢~!(a) und ©=1(b).

Fiir den zweiten Schritt empfiehlt sich die Merkregel
dt = dp(s) = ¢'(s)ds,

der man im Rahmen der Theorie der , Differentialformen® auch eine inhalt-
liche Bedeutung geben kann.

BEIspPIEL 25.11. Die obere Kreislinie des Einheitskreises ist die Punktmenge
{(z,y) | 2?2 +* =1, -1<x<1,y>0}.

Zu gegebenem x, —1 < x < 1, gibt es genau ein y, das diese Bedingung erfiillt,
namlich y = +/1 — z2. Daher ist der Fliacheninhalt der oberen Einheits-
kreishélfte gleich der Fldche unter dem Graphen der Funktion x — /1 — 22
tiber dem Intervall [—1, 1], also gleich

1
/ vV1—22dz.
1

Mit der Substitution
x = cost bzw. t = arccos x

(wobei cos : [0, 7] — [—1, 1] nach Korollar 21.4 bijektiv ist), erhdlt man unter
Verwendung von Beispiel 25.3

arccos b

b
/\/1—3:2(133 = V1 — cos?t(—sint) dt

arccos a

arccos b
= — / sin? t dt
arccos a

arccos b

—= §(SintCOSt - t) arccosa*

Insbesondere ist

1 1

5(3: - sin (arccos x) — arccos x) = 5 (x -V 1 — 22 — arccos m)
eine Stammfunktion zu v1 — z2. Daher ist

1
1
/\/1—x2da: = §<m-\/1—x2—arccosx>|1_1
-1

1
= 5(—aurccosl +a1“CCOS(—1))
= 7/2.
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BEISPIEL 25.12. Wir bestimmen eine Stammfunktion von v/x2 — 1 unter Ver-
wendung der Hyperbelfunktionen sinh¢ und cosht, fiir die die Beziehung
cosh?t —sinh®t = 1 gilt. Die Substitution

x = cosht¢ mit dz = sinh tdt

liefert
b
/ Va2 —1ldx =

Eine Stammfunktion des Sinus hyperbolicus im Quadrat ergibt sich aus

: 2 1 t —t 2 1 2t —2t
sinh“t = 5(6 —e ) = Z(e +e —2).

arcosh b

Vcosh?t — 1 -sinhtdt = / sinh? ¢ dt.

arcosh a

arcosh b

arcosh a

Dabher ist
1/1 1 1 1
/sinhQudu = 1 <§e2“ — 56’2“ — 2u> = 1 sinh 2u — éu
und somit

1 1
/ Va2 —1ldr = ) sinh(2 arcosh z ) — 5 arcosh .

Aufgrund des Additionstheorems fiir Sinus hyperbolicus ist
sinh 2u = 2sinh w coshu

und daher kann man diese Stammfunktion auch als

1
é(sinh (arcosh x ) cosh (arcosh x ) — arcosh z)

1
= —(\/COSh(aI‘COSh 2)? —1-2 — arcosh :L‘)

2

1
= 5(\/3:2—1-93— arcosh 3:)

schreiben.

BEISPIEL 25.13. Wir wollen eine Stammfunktion fiir die Funktion

fa) = :

X

(x cosx — sin x)?

bestimmen. Als Voriiberlegung berechnen wir die Ableitung von
1

rCosT —sinx

Diese ist
COSX — xrsinx — CcoSx T sinx

(rcosz —sinz)2  (xcosx — sinx)?’
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Wir schreiben daher f als ein Produkt f(z) = % - z— und wenden

darauf partielle Integration an, wobei wir den ersten Faktor integrieren und
den zweiten Faktor ableiten. Die Ableitung des zweiten Faktors ist

( T )’ sinx — xcosx
2

sinx sin” x
Dabher ist
1 T
f(x)dr = — =
rcosx —sinx sSinx
1 sinx — xcosx
— — . —5 dx
T COST —sinz sin“ x
1 T 1
= .+ —5— dx
TCosx —sinx sinz sin“ x
1 T
= . — cot x.

rcosx —sinx sSinx
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