Prof. Dr. H. Brenner Osnabriick SS 2022

Analysis 1

Vorlesung 56

Differential- und Integralgleichungen

Mit dem Begriff des Integrals einer Kurve kann man Differentialgleichungen
auch als Integralgleichungen schreiben.

LEMMA 56.1. Es sei V' ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum, I C R
ein reelles Intervall, U C 'V eine offene Menge und

f: IxU—YV, (t,v) —> f(t,v),

ein stetiges Vektorfeld auf U. Es sei (tg,w) € I x U wvorgegeben. Dann ist
eine stetige Abbildung

v: JJ— U, t— v(t),

auf einem Intervall J C I mitty € J genau dann eine Losung des Anfangs-
wertproblems (insbesondere muss v differenzierbar sein)

v = f(t,v) und v(ty) = w,

wenn v die Integralgleichung

v(t) = w—l—/t f(s,v(s))ds
erfillt.

Beweis. Sei die Integralbedingung erfiillt. Dann ist
v(ty) = w
und aufgrund des Hauptsatzes der Infinitesimalrechnung gilt
J(t) = f(tv(t)).

Insbesondere sichert die Integralbedingung, dass v differenzierbar ist.Wenn
umgekehrt v eine Losung des Anfangswertproblems ist, so ist

v'(s) = f(s,0(s))
und daher

w+/ f(s,v(s))ds = w—l—/ V'(s)ds = w+v(t) —v(ty) = v(t).

to to



Der Satz von Picard-Lindelsf

Wir kommen nun zum wichtigsten Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir die
Losungen von gewohnlichen Differentialgleichungen.

SATZ 56.2. Es sei V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum, I C R
ein reelles Intervall, U C V' eine offene Menge und

f: IxU—YV, (tv)— f(t,v),

ein Vektorfeld auf U. FEs sei vorausgesetzt, dass dieses Vektorfeld stetig sei
und lokal einer Lipschitz-Bedingung geniige. Dann gibt es zu jedem (ty,w) €
I xU ein offenes Intervall J mit ty € J C I derart, dass auf diesem Intervall
eine eindeutige Losung fir das Anfangswertproblem

v = f(t,v) und v(ty) = w

existiert.

Beweis. Nach Lemma 56.1 ist eine stetige Abbildung
v J—V

genau dann eine Losung des Anfangswertproblems, wenn v die Integralglei-
chung

v(t) = w—l—/t f(s,v(s))ds

erfiillt. Wir wollen die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung fiir diese In-
tegralgleichung unter Verwendung des Banachschen Fixpunktsatzes dadurch
erweisen, dass wir fiir die Abbildung (man spricht von einem Funktional)

b (s wt / £(s,9(s)) ds)

einen Fixpunkt finden. Hierbei stehen links und rechts Abbildungen in ¢ (aus
einem gewissen Teilintervall von I mit Werten in V). Die Fixpunkteigen-
schaft H(i) = 1 bedeutet gerade, dass (t) = w + fti f(s,9(s))ds ist.
Um den Fixpunktsatz anwenden zu konnen miissen wir ein Definitionsin-
tervall festlegen, und eine Metrik auf dem Abbildungsraum nach V' definie-
ren, diesen metrischen Raum dann als vollstdndig und das Funktional als
stark kontrahierend nachweisen. Aufgrund der Voraussetzung iiber die lokale
Lipschitz-Bedingung gibt es eine offene Umgebung

(to,w) € J xU(w,e) C I xU
und ein L € Ry mit
1F(t,v) = f(t0)| < Liv =2

fur alle t € J und v,0 € U(w,e€). Durch Verkleinern der Radien kénnen
wir annehmen, dass der Abschluss von J' x U(w,e€), also das Produkt des



3
abgeschlossenen Intervalls mit der abgeschlossenen Kugel, ebenfalls in I x U
liegt. Aufgrund von Satz 36.12 gibt es ein M € R, mit
| f(t,0)]| < M fiir alle (t,v) € J' x U(w,€)
(da diese Beschranktheit auf dem Abschluss gilt). Wir ersetzen nun J’ durch
ein kleineres Intervall
J = [to—0,tc+3d] C J'
mit 6 > 0,0 < ¢/M und 6 < 1/(2L). Wir betrachten nun die Menge der
stetigen Abbildungen
C = {¢:J—=V|stetig, ||U(t) —w| < efurallet € J}
— {0 T = V| ¢ stetig, |- w] < ).

Dabei wird also C' mit der Maximumsnorm auf J versehen. Dieser Raum ist
nach Satz 55.9 und nach Aufgabe 36.21 wieder ein vollstandiger metrischer
Raum. Wir betrachten nun auf diesem konstruierten Intervall J bzw. der
zugehorigen Menge C' die Abbildung

H: C—>C,1/Jl—>H(@/}):(tt—>w+/tf(s

Dazu miissen wir zunéchst zeigen, dass H(v)) wieder zu C' gehort. Fir t € J
ist aber nach Satz 39.1
n/f 3)) ds|

1H (@)(t) — wll

< op: Betmg/ 1 £(s,9(s))ll ds
t

< Jt—tol M '

< —M

- M

= 6’

und H (1)) ist stetig, da es durch ein Integral definiert wird. Zum Nachweis
der Kontraktionseigenschaft seien 11,1, € C gegeben. Fiir ein t € J ist

WMM@—HWMMIzﬂ/fs¢w %—[f@%@M%
=u/ — F(s,ts(s)) ds|

g(/wsw — (s, va(s))]] ds
< LWN) ba(s) | ds

- 2(s)]| ds

< — ] ds




< %It — to| - |t — 1o
< 5“% — 1al|.
Da dies fiir jedes t € J gilt, folgt aus dieser Abschitzung direkt

1) ~ H)l| < 5l — v,

d.h. es liegt eine starke Kontraktion vor. Daher besitzt H ein eindeutiges
Fixelement ¢ € C, und diese Abbildung 16st die Differentialgleichung. Dies
gilt dann erst recht auf jedem offenen Teilintervall von J. Damit haben wir
insbesondere bewiesen, dass es in C' nur eine Losung geben kann, wir wollen
aber generell auf dem Intervall J Eindeutigkeit erhalten. Fiir eine Losung
v: J — V gilt aber wegen der Integralbeziehung wieder

v(t) = w—l—/t f(s,v(s))ds

und die gleichen Abschitzungen wie weiter oben zeigen, dass die Losung zu
C' gehoren muss. O

Die Picard-Lindelof-Iteration

Der Beweis des Satzes von Picard-Lindel6f ist prinzipiell konstruktiv. Darauf
beruht die Picard-Lindeldf-Iteration, mit der man Lésungen approximieren
kann. Die Giite der Approximationen wird dabei durch geeignete Normen
auf Funktionenrdumen gemessen, was wir nicht ausfiihren.

BEMERKUNG 56.3. Es sei V' ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum,
I C R ein reelles Intervall, U C V eine offene Menge und

F:IxU-—V, (tv)— F(t,v),

ein Vektorfeld auf U. Es sei (to,w) € I x U eine Anfangsbedingung. Es
sei vorausgesetzt, dass dieses Vektorfeld stetig sei und lokal einer Lipschitz-
Bedingung geniige. In der Picard-Lindeldf-Iteration definiert man iterativ
eine Folge von Funktionen
on: I —V
durch ¢y = w (dies ist also die konstante Funktion mit dem Wert w) und
durch .
pues(t) = w [ Flsio(s) ds.

to
Dann gibt es ein Teilintervall |a,b] C [ mit ¢ty € ]a,b[ derart, dass fiir t €
la, b[ die Folge ¢, (t) gegen einen Punkt ¢(t) konvergiert, wobei gleichméBige
Konvergenz vorliegt. Die Grenzfunktion ¢ ist dann eine Losung des Anfangs-
wertproblems

v = f(t,v) und v(tp) = w.

Bei einer linearen Differentialgleichung mit stetigen Koeffizientenfunktionen
konvergiert dieses Verfahren auf ganz I.



BEMERKUNG 56.4. Zu einem ortsunabhéngigen Vektorfeld
F: I xR" —R" (t,v) — F(t,v) = F(t),

und der Anfangsbedingung v(tg) = w fiihrt die erste Picard-Lindelof-Itera-

tion auf
t

o) = w—i—/t F(s,w)ds — w+/ F(s)ds = w+ G(1),

to to
wobei G(t) eine Stammkurve zu F'(t) mit G(t;) = 0 sei. Die erste Iteration
liefert hier also direkt die Lésung. Die kontrahierende Abbildung im Beweis
zu Satz 56.2 ist in dieser Situation konstant.

Wir wenden dieses approximative Verfahren auf eine Differentialgleichung
mit getrennten Variablen an, fiir die wir die Losung schon kennen (siehe
Aufgabe 30.11).

BEISPIEL 56.5. Wir wenden die Picard-Lindelof-Iteration auf die Differenti-
algleichung

y = Fty) =ty
mit der Anfangsbedingung
y(0) =1

an (die Losung ist e2™”). Daher ist o = 1. Die erste Iteration liefert

t

1
01(t) = 1+/ sds = 1+§t2.
0

Die zweite Iteration liefert

pa(t) = 1+/0tF(s,g01(s))ds

t 1
=1 +/ F(5,1+ —82)d5
o 2
t 1
= 1+ / s+ —s3ds
0 2
1 1
= 14+ —t*+ -t
+ 2 + 8
Die dritte Iteration liefert

ost) = 14 / F(s, pa(s))ds

' Ly 14
= 1+ Fls, 14 =54+ =s"|ds
0 2 8

t
1 1
= 1+/ s+ =5+ —s°ds
0

2 8

1 1 1
= 1+ =2+ =t* + —15.
T TR

Dabei stimmt die i-te Iteration mit der Taylor-Entwicklung der Ordnung 27
der Losung iiberein.
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BEMERKUNG 56.6. Es sei
v = Mv
eine lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten auf dem R”

und es sei eine Anfangsbedingung v(0) = w gegeben. Wir behaupten, dass
die n-te Picard-Lindelof-Iteration gleich

- 1 ok k
k=0
ist, wobei M°* die k-fache Potenz der Matrix bezeichnet. Diese Aussage

zeigen wir durch Induktion nach n. Fiir n = 0 steht rechts einfach die
konstante Kurve w. Sei die Aussage nun fiir n schon bewiesen. Dann ist

90n+1(t) = w+/ M‘Pn(s)

= w+/OM<Z%MOk( )s >d$

_ ok+1
= w Z k! k; +1 M (w)
W Z (k + 1) (w)
n+1
— w + Z _tEMC)é
n+1

_ Z gltﬁMoﬁ

und die Aussage ist auch fiir n + 1 richtig. Diese Approximationen sind die
Anfangsglieder in der ,Exponentialreihe in dem Ausdruck® ¢tM. Man kann
zeigen, dass diese Exponentialreihe auf R konvergiert und in der Tat die
Losung des Anfangswertproblems ist (der Satz von Picard-Lindelof sichert
nur die Konvergenz auf einer Intervallumgebung).

BEISPIEL 56.7. Wir wenden die Picard-Lindelof-Iteration auf das Anfangs-
wertproblem

v(0) = (0,0)
zum Vektorfeld
F: RxR> —R? (t,z,y) — (Py —zy?,2° —y + 1)



an. BEs ist

wo(t) = (0,0)
Daher ist
! 1
o) = [0 = (0.52)
0 2
Es ist
1 1 1
F(s,p1(s)) = (52552, —552—{—3) = (534, —532+3)
und daher
= =5, —=s"+ s |ds = | —t7,
72 o \277 79 1006 2
Wegen
F(s,02(s)) , \
_ 2_13 12_i5_13 12 i5 __13 12
= <5(63+2s> 108(68+2S>,<10t> (65+2s>+5>
_ _15 }4_i5i6_15 14 1 15 13_12
- ( 6° 2% T 10° (368 6° +48)’ 000 T67 T2 +S>
_ _Lll ilo_i9_15 14 1 15 73_12
- ( 360° T60° " 20° “6° T2 10000 T T2 +S>
und daher
p3(t)

t
1 11 1 10 ]‘9 1 5 ]‘4 1 15 ]‘3 12
- S (O - S s d
/0< 360° Te0° " m® “6° T2° 1000 ¥ T2¥ TF)

1 1 1 1 1 1 1 1 1
— (2 & 10 246 15 T 416 — a4 143 g2
( 4320 * 660 400 36 * 10 7 16000 + 24 6 * 2






Abbildungsverzeichnis

Erlduterung: Die in diesem Text verwendeten Bilder stammen aus
Commons (also von http://commons.wikimedia.org) und haben eine
Lizenz, die die Verwendung hier erlaubt. Die Bilder werden mit ihren
Dateinamen auf Commons angefithrt zusammen mit ihrem Autor
bzw. Hochlader und der Lizenz.

Lizenzerkldarung: Diese Seite wurde von Holger Brenner alias
Bocardodarapti auf der deutschsprachigen Wikiversity erstellt und
unter die Lizenz CC-by-sa 3.0 gestellt.



