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Algebraische Zahlentheorie
Arbeitsblatt 17

Aufgaben

AUFGABE 17.1.%

Schreibe den 5-ten Kreisteilungskérper K5 als quadratische Korpererweite-

rung von Q[v/5].

AUFGABE 17.2.*

Wie viele Unterkorper besitzt der Kreisteilungskorper K37

AUFGABE 17.3. Es sei p eine Primzahl. Betrachte das Polynom
P=XPlpXr2 o .4 X2+ X +1.
Zeige, dass P irreduzibel in Q[X] ist.

AUFGABE 17.4. Es sei L der neunte Kreisteilungskorper iiber Q. Zeige
LNR = QX]/(X?-3X +1).

AUFGABE 17.5.%

Es sei K, der n-te Kreisteilungskorper iiber Q und
L, = K,NR.
Zeige, dass bei n > 3 die Korpererweiterung L,, C K,, den Grad 2 besitzt.

AUFGABE 17.6. Es sei n € N ungerade. Zeige, dass der n-te Kreisteilungskor-
per mit dem 2n-ten Kreisteilungskoérper iibereinstimmt.

AUFGABE 17.7. Bestimme die Kreisteilungspolynome ®,, fir n < 15.

AUFGABE 17.8. Zeige, dass fiir n > 2 der konstante Koeffizient der Kreis-
teilungspolynome ®,, immer 1 ist.
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AUFGABE 17.9. Zeige, dass fiir verschiedene n auch die Kreisteilungspolyno-
me ®,, verschieden sind, dass aber die Kreisteilungskorper gleich sein konnen.

AUFGABE 17.10.%
Es sei n € N;. Zeige, dass in C[X] die Gleichung
X"—1= ][]
dln

gilt.

AUFGCABE 17.11.*

Es sei Q C K, (in C) der n-te Kreisteilungskorper und sei ¢ eine n-te
primitive Einheitswurzel. Wir betrachten die Elemente (*, i € (Z/(n))™.

a) Zeige, dass fiir eine Primzahl n = p diese Elemente eine Q-Basis von K,
bilden.

b) Es sei p eine Primzahl und n = p?. Zeige, dass diese Elemente keine
Q-Basis von K, bilden.

AUFGABE 17.12. Essein € N, Q C K, der n-te Kreisteilungskorper und
sei ( eine n-te primitive Einheitswurzel.

(1) Zeige, dass fiir jedes k die (benachbarten) Einheitswurzeln
Ck Ck:—‘rl Ck—l—gp(n)—l

eine Q-Basis von K,,.
(2) Bilden die primitiven n-ten Einheitswurzeln stets eine Q-Basis von
K,?

AUFGABE 17.13. Bestimme die Norm und die Spur der n-ten komplexen
Einheitswurzeln im n-ten Kreisteilungskorper.

AUFGABE 17.14. Es sei (, € C eine n-te primitive Einheitswurzel, und
K = Q[¢,] der zugehorige Kreisteilungskorper. Zeige, dass es galoissche
Korpererweiterungen K C L gibt, deren Galoisgruppe zyklisch der Ord-
nung n ist.

AUFGABE 17.15. Zeige, dass das achte Kreisteilungspolynom X* + 1 {iber
allen endlichen Primkoérpern I, reduzibel ist.

Hinweis: Zeige, dass IF 2 fiir p # 2 bereits eine primitive achte Einheitswurzel
enthélt.



AUFGABE 17.16.*

Es sei F, ein endlicher Kérper mit ¢ Elementen und n € N. Es sei a der
grofite gemeinsame Teiler von n und ¢ — 1. Zeige, dass es in F, genau a n-te
Einheitswurzeln gibt.

Man folgere, dass es n n-te Einheitswurzeln in F, genau dann gibt, wenn n
ein Teiler von ¢ — 1 ist.

AUFGABE 17.17. Es sei p eine Primzahl und n eine natiirliche Zahl, die
wir als n = kp® schreiben mit k£ und p teilerfremd. Zeige, dass der n-te
Kreisteilungskorper iiber F, gleich F, ist (mit ¢ = p°), wobei ¢ die minimale
echte Potenz von p mit der Eigenschaft ist, dass ¢ — 1 ein Vielfaches von k
ist. Zeige insbesondere, dass es ein solches ¢ gibt.

AUFGABE 17.18. Es sei K, der p-te Kreisteilungskorper zu einer Primzahl p
und sei ¢ eine primitive p-te Einheitswurzel. Bestimme die Ubergangsmatrix
und ihre Determinante fiir die Q-Basen

17€7 <27 ct ,CP_Q
und
C? §27 ctty CP_Q’ Cp_l

von K.

AUFGABE 17.19.*

Bestimme die Zwischenkorper des 7-ten Kreisteilungskorpers K;. Dabei soll
jeweils eine Restklassendarstellung explizit angegeben werden.

AUFGABE 17.20. Es sei K,, der n-te Kreisteilungskorper, n > 3. Zeige, dass es
einen Zwischenkorper L, Q C L C K, gibt, der eine quadratische Korperer-
weiterung von Q ist.

AUFGABE 17.21.%*

Es sei ( eine primitive 7. Einheitswurzel. Wir betrachten das Element
y=C+C=CH+ ¢ = =¢" e ZK] = Ry

im siebten Kreisteilungsring.

(1) Skizziere 1,(, (2, ¢3, ¢4, ¢, ¢% und verorte y geometrisch.

(2) Berechne 32

(3) Bestimme einen quadratischen Zahlbereich, der im siebten Kreistei-
lungsring enthalten ist.
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Fiir eine weitgehende Verallgemeinerung dieses Sachverhaltes siche Lemma

23.8.

AUFGABE 17.22. Analysiere fiir den zwolften Kreisteilungsring Ry, das Zer-
legungsverhalten fiir die Primzahlen p < 20. Studiere dabei auch das Zer-
legungsverhalten in den Zwischenringen Rs = Z[%j?’], Ry = ZJi] und

Z[V/3].
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