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Lineare Algebra und analytische Geometrie I

Vorlesung 12

Wege entstehen dadurch, dass
man sie geht

Franz Kafka

Invertierbare Matrizen

DEFINITION 12.1. Es sei K ein Korper und sei M eine n x n-Matrix iiber K.
Dann heifit M invertierbar, wenn es eine weitere Matrix A € Mat,,(K) mit

AoM = FE, = Mo A
gibt.

DEFINITION 12.2. Es sei K ein Koérper. Zu einer invertierbaren Matrix M €
Mat,,(K) heiit die Matrix A € Mat,,(K) mit

AoM = E, = Mo A
die inverse Matriz von M. Man schreibt dafiir
Mt

Das Produkt von invertierbaren Matrizen ist wieder invertierbar.

DEFINITION 12.3. Zu einem Korper K und n € N, nennt man die Menge
aller invertierbarer n x n-Matrizen die allgemeine lineare Gruppe iiber K.
Sie wird mit GL,(K') bezeichnet.

DEFINITION 12.4. Zwei quadratische Matrizen M, N € Mat,,(K) heiflen dhn-
lich, wenn es eine invertierbare Matrix B mit M = BNB™! gibt.

Nach Korollar 11.12 sind zu einer linearen Abbildung ¢: V' — V die be-
schreibenden Matrizen beziiglich zweier Basen dhnlich zueinander.

Eigenschaften von linearen Abbildungen

LEMMA 12.5. Es sei K ein Korper und es seien V- und W Vektorrdume iiber
K der Dimension n bzw. m. Es sei

p: V—W
eine lineare Abbildung, die beziiglich zweier Basen durch die Matriz M €

Mat,,xn (K) beschrieben werde. Dann gelten folgende Eigenschaften.
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(1) ¢ ist genau dann injektiv, wenn die Spalten der Matriz linear un-
abhdngig sind.

(2) @ ist genau dann surjektiv, wenn die Spalten der Matriz ein Erzeu-
gendensystem von K™ bilden.

(3) Bei m = n ist ¢ genau dann bijektiv, wenn die Spalten der Matriz
eine Basis von K™ bilden, und dies ist genau dann der Fall, wenn
M invertierbar ist.

Beweis. Es seien v = vy,...,v, und o = wy,...,w,, Basen von V bzw. W
und es seien sq, ..., s, die Spaltenvektoren von M. (1). Die Abbildung ¢ hat
die Eigenschaft

p(v)) = > sijwi,
=1

wobei s;; der i-te Eintrag des j-ten Spaltenvektors ist. Daher ist

i=1 \j=1

Dies ist genau dann 0, wenn Z;LZI a;s;; = 0 fiir alle ¢ ist, und dies ist

dquivalent zu
n
E a;S; = 0.
=1

Dafiir gibt es ein nichttrivales (Losungs-)Tupel (a4, . .., a,) genau dann, wenn
die Spalten linear abhéngig sind und genau dann, wenn ¢ nicht injektiv ist.
(2). Siehe Aufgabe 12.5. (3). Sei n = m. Die erste Aquivalenz folgt aus (1)
und (2). Wenn ¢ bijektiv ist, so gibt es die (lineare) Umkehrabbildung ¢!
mit
wop ' =Idy und p oy =1Idy .

Es sei M die Matrix zu ¢ und N die Matrix zu ¢~ *. Die Matrix zur Identitét
ist die Einheitsmatrix. Nach Lemma 11.10 ist daher

MoN =FE, = NoM

und somit ist M invertierbar. Die Umkehrung wird &hnlich bewiesen. U

Elementarmatrizen

DEFINITION 12.6. Es sei K ein Korper und sei M eine m x n-Matrix iiber
K. Dann nennt man die folgenden Manipulationen an M elementare Zeilen-
umformungen.

(1) Vertauschung von zwei Zeilen.
(2) Multiplikation einer Zeile mit s # 0.
(3) Addition des a-fachen einer Zeile zu einer anderen Zeile.
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DEFINITION 12.7. Es sei K ein Korper. Mit B;; bezeichnen wir diejenige
n x n-Matrix, die an der Stelle (4, j) den Wert 1 und sonst tiberall den Wert
0 hat. Dann nennt man die folgenden Matrizen Elementarmatrizen.

(1) V;'j = En — Bm — Bjj + Bij + B]z
(2) Sk(s):=E,+ (s —1)Byy fur s # 0.
(3) Aij(a) == E, +aB;; firi # jund a € K.

Ausgeschrieben sehen diese Elementarmatrizen folgendermaflen aus.

1 0 - v v oo 0
0 0 1 0
Vij = 1 ...
0 1 0 0
0 0 1
1 0 0
0 1 0 0
Se(s) =10 - 0 s 0 0
0 0 1 0
0 0 1
1 0 0
0 1 a 0
Aij(a):
0 1 0
0O -+ oo e 0 1

Elementarmatrizen sind invertierbar, siche Aufgabe 12.1.

LEMMA 12.8. Es sei K ein Korper und M eine m X n-Matriz mit Eintrigen
m K. Dann hat die Multiplikation mit den m X m-Elementarmatrizen von
links mit M folgende Wirkung.

(1) Vij o M = Vertauschen der i-ten und der j-ten Zeile von M.

(2) (Sk(s)) o M = Multiplikation der k-ten Zeile von M mit s.

(3) (Ajj(a)) o M = Addition des a-fachen der j-ten Zeile von M zur
i-ten Zeile (i # 7).

Beweis. Siehe Aufgabe 12.6. O
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Elementare Zeilenumformungen &dndern nicht den Lésungsraum von homo-
genen linearen Gleichungssystemen, wie in Lemma 5.3 gezeigt wurde.

SATZ 12.9. Es sei K ein Korper und sei M eine m x n-Matriz iber K.
Dann gibt es elementare Zeilenumformungen und eine (Neu- ) Nummerierung
der Spalten

jla j27"-7jn

und einr < n derart, dass in der entstandenen Matrixz die Spalten die Gestalt

b1,
Sj = bk(’)j’“ mit by, # 0 firk <r
0
und
b1,
Sj, = b’"éj’f fiirk >r
0

besitzen. Durch elementare Zeilenumformungen und zusdtzliche Spaltenver-
tauschungen kann man also eine Matriz auf die Gestalt

dipy * - % %

0 dgz *

0 0 drr X ... X
0O 0 -~ 0 0 --- 0
0 O 0 0 0

mit dy; # 0 bringen.
Beweis. Dies beruht auf den entsprechenden Manipulationen wie beim Eli-
minationsverfahren, sieche Vorlesung 5. U

KOROLLAR 12.10. FEs sei K ein Korper und sei M eine invertierbare n X n-
Matrixz tiber K. Dann gibt es elementare Zeilenumformungen derart, dass



nach diesen Umformungen eine Matrixz der Gestalt

dl * *
0 d2 * *
0 -~ 0 dpq =

mit d; # 0 entsteht. Durch weitere elementare Zeilenumformungen kann die
FEinheitsmatrix erreicht werden.

Beweis. Dies beruht auf den Manipulationen des Eliminationsverfahrens und
darauf, dass elementare Zeilenumformungen nach Lemma 12.8 durch Multi-
plikationen mit Elementarmatrizen von links ausgedriickt werden koénnen.
Dabei konnen in einer Spalte bzw. in einer Zeile nicht nur Nullen entste-
hen, da die Elementarmatrizen invertierbar sind und so in jedem Schritt
die Invertierbarkeit erhalten bleibt. Eine Matrix mit einer Nullspalte oder
einer Nullzeile ist aber nicht invertierbar. Wenn eine obere Dreiecksmatrix
vorliegt, so sind die Diagonaleintridge nicht 0 und man kann mit skalarer Mul-
tiplikation die Diagonaleintrdge zu 1 machen und damit die in jeder Spalte
dariiberliegenden Eintrédge zu 0. U

Insbesondere gibt es zu einer invertierbaren Matrix M Elementarmatrizen
Ey, ..., By derart, dass
Epo---oFE oM

die Einheitsmatrix ist.

Auffinden der inversen Matrix

VERFAHREN 12.11. Es sei M eine quadratische Matrix. Wie kann man ent-
scheiden, ob die Matrix invertierbar ist, und wie kann man die inverse Matrix
M~! finden?

Dazu legt man eine Tabelle an, wo in der linken Seite zunéchst die Matrix
M steht und in der rechten Seite die Einheitsmatrix. Jetzt wendet man auf
beide Matrizen schrittweise die gleichen elementaren Zeilenumformungen an.
Dabei soll in der linken Seite die Ausgangsmatrix in die Einheitsmatrix umge-
wandelt werden. Dies ist genau dann moglich, wenn diese Matrix invertierbar
ist. Wir behaupten, dass bei dieser Vorgehensweise in der rechten Seite die
Matrix M~! als Endmatrix entsteht. Dies beruht auf folgendem Invarianz-
prinzip. Jede elementare Zeilenumformung kann als eine Matrizenmultiplika-
tion mit einer Elementarmatrix E von links realisiert werden. Wenn in der
Tabelle
(M, M)
steht, so steht im néchsten Schritt

(EMy, EM,) .
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Wenn man das Inverse (das man noch nicht kennt, das es aber gibt unter
der Voraussetzung, dass die Matrix invertierbar ist.) der linken Seite mit der
rechten Seite multipliziert, so ergibt sich

(EM) 'EMy = M{'E"'EM, = M;'Ms.

D.h., dass sich dieser Ausdruck bei den Einzelschritten nicht dndert. Zu Be-
ginn ist dieser Ausdruck gleich M~'FE,,, daher muss zum Schluss fiir (E,, N)

gelten
N =E'N=M"'E, =M"

gemafl dem in Verfahren

[ N

1 3
BEISPIEL 12.12. Wir wollen zur Matrix | 4 1
0 1

12.11 beschriebenen Verfahren die inverse Matrix M~ bestimmen.

1 3 1 1 00
4 1 2 010
01 1 001
1 3 1 1 0 0
0 —11 -2 —4 1 0
0 1 1 0 01
1 3 1 1 0 0
0 1 1 0 01
0 —11 -2 —4 1 0
1 3 1 1 0 O
01 1 0O 0 1
0 0 9 —4 1 11
1 3 1 1 0 0
0 1 1) (O 0 1)
oo1) | \s 1 n
1 0 =2 1 0 -3
01 1) (O 0 1)
) o) I 4 _)

Rang von Matrizen

DEFINITION 12.13. Es sei K ein Korper und sei M eine m x n-Matrix iiber K.
Dann nennt man die Dimension des von den Spalten erzeugten Unterraums
von K™ den (Spalten-)Rang der Matrix, geschrieben

rang M .
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LEMMA 12.14. Es ser K ein Kérper und es seien V. und W Vektorriume
tiber K der Dimension n bzw. m. Es sei

o V—W

eine lineare Abbildung, die beziiglich zweier Basen durch die Matriz M €
Mat,,xn (K) beschrieben werde. Dann gilt

rang ¢ = rang M.
Beweis. Siehe Aufgabe 12.27. O

Zur Formulierung der nichsten Aussage fithren wir den Zeilenrang einer m x
n-Matrix als die Dimension des von den Zeilen erzeugten Unterraumes von
K™ ein.

LEMMA 12.15. Es sei K ein Kérper und sei M eine m X n-Matrix tiber
K. Dann stimmt der Spaltenrang mit dem Zeilenrang tiberein. Der Rang ist
gleich der in Satz 12.9 verwendeten Zahl r.

Beweis. Bei elementaren Zeilenumformungen éndert sich der von den Zeilen
erzeugte Raum nicht, und damit &ndert sich auch nicht der Zeilenrang. Der
Zeilenrang stimmt also mit dem Zeilenrang der in Satz 12.9 angegebenen
Matrix in Stufenform iiberein. Diese hat den Zeilenrang r, da die ersten r
Zeilen linear unabhéngig sind und ansonsten nur Nullzeilen auftauchen. Sie
hat aber auch den Spaltenrang r, da wiederum die ersten r Spalten (wenn
man auch noch die Spalten vertauscht hat) linear unabhéngig sind und die
weiteren Spalten Linearkombinationen dieser r Spalten sind. Die Aufgabe
12.18 zeigt, dass sich bei elementaren Zeilenumformungen auch der Spalten-
rang nicht &ndert. U

Beide Rénge stimmen also iiberein, so dass wir im Folgenden nur noch vom

Rang einer Matrix sprechen werden.

KOROLLAR 12.16. FEs sei K ein Kdorper und sei M eine n x n-Matriz iber
K. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(1) M ist invertierbar.

(2) Der Rang von M ist n.

(3) Die Zeilen von M sind linear unabhingig.
(4) Die Spalten von M sind linear unabhingig.

Beweis. Dies folgt aus Lemma 12.5 und aus Lemma 12.15. U

Dies folgt aus Lemma 12.5 und aus Lemma 12.15.



