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Grundkurs Mathematik 11

Arbeitsblatt 44

Die Pausenaufgabe

AUFGABE 44.1. Es seien (z,,),cy und (¥n),cn Folgen in einem angeordne-
ten Korper K, die beide gegen ¢ € K konvergieren mogen. Zeige, dass die
Differenzfolge x,, — y,, eine Nullfolge ist.

Ubungsaufgaben

AUFGABE 44.2. Es sei (7,,),,oy die Heron-Folge zur Berechnung von /5 zum
Startwert xqg = 2. Konvergiert diese Folge in Q7

AUFGABE 44.3. Es sei ¢ € Qy, x9 € Q4 und (), die zugehorige Heron-
Folge zur Berechnung von /c. Wann konvergiert diese Folge in Q?

AUFGABE 44.4. Bestimme fiir die Folge

und
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T, < €

gilt.

AUFGABE 44.5. Bestimme fiir die Folge
dn — 3
Ty =
on — 2

und
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ab welchem (minimalen) n die Abschétzung

gilt.

AUFGABE 44.6. Sei k € N,. Zeige, dass die Folge (nLk)nEN gegen 0 konver-
giert.

AUFGABE 44.7. Zeige, dass bei einer Folge in einem angeordneten Kérper K
die Anderung von endlich vielen Folgengliedern weder die Konvergenz noch
den Grenzwert éndert.

AUFGABE 44.8. Zu n € N sei die rationale Folge (), .y folgendermaBen

definiert: Es sei "

10
die groBite Zahl mit a,, € N und mit 22 < 5. Zeige, dass die Folge eine
Dezimalbruchfolge ist.

Ty =

AUFGABE 44.9.*%

Eine Folge (x,),cy in einem angeordneten Korper K sei durch einen An-
fangswert xy € K und durch die Rekursionsvorschrift

Tpn+l = —Tp

gegeben. Bestimme die Anfangswerte, fiir die diese Folge konvergiert.

AUFGABE 44.10.*

Eine Folge (x,),cy in einem angeordneten Korper K sei durch einen An-
fangswert xy € K und durch die Rekursionsvorschrift

Tpt+1 = (l‘n)il

gegeben. Bestimme die Anfangswerte, fiir die diese Folge konvergiert.

AUFGABE 44.11. Es sei (x,),,oy eine Folge in einem angeordneten Kérper K.
Zeige, dass die Folge genau dann gegen x € K konvergiert, wenn die durch

Yn = Tp — X

gegebene Folge eine Nullfolge ist.
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In den folgenden Aufgaben werden die Aussagen (1), (3) und (5) von Lemma
44.11 bewiesen.

AUFGABE 44.12.*

Es sei K ein angeordneter Kérper und es seien (), und (yn),cy kon-
vergente Folgen in K. Zeige, dass die Summenfolge (2, + yn),cy ebenfalls
konvergent mit

lim (z, +y,) = (hm xn) + (hm yn)
n—o0 n—oo

n—o0

ist.

AUFGABE 44.13. Es sei K ein angeordneter Korper und es sei (x,,),,cy €ine
konvergente Folge in K. Sei c € K. Zeige, dass die Folge (¢ x,),, oy ebenfalls
konvergent mit

Jim (e-a2) = e- (Jim o)

ist.

AUFGABE 44.14. Es sei K ein angeordneter Korper und es seien (), und
(Un)pen konvergente Folgen in K. Es sei lim,, o 7, = x # 0 und z,, # 0 fiir

alle n € N. Zeige, dass (i’—") ebenfalls konvergent ist mit
neN

n

: yn hmn—)oo yn
lim — = ——~.,

n—oo I’n X

AUFGABE 44.15.*
Entscheide, ob die Folge

3n® —n?—7
2n3 +n + 8
in Q konvergiert und bestimme gegebenenfalls den Grenzwert.

Ty =

AUFGABE 44.16. Entscheide, ob die Folge

_ 6n*4+3n*—4n+5

 Tnd —6n2—2

in Q konvergiert und bestimme gegebenenfalls den Grenzwert.

Tn

AUFGABE 44.17.*%

Es sei K ein angeordneter Kérper und es seien (xy),cy und (yn),cy zwei
konvergente Folgen mit z,, > y, fiir alle n € N. Zeige, dass dann lim,, ,, x,, >

lim,, o0 ¥, gilt.
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AUFGABE 44.18. Es sei K ein angeordneter Koérper und es sei I = [a, b] ein
abgeschlossenes Intervall in K. Es sei (z,,),,cy eine Folge in K mit x,, € I fiir
alle n € N. Die Folge konvergiere gegen x € K. Zeige x € 1.

AUFCABE 44.19.*

Es sei K ein angeordneter Kérper und es seien (25,),,cn s (Un)peny U0 (20),en
drei Folgen in K. Es gelte z,, < vy, < z, fiir allen € N und (xn)neN und
(2n) e konvergieren beide gegen den gleichen Grenzwert a. Zeige, dass dann
auch (y,),cy gegen diesen Grenzwert a konvergiert.

AUFGABE 44.20. Zeige, dass die Folge
Ty, =M

in keinem angeordneten Korper konvergiert. Kann sie beschrankt sein?

AUFGABE 44.21. Untersuche die durch

1
I’n—%

gegebene Folge (n > 1) auf Konvergenz.

AUFGABE 44.22. Bestimme mit Hilfe der Bernoulli-Ungleichung den Grenz-

wert der Folge
: L\"
T, = | 1— 3

Fiir die folgende Aufgabe ist Aufgabe 13.29 hilfreich.

AUFGABE 44.23. Es sei K ein angeordneter Korper, in dem die Wurzeln /n
zun € N, existieren. Zeige, dass die Folge x, = /n abn > 3 streng fallend
ist.

AUFGABE 44.24 .*

Zun € N sei a, die Summe der ungeraden Zahlen bis n und b,, die Summe
der geraden Zahlen bis n. Entscheide, ob die Folge

Qn

bn

in Q konvergiert, und bestimme gegebenenfalls den Grenzwert.

Ty =
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AUFGABE 44.25. Man gebe Beispiele fiir positive monoton wachsende un-
beschriankte Folgen (xy),cy und (y,),cy in einem angeordneten Koérper K

( nl/) e
neN

(1) gegen 0 konvergiert,
(2) gegen 1 konvergiert,
(3) divergiert.

AUFGCABE 44.26.*

Es sei
1
Ty = —.
k
k=1
(1) Finde das kleinste n mit
T, > 2
(2) Finde das kleinste n mit
Ty > 2,0.

AUFGABE 44.27. Es sei K ein angeordneter Korper und seien a,b € K.
Zeige, dass die Reihe

>

—~ ak +b

divergiert.

AUFGABE 44.28. Zeige, dass die Reihe

divergiert.

AUFGABE 44.29. Zeige analog zu Beispiel 44.13, dass das (gliedweise) Pro-
dukt der kanonischen Dezimalbruchfolgen von zwei rationalen Zahlen nicht
die Dezimalbruchfolge des Produktes sein muss.

AUFGABE 44.30. Es sei K ein angeordneter Korper. Zeige, dass K genau
dann archimedisch angeordnet ist, wenn die Folge der Stammbriiche %, n>1,
gegen 0 konvergiert.
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AUFGABE 44.31. Es seien (,,),,cy Und (y),,cn Folgen in einem angeordneten
Kérper K mit z,,y, € K, fiir alle n € N. Die Quadratfolgen 22 und y? seien
konvergent und es sei x2 — y2 eine Nullfolge. Zeige, dass x, — y, ebenfalls
eine Nullfolge ist.

AUFCABE 44.32.*%

Es seien (y,),cny und (yn), oy Folgen in einem angeordneten Kérper K mit
Tp,yn € K, fiir alle n € N. Es sei 22 — y?2 eine Nullfolge. Zeige, dass z,, — y,
ebenfalls eine Nullfolge ist.

AUFGABE 44.33. Es sei K ein angeordneter Korper und (), .y eine kon-
vergente Folge in K. Zeige, dass die Folge eine wachsende oder eine fallende
Teilfolge enthélt.

Aufgaben zum Abgeben

AUFGABE 44.34. (3 Punkte)

Bestimme den Grenzwert der durch

™3 —3n?2+2n—11
13n3 —5n+4

Ty =

definierten Folge.

AUFGABE 44.35. (3 Punkte)

Man gebe Beispiele fiir konvergente Folgen (), .y und (y,),cy in einem
angeordneten Korper K mit x, # 0, n € N, und mit lim,,_,, x,, = 0 derart,

l'n neN

(1) gegen 0 konvergiert,
(2) gegen 1 konvergiert,
(3) divergiert.

AUFGABE 44.36. (4 Punkte)

Es sei K ein angeordneter Korper und es sei (z,,),cy eine konvergente Folge
in K mit Grenzwert x. Zeige, dass dann auch die durch

L To+x1+ -+,

Yn : na1

definierte Folge gegen x konvergiert.



Fiir die folgende Aufgabe ist Aufgabe 44.31 hilfreich.

AUFGABE 44.37. (4 Punkte)

Es sei K ein angeordneter Kérper und ¢ € K. Es seien zg, yg € K, Startwer-
te und (z,,),cn bZW. (Yn),en die zugehérigen Heron-Folgen zur Berechnung
von +/c. Zeige, dass x, — y, eine Nullfolge ist.

AUFGABE 44.38. (4 Punkte)

Es sei K ein archimedisch angeordneter Korper. Zeige, dass die Folge

()
2n neN

gegen 0 konvergiert.

AUFGABE 44.39. (3 Punkte)
Zeige, dass die beiden Reihen

o0

1 = 1
und Z
prd 2k +1 Pt 2k + 2
divergieren.
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