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Lineare Algebra und analytische Geometrie II
Arbeitsblatt 57

Ubungsaufgaben

AUFGABE 57.1. Sei K C L eine Korpererweiterung, V' ein endlichdimensio-
naler K-Vektorraum und

p: V—V
eine lineare Abbildung. Zeige, dass das charakteristische Polynom zu ¢ mit
dem charakteristischen Polynom der Tensorierung ¢y, iibereinstimmt.

Allerdings kénnen beim Ubergang von K nach L neue Nullstellen des cha-
rakteristischen Polynoms und damit neue Eigenwerte und Eigenvektoren auf-
treten.

AUFGABE 57.2. Sei K C L eine Korpererweiterung und seien V' und W
Vektorraume iiber K.

a) Definiere eine L-lineare Abbildung

L ® Homy (VY, W) — Homjy, (VL, WL) ,
die ¢ ® ¢ auf ¢ (Id;, ®¢) abbildet.

b) Seien die beiden Vektorrdume nun endlichdimensional. Zeige, dass die
Abbildung aus Teil (a) ein Isomorphismus ist.

AUFGABE 57.3. Sei K C L eine Korpererweiterung, V' ein K-Vektorraum
und W ein L-Vektorraum. Es sei

p: V—W

eine K-lineare Abbildung. Zeige, dass es eine L-lineare Abbildung
o: Vp — W

gibt, die ¢ fortsetzt (also auf V' C V} mit ¢ iibereinstimmt).

AUFGABE 57.4. Vereinfache in \°R? den Ausdruck

e1 A\ (ea — de3) — ez A (Bey + 3eg — des) + (Tes) A ey — 4 (5ey A 2e3)
+ (261 — 862) VAN (261 - 862).
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AUFGABE 57.5. Vereinfache in /\3 R3 den Ausdruck

(e1 — ea) A (e2 — 4e3) A (e — Beg + 4e3) + (Tez) A (eq — 4es)
A (Bes —e1) — (des — 2e3) A eg A (dey + 3ey — 4deg).

AUFGABE 57.6. Vereinfache in A\®R? den Ausdruck
—TeiNeaNes+6egAesAer+4esNeaAer+3eaAei Aes+besAeg Aeg—1les AesAey .

AUFGABE 57.7. Sei K ein Korper und V ein K-Vektorraum. Zeige die Gleich-
heit V = A"V.

AUFGABE 57.8. Sei K ein Korper und V ein K-Vektorraum der Dimension
n. Zeige, dass \" V nicht der Nullraum ist.

AUFGABE 57.9. Sei K ein Korper und V' ein m-dimensionaler K-Vektor-
raum. Es sei n > m. Zeige A"V = 0.

AUFGABE 57.10. Es sei K ein Korper und V' ein endlichdimensionaler K-
Vektorraum. Es seien fi,..., fr € V*. Zeige, dass die Abbildung

Vx. .. xV— K, (1)1, ... 7Uk) — det (fi(vj))lgi,jﬁka

multilinear und alternierend ist.

AUFGABE b57.11. Zeige folgende Aussage iiber das Dachprodukt: Es sei K

ein Korper und V' ein K-Vektorraum der Dimension n. Es seien vy, ..., v,
und wy, ..., w, Vektoren in V| die miteinander in der Beziehung
wn U1
=M
W,y Uy

stehen, wobei M eine r x r-Matrix bezeichnet. Dann gilt in A"V die Bezie-
hung
wi A ... Aw, = (det M)vg A... Av,.

AUFGABE 57.12. Beweise Satz 57.9 direkt aus der Konstruktion fiir das Ten-
sorprodukt und der Konstruktion fiir das Dachprodukt.

AUFGABE 57.13. Es sei V ein K-Vektorraum und sei n € N.



(1) Kann man durch die Zuordnung
MNAN... NV, — 101 Q- Ry,

eine (lineare) Abbildung von A"V nach V ® ---® V festlegen?
(2) Kann man auf die kanonische Abbildung

T VX xV =V -V

die universelle Eigenschaft fiir das Dachprodukt anwenden, um eine
lineare Abbildung von A"V nach V ® --- ® V zu erhalten?

AUFGABE 57.14. Es sei V ein K-Vektorraum und sei
T VX xV—=V -V
(mit n Faktoren) die kanonische multilineare Abbildung.

(1) Es sei 0 € S, eine Permutation. Zeige, dass es eine multilineare
Abbildung

Toog: VX XV-—02V®- -V
mit
(moo)(vi,...,Un) = Vo) @+ ® Vo (n)

gibt.
(2) Zeige, dass ) g sgn(o)m o o multilinear und alternierend ist.
(3) Zeige, dass es eine lineare Abbildung

v /n\V—>V®---®V

mit
gibt.

AUFGABE 57.15. Sei K C L eine Korpererweiterung, V' ein K-Vektorraum
und n € N. Zeige, dass es eine kanonische Isomorphie der L-Vektorraume

/\VL und (/\V)L

(wobei links das Dachprodukt iiber L steht) gibt.



Aufgaben zum Abgeben

AUFGABE 57.16. (2 Punkte)

Sei K C L eine Koérpererweiterung, V' ein endlichdimensionaler K-Vektor-
raum und

p: V—V
eine lineare Abbildung. Zeige

det p = det py.

AUFGABE 57.17. (4 Punkte)

Es sei
p: V=V
ein Endomorphismus auf einem endlichdimensionalen reellen Vektorraum V'
und
©c - Ve — Ve
die zugehorige Komplexifizierung. Zeige, dass ¢ genau dann (asymptotisch)
stabil ist, wenn dies fiir ¢ gilt.



