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Zahlentheorie

Vorlesung 10

Pythagoreische Tripel

DEerFINITION 10.1. Ein pythagoreisches Tripel ist eine ganzzahlige Losung
(x,y,z) € Z3 der diophantischen Gleichung

a:2+y2 = 22

Es heifit primitiv, wenn z,y, z keinen gemeinsamen Teiler besitzen.
N
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BEMERKUNG 10.2. Losungstripel, bei denen (mindestens) ein Eintrag 0 ist,
heiflen trivial. Nach der Umkehrung des Satzes des Pythagoras bildet ein
solches Tripel die Seitenldngen eines rechtwinkligen Dreieckes. Es geht also
um rechtwinklige Dreiecke mit der Eigenschaft, dass alle drei Seiten eine
ganzzahlige Lange haben (dabei sind x,y die Seitenléngen der Katheten und
z ist die Seitenlédnge der Hypotenuse). Das bekannteste pythagoreische Tripel
ist zweifellos (3,4,5). Wenn zwei Zahlen davon einen gemeinsamen Teiler
haben, so hat natiirlich auch die dritte diesen Teiler, und das Tripel ist nicht
primitiv.

Ferner sind x und y nicht zugleich ungerade, sieche Aufgabe 10.1.
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Die roten Punkte sind primitive pythagoreische Tripel, die blauen nicht-primitive

Wir wollen alle (primitiven) pythagoreischen Tripel finden. Man kann das
Problem umformulieren, indem man durch z? teilt. Dann ist das Problem
dquivalent zu: Bestimme alle rationalen Losungen fiir die Gleichung

P+sf=1(rsecqQ).

Es geht also um alle Punkte auf dem Einheitskreis (in der Ebene mit Mittel-
punkt (0,0) und Radius 1, deren beide Koordinaten rationale Zahlen sind.
Die trivialen Losungen sind die komplexen Zahlen 1,1, —1, —i.

BEMERKUNG 10.3. Der (Einheits-)Kreis ist ein eindimensionales Objekt und
es gibt verschiedene (Teil-)Parametrisierungen fiir ihn, etwa durch

T +— (:13,\/1 —x2> ,
oder die trigonometrische Parametrisierung
t — (cos(t),sin(t)),

Hier brauchen wir aber eine Parametrisierung, die rationale Zahlen in solche
Punkte iiberfiihrt, deren beide Koordinaten rational sind. Wir betrachten
hierzu die Abbildung, die einen Punkt ¢ auf der y-Achse auf den Durchsto-
Bungspunkt (z,y) abbildet, den der Einheitskreis mit der durch (0,¢) und
(—1,0) definierten Geraden bildet. Aufgrund des Strahlensatzes haben wir
die Bedingung

t y

1 1+
bzw. y = t(1+x). Setzt man diese Gleichung in die Gleichung des Einheits-
kreises ein, so erhélt man

1 =24y = 22 +t3(x +1)?
und damit

0=("-1)+x+1)?= (z+1)((z—1)+*(x+1)).
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Da uns die erste Losung x = —1 nicht interessiert, betrachten wir den zwei-
ten Faktor
0= (r—1)+@x+1) = (1 +?)+* -1,
die zu
1—¢? 1—¢? 2t
f— d = t . 1 = t . 1 -
T= e wd y=tetl) (1+t2+ > 1+ 12

fithrt. Die Abbildung

. 1—t 2t (z.1)
- = (o
1+ 1482 Y

ist also eine rationale Parametrisierung des Einheitskreises.

Wir fassen zusammen:

SATZ 10.4. Die Abbildung
1—t* 2t
— St [ — = | =
Q w (1+t2’ 1+t2) (z.9),

von der Menge der rationalen Zahlen in die Menge der Punkte auf dem Ein-
heitskreis mit rationalen Koordinaten ist injektiv, und mit der Ausnahme von
(—1,0) liegt jeder Punkt im Bild.

Dies wurde bereits oben bewiesen, die Injektivitdt ist klar von der geometri-
schen Interpretation her und ist als Aufgabe 10.4 zu beweisen.

Beweis. O
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KOROLLAR 10.5. Die Menge der Punkte auf dem Einheitskreis mit rationalen
Koordinaten bilden eine dichte Teilmenge.

Beweis. Die Parametrisierung

1—t* 2t
R— S t—oot)= —, ——
SD ) (10() (1 t271 t2)7

ist stetig, da sie komponentenweise durch rationale Funktionen gegeben ist.
Es sei s € S! ein Punkt des Einheitskreises. Der Punkt s = (—1,0) (der
Punkt, der von der Parametrisierung nicht erfasst wird), ist selbst rational.
Es sei also s # (—1,0) und sei t € R eine reelle Zahl mit ¢(t) = s. Es
sei € > 0 vorgegeben. Aufgrund der Stetigkeit gibt es dann auch ein 6 > 0
derart, dass die Ballumgebung B(t,d) nach B(s,€) hinein abgebildet wird,
also p(B(t,0)) C B(s,e). Da die rationalen Zahlen innerhalb der reellen
Zahlen dicht liegen, gibt es eine rationale Zahl ¢ € B(t,d). Dann ist ¢(q)
ein Punkt auf dem Einheitskreis mit rationalen Koordinaten, der in der e-
Umgebung von s liegt.

g

Die Formeln des folgenden Satzes zur Berechnung der pythagoreischen Tripel
heiflen auch indische Formeln.

SATZ 10.6. Es sei (z,y,z) ein pythagoreisches Tripel mit y gerade und mit
z # —x.Dann gibt es eindeutig bestimmte ganze teilerfremde Zahlen (u,v)
mitv > 0 und a € Z und mit

r=a(v? —u?), y = al2w), z = a(u® +v?).
Das pythagoreische Tripel ist genau dann primitiv, wenn a eine Einheit ist
und u und v nicht beide ungerade sind.

Beweis. Es sei (z,y, z) ein pythagoreisches Tripel. Der Fall z = 0 ist aus-

geschlossen. Dann ist (f, g) ein Punkt auf dem Einheitskreis mit rationalen

Koordinaten. Nach Satz 10.4 gibt es, da z # —ax vorausgesetzt wurde, eine
eindeutig bestimmte rationale Zahl ¢ mit

G;ﬁ_ﬁL)_<£y)
1427 142 2" z)
Dann gibt es eine rationale Zahl ¢ # 0 mit
v=q(l—1t*),y=q2t z=q(l+t*).
Seit = % mit ganzen teilerfremden Zahlen u, v, v > 0. Wir ersetzen g durch
g = —
und haben dann

z=q(v* —u?), y = G2uv, z = G(u* +v?).
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Da u und v teilerfremd sind, sind auch u, v, v? —u? paarweise teilerfremd. Ein
Primteiler des Nenners von ¢ teilt 2uv und v? — w?. Daher kommt nur 2 in
Frage. In diesem Fall wiiren aber v? —u? und u?+v? gerade, und u und v wiiren
beide ungerade. Dann wére aber y = ¢2uv ungerade im Widerspruch zur
Voraussetzung. Also ist ¢ eine ganze Zahl. Wenn das pythagoreische Tripel
primitiv ist, so muss in dieser Darstellung § = 1 oder —1 sein. Auflerdem
kénnen dann v und v nicht beide ungerade sein, sonst wére 2 ein gemeinsamer
Teiler des Tripels. Wenn umgekehrt diese Bedingungen erfiillt sind, so ist das
Tripel primitiv.

O
’Hu\v\x:vz—uz\yzqu\Z:ug—i-UQ\ 2 +y? =22 ‘
112 3 4 5 9416 =25
203 5 12 13 25+ 144 = 169
114 15 8 17 225 4 64 = 289
314 7 24 25 49 + 576 = 625
215 21 20 29 441 4 400 = 841
1]6 35 12 37 1225 + 144 = 1369
415 9 40 41 81 4+ 1600 = 1681
2|7 45 28 53 2025 4 784 = 2809
5|6 11 60 61 121 4 3600 = 3721
417 33 o6 65 1089 + 3136 = 4225
18 63 16 65 3969 + 256 = 4225
318 5%} 48 73 3025 + 2304 = 5329
6|7 13 84 85 169 4 7056 = 7225
219 7 36 85 0929 + 1296 = 7225
518 39 80 89 1521 + 6400 = 7921
419 65 72 97 4225 + 5184 = 9409

BEISPIEL 10.7. Wenn man einen rationalen Punkt auf dem Einheitskreis

sucht, der moglichst nahe an dem irrationalen Punkt \/Li’ \/Li liegen soll,

so kann man .
2 1
t = = = 0,414213...
1+5  1+v2
berechnen. Die rationale Approximation
, 414213

~ 1000000

fiihrt zum rationalen Punkt
828427590631 828426000000
1171572409369 1171572409369

auf dem Einheitskreis und zum pythagoreischen Tripel

r = 02—u2

= 1000000 — 414213




= 1000000000000 — 171572409369
= 828427590631,

y = 2-414213 - 1000000 = 828426000000
und
z = u’ 40
4142132 + 10000002
= 1171572409369.

In der Tat ist

8284275906312 4 8284260000002
= 686292272918683718978161 + 686289637476000000000000
= 1372581910394683718978161
= 11715724093692,

wie man unmittelbar nachrechnet.

Ho6here Fermat-Gleichungen

Die folgende Aussage heifit Satz von Fuler.

SATz 10.8. Die diophantische Gleichung
Pyt = 2

hat keine ganzzahlige nichttriviale Losung.

Beweis. Es sei (x,y, z) eine nichttriviale Losung, d.h. alle Eintrége sind
# 0. Wir kénnen annehmen, dass alle Eintrige sogar positiv sind. Wenn
es eine solche Losung gibt, dann gibt es auch eine nichttriviale Losung mit
minimalem positiven z (unter allen nichttrivialen Losungen). Wir zeigen, dass
es dann eine Losung mit kleinerem positiven z; gibt, was einen Widerspruch
bedeutet. Wegen der Minimalitét ist (z,y, z) primitiv, die Eintrage sind also
(sogar paarweise) teilerfremd. Wir kénnen x als ungerade annehmen. Es ist
dann

(2%, 9%, 2)

ein primitives pythagoreisches Tripel. Daher gibt es nach Satz 10.6 teiler-
fremde natiirliche Zahlen (u,v) mit

x2:u2—02,y2:2uv,7;:u2—|—v2

und mit u 4+ v ungerade. Betrachtung der ersten Gleichung modulo 4 zeigt,
dass u ungerade sein muss (und v gerade). Die erste Gleichung

u? = 22 +0?
ist selbst ein primitives pythagoreisches Tripel. Es gibt als erneut teilerfremde
natiirliche Zahlen (7, s) mit

r=r’—s v=2rs, u=1r’+ s
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(x ist ungerade, v gerade) mit r + s ist ungerade. Somit sind r, s, 7% + s* = u
paarweise teilerfremd. Aus

y? = 2uv = 4(r* + s*)rs
folgt

(%)2 = (r* +s%)rs

und aus der Teilerfremdheit der Faktoren folgt, dass die einzelnen Faktoren
hier selbst Quadrate sind, also

2 o2 2 2 _ .2
r=x],S=Y, " +8 =z2.

Damit ist

zf =ri4s? = x‘ll—f—yf
eine neue nichttriviale Losung der urspriinglichen Gleichung. Wegen

zlng:r2+32:u<u2+v2:z

widerspricht dies der Minimalitat von z.

OJ
KOROLLAR 10.9. Die Fermat-Quartik
2yt =
besitzt keine ganzzahlige nichttriviale Losung.
Beweis. Dies folgt sofort aus dem Satz von Euler.
OJ

Generell nennt man Gleichungen der Form

Fermat-Gleichungen. Die berithmte Vermutung von Fermat, der sogenannte
,Grofle Fermat®, besagt, dass es fiir n > 3 keine nicht-trivialen Loésungen
gibt. Dies haben wir soeben fiir n = 4 bewiesen. Der Fall n = 3 (Fermat-
Kubiken) lésst sich ebenfalls noch einigermaflen elementar bestéitigen (Euler)
und hat mit den Eisenstein-Zahlen zu tun. Nach rund 350 Jahren wurde der
Grofle Fermat schliefilich 1995 von Andrew Wiles bewiesen.



Andrew Wiles (*1953)
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