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Elliptische Kurven
Arbeitsblatt 18

Aufgaben

Eine kommutative Gruppe G heifit torsionsfrei, wenn fiir jedes Element x €
G,z #0,und n € N, gilt nx # 0.

AUFGABE 18.1. Zeige, dass die Torsionsuntergruppe einer kommutativen
Gruppe G in der Tat eine Untergruppe ist.

AUFGABE 18.2. Essei T' C G die Torsionsuntergruppe einer kommutativen
Gruppe G. Zeige, dass die Restklassengruppe G /T torsionsfrei ist.

AUFGABE 18.3. Es sei G eine kommutative Gruppe. Zeige, dass zu jedem
m € N, eine kurze exakte Sequenz

0 — Tor,, (G) — G = mG — 0

vorliegt.

AUFGABE 18.4. Es sei R ein kommutativer Ring. Zeige, dass die Einheits-
wurzeln in R die Torsionsuntergruppe der Einheitengruppe ist.

AUFGABE 18.5. Es sei G eine kommutative Gruppe und m € N,. Zeige,
dass die Torsionsuntergruppe zur Ordnung m Tor,, (G) in natiirlicher Weise
ein Z/(m)-Modul ist.

AUFGABE 18.6. Es sei G eine kommutative Gruppe mit n? Elementen derart,
dass fiir jedes Element x € G die Beziehung nxz = 0 gilt. Zeige

G = Z/(n) X Z/(n),

AUFGABE 18.7. Es sei G eine kommutative Gruppe und seien m,n € N,
teilerfremd. Zeige, dass die Torsionsuntergruppe zur Ordnung mn Tor,,, (G)
die direkte Summe aus den Torsionsuntergruppen Tor,, (G) und Tor, (G) ist.
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AUFGABE 18.8.%

Zeige, dass es in der Restklassengruppe Q/Z zu jedem n € N, Elemente gibt,
deren Ordnung gleich n ist.

AUFGABE 18.9. Zeige, dass die Restklassengruppe Q/Z unendlich ist und
jedes Element eine endliche Ordnung besitzt.

AUFGABE 18.10. Zeige, dass fiir die Torsionsuntergruppen von Q/Z die
Gleichheit

Tor,, (Q/2) = {[0)[--

gilt.

AUFGABE 18.11. Zeige, dass ein Koérper K genau dann die Charakteristik 0
besitzt, wenn die additive Gruppe (K, +,0) torsionsfrei ist.

AUFGABE 18.12. Es sei I' C C ein Gitter und £ = C/I" der zugehdorige
komplexe Torus. Zeige, dass die Torsionsuntergruppe zur Ordnung m von
E in kanonischer Weise isomorph zur Restklassengruppe %F/ I' ist, und das
diese wiederum isomorph zu I'/mI ist.

AUFGABE 18.13.*
Wir betrachten die elliptische Kurve E, die durch die affine Gleichung

Y2 =X-X+6
gegeben ist.

(1) Bestimme die Torsionsuntergruppe der Ordnung 2 fir E(R).

(2) Bestimme die Torsionsuntergruppe der Ordnung 2 fir E(C).

(3) Parametrisiere den oberen Bogen von E(R) als Funktion iiber einem
geeigneten Definitionsbereich.

(4) Bestimme die Koordinaten der Punkte von E(R), wo die Funktion
aus (3) lokale Extrema annimmt.

(5) Beschreibe eine endliche Kérpererweiterung Q C K derart, dass die
Punkte aus Teil (4) zu E(K) gehoren.



AUFGABE 18.14. Es sei
Y2 = X34+aX+0b

die Gleichung einer elliptischen Kurve iiber einem algebraisch abgeschlosse-
nen Korper K und es sei {O, Pi, P, P} die Untergruppe der Elemente der
Ordnung < 2. Man beschreibe einen Hauptdivisor, bei dem genau diese vier
Punkte nichttrivial vorkommen.

Fiir die beiden folgenden Aufgaben ziehe man Aufgabe 6.7 und Aufgabe 6.8
heran.

AUFGABE 18.15. Es sei F eine elliptische Kurve iiber R, gegeben in kurzer
WeierstraBform Y2 = X3 + aX + b mit a,b € R. Zeige, dass die folgenden
Aussagen &quivalent sind.

(1) Das Polynom X? + aX + b besitzt in R genau eine Nullstelle.

(2) Die Torsionsuntergruppe zur Ordnung 2, Tors (E(R)), ist isomorph
zu 7./(2).

(3) Esist E(R) = S! als reelle Lie-Gruppe.

(4) Die Torsionsuntergruppe zur Ordnung m, Tor,, (E(R)), ist isomorph
zu Z/(m) fiir alle m € N,.

AUFGABE 18.16. Es sei E eine elliptische Kurve iiber R, gegeben in kurzer
Weierstra$form Y? = X3 + aX + b mit a,b € R. Zeige, dass die folgenden
Aussagen dquivalent sind.

(1) Das Polynom X? + aX + b besitzt in R drei Nullstellen.

(2) Die Torsionsuntergruppe zur Ordnung 2, Tors (E(R)), ist isomorph
wZ/(2) x Z/(2).

(3) Esist E(R) = S' x Z/(2) als reelle Lie-Gruppe.

(4) Die Torsionsuntergruppe zur Ordnung m, Tor,, (E(R)), ist isomorph
zu Z/(m) x Z/(2) fiir alle geraden m > 2 (und isomorph zu Z/(m)
fiir m ungerade).

AUFGABE 18.17. Es sei F eine elliptische Kurve iiber R, gegeben in kurzer
Weierstrafiform und Zerlegungsform Y? = X3 +aX +b = (X — \)(X —
A)(X — A3) mit a,b € Rund Ay < A2 < A3. Begiinde durch eine Skizze,
dass (A3, 0) einen Halbierungspunkt besitzt und dass (A1, 0) und (g, 0) keinen
Halbierungspunkt besitzen.

AUFCABE 18.18.*

Bestimme fiir die elliptische Kurve Y? = X3+ X die reelle und die komplexe
Torsionsuntergruppe zur Ordnung 2.
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AUFGABE 18.19.*

Bestimme fiir die elliptische Kurve Y2 = X3 + 2 die Torsionsuntergruppe
zur Ordnung 2 fiir die Korper

(1)
(2)

(3)
K = Q[vV2,v/-3].

AUFGABE 18.20. Bestimme fiir die durch Y? = X?3+4+7X gegebene elliptische
Kurve E den kleinsten Zahlkorper K, fiir den die Torsionsuntergruppe zur
Ordnung 2 von E(K) isomorph zu Z/(2) x Z/(2) ist.

AUFCABE 18.21.*%

Es sei E eine elliptische Kurve iiber einem Korper K, die durch eine affine
Gleichung

Y2 = X34+aX +0

gegeben sei. Es sei K C K (t) der Funktionenkorper in einer Variablen iiber
K. Es sei (t,u) ein Punkt der Kurve iiber einem Erweiterungskorper L 2
K (t). Zeige, dass (t,u) in Ey, unendliche Ordnung besitzt.

AUFGABE 18.22. Es sei G eine kommutative Gruppe, sei ¢ eine Primzahl.
Zeige, dass der Tate-Modul in natiirlicher Weise ein Z,-Modul ist.

AUFGABE 18.23.*
Es sei £ eine Primzahl. Zeige, dass fiir den Tate-Modul von Q/Z die Gleichheit

T,(Q/Z) = Z,
gilt.

AUFGABE 18.24. Es sei £ eine Primzahl. Berechne den Tate-Modul Ty(S?!)
zur Kreisgruppe S*.
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AUFGABE 18.25. Es sei I' C C ein Gitter und £ = C/I' der zugehérige
komplexe Torus. Es sei ¢ eine Primzahl. Zeige, dass unter den natiirlichen
Identifizierungen

L/'T = Tor (F)

mit [g] — 7 [g] (vergleiche Aufgabe 18.12) die Diagramme

T/ —  T/eT
4 4
Torpa (B) —5 Torg (E)

kommutieren, wobei oben die natiirliche Restklassenabbildung zur Unter-
gruppe ("HI' C (T steht. Man folgere, dass der Tate-Modul T;(E) kano-
nisch isomorph zu lim _ L'/erT ist.

AUFGABE 18.26.*

EsseiI' C Cein Gitter und £ = C/T" der zugehorige komplexe Torus. Es sei
¢ eine Primzahl. Zeige, dass ein Isomorphismus I' & Z? einen Isomorphismus

TK(E) = Z@ X Zg

induziert.

AUFGABE 18.27. Es seien I'1,I'y C C Gitter und E; = C/T'y, By = C/T'y,
die zugehorigen komplexen Tori. Es sei s € C, s # 0, mit sI'; C I'y und es
sei

p: By — Fy
die zugehorige Isogenie (vergleiche Lemma 10.7). Es sei ¢ eine Primzahl.
Zeige, dass der zugehorige Homomorphismus der Tate-Moduln
wo: To(Ey) — Ty(Es)
(siche Satz 18.13) unter den kanonischen Isomorphismen
Ty(Ey) = I&J‘l/énfl
neN

und
Tg(EQ) = I&HFQ/gnFQ
neN

aus Aufgabe 18.25 mit dem projektiven Limes zu s: I'; /0"y — Iy /0"Ty
ibereinstimmt.
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AUFGABE 18.28.*%

Es sei I' C C ein Gitter und E = C/I' der zugehorige komplexe Torus. Es
sei s € C, s # 0, mit sI" C I" und es sei

o: E— F

die zugehorige Isogenie. Zeige, dass der Grad von ¢ mit der Determinante
von
s: I'—T

und mit der Determinante des zugehoérigen Endomorphismus des Tate-Mo-
duls
Qe Tg(E) — Tg(E)

fiir jede Primzahl ¢ iibereinstimmt.
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