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1. Vorlesung - Einf  mhrung

Wenn der Wind der
Veranderung weht, bauen die
einen Mauern und die
anderen Windmelhlen

Chinesische Weisheit

1.1. Rechengesetze fur nat wrliche Zahlen.

Wir geben eine Einéhrung in typische Fragestellungen, wie sie in diesem
Kurs im Mittelpunkt stehen.

(1) Welche Rechengesetzeaif naterliche Zahlen kennen Sie?

(2) Was bedeuten sie, sind sie inhaltlich einsichtig? Gibtsegeeignete
lllustrationen, Visualisierungen, Veranschaulichungen?

(3) Gibt es Anwendungen?

(4) Gelten die Gesetzm igkeiten auch fur andere Zahlbereiche, wieef
die ganzen, die rationalen, die reellen ZahlenaFPolynome?

(5) Warum gelten sie?

(6) Gibt es innerhalb dieser Rechengesetze logische Ablyigkeiten, d.h.
kann man die Gultigkeit des einen Gesetzes auf die Rtigkeit eines
anderen Gesetzes logisch aokfehren?

(7) Gibt es innerhalb dieser Rechengesetze entwicklungggsologische,
lernpsychologische, didaktische Almgigkeiten? Gibt es im Lernen
und im Lehren der Gesetze eine natliche Reihenfolge?

Als Rechengesetze wurden genannt (nicht unbedingt in diedeeihenfolge):

Das Kommutativgesetz, und zwardr die Addition und die Multiplikation.
Also die Identitatena+ b= b+ aunda b = b a (hier und im Folgenden
fur beliebigea; b2 N).

Das Assoziativgesetz, ebenfallaif diese beiden Verkmpfungen, also & +
b+ c=a+(b+t+cund(a b c=a (b o:

Die binomischen Formeln, siehe unten.
Das Distributivgesetz, also die Beziehung
c (a+b=c a+c b

Auf der rechten Seite verwenden wir die Konvention Punktrectung vor
Strichrechnung, um Klammern zu sparen.

O+a= a
d.h. O ist das neutrale Element der Addition.



1 a= a;
d.h. 1 ist das neutrale Element der Multiplikation.

0 a=0:

Die Potenzgesetze, also
anam — an+m.

a't' = (ab";

(ab c - abc.

wobei gleichzeitig bemerkt wurde, dass dies nicht gleie®) ist, es gilt also
kein Assoziativgesetzsfr das Potenzieren (beispielsweise ist{8 = 3°; aber
369 = 327),

In diesem Kurs stehen die Fragen von Typ (5) und (6) an erstertéle,
das Warunt. Die Frage nach der logischen Angigkeit ist eine Frage nach
dem Warum, da man versucht, Gesetzeigkeiten auf grundlegendere Ge-
setzma igkeiten zureckzufehren. Das Zuerickfehren auf fundamentalere Sach-
verhalte nennt man argumentieren, begnden, zeigen, ableiten, beweisen. Da
man irgendwo anfangen muss, spielen in der Mathematik die ¢i&, Axiome
und De nitionen eine fundamentale Rolle. Die Frage nach dearum soll
zu einem vertieften Versandnis der Mathematik #ihren.

(2) ist auch ein wichtiger Punkt, die inhaltliche Bedeutungder Zahlen und
die damit ermeglichten Anwendungen sind letztlich der Grund, sich mit
Mathematik zu beschaftigen, Rechengesetze vereinfachen Rechnungen, An-
wendungen der elementaren Mathematik sind allgegeartig.? Die logische
Abhangigkeit ist zwar in den Einzelschritten unmittelbar einkuchtend, da
aber hau g eine Vielzahl an solchen Einzelschritten aufgatmt werden muss,
um zu einer pmgnanten Aussage zu kommen, sieht man manchmal den Wald
vor lauter Baumen nicht. In Interpretationen, Veranschaulichungen, \ua-
lisierungen tritt die inhaltliche Bedeutung einer Formel @utlich hervor, zu-
gleich ist es nicht die Formel selbst. In diesem Zusammenlgaist es wichtig,

Iim didaktischen Kontext beschreibt man solche unterschietichen Aspekte gerne als
Kompetenzen (1) und (4) reprasentieren in diesem Sinne die inhaltliche Kompetenz, die
Aspekte (5) und (6) laufen unter Argumentations- und Kommunikationskompetenz, wo-
bei auch die Problembsekompetenz mit eingeht, da es eben oft schwierig ist, ausner
Gegebenheit etwas anderes herzuleiten. In (2) ndet sich @i Darstellungskompetenz und
die Modellierungskompetenz wieder.

2Und banal. Auch die historischen Anfangsgeinde der Mathematik in den frahen Hoch-
kulturen sind eher banal, sie liegen wiedr die Schrift in der B urokratie fer eine wachsende
Stadtbevelkerung begrindet.
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die Argumentationsebenen auseinander zu halten. Diese reiee Fahigkeit

zu entwickeln ist ein wesentliches Lernziel. Beispiels\wei sind manche Vi-
sualisierungen auf den ersten Blick sehr einsichtig, beirgrierem Hinsehen
muss man sich aber eingestehen, wie viel an Vorwissen und afarahmen
eingeher?

Die Fragestellungen (1) und (4) sind auch wichtig, sie stelh aber kein ern-
stes Problem dar, da die Rechengesetze und sonstige Fornaais der Schule
bekannt sind (sein sollten) und da es letztlich auch nicht saiele gibt. Auch
die Formulierungen sind eher einfach, zumindest, wenn maicts auf algebrai-
sche Eigenschaften konzentriert, wie sie im ersten Semeste Mittelpunkt
stehen (bei der Einbhrung der reellen Zahlen sieht dies etwas anders aus).
Zur Kenntnis der Gesetzm igkeiten gehert das korrekte algorithmische An-
wenden (rechnen) in passenden Situationen (3).

Die Fragestellungen in (7) sind auch sehr wichtig, insbesdere in Hinblick
auf den angestrebten Beruf. #r die didaktischen Aspekte gibt es einen ei-
genen einghrigen Kurs (Grundkurs Mathematikdidaktik (BEU)). Mit etw as
Wohlwollen - insbesondere, wenn man Begri ichkeiten, Formlierungen nicht
eiberbewertet und und sich auf das Versindnis konzentriert - erkennt man
gro e Parallelen zwischen der Lern- und Lehrreihenfolge drdem logischen
Aufbau der Mathematik.* In den Aufgaben werden gelegentlich gewisse di-
daktische Szenarien angesprochen. Eine gewisse Gefalgt lgarin, die Di-
daktik bzw. die angebliche beru iche Situation gegen einaifidierte mathe-
matische Ausbildung vorzubringen. Ein Ziel der angestrelteRe exionsstufe
ist es, dies als ein obemchliches Ausweichmaewver zu durchschauen.

Die Herausstellung der beiden Punkte (5) und (6) giltefr diesen Kurs, ist

aber keine Gesamtbewertungiber verschiedene Aspekte der Mathematik.
Die Mitberucksichtigung der anderen Aspekte salfjit sich an vielen Stellen
nieder, ist aber auch eine Aufgabeuf die Studierenden.

1.2. Beispiel: Die binomischen Formeln.

Als Beispiel betrachten wir die binomischen Formeln genauer

Aus der Schule sind sicherlich didinomischen Formelnbekannt, also die
Beziehungen

(a+ b)? = a®+2ab+ IF;

(a b?=a®> 2ab+I?
und

(a+ b(a b= a

3Man betrachte beispielsweise das Rechteck zur Elterung der ersten binomischen
Formel weiter unten.

“4Konkret: Das Wort Halbgruppe hat in der Schule nichts verloren. Dennoch erfasst es
sehr genau ein Bindel an Rechenkompetenzen, das in einem bestimmten matheatischen
Entwicklungsstadium vorliegt.
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Wir stellen uns die folgenden Fragen.

(1)
(2)

Fur welchea; b gelten diese Formeln?
Gibt es eine Beziehung zwischen ihnen?

(3) Wie wichtig bzw. wie grundlegend sind sie?

(4) Welche Anwendungen haben diese Formeln?

(5) Wie intuitiv sind diese Formeln?

(6) Warum gelten diese Formeln, worauf beruhen sie, wie kaiman sie

(7)

begrinden?

Kann man die Gultigkeit der Formeln in einem bestimmten Zahlbe-
reich auf die Gultigkeit der Formeln in einem kleineren Zahlbereich
zureickfethren?

Was fallt uns dazu ein?

(1) Vermutlich kann man sich an keine Einsclankung erinnern, die For-

(2)

meln gelten #r alle ,Zahlen\, also fr naterliche Zahlen, ganze Zah-
len, rationale Zahlen, reelle Zahler.Dennoch kann es gro e Unter-
schiede geben, wie man jeweils dieedigkeit der Formeln beweist.
Etwas sonderbar ist allerdings schon, dass man die zweitedinische
Formel explizit formuliert, wenn die erste #ir beliebige ganze Zahlen

gilt.
Denn dann kann man ja dasb in der zweiten binomischen Formel
alsb = ¢ schreiben und erhlt unter Verwendung von einfachen
Rechengesetzeruf 1
(a b? = (a+o¢?

= a’+2ac+ ¢

= a’+2a( b+( 02

= a’ 2ab+ I

und so ergibt sich die zweite binomische Formel unmittelbaus der
ersten. Die zweite ist also als eigene Regeéber essig, wenn man
negative Zahlen zur Vemigung hat und mit ihnen umgehen kann.
Wenn man hingegen nur mit den nairlichen Zahlen arbeitet, so kann
man den Trick von eben nicht anwenden und die zweite binomise
Formel braucht die zustzliche Voraussetzung, dasa b ist, da

sonsta b(in N) nicht de niert ist. Aber auch im Fall von nat erlichen

Zahlen kann man die zweite Formel auf die erste auekfehren. Dazu
berechnen wir

& = ((a b+ D>
(a b2+2(a bb+ P
(a b?+2ab 202+ P

SMan spricht auch vom Permanenzprinzip. Eine wichtige Fragestellung beimtbergang
von kleineren Zahlbereichen zu go eren Zahlbereichen ist, ob dabei Gesetzm igkeiten er-
halten bleiben. Insbesondere werden Regeln, digmmen gelten, besonders herausgestellt,
bekommen einen eigenen Namen, werden zu einem Axiom, u.S.w.



12

®3)

(4)

= (a b?+2ab I~

Dabei haben wir im ersten Schritt einfach daa kompliziert geschrie-
ben, im zweiten Schritt die erste binomische Formel angewast,
dann (distributiv) ausmultipliziert und zusammengefasst Eine ein-
fache Umstellung (siehe die Abziehregel) ergibt nun

(a b?=a® 2ab+ b

Sie kommen mu g in der Schule vor, doch welche Schlussfolgerung
kann man daraus ziehen? Vielleicht sind ja eigentlich wiclgere Sa-
chen #r die Schuler und Schulerinnnen (oder die Lehrer und Leh-
rerinnen) zu schwierig? Keine Panik, so ist es nicht, man karviel

eber die Gewichtung von Schulsto diskutieren, aber @llig abwegig
ist die Sto auswahl nicht. Eine andere Frage ist die nach gndlegend.
Wir haben gerade gesehen, dass man die zweite binomischenteir
auf die erste binomische Formel zuckfehren kann. Vielleicht stecken
grundlegendere Sachverhalte hinter diesen Formeln? (Skeb.)

Die binomischen Formeln haben eine Vielzahl von Anwendueg. Da
ist zunachst die Anwendung bei der Multiplikation von nagrlichen

Zahlen und speziell beim Quadrieren. Beispielsweise bémeet man

25 = (20+5)2 = 202+2 5 20+5% = 400+ 200+ 25 = 625

oder

104 96 = (100 +4)(100 4) = 1002 4% = 10000 16 = 9984

()

(6)

Weiterhin spielt es beim quadratischen Emnzen bzw. dem bsen
guadratischer Gleichungen eine herausragende Rolle. Esalige-
meinert sich auf allgemeinere algebraische Strukturen (konutati-
ve Halbringe) und auf tehere Potenzen, also Auseicke der Form
(a+ b", siehe die allgemeine binomische Formel.

Die erste binomische Formel kann man sich einfach durche€henin-
halte wie im Bild veranschaulichen.

Dies erfordert nawirlich Grundkenntnisserber Flacheninhalte von
Rechtecken, was letztlich mathematisch ein deutlich schergeres
Konzept als das rein arithmetisch-algebraische Konzept déino-
mischen Formel ist. Es ist eine wichtige Bemerkung und ein tre
ziel im Mathematikstudium, dass man das Intuitiv-anschauthe vom
Logisch-mathematischen trennen und ihre jeweilige Bedeurtg ein-
ordnen kann. Beides ist wichtig. kir das mathematische Argumentie-
ren ist aber das zweite das entscheidende.

Die binomischen Formeln (und zwar alle drei) sind in alleRechenbe-
reichen, in denen sie gelten, Spezialfe desDistributivgesetzesund
des Kommutativgesetzedur die Multiplikation. Ersteres besagt wr
beliebige Zahlena; b; cdie Gleichheit

c (a+b=(c a+(c b
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und letzteres besagt

ab=D>ba
a b
a| a2 |ab

b| ab |[b?

Unter Verwendung dieser beiden Regeln kann man die erste bino
mische Formel durch (wir verwenden schon die Regel Punktrewng
vor Strichrechnung, um Klammern zu sparen)

(a+ b)? (a+b (a+b
(a+ b a+(a+b b
a a+tba+ab+bb
a a+ta b+t+a b+bb
a’+2ab+ I?

erhalten. Es ist eine wichtige Zielsetzung des Mathematiksliums,
die Abhangigkeiten und Hierarchien zwischen mathematischen Ge-
setzma igkeiten zu erkennen und zu lkéren. Fr die naturlichen Zah-
len gelten die binomischen Formeln genauso wie das Distrituge-
setz und das Kommutativgesetz. Letztere sind aber grundlegder,
da man aus ihnen die binomischen Formeln ableiten kann. Eimet
fes Versendnis fur die Hierarchien zwischen mathematischen Sach-
verhalten wird erst im begri sorientierten axiomatischenAufbau der
Mathematik meglich.

Diese logischen Hierarchien haben auch einen gro en Ein ussif
die Didaktik der Mathematik: das Distributivgesetz ist widtiger als
die binomischen Formeln und es sollte im Schulunterricht mdestens
so breit behandelt werden wie diese (Saldse von der logischen Hier-
archie auf die didaktische Gewichtung sind nie zwingend; ésnn
auch Grinde geben, didaktisch anders zu verfahren, und das Distri-
butivgesetz durch die binomischen Formeln zu motivierenie).

Uber die Beziehung zwischen natlichen und ganzen Zahlen haben
wir schon gesprochen. Gehen wir davon aus, dass die binoimést
Formeln fur die ganzen Zahlen schon bekannt sind. Wirdtten die
binomischen Formeln gerndr die Breiche, also @r rationale Zahlen.
Wir schreiben die beteiligten rationalen Zahlen als

k
m

a= und b= r
S
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und erhalten, unter Verwendung von grundlegenden Rechegedn feir
Breiche, die Gleichheiten
k r ?
— 4+ —

m s
ks+ rm
ms
(ks + rm)?
(ms)?

(ks)? + 2ksrm + (rm)?
(ms)2

(ks)? N ksrm N (rm)?

(ms)?2 (ms)?2  (ms)?

(a+ b?

2

k 2 _ks rm ro2
= — +2 - 4+ _

m ms ms s
= a’+2ab+ I¥;

also die erste binomische Formel. Datlbergang vonQ nach R ist
deutlich schwieriger.

1.3. Die Verkn wpfungen auf den nat wrlichen Zahlen.

Wir haben gesehen, dass das Distributivgesetz grumdzlicher als die bino-
mischen Formeln sind. Werden wir noch grunddzlicher: Was ist eigentlich
die Addition und was ist die Multiplikation auf den naterlichen Zahlen? Was
ist fur Sie die Addition, wie ist sie de niert? An was denken Sie zust?
Welche Zugnge zu diesen Operationen kennen Sie, wie ist Ihr Veitnis
zueinander? Worin unterscheiden sich die Zmgge, welche sind besonders
intuitiv, welche sind einfach begandbar, kommunizierbar, dokumentierbar?

1. Arbeitsblatt

1.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 1.1. Zeige, dass man das Multiplizieren von natlichen Zahlen
durch das Quadrieren, Addieren, Subtrahieren und durch das Heren aus-
drecken kann.

1.2. Wbungsaufgaben.

Aufgabe 1.2. *
Berechne 1004
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Aufgabe 1.3. Berechne

a(a x)?+(xa’+a®) a(x a)(a+ x):

Aufgabe 1.4. Welches mathematische Wissen geht ein, um das Bild rechts
als eine einleuchtende Begndung fur die erste binomische Formel akzeptie-
ren zu kennen?

Aufgabe 1.5. Gelten die binomischen Formelnefr Polynome? Gelten siesfr
beliebige Terme? Kann manefr a; bauch komplexere Ausdacke wier? stu
oder #° 4rs? einsetzen?

Aufgabe 1.6. Berechne & b)(b a)in Z.

Aufgabe 1.7. Veranschauliche das Distributivgesetzeif reelle Zahlen mit
der Hilfe von Rechtecken.

Aufgabe 1.8. Man leite die dritte binomische Formel aus der ersten bino-
mischen Formel her, indem man

(a+ b(a+ bh+(a+b(a b
distributiv ausrechnet.

Aufgabe 1.9. Berechne
(a+ b+ 0)?
mit Hilfe der ersten binomischen Formel.
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Aufgabe 1.10. *

Berechne
(a+b?®
mit Hilfe der ersten binomischen Formel und des Distributivgsetzes.

Aufgabe 1.11. Berechne
(a b) a®+ ab+ 1P :

16 9 4 1
coco0®e ©CO0® OO o
co0®e OO0 00
o000 @000
o000

Aufgabe 1.12. Man begrinde anschaulich und mit der ersten binomischen
Formel, dass die Di erenz zwischen zwei aufeinanderfolgiam Quadratzah-
len stets ungerade ist.

Aufgabe 1.13. Welche Rechengesetzeilf Breiche wurden in der Vorlesung
verwendet, um die erste binomische Formetif rationale Zahlen auf die bi-
nomische Formel éir ganze Zahlen zuickzufehren?

Aufgabe 1.14. *
Fehre die zweite binomische Formelef rationale Zahlen auf die zweite bi-
nomische Formel éir ganze Zahlen zuck.

Die Addition und die Multiplikation von 2  2-Matrizen kennen Sie aus der
Schule.

Aufgabe 1.15. *
Gilt f ur quadratische Matrizen die erste binomische Formel?

Aufgabe 1.16. In welcher Reihenfolge haben Sie die verschiedenen doge
zur Addition und zur Multiplikation der nat urlichen Zahlen (kennen)gelernt?
In welcher Reihenfolge wrden Sie sie lehren?
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Aufgabe 1.17. *
Berechne

1000000000000010000008600

mit Hilfe der ersten binomischen Formel.

1.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 1.18. (2 Punkte)
Berechne

(r+s 1?2 (r+t)? s? r)(r+t?:

Aufgabe 1.19. (2 Punkte)
Berechne

(a 1)a+1) a> a+1l a’+a+1 :

Aufgabe 1.20. (3 Punkte)
Zeige

q
10+"22+" a0+ 60="2+"3+"5

Aufgabe 1.21. (3 Punkte)

Fehre die dritte binomische Formel #éir rationale Zahlen auf die dritte bino-
mische Formel éir ganze Zahlen zuuck.

Aufgabe 1.22. (2 Punkte)

Zeige, dass man das Multiplizieren von natlichen Zahlen durch das maximal
zweifache Quadrieren, das Addieren, Subtrahieren und durclas Halbieren
ausdricken kann.
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2. Vorlesung - Mathematisches Argumentieren

Die Schelerinnen und Scheler

verwenden eingedihrte
mathematische Fachbegri e
sachgerecht.

beschreiben mathematische
Sachverhalte mit eigenen
Worten und nden dazu
Fragestellungen.

stellen Vermutungen eber
mathematische Sachverhalte
an, begrinden und
eiberprufen sie.

entdecken und beschreiben
mathematische
Zusammentange.

beschreiben und begunden
eigene losungswege und
re ektieren dar eber.

eiberprefen mathematische
Aussagen, kennzeichnen sie
als richtig oder falsch und
begranden dies.

Die erwarteten Kompetenzen
am Ende des Schuljahrganges
4 im Kompetenzbereich Kom-
munizieren/Argumentieren

aus dem niedersachsischen
Kerncurriculum fur die
Grundschule (2006)

2.1. Mathematisches Argumentieren.

In einer Argumentation versucht man, eine Behauptung mittal allgemein
anerkannter Prinzipien zu beganden, als wahr (oder gltig) zu erweisen.
Grundsatzlich kann man mit sich selbst argumentieren, typischemise gibt
es ein Publikum, das man von der Behauptungberzeugen mchte. Argumen-
tationen gibt es in den unterschiedlichsten Kontexten, iner Wissenschatft, in
der Politik, in Beziehungen. Dabei gibt es kontextspezi $te Prinzipien und
Argumentationsmuster, im politischen Kontext beruft man sth gerne auf
weitgehend anerkannte Grundstze wie Menschenrechte, Grundgesetz, den
Willen des Volkes, um daraus unter Bercksichtigung von Daten und Fakten
eine politische Entscheidung herzuleiten. Die Erfahrungehrt, dass dort die
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Argumente nicht so gut sind, um alleeslberzeugen zu &nnen, und dass dort
auch die Interessen von spezi schen Gruppen vertreten werl

Auch in der mathematischen Argumentation versucht man, die Waheit
von Behauptungen (oder die Korrektheit eines Rechenwegedeo die Ange-
messenheit einer Modellierung) zu begnden. Die eingesetzten Mittel, die
Argumentationsstrenge lmngen auch da von der Zielgruppe, ihrem Vorwis-
sen und ihrer Motivation, der Beziehung (Bindung, Vertraue) zwischen der
Person, die die Behauptung vertritt, und den Personen, digberzeugt werden
sollen (beispielsweise Lehrer und Saler), ab.

Die mathematische Argumentation im wissenschaftlichen Koext verfugt

in mehrfacher Hinsichteber gewisse Argumentationsstandards. Eine wissen-
schaftliche Argumentation zeichnet sich durch (insbesondeim mathema-
tisch-naturwissenschaftlichen Kontext) folgende Punktaus.

Die starke Pmsenz von Fachbegri en, die de niert werden mssen und
gema ihrer De nition eingesetzt werden.

Die Existenz weniger benennbarer Grundprinzipieh.

Der Einsatz von Logik zum Erschlie en neuer Erkenntnisse.

Die freie Verwendung von in der Wissenschaft bereits etabltem Wissen.
Die freie Zuaanglichkeit und ®berprafbarkeit der Ergebnisse.

Der Anspruch, dass die (®ltigkeit der) Erkenntnisse unablangig von sub-
jektiven Wenschen und Emp ndungef sind, dass sie zeitlos und kulturun-
abhangig sind?

In der mathematischen Argumentation im wissenschaftlicheldontext treten
diese Punkte besonders deutlich hervdf,was sich insbesondere schon darin
niederschagt, dass es einen eigenen Begreif das mathematische Argumen-
tieren gibt: Beweis Eine bewiesene mathematische Behauptung nennt man
einenSatz

Seber die selbst wiederum re ektiert wird und wo die Grenze zwischen Wissenschaft
und Philosophie verlauft.

Dies ist ein gro er Unterschied zur Esoterik, wo das, Wissen\ nur unter ganz speziellen
Bedingungen (Verschwiegenheit, Virdigkeit, ...) von Eingeweihten weitergegeben wird.

8Das hei t keineswegs, dass die Erkenntnisse und ihre Entdé&angen nicht von Gefihlen
begleitet weirden. Im Gegenteil, Wissenschaft macht denen, die sie betiben, ziemlich viel
Spa.

9Die Generierung von Wissen ist sehr stark zeit- und kulturathengig.

10pafur fehlt der Mathematik ein entscheidender Punkt der Naturwissenschaften, die
Beobachtung, die Empirie, das Experiment. Deshalb wird dieMathematik oft nicht zu den
Naturwissenschaften gerechnet. Aber auch die Zuordnung zden Geisteswissenschaften ist
schwierig, so spricht man vonStrukturwissenschaft
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Die mathematischen Begri e werden alle exakt und nur unter ¥wendung
von anderen mathematischen Begri en de niert. Die De nitionen sind so an-
gelegt, dass jedes sinnvolle mathematische Objekt entwedater den Begri
fallt oder nicht, und zwar unabhangig davon, ob man das immer entscheiden
kann.!!

Die Mathematik wird heute (seit ca. 130 Jahren) auf Mengen égebaut. Sie
ist axiomatisch-logisch organisiert, aber realweltliclanschaulich motiviert.

Die Logik ist das Handwerkszeug der Mathematik. Es gibt (im Rnzip)
eine vollsendige Liste von erlaubten Schlussweisen der Aussagenlogiid
der Pradikatenlogik 2

Bewiesene mathematische Aussagen, alstZ, werden weiterverwendet®
Fur eine systematische Darstellung eines Teilgebietes deatlematik (wie
einer Vorlesung oder einem Buch) bedeutet dies, dass man giandlegenden
Sachen zuerst darstellt und darauf zunehmend komplexerecBan aufbaut.
Wenn ein zuvor bewiesener Satz dann irgendwo eingesetztdyiwird eiber
diesen Satz nicht nachgedacht, sondern nur, ob in der jeteiy Situation alle
Voraussetzungen eéflt sind, damit man den Satz anwenden kann.

Mathematik wird in Zeitschriften und Beichern vew® entlicht, in Vorlesun-
gen gelehrt, ist im Internet und in Bibliotheken zugnglich*

Die Mathematik wird heute in einer erdumspannenden Gemeictsaft ent-
wickelt.r®

2.2. Geldscheine und M wnzen.

Wir mechten an einem allaglichen Beispiel typische Argumentationsmuster
der Mathematik vorstellen. Grundlegende Eigenschaften deaterlichen Zah-
len setzen wir hieréir voraus.

Hnsbesondere sind beispielhafte De nitionen vom Typ etwaswie ... nicht zulessig.

I2pjes ist Gegenstand der mathematischen Logik.

13sje sind auch nicht patentierbar.

14Einschrankung: Dies gilt nicht unbedingt fur sicherheitsrelevante kryptologische For-
schung, die zum Teil an regierungsnahen Forschungsinstiten durchgefuhrt wird.

I5Wobei das Hauptgewicht nach wie vor auf den Industrietndern liegt. Die anderen
Lander holen aber schnell auf. Die wichtigste mathematischéuszeichnung, die Fields-
Medaille, ging 2014 an eine Iranerin, einen Brasilianer, @en Kanadier indischer Herkunft
und einen Osterreicher.
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Wir betrachten die Euromeinzen und Euroscheine (Bargeldmittel), die be-
kanntlich die Werte

1,2;5;10; 20, 5G; 100 200 500

haben (um nicht immer von Manzen bzw. Scheinen sprechen zuussen,
nennen wir diese Zahlen schlicht Eurozahlen). Einen zu zahden vollen
Betrag, beispielsweise 37 Euro, kann man auf viele versaeeae Weisen (ohne
Reckgeld) begleichen, etwa durch 37 1-Euro &hzen oder durch

37 =1 10+4 5+2 2+3 1

oder durch
37 =20+10+5+2:

Wir fragen uns, ob es stets eingoptimale\ Art gibt, einen gegebenen Betrag
zu begleichen, ob sie eindeutig ist und wie man sie nden kankin nahe-
liegender Ansatz ist es, diejenige Bezahlung als optimal arsehen, bei der
die wenigsten Muinzen bzw. Scheine verwendet werden. Im Beispiel kommt
die zuletzt genannte Mbglichkeit mit vier Menzen/Scheinen aus. Gibt es ei-
ne bessere Mglichkeit? Wie kann man an eine solche Frage herangehen?
Wenn jemand eine Darstellung mit nur zwei oder drei Mnzen/Scheinen
nden werde, ware die Frage direkt negativ entschieden, denn danralge
es eine bessere dflichkeit. Wenn man ein bisschen rumprobiert und keine
bessere Mglichkeit ndet, so sagt das relativ wenig, wenn man sich aint si-
cher sein kann, dass man alle dglichkeiten systematiscruberpreft hat. Ein
solches systematisches und nachvollziehbaf®berprefen ist einemathema-
tische Argumentation Wenn die mathematische Argumentation eine @gizise
formulierte Aussage begindet, so spricht man von einenBeweis (fur diese
Aussage). Unsere Aussage ist also

.Die Zahl 37 lsst sich nicht als eine Summe (wobei Wiederholungen erlaub
sind) von weniger als vier Zahlen aus den Eurozahlen2l5;10; 20, 50; 100,
200 500 darstellen\.

Wie kann man das systematisch begnden? Grundstzlich kennte man al-
le Summen mit einer Eurozahl, alle Summen mit zwei Eurozalmlaund alle
Summen mit drei Eurozahlen ausrechnen und dann feststelleshass nie 37
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rauskommt. Das ist durcheihrbar, aber sehr aufwndig. Zu einer guten ma-
thematischen Argumentation gebrt auch, dass sie geschickt unekonomisch
ist, dass sie abwegige Situationen schnell ausschlie t ustth auf wesentli-
che Gesichtspunkte konzentriert. Im Beispiel hei t das, dgs man Summen, in
denen ein Schein mit einem Wert von mindestens 50 vorkommaugnicht be-
trachten muss, da eine solche Summe immenegergleich 50 und somit gp er
als der Zielbetrag 37 sein wird. Hierdilt sofort eine typische Eigenschaft
einer mathematischen Argumentation auf: Sie nimmt Bezug awchon eta-
blierte oder bekannte oder allgemein anerkannte Eigensdétean, hier namlich
die Eigenschaft, dass eine Summe von malichen Zahlen g ergleich jedem
Summanden der Summe ist. In einer mathematischen Argumenian geht
man nicht immer ,zureck auf Los\, sondern man verwendet Bekanntes, das
seinerseits irgendwann durch eine mathematische Argumetiten begreindet
worden ist.

Eine weitere Beobachtung, die das rechneriscloerprefen von sehr vielen
Summen eubrigt, geht folgenderma en: Man betrachtet den 20-Euro-&ein.

Das ist der g® te Schein, von dem man noch nicht wei, ob und wie oft er
verwendet wird. Wie oft kann/kennte er verwendet werden? Zuachst darf

er hechstens einmal verwendet werden, da ja

2 20 =40> 37

schon zu gro ist. Muss er in einer minimalen Darstellung varendet werden?
Hier begegnen wir einer typischen Denk gur im Rahmen einer rtteemati-
schen Argumentation: Wir zeigen, dass in einer minimalen Dstellung der

37 mit Eurozahlen die 20 vorkommen muss, indem wir zeigen,s$aeine Dar-
stellung ohne den 20-Schein nicht minimal sein kann. Man sgint von einem
Beweis durch WiderspruchDabei formuliert man eine Annahme, die dann
durch die mathematische Argumentation als unhaltbar erwiesm wird, al-

so als widerspuchlich zu den gegebenen Voraussetzungen der Aussage. Wir
machen also die Annahme:

Es ist meglich, die 37 als eine Summe mit maximal drei Summanden ausnd
Zahlen 1 2;5;10 (also ohne die 20!) darzustellen.

Durch die Abschatzung, die ihrerseits auf Rechengesetze der mdichen Zah-
len Bezug nimmt,

al+b2+c5+d 10 (at+b+c+d10 3 10=30< 37

sieht man aber schnell, dass dies nicht eglich ist. Die Annahme ist also
falsch und eine jede Darstellung der 37 mit maximal drei Eurahlen muss
die 20 verwenden, und zwar genau einmal.

An dieser Stelle tritt eine weitere wichtige Strategie bei Ber mathematischen
Argumentation auf, die Vereinfachung der Situation unter Vewvendung des
schon Gezeigten. Wir wissen bereits, dass 20 genau einmakeomt. Wir

ziehen daher 20 ab und gelangen zur Fragestellung, ob eegfich ist, die
17 als Summe von maximal zwei der Zahlen Z; 5; 10 darzustellen. In einem
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gewissen Sinn sind wir jetzt wieder in der Ausgangssituatipwobei allerdings
die Zahlen einfacher (geworden) sind. Mit der schon verwegtgn Strategie
kann man hier weiterargumentieren: Man zeigt, dass die 10rgai einmal in
einer solchen minimalen Darstellung vorkommen muss, ziebs wieder ab
und gelangt zur Frage, ob man die 7 als Summe von Eurozahlentmur

einem Summandelf darstellen kann, was o enbar nicht neglich ist.

Hier, wie hau g in der Mathematik, hangt also die Gultigkeit einer mathema-
tischen Aussage mit der @ltigkeit einer anderen mathematischen Aussage
von gleichem odemhnlichem Typ zusammen. Von daher ist es sinnvoll, eine
meglichst allgemeine mathematische Aussage zu formulieremidiese zu be-
weisen, wobei man im Beweis zeigt, dass man kompliziertegee( ere Zahlen)
auf einfachere Situationen (kleinere Zahlen) zeickfehren kann. Ein wichtiges
Beweisprinzip entlang dieses Schemas ist d@eweis durch Induktion®’

Wir haben also gezeigt (bewiesen, durch eine mathematiscAegumenta-
tion begrendet), dass man mindestens vier Eurozahlen braucht, um di&¥
als Summe darzustellen: Mit weniger als vier ist es nicht eglich, und die
eingangs beschriebene Zerlegung

37 =20+10+5+2
zeigt, dass es mit vier Eurozahlen sglich ist.

Die 37 ist eine Zahl unter vielen, wir latten gerne zu einer jeden natrlichen
Zahl eine entsprechende Aussage. Zaghst gibt es zu jedem vollen Eurobe-
trag w eine minimale Anzahl an Eurozahlen, mit der man den Betrag als
Summe erhalten kann, aus den drei einfachen @rden, dass (1)uberhaupt
jeder Betrag darstellbar ist (beispielsweise als hinreiehd gro e Summe der
1 mit sich selbst), dass (2) es zu jeder Anzahl an Summanden gadgatz-
lich die beiden Mpglichkeiten gibt, dass der Betrag durch eine Summe aus
Eurozahlen mitk Summanden darstellbar ist oder nicht, und dass (3) das Mi-
nimum einer nichtleeren Menge aus natlichen Zahlen existiert’® Wenn wir
den Betrag mit w bezeichnen, so kann man die minimale Summandenanzahl
als

m(w) = min(k 2 N;w lasst sich als eine Summe mk
Summanden aus Eurozahlen darstellen)

schreiben. Wir fragen uns:

(1) Ist die minimale Darstellung eines Betragew eindeutig?
(2) Wie kann man sie charakterisieren?

16Eine Summe mit nur einem Summanden mag sich sonderbar amhen. In der Mathe-
matik sind aber solche Grenzélle wichtig und stets mitzubetrachten, da man bei einer
Situationsvereinfachung hau g - wie hier - bei einer solchen Extremsituation ankommt.

1’Das Induktionsprinzip werden wir in der siebten Vorlesung gnau besprechen, und
gelegentlich schon verwenden.

8pjes ist unmittelbar klar (?). Wir werden in Lemma 10.11 diese Aussage aus dem
Induktionsprinzip herleiten.
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(3) Wie kann man sie nden?

Dabei suchen wir nicht nur nach einer Antwort, sondern dieser&gen sind
stets so zu verstehen, wie man mathematisch begiden kann, dass die Ant-
wort auch richtig ist. Solche mathematischen Fragendnnen im Aligemeinen
sehr schwierig sein, und es ist von vornherein nicht klar, aban eine losung
nden wird. Wir listen einige Herangehensweisen auf.

(1) Probieren.

(2) Systematischer Probieren.

(3) Extremfalle betrachten.

(4) Hypothese formulieren.

(5) Voraussetzungen leicht andern, um megliche Grinde und Schwie-
rigkeiten zu erkennen.

(6) Hypothese pmziser formulieren.

(7) Hypothese unter starkeren zustzlichen Voraussetzungen beweisen.

(8) Die Perspektiveandern.

(9) Reduktionsmeglichkeiten erkennen.

(10) Hypothese beweisen.

Wir erlautern dies an der ersten Frage, ob es eine eindeutig bestitarmini-
male Darstellung gibt.

(1) Nehmen wir die 37. Esdllt uns keine weitere Darstellung mit vier
Eurozahlen ein. Man kann die obige Argumentation, bei der wige-
zeigt haben, dass es keine Darstellung mit drei Eurozahlerbg et-
was abwandeln, und erélt so eine Begundung, dass die minimale
Darstellung fur die 37 eindeutig ist. Welche Zahl probieren wir als
nechstes? Die 1467

(2) Es ist systematischer, erstmal die kleinsten Zahlen delizugehen, die
1,2,3=1+2;4=2+2;56=5+1, bei denen man recht schnell
erkennen kann, dass die optimalen Darstellungen eindeusgd.

(3) Extremfalle sind beispielsweise die einzelnen Eurozahlen sellostse
sind o enbar durch sich selbst eindeutig minimal darstellar. Wie
sieht es mit der Summe von zwei Eurozahlen aus, kann es $ie eine
weitere Darstellung als Summe von zwei Eurozahlen geben? nifa
nicht?

(4) Nach diesen Beobachtungen bzwJberlegungen formulieren wir die
optimistische Hypothese, dass die minimale Darstellung eieutig ist.

(5) Wie allgemein lennte eine solche Aussage stimmen? Betrachten wir
die gleiche Fragestellungeir eine Wahrung° fur die die Bargeldmittel
gleich

1, 3;5; 10, 30, 5G; 100 300 500

Hier werden also die Voraussetzungen kurz abgadert, um sie besser verstehen zu
kennen.
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sind. Das sieht auf den ersten Blick nicht so anders aus. Alténgs
gibt es hier die beiden verschiedenen Darstellungeglichkeiten

6=5+1=3+3,;

die beide minimal sind, da man die 6 sicher nicht mit einer ¥hze dar-
stellen kann. Die Hypothese kann also nur stimmen aufgrund eq -
scher Eigenschaften der Eurozahlen, eine grobe Argumentatiwird
man somit wohl nicht erwarten und eine Argumentation, die niat
direkt auf die Eurozahlen Bezug nimmt, kann nicht funktioneren.
Auch wenn man die Rickgabe von Geld erlaubt, geht die Eindeutig-
keit verloren, beispielsweise ist

15=10+5=20 5

bei beiden Darstellung werden zwei Scheine bewegt.
(6) Wir meinen naterlich bei eindeutig ,eindeutig bis auf die Reihenfol-
ge\, naterlich ist

37 =20+10+5+2 =2+20+5+10 :

Es kennte sich als sinnvoll erweisen, immer mit einer bestimmieRei-
henfolge der Summanden zu arbeiten, beispielsweise in @ptnder
Gre e.

(7) Wir beweisen die Aussage zuerst numf alle Betrage 10 oder
100 oder nur &r alle Betrage, die als Summe von drei Summanden
darstellbar sind.

(8) Wir wollen etwas uber Zerlegungen

w=al+b2+c 5+d 10+ ::

aussagen. Das kann man von links, also vam aus betrachten, aber
auch von der rechten Seite aus. Kann man einer Darstellung

al+b2+c 5+d 10+

ohne Bezug auf den dargestellten Wert ansehen, ob sie minlnst?
Hier gibt es viele Gesetzm igkeiten, z.B. kann a nicht 2 sein, da man
andernfalls die zwei 1 Euromeinzen sofort durch eine 2-Euromrnze
ersetzen und so mit einer kleineren Anzahl von Eurozahlen &os-
men weirde.

(9) Hangt die eindeutige Zerlegungeifr gro e Zahlen irgendwie mit der
eindeutigen Zerlegungefr kleinere Zahlen zusammen? Eine zweite
Darstellung fer w fehrt zu einer Gleichheit

al+b2+c5+d 10+:xm=a 1+ 2+ 5+d° 10+ :::

Hier kann man links und rechts, falls eine Eurozahl auf beidesei-
ten positiv vorkommt, diese Eurozahl abziehen, und esdlt so eine
Gleichheit fur einen kleineren Ausdruck.

(10) Siehe unten.
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In einem mathematischen Buch (bzw. in der Vorlesung) werdanathemati-
sche Aussagendu g direkt bewiesen, ohne dass die Veberlegungen e#u-
tert werden, die zu dem Beweis gehrt haben. Dies ist von derOkonomie
her begeindet, man mechte einen Beweis haben, und nichtberlegungen
dokumentieren, die @ér sich allein genommen ziemlich aussagelos (wie das
Durchrechnen von einigen Beispielen) sind und von denen é&mo teil auch
in eine falsche Richtung geht. Beim Au nden von Beweisen und é&im Lesen
von Aufgaben (zwischen diesen beiden Aspekten gibt es keinenrglsatzli-
chen Unterschied) ist der Weg dorthin sehr wichtig, und es dta viel probiert,
Strategien entwickelt und diskutiert werden, auch wenn dicdas nicht in der
Dokumentation der letztlich gefundenereberprafbaren Argumentation nie-
derschigt.?°

Nach all diesen Vouberlegungen Bnnen wir den folgenden Satz beweisen.
Satz 2.1. Es gelten die folgenden Aussagen.

(1) Jede nawrliche Zahlw besitzt eine eindeutige Summendarstellung
w=a l+a, 2+a3 5+a4 10+a; 20+ag 50+a; 100+ag 200+a9 500

(mit a;;:::;a9 2 N) mit der Eigenschaft, dass die Gesamtanzahl der
Summanden (als@;+ a,+ + ag) unter allen Darstellungen minimal
ist.

(2) Eine solche Darstellung ist genau dann minimal, wenn die galinden
Koe zientenbedingungen ertllt sind.

a) Die Koe zienten a;, die sich aufl;5; 10;50; 100 beziehen, sind
1
b) Die Koe zienten a;, die sich auf2; 20; 200 beziehen, sind 2.
c) Falls der Koe zient, der sich auf 2 (bzw. 20 bzw. 200 bezieht,
gleich 2 ist, so ist der vorhergehende Koe zient (der sich also aut
bzw. 10 bzw. 100 bezieht) gleichO.
(3) Die eindeutige Darstellung ndet man, indem man sukzessiabstei-

ag ist die maximale nateirliche Zahl mitag 500 w;

de niere
Wg ;= W ag 500
ag ist die maximale nawrliche Zahl mitag 200 wg;
de niere
w; = wg ag 200
etc.

20Das gilt auch fur die abzugebenden Aufgaben. Geben Sie ewberzeugendes Endpro-
dukt der Uberlegungen ab, keine Dokumentation der®berlegungen.

2IDjes ist ein sogenannter, gieriger Algorithmus\, da er sich bei jedem Einzelschritt
daran orientiert, wie man meglichst viel von dem (verbleibenden) Geldbetrag abzahlen
kann.
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Beweis. Wir zeigen zuerst, dass jede minimale Darstellung vom die in (2)
angegebenen Koe zientenbedingungen erfit. Es sei also

w=a l+a 2+a3 5+a4 10+as 20+ag 50+ a; 100+ag 200+ ag 500

eine minimale Darstellung. Wenn der Koe zient vor 1 (alsoa;) gre er als

1 ware, also mindestens 2, soekinte man zwei 1-Eurominzen durch eine
2-Euromeinze ersetzen und étte eine Darstellung mit weniger Summanden
im Widerspruch zur Minimalitat (ebenso ér den Koe zienten vor 10 und
vor 100). Wenn der Koe zient vor 5 gre er als 1 ware, also mindestens 2, so
kennte man zwei 5-Euroscheine durch einen 10-Euroscheins¢zen und latte
eine Darstellung mit weniger Summanden im Widerspruch zur iMimalit at
(ebenso @r den Koe zient vor 50). Wenn der Koe zient vor 2 gr e er als
2 ware, also mindestens 3, soekinte man drei 2-Euronunzen durch eine
1-Euromeinze und einen 5-Euroschein ersetzen unditte eine Darstellung
mit weniger Summanden im Widerspruch zur Minimali&t (ebenso ér den
Koe zienten vor 20 und vor 200). Wenn eine 2-Euroranze doppelt und eine
1-Euromeinze einfach vorkommt, so kann man dies durch einen 5-Eurbsin
ersetzen im Widerspruch zur Minimaliat der Darstellung, ebenso bei einem
doppelten Vorkommen von 20 oder 200.

Wir zeigen nun die Eindeutigkeit der minimalen Darstellungind nehmen an,
dass zwei Zerlegungen

w
a3 1l+a, 2+az3 5+a, 10+as 20+ag 50+a; 100+ag 200+ ag 500
by 1+ 2+by 5+ 10+b 20+ bs 50+ b; 100+ by 200+ by 500

vorliegen. Da beide Darstellungen minimal sind, ssen nach der bisherigen
Uberlegung die Koe zienten jeweils die Koe zientenbedingungen erkillen.
Wir werden zeigen, dass esberhaupt nur eine Darstellung gibt, die die
Koe zientenbedingungen erkillt. Wir m eissen also zeigen, dass

a =Dh

b beide 1 sind, so kann man beidseitig die zugehge Eurozahl (eventuell
zweimal) abziehen und eralt dann eine kleinere Zahw®, fur die zwei Dar-
stellungen vorliegen, die ebenfalls die Koe zientenbedgungen erélllen. Da
man dieseWberlegung #r jedesi durchfahren kann, gelangt man zu einer
Gleichheit, bei der jeweils mindestens einer der Koe ziemtn a;; b gleich 0
ist. Es ist dann zu zeigen, dass auch der andere Koe zient gbb O ist. Dies
zeigen wir absteigend, beginnend migy bzw. by. Da die Situation symme-
trisch?? ist, kennen wir annehmen, dasag = 0 ist. Aufgrund der Koe zien-
tenbedingungen ist (die Klammern sind suggestiv und sollehe verwendeten

22pje Situation ist symmetrisch, da die beiden Darstellungengleichberechtigt sind. In
einer solchen Situation bedeutet es keine Einsclankung der Aussagekraft der Argumen-
tation, wenn man eine Umbenennung vornimmt bzw. eine Eigenshaft, die eines der be-
teiligten Objekte hat, dem ersten zuweist. In einer solchenSituation nden sich haug
Formulierungen wie ,wir kennen annehmen, dass ..\.
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Abschatzungen verdeutlichen, die erste ist echt)
(a1 1+a 2+a3 5 +(as 10+as 20+ ag 50)+(ay 100+ ag 200)
< 10+90+400
= 500:

Daher kann by nicht gre ergleich 1 sein und ist ebenfalls 0. So zeigt man
absteigend, dass alle Koe zienten 0 sind und dass die Dardlieng also ein-
deutig ist.

Wir zeigen nun die andere Richtung aus Teil (2), dass eine Bellung

mit den gegebenen Koe zientenbedingungen die eindeutigeastellung sein
muss. Mit der gleichen Argumentation wie eben, angewendetfaeine solche
Darstellung und die minimale Darstellung, ergibt sich, dasdie Darstellungen
eibereinstimmen.

Der dritte Teil ergibt sich daraus, dass die entstehende Dstellung die in (2)
formulierten Koe zientenbedingungen ertillen muss.

Die Aufgabe 2.25 zeigt, dass das Verfahren aus Satz 2.1 (3)hhibei jeder
Bargeldverteilung zur minimalen Darstellung #ihrt.

2. Arbeitsblatt

2.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 2.1. Wie viele ganzzahlige Geldbet&rge zwischen 1 und 100 Euro
kann man mit maximal zwei Euronunzen bzw. Scheinen (ohne #tkgeld)
begleichen?

2.2. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 2.2. Sie wollen im Unterricht in der Grundschule vermitteln, dass
man nicht durch O teilen darf. Wie argumentieren Sie, wenn ligende Erfolgs-
guoten feststehen.

(1) Mit einem stichhaltigen mathematischen Argument bewirk man,
dass 80 Prozent der Seller und Schulerinnen nicht durch 0 teilen.

(2) Mit dem Argument, dass die 0 ganz ganz traurig wird, wenn duah sie
geteilt wird, bewirkt man, dass 90 Prozent der Seller und Schule-
rinnen nicht durch 0O teilen.

(3) Mit dem Argument, dass die Schler Gummibarchen bekommen,
wenn sie nicht durch O teilen, bewirkt man, dass 100 Prozentd
Schuler und Schulerinnen nicht durch 0O teilen.

Aufgabe 2.3. Aus der Schule ist bekannt, dass man nicht durch 0O dividieren
darf. Warum eigentlich nicht?
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Aufgabe 2.4. Gabi Hochster hat Mathematikunterricht (vierte Klasse), de
von Frau Doris Maier-Sengupta (mit den chern Deutsch und buddhisti-
sche Philosophie) gehalten wird. Gumm#rchen hin oder her, Gabi Hoch-
ster mechte sich nicht damit ab nden, dass man anscheinend nichtudch O
teilen darf. Die Zahlen X0;2=0 u.s.w. warde es geben, ihr Gehalt sei nur
etwas mysterbs, und sie nechte sich damit weiter beschftigen. Man kenne
fur diese Zahlen die Bruchrechenregeln nicht naiv anwenddreispielsweise
gelte nicht die Keirzungsregel

Gabi Hochster

Ansonsten loenne man aber mit diesen neuen Zahlen ziemlich gut rechnen,
es gelten die Kommutativgesetze, die Assoziativgesetze waks Distributiv-
gesetz, und es gelte nach wie vor @ = O fur alle Zahlena, auch fur die
neuen.

(1) Frau Maier-Sengupta wei nicht so recht, wie sie daraufaagieren soll
und wendet sich an Sie, da Sie die Fachleiter/In Mathematikrader
Schule sind. Wie beurteilen Sie die Situation? Hat Gabi rechtWas
ist Ihr Rat an die Kollegin?

(2) Gabi hat mittlerweile Spa an ihren neuen Zahlen gefunde und
bringt die ganze Klasse durcheinander, weil sieestdig sagt, man
darf doch durch 0 teilen\. Frau Maier-Sengupta befrchtet, dass dies
die anderen Schler zu Fehlschbissen verleitet und ermahnt Gabi,
nicht mehr davon zu sprechen, das sei halt so, dass man nichtch O
teilen darf. Daraufhin sagt Gabi:, Frau Maier-Sengupta versteht gar
nix von Mathe, noch nicht einmal, dass man durch 0 teilen darfDies
vermerkt Frau Maier-Sengupta im Klassenbuch als eine Belégung.
Wie hatten Sie reagiert?

(3) Da es der dritte Vermerk war, kommt es zu einem Elterngessch,
zu dem neben Frau Maier-Sengupta, den Eltern, Melissa und Me
vin Hochster, und der Schulleitung auch Sie als Fachleiterilteilneh-
men sollen. Die Eltern beschweren sich, dass Frau Maier-8apta die
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kreativen Ansatze ihrer Tochter nicht positiv aufnehmen wrde, son-
dern abblocke. Sie beirchten, dass ihre Tochter in der Schule geistig
verarme. Was ist Ihre Position?

Aufgabe 2.5. Berechne den Geldbetrag, wenn man von jeder Centeivize
und von jeder Euro-Menze genau ein Exemplar besitzt.

Aufgabe 2.6. Mit den mblichen Eurozahlen soll ein Betrag von 10 Euro be-
glichen werden. Mit welcher Anzahl von Minzen/Scheinen ist dies raglich?

Aufgabe 2.7. Es sei vorausgesetzt, dass man einen konkreten Eurobetrag
w mit k Eurozahlen begleichen kann. Zeige, dass man dann den Eutoébg
w+ 1 mit k +1 Eurozahlen begleichen kann.

Aufgabe 2.8. Wie viele volle Geldbetage zwischen 1 und 100 Euro kann
man mit genau 12;3;4;5;6 Euromeinzen bzw. Scheinen (ohne #Rkgeld)
begleichen? Was ergibt die Summe dieser Zahlen?

Aufgabe 2.9. Wie viele volle Geldbetnge zwischen 1 und 100 Euro kann
man mit genau 12;3;4;5;6 Euromeinzen bzw. Scheinen (ohne #tkgeld)
minimal begleichen.

Aufgabe 2.10. (1) Mit den Eurozahlen kann man mhlen, indem man
fur jede naturliche Zahl die minimale Darstellung angibt, also:
Ein Einer, ein Zweier, ein Einer und ein Zweier, zwei Zweieein
Fenfer, ein Einer und ein Rinfer, ein Zweier und ein kinfer, ein Einer
und ein Zweier und ein Rinfer, etc.
Zahle in dieser Weise bis 50, ohne auf dsbliche Zahlweise im
Dezimalsystem Bezug zu nehmen.
(2) Die Koe zienten in der minimalen Darstellung einer Zahl mit den
Eurozahlen schreiben wir als Tupel, also in der Form

(a1; @; @g; 115 @) ;
wobei sich dieg; auf diei-te Menze (bzw. Geldschein) in aufsteigender
Reihenfolge bezieht. Das Tupel

(1;1,1,0,2,0;,1,0;0)
bedeutetalso11+1 2+1 5+2 20+1 100 = 148. Berechne
(1,0,1,1,1,6:6,20)+(1:1,0,1, 1,0, 1,0, 0)
(das Ergebnis soll wieder in minimaler Darstellung sein).
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Aufgabe 2.11. *

Zun 2 N seif(n) der minimale Eurobetrag, &ir den man mindestensn
Menzen/Scheine braucht, um diesen Betrag zu begleichen.

(1) Erstelle eine Tabelle, aus der die Werteuf f (n) ablesbar sind?
(2) Was ist f (1000000)?

Aufgabe 2.12. Die Schuler und Schulerinnen sollen sichuberlegen, auf wie
viele Arten man den Betrag 85 mit den Euro-Scheinen 50; 20; 50 begleichen
kann. Gabi Hochstereberlegt stattdessen, wie man den Betrag 17 mit den
Zahlen 1 2; 4;10 darstellen kann. Wie kam sie auf diese Fragestellung?

Aufgabe 2.13. Wie kann man das Dezimalsystemef naterliche Zahlen
mit einem Bargeldsystem wie in Satz 2.1 in Verbindung bring@ Wie beweist
man in diesem Fall die Eindeutigkeit der Darstellung? Wastslie Koe zien-
tenbedingung zu formulieren? \Mre das Dezimalsystemedr den Geldverkehr
sinnvoll?

Aufgabe 2.14. An welcher Stelle bricht der Eindeutigkeitsbeweis zu Satz
2.1 zusammen, wenn man mit den Zahlen; 3;5; 10, u.s.w. statt mit den
Eurozahlen rechnet.

Aufgabe 2.15. (1) Ein Munzsystem bestehe aus 1-, 3- und 10-Taler-
Menzen. Ist die minimale Darstellung eines jeden Betragesdeutig?
(2) Ein Munzsystem bestehe aus 1-, 4- und 10-Talereidzen. Ist die mi-
nimale Darstellung eines jeden Betrages eindeutig?

Aufgabe 2.16. *

Auf wie viele Arten kann man mit deneblichen Menzen einen Betrag von
20 Cent begleichen?

Aufgabe 2.17. *

Auf Ruggetong hei t die Wahrung Riggating und es gibt nur zwei Mnzen
(mit vollen Riggatingbetragen). Es kann jeder volle Geldbetrag damit bezahlt
werden. Zeige, dass dann die minimale Darstellung einesgsdseldbetrages
eindeutig ist. Wie kann man sie berechnen?
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Aufgabe 2.18. Auf Riggatong gibt esk Menzen mit den Werten 12;3;:::;
k 1; k. Ist die minimale Darstellung eines jedes Geldbetrages deutig? Ist
die Darstellung, die so viel&k-Meunzen wie neglich verwendet und den Rest
mit einer der anderen Minzen au ullt, minimal?

Aufgabe 2.19. Ein Geldfalscher stellt 3- und 7-Euro-Scheine her.

(1) Zeige, dass es nur endlich viele Betge gibt, die er nicht (exakt)
begleichen kann. Was ist der échste Betrag, den er nicht begleichen
kann?

(2) Was ist der kleinste Betrag, den er auf zwei verschiedekli¢eisen be-
gleichen kann?

(3) Beschreibe die Mengé/ der vollen Eurobetmge, die er mit seinen
Scheinen begleichen kann.

Aufgabe 2.20. Wir erlauben, dass Geldbe®ge auch mit Hilfe von Ruck-
geld (mit den ublichen Eurozahlen) beglichen werden. Eine Darstellungnes
Betrages heit minimal, wenn die Gesamtzahl der bewegten dhzen bzw.
Scheine minimal ist.

(1) Fur welche Geldbetage w 20 verringert sich die minimale An-
zahl an Bargeldmitteln, die bewegt werden mssen (im Vergleich zur
Situation, in der kein Reickgeld erlaubt ist)?

(2) Fur welche Geldbetagew 20 ist die minimale Darstellung eindeu-
tig?

Aufgabe 2.21. *

Professor Knop och nechte mit Dr. Eisenbeis essen gehen und hebt daher
beim Bankautomat 100 Euro in Scheinen ab.

(1) Was ist die minimale Anzahl von Scheinen und was ist die memale
Anzahl von Scheinen, die er bekommen kann?

(2) Ist es meglich, dass er 17 Scheine bekommt?

(3) Welche Anzahlen von Scheinen sind eglich?

(4) Was ist die kleinste Anzahl von Scheinenpf die es zumindest zwei
verschiedene Scheinverteilungen gibt?

Aufgabe 2.22. Welche der folgenden Aussagen sind wissenschaftliche Fak-
ten? Zu welcher Wissenschaft genen sie? Worauf beruht ihre @ltigkeit
bzw. Nichtgeltigkeit?

(1) Rauchen ist gesundheitssadlich.
(2) Die Dinosaurier sind vor ca. 65 Millionen Jahren ausgesben.
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(3) Die Dinosaurier sind gar nicht ausgestorben.

(4) So etwas wie Dinosaurier hat es nie gegeben.

(5) Die Evangelien wurden nicht von Augenzeugen geschrieben

(6) Die abeVermutung ist inzwischen ein Satz.

(7) Die abecVermutung ist immer noch eine Vermutung.

(8) Die Relativitatstheorie ist besatigt.

(9) Es ist nicht meglich, Gold aus anderen Sto en herzustellen.
(10) Die Welt wird bald untergehen.

Aufgabe 2.23. In der Vorlesung wurde ein vergleichsweise positives Bild
von Wissenschaft angedeutet. Es gibt auchellig andere Einsclatzungen,
wie in den folgenden Formulierungen zum Ausdruck kommt. Wasti lhre
Meinung?

(1) Wissenschatft ist in erster Linie ein Herrschaftsinstruent.

(2) Wissenschaft dient hauptschlich zur abgedrehten Selbstbesefti-
gung einer kleinen Elite.

(3) Wissenschatft ist ein modernes Brchen, ein sprachliches Konstrukt,
ein diskursives Narrativ, das man ebenso dekonstruieren kan

(4) Wissenschaft dient allein der Aufrechterhaltung des Patrchats.

(5) Wissenschatft ist gegen Gott.

(6) Wissenschaft besteht aus einer willklichen Ansammlung von Aus-
sagen, das Gegenteil ist stets genauso wahr.

(7) Die sogenannte Wissenschatt liefert nur ein sehr obechliches Bild.
Wahre Erkenntnis erfordert das Einswerden mit der Welt.

2.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 2.24. (4 Punkte)

Auf wie viele Arten kann man mit deneblichen Meinzen einen Betrag von
50 Cent begleichen?

Aufgabe 2.25. (2 Punkte)

Ein Land besitze Munzen im Nennwert von 14;5 und 6 Talern. Zeige, dass
es nicht unbedingt zu einer minimalen Anzahl von Mnzen tihrt, wenn man
einen Betrag sukzessive mit der grtm eglichen Meinze begleicht.

Aufgabe 2.26. (3 Punkte)

Zu den Eurozahlen soll eine z@szliche Meinze mit dem ganzzahligen Wert
k < 10 einged@ihrt werden. Fur welchek ist die minimale Darstellung aller
Geldbetrage eindeutig, @ir welche nicht?
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Aufgabe 2.27. (4 (2+2) Punkte)

Auf den quadratischen Inseln, die wegen der aahernd quadratischen Ge-
stalt der Inseln so hei en, sind die Nennwerte der Mhzen und Geldscheine
die Quadratzahlen 14;9;16;:: .

(1) Bestimme #r w 20 die minimale(n) Darstellung(en) vorw.
(2) Ist die minimale Darstellung #ir alle (!) w eindeutig?

Aufgabe 2.28. (6 (2+2+2) Punkte)
Ein Geldfalscher stellt 4-, 9- und 11-Euro-Scheine her.

(1) Zeige, dass es nur endlich viele Betge gibt, die er nicht (exakt)
begleichen kann. Was ist der échste Betrag, den er nicht begleichen
kann?

(2) Was ist der kleinste Betrag, den er auf zwei verschiedeléeisen be-
gleichen kann?

(3) Beschreibe explizit die MengéM der vollen Eurobetmge, die er mit
seinen Scheinen begleichen kann.

3. Vorlesung - Aussagen

Uns ist ein Vorlesungshund zugelaufen. Sie heit Vorli.

3.1. Aussagen.

Eine Aussageist ein sprachliches Gebilde, dasgahr oder falsch sein kann?
Es ist durchaus erlaubt, dass man nicht entscheiden kann, atle Aussage

23statt ,wahn sagt man auch, dass die Aussagailt oder dass sierichtig ist, statt
«falsch\ auch, dass sie nicht gilt.
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wahr oder falsch ist, weil man dazu Zusatzinformationen betigt. Wichtig
ist allein, dass die Padikate wahr und falsch sinnvolle Padikate des Gebildes
aufgrund seiner syntaktischen und semantischen Gestalndi

Die Bedingung der Bedeutungsklarheit wird von natrlich-sprachlichen Aus-
sagen selten e#fllt. Nehmen wir z.B. den Satz

Dieses Pferd ist schnell.

Einerseits haben wir keine Information, um welches Pferd e&h handelt, von
dem da die Rede ist, und die @ltigkeit der Aussage mngt vermutlich davon
ab, welches Pferd gemeint ist. Andererseits ist die Bedeutyirvon ,schnell\
nicht so fest umrissen, dass, selbst wenn es klaang, um welches Pferd es
sich handelt, vermutlich Uneinigkeit herrscht, ob es als soell gelten soll
oder nicht. Weitere alltagssprachliche Aussagen sind

Marsmenschen sind gm.
Ich fresse einen Besen.
Heinz Ngolo und Mustafa Muller sind Freunde.

In der naterlichen Sprache besteht die Mglichkeit, durch Zusatzinforma-
tionen, Kontextbezug, intersubjektive Vereinbarungen uth kommunikative
Bedeutungsangleichungen eine Gegmhsituation zu erzeugen, in der man
eber die Gultigkeit von solchen nicht scharf de nierten Aussagen weiehen-
de Einigkeit erzielen kann. In der Logik und in der Mathemak hingegen
sind diese praktischen No#isungen nicht erlaubt, sondern die Bedeutung ei-
ner Aussage soll allein aus der Bedeutung der in ihr verwendat Begri e
erschlie bar sein, wobei diese Begri e zuvor klar und unmsvers&ndlich de-
niert worden sein meissen. Einige mathematische Aussagen (egal ob wahr
oder falsch) sind

5> 3

5< 3

5 ist eine nawrliche Zahl.
Esist 7+5 = 13:
Primzahlen sind ungerade.

Die minimale Darstellung eines Geldbetrages durch die Ewahlen ist
eindeutig.

Wenn man diese Aussagen versteht, und insbesondere die inghrnverwen-
deten Begri e und Symbole kennt, so sieht man, dass es sich ulissagen
handelt, die entweder wahr oder falsch sind, und zwar unabhgig davon, ob
der Leser wei , ob sie wahr oder falsch sind. Ob ein spracliies Gebilde eine
Aussage ist mngt nicht vom Wissen, ob sie wahr oder falsch ist, oder vom
Aufwand ab, mit dem man durch zustzliches Nachforschen, durch Experi-
mente oder durch logisch-mathematischddberlegen entscheideneénnte, ob
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sie wahr oder falsch ist. Bei den folgenden Beispielen hahdes sich zwar
um mathematische Objekte, aber nicht um Aussagen:

5

5+11

Die Menge der Primzahlen

A\ B

Eine Summe von énf Quadraten

2f (tydt.

Statt uns jetzt mit konkreten Aussagen auseinander zu setzenehmen wir
im Folgenden den strukturellen Standpunkt ein, dass eine Asage eine Aus-
sagenvariablep ist, die einen der beidenwahrheitswerte wahr oder falsch
annehmen kann. Zumchst interessiert uns dann, wie sich diese Wahrheits-
belegungen bei einer Konstruktion von neuen Aussagen ausealtAussagen
verhalten.

3.2. Verkn upfungen von Aussagen.

Man kann aus verschiedenen Aussagen neue Aussagen bilden. AarsAlis-
sage

Ich fresse einen Besen

kann man dienegierte Aussage
Ich fressenicht einen Beseff

machen, und aus den beiden Aussagen
Marsmenschen sind gm

und
Ich fresse einen Besen

kann man beispielsweise die folgenden neuen Aussagen bastel
Marsmenschen sind gm und ich fresse einen Besen
Marsmenschen sind gm oder ich fresse keinen Besen
Wenn Marsmenschen gin sind, dann fresse ich einen Besen

Wenn nicht gilt, dass Marsmenschen @n sind, dann fresse ich einen
Besen

Wenn Marsmenschen @m sind, dann fresse ich keinen Besen

24Dje sicherste Art, zur Negation zu kommen, ist eine Konstruktion wie , es ist nicht
der Fall, dass ..\ zu verwenden. Dies ist inshesondere beiranderen Beispielsatz zu be-
denken, die Aussage, Marsmenschen sind nicht gen\ kann man so verstehen, dass alle
Marsmenschen nicht-gein sind, oder, dass eben nicht alle Marsmenschen gn sind, es also
Ausnahmen gibt. Siehe auch den Abschnittiber Quantoren weiter unten.
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Wenn nicht gilt, dass Marsmenschen @n sind, dann fresse ich keinen
Besen

Marsmenschen sindjenau danngrein, wenn ich einen Besen fresse

Hierbei werden die einzelnen Aussagenmrfsich genommen nicht vesindert
(bis auf gewisse grammatische Anpassungen), sondern ledfgin einen logi-
schen Zusammenhang zueinander gebracht. Eine solche IdusVerkrupfung
ist dadurch gekennzeichnet, dass sich ihr Wahrheitsgehadilein aus den
Wahrheitsgehalten der beteiligten Aussagen und der Bedeuty dergramma-
tischen Konjunktionen (aussagenlogisch spricht man vodunktoren) ergibt
und keine weitere Information dadir erforderlich ist. Die Aussage

Marsmenschen sind gm und ich fresse keinen Besen

ist beispielsweise genau dann wahr, wenn sowohl Marsmermstlgrin sind

und ich keinen Besen fresse. Das ist jedenfalls die Bedewgutter logischen
~und\-Verkn upfung. Eine inhaltliche Beziehung zwischen den beiden Tei
aussagen ist nicht mtig.

Betrachten wir zum Vergleich eine Aussage wie
Die greanen Marsmenschen fressen Besen

Hier entsteht eine wllig neue Aussage, die lediglich einzelne Vokabeln oder
Pradikate der vorgegebenen Aussagen verwendet, ihr Wahrhgihalt lasst
sich aber keineswegs aus den Wahrheitsgehalten der vordpegeen Aussagen
erschlie en.

Eine logische Verkmpfung von Aussagen liegt vor, wenn sich der Wahrheits-
gehalt der Gesamtaussage aus den Wahrheitsgehalten derld@ssagen er-
gibt. Die beteiligten Verknepfungen legen dabei fest, wie sich die Wahrheits-
werte der Gesamtaussage bestimmen lassen.

3.3. Aussagenvariablen und Junktoren.

Um sich die Abhangigkeiten von zusammengesetzten Aussagen allein von den
einzelnen Wahrheitsgehalten der beteiligten Teilaussagend den Junktoren,
nicht aber von den konkreten Aussagen und ihren Bedeutungeraier zu
machen, ist es sinnvoll, mitAussagenvariablerzu arbeiten und die Junktoren
durch Symbole zu repasentieren. Fir Aussagen schreiben wir jetzt

|15 A

und wir interessieren und also nichtefr den Gehalt von p, sondern ledig-
lich fur die meglichen Wahrheitswerte (odeBelegungen von p, die wir mit

w (wahr) oder f (falsch) bezeichnen (gelegentlich verwendet man auch die
Wahrheitswerte 1 und 0). Bei derNegation werden einfach die Wahrheits-
werte vertauscht, was man mit einer einfacheWwahrheitstabelleausdmickt:
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Negation
Pl P
w f
f w

Bei einer konkreten Aussage gibt es in der Regel mehrere spadhe Meglich-
keiten, die Negation zu formulieren. Um die Aussaggch fresse einen Besen\
ZuU negieren, ist es egal, ob man sagt:

Ich fresse nicht einen Besen.

Ich fresse keinen Besen.

Es ist nicht der Fall, dass ich einen Besen fresse.
Es tri t nicht zu, dass ich einen Besen fresse.

Die Negation wirkt auf eine einzelne Aussage, man spricht voimem ein-
stelligen Operator Kommen wir nun zu mehrstelligen Operatorendie von
mindestens zwei Aussagen akBhgen. Bei der Verkmpfung von zwei Aus-
sagen gibt es insgesamt vier egliche Kombinationen der Wahrheitswerte,
so dass jede logische Verlpfung dadurch festgelegt ist, wie sie diesen vier
Kombinationen einen Wahrheitswert zuordnet. Daher gibt esnsgesamt 16
logische Verkmipfungen, die wichtigsten sind die folgenden vier.

Die Konjunktion ist die Und-Verknupfung Sie ist genau dann wahr, wenn
beide Teilaussagen wahr sind; sie ist also falsch, sobald eine der beteilig-
ten Aussagen falsch ist. Did&Vahrheitstabelleder Konjunktion sieht so aus.

Konjunktion
q| pP"q
w

P

AR
w| f
flw
f|f

—h| —h| —h

Die Disjunktion (oder Alternation) ist die einschlie endeOder-Verknupfung
Sie ist wahr sobald mindestens eine der Teilaussagen walty isxd insbeson-
dere auch dann wahr, wenn beide Aussagen zugleich wahr sini@. iSt nur in
dem einzigen Fall falsch, dass beide Teilaussagen falsaidsiO ensichtlich
sind bei einer Konjunktion und einer Disjunktion die beteigten Teilaussagen
gleichberechtigt.

Disjunktion
q/pP_Q9

p
w
W
f
f

-~ 2|2

w
f

w
f
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Die Implikation ist die in der Mathematik wichtigste Verknepfung. Mathema-
tische Satze haben fast immer die Gestalt einer (verschachteltenmnplikation.
Der logische Gehalt einer Implikation ist, dass aus der#gigkeit einer Vor-
aussetzungdie Gulltigkeit einer Konklusion folgt.?> Sie wird meistens durch
~Wenn p wahr ist, dann ist auchq wahn (oder kurz: Wenn p, dann ) aus-
gedrickt. lhre Wahrheitsbedingung ist daher, dass wenp mit wahr belegt
ist, dann muss auchg mit wahr belegt sein. Dies ist endllt, wenn p falsch ist
oder wenng wabhr ist.2® Ihre Wahrheitstabelle ist daher

Implikation
pPlg/p! q

W

W
f
f

22|

w
f
w
f

Bei einer Implikation sind die beiden beteiligten Teilausgyen nicht gleich-
berechtigt, die Implikationenp! qund q! p sind verschiedene Aussagen.
Eine Implikation hat also eine, Richtung\.?’ Im allgemeinen Gebrauch und
auch in der Mathematik werden Implikationen zumeist dann wavendet, wenn
der Vordersatz der, Grund\ f ur die Konklusion ist, wenn die Implikation al-
so einen kausalen Zusammenhang ausdkt. Diese Interpretation spielt aber
im aussagenlogischen Kontext keine Rolle.

Wenn die beiden Implikationenp! qundq! p zugleich gelten, so wird das
durch ,,genau dann istp wahr, wenn q wahr ist\ ausgedmrickt. Man spricht
von einer Aquivalenz der beiden Aussagen, die Wahrheitstabelle ist

25Genauer gesagt haben mathematischesize fast immer die Gestaltpy ~ p,™ :::2 py !

26An die Wahrheitsbelegung einer Implikation fur den Fall, wo der Vordersatz falsch
ist, muss man sich etwas gewhnen. Der Punkt ist, dass wenn man eine Implikationp! ¢
beweist, dass man danrm als wahr annimmt und davon ausgehend zeigen muss, dass auch
g wahr ist. Der Fall, dass p falsch ist, kommt also in einem Implikationsbeweis gar nich
explizit vor. In diesem Fall gilt die Implikation, obwohl si e keine , Schlusskraft\ besitzt.
Nehmen wir als Beispiel die mathematische Aussage, dass werine natirliche Zahl n
durch vier teilbar ist, sie dann gerade ist. Dies ist eine wahe Aussage @r alle naterlichen
Zahlen, sie gilt insbesondere auchefr alle Zahlen, die nicht durch vier teilbar sind. Es
gibt auch jeweils fur alle drei Wahrheitsbelegungen, die eine Implikation wal machen,
Beispiele von natirlichen Zahlen, die genau diese Wahrheitsbelegung regsentieren, nicht
aber fur die vierte.

27Bej einer Implikation p! g sagt man auch, das9 eine hinreichende Bedingungfer
g und dassq eine notwendige Bedingungfer p ist. Siehe dazu auch die Wahrheitstabelle
zur Kontraposition weiter unten.
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Aquivalenz

q,p$ ¢
w| w
f f
w f
f w

Beispiele #ir eine mathematischeAquivalenzaussage sind:

Eine naturliche Zahln ist genau dann gerade, wenn sie im Zehnersystem
auf 0, 2; 4; 6 oder 8 endet.

Ein Dreieck ist genau dann rechtwinklig, wenn es eine Seitédt deren
Quadrat gleich der Summe der beiden anderen Seitenquadrage

Die Hinrichtung im zweiten Beispielsatz ist dabei der Satz dePythagoras,
die Reickrichtung gilt aber auch. Achtung: In gewissen Kontexten arden
Aquivalenzen als Implikationen formuliert. Dies gilt beisgelsweise ér Beloh-
nungen, Bestrafungen und auch in mathematische De nitiome Wenn man
sagt: ,wenn du nicht durch 0O teilst, bekommst du ein Gummilrchen\, so
meint man in aller Regel, dass man auch nur dann eines bekomnaber
nicht, wenn man durch O teilt. Mathematische De nitionen we ,eine Zahl
heit gerade, wenn sie ein Vielfaches der 2 ist\, sind als gemalann, wenn
zu verstehen.

Unter Verwendung der Negation kann man jede logische Vempfung durch
die angetihrten Verknepfungen ausdecken, wobei man noch nicht mal alle
braucht. Z.B. kann man die Konjunktion (und ebenso die Impkation und
die Aquivalenz) auf die Disjunktion zumickfehren, die Wahrheitstabellé®

Konjunktion als Disjunktion
q c(p_:9

W

P
VAR
w| f f
flw f
f|f f

zeigt namlich, dass die Wahrheitsfunktion von (: p_: @) mit der Wahrheits-
funktion von p” g mbereinstimmt. Daher sind die beiden Ausdrcke logisch
gleichwertig. Bei einem solchen nur leicht verschachtettéusdruck kann man
die Wahrheitswerte noch einfach berechnen und damit die WHteitsgleich-
heit mit der Konjunktion feststellen. Bei komplizierteren(tiefer verschachtel-
ten) Ausdreicken ist es sinnvoll, abkngig von den Belegungen der beteiligten
Aussagenvariablen die Wahrheitswerte der Zwischenausdke zu berechnen.
Im angegebenen Beispiel wvde dies zur Tabelle

28Im Folgenden verwenden wir, um Klammern zu sparen, die Konvation, dass die
Negation starker bindet als alle mehrstelligen Junktoren, und dass di&onjunktion st arker
bindet als die anderen zweistelligen Junktoren.
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Konjunktion als Disjunktion

plal:pl:gl:p_tq[:(p_:0Q
wiw| f [ f f w
w|f| f|w w f
flw|lw]|f w f
flflw|w w f

fuhren. Naterlich kann man statt zwei auch beliebig viele Aussagenvahbien
verwenden und daraus mit den Verkapfungen neue Aussagen konstruieren.
Die Wahrheitsbelegung der zusammengesetzten Aussagendassich dann
ebenfalls in entsprechend @reren Wahrheitstabellen darstellen.

3.4. Tautologien.

Bei Einzelaussagen und zusammengesetzten Aussagen istrjdilahrheits-
wert erlaubt, und die Wahrheitswerte bei den verkapften Aussagen ergeben
sich aus den Einzelbelegungesber die Wahrheitsregeln, die die Junktoren
auszeichnen. Abkangig von den Belegungeneanen somit alle Aussagen wahr
oder falsch sein. Besonders interessant sind aber solche sagen, die un-
abhangig von den Einzelbelegungen stets wahr sind. Solche Aug=anennt
man Tautologien (oder allgemeingiltig). Sie sind #ir die Mathematik vor al-
lem deshalb wichtig, weil sie erlaubten Schlussweisen gneschen, wie sie in
Beweisen lau g vorkommen. Wenn man beispielsweise schon die beiden Aus
sagenp und p! q bewiesen hat, wobei hiep und q fur konkrete Aussagen
stehen, so kann man daraus auf diesligkeit von q schlie en. Die zugrunde
liegende aussagenlogische Tautologie ist

(" (p! a)! a:

Wie gesagt, eine Tautologie ist durch den konstanten Wahrhswert wahr
gekennzeichnet. Der Nachweis, dass eine gegebene AussageTaintologie
ist, verlauft am einfachstenuber eine Wahrheitstabelle.

Ableitungsregel (Modus ponens )

pla/p! gptE! 9| /E! 9)! g
wWiw| w w w
w| f f f w
flw|l w f w
flf w f w

Doppelnegation
plipl:CpP|p$: (P
w| f w w

flw f w
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Tertium non datur

p|:p p_:p
w| f w
flw w

Die RegelTertium non datur geht auf Aristoteles zueick und besagt, dass
eine Aussage (entweder) wahr oder falsch ist und es keine tiriMeglichkeit
gibt. Die obige Regel dackt formal gesehen nur aus, dass mindestens ein
Wahrheitswert gelten muss, die Regel davor sagt, dapswahr zugleich: p
wahr ausschlie t, was man auch dersatz vom Widerspruchnennt (zusam-
menfassend spricht man auch vomBivalenzprinzip). Die Gelltigkeit dieser
Regeln ist bei vielen umgangssprachlichen Aussagen fraggig, im Rah-
men der Aussagenlogik und der Mathematik haben sie aber ungaschankt
Gultigkeit, was wiederum damit zusammenéngt, dass in diesen Gebieten nur
solche Aussagen erlaubt sind, denen ein eindeutiger Wahitiseiert zukommt.
Als Beweisprinzip schagt sich dieses logische Prinzip aBeweis durch Fall-
unterscheidungnieder, wobei die folgende Tautologie dieses Beweisprmzi
noch deutlicher ausduckt.

Fallunterscheidung

Pla (P! gqj:pl:p! qj(! 97 Cp! g [P 9" Cp! 9! g
w | w w f w w w
w | f f f w f w
flw w w w w w
fl|f w w f f w

Bei der Fallunterscheidung will mang beweisen, und man beweist es dann
einerseits (Fall 1) unter der zuatzlichen Annahmep und andererseits (Fall 2)
unter der zuatzlichen Annahme: p. Man muss dabei zweimal was machen,
der Vorteil ist aber, dass die zustzlichen Annahmen zuatzliche Methoden
und Techniken erlauben.

Die Kontraposition wird hau g in Beweisen verwendet, ohne dass dies immer
explizit gemacht wird. In einem Beweis nimmt man einen pragatischen
Standpunkt ein, und manchmal ist es einfacher, vong nach: p zu gelangen
als vonp nachq.

Kontraposition

pla|p! gl:p/:q[:q!: p/(p! 9% (Cqg!: p)
AR w f | f w w

w| f f fl|lw f w

flw w w | f w w

fl|f w W | w w w

Die Widerspruchsregelist auch ein hau ges Argumentationsmuster. Man
zeigt, dass aus einer Aussageein Widerspruch, oft von der Formg”: q,
folgt, und schlie t daraus, dassp nicht gelten kann, also: p gelten muss.
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Widerspruchsregel

Plg[p! g/p!'t g 99" (! q pl(P! 9*(p!: a!: p
w | w w f f f w

w | f f w f f w

flw w w w w w

flf w w w w w

3. Arbeitsblatt

3.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 3.1. Folgende Implikationen stehen fest.

(1) Wenn Mustafa Muelller lustige Grimassen macht, dann muss sich Heinz
Ngolo den Bauch halten.

(2) Wenn er zu viele Gummilmrchen isst, dann muss sich Heinz Ngolo
den Bauch halten.

(3) Wenn er einen Ball gegen den Bauch bekommt, dann muss sktbinz
Ngolo den Bauch halten.

Im Moment muss sich Heinz Ngolo nicht den Bauch halten. Was karman
daraus schlie en?

Heinz Ngolo

3.2. Ubhungsaufgaben.

Aufgabe 3.2. Warum ist Mathematik schwierig, obwohl darin doch alles
logisch ist?

Aufgabe 3.3. Die Implikation p! ¢ sei bereits bewiesen. Die Aussag?
hert sich ahnlich an wie die Aussag®. Kann man daraus die Implikation
p°! g beweisen?
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Aufgabe 3.4. Paraphrasiere die folgenden Aussagen als Wenn-dann-Aus-
sagen.

(1) Was Hanschen nicht lernt, lernt Hans nimmermehr.

(2) Was der Bauer nicht kennt frisst er nicht.

(3) Sobald die Sonne scheint geht Lucy nach drau en.

(4) Ab 32 Punkten bekommt man eine 1.

(5) Mit dieser Einstellung sollten Sie nicht Lehrer werden.

(6) Was uns nicht umbringt macht uns tarter.

(7) Fruh wbt sich, wer ein Meister werden will.

(8) Wer A sagt muss auctB sagen.

(9) Wer nicht kommt zur rechten Zeit, der muss sehn, wasbrig bleibt.
(10) Wer selber ohne 8nde ist werfe den ersten Stein.

Aufgabe 3.5. Erstelle die Kontrapositionen zu den in Aufgabe 3.4 formu-
lierten Aussagen. Vermeide dabei Doppelnegationen.

Aufgabe 3.6. Negiere eine Implikationsaussage durch eine logische Kon-
junktion.

Aufgabe 3.7. Die folgenden Implikationen stehen fest.

(1) Genau dann freuen sich die Regemwmer, wenn es regnet oder
schneit.

(2) Genau dann freuen sich die Kinder, wenn die Sonne scheoder es
schneit.

Welche Schlussfolgerung kann man in den folgendenllen ziehen.
a) Die Kinder und die Regenwrmer freuen sich.

b) Die Kinder freuen sich und die Regenurmer freuen sich nicht.
c) Die Kinder freuen sich nicht und die Regenwrmer freuen sich.

Aufgabe 3.8. Immer wenn es schneit, dann unternimmt Mustafa Miler
(mindestens) eine der folgenden &ftigkeiten.

(1) Er fahrt Schlitten.

(2) Er baut einen Schneemann.

(3) Er macht mit Heinz, Gabi und Lucy eine Schneeballschlacht

(4) Er schippt fur seine Oma den Schnee weg und trinkt mit ihr Tee.
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Nun schneit es, und Mustafa trinkt keinen Tee, erehrt nicht Schlitten und
er baut keinen Schneemann.
a) Welche Tatigkeit fehrt er aus?
b) Kann man eine Aussage daiber tre en, ob er Schnee schippt?

c) Kann man eine Aussage daber tre en, ob er fur seine Oma Schnee
schippt?

Mustafa Muller

Aufgabe 3.9. *
Folgende Aussagen seien bekannt.

(1) Der frahe Vogel &angt den Wurm.

(2) Doro wird nicht von Lilly gefangen.

(3) Lilly ist ein Vogel oder ein Igel.

(4) Fur Igel ist 5 Uhr am Morgen spt.

(5) Doro ist ein Wurm.

(6) Fur Vegel ist 5 Uhr am Morgen feh.

(7) Lilly schlaft bis 5 Uhr am Morgen und ist ab 5 Uhr unterwegs.

Beantworte folgende Fragen.

(1) Ist Lilly ein Vogel oder ein Igel?
(2) Ist sie ein frahes oder ein s@tes Tier?
(3) Fangt der smte Igel den Wurm?

Aufgabe 3.10. *

Beurteile die SnookerweisheitEin Snookerspiel kann man in der ersten Ses-
sion nicht gewinnen, aber verlieren\ vom logischen Standpkt aus.
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Aufgabe 3.11. *

Im Pokal spielt Bayern Menchen gegen den TSV Wildberg. Der Trainer vom
TSV Wildberg, Herr Tor Acker, sagt, Wir haben in dem Spiel nichts zu ver-
lieren\. Die Logiklehrerin von Wildberg, Frau Loki Schummée, sagt, Wenn
die Wildberger in dem Spiel nichts zu verlieren haben, dannaben auch
die Menchner in dem Spiel nichts zu gewinnen\. Der Trainer von Barn
Meunchen, Herr Roland Rollrasen, sagi{Wir haben in dem Spiel etwas zu
gewinnen\.

(1) Ist die Aussage von Frau Schummele logisch korrekt?

(2) Es sei vorausgesetzt, dass die Aussage des Bayerntrasnemhr ist.
Welche Folgerung kann man danneir die Aussage von Herrn Acker
ziehen?

Aufgabe 3.12. Die Mama sagt:,,Wenn die Kinder heute lieb sind, dann
gehen wir morgen in den Zoo\. Am Abend stellt man fest, dass dieitder
heute nicht lieb waren. Der Papa sagt;, Wir gehen morgen in den Zoo\.
Besteht ein logischer Widerspruch zwischen den Aussagen égtern?

Aufgabe 3.13. Die Lehrerin fragt Gabi Hochster, Stimmt das oder stimmt
das nicht\? Darauf antwortet Gabi mit den Worten , Ja, das stimmt oder das
stimmt nicht\. Wie beurteilen Sie die Antwort von Gabi? Gelten aussagen-
logische Gesetze im Fragekontext?

Aufgabe 3.14. Die Klasse 6b hat an jedem Wochentag eine Stunde Mathe-
matik. Die Lehrerin, Frau Maier-Sengupta, sagt am Freitag; Nachste Wo-
che werden wir eine Klassenarbeit schreiben, der genaue Teigd aber eine
Uberraschung sein\. Daraufhin sagt Gabi Hochster;Sie kigen\ An welche
Argumentation denkt Gabi?

Aufgabe 3.15. Beweise mittels Wahrheitstabellen, dass die folgenden Aus-
sagen Tautologien sind.

(1) N | N

@ _ ! _

Aufgabe 3.16. Beweise mittels Wahrheitstabellen, dass die folgenden Aus-
sagen Tautologien sind.

CONGRAND M N )
@C_)_ ! )
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Aufgabe 3.17. Beweise mittels Wahrheitstabellen, dass die folgenden Aus-
sagen Tautologien sind.

Qcn)s
@ ~ 1 .
@ (o)

@ctctopr et )t
GCt H)s ¢ _ )

Aufgabe 3.18. Man beweise mittels Wahrheitstabellen didRegeln von de
Morgan, namlich dass
()8 ¢ )

und
M )S ¢ o)

Tautologien sind.

Aufgabe 3.19. *
Zeige, dass der aussagenlogische Ausdruck

(rt (e*> Q) Cp! Cr_a)

allgemeingiltig ist

Aufgabe 3.20. *

Finde einen meglichst einfachen aussagenlogischen Ausdruck, der diayéol-
de tabellarisch dargestellte Wahrheitsfunktion ergibt.

- Z|" |2
—hé—h—ho

Aufgabe 3.21. Finde einen neglichst einfachen aussagenlogischen Aus-
druck, der die folgende tabellarisch dargestellte Wahrtefunktion ergibt.

- E| |2
S|
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Aufgabe 3.22. Es sein eine natrliche Zahl. Zeige mittels einer Fallunter-
scheidung, das®? n stets gerade ist.

Aufgabe 3.23. *

(1) Lese das folgende I\/(I)inisudoku
2
%3 4§ _
4 1

(2) Begreande, dass das Minisudoku aus (1) nur einessung besitzt.
(3) Welche mathematischen Beweisverfahren nden sich algdische Ar-
gumentationsschemata beim ésen eines Sudokus wieder?

3.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 3.24. (1 Punkt)

Es gilt: Wenn keine Ferien sind und kein Wochenende ist und aicht krank
ist, dann muss Heinz Ngolo in die Schule. Heute muss Heinz Ngolohim
die Schule. Was kann man daraus schlie en?

Aufgabe 3.25. (4 Punkte)
Folgende Aussagen stehen fest.

(1) In den Sommerferien fahren wir nach Italien.

(2) In den Winterferien fahren wir nachOsterreich.

(3) Wenn wir in Osterreich sind, besuchen wir auch die Oma.

(4) Wenn wir nach Italien fahren, fahren wir durch die Schweioder durch
Osterreich.

Beantworte die folgenden Fragen.

a) Wir fahren nach Italien, aber nicht durch die Schweiz. Beshen wir die
Oma?

b) Es sind Sommerferien und wir fahren nicht durch die SchweiBesuchen
wir die Oma?

c) Kann man die Aussage,Wenn wir die Oma nicht besuchen, dann sind
keine Winterferien\ aus den Voraussetzungen erschlie en?

d) Kann man die Aussage,In den Sommerferien und in den Winterferien
besuchen wir die Oma\ aus den Voraussetzungen erschlie en?
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Aufgabe 3.26. (3 Punkte)
Bestimme den Wahrheitswert der Aussage

(G CEN! C@)_CmNs (@) (@)

wennp und r falsch sind undq wabhr ist.

Aufgabe 3.27. (2 Punkte)

Beweise mittels Wahrheitstabellen, dass die folgenden Aagen Tautologien
sind.

(1) ¢ "~ (
2 _(

) I G (A 2
"t

()~ C_ )

Aufgabe 3.28. (3 Punkte)

Man beweise mittels Wahrheitstabellen die (verallgemeirten) Regeln von
de Morgan namlich dass

AR R ) I T ( QRO AN (R )
und
(2 N$ (" )_C ™)

Tautologien sind.

Aufgabe 3.29. (2 Punkte)

Finde einen neglichst einfachen aussagenlogischen Ausdruck, der dieyéol-
de tabellarisch dargestellte Wahrheitsfunktion ergibt.

- E| |
-S| S| =V
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4. Vorlesung - Quantoren und Mengen

Vorli begleitet dich bei den Vorlesungen. Das hilft sehr, dan Vorli sorgt fer eine
gute Balance aus Energie und Entspannung.

4.1. Quantoren.

Betrachten wir nochmal die beiden Beispielaussagen
Marsmenschen sind gm

und
Ich fresse einen Besen,

und schauen uns die innere Struktur genauer an. In der erst&ussage wird
einer gewissen Art von Lebewesen eine Eigenschaft zugespea¢so wie wenn
man sagt, dass Geparden schnell sind oder dass Faultierel famnd. Damit
kann man meinen, dass Marsmenschem Normalfal\ oder ,fast immen
gren sind, oder aber im strengeren Sinn, dass wirklich alle Manenschen
gren sind. In der Mathematik interessiert man sich#r Aussagen, die ohne
Ausnahmen gelten (wobei man allerdings in einer mathematisen Aussa-
ge die Ausnahmen auch explizit machen kann), so dass wir die Aage im
strengen Sinn verstehen wollen. Es handelt sich um eine sogente Allaus-
sage In ihr kommen zweiPreadikate (Eigenschaften, Attribute) vor, namlich
einerseits, ein Marsmensch zu sein, andererseitejigzu sein. Ein Padikat P
ist etwas, was einem Objekt (grammatisch spricht man von eim Subjekt),
einem Gegenstand, einem Element zukommen oder nicht zukoemmkann.
Ein Pradikat ist fur sich genommen keine Aussage; aus einenmafikat kann
man aber grundsitzlich auf zwei verschiedene Arten eine Aussage machen,
indem man ramlich einerseits (durcheinsetzer) fur ein konkretes Objekta
die Aussage

P(a)
bildet, die bedeutet, dass das Objeka die EigenschaftP besitzt, was wahr

sein kann oder eben auch nicht. Andererseits kann man darausrch Quan-
ti zierung eine Aussage gewinnen. So kann man die Aussage bilden, dass
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alle”® Objekte (typischerweise aus einer bestimmten Grundmenge)e Ei-
genschaftP haben, was wiederum wahr oder falsch sein kann. Daseidkt
man formallogisch durch
8xP (x)
aus. Das Symbol
8

ist eine abkirzende Schreibweisaif , fur alle\ *°, und besitzt ansonsten keine
tiefere Bedeutung. Es wirdAllquantor genannt. Die obige Marsmenschen-
aussage kann man als

8X(M(x) ! G(x))
schreiben. Das bedeutet, dasaif alle Objekte ohne weitere Einsclankung
gilt: wenn es sich um einen Marsmenschen handelt (wenn algb zutri t),
dann ist er auch gein. Fer jedesx steht in der gro en Klammer eine Aussage
in der Form einer Implikation, die eben besagt, dass wenn d&bordersatz
wahr ist, dann auch der Nachsatz wahr sein muss.

Die zweite Beispielaussage kann bedeuten, dass ich genaeriBesen fresse
oder aber mindestens einen Besen. Die Wortbedeutung des estimmten
Artikels ist nicht eindeutig, in einer Aussage wigeine P anze braucht Was-
sen bedeutet, eine\ sogar,alle\. In der Mathematik bedeutet es fast immer
.Mmindestens einen\. Die Besenaussage kann man also paragheeen als

Es gibt einen Besen, den ich fresse.
Dies ist eineExistenzaussagé' Eine formallogische Repsentierung ist
(B (x) " F(x));

wobei B (x) bedeutet, dass das Objekk ein Besen ist und wobeF (x) be-
deutet, dass ich dieseg fresse. Man lennte genauso gut

X(F (x) * B(x))

schreiben. Das Zeichen
9

wird ,es gibt\ oder ,es existierfi gesprochen und wird deExistenzquantor
(oder Existenzoperato) genannt.

Eine Allaussage behauptet, dass ein gewissesméikat allen Objekten (aus
einer gewissen Grundmenge) zukommt. Wie alle Aussagen kanesdwahr
oder falsch sein. Eine Allaussage ist genau dann falsch, wessnmindestens

29Andere Formulierungen sind: jedes, ein beliebiges, irgerin Objekt/Element aus der
Grundmenge. Wenn die Grundmenge &umlich ist, so spricht man auch voneberall, wenn
sie zeitlich ist, so spricht man von immer, stets, ....

30Man kann mit einiger Berechtigung sagen, dass die Vokabelnfur alle\ und ,.es gibt\
die wichtigsten Formulierungen der Mathematik sind.

3INeben, es gibt\ tri t man auf Formulierungen wie ,es existiert,, ,man ndet\, ,man
kann nden\. Wenn die Existenz eines Objektes bekannt ist, © wird in einer mathema-
tischen Argumentation hau g ein solches Element, hergenommen\, irgendwie bezeichnet
und dann weiterverarbeitet.
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ein Objekt (aus der Grundmenge) gibt, dem das Rdikat nicht zukommt.
Daher sind die beiden Quantoren, also der Allquantor und dendstenzquan-
tor, mber die Negation eng miteinander verkepft und lassen sich gegenseitig
ersetzen, und zwar gelten die Regeln

. (8xP (x)) ist gleichbedeutend mit9x(: P (X)) ;

. (9P (x)) ist gleichbedeutend mit8x(: P (X)) ;

8xP (x) ist gleichbedeutend mit: (9x(: P(x)))
und

9xP (x) ist gleichbedeutend mit: (8x(: P(x))) :
Neben einstelligen Padikaten wie P (x) gibt es auch mehrstellige Padikate
der Form

P(x;y) oder Q(x;y; z) etc. ;

die eine Beziehung zwischen mehreren Objekten auscken, wie z.B. ,ist
verwandt mit\, ,ist gre er als\, ,sind Eltern von\ u.s.w. Entsprechend kann

dann wber die verschiedenen Variablen quanti ziert werden, d.hman hat
mit Ausdrecken der Form

8x(9yP(x;y)); 9x(8yP(x;y)); 8x(9y(8zQ(X;Y; z))) usw.
ZU tun.

Die Variablenbezeichnung in einer quanti zierten Aussagest grundsatzlich
unwichtig, d.h. es ist egal, ob marBaP(a) oder 8tP (t) schreibt. Man darf
dabei aber nur Variablennamen (also Buchstaben) verwendedie im ge-
genwartigen Kontext nicht schon anderweitig verwendet sind.

Die Logik, die sich mit quanti zierten Aussagen auseinandsetzt, heit
Pradikatenlogikoder Quantorenlogik Wir werden sie nicht systematisch ent-
wickeln, da sie in der Mathematik als Mengentheorie auftiit Statt P (x),
dass also ein RPadikat einem Objekt zukommt, schreiben wirx 2 P, wobei
dann P die Menge aller Objekte bezeichnet, die diese Eigenschatblen.
Mehrstellige Pmdikate treten in der Mathematik als Relationen auf.

4.2. Mengen.

Die Sprache der Mathematik wird in der Sprache der Mengen fauliert, die
eng mit der Quantorenlogik verwandt ist.

Eine Menge ist eine Ansammlung von wohlunterschiedenen Objekten, die
die Elemente der Menge hei en. Mit ,,wohlunterschieden\ meint man, dass
es Klar ist, welche Objekte als gleich und welche als versatén angesehen
werden. DieZugelorigkeit eines Elementex zu einer MengeM wird durch

X 2 M ausgedsckt, die Nichtzugelorigkeit durch x 2 M: Fur jedes Ele-
ment(symbol) gilt stets genau eine dieser zwei dlichkeiten. Die wichtigste
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mathematische Menge ist im Momentefr uns die Menge der nadrlichen
Zahlen
N=10,123;:::0:

Feur Mengen gilt dasExtensionalimtsprinzip, d.h. eine Menge ist durch die
in ihr enthaltenen Elemente eindeutig bestimmt, daaber hinaus bietet sie
keine Information. Insbesondere stimmen zwei Mengeuerein, wenn beide
die gleichen Elemente enthalten.

L EEe
David Hilbert (1862-1943) nannte sie
ein Paradies, aus dem die

Mathematiker nie mehr vertrieben
werden ceirfen.

Georg Cantor (1845-1918) ist der
Schepfer der Mengentheorie.

De nition 4.1.  Unter der leeren Mengeversteht man diejenige Menge, die
kein Element besitzt. Sie wird mit

bezeichnet.

Eine MengeN heit Teilmengeeiner MengeM , wenn jedes Element audl
auch zuM gebhort. Man schreibt dafr N M (manche schreiben dafr
N M). Beispielsweise ist die Menge aller durch 6 teilbaren ratichen
Zahlen eine Teilmenge der Menge aller geraden Zahlen. BeieziTeilmengen-
beziehung sagt man auch, dass eifklusion N M vorliegt. Im Nachweis,
dassN M ist, muss man zeigen, dasaf ein beliebiges Elemenk 2 N
ebenfalls die Beziehung 2 M gilt.3 Dabei darf man lediglich die Eigen-
schaftx 2 N verwenden. Im Beispiel wrde man so argumentierenx ist

32In der Sprache der Quantorenlogik kann man eine Inklusion vistehen als die Aussage
8X(Xx2N1! x2M).
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eine durch 6 teilbare Zahl. Daher kann man
X = 6y
mit einer gewissen nadrlichen Zahly schreiben. Dies kann man als
X = 6y = 2(3y)

schreiben, was eben bedeutet, dagsgerade ist.

Aufgrund des Extensionaliatsprinzips hat man das folgende wichtig&leich-
heitsprinzip fur Mengen dass

M = N genau dann, wenlN M und M N

gilt. In der mathematischen Praxis bedeutet dies, dass mamedGleichheit von
zwei Mengen dadurch nachweist, dass man (in zwei voneinand@abhangi-
gen Teilargumentationen) die beiden Inklusionen zeigt. B$ hat auch den
kognitiven Vorteil, dass das Denken eine Zielrichtung bekant, dass klar die
Voraussetzung, die man verwenden darf, von der gemschten Schlussfolge-
rung, die man aufzeigen muss, getrennt wird. Hier wiederhadich das Prin-
zip, dass dieAquivalenz von zwei Aussagen die wechselseitige Implikation
bedeutet, und durch den Beweis der beiden einzelnen Implikenen bewie-
sen wird.

4.3. Beschreibungsm eglichkeiten f ur Mengen.

Es gibt mehrere Mbglichkeiten, eine Menge anzugeben. Die einfachste ist
wohl, die zu der Menge gedrenden Elemente aufzulisten, wobei es auf die
Reihenfolge der Elemente nicht ankommt. In der Abgabegrupge sind die
PersonenfF; Jo; Je; V; Zg. Dies sind genau die Personen, die Sonntags im
Schwimmbad morgens um 7 Uhr am Tisch unter der Ulme sitzen. Esrdelt
sich dann um zwei verschiedene Beschreibungem flie gleiche Menge.

Die wichtigste Beschreibung einer Menge ist die durch einagénschaft. Es
sei eine GrundmengeM gegeben (wie die Menge der natlichen Zahlen,
die Leute im Kurs) und ferner eine gewisse Eigenschdit (Pradikat), die
man auf alle Elemente der Grundmenge sinnvoll anwenden kaond die auf
manche Elemente zutri t, auf manche nicht (wie gerade zu seioder sich
auf die Weihnachtsferien zu freuen). Zu der Eigenschéai gelort innerhalb
von M die Teilmenge bestehend aus allen Elementen ads die diese Eigen-
schaft, diese Bedingung, esflen. Man beschreibt eine durch eine Eigenschaft
de nierte Teilmenge meist als

fx2 M jEX)g fx 2 M j x besitzt die EigenschaftE g

fx2 M jE tritauf x zug:

Dies geht nawrlich nur mit solchen Eigenschaften,¥r die die AussageE (x)
eine wohlde nierte Bedeutung hat. Wenn man eine solche Teienge eindihrt,
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so gibt man ihr hau g sofort einen Namen (in dem auf die EigenschafE
Bezug genommen werden kann, aber nicht muss). Z.B. kann manfehren
G = fx2 Njxist geradey;
U = fx 2 Njx ist ungerade;
Q = fx 2 Njx ist eine Quadratzahg;
P = fx 2 Njx ist eine Primzahb:
Fur die Mengen in der Mathematik sind meist eine Vielzahl an mhemati-
schen Eigenschaften relevant und daher gibt es meist auclheiVielzahl an
relevanten Teilmengen. Aber auch bei aktglichen Mengen, wie etwa die Men-

ge K der Studierenden in einem Kurs, gibt es viele wichtige Eigschaften,
die gewisse Teilmengen festlegen, wie etwa

O = fx 2 K j x kommt aus Osnabnclg;

E = fx 2 K j x studiert im Nebenfach evangelische Theologje
D = fx 2 K jx hatim Dezember Geburtstag:
Die MengeK ist dabei selbst durch eine Eigenschaft festgelegt, es iat j

K = fxjx ist Studierender in diesem Kurg:

4.4. Mengenoperationen.

So, wie man Aussagen zu neuen Aussagen vergfen kann, gibt es Opera-
tionen, mit denen aus Mengen neue Mengen entsteh&n.

De nition 4.2. Zu MengenL und M heit
L\M = fxjx2Lundx2 Mg
der Durchschnitt (oder die Schnittmengg der beiden Mengen.

De nition 4.3.  Zu zwei MengenL und M hei t
LI M =fxjx2L oderx2 Mg
die Vereinigung der beiden Mengen.

De nition 4.4. Zu MengenA; B nennt man
AnB = fxjx2 Aundx 62Bg
die Di erenzmenge ,,A ohneB\.

Diese Operationen ergeben nur dann einen Sinn, wenn die hlggeen Mengen
als Teilmengen in einer gemeinsamen Grundmenge gegebed.dnes sichert,
dass maneiber die gleichen Elemente spricht. &u g wird diese Grundmenge
nicht explizit angegeben, dann muss man sie aus dem Kontexsehlie en.

Ein Spezialfall der Di erenzmenge bei einer gegebenen Gdmenge ist das
Komplement einer TeilmengeT  G:

33Man beachte, dass sich dieahnlich geformten Symbole\ und ~ und [ und _
entsprechen.
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De nition 4.5.  Zu einer TeilmengeT G in einer MengeG hei t
GnT = fx2Gjx62Tg

dasKomplementvon T (in G).

Dafur schreibt man auch{T. Es qgilt
G=M[ (MnT)

und
M\ (MnT) = ;:
Beispielsweise ist das Komplement der Menge der geraden [éahdie Men-

ge der ungeraden Zahlen. Die Eigenschaft, dass der Durchstthvon zwei
Mengen leer ist, bekommt einen eigenen Namen.

De nition 4.6. Zwei MengenL und M hei en disjunkt, wenn ihr Durch-
schnitt L\ M = ; ist.

Wenn Teilmengen durch geeignete Rdikate de niert sind, so stehen die
Mengenoperationen unmittelbar in Zusammenhang mit den l@ghen Ope-
rationen fur die Pradikate. Wenn (in einer gewissen Grundmenge)

M = fxj (x)giltg
und
L =1fxj (x)giltg
vorliegt, so ist
M\ L=fxj (x)und (x)giltg;

M[L=fxj (x)oder (x)qiltg;
M nL = fxj (x) gilt aber (x) gilt nichtg:

4.5. Mengendiagramme.

Eine Meglichkeit, Mengen oder vielmehr die zwischen verschiegenMen-
gen meglichen oder existierenden Vesitnisse zueinander abzubilden, liefern
Mengendiagrammegoder Venn-Diagramme). In ihnen werden Mengen durch
gewisse Fchensticke in der Ebene repasentiert. Die Flachensticke sollten
eine meglichst einfache Form besitzen. Sie sind zumejstusammeniangend\
(d.h. je zwei Punkte des Sickes sind durch einenstetigen Weg\ miteinan-
der verbindbar). Die Flachensticke konnen sicheiberlappen, und dertber-
lappungsbereich repsentiert die Schnittmenge. Idealerweise sind die auf-
tretenden Uberlappungsbereiche selbst wieder zusammemgend. Die ver-
schiedenen Fdchensticke werden lau g in unterschiedlichen Farben oder
Schra uren gezeichnet, wobei dann di®berlappungsbereiche durch die zu-
gehworigen Farbmischungen bzw. Mischschra uren wiedergegebwerden.

Einige Beispiele éir abstrakte Mengendiagramme
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Diese Diagramme sind voll#tndig in dem Sinne, dass sie alle eglichen
Schnitteigenschaften der beteiligten Mengen regsentieren. In den folgen-
den Diagrammen wird nicht jede mgliche Schnitteigenschaft regrsentiert.

OR®

Einige Beispiele éir konkrete Mengen-Diagramme

In diesem Fall repmsentieren die beteiligten Mengen einen bestimmten Be-
gri, das Schnittverhalten hangt dann von inhaltlichen Uberlegungen ab.
Solche Diagramme spielen in der Mathematik keine gro e Rell Wenn man
allerdings z. B. verschiedene algebraische Begri e wie Gipe, Ring, kommu-
tativer Ring, Divisionsbereich, Kerper in ihrer Hierarchie veranschaulichen
mechte, so ist ein solches Diagramm durchaus sinnvoll.
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British Isles

United Kingdom
winzig

Ireland Great Britain

Scotland

England
Wales

aliphatisch

Ireland Ireland

Channel Islands

hydrophob  gromatisch geladen

positiv

Geistiges Eigentum Wettbewerbsrecht

Gewerblicher Rechtschutz

Schutz gewerblicher ,'
Eigenarten

)

dsthetische Eigenarten v é

ez

Geschmack- z g

muster (Modelle) S

@ Z
———————r 4§ z
technische Eigenarten Sz =
£% &
Gebrauchs- NE g
muster z =

Geschifts-
geheimnisse

_—

-
Sehutz YO8 “Geschiftliche
Kem\ze\d‘e Bezeichnungen

Halbleiter>
| @ =
————1

Rufays.
beutung

4. Arbeitsblatt
4.1. Die Pausenaufgabe.
Aufgabe 4.1. Negiere die AussaggAlle Kinder essen in der Pause ein But-
terbrot oder einen Apfel durch eine Existenzaussage.

4.2. Ybungsaufgaben.

Aufgabe 4.2. *

Wir betrachten den Satz,Lucy Sonnenschein tanzt auf allen Hochzeiten\.
Negiere diesen Satz durch eine Existenzaussage.
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Lucy Sonnenschein

Aufgabe 4.3. *

Wir betrachten den Satz,Diese Vorlesung versteht keine Sau\. Negiere diesen
Satz durch eine Existenzaussage.

Aufgabe 4.4. Man formalisiere die folgenden Aussagen, indem man geeigne-
te Pradikate erklart. Man gebe die Negation der Aussagen (umgangssprach-
lich und formal) an.

(1) Alle Vegel sind schon da.

(2) Alle Wege fihren nach Rom.

(3) Faulheit ist aller Laster Anfang.

(4) Alle Menschen werden Bader, wo dein sanfter Rigel weilt.

Aufgabe 4.5. Formuliere die folgenden einstelligen Rdikate innerhalb der
naterlichen ZahlenN = f0;1;2;3;:::g allein mittels Gleichheit, Addition,
Multiplikation und unter Verwendung von aussagenlogiscmeJunktoren und
Quantoren.

(1) x ist ein Vielfaches von 10.

(2) x ist gre er als 10.

(3) x ist kleiner als 10.

(4) x ist eine Quadratzahl.

(5) x ist keine Quadratzahl.

(6) x ist eine Primzahl.

(7) x ist keine Primzahl.

(8) x ist das Produkt von genau zwei verschiedenen Primzahlen.
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Ein abstraktes und ein konkretes Mengendiagramm.

Aufgabe 4.6. Es seiLA die Menge der Gro buchstaben des lateinischen
Alphabets, GA die Menge der Gro buchstaben des griechischen Alphabets
und RA die Menge der Gro buchstaben des russischen Alphabets. Beasne
die folgenden Mengen.

(1) GANRA.

(2) (LA\ GA)[ (LA\ RA).

(3) RAN(GA[ RA).

(4) RAn(GA[ LA).

(5) (RANGA)\ ((LA [ GA)n(GA\ RA)).

Aufgabe 4.7. In der Pause isst Mustafa Miller einen Apfel und einen Scho-
koriegel, Heinz Ngolo isst einen Apfel und ein Butterbrot, Lucponnenschein
isst einen Apfel, Gabi Hochster isst ein Butterbrot und einen cokoriegel

und Frau Doris Maier-Sengupta isst einen Apfel, ein Butterlmt und einen

Schokoriegel.

Die Mengen der Apfel- Butterbrot und Schokoriegelesser seimit A; B; S be-
zeichnet. Erstelle mengentheoretische Ausattke ir die folgenden Beschrel-
bungen und liste die Elemente der Mengen auf (die Grundmenbestehe aus
den funf Personen).

(1) Isst einen Apfel.

(2) Isst keinen Apfel.

(3) Isst ein Butterbrot oder einen Schokoriegel.

(4) Isst einen Apfel aber keinen Schokoriegel.

(5) Isst einen Apfel und einen Schokoriegel aber kein Buttendst.

(6) Isst ein Butterbrot, aber weder einen Apfel noch einen Schkoriegel.
(7) Isst nichts.
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Aufgabe 4.8. Skizziere ein Mengendiagramm zum Thema Sto in der
(Grund)-Schule, das die folgenden (odexhnliche) Mengen und ihre Bezie-
hungen abbildet.

Was habe ich in der Schule gelernt.

Was kam in meiner Schule dran.

Was wird an manchen Schulen gelehrt.
Was kennte an einer Schule gelehrt werden.
Was steht in den Schullichern.

An was kann ich mich erinnern.

An was kennen sich andere erinnern.

Was stand im Lehrplan.

Was haben die Lehrer verstanden.

Welche Inklusionen gelten, wie sehen Durchschnitte, Venggungen, Rest-
mengen aus?

Aufgabe 4.9. Skizziere ein Mengendiagramm, das zu vier Mengen allega
lichen Schnittmengen darstellt.

Aufgabe 4.10. *

Die Hochschule, Tellerrand\ bietet lediglich 4 Facher an, mmmlich Hethito-
logie, Assyriologie Agyptologie und Semitistik. Sie bietet lediglich 2-Echer-
Bachelor an in beliebiger Bcherkombination. Wie viele mcherkombinatio-
nen gibt es (es wird nicht zwischen Erst- und Zweitfach untechieden)? Skiz-
ziere ein Mengendiagramm, das die Studentenschaft mit ilmrd-achern wi-
dergibt. Die zu einem Fach getrenden Studenten und Studentinnen sollen
dabei durch ein zusammendngendes Gebiet dargestellt werden.

Aufgabe 4.11. *
Es seienA; B und C Mengen. Beweise die ldentt
An(B\ C)=(AnB)[ (AnC):

Aufgabe 4.12. Es seienA; B und C Mengen. Man beweise die folgenden
Identit aten.

(1)
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2
A\, =5,
3
A\ B = B\ A;
4)
A[ B = B[ A
©))
A\ (B\ C) = (A\ B)\ C;
(6)
Al (B[ C)=(A[B)[ G
(7
A\ (B[ C) = (A\ B)[ (A\ C);
(8)
A[ (B\ C)=(A[ B)\ (A[ C);
()

An(B[ C) =(AnB)\ (AnC):

Aufgabe 4.13. Man gebe #r die folgenden Teilmengen der nailichen Zah-
len quantorenlogische Beschreibungen.

(1) Die Menge der geraden Zahlen,

(2) Die Menge der Zahlen, die durch vier teilbar sind,

(3) Die Menge der ungeraden Zahlen,

(4) Die Menge der Quadratzahlen,

(5) Die Menge der Primzahlen,

(6) Die Menge der Zahlen, die als Summe von drei Quadratzahlge-
schrieben werden &nnen.

Aufgabe 4.14. Es seienA und B Mengen. Zeige, dass die folgenden Aussa-
gen zueinandemquivalent sind.

1) A B;
2) A\ B
(3) A[ B
(4) AnB
(5) Es gibt eine MengeC mit B
(6) Es gibt eine MengeD mit A

A
B-

Al C;
B\ D:

Aufgabe 4.15. Es seienM und N disjunkte Mengen undx 2 M. Zeige,
dass auchM nfxgund N [f xg disjunkt sind und dass

M[N =(Mnfxg)[ (N[f xg)
gilt.
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Aufgabe 4.16. Finde Parallelen zwischen Aussagen- und Quantorenlogik
einerseits und Mengentheorie andererseits.

4.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 4.17. (2 Punkte)

Wir verstehen die Aussagelgel haben Stacheln\ als,Jeder Igel besitzt min-
destens einen Stachel. Welche der folgenden Aussagen sagplivalent zur
Negation dieser Aussage.

(1) Es gibt keinen Igel, der keine Stacheln besitzt.
(2) Alle Igel haben keine Stacheln.
(3) Es gibt einen Igel, der keinen Stachel besitzt.
(4) Es gibt einen Stachel, der zu keinem Igel gelt.
(5) Es gibt einen Igel ohne Stacheln.
(6) Es gibt viele Igel ohne Stacheln.
(7) Es existiert mindestens ein Igel, der mindestens einetaghel besitzt.
(8) Es existiert mindestens ein Igel, der échstens einen Stachel besitzt.
(9) Nicht jeder Igel hat mindestens einen Stachel.
(10) Stachelschweine haben auch Stacheln.

Aufgabe 4.18. (4 Punkte)

Formuliere die folgenden einstelligen Rdikate innerhalb der nawrlichen
ZahlenN = f0;1; 2; 3;:::g allein mittels Gleichheit, Addition, Multiplikation
und unter Verwendung von aussagenlogischen Junktoren undiéghtoren.

(1) x ist ein Vielfaches von 5.

(2) x ist eine ungerade Zahl.

(3) x ist eine Kubikzahl.

(4) x ist ein Vielfaches von 5 und ein Vielfaches von 3.
(5) x ist ein Vielfaches von 5 oder ein Vielfaches von 3.
(6) x besitzt bei Division durch 5 den Rest 3.

(7) x ist die Summe von zwei Quadratzahlen.

(8) x ist die Summe von vier Quadratzahlen.

Aufgabe 4.19. (4 Punkte)
Bestimme #ir die Mengen
M = fa;b;c;d;@ N =fa;c;e; P = fbg, R= fb;d;e;fg
die Mengen
(1) M\ N,

(2) M\ N\ P\ R,
G MI[R,
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(4) (N[ P)\ R,

(5) N nR,

(6) (M [ P)n(RnN),
(M) (PI RV N)\ R,
8) (RnP)\ (M nN).

Aufgabe 4.20. (5 Punkte)

Die GrundmengeG sei die links abgebildete Menge an Vierecken. Beschreibe
die folgenden Mengen durch Au istung ihrer Elemente.

Q) G.
(2) S
Mindestens zwei Seiten sind parallel zueinander.
) R
Alle Seiten sind gleichlang.
(4) P
Je zwei gegemberliegende Seiten sind parallel zueinander.
(5) D: Die Diagonalen schneiden sich senkrecht.
(6) E: An jedem Eck liegt ein rechter Winkel an.
(7) E\ R.
(8) SnP.
9 (P\R)[ (E\ D).
(20) (P nR)\ (D nE).

Vierecke

Quadrat Rechteck

<>/

Raute Parallelogramm

> [\

Drachenviereck  Trapez
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Aufgabe 4.21. (5 Punkte)

Beweise die mengentheoretischen Fassungen einiger atedischer Syllogis-
men. Dabei bezeichned; B; C Mengen.

(1) Modus Barbara: AusB AundC B folgtC A:
(2) Modus Celarent: AusB\ A = ; undC B folgtC\ A = ;:
(3) Modus Darii: AusB  AundC\ B 6 ; folgtC\ A 6

(4) Modus Ferio: AusB\ A = ; undC\ B 6 ; folgt C 6
(5) Modus Baroco: AusB A undB 6 C folgt A 6 C:

A:

5. Vorlesung - Z ahlen und Z ahlen

Zu Beginn der Vorlesung ist sie schon da, kommt auf dich zu undegre t dich.
Da macht gleich alles noch viel mehr Spa!

5.1. Zahlen.

Unter Zahlen verstehen wir die geordnete, systematische, prin@p unend-
liche Abfolge von wohlbestimmten, wohlunterschiedenen @hesondere wie-
derholungsfreien) (sprachlichen oder schriftlichen) Symolen. Wir erwahnen
einige Meglichkeiten von solchen Abfolgen.

1)
B
Dies ist die Strichabfolge. Es wird einfach bei jedem Schrikin
zusatzlicher Strich hinzugetigt. Die Symbole sind die einzelnen
Strichfolgen. Der®bergang zum mchsten Symbol ist besonders ein-
fach, die einzelnen Symbole werden aber sehr schnell unhaid
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(2)
NO;NNO;NNN O;NNNN O;NNNNN 0;::::

Hier hat man den Nachfolger der 0, den Nachfolger des Nachfolgers
der 0, den Nachfolger des Nachfolgers des Nachfolgers der Quu.s

(3) Die Lautfolge

eins zwei drei; vier; funf; sechssiebenacht; neun zehn elf;
zwelf; dreizehn vierzehn ::::

Dies ist zwar sehr vertraut und man wei, wie es weiter geht, ab
sprachliche Bildungsgesetz ist aber keineswegs trivialnai bei sehr
gro en Zahlen kommt man doch ins Schwitzen. Was kommt beisgis-
weise nach

neunhundertneunundneunzig Trilliarden
neunhundertneunundneunzig Trillionen
neunhundertneunundneunzig Billiarden
neunhundertneunundneunzig Billionen

neunhundertneunundneunzig Milliarden
neunhundertneunundneunzig Millionen
neunhundertneunundneunzig Tausend
neunhundertneunundneunzig?

Es gibt keine allgemein anerkannte sprachliche Festlegufgr belie-
big weites A&hlen. Jede sprachliche Festlegung, die jede beliebig gro
naterliche Zahl ausdeicken mechte, muss feher oder smter auf ei-
ne Vervielfachung von Wrtern zureickgreifen, wie das im Fall der
Strichfolge von Anfang an geschieht. Die Wter werden jedenfalls
auch beliebig lang, siehe w:Zahlennamen.

(4)

eins zwei drei; vier; funf; sechssiebenacht; neur; zehn
elf, zwelf; dreizehn ::;; neunundneunzigzehnmalzehn
zehnmalzehn und eingehnmalzehn und zwei::; zehnmalzehnmalzehn
zehnmalzehnmalzehn und eins::

Hier wei man, wie die Folge ins Unendliche weitergeht. Statt &
zehn kann man mit der systematischen Vervielfachung auchwéch
spater anfangen.
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()

eins zwei drei; vier; funf; sechssiebenacht; neun, zehn
zehnundeinszehnundzweizehnunddrej zehnundvier :::;
zwanzig zwanzigundeinszwanzigundzwei::::

Diese Art zu ahlen (bzw. ohne dasund\) wird von einigen Leu-
ten vorgeschlagen, um die verkehrte Aussprache von Einer-cudeh-
nerstellen und damit Zahlendreher zu vermeiden. Siehe dereréin
w:Zwanzigeins (an der Namensgebung und auch auf der Seite des
Vereins #llt auf, dass das Verlltnis zu den Zahlen von 11 bis 19
unklar ist).

(6)
yksi; kaksi; kolme; nelj&; viisi; kuusi; seitsenan; kahdeksanyhdeksan;
kymmenen yksitoista; kaksitoista; kolmetoista; :::;
kaksikymment®; kaksikymmenmyksi; ::::
Was steht dazwischen und wie geht das weiter?

(")

a;b;c;d;e;fig;hi ki Emin;o;pia;r st u;viw Xy Z aa; bb; cc; i
Man kann das Alphabet nawrlich auch auf andere Weisen zu einer
unendlichen Folge fortsetzen.

(8)

1,2,3,4,5,6;7;8,9,10,11;12 13, 14; ::::

Hier ist das Bildungsgesetz bekannt und ziemlich einfach. \We die
letzte Zier nicht 9 ist, so wird sie um 1 erloht, fur die nachfolgende
Zahl muss man also in diesem System nur die letzte Zier durch
den Nachfolger ersetzen. Wenn die letzte Zi er eine 9 ist, msignan
samtliche hinten aneinander liegende 9en durch Oen ersetaemd die
unmittelbar davor liegende Zi er durch ihren Nachfolger erstzen (wie
ist das zu verstehen, wenn die Zahl ausschlie lich aus 9ensbeht?).

9)

1;10,11;100 1011101121000 100%101Q ::::

Entscheidend ist, dass jeweils festgelegt ist, welches $o1Objekt als Nach-
tes kommt. Dies wird in der Regel durch eine mehr oder wenigkomplexe
Bildungsvorschrift beschrieben, die sagt, wie man aus emeSymbol das
Nachfolgersymbol erhlt.

0O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Der naterliche Zahlenstrahl, die Gerade hat im Moment noch keine ejens&ndige
Bedeutung. In diesem A&himodell bedeutet das &hlen, um eine Schrittlange
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nach rechts zu gehen. Die Beschriftung mit den Dezimalzahtegibt die
Identi zierung mit einem anderen Zahimodell.

Wir halten die folgenden Eigenschaften eines sinnvollemBlens fest.

(1) Es gibt ein Startelement, mit dem man das &hlen anfngt.

(2) Zu jeder Zahl gibt es eine eindeutig bestimme Nachfolgeitd.

(3) Das Startelement ist selbst kein Nachfolger.

(4) Jede Zahl, die nicht das Startelement ist, besitzt eineaindeutig be-
stimmten Vorganger.

(5) Durch Zahlen erhalt man ausgehend vom Startelement éiher oder

spater alle Zahlen.
. o .
A
./

Welche Eigenschaft ertillt dieses, Zahlsystem\ nicht?

Damit schlie en wir insbesondere aus, dass man im Kreislt, wie beispiels-
weise mit den Wochentagen Montag, Dienstag, ..., Sonntag,dvitag. Da hat
jeder Tag einen eindeutig bestimmten Vomngertag und es gibt kein Start-
element ohne Vorgnger. Die letzte Eigenschatt stellt sicher, dass man keine
unnetigen Zahlen mitschleppt, die éir das Zahlen nicht gebraucht werden.
Eine solche &hlmenge nennen wir ein Modell der natlichen Zahlen oder
schlicht naterliche Zahlen. Unablngig vom Modell bezeichnen wir za den
Nachfolger alsn® (spater auch mit n + 1, im Moment haben wir aber die
Addition noch nicht eingekihrt).

Wir tre en noch eine wichtige Vereinbarungeber das Startelement. In den
Beispielen oben hatten wir das ghlen mit einem lahnlichen Symbol begon-
nen. Von den soeben Xxierten Eigenschaften ist die Bezeiamg des Start-
elements unerheblich. Im Folgenden werden wir allerdingsedZahlen dazu
verwenden, Anzahlen von endlichen Mengen auszudken, also zu &hlen in

einem weiteren Sinne. Da es auch die leere Menge gibt, werdendaher das

Startelement 0 nennen und den Nachfolger davon

o= 1:

Fur uns ist also 0 eine naidrliche Zahl. Grande dakir werden wir schon heute
kennen lernen. Die nairlichen Zahlen werden mitN bezeichnet, die Menge
der positiven natirlichen Zahlen bezeichnen wir milN, , da gelert die 0 nicht
dazu.
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Mit dem Abbildungsbegri werden wir die bisherigen Beobachingen in der
eibernachsten Vorlesung im Rahmen der Dedekind-Peano-Axiomeegisie-
ren und insbesondere beweisen, dass je zwei Modelle dewmrlathen Zahlen
eibereinstimmen.

5.2. Zahlen ohne Zahlen.

Heinz Ngolo und Mustafa Meller im Sandkasten.

Bevor wir Mengen mit Hilfe der naeirlichen Zahlen abahlen, betrachten wir
kurz eine noch fundamentalere ldee, wie man Mengen auch otdehlkennt-
nisse untereinander vergleichen kann.

Beispiel 5.1. Die beiden Freunde Mustafa Mller und Heinz Ngolo sitzen
im Sandkasten und wollen wissen, wer von ihnen mehr Buddetban dabei
hat. Sie sind noch klein und Bnnen noch nicht ahlen. Sie sen das Problem,
indem beide gleichzeitig je eine Sache aus ihrem Besitz agsndSandkasten
hinauswerfen, und dies so lange wiederholen, bis ein Kindrk® Sachen mehr
im Sandkasten hat. Wenn das andere Kind noch Sacheibrig hat, so hat
dieses insgesamt mehr Buddelsachen, andernfalls habengssgchviel.

5.3. Zahlen von endlichen Mengen.

Die vielleicht wichtigste Funktion der naturlichen Zahlen ist es, zu einer ge-
gebenen endlichen Meng®l zu beschreiben, wie viele Elemente sich in ihr
be nden, was ihre Anzahl ist. Man nechte beispielsweise wissen, wie viele
Apfel in einem Korb drin sind oder wie viele Saler im Bus sind. Dasubli-
che praktische Verfahren, die Anzahl einer endlichen Menga bestimmen,
ist, die Elemente mit 1 2; 3;:::; n durchzuahlen (die Elemente durchzunum-
merieren), wobei jedes Elemefft genau eine Nummer bekommt. Die letzte
berstigte Zahl n ist dann die Anzahl der Menge. Um sich die Richtigkeit
und Sinnhaftigkeit dieses Verfahrens klar zu machen, es isifreich, megli-
che Fehlerquellen, die auch praktischeu g auftreten, zu erkennen.

34Man beachte, dass hier die in der letzten Vorlesung eingehrten Konzepte , fur alle\
und ,es gibt (genau) eines\ eine entscheidende Rolle spielen.
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(1) Man beherrscht das &hlen der naeirlichen Zahlen nicht. Dann ahlt
man die Apfel nacheinander als

5/7;1,8,3;3;4:
(2) Man beherrscht zwar das ghlen der nawrlichen Zahlen, kommt aber

im Zahlvorgang durcheinander, etwa wenn die Seler sich bewegen
oder wenn man unterbrochen wird. Danne&hlt man

1;2;3;4;5; wo war ich gerade ?25;6;7; wie bitte ? ;9; 10:

(3) Man zahlt die Zahlen ohne leicken und ohne Wiederholungen richtig
ab, aber manebersieht Elemente.

(4) Man zahlt die Zahlen ohne leicken und ohne Wiederholungen richtig
ab, aber man mhlt gewisse Elemente mehrfach.

ge der nawrlichen Zahlen, die aus genau den Zahlen besteht, die mamvo
1 ausgehend durch sukzessives Nachfolgernehmerakytbis man bein an-
langt und dann auftert. Die Elemente 1 undn geloren also insbesondere
dazu. Diese Mengen sindef uns die Standardmengen (oder Referenzmen-
gen) mit genaun Elementen. Wir werden beliebige endliche Mengen dadurch
abzahlen, dass wir sie mit solchen Standardmengen in Beziehwsgjzen (die
leere Menge betrachten wir auch als eine Standardmenge). Zuei natirli-
chen Zahlenk und n, wobein im Zahlprozess naclk kommt, bezeichnen wir

zessives #hlen erreicht, bis man schlie lich ben anlangt und dann auftert.

Wenn man richtig zahlt, erhalt man eine Zuordnung zwischen den beiden
Mengen

f1;2;:::;ng und der gegebenen Mengd ;
bei der jeder nawrlichen Zahl zwischen 1 undh genau einem Element der
Menge und umgekehrt entspricht. Intuitiv (oder nur im Sinneeiner Gewohn-
heit) ist es klar, dass beim richtigen #hlen der MengeM stets die gleiche
Zahl n als Anzahl herauskommt, dass also die Anzahl unabhgig von der
Zahlreihenfolge ist. Kann man das genauer begrden? Sowohl diese Frage
als auch die oben erahnten Fehlerquellen bnnen mit dem Abbildungsbegri
beantwortet bzw. analysiert werden.

De nition 5.2.  SeienL und M Mengen. EineAbbildung F von L nachM

ist dadurch gegeben, dass jedem Element der Meriggenau ein Element der

MengeM zugeordnet wird. Das zx 2 L eindeutig bestimmte Element wird

mit F(x) bezeichnet. Die Abbildung deickt man als Ganzes &u g durch
F:L! M;x7! F(X);

aus.

Bei einer AbbildungF: L ! M heit L die De nitionsmenge (oder De ni-
tionsbereich) der Abbildung undM die Wertemenge(oder Wertevorrat oder
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Zielbereich) der Abbildung. Zu einem Elementx 2 L heit das Element
F(x) 2 M

der Wert von F an der Stellex. Statt Stelle sagt man auch lau g Argument
Zwei AbbildungenF:L; ! M;und G:L, ! M, sind gleich, wenn die
De nitionsmengen und die Wertemengembereinstimmen und wenndr alle
X 2 Ly = L, die GleichheitF(x) = G(x) in My = M, gilt. Die Gleichheit
von Abbildungen wird also zusickgekihrt auf die Gleichheit von Elementen
in einer Menge. Abbildungen werden éu g auch Funktionen genannt.

Der Abbildungsbegri ist fundamental fur die Mathematik, es gibt eine Viel-
zahl an verschiedenen Abbildungen und an Darstellungsiglichkeiten von
Abbildungen. Im jetzigen Kontext interessieren wir uns nurefr Abbildungen
zwischen endlichen Mengen, die stets durch eine vollatlige Wertetabelle
angegeben werdendanen. Far die Mengen

L =112345;,6;7;,8g
und

M = fa;b;c;d;e;f;@
ist beispielsweise

X 112(3/4|5 |6
F(x) |[claja|b|e |bl|e

eine vollsendige Wertetabelle. Aus ihr kann man unmittelbar den Werf (3)
alsa ablesen. Es handelt sich aber o enbar nicht um eine korrek#sbzahlung
der MengeM, da a und e mehrfach im Bild auftauchen (mehrfach geshit
werden) undf wberhaupt nicht im Bild auftaucht (ubersehen wird).

Wenn die obigen Fehlerquellen (1) und (2) ausgeschlossendsiso ist das
(versuchsweise) Abghlen einer MengeM eine Abbildung

"fLoing! M7 T (N):
Jeder natirrlichen Zahli wird also ein eindeutiges Element der Mengd zu-
geordnet. Die beiden Fehlerquellen (3) und (4) sind durch deAbbildungs-

begri nicht ausgeschlossen. Eine Abbildung kann fer verschiedene De -
nitionsstellen, also beispielsweise Zahléné j den gleichen Wert, also

F(@) = F@)
haben und sie muss nicht jedes Element der Menlg erfassen (tre en). Es
kann also Elementem 2 M mit der Eigenschaft geben, dasaf jedesi aus
dem De nitionsbereich stets
F(i) & m
gilt.
Diese beiden Fehlerquellen erfassen wir mit den folgendeadsi en.
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De nition 5.3. Es seienL und M Mengen und es sei

F:L! M
eine Abbildung. Dann heit F

injektiv, wenn fur je zwei verschiedene Elemente x® 2 L auch F(x) und
F (x9 verschieden sind.

surjektiv, wenn es #@r jedesy 2 M mindestens ein Elemenk 2 L mit
F(x) =y
gibt.

bijektiv, wenn F sowohl injektiv als auch surjektiv ist.

A B
1 a
2 b
3 >
4 d
Weder injektiv noch surjektiv. Injektiv und surjektiv.
A B A B
1 a 1 a
2 >b 2 >b
3 »C 3 ~C
4 d
Nicht injektiv, aber surjektiv. Injektiv, nicht surjektiv.

Diese Begri e sind fundamental! Beispielsweise ist die Nactgerabbildung
N! N;x7! x&

auf der Menge der naidrlichen Zahlen wegen der oben anggfrten Eigen-
schaft (4) injektiv, aber wegen der Eigenschaft (3) nicht sjektiv, da das
Startelement nicht der Nachfolger einer Zahl ist.
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Die Frage, ob eine AbbildungF diese Eigenschaften besitzt, kann man an-
hand der Gleichung®

F(x) =y
(in den beiden Variablenx und y) erlautern. Die Surjektivitat bedeutet,
dass es zu jedeny 2 M mindestens eine bsungx 2 L fur diese Glei-
chung gibt, die Injektivitat bedeutet, dass es zu jedemm 2 M maximal eine
Lesungx 2 L fur diese Gleichung gibt, und die Bijektiviet bedeutet, dass
es zu jedemy 2 M genau eine bsungx 2 L fur diese Gleichung gibt.
Die Surjektivitat entspricht also der Existenz von bsungen, die Injektivi#t
der Eindeutigkeit von Lesungen. Beide Fragestellungen durchziehen die Ma-
thematik und kennen selbst wiederum &u g als die Surjektivitat oder die
Injektivit &t einer geeigneten Abbildung interpretiert werden.

Beim Nachweis der Injektivimt einer Abbildung geht man lau g so vor,
dass man zu zwei gegebenen Elementgnund x° aus der Voraussetzung
F(x) = F(x9 erschliet, dassx = xCist. Dies ist oft einfacher zu zeigen, als
ausx 6 x%auf F(x) 6 F(x9 zu schlie en.

De nition 5.4. Eine MengeM heit endlichmit n Elementen, wenn es eine
Bijektion

gibt.
Unser erstes Hauptanliegen ist es zu begrden, dass die nairliche Zahl

n dabei eindeutig bestimmt ist. Wir werden nach einigen Vorlreitungen
zeigen, dass wenn

" fLiing! M
und
fl::0kg! M
bijektive Abbildungen sind, dass dann
n=k

35yber Gleichungen und Variablen werden wir smiter ausfuhrlicher sprechen.



75

ist. Diese Zahl heit die Anzahl (oder die Kardinalit at) der Menge. Sie wird
mit #( M) oder mit jM j bezeichnet. Die bijektive Abbildung

fl,:::;ng! M
kann man eineNummerierungder MengeM nennen. Eine Menge besitzt also

n Elemente, wenn man sie mit den natrlichen Zahlen von 1 bish durchnum-
merieren kann. Zwei endliche Mengell und N, fur die es eine Bijektion

M!T N

gibt, besitzen die gleiche Anzahl. Dies beruht einfach dargulass diese Bi-
jektion verknepft mit der bijektiven Nummerierung wieder eine Bijektion &t.

fur irgendeinn gibt, heit unendlich

Bemerkung 5.5. Unter Modellierung versteht man in der Mathematik den
Vorgang, realweltliche Pmnomene mathematisch zu erfassen, zu verstehen
und zu beein ussen. Das ghlen ist ein allgegenwrtiger Vorgang, mit dem
die Anzahl von Mengen bestimmt werden, um deren @&renordnung einord-
nen zu knnen, um sicherzustellen, dass alle Sdhr da sind, um den Preis der
Gesamtmenge zu bestimmen, u.s.w. Dieser alffliche Vorgang wird mit dem
Begri einer bijektiven Abbildung erfasst bzw. modelliert. Als Gewinn die-
ses Modellierungsvorgangs kann man nennen: Fehlerquekgkennen, durch
Rechnungen &hlvorgange abhkirzen, die prinzipielle Korrektheit der Ahli-
dee begunden.

Mathematisch modelliert werden physikalische Prozesse etterphanomene,
Finanzaktionen, etc. Die Prozesseekxinen dabei beliebig komplex sein und
die adaquaten mathematischen Mittel sind dann in der Regel entspchend
komplex. In diesen komplexeren Situationen liegt ein widigler Gewinn dar-
in, Aussageneber den Verlauf der Prozesse in der Zukunft mathematisch
vorherzusagen.

Eine typische, in der Schule auftretende Form der Modellieng ist die Text-
aufgabe Aus einem mehr oder weniger langen Text muss der mathematisc
Gehalt herausgelesen uncuf eine Frage die Antwort gefunden werden. Al-
lerdings ist hier typischerweise klar, mit welchen mathentigchen Methoden
an die Aufgabe herangegangen werden soll.

5. Arbeitsblatt

5.1. Die Pausenaufgaben.

Aufgabe 5.1. Wir zahlen, indem wir in die Hande klatschen. Die mchste
Zahl ist also durch ein zuatzliches Klatschen bestimmt. &hlen Sie in diesem
Klatschsystem, ohne sich durch ein anderesflsystem zu kontrollieren. Es
emp ehlt sich, mit einem Rhythmus zu arbeiten.
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Aufgabe 5.2. Zahle im Zweiersystem bis 100000.

5.2. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 5.3. Bauer Ernst war in der Dorfkneipe und hat zu viel Bier ge-
trunken. Er kann sich zwar an alles erinnern, aber nicht mehwie man im
Dezimalsystem mhlt. Seine Frau fragt ihn, wie viele Bier er getrunken hat.
Er antwortet: ,ein Bier und dann noch eins und dann noch eins und dann
noch eins und dann noch eins und dann noch eins und dann nochseiind
dann noch eins und dann noch eins und dann noch eins und danrch@ins\.
Wie viele Bier hat er im Dezimalsystem getrunken?

Aufgabe 5.4. Warum macht der Kellner Striche auf den Bierdeckel, statt
Zahlen drauf zu schreiben?

Aufgabe 5.5. Bestimme die Anzahl der Silben in der FormulierungDie
Hintereinanderschaltung von Abbildungen ist wieder eine Abldung\. War-
um ist es schwierig, dies ohne Fingesthlen durchzutihren?

Aufgabe 5.6. Erstelle das, kleine Einsnachnull\.

Aufgabe 5.7. Wir zahlen
heute morgen wbermorgen uberebermorgen uwberiberabermorgen::: :

(1) Was ist mberibermorgen von morgen?

(2) Was ist morgen von morgen von morgen vombermorgen?
(3) Was ist heute voneberaberabermorgen?

(4) Welche Tage sind ein morgen eines Tages desilliste?

Aufgabe 5.8. *

Wir zahlen
ich; Mama; Omea; Uroma; Ururoma; ::: :
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(1) Was ist die Mama der Urururoma?
(2) Was ist die Uroma der Uroma?

(3) Was ist die Oma der Oma der Oma?
(4) Was ist die Ururoma der Uroma?

Aufgabe 5.9. Der AlleinherrscherX herrscht mit gro er Willk sir und mech-
te im Alltag des Volkes pmsent sein. Deshalb scha t er dasbliche Zahlen ab
und ersetzt es durch die Namen seine®Bne gena der Geburtsreihenfolge.
Es soll also hinfort (nach der Null) mit

Peter ; Heinz; Ulrich ; Albrecht ; Karl

geahlt werden, danach soll es mityberpeter, Uberheinz, ... , Uberkarl,
Ubereberpeter, ...,Uberaberkarl, Uberaberaberpeter, ... weitergehen. Ist dies
ein mathematisch sinnvolles &hlen? Benenne die Dezimalzahl 27 in die-
sem Sohnsystem. Welche Dezimalzahl verbirgt sich hint8bereberabereber-
eiberiberaberalbrecht?

Aufgabe 5.10. Intelligente zahlbegabte Lebewesen aus einer fernen Gala-
xie besuchen die Erde. Sie besitzen nur ein Auge, dass immechmdnks
schaut. Sie lernen somit das menschlicha&len anhand der linken Stra en-
seiten (bei wechselseitiger Nummerierung) kennen und bértien zuhause:
.Die Menschen auf der Erdee&hlen

1:3:5:7:9:11: 13,1517 19 21;: 23
und so weiter. Es treten vorne Zi ern auf, die als Endzi er ncht erlaubt sind.
Die Idee einer 0 scheinen sie nicht zu kennen\.

(1) Kann man mit diesem Stra enseitensystemezlen?

(2) Welche Hausnummer bekommt das-te Haus auf der linken (ungera-
den) Stra enseite, welche Hausnummer bekommt daste Haus auf
der rechten (geraden) Stra enseite?

(3) Welche Zahlen im Rinfersystem stimmen inhaltlich mit den Stra en-
seitenzahleneberein?

(4) Was ist der Nachteil des Stra enseitensystems gegdrer dem Fn-
fersystem?

(5) Ware es #r das Zahlen ein Nachteil, wenn wir

1:2:3:4;::::9:11:12::::19 21 ::::99 111 112
zahlen werden? Hat es andere Nachteile?

Aufgabe 5.11. Im Euromenzensystem wird so gehlt, dass die Koe zi-
enten (also Q1;2) der minimalen Darstellung einer Zahl im Sinne von Satz
2.1 in absteigender Wertreihenfolge angegeben werden. tBeme die zehn
Nachfolger von

1020:
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Die folgende Aufgabe sollte man nicht bearbeiten, sondernmuAnlass neh-
men, sicheiber unser Zi ernsystem zu freuen.

Aufgabe 5.12. Man de niere, welche endlichen Zeichenketten ausV; X;
L;C;D;M im remischen Zahlsystem (mit oder ohne Subtraktionsregel) er-
laubt sind und welche nicht. Man erstelle einen Algorithmusder zu jeder
erlaubten remischen Zahl den Nachfolger berechnet.

Aufgabe 5.13. Es seiM N die Menge aller Telefonnummern in einer
Stadt. Besitzt die Nachfolgerfunktion auf dieser Menge eir@nnvolle Inter-
pretation?

ist.

Aufgabe 5.16. *

Es seiM eine endliche Menge mih Elementen und sew ein Element, das
nicht zu M gehere. Zeige, dass dann die Vereinigunil [f wg genaun®
Elemente besitzt.

Aufgabe 5.17. Beschreibe mglichst viele Alltagsplenome mit dem Kon-
zept Abbildung.

Bemerkung: Um alllagliche Vorgange als Abbildungen aufzufassen, muss man
hau g gewisse naheliegende Annahmen machen.

Aufgabe 5.18. Es seiL die Menge der Personen, die zur Vorlesung kommen,
und S die Menge der Sitzphtze im Raum. Es sei

F:L! S
die Abbildung, die jeder Person ihren Sitzplatz zuordnet.

(1) Warum handelt es sich um eine Abbildung? Welche implizite An-
nahmen gehen dabei ein? Wannawe es doch keine Abbildung?

(2) Ist die Abbildung injektiv? Welche impliziten Annahmen gden dabei
ein? Wann ware die Abbildung doch nicht injektiv?

(3) Ist die Abbildung surjektiv?
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Aufgabe 5.19. *

Erstelle eine Wertetabelle, diedr jede natrliche Zahl von 1 bis 10 ausgibt,
mit wie vielen Eurozahlen die Zahl minimal darstellbar ist.

Aufgabe 5.20. Beschreibe mit Quantoren die Eigenschaft einer Abbildung
F: L! M;
injektiv bzw. surjektiv zu sein.

Aufgabe 5.21. Stifte eine meglichst naturliche bijektive Abbildung zwi-
schen den folgenden Mengen

L = fSpanien Frankreich; Italien; Polen; Deutschlandy

und
H = fWarschay Berlin; Madrid; Rom; Parisg:

Aufgabe 5.22. Es sollen neglichst viele bijektive Abbildungen zwischen
den Fingerspitzen der linken Hand und den Fingerspitzen deechten Hand
dadurch realisiert werden, dass sich jeweils die zugelgen (aufeinander ab-
gebildeten) Fingerspitzen beshren.

(1) Realisiere die,naturliche\ Bijektion.

(2) Realisiere diejenigen Bijektionen, bei denen zwei bestdarte Finger-
spitzen ihr naterliches Gegember vertauscht beehren und die drei
anderen Fingerspitzen ihr naéirliches Gegember bemrhren (benach-
barte Transposition).

(3) Realisiere diejenigen Bijektionen, bei denen zwei Fiagspitzen ihr
naterliches Gegember vertauscht besihren und die drei anderen Fin-
gerspitzen ihr nawrrliches Gegember bemrhren (Transposition).

(4) Realisiere diejenigen Bijektionen, bei denen genau awangerspitzen
ihr naterliches Gegember bemrhren.

(5) Realisiere diejenigen Bijektionen, bei denen genau eifringerspitze
ihr naterliches Gegember bemrihrt.

(6) Realisiere diejenigen Bijektionen, bei denen keine FKjarspitze ihr
naterliches Gegember berihrt.

Aufgabe 5.23. (1) Es seiM die Menge aller (lebenden oder verstorbe-
nen) Metter und H die Menge aller (lebenden oder verstorbenen)
Menschen. Untersuche die Abbildung

"M H;
die jeder Mutter ihr erstgeborenes Kind zuordnet, auf Injevit at
und Surjektivit at.
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(2) Wie sieht es aus, wenn man die gleiche Abbildungsvorsdhmimmt,
die MengeH aber durch die MengeE der meitterlicherseits erstgebo-
renen Kinder ersetzt?

(3) Wie sieht es aus, wenn man die gleiche Abbildungsvorsdhmimmt,
die MengeH aber durch die Mengd~= der meitterlicher- oder vaterli-
cherseits erstgeborenen Kinder ersetzt?

Aufgabe 5.24. Bestimme die Anzahl der Punkte im Bild unten.

L

® 00O
0po0®
®0p0@

Be®
9000

[}
© o
)
o o
]
®
@

® 0 @
® e o
0® e
®

L]

®

o ©
®

Copn®
Q000

0 0.°
@:a
Ca
%
(-]

Aufgabe 5.25. Bestimme die Anzahl der folgenden Mengen.

(1) £5;,17,43,26;9; 65; 63, 38, 30, 85, 93, 54g,
(2) 16,11, 46,76, 7;54; 6; 46, 39,43, 85,62, 46, 54, 12, 119,

Die Absetzmulde ist voll mit Schutt und soll durch eine leere Mide ersetzt
werden, die das Absetzkipperfahrzeug bringt, das auch dielleoMulde mit-
nehmen soll. Auf dem Fahrzeug und auf dem Garagenvorplatz, wiee volle
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Mulde steht, ist nur Platz fur eine Mulde. Dakir kann die Stra e als Zwi-
schenablage genutzt werden. Wie viele Ladeveamge sind vor Ort metig, bis
der Gesamtaustausch vollsindig abgeschlossen ist?

Aufgabe 5.27. Welche der folgenden Vokabeln passen zu einer Abbildung,
welche zu einer bijektiven Abbildung? Entsprechung, Wertazweisung, Korre-
spondenz, Umkehrbarkeit, Zuordnung, Eineindeutigkeit, Whselseitigkeit.

Aufgabe 5.28. *

Zwei Personen wollen ihre érpergm e vergleichen. Sie knnen sich direkt
vergleichen, indem sie sich &ken an Ricken hinstellen, oder, indem sie ein
Ma band (Zollstock) nehmen und ihre G® e damit jeweils messen. Welche
Analogien zu diesen Methoden gibt es, wenn man zwei endlicheemgen
vergleichen nechte?

Aufgabe 5.29. Man beschreibe eine Bijektion zwischeN und Z.

Aufgabe 5.30. Eine Funktion

f:R! R;yx7! f(x);
heit streng wachsendwenn fur alle x1;X, 2 R mit X; < X, auchf (X1) <
f (x2) gilt. Zeige, dass eine streng wachsende Funktidninjektiv ist.

5.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 5.31. (2 Punkte)

Im Euromeinzensystem wird so geshlt, dass die Koe zienten (also Q1;2)
der minimalen Darstellung einer Zahl im Sinne von Satz 2.1 mbsteigender
Wertreihenfolge angegeben werden. Bestimme die zehn Naddo von

20110

Aufgabe 5.32. (3 Punkte)

Wir betrachten eine digitale Uhr, die 24 Stunden, 60 Minutend 60 Sekun-
den anzeigt. De niere die Nachfolgerabbildung, die zu jedeteitangabe die
Zeitangabe der mchsten Sekunde berechnet.
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Aufgabe 5.33. (5 (0.5+0.5+1+2+1) Punkte)

Ein Teil der Scheller und Schulerinnen der Klasse 4c sind auf einer Wattwan-
derung, und zwar

fG;L;H;M;A;B;C;R;S; T g:
Sie werden von Wattbihrer Heino und Frau Maier-Sengupta begleitet. Nach
einer scharfen Wende um eine wibersichtliche Dvne herum ahlen die beiden
Aufsichtspersonen die Gruppe durch. Heinoanlt

12

n 3 7 10
"(n) 1M |TJA

5 |6 819
S B|G|IR|/H|C

4
L

und Frau Maier-Sengupta &hlt

n |[1[2[3[4[5 6] 7
() [LIA[B[R[T [C|M

o ©
T
(0)]

Es sind also alle Kinder da.

(1) Welche Nummer gibt Heino demjenigen Kind, das von Frau Maie
Sengupta die Nummer 8 bekommt?

(2) Welche(s) Kind(er) bekommen von beiden die gleiche Numm

(3) Welche(s) Kind(er) bekommen von Heino eine éhere Nummer als
von Frau Maier-Sengupta?

(4) Gabi (G) denkt sich das folgende Spiel aus: Jedes Kind nsudemje-
nigen Kind, dessen Heino-Nummer gleich seiner (des ersten #és)
Maier-Sengupta-Nummer ist, eine Muschel schenken. Welcheh&nk-
zykel (oder Schenkperioden) entstehen dabei?

(5) Ist die durch

' (n); falls n ungerade

F =
(n) (n); falls n gerade

gegebene Abbildung= eine Nummerierung der Sailermenge?

Aufgabe 5.34. (3 (2+1) Punkte)

Mustafa Meller und Heinz Ngolo waren beim Spiel Borussia Dortmund gegen

Bayern Meinchen. Zum Ghick hat Dortmund 5 zu 2 gewonnen, daher ist gute

Stimmung im Fanbus auf der Heimreise. Die Torfolge war
0:11:22:212:23:2Halbzeit;4:25: 2:

Die beideneberlegen sich die folgenden Fragen.

(1) Wie viele megliche Torreihenfolgen gibt es bei einem 5 : 2-Sieg?
(2) Wie viele megliche Torreihenfolgen gibt es bei einem 5 : 2-Sieg, wenn
man noch die Halbzeit mitbescksichtigt?
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Aufgabe 5.35. (2 Punkte)

Bestimme, wie viele echte Potenzen (also Zahlen der Fomh mit k  2) es
zwischen 0 und 100 gibt.

6. Vorlesung - Abbildungen

Vorli mag alle Menschen und achtet nicht auf Au erlichkeiten. Ihr besonderes
Talent ist aber, ...

6.1. Darstellungsm eglichkeiten f wr Abbildungen.
Wir modellieren das Abahlen einer Mengévl mathematisch als eine bijekti-

zeigen, dass dabei das unabhangig von der gewhlten Abbildung ist. Um
dies klar begenden zu lennen, nmussen wir uns etwas genauer mit Abbil-
dungen beschftigen. Abbildungen kennen auf recht unterschiedliche Arten
dargestellt werden. Zu nennen sind (vollsindige oder unvollsandige) Werte-
tabellen, der Graph einer Abbildung, 8ulen- und Kuchendiagramme, Pfeil-
diagramme, Hbhenlinien, Animationen. Eine besondere Rolle spielen funk
tionale Vorschriften, mit denen hau g Abbildungen festgelegt werden, das
sind Ausdricke der Formx?;" X; expx; sinx.



84

\J

40

30
£
H
& 20
2
| I

1975 1980 1985 1990 1995 2000 2005

S

=3

(1,e)
(0, 1)

Stracciatella 9,9%

Schokolade 16,6%
Erdbeer 8,2%
Kirsch 2,4%
/Walnuss 2,8%
— Banane 2,9%

Vanille 18,9%
Nuss 3,8%

Joghurt 5,2%

Zitrone 6,3%
andere 23,0%

(o]

o~
w| a1
[ERN

(x) |2

N

| |0][1[2]3]4]5]6]

OO W N KO
OO0 OO0 oo
OO W N O
W R O KN O
AP OIN O W O
WOoOIN U A~O
N PO WO|O
RN W OO O




85

7 I

Wir wollen zu zwei gegebenen Nummerierungen einer Menge also zu zwei
bijektiven Abbildungen' : f1;:::;ng! M und : fl1;:::;kg! M zeigen,
dassn = Kk ist. Da bei einer Bijektion sich die Elemente der beiden Merg
eindeutig entsprechen efthrt dies zu einer eindeutigen Entsprechung zwischen

tung von Abbildungen und die Umkehrabbildung einer bijektiva Abbildung

zugrunde liegt, kann man also unter Umgehung der Mendé direkt diese
Teilmengen der naeirlichen Zahlen untereinander vergleichen.

6.2. Die Hintereinanderschaltung von Abbildungen.

De nition 6.1. Es seienL; M und N Mengen und

F:L! M;x7! F(X);
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und
G:M! N;yy7! G(y);
Abbildungen. Dann hei t die Abbildung
G F:L! N;x7!' G(F(x));
die Hintereinanderschaltungder AbbildungenF und G.
Eine Hintereinanderschaltung kann man sich durch ein Diagnam der Form
LT M1® N
gut veranschaulichen.

Beispiel 6.2. Die Wertetabelle

n |1]/2]/34]5]6]7]8]9]10
") |[A/A|B|C|C |B|E|D|D|B

beschreibt, welche Person der Bearbeitungsgrup@e= fA;B;C;D;E gwel-
che Aufgabe fedesfhrend macht und die Wertetabelle

P [A[B|C|D]JE
P) ISIC[M M |W

mit den meglichen Wertenf M; S; L; W; U g beschreibt, wie viel Lust die Per-
sonen in dieser Woche haberM

hat Megalust, S hat Superlust,L hat Lust, W hat wenig Lust, U hat Unlust).

Die zusammengesetzte Abbildung ' beschreibt dann, mit wie viel Lust
die verschiedenen Aufgaben bearbeitet werden, die zugahe Wertetabelle
ist

n 1(2[3[4[5 [6]7]8]09]10
() [SIS|[LIM[M [L{W[M|[M]|L

—

Wenn die Abbildungen durch funktionale Ausducke gegeben sind, so esih
man die zusammengesetzte Abbildung, in den man den einen ftinkalen
Ausdruck in den anderen funktionalen Ausdruck einsetzt. Darist folgendes
gemeint: Wenn

" "R ¢! R ¢
Funktionen sind, die durch' (x) = x2+5und (y) = py gegeben sind, so
besitzt die zusammengesetzte Funktion ' (also in der Auskihrung zuerst
' 1) die Vorschrift

( Y= (W)= x5
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In der anderen Reihenfolge ergibt sich

¢ )=o) =Py+5=y+s5:
Hier haben wir die beiden Funktionen mit unterschiedlichen &fiablen ge-
schrieben, was die Einsetzung dann erleichtert hat.eth g muss man zuerst
eine sinnvolle Umbenennung durclhren.

Lemma 6.3. Es seienL;M;N und P Mengen und es seien
F:L! M;x7! F(X);
G:M! N;yy7! G(y);
und
H:N! P;z7! H(2);
Abbildungen. Dann ist
H (G F)=(H G) F:

Beweis. Zwei Abbildungen ; : L ! P sind genau dann gleich, wennef
jedesx 2 L die Gleichheit (x) = (x) gilt. Es sei alsox 2 L: Dann ist

(H (G F)(X H((G F)(x))
H (G(F (x)))
(H G)(F(x)
(H G) F)(x):

Lemma 6.4. Es seienL; M und N Mengen und
F:L! M;x7! F(X);
und
G:M! N;yy7! G(y);
Abbildungen mit der Hintereinanderschaltung
G F:L! N:
Dann gelten folgende Eigenschaften.

(1) Wenn F und G injektiv sind, so ist auchG F injektiv.
(2) Wenn F und G surjektiv sind, so ist auchG F surjektiv.
(3) Wenn F und G bijektiv sind, so ist auchG F bijektiv.
Beweis. (1) Es seienx;x° 2 L mit
G(F(x)) = G(F(x9)
gegeben. Aufgrund der Injektiviat von G folgt
F(x) = F(xX9)
und aufgrund der Injektivitat von F folgt
x = x%
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was die Injektivitat von G F bedeutet.
(2) Seiz 2 N gegeben. Aufgrund der Surjektiviat von G gibt es ein

y 2 M mit
G(y) = z:

Aufgrund der Surjektivitat von F gibt es einx 2 L mit
F(x) = y:

Insgesamt ist
(G F)(x) = G(F(x)) = G(y) = z;
es gibt also ein Urbild vonz und somit ist die Gesamtabbildung sur-
jektiv.
(3) Folgt aus (1) und (2).

6.3. Die Umkehrabbildung.

De nition 6.5. Es seiM eine Menge. Dann heit die Abbildung
M1 M;x7! x;

die also jedes Element 2 M auf sich selbst schickt, diedentische Abbildung
oder Identitat auf M . Sie wird mit Id oder Idy; bezeichnet.

Die Identitat ist naturlich bijektiv. Umgekehrt kann man zu einer bijektiven
Abbildung eine Abbildung derart angeben, dass die Verlapfung die Iden-
tit at ergibt.

De nition 6.6. EsseiF: L! M eine bijektive Abbildung. Dann hei t die
Abbildung

G:M! L
die jedes Elementy 2 M auf das eindeutig bestimmte Elemenk 2 L mit
F (x) = y abbildet, die Umkehrabbildungzu F .

Die Umkehrabbildung zuF wird mit F ! bezeichnet. Es gilt die charakteri-
stische Eigenschaft, dass sowoRl F ! als auchF ! F die Identitat (auf
den jeweiligen Mengen) sind.

Beispiel 6.7. Die Nummerierung der Schler durch Heino,

n |1[2[3[4[5[6]7]8[9]10
") IM|TIA[L|S [B|G|R|H|C

ist bijektiv und hat daher eine eindeutig bestimmte Umkehrabildung. Die
Wertetabelle dieser Umkehrabbildung ist

P J|A[B|C|G|H [LIM|R]S
T I(P) 36|10/ 7|9 |4]| 185

N —




89

Bei einem natirlichen Zahlvorgang kann man sich datber streiten, ob die
Zahlen ,ehen den Personen oder die Personen eher den Zahlen zugeetd
wird. Bei einer bijektiven Abbildung liegt eine Entsprechug vor.

Wir erwahnen noch die konstanten Abbildungen.

De nition 6.8. Es seienL und M Mengen und es set 2 M ein Element.
Dann heit die Abbildung

L ! M; x 7! c;

die also jedes Elemenk 2 L auf c abbildet, die konstante Abbildungzum
Wert c.

6.4. Die Wohlde niertheit der Anzabhl.

Wir kehren zu dem Problem zuack, warum die Anzahl einer endlichen Menge
wohlde niert ist, warum es also egal ist, in welcher Reiheafge man =ahilt.

Lemma 6.9. Es seik 6 0 eine naturliche Zahl mit dem Vorganger ', es sei

durch

x; falls x in der Durchzahlung von 1 bisk vor z kommt;
x?; falls x gleichz ist oder in der Durchahlung nachz kommt:

"(x) =

Dies ist eine wohlde nierte Abbildung, da die Bilder echt un¢rhalb von z
oder echt oberhalb vore liegen, niemals aber gleick sind, und da maximal
der Nachfolger von’, alsok erreicht wird.

Die Abbildung ist injektiv: Wenn x und y beide unterhalb vonz liegen, so
werden beide Elemente auf sich selbst abgebildet. Wenn beidberhalb von
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z liegen, so werden beide auf ihren Nachfolger abgebildet, udds Nachfol-
gernehmen ist injektiv (dies ist die Eigenschaft, dass deioxganger eindeutig
bestimmt ist). Wenn x unterhalb von z und y oberhalb vonz (oder umge-
kehrt) liegt, so ist erst rechty® oberhalb vonz und somit vonx verschieden.

Die Abbildung ist auch surjektiv. Die Zahlen echt unterhalb wn z werden
durch sich selbst erreicht und die Zahlen echt oberhalb vonz (und unterhalb
von k einschlie lich k) kann man als

u=v°

mit v oberhalb vonz (einschlie lich z) und echt unterhalb vonk, also ma-
ximal gleich * schreiben. Insgesamt ist also eine Bijektion.

Satz 6.10. Wenn M eine Menge ist und wenn
" fLii;ng! M

und

bijektive Abbildungen sind, so ist
n = k:
Die Anzahl einer endlichen Menge ist also wohlde niert.

Beweis. Es seien die bijektiven Abbildungen
" fLiing! M
und
cf1ikg! M
gegeben. Da man bijektive Abbildungen umkehren kann und daedHinter-

einanderschaltung von bijektiven Abbildungen nach Lemma 4.(3) wieder
bijektiv ist, ist auch

tereinander vergleichen. Wir nassen also zeigen, dass wenn eine bijektive
Abbildung

vorliegt, dass dann

ist. Dies zeigen wir durch Induktio® nach n. Wenn n = 0 ist, so ist die
Menge links leer und somit muss auch die rechte Menge leemseilso ist
dann auchk = 0: Es seien nunn; k nicht 0, so dass sie also jeweils einen
Vorganger haben. Es san der Vorganger vonn und ~ der Vorganger vonk.

35Dies ist ein Induktionsbeweis, ein Prinzip, das ér die naturlichen Zahlen gilt und das
wir spater begrunden werden.
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Diese Zahlen sind eindeutig bestimmt, da die Nachfolgeraldiing injektiv
ist. Wir setzen

" also auch

6.5. Zahlen von Prozessen.

Mit nat erlichen Zahlen kann man nicht nur endliche Mengenrehlen, sondern
auch Prozesse. Wenn ein Einzelprozess wohlde niert ist, avbeispielsweise
das Nachfolgernehmen in einem Modell der rnadichen Zahlen, oder das
Umlegen eines Apfel von einem Haufen auf einen anderen Haufengroauf
einer Leiter eine Sprosse nach oben steigen, so kann man nenhchatrli-
chen Zahlen angeben, wie oft der Prozess durchgat wird oder werden
soll. Dies ep net eine Vielzahl von Meglichkeiten, komplexere mathemati-
sche Konzepte dadurch festzulegen, dass gesagt wird, wit eh gewisser
grundlegenderer Prozess durchggfrt werden soll. In diesem Sinne kann die
Addition von zwei naterlichen Zahlen dadurch eingefhrt werden, dass die
eine Zahl angibt, wie oft von der andereff Zahl ausgehend der Nachfolger
genommen werden soll, die Multiplikation von zwei nairlichen Zahlen kann
dadurch eingefihrt werden, dass die eine Zahl angibt, wie oft die andere Zah
zur O addiert werden soll (die Anzahl der Summanden ist durchiglerste Zahl
festgelegt), die Potenzierung von zwei natlichen Zahlen kann dadurch ein-
gekhrt werden, dass die eine Zahl angibt, wie oft die andere Zaimit sich
selbst multipliziert werden soll (Anzahl der Faktoren). Wen eine Strecke
s und eine nawirliche Zahl n gegeben ist, so kann man die Streckefach
Hintereinanderlegen. Dabei entsteht eine Strecke, diemal so lang wie die
Ausgangsstrecke ist. Geometrisch kann man dies dadurch doichren, dass
man die Stecke zu einer Geraden verigert und dann mit Hilfe eines Zirkels
die Strecke @ 1)-mal umschigt.

37Es ist bei diesen wichtigen Operationen nicht einheitlich &stgelegt, welche der beiden
beteiligten Zahlen die Anzahl der Prozesse angibt und weldh angibt, dass mit ihr der
Prozess durchgedhrt werden soll. Ferner kommt beispielsweise bei 8 = 3+3+3+3+3 =
0+3+3+3+3+3 der Summand 3 f enfmal vor, in der ersten Darstellung kommt aber nur
viermal das Pluszeichen vor, so dass hier Rzisierungen rotig sind. Auch Formulierungen
wie ,mit sich selbst addieren\ sind problematisch, es wird ja jeveils zu dem Teilergebnis
hinzuaddiert.
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6. Arbeitsblatt

6.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 6.1. Auf der linken Tafel ist eine gewisse Anzahl voApfeln an-
gemalt. Diese Anzahl soll durch eine Menschenkette in eineriShfolge auf
die rechte Tafelubertragen werden, wobei nur eine Person dspfel sehen
darf. Es darf nicht gesprochen werden und niemand darf siclorv der Stelle
bewegen. Ebensowenig darf aufefilkenntnisse Bezug genommen werden.

6.2. Ybungsaufgaben.

Aufgabe 6.2. Man mache sich klar, in welcher Weise die in der Vorlesung
angetihrten Diagramme Abbildungen darstellen.

Aufgabe 6.3. *

(1) Es seiH die Menge aller (lebenden oder verstorbenen) Menschen.

Untersuche die Abbildung

"tH!  H;
die jedem Menschen seine Mutter zuordnet, auf Injektivéit und Sur-
jektivit at.

(2) Welche Bedeutung hat die Hintereinanderschaltunty3?

(3) Wie sieht es aus, wenn man die gleiche Abbildungsvorsdhmimmt,
sie aber auf die Mengé aller Einzelkinder und auf die MengeM
aller Mutter einschmankt?

(4) Seien Sie spitz ndig (evolutionsbiologisch oder religs) und argumen-
tieren Sie, dass die Abbildung in (1) nicht wohlde niert ist.

Aufgabe 6.4. Wir betrachten die Mengen
L=1123456,7,80, M = fa;b;c;d;e;f; @
und N = fR;S;T;U; V;W; X;Y; Zg
und die Abbildungen’ : L ! M und : M ! N; die durch die Werteta-
bellen

X
"(x) |cle|f

und

Xl o
<
Pyl
Pyl
—
=
(i

y
(y)
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gegeben sind.

(1) Erstelle eine Wertetabelle @r "
(2) Sind die Abbildungen' , , " injektiv?
(3) Sind die Abbildungen' , , " surjektiv?

Aufgabe 6.5. Betrachte auf der MengeM = f1;2; 3;4;5;6; 7, 89 die Abbil-
dung

M M x 7P (X);
die durch die Wertetabelle

6|78
3|77

x |1][2[3[4]5
"(x) |2[5(6[1]4

gegeben ist. Berechne %93 also die 1003-te Hintereinanderschaltung (oder
Iteration) von ' mit sich selbst.

Aufgabe 6.6. Der Pferdep eger hat einen Korb vollerApfel und geht auf
die Weide, um dieApfel an die Pferde zu verteilen. Danach geht jedes Pferd
in seine Lieblingskuhle und macht dort einen gro en Pferdg@éel. Modelliere
den Vorgang mit geeigneten Mengen und Abbildungen. Man mackeh die
Begri e injektiv und surjektiv an diesem Beispiel klar. Kam die Gesamtab-
bildung surjektiv sein, wenn es 1®pfel, 6 Pferde und 8 Kuhlen gibt?

Aufgabe 6.7. *

Es seiM eine endliche Menge und : M ! M eine Abbildung. Es sei "
die n-fache Hintereinanderschaltung von mit sich selbst. Zeige, dass es
naterliche Zahlenm>n 1 mit'" = "™ gibt.

Aufgabe 6.8. Welche Funktionsvorschriften kennen Sie aus der Schule?

Aufgabe 6.9. Welche bijektiven Funktionenf : R! R (oder zwischen Teil-
mengen vonR) kennen Sie aus der Schule? Wie hei en die Umkehrabbildun-
gen?

Aufgabe 6.10. Bestimme die Hintereinanderschaltungen und '
fur die Abbildungen’; : R! R; die durch

"(X)= x3+2x+1und (x)=x* 5

de niert sind.
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Aufgabe 6.11. *
Es seienL; M;N Mengen und

f:L! Mundg:M! N
Abbildungen mit der Hintereinanderschaltung

g f:L! N;x7! gof(X):
Zeige: Wenng f injektiv ist, so ist auch f injektiv.

Aufgabe 6.12. In der Planung fur einen Laufwettbewerb wurden die fol-
genden Bahnen vergeben.

k [1[2[3[4][5[6]7]8
Fk) [IN|[C|[Z|G|/R [D|M[S

Leider wurdenC und R des Dopingsaberfehrt und derfen nicht teilnehmen.
In dieser Situation nechte man auf die Au enbahnen 7 und 8 verzichten. Er-
stelle aus der Nummerierundg- eine nmeglichst einfache neue Nummerierung
(also eine bijektive Abbildung) #ir die neue Situation.

Aufgabe 6.13. Nach dem Mittagessen wollen Frau Maier-Sengupta und
Herr Referendar Lutz mit den KindernA;B;C; G; H;L;M;R; T eine Boots-
fahrt machen, wozu jedes Kind eine Nummer zwischen 1 und 9 bcdtt Frau
Maier-Sengupta ist vor dem Mittagessen mit einem Teil der Kder auf dem
Spielplatz und verteilt dabei schon mal die Nummern

n |1[2[3[4]5 6
") [A[G|IR[H|L |B

Beim Abraumdienst nach dem Mittagessen legt Herr Lutz (ohne sRkspra-
che) folgende Nummern fest

n |1]2]3]4]5
M [L|C[M]|G|T

Lucy (L) wollte zwar sagen, dass sie schon eine Nummer hat, tdatas wurde
von Gabi (G) verhindert. Am Boot entscheidet dann Frau MaierSengupta,
dass die Spielplatzkinder ihre Spielplatznummern behatiaind dass diesbri-
gen Kinder die hinteren Nummern 7 9 in der von Herrn Lutz vergebenen
Reihenfolge bekommen.

(1) Erstelle eine Wertetabelle éir die Bootsnummerierung.
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(2) De niere die Bootsnummerierung als Abbildung# durch eine geeig-
nete Fallunterscheidung.

Aufgabe 6.14. Es seienL und M Mengen und es seF: L ! M eine
bijektive Abbildung. Zeige: WennL endlich mit n Elementen ist, so ist auch
M endlich mit n Elementen.

Aufgabe 6.15. Es seierS und T endliche Teilmengen einer Mengd . Zeige,
dass dann auch die Vereinigun®[ T endlich ist.

Aufgabe 6.16. Mustafa Meller und Heinz Ngolo haben jeweils mit einer
Strichliste jjj :::jjj ihre Fu ballbildchen gezahlt. Sie wollen wissen, wer mehr
Bildchen hat, die Listen sind aber ziemlich lang und beimeéhlen kommen sie
durcheinander. Mustafa macht den Vorschlag, in der Liste imer vier Striche
durch einen Querstrich zusammenzufassen und dann diesed&ke zu mhlen.
Heinz sagt, dass das nicht geht, da soeRferblecke entstehen und dadurch
das Ergebnis verilscht wird. Was sagt Gabi Hochster?

In der folgenden Aufgabe bezeichnét(S) die Mengef' (x)j x 2 Sg und
' }(T) die Mengefx 2 L j' (x) 2 Tg. Bestimme diese Mengeref die Hei-
nonummierung aus Beispiel 6.7uf die Menge S = f1;2;3;4;5g und
T=1fGHLMag:

Aufgabe 6.17. Es seienL und M zwei Mengen und' : L ! M eine bi-
jektive Abbildung zwischen diesen Mengen. Zeige, da2s fede Teilmenge
S L eine Bijektion S! ' (S) vorliegt, und dass ebensaif jede Teilmenge
T M eine Bijektion ' (T)! T vorliegt.

Aufgabe 6.18. Man gebe Beispieleeir Abbildungen

" :N! N
derart, dass' injektiv, aber nicht surjektiv ist, und dass surjektiv, aber
nicht injektiv ist.

Aufgabe 6.19. *
Betrachte die Abbildung

3, falls n geradg

f:N!I Z;n7!
241 falls n ungerade

Ist f injektiv, surjektiv bzw. bijektiv?
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6.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 6.20. (3 (1+1+1) Punkte)
Wir betrachten die Mengen
L =11,23456,7,89, M = fa;b;c;d;e;f;g;h; g
und N = fR;S;T;U; V; W; X;Y; Zg

und die Abbildungen’ : L' M und : M ! N; die durch die Werteta-
bellen

X
"(x) |[c|i|alg

und

y |a|b|c|d
(y) [ X|Z|Y]|S

N| @
0)]
—
=
c

gegeben sind.

(1) Erstelle eine Wertetabelle ér "
(2) Sind die Abbildungen’ , " injektiv?
(3) Sind die Abbildungen’ , ' surjektiv?

Aufgabe 6.21. (3 (1+1+1) Punkte)

(1) Kann eine konstante Abbildung bijektiv sein?

(2) Ist die Hintereinanderschaltung einer konstanten Abbildng mit einer
beliebigen Abbildung (also die konstante Abbildung zuerst)dastant?

(3) Ist die Hintereinanderschaltung einer beliebigen Abbildhg mit einer
konstanten Abbildung (also die konstante Abbildung zuletzt)kon-
stant?

Aufgabe 6.22. (2 Punkte)

Es seienR die reellen Zahlen undR , die nichtnegativen reellen Zahlen.
Bestimme #ir die folgenden Abbildungen, ob sie injektiv und ob sie sukav
sind.

(1)
R! R:x7! x%

(2)
R! R gx7! x%
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(3)
Ro! R x7! x%

(4)
Ro! Rgx7! x%

Aufgabe 6.23. (3 Punkte)
Es seienL;M; N Mengen und

f:L! Mundg:M! N
Abbildungen mit der Hintereinanderschaltung

g f:L! N;x7! gof(Xx):
Zeige: Wenng f surjektiv ist, so ist auchg surjektiv.

6.4. Die Aufgabe zum Aufgeben.

Lesungen zu der folgenden Aufgabe direkt an den Dozenten (Hastten).
Bis Weihnachten. Die Konzepte Tupel, Betrag, Abbildung, Iteation werden
bald eingethrt, sind aber vermutlich schon bekannt.

Aufgabe 6.24. Wir betrachten die Abbildung
N* L N4
die einem Vierertupel @;b;c; d das Vierertupel
(jb aj;jc b;jd g;ja dj

zuordnet. Man gebe ein Beispielef ein Vierertupel (a;b;c;d mit der Ei-
genschaft an, dassesnliche Iterationen "(a;b;c;d fur n 25 nicht das
Nulltupel liefern.

Uberprufe das Ergebnis auf http://www.vier-zahlen.bplaced.nétaetsel.php
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7. Vorlesung - Dedekind-Peano-Axiome und Induktion

... dass jeder und jede meint, dass Vorli ihn oder sie ganz besders mag.

In der vorletzten Vorlesung haben wir uns zuerst mit dem ahlen in dem
Sinne beschftigt, dass auf eine nadirliche Zahl eine eindeutig bestimmte
naterliche Zahl, namlich ihr Nachfolger, folgt. In dieser und den folgenden
Vorlesungen werden wir sehen, dass diese Eigenschaft diesrlechen Zahlen
auszeichnet und dass man alle anderen Eigenschaften deremi¢then Zahlen,
wie beispielsweise die Rechengesetze, letztlich daraufemkfehren kann. Auf
dieser Eigenschatft der naitrlichen Zahlen beruht auch das Beweisprinzip der
vollstandigen Induktion.

7.1. Die Dedekind-Peano-Axiome.

In den naterlichen ZahlenN kann man addieren, multiplizieren, potenzie-
ren, teilweise abziehen, es gibt die ®rergleich-Relation, die Teilbarkeit,
usw. Man kann sich nun fragen, welche Alngigkeiten (logische Hierarchi-
en) zwischen diesen mathematischen Strukturen bestehenduob man man-
che davon auf andere, grundlegendere Strukturen awkfehren kann. Dies
fuhrt zum axiomatischen Aufbau der nasirlichen Zahlen. Dies ist lediglich
eine weitere Pazisierung des g&hlvorgangs in der Sprache der Mengen und
Abbildungen.
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LA

Richard Dedekind (1831 -1916) Giuseppe Peano (1858 -1932)

De nition 7.1. Eine MengeN mit einem ausgezeichneten Element2 N
(die Null) und einer (Nachfolger)-Abbildung

“N! N;n7! n®

heit naturliche Zahlen (oder Dedekind-Peano-Modellfur die naterlichen
Zahlen), wenn die folgendem®edekind-Peano-Axiomeerfellt sind.

(1) Das Element 0 ist kein Nachfolger (die Null liegt also nichim Bild
der Nachfolgerabbildung).

(2) Jedesn 2 N ist Nachfolger tochstens eines Elementes (d.h. die Nach-
folgerabbildung ist injektiv).

(3) Fur jede TeilmengeT N gilt: Wenn die beiden Eigenschaften

02T,
mit jedem Elementn 2 T ist auchn®2 T;
gelten, so istT = N:

Man mache sich klar, dass diese Bedingungen den Bedingungen vorletz-

ten Vorlesung entsprechen. Dabei isN die jeweilige Menge,0 bezeichnet
die Nachfolgerabbildung und 0 das Startsymbol (dort hatten w zumeist 1

als Startsymbol gewhlt). Jedes Dedekind-Peano-Modell siehéhnlich aus
wie eine der dort aufgelisteten Mglichkeiten. Das heit, dass die nairli-

chen Zahlen durch das nairliche Zahlen bestimmt sind. &hlen heit, von

einem Startwert ausgehend, nach und nach einen Schritt (ein Strich ma-
chen, einen Stab dazulegen, einen Punkt dazumalen, oder &mplexeres
Bildungsgesetz) weiterzughlen. Das, Weiten\-Z ahlen ist also fundamentaler
als eine bestimmte Benennung von Zahlen. Eine natiche Zahl repmsen-
tiert, wie oft bis zu ihr geahlt werden musste.
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Die erste Eigenschaft legt den Start fest. Die zweite Eigesigaft besagt, dass
wenn zwei Zahlen verschieden sind, dann auch die beiden jigyen Nach-

folger verschieden sind. Die dritte Eigenschaft, die man elu dasinduktions-

prinzip fur Mengen nennt, besagt, dass wenn man bei O afgt und keinen
einzelnen Ahlvorgang aushsst, dass man dann vollsindig alle natirlichen

Zahlen abahlt.

Es sei ervahnt, dass solchelJberlegungen, die nairlichen Zahlen grundle-
gend zu beganden, manchmal eher verwirrend als hilfreich seiroknen. Statt
des intuitiven Zahlens arbeiten wir mit den abstrakten Konzepten Mengen,
Abbildungen, Injektivit at. Bei den natirlichen Zahlen ist es erfahrungsgem
nicht gefahrlich, der Zahl-Intuition 38° zu vertrauen und mit einer naiven
Vorstellung davon zu arbeiten (dies giltér die reellen Zahlen nicht in dieser
Deutlichkeit).

Wir benennen explizit die intellektuelle Leistungen, die arch die axiomati-
sche Fixierung der nadirlichen Zahlen erbracht wird.

(1) Es werden kurz und pazise die entscheidenden strukturellen Eigen-
schaften der naerrlichen Zahlen xiert.

(2) Diese Eigenschaften werden begri ich explizit gemacht

(3) Die naterlichen Zahlen liegen als ein Konzept vor, das unakhgig
von bestimmten Symbolen und Benennungen ist.

(4) Es kann bewiesen werden, dass durch diese Eigenschattennaterli-
chen Zahlen eindeutig festgelegt sind.

(5) Der Zugang ernoglicht, andere Operationen darauf zwrckzufehren,
also komplexere Strukturen auf einfachere zackzufuhren.

(6) Der Zugang (insbesondere die Verankerung imefdlen und die darauf
aufbauende Entwicklung der weiteren Rechenoperationenkist eine
gro e Ubereinstimmung mit dem nawrlichen Lernprozess auf!

(7) Die begriiche Fixierung erm eglicht es,uber den Zugang zu re ek-
tieren und sich damber auszutauschen.

In einem Dedekind-Peano-Modell gibt es die untereinandeenrschiedenen
Elemente

0; 0% Q%9 Q000:: -

386egenargument: Dies stimmt nicht, wenn man willkerrlich ein anderes Startelement
als die vertraute 0O festlegt.

397u Beginn dieses Kurses sollte man generell der eigenen liition misstrauen. Sehr
hau g verbirgt sich hinter der sogenannten Intuition nur ein e unre ektierte und unbe-
grendete Gewohnheit. Stattdessen sollte man genau beachtem welchen Sitzen und wie
Gesetznu igkeiten erarbeitet und begrendet werden, und wie sich das mit intuitiven Er-
wartungen deckt. Dieser Ansatz ist auch sinnvoll, um sich spter in Scheler, die eine
gewisse Intuition noch nicht entwickelt haben, besser einfhlen zu kennen.

4OFrage: Was ist Ihr intuitiver Unterschied zwischen rationalen und reellen Zahlen?
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Hier stehen also alle Elemente, die von 0 aus in endlich viel8ohritten (man
denke an die Abahlung endlicher Prozesse) erreicht werdemknen (formal-
mengentheoretisch ist diese De nition problematisch, daies Bezug auf eine
endliche Austethrung nimmt). Das Induktionsaxiom sichert, dass dies beits
alle Elemente des Modells sind. Die angegebene Teilmengéelt ja die 0
und mit jedem Element auch deren Nachfolger, also ist es die $aetmenge.

Ausgehend von den Peano-Axiomen kann man eine Addition auf derelge
der naturlichen Zahlen de nieren, wobei die Nachfolgerfunktion deAddition
mit 1 = 0%entspricht. Die De nierbarkeit beruht selbst auf dem Indukions-
prinzip. Ebenso kann man eine Multiplikation de nieren unddie wmblichen
Eigenschaften wie Kommutativiet und Assoziativitat nachweisen. Dies wer-
den wir in den machsten Vorlesungen aushren.

7.2. Isomorphieprinzip.

Wir wollen zeigen, dass je zwei Modelleif die Dedekind-Peano-Axiomegiso-

morph\ sind, dass es also zwischen ihnen eine strukturerbeide Bijektion

gibt. Man stelle sich beispielsweise einerseits das Stnebhdell, andererseits
das Dezimalzahlmodell der natrlichen Zahlen vor, die beide mit ihren Nullen
und ihrer Nachfolgerabbildung die Dedekind-Peano-Axiome fetlen. Dann

gibt es bereits, und zwar allein aufgrund der Tatsache der Dekind-Peano-
Axiome, eine eindeutige Entsprechung zwischen diesen beiddengen. Eine
Strichfolge entspricht also eindeutig einer Zahl im Dezintgystem.

| | Strichsystem| Zehnersysteni Dreiersystem| Eurosystem|

0 0 0 0

j 1 1 1

Ii 2 2 10

ji 3 10 11

jili 4 11 20
Jill] 5 12 100
Jiilij 6 20 101
Jiliiij 7 21 110
Jiiiiiii 8 22 111
il 9 100 120
i 10 101 1000

Die Entsprechung in der Tabelle entsteht dadurch, dass man jeder Spalte
unabhangig voneinander im jeweiligen System (gleichschnelift.

Satz 7.2. Es seien(Ny;0:;0 und (N5; 0,; ?) Modelle #ir die naterlichen Zah-
len. Dann gibt es genau eine (bijektive) Abbildung

"INy ! \P¥
die das Ahlen (also die0 und die Nachfolgerabbildung) respektiert.
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Beweis. Da die Abbildung' insbesondere die Null respektieren soll, muss
'(01) =02

sein. Da die Abbildung die Nachfolgerabbildungen respekter soll, gilt ge-
nerell

") = ()7

fur alle x 2 N;: Speziell gilt
(0 = (" (0)° =03
Aus dem gleichen Grund muss unter Verwendung des schon Bewien
L = (O = (@) =(0)" =07

Ebenso muss

(08 = 037,

1 (080(30: 0;???;
u.s.w gelten. Hier hat man keine Wahlnaglichkeiten, alles ist durch die Nach-
folgereigenschaft bestimmt. Da jedes ElemeBt0; ausN; von 0, aus durch

die NachfolgerabbildungOschlie lich und genau einmal erreicht wird, ist dies
eine wohlde nierte Abbildung vonN; nach N,.

Zum Nachweis der Surjektiviat betrachten wir die Menge
T =fy2N,j Esgibtx2 Ny mit y="(x)g:
Wir messen zeigen, dass
T =N;
ist. Dazu wenden wir das Induktionsaxiomefr N, an. Wegen
' (01) =02
gehort 0, 2 T: Wenny 2 T ist, so ist also

y="(x)
fur ein x 2 Ni: Wegen der Vertmglichkeit mit der Nachfolgerabbildung ist

y =

d.h. auchy? 2 T:Daher ist T unter dem Nachfolger abgeschlossen und nach
dem Induktionsaxiom ist alsoT = N,: Zum Nachweis der InjektiviEat seien

X; ¥ 2 Nj verschieden. und zwar set ein (direkter oder) heherer Nachfolger
von x. Dann ist ' (%) der entsprechende Nachfolger von(x) und insbeson-
dere davon verschieden (siehe Aufgabe 7.11), da das Nachiwigemen in
N, injektiv ist.

Es gibt also im Wesentlichen, d.h. wenn man von den Benennwrgabsieht,
genau eine Menge von natlichen Zahlen. Rir das im Wesentlichen eindeutig
bestimmte Modell der Dedekind-Peano-Axiome verwenden wirad Symbol
N und sprechen von dematurlichen Zahlen
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Es sei bemerkt, dass die Konstruktion der bijektiven Abbildng zwischen
zwei Modellen im Beweis zu Satz 7.Bber den Nachfolger ¥r praktische
Zwecke nicht gut geeignet ist. Wenn man von einer natlichen Zahl, die
im Zehnersystem gegeben ist, die Darstellung im Dreiersgst ausrechnen
mechte, so nusste man gera dieser Methode im Dreiersystem so lange
zahlen, wie es die im Zehnersystem gegebene Zahl vorgibt. [iat @s deutlich

e ektivere Methoden, die wir smter kennenlernen werden.

7.3. Das Induktionsprinzip f ur Aussagen.

Die naturlichen Zahlen sind dadurch ausgezeichnet, dass man jedgenliche
Zahl ausgehend von der 0 durch denehlprozess (das sukzessive Nachfolger-
nehmen) erreichen kann. Daher édnnen mathematische Aussagen, die von
naturlichen Zahlen ablngen, mit dem Beweisprinzify der vollstandigen In-
duktion bewiesen werden. Das folgende Beispiel soll an dieses Arguiaie
onsschema heramhren. Um dieses Beweisprinzip anhand von substantiellem
Material demonstrieren zu lennen, greifen wir etwas vor und setzen die Addi-
tion, die Multiplikation und die Gr e ergleichrelation von natrlichen Zahlen
voraus.

Beispiel 7.3. Wir betrachten in der Ebene E eine Kon guration von n
Geraden und fragen uns, was die maximale Anzahl an Schnittpkten ist,
die eine solche Kon guration haben kann. Dabei ist es egalp avir uns die
Ebene als einerR? (eine kartesische Ebene mit Koordinaten) oder einfach
elementargeometrisch vorstellen, wichtig ist im Moment kin, dass sich zwei
Geraden in genau einem Punkt schneideneknen oder aber parallel sein
kennen. Wennn klein ist, so ndet man relativ schnell die Antwort.

/

\
A

4 15|n
6

o
[EEN
N

n
S(n)

3
3

o
o
=

4IDje Indexschreibweisea, bedeutet, dass eine Abbildungk 7! ay vorliegt.
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Doch schon bei etwas grerem n ( n = 5;10;:::?) kann man ins Gerbeln
kommen, da man sich die Situation irgendwann nicht mehr peise vorstellen
kann. Aus einer pmzisen Vorstellung wird eine Vorstellung von vielen Gera-
den mit vielen Schnittpunkten, woraus man aber keine exaktdnzahl der
Schnittpunkte ablesen kann. Ein sinnvoller Ansatz zum Verandnis des Pro-
blems ist es, sich zu fragen, was eigentlich passiert, werineeneue Gerade
hinzukommt, wenn also aus Geradenn+1 Geraden werden. Angenommen,
man wei aus irgendeinem Grund, was die maximale Anzahl der8uattpunk-
te bein Geraden ist, im besten Fall hat man dafr eine Formel. Wenn man
dann versteht, wie viele neue Schnittpunkte maximal bei dedinzunahme
von einer neuen Geraden hinzukommen, so wei man, wie die Amtaler
maximalen Schnittpunkte vonn + 1 Geraden lautet.

DieserWbergang ist in der Tat einfach zu verstehen. Die neue Geradarin
hechstens jede den alten Geraden in genau einem Punkt schneiden, deshalb
kommen heochstensn neue Schnittpunkte hinzu. Wenn man die neue Gerade
so wahlt, dass sie zu keiner der gegebenen Geraden parallel iag neglich
ist, da es unendlich viele Richtungen gibt) und ferner soatlt, dass die neuen
Schnittpunkte von den schon gegebenen Schnittpunkten deroK guration
verschieden sind (was man erreichen kann, indem man die néberade par-
allel verschiebt, um den alten Schnittpunkten auszuweichg so erhalt man
genaun neue Schnittpunkte. Von daher ergibt sich die (vodu ge) Formel

S(h+1) =1+2+3+ +n 2+n 1+n

bzw.
S(n) =1+2+3+ +n 3+n 2+n 1

also einfach die Summe der erstam 1 naterlichen Zahlen.

Im vorstehenden Beispiel liegt eine Summe vor, wobei die Arfdader Sum-
manden selbst variieren kann. Br eine solche Situation ist dasSummenzei-

X
& = gt at +a, 1t an:

k=1
Dabei hangen im Allgemeinen dieg, in einer formelhaften Weise vork ab,
beispielsweise ist im Beispied, = k; es lonnte aber auch etwas wia, =
2k + 1 oder a, = k? vorliegen. Derk-te Summand der Summe ist jedenfalls
ay, dabei nennt mank den Index des Summanden. Entsprechend ist das
Produktzeichende niert, n amlich durch

Y
& = a1 & a8p 1 an:
k=1
Beispiel 7.4. Wir mechten fir die Summe der erstemn Zahlen, die die
maximale Anzahl der Schnittpunkte in einer Kon guration ausn 1 Geraden
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angibt, eine einfachere Formel angeben. Und zwar behaupteir,vdass

X n(n +1)
k= ———=:

k=1 2
Fur kleinere Zahlenn stimmt dies aus dem einfachen Grund, dass links und
rechts dasselbe herauskommt. Um die Gleichung allgemein zweisenpber-
legen wir uns, was links und was rechts passiert, wenn wir dasim 1 erhehen,
so wie wir zuvor die Geradenkon guration um eine z@dgzliche Gerade ver-
kompliziert haben. Auf der linken Seite kommt einfach der z@&szliche Sum-

mand n + 1 hinzu. Auf der rechten Seite haben wir deJbergang von@

nach MDD wenn wir zeigen lennen, dass die Di erenz zwischen die-
sen beiden Buchen ebenfalls+1 ist, so verhalt sich die rechte Seite genauso
wie die linke Seite. Dann kann man so schlie en: die Gleichgrgilt fer die
kleinen n, etwa fur n = 1: Durch den Di erenzenvergleich gilt es auchefr
das machsten, also #ir n = 2; durch den Di erenzenvergleich gilt es#r das
naechsten, u.s.w. Da dieses Argument immer funktioniert, und da man je-
de naterliche Zahl irgendwann durch sukzessives Nachfolgernehmegreicht,
gilt die Formel fur jede natrliche Zahl.

1-+2—3—+4—5—-6—7— 8—8—..

Eine Visualisierung des Induktionsprinzips. Wenn die Steme nah beieinander
stehen und der erste umgesto en wird, so fallen alle Steinem.

Die folgende Aussage begndet das Prinzip der vollsandigen Induktion aus-
gehend von den Dedekind-Peano-Axiomen. Wir schreibar-1 ferr den Nach-
folger vonn.

Satz 7.5. Fur jede natrliche Zahln sei eine Aussagé\(n) gegeben. Es gelte

(1) A(O) ist wahr.
(2) Fur alle n gilt: wenn A(n) gilt, so ist auchA(n +1) wabhr.

Dann gilt A(n) fur alle n.

Beweis. Es sei
M = fn2 NjA(n) ist wahrg:

Wir wollen zeigen, dassM = N ist, denn genau dies bedeutet, dass die
Aussage #r alle n gilt. Nach der ersten Bedingung ist

02 M:
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Nach der zweiten Voraussetzung giltefr M, dass ausn 2 M stetsn+1 2
M folgt. Damit erfullt M beide Voraussetzungen im Induktionsprinzipeir
Mengen, so das$1 = N gilt.

Der Nachweis von (der @iltigkeit von) A(0) heit dabei der Induktionsan-
fang und der Schluss vorA(n) auf A(n+1) heit der Induktionsschlussoder
Induktionsschritt. Innerhalb des Induktionsschlusses nennt man diee@ig-
keit von A(n) auch die Induktionsvoraussetzungln manchen Situationen ist
die AussageA(n) erst fur n no fur ein gewissesy (de niert oder) wahr.
Dann beweist man im Induktionsanfang die Aussag&(ng) und den Induk-
tionsschritt fehrt man fer alle n No durch.
Wir begrenden nun die Gleichheit

X n(n +1)

k= ——=:

k=1 2

mit dem Induktionsprinzip.

Beim Induktionsanfang istn = 1; daher besteht die Summe links nur aus
einem Summanden, amlich der 1, und daher ist die Summe 1. Die rechte
Seite ist%2 = 1; so dass die Formelefr n = 1 stimmit.

Fur den Induktionsschritt setzen wir voraus, dass die Formdur ein n 1
gilt, und meissen zeigen, dass sie dann auefn h+1 gilt. Dabei ist n beliebig.
Es ist

!

X1 X
k = k +n+1
k=1 k=1
n(n+1)

= ———+n+l
nn+1)+2(n+1)

(n+2)( n2+ 1)
> :
Dabei haben wir #ir die zweite Gleichheit die Induktionsvoraussetzung ver-
wendet. Der zuletzt erhaltene Term ist die rechte Seite deroFmel fur n+1,
also ist die Formel bewiesen.

Aussagen, die durch Induktion bewiesen werdemknen, knnen manchmal
auch auf andere Art bewiesen werden, siehe beispielsweisegabk 7.17.
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7. Arbeitsblatt

7.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 7.1. Partnerarbeit: Denken Sie sich ein (kreatives, eses, karatin-
tuitives, verrecktes) Modell #r die Dedekind-Peano-Axiome aus und lassen
Sie |hren Partner darin ahlen. Sie dirfen eine Startzahl vorgeben. Dann
umgekehrt.

7.2. Ybungsaufgaben.

Aufgabe 7.2. Um Frau Maier-Sengupta und die gesamte Klasse veokt zu
machen, und um ihren persnlichen Charakter zu unterstreichen, entscheiden
sich Gabi, Heinz, Lucy und Mustafa, in jeweils eigenene&hlsystemen zu
zahlen und Mengenangaben gruneszlich in ihren individuellen Systemen
anzugeben. Alle belassen es bei der 0 als Startsymbol, ansemzahlen sie
folgenderma en:

Gabi zahlt mit den Primzahlen, also 02;3;5;7;11;:::.

Heinz ahlt ohne Schnappszahleryberspringt also alle mehrstelligen Zahlen,
in denen nur eine Zi er vorkommt.

Lucy zahlt einfach negativ, also © 1; 2; 3; 4, 5;::.
Mustafa zahlt mit den Zehnerpotenzen, also;d; 10,100 100Q 10000: : .

Frau Maier-Sengupta fragt die Kinder, wie viele Muscheln sijeweils vom
Schullandheim auf Juist mitgebracht haben. Die Kinder anterten wahr-
heitsgena , allerdings in ihren jeweiligen Systemen,

P G|H| L M
n(P) {2963 17|1000000000

Ist die Abbildung injektiv?

Wie sieht diese Wertetabelle aus, wenn sie volésidig in den jeweiligen Sy-
stemen (einschlie lich des Systems der Lehrerin) ausgedkt wird? Welche
Umrechnungsstrategie ist dabei geschickt?

Aufgabe 7.3. Man gebe Beispiele NI; 0;°) fur Mengen mit einem ausge-
zeichneten Element @ M und einer Abbildung® M ! M an, die je zwei
der Dedekind-Peano-Axiome eslllen, aber nicht das dritte.
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Aufgabe 7.4. Es seiN die Menge der nadirlichen Zahlen undn 2 N. Zeige,
dass die Menge

N,=fx2Njx ng
ebenfalls die Dedekind-Peano-Axiome (mit welchem ausgetwieten Ele-
ment und mit welcher Nachfolgerabbildung?) e#ilt.

Aufgabe 7.5. Es seiT N eine unendliche Teilmenge der natlichen
Zahlen. Zeige, dasg ebenfalls die Dedekind-Peano-Axiome (mit welchem
ausgezeichneten Element und mit welcher Nachfolgerabbiluy?) erkillt.

Aufgabe 7.6. Wir betrachten die Menge
N! := N[flg
mit O als Startsymbol und wobei diesbliche Nachfolgerabbildung durch
1°=1

erganzt wird. Welche der Dedekind-Peano-Axiome effit diese Menge, wel-
che nicht?

Aufgabe 7.7. Es seiN; = (N;0;0Q und es seiN, die rechts angegebene
Menge mit dem Startsymbol oben links und der durch die Pfeileusgedsick-
ten Nachfolgerabbildung. An welcher Stelle bricht der Beweion Satz 7.2
in dieser Situation zusammen?

./

Aufgabe 7.8. Es seiN; die rechts angegebene Menge mit dem Startsymbol
oben links und der durch die Pfeile ausgedckten Nachfolgerabbildung und
N, = (N;0;0: An welcher Stelle bricht der Beweis von Satz 7.2 in dieser
Situation zusammen?

Aufgabe 7.9. Es seiN ein Modell fur die naterlichen Zahlen und es seW
die Menge der Wochentage mit dem Montag als Starttag und dem blafol-
getag als Nachfolgerabbildung.
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(1) Zeige, dass der Beweis zu Satz 7.2 eine wohlde nierte Algling
"INTDW
festlegt, die 0 auf Montag abbildet und die Nachfolgerabbilthg re-
spektiert. Ist diese Abbildung surjektiv, ist sie injektiv?Wenn nicht,

an welcher Stelle bricht der Beweis zusammen?
(2) Zeige, dass der Beweis zu Satz 7.2 keine wohlde nierte Aloling

":W! N

festlegt, die die Nachfolgerabbildung respektiert und den ditag auf
0 abbildet. An welcher Stelle bricht der Beweis zusammen?

Aufgabe 7.10. *

Zeige ausgehend von den Dedekind-Peano-Axiomen, dass jdelesnentn 2
N, n 6 0, einen Vorganger besitzt.

Aufgabe 7.11. *
Begrinde aus den Dedekind-Peano-Axiomen die folgenden Eigeraftén.

(1) Fur die Nachfolgerabbildung gilt
x°6 x

fur alle x 2 N.

(2) Es sein 2 N, xiert und sei
"ni NI N
die n-fache Hintereinanderschaltung der Nachfolgerabbildungeije
"(x) 6 X
fur alle x 2 N.

Die folgende Aufgabe gibt ein Beispiel, wie man Konzepte inkltiv de nieren
kann.

Aufgabe 7.12. Wir tre en die folgenden induktiven Festlegungen.

(1) Die 0 ist gerade (und nicht ungerade).

(2) Wenn eine nawrliche Zahl gerade ist, dann ist der Nachfolgem® un-
gerade.

(3) Wenn eine nawrliche Zahl ungerade ist, dann ist der Nachfolgen®
gerade.

Zeige, dass dadurcheir jede natrliche Zahl eindeutig die Eigenschaft gerade
bzw. ungerade festgelegt ist.
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Aufgabe 7.13. Fur k 2 N, sei

Berechne

Aufgabe 7.14. *
Wir betrachten die Wertetabelle

i |12
a |25

4 15|67
1{3 |5 2

(0e]

3
4

N

(2) Berechnegz + as.
(2) Berechne o_; a.
(3) Berechneg S o Qg1
(4) Berechne ., &

Aufgabe 7.15. Beweise durch Induktion die folgenden Formeln.

(1)

X . n(n+1)
i=1 . 2
2
X nn+1)2n+1)
I:ll = 6 .
3)

X i3_ n(n+1) 2:
2

i=1

P
Aufgabe 7.16. Man bringe den Ausdruck ', i aus Aufgabe 7.15 mit den
sogenannterDreieckszahlenin Verbindung.

10 6 3 1
O] o o @
0 OO0 00
o000 000
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Aufgabe 7.17. Beweise die Formel
X = Nn+1)
B 2
k=1
ohne Induktion durch Betrachten der folgenden Tabelle

k 1| 2 3 |::ln 2|n 1
n+l k |nin 1|n 2|::: 3 2 1

5

Aufgabe 7.18. *

(1) Skizziere vier Geraden in der Ebene, die sich insgesamtgenau drei
Punkten schneiden.

(2) Skizziere vier Geraden in der Ebene, die sich in keinem il schnei-
den.

(3) Skizziere vier Geraden in der Ebene, die sich in einem Rdrschnei-
den.

(4) Skizziere vier Geraden in der Ebene, die sich insgesamsiechs Punk-
ten schneiden.

Aufgabe 7.19. *
Zeige durch vollsandige Induktion, dass @r jedesn 2 N die Zahl
6n+2 + 72n+1

ein Vielfaches von 43 ist.

Aufgabe 7.20. *
Zeige mittels vollsendiger Induktion far n 1 die Formel
5 bein gerade

1)k =
- ™1 bein ungerade

k=1

Aufgabe 7.21. *
Beweise durch Induktion &r alle n 2 N, die Formel

1n(n+1)

( 1)k 1k2 — ( 1)n+ 5

k=1
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Aufgabe 7.22. *

Beweise durch Induktion, dass die Summe von aufeinandegehden ungera-
den Zahlen (beginnend bei 1) stets eine Quadratzahl ist.

Aufgabe 7.23. *

Wir behaupten, dass die Summe von vier aufeinanderfolgemdangeraden
Zahlen durch 8 teilbar ist.

(1) Beweise diese Aussage mit volendiger Induktion.
(2) Beweise diese Aussage ohne vodlsdige Induktion.

Aufgabe 7.24. *

Es seix eine reelle Zahlx 6 1: Beweise éir n 2 N durch Induktion die

Beziehung
X XM 1
k —

X< = :
‘o Xx 1

Aufgabe 7.25. Analysiere den Beweis zu Satz 6.10 als Induktionsbeweis.

Die beiden folgenden Aufgaben sind intuitiv klar. Es geht dam, die End-
lichkeit durch Angabe einer bijektiven Abbildung zwischen deMenge und

Lemma 6.9 hilfreich.

Aufgabe 7.26. Zeige durch Induktion nachn, dass jede Teilmengd von

Aufgabe 7.27. Es seiM eine endliche Menge und M eine Teilmenge.
Zeige, dassI ebenfalls endlich ist.
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Aufgabe 7.28. Die Schuler und Schulerinnen der Klasse 4c machen auf der
Insel Juist eine Wattwanderung mit Wattfehrer Heino. Heino sagt, dass die
Sandkla muschel, die eingegraben im Sand lebt, besondechwer zu nden
ist und er deshalb an der Stelle immer einen Pfeil in den Sandieghnet, um
sie das mchste Mal wiederzu nden. Die aufmerksamen Seler und Schule-
rinnen fallen da natrlich nicht drauf rein und sagen, dass das nicht sein
kann, da ja dann immer die Flut kommt und den Pfeil wegwischtGabi
Hochster hingegen kommt mit dem Einwand, wie er denn dann zumséen
Mal mberhaupt die Muschel gefunden hat.

Bringe die Einnande der Klasse mit dem Begri der vollsandigen Induktion
in Zusammenhang.

Aufgabe 7.29. In der folgenden Argumentation wird durch Induktion be-
wiesen, dass alle Pferde die gleiche Farbe habgks seiA(n) die Aussage,
dass jen Pferde stets untereinander die gleiche Farbe haben. Indudmsan-
fang: Wenn nur ein Pferd da ist, so hat dieses eine bestimmtarbe und
die Aussage ist richtig. Fir den Induktionsschritt sei vorausgesetzt, dass je
n Pferde stets untereinander die gleiche Farbe haben. Es sejetzt n + 1
Pferde gegeben. Wenn man eines herausnimmt, so wei man nat#r In-
duktionsvoraussetzung, dass die verbleibenden Pferde untereinander die
gleiche Farbe haben. Nimmt man ein anderes Pferd heraus, sdbba die
jetzt verbleibenden Pferde wiederum untereinander die gthe Farbe. Also
haben all diesen + 1 Pferde mberhaupt die gleiche Farbe\. Analysiere diese
Argumentation.

Aufgabe 7.30. Eine naturliche Zahl heit besonderswenn sie einedr sie
spezi sche, benennbare Eigenschaft efft. Die O ist als neutrales Element
der Addition und die 1 ist als neutrales Element der Multiplilation besonders.
Die 2 ist die erste Primzahl, die 3 ist die kleinste ungeraderimzahl, die 4
ist die erste echte Quadratzahl, die 5 ist die Anzahl der Fingeiner Hand,
die 6 ist die kleinste aus verschiedenen Faktoren zusammesetzte Zahl, die
7 ist die Anzahl der Zwerge im Mrchen, u.s.w., diese Zahlen sind also alle
besonders. Gibt es eine Zahl, die nicht besonders ist? Gild eine kleinste
Zahl, die nicht besonders ist?

Aufgabe 7.31. *

Franziska mechte mit ihrem Freund Heinz Schluss machen. Sie eagt die
folgenden drei Begundungen.
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(1) ..Du hast dich schon am ersten Tag voll daneben benommen. Seita
ist es von jedem Tag zum achsten Tag nur noch schlimmer geworden.
Du wirst Dich also immer wllig daneben benehmen\.

(2) .Wenn ich mit Dir zusammenbleiben wirde, so wirde ich irgendwann
als eine traurige, gelangweilte, vom Leben emttischte Person enden,
das mechte ich aber auf gar keinen Fall\.

(3) . Also, wenn Du mich nicht liebst, will ich Dich sowieso nicht. Wnn
Du mich aber liebst, so komme ich zu dem Schluss, dass Du dein
Verhalten mit Deinen Gebihlen nicht zur Deckung bringen kannst.
Dann bist Du also unreif und dann will ich Dich auch nicht\.

Welche mathematischen Beweisprinzipien spiegeln sich ierddrei Begein-
dungen wieder?

7.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 7.32. (2 Punkte)

a, = 2% b5k:
Berechne
X8
Ay
k=1
Aufgabe 7.33. (2 Punkte)
Fur jedesk 2 N sei
: k
&7 w1
Berechne
xXo
A
k=0

schen zwei Stdten gibt es immer genau eine Stra e. Wegen Bauarbeiten din
zur Zeit alle Stra en nur in eine Richtung befahrbar. Zeigegass es trotzdem
mindestens eine Stadt gibt, von der aus alle anderenesite erreichbar sind.



115

Aufgabe 7.35. (4 Punkte)

Eine n-Schokolade ist ein rechteckiges Raster, das dureh 1 Langsrillen
undb 1 Querrilleninn = a b( a;b2 N.) mundgerechte kleinere Recht-
ecke eingeteilt ist. Ein Teilungsschritt an einer Schokotke ist das vollsandi-
ge Durchtrennen einer Schokoladeahgs einer langs- oder Querrille. Eine
vollstandige Aufteilung einer Schokolade ist eine Folge von Teilgsschritten
(an der Ausgangsschokolade oder an einer zuvor erhaltenenisbhienschoko-
lade), deren Endprodukt aus den einzelnen Mundgerechtenkeesteht. Zeige
durch Induktion, dass jede vollstndige Aufteilung einern-Schokolade aus
genaun 1 Teilungsschritten besteht.

8. Vorlesung - Addition der nat erlichen Zahlen

Vorli | asst sich gerne knuddeln. Dabeiaikelt sie sich in alle Himmelsrichtungen
und hinterher wei niemand mehr, wo vorne und hinten ist.

Wir fehren nun die Addition und die Multiplikation von naterlichen Zahlen
ein. Dabei mussen wir uns kurz klar machen, um wa2f eine Struktur es
sich mberhaupt handelt. Bei der Addition (der Multiplikation) wi rd zwef*
naterlichen Zahlena und b eine neue Zahl, ihre Summa + b (ihr Produkt
a b) zugeordnet. In der vierten Vorlesung haben wir schon aus eiMengen
ihre Vereinigung bzw. ihren Durchschnitt gebildet. In der echsten Vorlesung
haben wir Abbildungen hintereinandergeschaltet und so eimeue Abbildung
bekommen. Fur diese Situationen gibt es das Konzept der Verlapfung. Um
dies angemessen formulieren zwhknen, bemtigen wir die Produktmenge.

8.1. Produktmengen.

De nition 8.1.  Es seien zwei Mengeh und M gegeben. Dann nennt man
die Menge
L M=1fXxy)jx2L y2Mg

die Produktmengeder beiden Mengen.
42Es ist hier auch erlaubt, dass die beiden Zahlen gleich sind>ann kennte man sich an

dem Wort zwei storen, da ja dann nur eine Zahl vorliegt. In einem solchen Zusamenhang
sind die Zahlangaben so zu verstehen, dass sialden, wie oft eine Zahl aufgerufen wird.
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Die Elemente der Produktmenge nennt maRaare und schreibt (x; y). Dabei

kommt es wesentlich auf die Reihenfolge an. Die Produktmen@esteht also
aus allen Paarkombinationen, wo in der ersteKomponenteein Element der
ersten Menge und in der zweiten Komponente ein Element dereiten Menge
steht. Zwei Paare sind genau dann gleich, wenn sie in beidenr{ponenten
gleich sind. Bei einer Produktmenge énnen natirlich auch beide Mengen
gleich sein. Dann ist es verlockend, die Reihenfolge zu vepkseln, und also
besonders wichtig, darauf zu achten, dies nicht zu tun. Wergine der beiden
Mengen leer ist, so ist auch die Produktmenge leer.

Beispiel 8.2. Es seiV die Menge aller Vornamen (sagen wir der Vornamen,
die in einer bestimmten Grundmenge an Personen wirklich w\armmen) und
N die Menge aller Nachnamen. Dann ist

V N

die Menge aller Namen. Elemente davon sind in Paarschreibagibeispiels-
weise (HeinzMulller), (Petra; Meller) und (Lucy; Sonnenschein). Aus einem
Namen ksst sich einfach der Vorname und der Nachname herauslesen, i
dem man entweder auf die erste oder auf die zweite Komponedis Namens
schaut. Auch wenn alle Vornamen und Nachnamemf sich genommen vor-
kommen, so muss nairlich nicht jeder daraus gebastelte mgliche Name
wirklich vorkommen. Bei der Produktmenge werden eben alle dfnbinati-
onsnmeglichkeiten aus den beiden beteiligten Mengen genommen.

Beispiel 8.3. Ein Schachbrett (genauer: die Menge der Felder auf einem

Schachbrett, auf denen eine Figur stehen kann) ist die Prokltmenge
fa;b;c;d;e;figily f 1,234,567, 89:

Jedes Feld ist ein Paar, beispielsweisa;(l); (d;4); (c;7). Da die beteilig-

ten Mengen verschieden sind, kann man statt der Paarschreibise einfach

al; d4; c7 schreiben. Diese Notation ist der Ausgangspunkaif die Beschrei-
bung von Stellungen und von ganzen Partien.

hl:de_fg
A tieea
111&"11

p-llir

l'-ﬂlll
WM W A W W M

Mltl-l!ll.i'lﬂ'l'hlm
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Beispiel 8.4. Bei zwei reellen IntervallenM = [a;d und L = [c;d ist die
Produktmenge einfach das Rechteck

[a;d  [c;d:
Allerdings muss man bei einem Rechteck im Hinterkopf behaltenvelche
Seite das erste und welche Seite das zweite Intervall istiFR R schreibt
man hau g auch R?.

Man kann auch mehrfache Produktmengen bilden, wie etl®® = R R R:

Fur eine Abbildung

f:R! R
ist der Graph diejenige Teilmenge volR R = R?; die durch alle Paare der
Form (x;f (x)) gegeben sind. Diese De nitionebertragt sich auf beliebige
Abbildungen. Es existiert also stets ein Graph unal®#ngig von seiner zeich-
nerischen Realisierbarkeit. Diesesingt davon ab, ob man die Produktmenge
aus De nitionsmenge und Wertemenge gut visualisieren kann
De nition 8.5. Es seienL und M Mengen und es sei

F:L! M
eine Abbildung. Dann nennt man

= p=f(xF(X))jx2Lg L M

den Graphen der Abbildung F.

8.2. Verkn wpfungen.

De nition 8.6.  Eine Verknupfung auf einer MengeM st eine Abbildung
M M M;(xy) 7! (Xy)=X Y

Statt Verkneupfung sagt man auchOperation. Das Verkreipfungszeichen ist
hier einigerma en willkerrlich gewahlt, um vorschnelle Assoziationen zu ver-
meiden. In vielen konkreten Situation steht hier + oder. Das, neue\ Element
X Yy heit dann auch das Ergebnis der Operation. Da das Ergebnis wieder
zur Ausgangsmeng®l gebert, kann man es weiter verkmpfen mit weiteren
Elementen. Dies erfordert im Allgemeinen Klammerungen, unuavissen, in
welcher Reihenfolge welche Elemente miteinander veegrft werden sollen.
Im Allgemeinen ist
a (b co6(a b c:

De nition 8.7.  Eine Verknupfung
M MM, (xy) 7 xy;
auf einer MengeM heit assoziatiy wenn fr alle x;y;z 2 M die Gleichheit
xy z=x (y 2
gilt.
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Man sagt auch, dassefr die Verknepfung dasAssoziativgesetoder dieKlam-
merregel gilt.

De nition 8.8.  Eine Verknepfung
M MM, (xy) 7 Xy,
auf einer MengeM heit kommutativ, wenn fur alle x;y 2 M die Gleichheit
X y=y X
gilt.

Man sagt auch, dassefr die Verknepfung das Kommutativgesetzoder das
Vertauschungsgesetgilt. Die Addition und die Multiplikation auf den nat eir-
lichen Zahlen sind beide assoziativ und kommutativ.

De nition 8.9. Es sei eine Meng® mit einer Verknepfung
M M M;(xy) 7 x oy,

gegeben. Dann hei t ein Elemene 2 M neutrales Elementder Verkneipfung,
wenn fur alle x 2 M die Gleichheitx e = x = e x gilt.

Bei der Addition auf den natirlichen Zahlen ist O das neutrale Element und
bei der Multiplikation auf den naterlichen Zahlen ist 1 das neutrale Element.
Deshalb ist es in der abstrakten Formulierung sinnvoll, eenunbelastete Be-
zeichnung zu vahlen. Wenn die Verkmipfung kommutativ ist, SO muss man
die Eigenschaft des neutralen Elementes nur von einer Seitieerprefen.

8.3. Die Addition auf den nat wrlichen Zahlen.

Die Addition auf den naterrlichen Zahlen ist eine vertraute Operation und
es gibt viele Moglichkeiten, sie einzwihren. Je nach Kontext und Absicht
sind unterschiedliche Anatze besser geeignet. Zur rechnerischen De nition
der Addition ist etwa das schriftliche Addieren im Dezimalsyiem beson-
ders e ektiv, wahrend zum Nachweis der Assoziatiwit die inhaltliche Inter-
pretation als disjunkte Vereinigung von Mengen sinnvoll isUm ein klares
Fundament zu haben, muss man sich bei einem systematischedbau der
Mathematik dafer entscheiden, was man als De nition nimmt, und dann be-
weisen, dass der geahlte Zugang auch andere Charakterisierungen erlaubt
und somit mit anderen Zugngenebereinstimmt.

Wir wollen die Addition auf den naterlichen Zahlen de nieren, und zwar
allein unter Bezug auf das Nachfolgernehmen, das daghfen charakterisiert.
Das Nachfolgernehmen ist ein Prozess, den man iterieren kaiowohl! der
Startwert des Nachfolgernehmens als auch die Anzahl, wie ofttdachfolger
genommen werden soll, wird durch natliche Zahlen beschrieben. Die-
fache Durchiihrung eines Prozesses bedeutet, dass er so oft durchgef
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De nition 8.10. Die Summen + k zweier nawrlicher Zahlenn und k ist
diejenige nawirliche Zahl, die man ermlt, wenn man vonn ausgehend-fach
den Nachfolger nimmt.

Die Operation heit die Addition und die beteiligten Zahlen nennt man die
Summanden Nach dieser De nition wird also ausgehend von der Nachfol-

gerprozesk-fach durchgetihrt. Bei k = 0 ist dies als der nullte Nachfolger,
also alsn selbst, zu verstehen. Bek = 1 ist dies der erste Nachfolger,
n+ 1 ist also die erste Zahin® nachn. Die Summen + k ist also n°®%mit k

Nachfolgerstrichen. Wenn umgekehrt

n=20
ist, so ist der k-te Nachfolger der 0 gleichkk. Man beachte, dass hier die

Addition in einer Weise de niert wird, in der die Kommutativi tat keineswegs
o ensichtlich ist, das wird sich aber gleich ergeben.

Das kleine Einsundeins Das Umlegungsprinzip schagt sich in der
Additionstabelle darin nieder, dass in den Linksunten nach
Rechtsoben-Diagonalen konstante Werte stehen.

Lemma 8.11. Fur die Addition der naturlichen Zahlen (mit der in De ni-
tion 8.10 festgelegten Addition) gelten die folgenden Aaggn.

1)
N+0= n=0+n
fur alle n, d.h. O ist das neutrale Element der Addition.
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2
n+ k= (n+ k)%= n%+ k
fur alle n;k 2 N (Umlegungsregél
(3) Die Addition ist kommutativ.
(4) Die Addition ist assoziativ.
(5) Aus einer Gleichungn + k = m + k folgt

n=m
( Abziehrege).

Beweis. (1) Die Gleichungen links und rechts sind unmittelbar klarda
der n-te Nachfolger der O gleichn ist.
(2) Die Ausdrecke besagen prozesstheoretisch das gleiche: Links gehhma
von der Zahln aus und nimmt einmalefters alsk-mal den Nachfolger.
In der Mitte bestimmt man k-fach den Nachfolger vom und nimmt
von diesem Ergebnis den Nachfolger. Rechts nimmt man vonden
Nachfolger und davon danrk-fach den Nachfolger.
(3) Es st
n+k=k+n
fur alle k; n zu zeigen. Diese Gleichungen zeigen wir durch Induktion
eber k fur alle n. Bei k = 0 steht beidseitig n nach Teil (1). Es sei
die Gleichheit nun #ir ein k (und alle n) schon bewiesen. Dann ist
unter Verwendung der Induktionsvoraussetzung und Teil (2)

n+ k= (n+k)°=(k+ n)°= k°+ n;

die Gleichung gilt also auch &r k°
(4) Wir beweisen die Assoziativiat, also die Gleichheit

(m+n)+ k=m+(n+ Kk);

durch Induktion mber k (fur alle m; n gleichzeitig). Mit der Regel aus
(2) und der Induktionsvoraussetzung ergibt sich direkt

(Mm+n)+ k2= (m+n)%* k =(m+nY+ k = m+(n°+ k) = m+(n+Kk9:

(5) Die Abziehregel beweisen wir ebenfalls durch Induktiomber k. Der
Fall
k=0
ist klar. Es sei also die Aussageif ein k schon bewiesen und sei eine
Gleichung der Form

m+ k%= n+K°
gegeben. Dann ist nach der Umlegungsregel auch
m%+ k = n%+ k:
Nach der Induktionsvoraussetzung ist somit
m°®= n¢
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Da die Nachfolgerabbildung injektiv ist, ergibt sich

m= n:

Fur einige alternative Begeindungen siehe die Aufgaben. Teil (2) kann man
auch so verstehen, dass man eine Summe k dadurch berechnen kann, dass
man sukzessive den ersten Summanden um einsedrh(also den Nachfolger
nimmt) und den zweiten um eins vermindert (also den Vosgnger nimmt),
falls k 6 O ist. Dies macht man so lange, bis der zweite Summand 0 isteb
dabei entstandene neue erste Summand ist die Summe. Statt @alingsregel
sagt man auchUmlegungsprinzipoder man spricht von einer,gegensinnigen
Veranderung\, was auch oft bei Rechnungen e ektiv eingesetztivd, wenn
man etwa 19 +41 = 20 + 40 = 60 rechnet. Die folgende Aussage besag
dass durch das Umlegungsprinzip die Addition bereits festgelt ist.

Satz 8.12. Auf den naturlichen Zahlen gibt es genau eine Verkpfung
N N! N;(xy)7! x+vy;
mit
Xx+0= x furallex2 Nundx+ y°=(x+ y)°fur alle x;y 2 N:

Beweis. Die Addition erfullt nach Lemma 8.11 (1, 2) diese Eigenschaften.

Es seien zwei Verkapfungen + und auf N gegeben, die beide diese charak-
teristischen Eigenschaften e#llen. Es ist zu zeigen, dass dann diese beiden
Verknepfungeneberhaupt ebereinstimmen. Wir meissen also die Gleichheit

X+ty=XY

fur alle x;y 2 N beweisen. Dies machen wir durch Induktiomber y (fur
beliebigex). Bei

y=20
ist wegen
X+0=x=x 0

die Aussage richtig. Es sei die Aussage nuarfein bestimmtesy schon be-
wiesen. Dann ist mit der charakteristischen Eigenschaft dnder Induktions-
voraussetzung

x+y'=(x+y)°=(x y)P°=x y-

Lemma 8.13. Es seienx;y naturliche Zahlen. Dann ist
x+y =20

nur beix = 0 undy = 0 meglich.
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Beweis.Wenny 6 0 ware, so vare X + y ein Nachfolger einer nadrlichen
Zahl (namlich der y-te Nachfolger vonx), was fur die 0 ausgeschlossen ist.
Also isty = 0: Wegen

O=x+y=x+0= x

ist auch der erste Summand gleich 0.

8.4. Addition und disjunkte Vereinigung.

Das Vereinigungsprinzip und die Kommutativit &t der Addition

Die Standardinterpretation der und wichtigste Motivation ferr die Addition
zweier nawirlicher Zahlen ist, dass sie die Anzahl der Vereinigung vonvei
disjunkten endlichen Mengen angibt. Wenn man zwei étbe von Apfeln hat
und diese zusammenselttet, so ist die Gesamtanzahl gerade die Summe der
beiden Einzelanzahlen. Es ist wglich, die Addition von natrlichen Zahlen
dareber zu de nieren. Vorteile sind die unmittelbare Anschauug, Nachteile,
dass man eine Zahl durch eine endliche Menge rapentieren muss, und nicht
klar ist, welche man nehmen soll und es nicht selbstveestdlich ist, dass un-
terschiedliche gleichgro e disjunkte Mengen nach Vereming gleichgro sind
(was hei t das?). Der Vorteil bei unserer De nition ist, das man die Addition
auf einen elementareren Prozessamlich den Prozess desshlens bzw. Nach-
folgernehmens zwickfeihrt. Dies erlaubt es, Gesetzm igkeiten zu beweisen,
indem sie per Induktion auf elementare Schritte zwickgetihrt werden. Beide
Konzepte sind wichtig, und na#rlich will man, unabhangig davon, wie man
die Addition nun eingewihrt hat, schnell wissen, dass die beiden Konzepte
eibereinstimmen. Dazu ist es hilfreich, im Vereinigungskaept auch Einzel-
schritte zu erkennen. Dies ist wieder das Umlegungsprinzipie Vereinigung
kann man sich so vorstellen, dass schrittweise ein Elemerir{ Apfel) der
zweiten Menge in die erste Menge umgelegt wird, siehe auch gaife 4.15
und Aufgabe 5.16.

Bei einem solchen Einzelschritt embht sich die erste Anzahl um eins (Nach-
folger) und die zweite Anzahl verringert sich um eins (Voenger). Das deckt
sich mit Lemma 8.11 (2).

Satz 8.14. Es seienM und N disjunkte endliche Mengen mitm bzw.n
Elementen. Dann besitzt ihre Vereinigung/ [ N geradem + n Elemente.
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Beweis. Die Voraussetzung besagt, dass es eine bijektive Abbildung
flLoo;mg! M
und eine bijektive Abbildung

gibt. Die Abbildung

fl:::;ng!'f m+1;:::;m+ng;i 7! m+i
ist nach Aufgabe 8.34 bijektiv, sei die Umkehrabbildung. Somit ist nach
Lemma 6.4 (3)

durch
F(k) =

Diese Abbildung ist surjektiv, da jedes Element au$! durch den ersten
Fall und jedes Element ausN durch den zweiten Fall abgedeckt ist. Die
Injektivit at sieht man so. Wenn

k6 °

sie sind verschieden wegen der Disjunktheit vai und N . Wenn hingegerk
und ~ aus der gleichen Teilmenge des De nitionsbereiches kommen ergibt
sich die Verschiedenheit vorr (k) und F(*) aus der Injektivitat von  bzw.
von' . Insgesamt erhalten wir also eine bijektive Abbildung

fl,:::;m+ng! M| N;
so dass die Anzahl voM [ N gleichm + n ist.

Bemerkung 8.15. Das Zahlen von nawirlichen Zahlen kann man auch auf
dem Zahlenstrahl realisieren, indem man ausgehend von em&tartpunkt
schrittweise um eine Strecke einer xierten &nge (Einheitsstrecke) nach
rechts hepft (wie in der funften Vorlesung ervahnt) Die Addition n + k
bedeutet in diesem Modell, dass man vom Punkt ausgehendk-mal nach
rechts hepft. Das Umlegeprinzip bedeutet in diesem Kontext, dass maron
dem einen Punkt aus nach rechts und vom anderen Punkt aus siltaun nach
links hepft, bis der letztere Punkt im Nullpunkt landet. Die Addition be-
deutet hier einfach, dass man die beiden gegebenen Punkté imien Pfeilen
(Vektoren) vom Nullpunkt aus identi ziert und dann diese Pfale hinterein-
anderlegt. Dieses Modell hat den Vorteil, dass in ihm aucheliAddition von
rationalen Zahlen oder reellen Zahlen in gleicher Weise lbhseben werden
kann.



124
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Spater werden wir in Satz 15.6 beweisen, dass die Addition mit eheschrift-
lichen Addieren ausgerechnet werden kann, dass also der Algonus des
schriftlichen Addierens korrekt ist.

8. Arbeitsblatt

8.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 8.1. Skizziere die ProduktmengdN N als Teilmenge vorR R.

8.2. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 8.2. Es sei

T = fStudienrat; Oberstudienrat Studiendirektor; Referendag
und

N = fMuller; Maier; Sengupta Hinterwald; Lutz; Obermeillerg:

Aus welchen Elementen bestenf N ? Kann man die Paarschreibweise hier
umgehen?

Wie kann man den runden Strohballen (ohne die Katze) als eind’roduktmenge
beschreiben?



125

Aufgabe 8.3. Beschreibe d@ir je zwei (einschlie lich dem Fall, dass das Pro-
dukt mit sich selbst genommen wird) der folgenden geomettisen Mengen
die Produktmengen.

(1) Ein Geradenstick | .
(2) Eine Kreislinie K .
(3) Eine KreisscheibeD.
(4) Eine ParabelP.

Welche Produktmengen lassen sich als eine Teilmenge im Raugalisieren,
welche nicht?

Es emp ehlt sich, die in den folgenden Aufgaben formulierteMengeniden-
tit aten zu veranschaulichen.

Aufgabe 8.4. Es seierA und B disjunkte Mengen undC eine weitere Men-
ge. Zeige die Gleichheit

C (A]B)=(C A)] (C B):

Aufgabe 8.5. *

Es seienrM und N Mengen und seietR M und B N Teilmengen. Zeige
die Gleichheit
(A N\D)'(M B)= A B:

Aufgabe 8.6. Es seienM und N Mengen und seienAq; A, M und
B1;B, N Teilmengen. Zeige die Gleichheit

(A1 B\ (A2 Bz) = (A1) Az) (B1\ By):

Aufgabe 8.7. Es seienA und B disjunkte Mengen. Zeige die Gleichheit
(Al B) (AlB)=(A A](A B)I (B A] (B B)

Aufgabe 8.8. Es seienL und M Mengen. Zeige, dass die Abbildung
L MU M L xy)7! (y;x);

eine bijektive Abbildung zwischen den Produktmengeh ™M und M L
festlegt.

Aufgabe 8.9. Es seiP eine Menge von Personen und die Menge der
Vornamen von diesen Personen und die Menge der Nachnamen von diesen
Personen. De niere natirliche Abbildungen vonP nachV, nachN und nach
V N und untersuche sie in Hinblick auf die relevanten Abbildung<gri e.
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Aufgabe 8.10. Skizziere die folgenden Teilmengen ifR2.

(1) f(x;y) jx+y=3g,

(2 f(x;y)jx+y 3g,

(3) f(xy)j(x+y)?* 4g,

(4) f(xy)jjx+2] 5Sundjy 2 3g,

(5) f(x;y)jjxj=0und jy* 2y®+7y 5 19,
6) f(x;y)j 1 x 3und0 vy x3g.

Aufgabe 8.11. Erstelle eine Wertetabelle und skizziere den Graphearfdas
Nachfolgernehmen in den nairlichen Zahlen.

Aufgabe 8.12. Wie sehen die Graphen der Funktionefi: R! R aus, die
Sie in der Schule kennengelernt haben?

A

\

Aufgabe 8.13. Woran erkennt man am Graphen einer Abbildung
f:R! R;
ob f injektiv bzw. surjektiv ist?

Aufgabe 8.14. Es seiF die Menge aller Farben und? die Verknepfung,
die aus zwei Farben ihre Mischfarbe bestimmt, in der die besd Farben mit
gleichen Anteilen eingehen. Ist diese Verlapfung assoziativ?

Aufgabe 8.15. Es seiN die Menge aller Vornamen. Wir betrachten die
Verknepfung

N NI! N;
die einem VornamenpaarX; y) den Bindestrichvornamenx y zuordnet.

(1) Was ist der Wert von (Kata; Coline) unter dieser Verkmipfung?
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(2) In welchem Sinne muss man hier Vornamen verstehen, dandiese
Verkneipfung wohlde niert ist?

(3) Ist die Verknupfung kommutativ?

(4) Ist die Verknupfung assoziativ?

(5) Besitzt die Verknepfung ein neutrales Element? Bzw. wie muss man
N und die Verkrnepfung abandern, damit sie ein neutrales Element
besitzt?

(6) Ist die Verknepfung surjektiv?

(7) Ist die Verknepfung injektiv?

Aufgabe 8.16. Es seiM die Menge aller weiblichen Doppelvornamen (Bin-
destrichvornamen, wobei die einzelnen Teile einfache Vamen sind, und
jede Kombination erlaubt ist). Wir betrachten die Verkreipfung

M M! M

die einem DoppelvornamenpaarA B;C D) den Doppelvornamem D
zuordnet.

(1) Was ist der Wert von (Lea-Marie Klara-Sophie) unter dieser Ver-
knepfung?

(2) Ist die Verknepfung kommutativ?

(3) Ist die Verknepfung assoziativ?

(4) Besitzt die Verknupfung ein neutrales Element?

(5) Ist die Verknepfung surjektiv?

(6) Ist die Verknepfung injektiv?

Aufgabe 8.17. Es seiM eine Menge mit einer Verkmpfung darauf, die wir
als Produkt schreiben.

(1) Wie viele sinnvollen Klammerungen gibt eseir die Verknepfung von
vier Elementen?

(2) Die Verknupfung sei nun assoziativ. Zeige, dass das Produkt von vier
Elementen nicht von irgendeiner Klammerung al#mgt.

Aufgabe 8.18. Wir zahlen im Zehnersystem. Erstelle im Kopf (und mit
Fingern) das, Kleine Einsundeins\ entlang der De nition, man berechne &lo
m+ n fur O m;n 9; indem man jeweils vonm ausgehendh-fach den
Nachfolger nimmt. Ist es geschickter, die Zalh im Kopf und die Zahl n mit
den Fingern abzuspeichern oder umgekehrt?
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Aufgabe 8.19. Wir zahlen im Strichsystem und addieren geen der De -
nition eiber das Nachfolgernehmen. Was ist einfacher zu berechnen,

Was bedeutet im Strichsystem das Umlegeprinzip?

Aufgabe 8.20. Wir zahlen
heute morgen wbermorgen ubereabermorgen uberiberabermorgen: ::
und wollen mit diesen Zahlen addieren.

(1) Welche alltagssprachliche Formulierung besitzt die Adtlon in diesem
Zahlmodell?

(2) Welche sprachlichen Formulierungen drcken aus, das heute das neu-
trale Element der Addition ist.

(3) Was ist morgen plus morgen?

(4) Was ist mbermorgen plusebermorgen?

(5) Was ist mbereabermorgen plusebereberibermorgen?

Aufgabe 8.21. Es seierk und n naterliche Zahlen. Zeige, dass die (Nachfol-
ger-)Abbildung

bijektiv ist.

Aufgabe 8.22. Bestimme in den jeweiligen Modellen der natlichen Zahlen
die Anzahl der folgenden Abschnitte vorN.

(1)

2
1202 :::;2101@
(im Dreiersystem).

®3)

fuberibermorgen: ::;uberiberiberiberiberiberibermorgemy:

Aufgabe 8.23. Es seik 2 N xiert. Ist die Abbildung
N! N;n7! n+Kk;

injektiv, surjektiv, bijektiv?
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Aufgabe 8.24. *

Die Kinder haben erfolgreich dagKleine Einsundeins\ gelernt (einschlie lich
der Null) und auch das Kommutativgesetz verstanden. Wie vielAdditionen
beherrschen sie, wenn mam + n und n + m als gleiche Addition ansieht?

Aufgabe 8.25. Es sein eine natirliche Zahl. Auf wie viele Arten kannn als
eine Summe von zwei natrlichen Zahlen dargestellt werden? Inwiefern muss
man diese Fragestellung mzisieren?

Aufgabe 8.26. *

Auf wie viele Arten kann man die 5 als Summe von positiven natlichen
Zahlen darstellen (Darstellungen, die man durch Vertausein der Reihen-
folge ineinanderuberfehren kann, gelten dabei als gleich; 5 = 5 ist eine
Darstellung)?

Aufgabe 8.27. *

Wir betrachten die naerliche Additionstabelle bis zu einer bestimmten Zahl
n, also

| | 1 \ 2 \ 3 [t n 1 \ n |
1 1+1 1+2 1+3 D 1+n 1 1+n
2 2+1 2+2 2+3 D 2+n 1 2+n
3 3+1 3+2 3+3 Dl 3+n 1 3+n
n 1fn 1+1(n 1+2|n 1+3|:::/n 14+n 1/n 1+n
n n+1 n+2 n+3 D n+n 1 n+n

Zeige durch Induktion, dass die Gesamtsumme aller in der Talte auftreten-
den Summen gleichr{ + 1) n? ist, also
X

(i+j)=(n+1n*

1inmlijn

Aufgabe 8.28. (1) Ist die Addition
N N! N;(xy)7! x+vy;

injektiv? Ist sie surjektiv?
(2) Ist die Multiplikation

N N! N;(xy)7! x vy,

injektiv? Ist sie surjektiv?
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(3) Ist die Multiplikation
N> NI NoXy7! xvy,;

auf den nawrrlichen Zahlen 2 injektiv? Ist sie surjektiv?

(4) Kennen Sie eine bijektive Verkmpfung?

(5) Gibt es eine, allgemeine Erwartungstendenz\, ob eine Verkapfung
eher injektiv (surjektiv) oder nicht ist?

Aufgabe 8.29. Man mache sich klar, dass die beiden in der Vorlesung be-
sprochenen Zugnge zur Addition (alsoeber das Nachfolgernehmen unaber
die disjunkte Vereinigung) nicht tragihig sind #ir die Addition in Z, in Q
und in R.

Aufgabe 8.30. Auf einem Schi sind 26 Schafe und 10 Ziegen. Wie alt ist
der Kapitan?

8.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 8.31. (2 Punkte)

Skizziere die folgenden Teilmengen ifR?.
(1) f(xy)ji2xj=5und jyj 39,
(2) f(x;y)] 3x 2y und 4x 5yg,

@) f(xy)jy* y+1 g,
(4) f(x;y) j Xy =2 oder x?>+ y? =1g.

Aufgabe 8.32. (2 Punkte)

Es seiM eine Menge mit einer assoziativen Verkapfung darauf, die wir als
? schreiben. Zeige, dass

(a?Bh?(c?(d?e) = a?(b?(c?d)?e
fur beliebigea; b;c;d;e2 M qilt.

Aufgabe 8.33. (2 Punkte)

Es seiM eine Menge mit einer Verkmpfung . Zeige, dass es maximal ein
neutrales Element ér die Verknepfung gibt.
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Aufgabe 8.34. * (3 Punkte)
Es seierk; n naterliche Zahlen. Zeige, dass die Abbildung

bijektiv ist.
Anleitung: Fehre Induktion nach n unter Verwendung von Aufgabe 8.21.

Aufgabe 8.35. (3 Punkte)

Es seienM und N zwei endliche Teilmengen einer Mengg. Zeige, dass die
Formel

#(M)+#(N)=#(M[ N)+#( M\ N)
gilt.

Aufgabe 8.36. (2 Punkte)

Gilt fur die Vereinigung von Mengen die Abziehregel\, d.h. kann man aus
A[ C = B[ CaufA = B schlieen?

9. Vorlesung - Multiplikation der nat arlichen Zahlen

Dies ist Dr. Ines Eisenbeis. Sie istdr die wissenschaftliche Begleitung des
Projektes Vorlesungshund verantwortlich. Ihre Arbeitshypothesen sind: 1)
Studierende gehen lieber zur Vorlesung, 2) Au enseiter waten aus ihrer Isolation
geholt, 3) Au alligkeiten reduzieren sich, 4) Positive Sozialkontakte werden
gefordert, 5) Profs werden mehr beachtet.
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9.1. Die Multiplikation auf den nat erlichen Zahlen.

Zur De nition der Multiplikation verwenden wir wieder das Prinzip, dass
man mit naterlichen Zahlen ahlen kann. Die Addition haben wir bereits zur
Verfugung und insbesonderednnen wir eine naerrliche Zahl mit sich selbst
addieren. Wir kennen auch Summen der Form

b+ b+ b+ + b+ b

benutzen und lennen dabei, wegen der Assoziatiwit der Addition, auf
Klammern verzichten. Die Anzahl der Summanden ist dabei eingohlde-
nierte nat wrliche Zahl. Dies nehmen wir zur Grundlageeir die Multiplika-
tion.*?

De nition 9.1. DasProdukt a bzweier natrrlicher Zahlen ist de niert als
die a-fache Summe der Zahb mit sich selbst.

Wichtig ist hier, dass a die Anzahl der Summanden angibt, also wie ot
zu nehmen ist, und nicht die Anzahl der Additionen (die Anzahl d& Plus-
zeichens), die dabei auszuiiren sind. Diese Anzahl ist um eins kleiner. Es
spricht aber auch einiges dair, dass man von 0 ausgeht und dazu darafach
die Operation +b durchfehrt. Dann hat man

O+ b+ b+ + b+ Db

und a-fach den gleichen Prozess. Die beiden Zahlamnd b hei en Faktoren,
das Ergebnis heit dasProdukt, die Verknepfung heit Multiplikation .

o
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Wwlml= || x
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43Man beachte, dass hier die erste Zahl angibt, wie oft die zwts Zahl mit sich selbst
Zu addieren ist. Bei der De nition der Addition gibt gem & unserer De nition die zweite
Zahl an, wie oft von der ersten Zahl ausgehend der Nachfolgeau nehmen ist. Bei der Po-
tenzierung gibt wiederum die zweite hochgestellte Zahl anwie oft die erste untenstehende
Zahl mit sich selbst zu multiplizieren ist. Es gibt hier also keine einheitliche Reihenfolge,
welche Zahl die Anzahl der Prozesse festlegt. In der Multipkation soll die erste Zahl die
Prozesse shlen, weil man drei Kehe sagt und nicht Kehe drei.
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Wenn man die Addition beherrscht, so ist es einfach, die Mufilikation aus-

zufehren und eine Tabelledr kleine Zahlen aufzustellen. Die Multiplikations-
tabelle fur zwei Zahlen zwischen 0 und 10, das sogenankteine Einmaleins
lasst sich so erstellen (auch in anderen Systemen). Man karand grundstz-

lich samtliche Multiplikationen im Zehnersystem darauf zuackfehren, was
im schriftlichen Multiplizieren ausgenutzt wird, siehe d@ sechzehnte Vorle-
sung. Um gro e Zahlen e ektiv miteinander multiplizieren zukennen, muss
man das kleine Einmaleins auswendig kennen. Eigentlich Is®lman die 10
aus dem kleinen Einmaleins herausnehmen, da die Zehnereedich im Dezi-
malsystem auf kleinere Rechungen zuckfeihren lasst.

Fur die soeben eingehrte Multiplikation m echte man die vertrauten Eigen-
schaften wie beispielsweise die Kommutatiwit etablieren. Dies geschieht in
folgendem Lemma.

Lemma 9.2. Fur die Multiplikation der naturlichen Zahlen (mit der in der
De nition 9.1 festgelegten Multiplikation) gelten folgede Aussagen.

(1) Es gilt

fur alle n.
(2) Es gilt
l1n=n=nl1l
fur alle n, d.h. 1 = 0%ist das neutrale Elementdr die Multiplikation.
(3) Es ist
Kn=%k n+n
und
n k= n k+n
fur alle n;k 2 N:
(4) Die Multiplikation ist kommutativ.
(5) Fur beliebigek; m;n 2 N gilt

k (m+n)=k m+k n

(Distributivgesetz).
(6) Die Multiplikation ist assoziativ.

Beweis. (1) Die zweite Gleichung ist klar, da unablkngig davon, wie oft
die 0 mit sich selbst addiert wird, stets O herauskommt. Dierste
Gleichung kann man als eine Konvention oder auch als Teil dBe -
nition ansehen: Eine Summe, in desmberhaupt keine Zahl vorkommt
(die leere Summe), ist als 0 zu interpretieren.

(2) Die erste Gleichung ist klar, der Ausdruck 1 n besagt einfach, dass
die Zahl n einmal dasteht. Die zweite Gleichung bedeutet, dass die
n-fache Addition der 1 mit sich selbst gleicm ist. Dies zeigen wir
durch Induktion nach n, wobei der Induktionsanfang @ir n = 0;1)
Klar ist. Es sei die Aussage also schoarfn bewiesen. Der Unterschied
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zwischenn 1 und n® 1 besteht darin, dass im zweiten Fall einmal
mehr +1 dasteht. Somit ist

N1 =n1+1=n+1=n"

(3) Die linke Gleichung ergibt sich unmittelbar aus der De fition. Die
rechte Gleichung ergibt sich aus

K= K
n-mal
= ﬁk+1)+ 2 +(k+1i
n-mal
= Kkt o *3
- q E-_Taln: n-mal

(4) Die Kommutativit &t beweisen wir durch Induktion nachk, und zwar
beweisen wir die Behauptung

n k=%kn

fur alle n. Der Fall k = 0 ist klar, da dann beidseitig O steht. Es sei
die Gesamtaussage alseifein bestimmtesk und beliebiges bereits

bewiesen. Dann ist unter Verwendung von (3) und der Induktits-

voraussetzung

n k=n k+n=k n+n= k% n:
(5) Das Distributivgesetz
k (m+n)= Kk m+k n

beweisen wir durch Induktion nachk fer beliebige m;n. Der Fall
k = 0 ist klar, da beidseitig O rauskommt. Unter Verwendung der
Induktionsvoraussetzung und Teil (3) ergibt sich

kK% (m+ n) kK (m+n)+ m+n
k m+k n+m+n
Kk m+m+Kk n+n

kK m+ k% n:

(6) Das Assoziativimtsgesetz beweisen wir durch Induktion nach dem er-
sten Faktor (wobei der Induktionsanfang wieder Klar ist) uter Ver-
wendung des Distributivgesetzes und Teil (3).

kK (m n) K (m n)+m n
(k m) n+m n
(k m+m) n

(k° m) n:
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Es gilt insbesondere On = 0 und die rekursive Beziehung
n k=n k+k:

Diese Eigenschaft nennen wir didnreihungsregel sie ist ein Spezialfall des
Distributivgesetzes. Ihre inhaltliche Bedeutung ist, dassich die Anzahl der
Elemente in einer Produktmenge (Tabelle) mih Reihen undk Spalten umk
erheht, wenn man eine zustzliche Reihe anlegt. Diese beiden Eigenschaften
legen bereits die Multiplikationsverkmipfung eindeutig fest.

Satz 9.3. Auf den naturlichen Zahlen gibt es eine eindeutig bestimmte Ver-
knupfung
N N! N;(xy)7! xvy;
die
O y=Ofuralley2Nundx® y=x y+yfurallex;y2N
erfullt.

Beweis. Es seien und ? zwei Verkrepfungen aufN, die beide diese Eigen-
schaften erelllen. Wir meissen
X y=X?y
fur alle x;y 2 N zeigen. Wir ethren Induktion nachx. Der Induktionsanfang
ist klar, da wegen der ersten charakteristischen Eigenséha
Oy=0=07?y

ist. Es sei die Aussageef ein gewissex schon bewiesen. Dann ist unter
Verwendung der Induktionsvoraussetzung und der zweitenatakteristischen
Eigenschaft

X y=x y+y=x?y+y = x?y:

Die folgende Eigenschatft hei tintegritatseigenschatft

Lemma 9.4. Das Produkt zweier naiirlicher Zahlen ist nur dann gleichQ,
wenn einer der FaktorenO ist.

Beweis. Wir zeigen, dass mita; b 6 0 auch das Produktabvon 0 verschieden
ist. Das Produkt ist
P2 oY+

a fach
und hier steht mindestens ein Summand. Aus Lemma 8.13 uhdé O folgt,
dass diese Summe nicht O ist.

Die folgende Eigenschaft hei tkurzungsregel

Lemma 9.5. Aus einer Gleichungn k = m k mit k;m;n 2 N und mit
k 6 0 folgt n = m:
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Beweis. Wir fehren Induktion nachn. Bein = 0ist0 k = 0 nach Lemma
9.2 (2). Also ist

0O=m k

und wegenk 6 O folgt mit Lemma 9.4 darausm = 0 = n: Es sei die
Aussage d@rr ein n (und beliebigek 6 0 und m) bewiesen. Die Aussage ist
fur den Nachfolgem® zu zeigen. Die Bedingung

n k=m k

kann beim = 0 wegen Lemma 9.4 nicht gelten. Also ist ein Nachfolger,
sagen wirm = "% Somit ist

n ktk=n"k=m k=""k=" k+k:
Aus der Abziehregel folgt

n k="Kk
und aus der Induktionsvoraussetzung folgt
n= -
also
n="%=m:

9.2. Die Anzahl der Produktmenge.

&¢EE&E&E
¢¢ &€
&¢E&E&&E

Satz 9.6. Es seienM und N endliche Mengen mitm bzw.n Elementen.
Dann besitzt die Produktmeng® N genaum n Elemente.

Beweis. Wir feuhren Induktion mber m, also die Anzahl vonM . Wennm = 0

ist, so istM leer und damit ist auch die Produktmenge leer, hat also ebexis
0 Elemente, was nach Lemma 9.2 (1) mit dem Produktbereinstimmt. Dies
sichert den Induktionsanfang. Wennm = 1 ist, so besteht M aus genau
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einem Element, sagen wixg, und alle Elemente der Produktmenge haben die
Form (x;y) mit diesem einenx und einem beliebigery 2 N: Somit ist

NI M Ny7! (xy);

eine bijektive Abbildung und M N hat genau so viele Elemente wiél,

namlich n. Dies stimmt nach Lemma 9.2 (2) mit dem Produkt 1 n mberein.

Es sei nun die Aussagedf alle MengenM mit m Elementen (und beliebige
endliche MengenN) bewiesen und es liege einen(+ 1)-elementige Menge
M vor. Es seix 2 M ein xiertes Element und wir betrachten die disjunkte
Zerlegung

M = (M nfxg)[f xg:

Die MengeM n fxg besitzt dann m Elemente, so dass wir auf diese Menge
die Induktionsvoraussetzung anwendenekinen. Ferner ist

M N =(Mnfxg) N)[ (fxg N)

und diese Vereinigung ist disjunkt (die erste Komponente r@s Paares ist
entweder x oder nicht x). Daher ist nach Satz 8.14 die Anzahl vorM

N gleich der Summe der Anzahlen der beiden Bestandteile, alsach der
Induktionsvoraussetzung, dem einelementigen Spezialfahd Lemma 9.2 (3)
gleich

m n+n=(m+1) n:

Q00000000
Q00000000
000000000
000000000
Q000000000
Q0000000090
Q000000000

Das Distributivgesetz illustriert anhand der Interpretat ion der Multiplikation als
Anzahl einer Produktmenge.

Wir geben noch einen zweiten Beweisif die vorstehende Aussage.
Wir behaupten, dass die Abbildung’

cfLoo;mg f Loioyng !t L,2mng; () 70 (I Dn+

“4Der Ausdruck i 1 bezeichnet hier den Vorgnger voni, die Subtraktion haben wir
noch nicht eingetihrt.



138

bijektiv ist. Zum Beweis der Surjektivitat seiz 2 f 1;2;:::; mng vorgegeben.
Dieses (ganzzahlige) Intervall kann man in die disjunktemtervalle

f1;::5;ng[f n+1;:::;2ng[f 2n+1;:::;3ng[ :::[f (m 21)n+1;:::;mng
unterteilen. Das Elementz gelort somit zu einem dieser Intervalle, d.h. es
gibt ein i mit
z2f(@(i 1n+1;:::;ing
mit i zwischen 1 undm. Dann ist
z=(i n+j

mit einem j zwischen 1 undn und gelert somit zum Bild. Zum Beweis der
Injektivit at seien

gegeben, die auf das gleiche Element abbilden. Es gilt also
i Dn+j=(k n+":

Daj und * beide zufl;:::;ng gehoren, sind die Summen jeweils maximal
gleichin bzw. kn. Daher konnen die Zahlen nur dann gleich sein, wenn
i = k

und dann nach der Abziehregel auch
="
ist.

9.3. Potenzen.

De nition 9.7.  Zu einer natrlichen Zahl a und einer natrlichen Zahl n
nennt man dien-fache Multiplikation von a mit sich selbst

aa aa
(n Faktoren) die n-te Potenz von a. Sie wird mit a" bezeichnet.

Die Zahl a heit in diesem Zusammenhang didBasis der Potenz undn der
Exponent Bein = 0 ist dies als

zu verstehen. Dies gilt auchefr 0, also @ = 1; wobei man hier lau g auf
eine Festlegung verzichtet. kr positive Exponentenn ist jedenfalls

o" =0:

Wie gesagt, der Exponent bestimmt die Anzahl der Faktoren

Pfz_§

n-mal
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die Anzahl der auszuihrenden Multiplikationen ist um eins kleiner. Man
kann aber auch von 1 ausgehen und die Potenz als

laa aa

au assen.
Bei xiertem Exponenten n bilden die Potenzen

On. 1n.2n.3n.4n. T
die Menge allern-ten Potenzen. Bein = 2 ist das die Menge der Quadrat-
zahlen, bein = 3 die Menge der Kubikzahlen. Bei xierter Basisa bilden
die Potenzen

aO. a‘1. 8.2' a3. a4. s
die Menge allera-er Potenzen, also alle Zweierpotenzen, alle Dreierpotenz
u.S.w.
Als Rechenregelndr das Potenzieren halten wir die folgenden Eigenschaften
fest.

Lemma 9.8. Fur das Potenzieren gelten die folgenden Eigenschaften, aiob
a;b2 N, undm;n 2 N seien.

(1)
am+n — am an
2)
(am)n — amn:
(3)
(a bh" = a" b

Beweis. Siehe Aufgabe 9.22.
De nition 9.9.  Eine Zahl der Formn? mit n 2 N heit Quadratzahl

9. Arbeitsblatt

9.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 9.1. Erstelle eine Liste der Quadratzahlen bis 900.

9.2. WUbungsaufgaben.

Aufgabe 9.2. *
Finde zwei nawirliche Zahlen, deren Summe 65 und deren Produkt 1000 ist.

Aufgabe 9.3. *
Wie oft sagt man, bitte\, wenn man dreimal ,bitte, bitte, bitte\ sagt.
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Aufgabe 9.4. Bauer Ernst legt einen Karto elacker mit 25 Reihen an. Pro
Reihe setzt er 120 Setzkarto eln der Sorte Sieglinde. DieS®rte ergibt pro
Setzkarto el einen Ertrag von 3 Kilogramm. Wie hoch wird seie Ernte aus-
fallen?

Aufgabe 9.5. Berechne

m s
ohne auf andere Darstellungsformen der neilichen Zahlen Bezug zu neh-
men. Insbesondere soll das Ergebnis als Strichfolge varée.

Aufgabe 9.6. Berechne

mew s
ohne auf andere Darstellungsformen der naetlichen Zahlen Bezug zu neh-
men. Insbesondere soll das Ergebnis als Strichfolge vayée.

Aufgabe 9.7. Berechne 34 allein mit den in Satz 9.3 und Satz 8.12 xierten
Rechenregeln.

Aufgabe 9.8. In der Klasse gibt es vier Reihen mit je acht Sitzgitzen, die
alle besetzt sind. Vorne stehen Frau Maier-Sengupta und Hekutz. Frau
Maier Sengupta ahlt die Kinder durch, wobei sie reihenweise von (zuerst)
links nach rechts und (dann) von vorne nach hinten durclehit. Herr Lutz
zahlt die Kinder von rechts hinten nach links vorne, wobei eruerst die ganz
rechts sitzenden Kinder durchehlt u.s.w.

(1) Welche Nummer bekommt dasjenige Kind, das von Frau Maier-
Sengupta die Nummer 23 bekommt, von Herrn Lutz?

(2) Welche Nummer bekommt dasjenige Kind, das von Herrn Lutz di
Nummer 18 bekommt, von Frau Maier-Sengupta?
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(3) Welche Nummer bekommt das Kind, das in der dritten Reihe vo
vorne auf dem sechsten Stuhl von links sitzt, von den beiderehr-
kraften?

Aufgabe 9.9. Erstelle das kleine Einmaleins im Zweiersystem.
Aufgabe 9.10. Erstelle das kleine Einmaleins im Dreiersystem.

Aufgabe 9.11. Erstelle das kleine Einmaleins im Vierersystem.

Man kann Satz 9.3 auch mit vertauschten Rollen formulieren.

Aufgabe 9.12. *
Beweise den Satz, dass es auf den mdichen Zahlen genau eine Verkepfung
N N! N;(xy)7! x vy,
gibt, die
x 0=0furallex2 Nundx y°= x y+ x furallex;y 2 N
erfellt.

Aufgabe 9.13. Wir besprechen eine Variante des zweiten Beweises zu Satz
9.3. Es seierm; n positive naterrliche Zahlen.

(1) Zeige, dass

fO;:::;m 1g f O;:::;n 1g!'f O::oymn 1g; (i) 7! in+ j;
eine bijektive Abbildung ist.

(2) Bringe dieseUberlegung mit Aufgabe 2.17 in Verbindung.

(3) Bringe dieseUberlegung mit dem Stellenwertsystem zur Basis in
Verbindung.

Aufgabe 9.14. Welches Problem ergibt sich, wenn man Lemma 9.5 durch
Induktion eber k beweisen mchte?

Aufgabe 9.15. Angenommen, wir wirden fur die Multiplikation die An-
zahl der Produktmenge als Ausgangspunkt (also als De nitigmehmen. Wie
waren bei dieser Vorgehensweise die Aussagen Lemma 9.2, LerAmdaund
Lemma 9.5 zu beweisen?
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Aufgabe 9.16. Man mache sich klar, dass die in der Vorlesung besprochenen
Zugange zur Multiplikation (also mber das mehrfache addieren uneber die
Anzahl der Produktmenge) nicht tragighig sind #ir die Multiplikation in Z,

in Q und in R.

Aufgabe 9.17. Berechne das Matrizenprodukt

01 10
00 00

Aufgabe 9.18. Welche Ziern treten im Dezimalsystem als Endzi ern von
Quadratzahlen auf?

Aufgabe 9.19. Bestimme die folgenden Potenzen.

(1) Die dritte Potenz der Vier.
(2) Die vierte Potenz der Drei.
(3) Die siebte Potenz der inf.
(4) Die neunte Potenz der Zehn.

Aufgabe 9.20. Erstelle das, kleine Einshocheins\. Kann man das allgemeine
Potenzierenn® darauf irgendwie zusickfehren?

Aufgabe 9.21. *
Es seia 2 N, . Zeige, wie mana!® mit vier Multiplikationen berechnen kann.

Aufgabe 9.22. Zeige, dasser das Potenzieren die folgenden Rechenregeln
gelten (dabei seiera; b2 N, und m;n 2 N).

1)

amn" = a" am
(2)

(am)n — amn:
3)

(a bh" = a" b

Aufgabe 9.23. Berechne

i
ohne auf andere Darstellungformen der natlichen Zahlen Bezug zu nehmen.
Insbesondere soll das Ergebnis als Strichfolge vorliegen.
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Aufgabe 9.24. In der Schule wird Potenzrechnung durchgenommen und es
geht um die Frage, ob
a® = B
ist. Als Grende, dass dies gelten wsste, werden angehrt:
(1) Esqiltjaaucha+ b= b+ aunda b= b a; warum sollte das jetzt
pletzlich nicht mehr gelten?
(2) Das ware gut, wenn das gelten wrde, dann kennte man die kleinere

Zahl immer oben hinschreiben und esarve einfacher auszurechnen.
(3) Wenn man beispielsweisa = 2 und b = 4 nimmt, so ist

2'=2222=16=4 4=4%
warum sollte das &ir andere Zahlen nicht auch gelten?

Aufgabe 9.25. Zeige, dass das Potenzieren auf den positiven mdichen
Zahlen, also die Zuordnung

N N! N;(abh7! a

weder kommutativ noch assoziativ ist. Besitzt diese Verkpfung ein neutra-
les Element?

Aufgabe 9.26. Erstelle eine rekursive Beziehungf das Potenzierera™?,
wobei n® den Nachfolger vonn bezeichnet. Gibt es auch eine rekursive Be-
ziehung #r (a9"?

Aufgabe 9.27. *
Zeige, dassdr positive naterliche Zahlena; n; k die Beziehung

(ny — nynN\N .. .aN N

k Potenzierungen

gilt.

Aufgabe 9.28. Bestatige die folgenden Identiaten.

1)

1+2% = 3%
2

2*+7% = 3%
3)

13 +7% = 2°;
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Aufgabe 9.29. *
Ist die Abbildung

":N: N.! No N Ni;(ah7! (a+ b;ab;d);
injektiv oder nicht?

Die folgende Aufgabe liefert eine Anzahlinterpretationefr Potenzen.

Aufgabe 9.30. Es seiL eine endliche Menge mit und M eine Menge mit
m Elementen. Zeige, dass die Menge aller Abbildungen vbmachM genau
m Elemente besitzt.

Aufgabe 9.31. *
Es seiM einek-elementige Menge. Wie viele Verlkapfungen gibt es aufM ?

Aufgabe 9.32. Gabi Hochsteruberlegt sich:,Die Addition a+ b bedeutet,

b-mal den Nachfolger vora nehmen,a b bedeutet, b-mal a mit sich selbst
zu addieren,a® bedeutet,b-mal a mit sich selbst zu multiplizieren. Dies kann
man doch eigentlich unendlich weitermachen, wobei man alitngs auf die
Klammerungen achten muss. Alsaa~ b bedeutet, b-mal a mit sich selbst zu
potenzieren (Anzahl der Operanden, nicht der Operationenyyobei Rechts-
klammerung gelte,a| b bedeutet, b-mal a mit sich selbst die~-Operation

durchzufehren, u.s.w. Am besten nennen wir diese Verkpfungen systema-
tisch ~ ;(Addition) ;~; ..\

(1) Berechne 32, 4-2,5-2, ....
(2) Berechne 23, 2~4, 2-5, ....
(3) Berechne 16 3.

(4) Berechne 3 2.

(5) Berechne 2 3.

(6) Was ist 2~,2 fur jedesn?

9.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 9.33. (2 Punkte)
Berechne 53 allein mit den in Satz 9.3 und Satz 8.12 xierten Rechenrelye

Aufgabe 9.34. (2 Punkte)
Erstelle das kleine Einmaleins im Enfersystem.
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Aufgabe 9.35. (3 (1+1+1) Punkte)
Betrachte die Abbildung
"o f1;000;10g f 1109 1;:::;10Qy; (s 7! a b
(1) Ist ' injektiv?
(2) Ist ' surjektiv?
(3) Was ist das minimalek mit der Eigenschaft, dass unter der Abbildung
cfLiikg f Liii;kg! Ny;(a;b7! a b
alle Zahlen zwischen 1 und 100 im Bild liegen (also erreichevden).

Aufgabe 9.36. (4 Punkte)

Es seim 2 N: Zeige durch Induktion die Gleichheit
yn yn
@m+1) (2 1?%=  (4k* 1)
i=1 k=1

Aufgabe 9.37. (8 (1+1+2+2+2) Punkte)

Die modische Winterjacke, Nungiduluxe\ wird in den Gre en XS;S; M;L;
XL; XXL und in den Farben pink, trkis, lavendel, anthrazit, weinrot, och-
senblut, luisenblau und tschitscheringen angeboten. Ferner gibt es die Aus-
fuhrung mit Rei verschluss, mit einfachen Kmpfen und mit einer Doppel-
knopfreihe, sowie mit und ohne Kapuze.

(1) Beschreibe die Menge der eglichen Nungiduluxe-Jacken als eine Pro-
duktmenge.
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(2) Wie viele Nungiduluxe-Jacken gibt es?

(3) Der Grundpreis der Jacke betagt 200 Euro, #r die Gre en XL und
XXL wird ein Aufschlag von 10 Euro, ér die Doppelknopfreihe wird
ein Aufschlag von 8 Euro unddr die Kapuze wird ein Aufschlag von
12 Euro verlangt. Wie viele Jacken gibt es, die mindestens@Euro
kosten?

(4) Lucy Sonnenschein machte sich eine Nungiduluxe-Jacke kaufen. Sie
hat Gre e M und mechte maximal 215 Euro ausgeben. Anthrazit
und weinrot kommt fer sie nicht in Frage, und sie ndet, dass Rei -
verschkisse meistens klemmen. Da sie alifg eine luisenblaue und
eine tschitscheringane Metze hat, ware bei diesen Farbe die Kapuze
unsinnig. Alle verbleibenden Mglichkeiten nmechte sie gerne anpro-
bieren. Wie viele Jacken bestellt sie?

(5) Die Bestellung von Lucy trit auf folgende Schwierigketen: In der
Gre e M sind die Farben pink und lavendel in jeder Ausfhrung aus-
verkauft und ochsenblut gibt es nur noch mit Rei verschlussT erkis
gibt es nur gleichzeitig mit Doppelknopfreihe und Kapuze uh lui-
senblau nur mit der einfachen Knopfreihe. Wie viele Jackenenden
geliefert?

10. Vorlesung - Ordnung auf den nat erlichen Zahlen

Als Alternative wurde wuber ein Vorlesungslama ...

10.1. Die Ordnungsrelation.

Wir wollen auf den natrlichen Zahlen die G er- bzw. genauer die Ge er-
gleich-Ordnung einéihren.
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De nition 10.1. Eine Relation R auf einer MengeM st eine Teilmenge der
ProduktmengeM M,alsoR M M:

Statt (x;y) 2 R schreibt manxRy, man sagt, das in der Relation R zu
y steht, typische Symboledr R sind ; ; ;4.

De nition 10.2. Eine Relation4 auf einer Mengd heit Ordnungsrelation
oder Ordnung, wenn folgende drei Bedingungen et sind.

(1) Esisti 4 i furallei 2 I:
(2) Ausi 4 jundj 4 k folgt stetsi 4 k:
(3) Ausi 4 jundj 4 ifolgti = j:

Diese Eigenschaften hei en der Reihe nadRe exivit at, Transitivit at und
Antisymmetrie.

De nition 10.3.  Eine Ordnungsrelation4 auf einer Mengel heit lineare
Ordnung (oder totale Ordnung), wenn zu je zwei Elementerx;y 2 | die
Beziehungx 4 y odery 4 x qilt.

10.2. Die Ordnung auf den nat wrlichen Zahlen.

De nition 10.4. Man sagt, dass eine natrliche Zahl n gre ergleich einer
naterrlichen Zahl k ist, geschrieben

n k;

wenn man vonk aus durch endlichfaches Nachfolgernehmen nmugelangt.

Auf dem nach rechts verlaufenden Zahlenstrahl bedeuteh  k, dass sichn
weiter rechts alsk be ndet. Diese Intepretation gilt f ur alle reellen Zahlen.

Statt n k schreibt man auchk n (gesprochen kleinergleich). Die
Schreibweisen > k bedeutetn kundn 6 k:

Lemma 10.5. Fur naturliche Zahlenn; k gilt
n Kk
genau dann, wenn es eim 2 N mit
n=~k+m
gibt.

Beweis. Die Zahl m gibt an, wie oft man vonk aus den Nachfolger nehmen
muss, um zun zu gelangen.
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Lemma 10.6. Fur die Gre ergleich-Relation in den nawrlichen Zahlen gel-
ten die folgenden Aussagen.

(1) Es st
a o0
fur alle a 2 N:
(2) Es ist
a=2>0
oder
a 1L
(3) Bei
a b
gilt
a=>ot
oder
a b+1:

Beweis. Wir verwenden die Charakterisierung aus Lemma 10.5.

(1) Ist klar wegena = 0+ a:

(2) Wir zeigen die Aussagea = 0 oder a 1 fur alle a 2 N durch
Induktion wber a. Fur a = 0O ist die Aussage klar. Es sei also an-
genommen, dass die Aussagarfein bestimmtesa gelte. Dann ist
a=0o0dera 1 ImerstenFallistdannl1+a =1+0 = 1 und
insbesondere 1 +a 1. Im zweiten Fall ist a = b+ 1 mit einem
b2 Nunddamita+1 = (b+1)+1 =1+ ( b+1):

(3) Wird ahnlich wie (2) bewiesen, siehe Aufgabe 10.6.

Satz 10.7. Auf den naturlichen Zahlen ist durch die Ge ergleich-Relation
eine totale Ordnung de niert.

Beweis. Wir verwenden die Charakterisierung mit der Addition. Wegem =
n+0istn n: Wenn k “und ¢ m ist, so bedeutet dies, dass
es nawrliche Zahlena;bmit k = "~ + aund ° = m+ b gibt. Dann gilt
insgesamt

k="+a=(m+bh+a= m+(b+a

und somit ist auch k m: Aus k “und k ergibt sichk = "+ a
und ° = k+ bund somitk = k+ (a+ b): Dies ist nach der Abziehregel
nur beia+ b = 0 meglich, und dies ist wiederum, da 0 kein Nachfolger ist,
nur beia = b = 0 meglich. Die Aussagea b oderb  a beweisen wir
durch Induktion mber a (fur jedes festdy), wobei der Induktionsanfang wegen
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b O Kklar ist. Die Aussage gelte alsaf ein bestimmtesa. Wenn die erste
Meglichkeit gilt, alsoa  b;so gilt wegen
atl>a b

erstrechta+1l  b:Wenn die zweite Mdglichkeit gilt, alsoa  b;so gibt es
zwei Meglichkeiten. Beia = bista+1  bund die Gesamtaussage gilef
a+ 1. Andernfalls ist a < b und somit ist nach Lemma 10.6 (3a+1 b
und die Gesamtaussage gilt erneut.

Wir begreunden nun, dass die Ordnungsrelation mit der Addition und der
Multiplikation vertr aglich ist.

Satz 10.8. Es seiena; b; cnaturliche Zahlen. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Es ist

genau dann, wenn
a+tc b+c

ist.
(2) Aus
a b
und
c d
folgt
a+c b+d:
(3) Aus
a b
folgt
ca cbh:
(4) Aus
a b
und
c d
folgt
ac bd:
(5) Aus
c 1
und
ca cbh:
folgt
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Beweis. (1) Wir beweisen die Aussagen mit Lemma 10.5. Nach Voraus-
setzung gibt es eilftm 2 N mit a = b+ m: Dann ist aucha = b+ m:
at+c=b+m+c= b+c+m;wasa+ c b+ cbedeutet.

(2) Zweifache Anwendung von Teil (1) liefert

a+c b+ c b+ d;

so dass die Transitiviet den Schluss ergibt.
(3) Die Voraussetzung bedeutet wiedea = b+ m mit einemm 2 N:
Dann ist mit dem Distributivgesetz

ca= c¢(b+ m) = cb+ cm;

alsoca cm:
(4) Aus den Voraussetzungen und Teil (3) ergibt sich

ac bc bd:

(5) Seic 1. Wir beweisen die Kontraposition, dass aus der ®rerbe-
ziehungb > a die Gre erbeziehungbc > ac folgt. Sei alsob > a:
Dannistb a+1 und somit ist nach Teil (3) und Teil (2)

bc (a+1l)c= ac+c ac+1;

alsobc > ac:

Die algorithmische Bestimmung der Ordnungsrelation im Dé&nalsystem
werden wir in Korollar 15.4 beschreiben.

10.3. Maxima und Minima.

De nition 10.9.  Zu einer endlichen nichtleeren Teilmeng& N heit a
dasMaximum von T, wenna 2 T istund wenna x fur allex 2 T gilt.

De nition 10.10.  Zu einer nichtleeren Teilmengd N heit bdasMini-
mum von T, wennb 2 T istund wennb  x fur alle x 2 T gilt.

Die leere Menge besitzt weder ein Maximum noch ein Minimum.i® Ge-
samtmengeN besitzt das Minimum 0 und kein Maximum.

Aus dem Induktionsprinzip folgt die rachste wichtige Eigenschaft, die besagt,
dass die na#irlichen Zahlenwohlgeordnetsind. Vom intuitiven Standpunkt
her ist sie selbstversindlich, wir fehren sie aber trotzdem auf das Indukti-
onsprinzip zumck. Es geht in diesem Beweis weniger dadrum, sielber die
Satzaussage zu vergewissern, sondern vielmehr Einblickeriathematisches
Argumentieren zu gewinnen. Es ist auch ein Beispiel aaf wie man eine
Aussageuber Teilmengen zu einer Aussageber naterliche Zahlen macht,
um das Induktionsprinzip anwenden zu &nnen.

Lemma 10.11. Jede nichtleere TeilmengeéM N besitzt ein Minimum.
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Beweis. Wir betrachten die Aussage
A(n) = Alle Teilmengen von N, die n enthalten, besitzen ein Minimum.

Da jede nichtleere Teilmenge mindestens em 2 N besitzt, ist die Aussa-
ge des Satzesquivalent zur Galtigkeit von A(n) fur alle n. Diese Aussage
kennen wir durch Induktion beweisen. Die Aussaga(0) besagt, dass jede
Teilmenge M N; die die O enthalt, auch ein Minimum enthalt. Dies ist
aber klar, da dann eben 0 das Minimum ist. Es sei die Aussag€k) nun
fur alle k n schon bewiesen. Wir mssenA(n + 1) beweisen. Es sei also
M N eine Teilmenge, dien+1 enthalt. Wenn M auch eine Zahk < n +1
besitzt, so besitztM nach der Induktionsvoraussetzung ein Minimum. An-
dernfalls besitztM keine Zahl, die kleiner als + 1 ist. Dann ist aber n + 1
das Minimum vonM .

10.4. Die Dierenz von nat wrlichen Zahlen.

Aus einer Menge mita Elementen wird eine Teilmenge mitb Elementen (b a)
herausgenommen. Zuick bleibt eine Menge mita b Elementen.

De nition 10.12.  Fur naterliche Zahlen
a b
ist a bdiejenige nawrliche Zahl c fur die
a= b+tc
gilt. Sie heit die Dierenz zwischena und b.

Man mache sich hier die Logik dieser De nition klar: Die Vorassetzung
a b
bedeutet nach Lemma 10.5 die Existenz einer reatichen Zahl ¢ mit
a= b+tc
Diesesc ist aufgrund der Abziehregel durch diese Eigenschaft eindeube-
stimmt. Die Di erenz gibt an, wie oft man von b aus den Nachfolger nehmen
muss, um zua zu gelangen. Die charakteristische Eigenschaft ist die Gie-
heit
b+(a b = a:
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Dabei ista bdie einzige losung #ir die Gleichund®
b+ x = a:

Ferner ista a = 0: Wenn eine Gleichunga+ b = c gegeben ist, so sagt
man beim Ubergang zu

a=<c¢ b
auch, dassb (beidseitig) abgezogen wird.

Feur a < b ist der Ausdruck a b innerhalb der nawrlichen Zahlen nicht
de niert. Da zu a;b 2 N stets

a b

oder
b a

gilt, ist einer der beiden Ausdecke a b oderb a eine wohlde nierte
naterliche Zahl. Oft nennt man auch diese Zahl, die sich ergibtyenn man
die beiden Zahlen richtig geordnet hat, die Di erenz der bden Zahlen.

Fur die Di erenz kennen wir einfach eine mengentheoretische Interpretation
angeben.

Satz 10.13. Es seiM eine endliche Menge mitm Elementen und es sei
T M

eine Teilmenge, diek Elemente besitze. Dann besitzt
MnT

genaum k Elemente.

Beweis. Es ist
M=T] (MnT)
eine disjunkte Zerlegung. Daher gilt nach Satz 8.14
m=#(M)=#(T)+#(MnT) = K+#( M nT):

Somit erfullt #( M nT) die charakteristische Eigenschaft der Di erenz und
ist daher gleichm k.

Lemma 10.14. (1) Fur naturliche Zahlena; b; cmit
a b
ist
b+ c+(a b = c+a:
Insbesondere ista+ c) (b+c) = a bund(a+tc) (a b = b+c:

4SDas Gleichungskonzept werden wir spter genauer besprechen.
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(2) Fur naturliche Zahlena; b; c; dmit
a b

und

ist
(@a+c) (b+d)=(a b+(c d):

Insbesondere ist bea bstets(a+c) b=(a Db+ c:
(3) Bei
b+c a b

ist ¢ a bund es ist

c (@ bh=(c+tb a
Beweis. Siehe Aufgabe 10.25.

Die folgende Aussage ist das Distributivgesetaif die Di erenz.
Lemma 10.15. Es seiena; b; cnaturliche Zahlen mita  b: Dann ist
c(a b = ca cb:

Beweis. Nach Satz 10.8 ist mita  bauchca cb;so dassta cbwohlde-
niert ist. Es ist

a=(a b+b

und daher ist nach dem Distributivgesetzdr die Addition und die Multipli-
kation

ca=c((a bh+b=ca b+ ch:
Also ist
c(a b = ca cb:

10. Arbeitsblatt

10.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 10.1. Ordne die folgenden nairlichen Zahlen gem ihrer Gre e.
2'0,10% 50 20+13; 33%; 3 334 9°+73; 1005 2 5 101, 31% 3* 37,11 10 9:
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10.2. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 10.2. Erstelle das, kleine Einsgm® ergleicheins\.

Aufgabe 10.3. Skizziere die Menge der Paarex{y) 2 N N, die x y
erfullen, als Teilmenge der Produktmeng®& N.

Aufgabe 10.4. Es seienm  n naterliche Zahlen. Zeige
fm;::i;ng = fX2Njm xundx ng:

Aufgabe 10.5. *
Es seierk; n naterliche Zahlen. Zeige, dask  n genau dann gilt, wenn

gilt.

Aufgabe 10.6. Es seiem; bnaterliche Zahlen mita  b:Zeige, dasa = b
odera b+1 gilt.

Aufgabe 10.7. Fur naturliche Zahlen geltea  bund b > c: Zeigea > c:

Aufgabe 10.8. *
Zeige, dass#r jede naturliche Zahln 1 die Abschatzung
3n n3

gilt.

Aufgabe 10.9. Bestimme die minimale Potenzzahl echt oberhalb von
1000000 und die maximale Potenzzahl echt unterhalb von 1Q00.

Aufgabe 10.10. *
Beweise Lemma 9.4 mit Hilfe von Lemma 10.6 und Satz 10.8.

Aufgabe 10.11. *
Beweise Lemma 9.5 mit Hilfe von Satz 10.8.
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Aufgabe 10.12. Es seiA eine endliche total geordnete Menge. Es skei=
f1,;2;:::;ng eine endliche Indexmenge. De niere auf der Produktmenge

e

die ,lexikographische Ordnung\, und zeige, dass es sich dabeeafalls um
eine totale Ordnung handelt.

Aufgabe 10.13. Modelliere Aussagen wigdiese Person ist gw er (schwerer,
intelligenter) als jene Person\ mit Hilfe von Abbildungen undder Gre er-
gleich-Relation auf den naéirlichen Zahlen. Besteht eine Ordnungsrelation
auf der Personenmenge?

Aufgabe 10.14. Es seiT N eine nichtleere Teilmenge der natlichen
Zahlen. Zeige, das3 genau dann endlich ist, wen ein Maximum besitzt.

Aufgabe 10.15. Es seiM eine endliche Menge mitm Elementen und es sei
T M eine Teilmenge. Zeige, dask ebenfalls eine endliche Menge ist, und
dass #r ihre Anzahl k die Abschatzung

k m

gilt. Zeige ferner, dassl genau dann eine echte Teilmenge ist, wenn
kK <m

ist.

Aufgabe 10.16. In die Klasse kommt ein neues Kind. Es stellt sich her-
aus, dass es auf die Frage, ob 13 oder ob 19 gr ist, keine Antwort wei .
Die Lehrkraft mechte genauer wissen, was das Kirngber die Ordnung wei
oder nicht wei, um es bessererdern zu kennen. Betrachte die folgenden
meglichen Nachfragen der Lehrkraft.

(1) .Weit du, ob 44 oder ob 49 g er ist?\

(2) .Weit du, ob 13 oder ob 14 g er ist?\

(3) .Weit du, ob 3 oder ob 7 gm® er ist?\

(4) .Weit du, ob 1 oder ob 10 gme er ist?

(5) (nachdem die Lehrkraft zwei Mengen mit unterschiedlichvielen
Plattchen hingelegt hat), Welche der beiden Mengen ist grer?\

An welchem mathematischen Sachverhalt orientiert sich vemutlich die Lehr-
kraft bei den einzelnen Nachfragen?



156

Aufgabe 10.17. Es seienS und T endliche Mengen. Zeige, dass es genau
dann eine injektive Abbildung : S! T gibt, wenn #(S) #(T) qilt.

Aufgabe 10.18. Es seienS und T endliche Mengen. Es gebe zwei injektive
Abbildungen : S! Tund': T! S:Zeige, dass dann die beiden Mengen
die gleiche Anzahl besitzen.

Aufgabe 10.19. *

Winnetou und Old Shatterhand liegen nachts am Strand des RiBecos und
halten ihre vom harten Tagesritt muden Fe e in den Fluss. Dabei schauen
sie in den Himmel und &hlen Sternschnuppen. Winnetou sieht 117 und Old
Shatterhand sieht 94 Sternschnuppen. Old Shatterhand sietoon den von
Winnetou gesichteten Sternschnuppen 39 nicht. Wie viele d&ternschnup-
pen, die von Old Shatterhand gesichtet wurden, sieht Winnetl nicht?

Aufgabe 10.20. *

Professor Knop och kommt gelegentlich mit verschiedenernoSken und/oder
mit verschiedenen Schuhen in die Universt. Er legt folgende De nitionen
fest.

(1) Ein Tag heit sockenzerstreytwenn er verschiedene Socken anhat.

(2) Ein Tag heit schuhzerstreutwenn er verschiedene Schuhe anhat.

(3) Ein Tag heit zerstreut wenn er sockenzerstreut oder schuhzerstreut
ist.

(4) Ein Tag heit total zerstreut wenn er sowohl sockenzerstreut als auch
schuhzerstreut ist.

a) Vom Jahr 2015 wei man, dass 17 Tage sockenzerstreut undTage schuh-
zerstreut waren. Wie viele Tage waren in diesem Jahr maximaérstreut und
wie viele Tage waren minimal zerstreut? Wie viele Tage war@mdiesem Jahr
maximal total zerstreut und wie viele Tage waren minimal tcdl zerstreut?

b) Vom Jahr 2013 wei man, dass 270 Tage sockenzerstreut undOlTage
schuhzerstreut waren. Wie viele Tage waren in diesem Jahr riiaal zerstreut
und wie viele Tage waren minimal total zerstreut?

c) Erstelle eine Formel, die die Anzahl der sockenzerstrenteder schuh-
zerstreuten, der zerstreuten und der total zerstreuten Tagin einem Jahr
miteinander in Verbindung bringt.

Aufgabe 10.21. Esseiena  bnaterliche Zahlen. Begeinde, dassa bder
b-te Vorganger vona ist.
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Aufgabe 10.22. Es seim eine natrlich Zahl. Zeigem® 1 = m:

Aufgabe 10.23. Es seienm  n naterliche Zahlen. Zeige, dass dann auch
m®  n%und dass

gilt.

Aufgabe 10.24. *
Berechne die Di erenz mit Aufgabe 10.23

i

Aufgabe 10.25. *

Beweise die folgenden Eigenschatirfdie Di erenz zwischen nagrlichen Zah-
len.

(1) Fur naterliche Zahlena; b; cmit
a b
ist
b+c+(a b= c+a:
Insbesondere ist§+c) (b+c)= a bund(a+c) (a b = btc:
(2) Fur naterliche Zahlena; b; c; dmit
a b

und
c d
ist
(atc) (b+td)=(a b+(c d:

Insbesondere istbea bstets(@+c) b= (a b+ c:

(3) Bei
b+c a b
istc a bundesist

c (@ bh=(c+b a

Aufgabe 10.26. *
Es seiena; b; cnaterliche Zahlen mita;b  c¢: Zeige
(@ o+b=a+(b o:
Gilt
(8 5)+3=8+(3 5
in N?
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Aufgabe 10.27. Es seiena;b;cnaterliche Zahlen mita b  c: Zeige

c b ¢ a

Aufgabe 10.28. *

Es seiem; b; cnaterliche Zahlen mita bunda b c:Zeige, dass dann
a b+ cistund dass

(@ b c=a (b+to
ist.

Aufgabe 10.29. Es seiemg; b;cnaturliche Zahlen mita b+ c: Zeige, dass
danna bunda b cqilt, und dass

(@ b c=a (b+0
ist.

Aufgabe 10.30. *

Es seiena; b; c; dnaterliche Zahlen mit
atb=c+d:

Es seia c: Zeige, dass danm  bist und dass
a c=d b

gilt.

Aufgabe 10.31. *
Es seiena; b; c; dnaterliche Zahlen mita bundc d:
(1) Zeige
ac+ bd bc+ ad:
(2) Zeige (inN)
(@ b (c d)y= ac+ bd (bc+ ad):

Aufgabe 10.32. Wir haben schon mehrfach Beziehungen zwischen men-
gentheoretischen Operationen und arithmetischen Operatien hergestellt,
siehe Satz 8.14, Satz 9.6, Aufgabe 9.30, Satz 10.13. Gibt esasoauch &r
den Durchschnitt von endlichen Mengen?
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Aufgabe 10.33. Wir zahlen
heute morgen wbermorgen uberibermorgen ubereaberebermorgen::: :
Wir kennen zwar nur die Tage ab heute, wir kennen aber die &ter
;11 vorvorvorgestern vorvorgestern vorgestern gestern;

(wenn sie sich letzlich auf einen Tag ab heute beziehen).

(1) Bestimme gestern von morgen.

(2) Bestimme vorvorgestern voreberaberebermorgen.

(3) Bestimme gestern von vorgestern voaberaberaberebermorgen.
(4) Ist vorgestern von morgen in diesem System benennbar?

Aufgabe 10.34. *

Die o zielle Berechtigung fur die Klausurteilnahme werde durch mindestens
200 Punkte im Ubungsbetrieb erworben. Professor Knop och sagt, dass es
aber auf einen Punkt mehr oder weniger nicht ankomme. Zeigardh eine ge-
eignete Induktion, dass man mit jeder Punkteanzahl zur Klaaur zugelassen
wird.

Aufgabe 10.35. *

Anfang Marz betragt die Zeitdi erenz zwischen Deutschland und Paraguay
4 Stunden (in Paraguay wurde es 4 Stunden afer hell). Am 25. Marz 2018
wurde in Deutschland die Uhr von der Winterzeit auf die Sommeeit umge-
stellt, die Uhr wurde also um eine Stunde nachts von 2 auf 3 vasfellt. In
der gleichen Nacht wurde die Uhr in Paraguay umgestellt. Wie grwar die
Zeitdi erenz nach der Umstellung?

Aufgabe 10.36. Bringe die folgenden Berechnungen mit Lemma 10.14 in
Verbindung.

(1) In der ersten Halbzeit schie t Borussia Dortmund 3 Tore mier als
Bayern Meinchen. In der zweiten Halbzeit schie t Borussia Dortmund
4 Tore mehr als Bayern Minchen. Wie viele Tore schie t Borussia
Dortmund insgesamt mehr als Bayern Mnchen?

(2) Mustafa Meller hat 7 Fu ballbildchen mehr als Heinz Ngolo. Beide
bekommen 12 neue hinzu. Was ist jetzt die Di erenz?

(3) Gestern hatte Mustafa Meller mindestens so viele Fu ballbildchen
wie Heinz Ngolo. Heute hat Heinz Geburtstag und bekommt neue
Bildchen dazu, so dass er nun mindestens so viele Bildchere wlu-
stafa hat. Wie lautet die neue Di erenz, wenn man die alte Dierenz
und die Anzahl der geschenkten Bildchen kennt?
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Fur naterliche Zahlena; b setzt man

ja b= a b; fallsa b;
b a; fallsa<b;
und nennt dies denDi erenzbetrag der beiden Zahlen.
Die Idee zu den folgenden Aufgaben stammt von
http://jwilson.coe.uga.edu/emt725/Challenge/Challenge.html,

siehe auch http://www.vier-zahlen.bplaced.net/raetsephp .

Aufgabe 10.37. Wir betrachten die Abbildung
N* 1 N%
die einem Vierertupel @; b; c;d das Vierertupel
(b a;jc bjd g¢sja dj

zuordnet. Es bezeichne " die n-fache Hintereinanderschaltung von .

(1) Berechne

(6 ;5:2,8); %6:528);, *6:528); “6:528)::;
bis das Ergebnis das Nulltupel (00;0; 0) ist.
(2) Berechne

(1 ;10,100 1000} 2(1;10,10Q1000) °3(1;10,10Q1000) “(1:10;10Q 1000):::

bis das Ergebnis das Nulltupel (00; 0;0) ist.
(3) Zeige #(0;0;n;0) = (0;0;0;0) fur jedesn 2 N.

Aufgabe 10.38. *
Wir betrachten die Abbildung
N*1  N%
die einem Vierertupel @;b;c; d das Vierertupel
(jb aj;jc b;jd d;ja dj
zuordnet. Bestimme, ob injektiv und ob surjektiv ist.

Aufgabe 10.39. *
Wir betrachten die Abbildung
N*1  N%
die einem Vierertupel @;b;c; d das Vierertupel
(jb aj;jc b;jd d;ja dj
zuordnet. Zeige, dass sich bei jedem Starttupedh;(b; c; d nach endlich vielen
Iterationen dieser Abbildung stets das Nulltupel ergibt.
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Wir erinnern hier nochmal an Aufgabe 6.24.

10.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 10.40. (3 (1+1+1) Punkte)

Gabi Hochster ndet Verknepfungen toll und Relationen doof. Deshalleihrt
sie die Verknupfung

N N! N

ein, mit der sie die Gwp ergleichrelation auf den natrlichen Zahlen aus-
dreucken mechte. Sie de niert

20, wennm= n;
m n = >1; wennm>n;
T2, wennm<n:

(1) Ist die Verknepfung kommutativ?
(2) Berechne (1 1) Ound1 (1 O0).
(3) Ist die Verknupfung assoziativ?

Aufgabe 10.41. (4 Punkte)
Zeige, dass es keine Abbildung

":N! N

gibt, die die folgende Eigenschaft ewflt: Es ist k n genau dann, wenn

“(k) " (n):

Aufgabe 10.42. (4 Punkte)
Es seiM eine endliche Menge mitn Elementen und es sei

M!T N

eine surjektive Abbildung in eine weitere Meng®l. Zeige, dass dann auch
N endlich ist, und dass #ér ihre Anzahl n die Abschatzung

n m
gilt.

Die folgende Aussage verwendet, dass sich jedesnéithe Zahl n 1 ein-
deutig als Produktn = 2Xu mit k 2 N und u 2 N ungerade schreiben
lasst.
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Aufgabe 10.43. (5 (2+2+1) Punkte)

Wir de nieren auf N. eine neue RelatiorR durch folgende Vorschrift: Fr
zwei Zahlenn;m 2 N, mit n = 2Xt und m = 2 u mit t;u ungerade sei

nRm fallst < u gilt oder falls zugleicht = uund k "~ gilt

(rechts wird auf die natirliche Ordnung in N Bezug genommen).

(1) Zeige, dasR eine totale Ordnung aufN. ergibt und beschreibe ex-
emplarisch diese Ordnung.

(2) Zeige, dass es zu jedem 2 N, ein wohlde niertes Elementn® 2 N, ,
n’ 6 n, derart gibt, dassnRn? gilt und dass es zwischem und n?
keine weiteren Elemente gibt (diese Formulierung ist zu @eisieren).

(3) Erfullt die Menge (N.;1;?) die Dedekind-Peano-Axiome?

Bei dieser Szene ruft Mustafa:, Nicht die Oma schlagen\

Aufgabe 10.44. (2 Punkte)

Das Kasperletheater,Le Caspere\ verfugt ember fanfzehn Stuhlreihen mit
jeweils zwelf Sitzen. Fur eine Vorstellung sind die Reihen ;3;5 von der
Klasse T schon besetzt. Ferner sind die erste und die letzte Reihe weag
Renovierung gesperrt. Die Sitze ganz links und ganz rechtsllwnan wegen
der eingeschainkten Sicht nicht anbieten. Wie viele Sitzphtze des Theaters
kommennicht in den freien Verkauf?

Aufgabe 10.45. (3 Punkte)
Es seiena; b naturliche Zahlen. Zeige

a+ B  2ab:



163

Aufgabe 10.46. (3 Punkte)
Zeige, dass mit der einzigen Ausnahnre = 3 die Beziehung

2" n?

gilt.

11. Vorlesung - Kommutative Halbringe

... und ein Vorlesungsminischwein diskutiert.

11.1. Axiomatik.

Wir haben schon #rr die intuitiv bekannten naterlichen Zahlen ein Axiomen-
system eingadhrt, das speziell auf die nadrlichen Zahlen zugeschnitten war
und das sogar die Eigenschaft besitzt, dass es die wdichen Zahlen in dem
Sinne charakterisiert, das je zwei Strukturen (je zwei Modle), die dieses
Axiomensystem enfillen, zueinander in eine eindeutige Beziehung gebracht
werden lonnen, also im Wesentlichen gleich sind (siehe Satz 7.2).

In dieser Vorlesung werden wir eine andere Art voAxiomensystemken-
nenlernen, wie sie in der Mathematik typisch ist. Man fassterschiedene
strukturelle Eigenschaften, die in einem bestimmten Koni& immer wieder
auftauchen, in einen neuen Begri zusammen. Das Ziel ist dab weitere Ei-
genschaften aus einigen wenigen Grundeigenschaften Idgigu erschlie en.
Man argumentiert dann nicht auf der Ebene vertrauter Beisgile, wie der
naterlichen Zahlen, sondern auf der Ebene der EigenschafteneDGewinn
ist dabei, dass man mathematische Saldse nur einmal auf der abstrakten
Ebene der Eigenschaften durckhhiren muss und diese danref alle Modelle
gelten, die die jeweiligen Grundeigenschaften elen, also unter den Begri
fallen. Zugleich erkennt man logische Almgigkeiten und Hierarchien zwi-
schen Eigenschaften, diegu g auch im Lernprozess versteckt vorliegen und
auch eine gewisse Orientierungef die Didaktik geben, selbst wenn nicht
axiomatisch argumentiert wird.

In diesem Sinne werden wir im Laufe der Vorlesung die BegriEalbringe,
Ringe, Gruppen und Kerper kennenlernen (auch der Ordnungsbegri ist ein
axiomatischer Begri ).
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11.2. Kommutative Halbringe.

Wir fassen die bisher etablierten algebraischen Eigenstiea der naterlichen
Zahlen in einem eigenen Begri zusammen.

De nition 11.1. Ein kommutativer Halbring R ist eine Menge mit Ver-
knupfungen + und (genannt Addition und Multiplikation) und mit zwei
ausgezeichneten Elementen 0 und 1 derart, dass folgendeiBgdngen er#illt
sind:

(1) Die Addition ist eine kommutative, assoziative Verkmpfung, fer die
0 das neutrale Element ist.

(2) Die Multiplikation ist eine kommutative, assoziative \erkneipfung, ferr
die 1 das neutrale Element ist.

(3) Es gilt das Distributivgesetz also

a (b+c)=(a b+(a ¢
fur allea;b;c2 R:

Korollar 11.2. Die naturlichen ZahlenN bilden einen kommutativen Halb-
ring.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Lemma 8.11 und aus Lemma 9.2.

Neben den natirlichen Zahlen gibt es viele weitere Halbringe, beispielsise
die ganzen ZahlerZ, die rationalen ZahlenQ oder die reellen ZahlerR.
Wenn man eine Eigenschaft aus den Gesetzen eines Halbringssldie en
kann, so gilt diese Eigenschaft in jedem Halbring. Sobald maaiso #ir eine
Struktur gezeigt hat, dass ein Halbring vorliegt, so hat man amit auch
automatisch gezeigt, dass diese neue Eigenschaft gilt. ®ist letztlich ein
sehr ekonomisches Vorgehen! Der Preis ist, dass man &tiiche Begrie
einfahren muss und dass man sehr abstrakt argumentieren muss.

Wir lassen das Produktzeichenhau g weg, wenn das nicht zu Missversnd-
nissen ethren kann und wir benutzen allgemein di&lammerkonvention dass
Punktrechnung s@rker bindet als Strichrechnung, d.h. wir schreiben ein-
fach ab+ cd statt (ab) + ( cd). An weiteren Notationen verwenden wir #éir
ein Halbringelementa 2 R und eine positive natrrliche Zahl n 2 N,
die Schreibweisen r{-tes Vielfaches von a und n-te Potenz von a) na =
a+ +a(n Summanden)unda” = a a (n Faktoren). Hier muss man al-
so richtig die Anzahl der Summanden bzw. die Anzahl der Faktanezahlen.
Statt n1 = nlr schreiben wir einfachn (bzw. manchmal ng), d.h. jede
naterliche Zahl ndet sich in jedem Halbring wieder. Die Schreilveisena
kennte man dann auch als das Produkt

(1+1+ +1) a
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(mit n Einsen) lesen, was aber aufgrund des Distributivgesetzes mer n-
fachen Summe vora mit sich selbstebereinstimmt. Fer

n=2~0

ist dies jedenfalls als Oa im Halbring zu lesen, was nicht ohne weiteres gleich
0 sein muss (aber in alleneir uns wichtigen Beispielen gleich O ist). Weiter
setzen wir

al = 1:
Mit dieser Bezeichnung gilt beispielsweise
(m+ n)a = ma+ na

und
(m na=m (na)

fur naterliche Zahlenm;n 2 N. (man mache sich klar, was hier jeweils die
Multiplikation bezeichnet).

P
Wie bei den naturlic@en Zahlen verwenden wir das Summenzeichen und
das Produktzeichen " . Fur indizierte Elementea;;::::a: ausR ist also

und

i=1
Auch bei einer beliebigen endlicheg Indexmendeund Elementena;, i 2
I, verwendet man die Schreibweise ,,, & fur die Summe der gegebenen
Elemente, die ja wegen der Kommutativiat und der Assoziativitat nicht von
einer Reihenfolge abéangt.

Die beiden folgenden extremen Beispiele zeigen, wie veradben ein Halbring

von dem Halbring der nasrlichen Zahlen sein kann. Dennoch gelten alle
aus den Halbringaxiomen ableitbaren Eigenschaften auch ineden beiden
Beispielen.

Beispiel 11.3. Die einelementige Meng®& = f0g kann man zu einem kom-
mutativen Halbring machen, indem man sowohl die Addition alswch die
Multiplikation auf die einzig megliche Weise erlért, namlich durch 0+0 =0
und 0 0 =0. In diesem Fall ist 1 = O; dies ist also ausdcklich erlaubt. Die
Rechengesetze in einem Halbring sind hier trivialerweisefwit, da bei jeder
zu erfllenden Gleichung links und rechts sowieso immer 0O heraoskmt.
Diesen Halbring nennt man derNullring.

Nach dem Nullring ist der folgende Ring der zweitkleinste Halbrg.



166

Beispiel 11.4. Wir suchen nach einer Halbringstruktur auf der Mengé0; 1g.
Wenn 0 das neutrale Element einer Addition und 1 das neutralel&ment der
Multiplikation sein soll, so ist dadurch schon viel festgegt. Nach Lemma
11.5 muss

00=0
gelten. Ferner legen wir

1+1 =0
fest. Die Verkreipfungstabellen (oder Operationstafeln) sehen somit wielft
aus.

=/ of +
= of of
SEE

und

Durch etwas aufwandiges Nachrechnen stellt man fest, dass es sich in der Tat
um einen kommutativen Halbring handelt!®

Eine ,naturliche\ Interpretation dieses Halbringes gewinnt man, wem man
sich die geraden nadrlichen Zahlen durch O und die ungeraden natlichen
Zahlen durch 1 repasentiert denkt. Beispielsweise ist die Summe zweier un-
gerader Zahlen stets gerade, was der obigen Gleichung 1+ 1 =eftspricht.
Wie oben ervehnt lassen sich in jedem kommutativen Halbring die natli-
chen Zahlen eindeutig interpretieren, dabeiennen aber, wie in den beiden
Beispielen, verschiedene Zahlen gleich werden. Im Bei$piird jede gerade
Zahl zu 0 und jede ungerade Zahl zu 1.

Lemma 11.5. In einem kommutativen Halbring gilt
0 0=0:

Beweis. Dies ergibt sich aus
00=00+0=0 0+0 1=0 (0+1)=0 1=0:

Das folgende Beispiel zeigt, dass in einem kommutativen Hehg im Allge-
meinen nicht die Gleichung

Ox =0
fur alle x gilt. Fur die naterlichen Zahlen und in jedem kommutativen Ring
gilt diese Eigenschaft, siehe Lemma 9.2 (1) und Lemma 19.9.(Es ist also

4650gar um einen Kerper, ein Begri, den wir spater einfahren werden.
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keineswegs so, dass man jede Eigenschaft, die im derzeitgtasichlich inter-
essierenden Zahlenbereich (also derzeit die mdichen Zahlen) gilt aus dem
Begri eines kommutativen Halbringes ableiten kann.

Beispiel 11.6. Wir suchen nach einer Halbringstruktur auf der dreielemen-
tigen Mengef0; 1;ug. Wenn O das neutrale Element einer Addition und 1
das neutrale Element der Multiplikation sein soll, so ist ddurch schon viel
festgelegt. Wir legen die Verkapfungen durch die Verkmipfungstabellen

*+of1]u]
001 u
1[1[1]u

und

fest. Durch etwas aufwndiges Nachrechnen stellt man fest, dass es sich in
der Tat um einen kommutativen Halbring handelt.

Die folgende Aussage heit dasllgemeine Distributivgesetz

Satz 11.7. Es seiR ein kommutativer Halbring und es seien

an; il b
Elemente ausR. Dann gilt das allgemeine Distributivgesetz
! !
X xS X
! b = ab:
i=1 k=1 1inl ks

Beweis. Wir machen eine Doppelinduktion nachr und nachs. D.h. wir be-
weisen die Aussageif jedes feste durch Induktion nach s (innere Induktion)
und erhehen dann in einem eigenen Induktionsdurchgamg(eu ere Indukii-
on). Beir = 0 ist nichts zu zeigen, da dann die Summen links und rechts
leer sind, also gleich 0. Es sei also= 1; so dass der linke Faktor einfach
eine xierte Zahl a = a; ist. Wir wollen die Aussage in dieser Situationefr
beliebigess zeigen. Beis = 0; 1 ist die Aussage klar. Es sei die Aussage nun
fur ein

S 2
schon bewiesen. Dann ist

a (bb+ + b+ b) a (b+ +h)+ b)

a (b+ +hb)+ab,
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I

Q

g -
+

Q

&

s

nach dem Distributivgesetz und der Induktionsvoraussetng.

Es sei die Aussage nuref ein festesr und jedess bewiesen. Dann ist wieder
mit dem Distributivgesetz und der Induktionsvoraussetzug
! ! ! ! !

X1 X X X3
a b = a +a by
i=1 k=1 i=1 | | k=1 |
X X3 X3
= aj be + a4 b
i=1 k=1 k=1
X xs
= aib + ar+1 b
1 i r;)& k s k=1
= aib:

1 i r+1;1 k s

11.3. Die Potenzgesetze.

Wie fur die naterlichen Zahlen (siehe Lemma 9.8) gelten in jedem kom-
mutativen Halbring die folgendenPotenzgesetzeMan beachte, dass bei der
Potenza" die Basisa aus dem kommutativen Halbring und der Exponenh
eine nawrrliche Zahl ist. Die Schreibweise® mit a;b aus dem Halbring hat
im Allgemeinen keine Bedeutung.

Lemma 11.8. Es seiR ein kommutativer Halbring,a;b2 Rundm;n 2 N:
Dann gelten die folgenderiPotenzgesetze

1)

ant" = a" am
2

(am)n - amn:
3)

(a h" = a" b

Beweis. Siehe Aufgabe 11.13.
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11.4. Die binomische Formel.

Die Gelltigkeit der ersten binomischen Formel ist keine Besondweit der
naterlichen Zahlen, sondern folgt allein aus den im Begri eirse Halbrin-
ges zusammengefassten Eigenschaften.

Korollar 11.9. In einem kommutativen HalbringR gilt die erste binomische
Formel, also die Beziehung

(a+ b)? = a®+2ab+ I

Beweis. Unter mehrfacher Verwendung des Distributivgesetzes undd€om-
mutativgesetze ist

(a+ b)? (a+ b(a+ b

a(a+ b+ ba+ b
aat+ab+ba+bb
a®+a b+a b+ P

a’+2a b+ b

Die zweite und die dritte binomische Formelesst sich nicht in einem beliebi-
gen Halbring formulieren, da in ihnen das Minuszeichen bzwiedSubtraktion
vorkommt, die es in einem beliebigen kommutativen Halbringicht gibt und
die innerhalb der nawrlichen Zahlen auch nur eingesclankt ausfihrbar ist.
Stattdessen werden wir uns denéheren Potenzen von Summen zuwenden.
Die erste binomische Formebesagt wie eben formuliert

(a+ b)? = a®+2ab+ ¥
Fur die dritte Potenz einer Summe gilt
(a+ b)® = a®*+3a’b+3ar + I°
und fur die vierte Potenz
(a+ b* = a*+4a’b+6a%F +4ab’ + b

Worauf beruht dieser Zusammenhang und wo kommen diese Vdtiaren
her? Betrachten wir die dritte Potenz. Es ist (wieder in ein@ beliebigen
kommutativen Halbring)

(a+ b? (a+ b)(a+ b)?

(a+ b)(a’+2ab+ bP)
a(a® + 2ab+ ¥) + h(a® + 2ab+ b?)
a®+2a’b+ af + a’b+2alf + b?

a’® +3a’b+3ap + b

Fur die vierte Potenz siehe Aufgabe 11.32. In dieser Weise kaman jede
Potenz einer Summe als Summe von Produkten ausdken, wobei die auf-
tretenden Koe zienten Binomialkoe zienten hei en. Um diese einzufihren,
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meissen wir uns mit elementarer Kombinatorik besatftigen, was wir in der
eibernachsten Vorlesung tun werden.

11.5. Die Potenzmenge.

Wir schlie en mit einem Objekt ab, das ein eher ungeahnliches Beispiel ér
einen kommutativen Halbring und auch ein Beispiekir eine geordnete, aber
nicht total geordnete Menge ist, die Potenzmenge. Sie ist eu wichtig im
Rahmen der elementaren Kombinatorik.

De nition 11.10.  Zu einer MengeM nennt man die Menge aller Teilmengen
von M die Potenzmengevon M. Sie wird mit

P (M)
bezeichnet.

Wenn M die Menge der Leute im Kurs sind, so kann mak (M) als die
Menge aller Parties au assen, die diese Leute feiermhnen, wenn man eine
Party mit der Menge der anwesenden Leute identi ziert.

Beispiel 11.11. Es seiM eine beliebige Menge un®& = P (M) die Potenz-
menge davon. Dann sind die Elemente al®s = P (M) - also die Teilmengen
von M - durch die Inklusionsbeziehung geordnet. Die Re exivitat bedeutet
einfach, dass eine jede Menge in sich selbst enthalten istdudie Transiti-

vitat bedeutet, dass au§; T, und T,  Tj die InklusionT;  T; folgt.

Die Antisymmetrie ist dabei ein wichtiges Beweisprinzipefr die Gleichheit
von Mengen: Zwei Mengedq; T, sind genau dann gleich, wenit; T, und

umgekehrtT, T, gilt.

Lemma 11.12. Zu einer MengeM seiR = P (M) die Potenzmenge zi .
Dann ist R mit der Vereinigung [ als Addition und der leeren Menge al®
und mit dem Durchschnitt\ als Multiplikation und der Gesamtmeng® als
1 ein kommutativer Halbring.

Beweis. Die Eigenschaften sind allenfalls bis auf das Distributivasetz klar.
Letzteres besagt die Identiat

A\ (B[ C) = (A\ B)[ (A\ C):

Wenn ein Elementx links dazugelort, so gelort es zuA und es gebrt zu
B [ C. Somit gelort es zuB oder zuC und damit auch zuA\ B oder zu
A\ C, also jedenfalls zur rechten Seite. Wenn es rechts dazu geghsagen
wir zu A\ B, was wir wegen der Symmetrie der Situation annehmemhknen,
So gefort es erst recht zuA\ (B[ C).

Im vorstehenden Beispiel kann man die Rollen der Addition under Multi-
plikation sogar vertauschen, da das Distributivgesetz abhan der Form
A[ (BN C) =(A[ B)\ (A[ C)

gilt.
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11. Arbeitsblatt

11.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 11.1. Zeige, dass in Beispiel 11.4 das Distributivgesetz nichtitgi
wenn man die Rollen von Addition und Multiplikation vertausdat.

11.2. Ybungsaufgaben.

Aufgabe 11.2. Esseiem;b 2 R Elemente in einem kommutativen Halbring
R. Berechne
(a+ b (a+2b) (a+3b):

Aufgabe 11.3. Es seiena;b;c;d 2 R Elemente in einem kommutativen
Halbring R. Berechne

(ab+2d) (a2+4bg (3bd+ ad):

Aufgabe 11.4. Es seiem;b;c2 R Elemente in einem kommutativen Halb-
ring R. Berechne
(a+ b+ 0)?:

Aufgabe 11.5. Berechne
(2+4+3) (4+5+1+2)
mit und ohne Distributivgesetz.

Aufgabe 11.6. Es seiR ein kommutativer Halbring

(mit den Verknepfungen +r; r und den speziellen ElementensQ 1r). Zeige,
dass es genau eine Abbildung

":N! R
gibt, die die Eigenschafteri (0) = Og; "' (1) = 1g und
‘(m+n)="(m+r"(N)

fur alle m;n 2 N erfullt.

Aufgabe 11.7. Beschreibe die Abbildung aus Aufgabe 11.@if den kom-
mutativen Halbring aus Beispiel 11.4.

Aufgabe 11.8. Beschreibe die Abbildung aus Aufgabe 11.@if den kom-
mutativen Halbring aus Lemma 11.12.
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Aufgabe 11.9. Es seiR ein kommutativer Halbring undf;a;;lh 2 R. Zeige
die folgenden Gleichungen:

X X magnm)
af'+ Rpfl = (a + b)f ¥
i=0 j=0 k=0
und I I
X _ X _ e m Xk
af' hfl = cf X mit ¢ = ab
i=0 j=0 k=0 r=0

Bei einer Summe oder einem Produkt von mehreren Zahlen (odelemen-
ten eines kommutativen Halbringes) ist es nicht immer sinnlip eine feste
Reihenfolge der Indexmenge zu haben.eH g ist es besser, die Reihenfolge
zu wechseln und oft gibt es gar keine natliche Reihenfolge. Man muss sich
zuerst klar machen, dass die Summe nicht von der Reihenfolggheingt. Die
Argumente sindahnlich wie im Beweis zu Lemma 6.9.

Aufgabe 11.10. Es seiR ein kommutativer Halbring, | eine gndliche Menge
und seiena;, i 2 |, Elemente auskR. Man de niert die Summe ,, &, indem
man eine Nummerierung (eine Bijektion)

"ofLinng !
xiert und
X X
g .= & (k)
i21 k=1
setzt.
(1) Zeige, dass diese Summe unadohgig von der gewhlten Nummerie-
rung ist.
X X
a = @ aA + g
i21 i2infjg

fur ein beliebigeg 2 I.
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(3) Es sei
| = | 1 [ |2
eine disjunkte Vereinigung. Zeilge |
X X X
a = a + g
i21 211 217

(4) Formuliere die entsprechenden Gesetzerfdas Produkt Qm a.

Aufgabe 11.11. *

Beweise die folgende Form des allgemeinen Distributivgeses #ir einen kom-
mutativen Halbring R durch Induktion uber k, wobei der Fallk = 2 ver-

wendet werden darf (dabe| sindhy;: : e o naturllche Zahlen unda;; 2 R).
X1 Xz | Xk
al;il a2;i2 ak;ik
i1=1 ixel ik=1

(isigsnig)2f Lsnggf Linneg 0 Lingg

Aufgabe 11.12. Es seiR ein kommutativer Halbring. Zeige, dass
0 1+1+ +1)=0

ist (mit einer beliebig langen Summe von Einsen).

Aufgabe 11.13. Es seiR ein kommutativer Halbring, a;b2 R und m;n 2
N: Zeige, dass die folgendeRotenzgesetzgelten.

1)

ant" = a" am
)

(am)n — amn:
3)

(a bh" = a" b

Aufgabe 11.14. Zeige, dasiN?> = N N mit der komponentenweisen Addi-
tion und der komponentenweisen Multiplikation ein kommutéiver Halbring
ist. Gilt in diesem Halbring die Eigenschaft, dass ausy = 0 folgt, dass x
odery gleich 0 ist?
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Aufgabe 11.15. Da man die natrlichen Zahlen zum &hlen von endli-
chen Mengen nimmt, es aber auch unendliche Mengen gibt, déesich Ga-

bi Hochster, dass man die nairlichen ZahlenN um ein weiteres Symbol
1 (sprich unendlich) erweitern sollte. Diese neue Menge bezmet sie mit
N! . Sie nechte die Ordnungsstruktur, die Addition und die Multiplikation

der naterlichen Zahlen auf ihre neue Menge ausdehnen, und zwar sassl
meglichst viele vertraute Rechengesetze erhalten bleiben.

(1) Wie legt Gabi die Ordnung fest?

(2) Wie legt sie die Nachfolgerabbildung fest? Gelten die Pea-Axiome?

(3) Wie legt sie die Addition fest? Sie mchte ja nur mit dem einzigen
neuen Symboll arbeiten.

(4) Gilt mit dieser Addition die Abziehregel?

(5) Zuerst denkt sie an die Festlegung

01 =1;

doch dann stellt sie fest, dass sich das mit dem Distributiegetz
bei t. Warum?

(6) Gabi mechte nun, dass dr die neue Menge die Eigenschaften aus
Satz 8.14 und aus Satz 9.6 nach wie vor gelten. Wie legt sie die
Verkneupfungen fest?

(7) Handelt es sich beiN! mit den Festlegungen aus Teil (6) um einen
kommutativen Halbring?

(8) Gilt die K mrzungsregel?

Aufgabe 11.16. *

Wir rechnen mit den Zahlen Q1;2;viele (v) nach den folgenden Verkap-
fungstabellen.

< <[ <[IN N
< I K| <I<K<|I<

und

< I<|INOIIN
| <[ <0<

Zeige, dass es sich dabei um einen kommutativen Halbring hattd Gilt f ur
diesen die Abziehregel?
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Bei den folgenden Aufgaben zur Potenzmenge denke man an digetpre-
tation, wo G eine Grundschulklasse undM = P (G) die Menge der negli-
chen (in Hinblick auf die Gastauswahl) Geburtstagsfeiernrsd.

Aufgabe 11.17. Mustafa Meller hat Geburtstag. Auf jeden Fall ldt er
Heinz, Gabi und Lucy ein. Eruberlegt sich, ob und wen er aus dem erwei-
terten Freundeskreisf Maria; Bayar; Peter; Fritz ; Silviag noch einladen soll.

(1) Wie viele Meglichkeiten besitzt Mustafa?
(2) Nach langemtberlegen erstellt Mustafa eine Wertetabelle

Name | Maria | Bayar | Peter | Fritz | Silvia
? + + +

Wen ladt er ein?
(3) Wie weirde seine Wertetabelle aussehen, wenn er Bayar, Peter und
Fritz einladen wollte?

Aufgabe 11.18. Es seiG eine endliche Menge mih Elementen. Zeige, dass
die PotenzmengeP (G) genau 2 Elemente besitzt.

Zu MengenL; M wird mit Abb (L;M ) die Menge aller Abbildungen vorL
nachM bezeichnet.

Aufgabe 11.19. Es seiG eine Menge. Stifte eine Bijektion zwischen
P (G) und Abb (G;f0; 1g):

Aufgabe 11.20. Es seiG eine Menge undP (G) ihre Potenzmenge. Zeige,
dass die Abbildung

P(G)! P(G);,TT7! {T;
bijektiv ist. Wie lautet die Umkehrabbildung?

Bei der folgenden Aufgabe denke man aA = M adchen der KlasseB =
Jungs der Klasse.

Aufgabe 11.21. *
Es seiG eine Menge, die als disjunkte Vereinigung
G=A]B

gegeben ist. De niere eine Bijektion zwischen der Potenzmge P (G) und
der ProduktmengeP (A) P (B).
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Aufgabe 11.22. Es seiG eine Menge undM = P (G) die zugelorige
Potenzmenge. Betrachte die Vereinigung von Teilmengen v@als eine Ver-
knupfung auf M . Ist diese Verkrupfung kommutativ, assoziativ, besitzt sie
ein neutrales Element?

Aufgabe 11.23. Es seiG eine Menge undM = P (G) die zugelerige
Potenzmenge. Betrachte den Durchschnitt von Teilmengen noG als eine
Verknupfung auf M . Ist diese Verkrnupfung kommutativ, assoziativ, besitzt
sie ein neutrales Element?

Aufgabe 11.24. Es seiG eine Menge undM = P (G) die zugeloerige
Potenzmenge. Zeige, dass aM durch die Beziehung

S T

eine Ordnung gegeben ist. Zeige, dass es sich nicht um ein@aleo Ordnung
handelt.

Aufgabe 11.25. *

Es seiM eine beliebige Menge. Zeige, dass es keine surjektive Ablnilg von
M in die Potenzmenge® (M) geben kann.

Aufgabe 11.26. Welche Entwicklungen im Leben eines menschlichen Indi-
viduums kann man als einen Zuwachs an Abstraktiorafigkeit beschreiben?

Aufgabe 11.27. Welche Abstraktionsstufen im Grundkurs Mathematik
(Teil 1 und 2) stellen fr Sie besondere kirden dar? Logik, Argumenta-
tion, Symbolik, Mengen, Abbildungen, Potenzmenge, Axiome,olgen und
Konvergenz,Aquivalenzrelationen und Quotientenmenge, reelle ZahleSte-
tigkeit?

Aufgabe 11.28. Erlautere Vor- und Nachteile des axiomatischen Aufbaus
der Mathematik.
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11.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 11.29. (3 Punkte)

Wir betrachten die naturlichen Zahlen N mit den beiden Verkrupfungen
Addition und Potenzierung und den ausgezeichneten Element® und 1.
Welche Eigenschaften eines kommutativen Halbringes elit diese Struktur,
welche nicht?

Aufgabe 11.30. (3 Punkte)

Ein Adventskranz hat vier Kerzen, wobei am ersten Advent genagine Ker-
ze, am zweiten Advent genau zwei Kerzen usw. brennen sollenieWiele
Meglichkeiten gibt es, den Adventskranzabzubrennen\? Wie viele Myglich-
keiten gibt es, wenn die Kerzen, die zuvor schon angexlet waren, wieder
angezindet werden sollen, und wie viele, wenn stets so viele neuerken wie
meglich angerandet werden?

Aufgabe 11.31. (2 Punkte)
Es seiena; b; c2 R Elemente in einem kommutativen HalbringR. Berechne
(2ac+ b*) (a+5b9 (2a+3bg:

Aufgabe 11.32. (4 (2+2) Punkte)

Es seiena;b 2 R Elemente in einem kommutativen HalbringR. Zeige die
Formel fur die vierte Potenz,

(a+ b* = a*+4a’b+6a’F +4ab + 1
auf die beiden folgenden Arten.

(1) Berechne
(a+ b (a+ b?:
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(2) Berechne
(a+ b? (a+ b)?:

Aufgabe 11.33. (2 Punkte)

Skizziere ein Inklusionsdiagrammeir samtliche Teilmengen einer dreielemen-
tigen Menge.

12. Vorlesung - Teilbarkeit und Primzahlen

Die Entscheidung el aber ohne langere Diskussion auf Vorli, weil sie zugewandt,
feinfuhlig, verstandnisvoll, lieb, zuvorkommend, aufmunternd, hilfsberet,
aufmerksam und wuschelig ist.

12.1. Teilbarkeitseigenschaften.

Wir besprechen nun die Eigenschaft, dass eine maliche Zahl eine weitere
naterliche Zahl teilt.

De nition 12.1. Man sagt, dass die nairliche Zahl a die naterliche Zahl
b teilt (oder dassb von a geteilt wird, oder dassb ein Vielfachesvon a ist),
wenn es eine nairliche Zahl ¢ derart gibt, dassb = ¢ a ist. Man schreibt
dafur auch ajb.

Beispielsweise sind ;P;5;10 Teiler von 10 und 13;9;27,81 die Teiler von
81. Eine Zerlegung
n = st
nennt man auch eing~aktorzerlegungvon n. Wenn a ein Teiler vonbist und
a6 o;

so ist die Zahlcmit b = acnach der Kerzungsregel eindeutig bestimmt. Man
nennt diese Zahl denGegenteiler oder komplemenéren Teiler und schreibt
dafer g Da wir im Moment die rationalen Zahlen noch nicht zur Vesigung
haben, ist dies nur dann eine erlaubte Schreibweise, wene deilerbeziehung
vorliegt und a 6 0 ist (so wie die Schreibweis@ b bisher nur erlaubt ist,
wennb aist). Esist also O ein Teiler der 0, der Ausdruck#D ist aber nicht
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de niert. " Wenn a 6 0 ein Teiler von bist, so nennt man die Bestimmung
des eindeutig bestimmterc mit

b= ac
Teilen. Man sagt, dass marb durch a teilt mit dem Ergebnis c.

Lemma 12.2. Es sein 6 0 eine natrliche Zahl undt ein Teiler von n.
Dann ist t n: Insbesondere besitat nur endlich viele Teiler.

Beweis. Da der Teiler 0 ausgeschlossen ist, sind bei einer Faktoiegung
n = tc beide Faktoren 1. Wegen Satz 10.8 (3) ist daher

n = tc t 1=t

Der Zusatz ist klar, da es unterhalb vom mberhaupt nur endlich viele nasrli-
che Zahlen gibt.

Wenn man also alle Teiler einer natrlichen Zahl n nden mechte, so muss
man einfach die Zahlen
a n

der Reihe nach durchgehen und ihre Vielfachen

la= a;2a;3a;:::
durchgehen, bis die Zahh auftaucht (in welchem Fall a ein Teiler ist) oder
eine Zahl> n auftaucht (dann liegt kein Teiler vor). Ubrigens muss man
nicht die Zahlen bisn durchprobieren, sondern lediglich bis zur ersten Zahl

r mit r>  n (man muss also nur bis zur Gg enordnung der Quadratwurzel
ausn gehen). Dann muss man abewrf jeden Teiler

t r

auch den Gegenteiler mitanfhren, siehe Aufgabe 12.13.#F 105 muss man
maximal bis 11 gehen. Es ergeben sich die Zerlegungen

105=1 105=335=5 21 =7 15
und die Teiler sind somit 13;5;7;15; 21; 35, 105.

Eine durch 2 teilbare Zahl, also ein Vielfaches von 2, heidgerade eine nicht
durch 2 teilbare Zahl hei t ungerade Fur einige Zahlen gibt es einfache Tests,
ob sie ein Teiler einer gewissen Zahl sind, die allerdingsfalém Dezimalsy-
stem beruhen. Eine weitere wichtige Mglichkeit ist die Division mit Rest.
Auch der dritte Teil des folgenden Lemmas hilft: Wenra kein Teiler von n
ist, so sind amtliche Vielfache vona ebenfalls kein Teiler vomn.

Lemma 12.3. In N gelten folgende Teilbarkeitsbeziehungen.

(1) Fur jede naturliche Zahla gilt 1ja und aja.

4’Orte kennen miteinander verbunden sein oder nicht. Man kann vorA nach B gelan-
gen, wenn es einen Weg vo®\ nach B gibt. Aber nur, wenn es genau einen Weg vorA
nach B gibt, kann man von dem Weg von A nach B sprechen.
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(2) Fur jede natrliche Zahla gilt aj 0.

(3) Gilt ajbund bjc, so gilt auchajc.

(4) Gilt ajbundcjd, so gilt auchacjbd

(5) Gilt ajb, so gilt auchacj bcfur jede natwrliche Zahl c.

(6) Gilt ajbund ajc, so gilt auchaj(rb+ sc) fur beliebige nadirliche
Zahlenr;s.

Beweis. (1) Ist klar wegen

(2) Ist klar wegen
0=a 0

(3) Die beiden Voraussetzungen bedeuten die Existenz vert 2 N mit
b= asundc = bt: Somit ist

c = bt = (as)t = a(st)

und a ist auch ein Teiler vonc.
(4) Aus den Voraussetzunget = as und d = tc ergibt sich direkt

bd = astc = acts;

also istac ein Teiler von bd
(5) Aus der Voraussetzung = as ergibt sich direkt

bc= acs;

also istac ein Teiler von bc
(6) Aus den Voraussetzungeib = at und ¢ = au ergibt sich direkt mit
dem Distributivgesetz

rb+ sc = rat + sau = a(rt + su);

also ista ein Teiler vonrb + sc.
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Beispiel 12.4. Wir betrachten die positiven natirlichen ZahlenN, zusam-
men mit der Teilbarkeitsbeziehung. Dies ergibt eine Ordngnauf N, . Die
Teilbarkeitsrelation ist in der Tat re exiv, da stets njn ist, wie m = 1 zeigt.
Die Transitivit at wurde in Lemma 12.3 (3) gezeigt. Die Antisymmetrie folgt
so: Ausn = ak und k = bnfolgt n = (abn: Da wir uns auf positive natirli-
che Zahlen beschanken, folgt mit der Kerzungsregelab = 1 und daraus
wegena;b abaucha = b = 1: Also ist k = n: Einfache Beispiele wie
2 und 3 zeigen, dass hier keine totale Ordnung vorliegt, da dex 2 von 3
noch umgekehrt geteilt wird.

12.2. Gr o ter gemeinsamer Teiler und kleinstes gemeinsames Viel-
faches.

De nition 12.5. Es seienay;:::;a haterliche Zahlen. Dann heit eine
naterliche Zahl t gemeinsamer Teilerder a;;:::;ac, wennt jedesa teilt
furi = 1;:::;k:

Gre te ist.

Beispielsweise haben die Zahlen 1,00; 125 die gemeinsamen Teiler; &; 25,
und 25 ist der g te gemeinsame Teiler.

De nition 12.6. Zwei natirliche Zahlen hei enteilerfremd, wenn sie keinen
gemeinsamen Teiler 2 besitzen.

Beispielsweise sind 12 und 25 teilerfremd, 15 und 25 sindhtiteilerfremd,
da 5 ein gemeinsamer Teiler ist. Die 1 ist zu jeder natichen Zahl (auch zu
0 und 1) teilerfremd.

De nition 12.7.  Zu einer Menge von nadrlichen Zahlen

hei t eine naturliche Zahlbein gemeinsames Vielfachegvennbein Vielfaches
von jedema; ist, also von jedema; geteilt wird.

Die Existenz eines go ten gemeinsamen Teilers ist wegen Lemma 12.2 klar.
Die Existenz des kleinsten gemeinsamen Vielfachen ist etadisfklar, da das
Produkt der Zahlen ein gemeinsames Vielfaches ist. Wir werdspater als
eine Anwendung der eindeutigen Primfaktorzerlegung (Satd 2) sehen, dass
jeder gemeinsame Teiler den grten gemeinsamen Teiler teilt und dass jedes
gemeinsame Vielfache ein Vielfaches des kleinsten gemeirsadielfachen
ist.
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12.3. Primzahlen.

Das Sieb des Eratosthenediefert eine einfache Methode, eine Liste von
Primzahlen unterhalb einer bestimmten Gre e k zu erstellen. Mgn streicht
einfach die echten Vielfachen der kleinen (kleiner als odegleich = k) schon

etablierten Primzahlen durch, die verbleibenden Zahlen sid prim.

De nition 12.8. Eine naturliche Zahln 2 hei t eine Primzahl, wenn die
einzigen nawrlichen Teiler von ihr 1 undn sind.

Eine Primzahl ist also eine nadirliche Zahl, die genau zwei Teiler hat, amlich
1 undn, und die meissen verschieden sein. 1 ist also keine Primzahl. Eine Zahl
2, die keine Primzahl ist, hei t zusammengesetzt

Die ersten Primzahlen sind 23;5;7;11;13 17,1923 29,31, :::. Fur eine
Primzahl p und eine nawrliche Zahl n gilt folgende Alternative: Entweder
teilt p die Zahln, oder aberp und n sind teilerfremd. Ein gemeinsamer Teiler
muss ja ein Teiler vonp sein, und da kommen nur 1 ung in Frage.

Ein wichtiger Satz ist der Satzeiber die eindeutige Primfaktorzerlegung. Eine
einfache Version davon ist der folgende Satz.

Satz 12.9. Jede nawrliche Zahln 2 N, n 2, besitzt eine Zerlegung in
Primfaktoren.

D.h. es gibt eine Darstellung

n=mpP P2 Pr
mit Primzahlen p;.

Beweis. Wir beweisen die Existenz durch Induktioreibern. Fur n = 2 liegt
eine Primzahl vor Bein 3 ist entwedern eine Primzahl, und diese bildet
die Primfaktorzerlegung, oder aben ist keine Primzahl. In diesem Fall gibt
es eine nichttriviale Zerlegungh = ab mit kleineren Zahlena;b < n: Fur
diese Zahlen gibt es nach Induktionsvoraussetzung jeweédie Zerlegung
in Primfaktoren, und diese setzen sich zu einer Primfaktogzlegung #r n
zusammen
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Fur 105 beispielsweise ndet man den Primfaktor 3 und kann dah 105 =
3 35 schreiben. kir 35 hat man die Zerlegung 35 = 57 und man erfalt

105=3 5 T

Wenn man mit dem Primfaktor 5 startet, so ergibt sich 105 521 =
5 3 7; insgesamt kommen also die gleichen Primfaktoren vor. Gegsglich
betrachten wir die Gleichung 1 = 1 als die Primfaktorzerlegug der 1, hier
tritt jeder Primfaktor mit dem Exponenten O auf, das leere Podukt ist 1.
Wir werden smter in Satz 21.4 zeigen, dass die Primfaktorzerlegung bisfa
die Reihenfolge eindeutig ist, was keineswegs selbstverstlich ist, einiger
Vorbereitungen bedarf und am besten innerhalb der ganzentdan bewiesen
wird.

Der folgende Satz wird Euklid zugeschrieben.

Euklid (4. Jahrhundert v. C.)
Satz 12.10. Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis. Angenommen die Menge aller Primzahlen sei endlich, sagen wir

trachtet die naterliche Zahl

N =p p2 p3 pr+1:

Da bei Division von N durch p; immer der Rest lubrigbleibt (bzw. nach
Aufgabe 12.12) ist diese Zahl durch keine der Primzahlgn teilbar. An-
dererseits besitztN nach Satz 12.9 eine Primfaktorzerlegung. Insbesondere
gibt es eine Primzahlp, die N teilt (dabei kennte N = p sein). Doch damit
mussp gleich einem derp; aus der Liste sein, und diese sind keine Teiler von
N. Dies ist ein Widerspruch, da einp; nicht gleichzeitig ein Teiler und kein
Teiler von N sein kann. Also muss die Annahme @mlich die Endlichkeit
der Primzahlmenge) falsch gewesen sein.
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12.4. Primzahlprobleme.

In der Vorlesung Grundkurs Mathematik geht es um Sachverhal die alle-
samt seit mindestens 120 Jahren gut verstanden sind und zunemn gro en

Teil sogar bis in die griechische Antike zwrckreichen. Wir unterbrechen die
allgemeine Darstellung und gehen kurz auf die Frage ein, Welsthematiker

in der Forschung machen. Das ist im Allgemeinen schwierig zennmitteln,

im zahlentheoretischen Kontext gibt es aber einige Beisjie die sich leicht
erlautern lassen.

Die treibende Kraft der Mathematik ist es, Probleme zudsen. Schwierige
Probleme gibt es in allen Bereichen der Mathematik, besondepragnant
sind sie in der Zahlentheorie, da es dort eine Vielzahl von elentar formu-
lierten ungebsten Problemen gibt. Man spricht voro enen Problemen oder,
wenn man eine bestimmte Erwartung hat, von einevermutung. Als Beispiel
besprechen wir das Problem der Primzahlzwillinge, zu dem ger einigen
Jahren (2013) einen wichtigen Fortschritt gab.

De nition 12.11.  Ein Primzahlzwilling ist ein Paar bestehend aug und
p+ 2, wobei diese beiden Zahlen Primzahlen sind.

Die ersten Beispielesfr Primzahlzwillinge sind
(3;5); (5:7); (11,13); (17,19); (29;31);::::
Ubrigens ist 35; 7 der einzige Primzahldrilling, siehe Aufgabe 12.43.

Problem 12.12. Gibt es unendlich viele Primzahlzwillinge?

Eine Losung dieses Problemsawe ein mathematischer Satz, der entweder be-
sagt, dass es unendlich viele Primzahlzwillinge gibt, oddass es nur endlich
viele Primzahlzwillinge gibt. D.h. das eine oder das andemeisste bewiesen
werden. Bei schwierigen Problemen erwartet man nicht, dagsmand pletz-
lich einen Beweis hinschreibt, sondern dass eine neue undtwerzweigte
Theorie entwickelt wird, mit der man letztlich einen Beweiggeben kann.

Bemerkung 12.13. Die Frage, ob es unendlich viele Primzahlzwillinge gibt,
besitzt verschiedene schachere Varianten. Man kann sich zum Beispiel fra-
gen, ob es unendlich oft vorkommt, dass es in einem Zehneenall zwel
Primzahlen gibt, oder dass es in einem Hunderterintervall v Primzahlen
gibt, und so weiter. Die ersten Primzahlen vermitteln dabeein Bild, dass
Primzahlen ziemlich lau g sind. Sie werden aber zunehmend seltener, so
dass esdr hohe Hunderterintervalle, sagen wirsr die Zahlen von

1000000000000000 bis 1000000000000100

ziemlich unwahrscheinlich ist, eine Primzahl zu enthaltengeschweige denn
zwei Primzahlen. Bis vor kurzem war es nicht bekannt, ob egerhaupt eine
Zahl m mit der Eigenschatft gibt, dass es unendlich viele Intervallder Lange
m gibt, die zwei Primzahlen enthalten (h = 2 ware die positive losung des
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Primzahlzwillingsproblems). Im Jahr 2013 bewies Zhang Yitey, dass man
m = 70000000 nehmen kann, dass es also unendlich viele Intéevder Form
[k; k + 70000000]

gibt, in denen zwei Primzahlen liegen. Dieses Resultat istneDurchbruch
in der Primzahlzwillingforschung, da es erstmals zeigt, da sich Primzahlen
unendlich oft, ziemlich nahe\ kommen. Zwischenzeitlich wurde die Schraek
von 70000000 auf 252 gesenkt, siehe http://arxiv.org/pdfi402.4849v2.pdf.

12. Arbeitsblatt

12.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 12.1. Bestimme die Anzahl der Teiler der Zahlen
1;2;3;:::;20:

12.2. Ybungsaufgaben.

Aufgabe 12.2. Sortieren Sie in Ihrem Kopf die Formulierungena teilt B,
.Cist ein Teiler von d\, ,e ist ein Vielfaches vonf\, ,g wird von h geteilt\,
.I kann man durchj teilen\, ,k ist durch " teilban.

Aufgabe 12.3. Es sein eine nawrliche Zahl. Zeige, das®i?> 1 ungerade
oder aber durch 8 teilbar ist.

Aufgabe 12.4. Es sein eine nawrliche Zahl. Zeige, dass? n stets gerade
ist.

Aufgabe 12.5. Skizziere ein Teilerdiagrammefr die Zahlen 2530; 36 sowie
all ihrer positiven Teiler.

Aufgabe 12.6. Es seiM eine Menge vom Apfeln und P eine Menge von
t Personen. Begiinde, dass man die Apfelmenge genau dann gerecht auf die
Personen aufteilen kann, wenm ein Teiler von n ist.

Aufgabe 12.7. Bringe die Teilbarkeit einer nawrlichen Zahl n durch eine
naterliche Zahlt mit dem Begri der Produktmenge in Zusammenhang.
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Aufgabe 12.8. *

Wir betrachten die Gesamtmenge aller Finger und aller Zehegines Men-
schen. Man gebeeir jede Faktorzerlegung

20=a b

eine nmeglichst naturliche Zerlegung dieser 20 &rperteile in a Teilmengen
mit je b Elemente an.

Aufgabe 12.9. Es seiM eine Menge mitm Elementen undt eine natirliche
Zahl. Zeige, dass die folgenden Eigenschaftequivalent sind.

(1) t ist ein Teiler von m.

Mn, wobei samtliche beteiligten TeilmengenM; genaut Elemente
besitzen.
(3) Es gibt eine Zerlegung vorM in t disjunkte Teilmengen.

Aufgabe 12.10. Interpretiere Aufgabe 12.9dr den Fallt = 2:

Aufgabe 12.11. Es seiena; b; cnatuerliche Zahlen und es gelte, dadscein
Vielfaches vonac sei. Ferner sec 6 0: Zeige, dass dant ein Vielfaches von
a ist.

Aufgabe 12.12. Es seiena b natuerliche Zahlen, die beide vort geteilt
werden. Zeige, dass auch die Di erenza a von c geteilt wird.

Aufgabe 12.13. Es sein eine nawirliche Zahl undr sei die kleinste nadirli-
che Zahl mit r? n. Zeige, dass bei einer Faktorzerlegung = ab stets
a roderb r gilt.

Aufgabe 12.14. Es seierg; bpositive naterliche Zahlen. Stifte eine Bijektion
zwischen der Menge aller Vielfachen voa und der Menge aller Vielfachen
von b.

Aufgabe 12.15. *

Es seien drei verschiedene Zahlanb; c > 1 gegeben. Wie viele Teiler besitzt
das Produkta b c minimal?
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Aufgabe 12.16. Es sei
Z = 11,2,4,8/16,::.g
die Menge aller Zweierpotenzen. De niere eine Bijektion
"IN! Z
derart, dassk  n genau dann gilt, wenn' (k) die Zahl" (n) teilt.

Aufgabe 12.17. Erlautere, warum die Formulierung,Die O teilt die 0, man
kann die 0 aber nicht durch die O teilen\ sich zwar paradox ardnt, aber

korrekt ist. Tipp: Verwende die Konzepte Relation und Abbilding (bzw.
Verknepfung).

Aufgabe 12.18. Beschreibe Analogien zwischen der &ergleichbeziehung
und der Teilerbeziehung auf den natrlichen Zahlen.

Die folgende Aufgabe beschreibt, wie sich in Lemma 12.3 untlan gegebenen
Teilbarkeitsvoraussetzungen die Brche (wir haben also nach wie vor keine
rationalen Zahlen) verhalten.

Aufgabe 12.19. (1) Fur jede naterliche Zahla gilt £ = aund beia 6
O giltauch & = 1:
(2) Fur jede naturliche Zahla 6 0 gilt g =0:
(3) Gilt ajbund bjc, so gilt auchajc und es ist (beia; b6 0)

c_ b c
a ab
(4) Gilt ajbund cjd, so gilt auchacjbdund es ist (beia;c6 0)
bd b d
ac a ¢
(5) Gilt ajb, so gilt auchacj bcfur jede natirliche Zahl c, und es ist (bei
a;c60)
bc b
ac  a

(6) Gilt ajbund ajc, so gilt auchaj(rb+ sc) fur beliebige na#rliche
Zahlenr;s, und es ist (beia 6 0)
rb+sc b

c
= r—+s—:
a a a

Die folgende Aufgabe sollte man in Analogie zu Lemma 10.14 sehe

Aufgabe 12.20. Es seiena;b;c;dnaturliche Zahlen. Zeige die folgenden
Aussagen.
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(1) Es seibein Teiler vona. Dann ist
a

bc b= cC a
fur b 6 O:
(2) Es seibein Teiler vona und d ein Teiler vonc mit b;d 6 0: Dann ist
ac _a c,
bd b d
Insbesondere gelten, wenioein Teiler vona ist, die Beziehungen (mit
b;c6 0)
ac _ a
bc b
und ac_ a _
b= b c:
(3) Es seib8 0 ein Teiler von a 6 0 und a ein Teiler vonbc Dann ist ¢

ein Teiler vonc und es ist

Aufgabe 12.21. *

Es gibt 24 Schokoriegel und 18pfel. Auf wie viele Kinder kann man diese
Sachen gerecht verteilen?

Aufgabe 12.22. Bestimme den ge ten gemeinsamen Teiler und das kleinste
gemeinsame Vielfache von 105 und 150.

Aufgabe 12.23. Es seit ein Teiler von n. Was ist der g® te gemeinsame

Teiler von t und n und was ist das kleinste gemeinsame Vielfache vomind
n?

Aufgabe 12.24. Es seierg; b; cganze Zahlen. Zeigeuf den gm ten gemein-
samen Teiler die Gleichung

GgT(a;b;9 = GgT (GgT ( a;b;0):

Aufgabe 12.25. *

Prof. Knop och und Dr. Eisenbeis basteln einen Adventskaleter mit 24
Turen fur ihren Ne en Willem, der sich far Hunde und fur Primzahlen inter-
essiert. Dr. Eisenbeis legt in die &her zu den geradzahligen Tagen jeweils
ein lustiges Hundebild. Prof. Knop och legt in die Facher zu den ungerad-
zahligen Tagen jeweils eine bunt gemalte Primzahl, und zwar aufsteigender
naterlicher Reihenfolge.
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(1) Welche Primzahl be ndet sich hinter dem 23. mrchen?

(2) Hinter welchem Terchen be ndet sich die 237

(3) Fur welche Terchen stimmt die Nummer der Tere mit dem Inhalt
eberein?

(4) Ist die Summe aller verwendeten Primzahlen gerade odemgerade?

Aufgabe 12.26. Berechne den Ausdruck
n?+ n+41
fur n = 0;1;2;:::: Handelt es sich dabei um Primzahlen?

Aufgabe 12.27. Zeige, dass man jede natliche Zahln 12 als Summe

n=a+b
schreiben kann, wobei sowold als auchb zusammengesetzte Zahlen sind.

Aufgabe 12.28. *
Bestimme die Primfaktorzerlegung von 1728.

Aufgabe 12.29. Bestimme die Primfaktorzerlegung von 1025.

Aufgabe 12.30. *
Es sein eine nawirliche Zahl. Wann ist die Zahln? 1 eine Primzahl?

Aufgabe 12.31. Finde die kleinste ZahIN der FormN = p; p> ::: pr +1,

Aufgabe 12.32. Finde einen Primfaktor der Zahl 2° + 1.

Aufgabe 12.33. Finde einen Primfaktor der folgenden drei Zahlen
22 12 1 2B+1:

Aufgabe 12.34. *
Man gebe zwei Primfaktoren von ® 1 an.

Aufgabe 12.35. Welche natirliche Zahlen haben besglich der Addition die
zur Primeigenschatft (die ja unter Bezug auf die Multiplikaion de niert ist)
analoge Eigenschaft? Gilt die eindeutige Zerlegung jifPrimsummanden\?
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Aufgabe 12.36. Es seiG eine Menge undM = P (G): Wir betrachten
auf M den Durchschnitt \ als Verknapfung mit der GesamtmengeG als
neutralem Element.

(1) Was bedeutet in diesem Fall die Teilbarkeitsbeziehundje analog zur
Teilbarkeit in N zu de nieren ist?

(2) Was sind die, Primelemente\ in M ?

(3) Gibt es stets eine Faktorzerlegung in Primelemente?

Aufgabe 12.37. Zeige, dass in einem kommutativen Halbring durch

X Yy genau dann, wenz(x = y + 2)
eine re exive und transitive Relation gegeben ist. Zeige dch geeignete Bei-
spiele, dass diese weder antisymmetrisch noch total seinsau

12.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 12.38. (3 Punkte)

Skizziere ein Teilerdiagrammefr die Zahlen 1215; 16,20 sowie all ihrer po-
sitiven Teiler.

Aufgabe 12.39. (2 Punkte)

Es sein 6 0 eine naterliche Zahl mit zwei Faktorzerlegungen
n = ab= cd:

Es seia c: Zeige, das danrb  d sein muss.

Aufgabe 12.40. (2 Punkte)

Es seib 6 O ein Teiler von aund d 6 O ein Teiler von c. Zeige, dasdd ein
Teiler von ad+ cbist und dass
a_ ad+ cb

¢
b d bd

gilt.

Aufgabe 12.41. (3 Punkte)

Zum neunten Geburtstag ihres Enkels Mustafa backt Oma Mller fur die

Geburtstagsparty ihre beliebten Geburtstagskekse. Mudtahat 9 Kinder aus
seiner Klasse eingeladen, mit ihm werden es maximal 10 Kimdein. Es ist
aber nicht klar, ob alle kommen. In jedem Fall will Oma Miller sicher sein,
dass jedes Kind genau gleich viele Kekse bekommt. Wie vielekse backt sie?
(die Lesung, gar keine Kekse zu backengwden die Kinder nicht verstehen.)
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Aufgabe 12.42. (3 Punkte)
Finde einen Primfaktor der Zahl 2° 1.

Aufgabe 12.43. (4 Punkte)

Zeige, dass es au er;5; 7 kein weiteres Zahlentripel der Fornp; p+2;p+4
gibt, in dem alle drei Zahlen Primzahlen sind.

Aufgabe 12.44. (2 Punkte)
Primzahlen enthalten.

13. Vorlesung - Elementare Kombinatorik

So gerne Vorli als Vorlesungshund arbeitet, hinterher ist & doch ganz scebn
ausgepowert von all der Energie, die sie zum Flie en gebra¢hat. Da braucht sie
erst mal ein Nickerchen um zu regenerieren.

13.1. Elementare Kombinatorik.

In dieser Vorlesung besakftigen wir uns mit elementarer Kombinatorik, da-
bei ist ein wichtiges Ziel, die Binomialkoe zienten einzuéihren, um die allge-
meine binomische Formel formulieren und beweisen zarikhen. Die Kombina-
torik beschaftigt sich mit dem systematischen Abahlen (Anzahl bestimmen)
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von endlichen Mengen. Zwei wichtige Prinzipien haben wir Isan kennenge-
lernt, namlich das Additivitatsprinzip fur disjunkte Mengen (Satz 8.14) und
das Multiplikativit atsprinzip far Produktmengen (Satz 9.6). In der folgenden
Aussage bezeichnen wir zu einer Abbildung

f:L! M
zuy 2 M die Menge
f Yy):= fx2Ljf(x)=yg
als Urbildmengezu y.
Satz 13.1. Es seienL und M endliche Mengen und es sei
f:L! M
eine Abbildung. Dann gilt

#(L) = #f Yy)
y2M

Beweis. Da jedes Elementx 2 L auf genau ein Element au$/! abgebildet
wird, liegt eine disjunkte Vereinigung

L = f i)
y2M

vor. Nach Satz 8.14 ist daher die Gesamtanzahl der Menge dgteder Summe
der Anzahlen der disjunkten Teilmengen.

13.2. Die Fakult at.

Dieses Tanzpaar hat sich schon gefunden.ef die verbliebenen Personen gibt es
insgesamt noch 6 1)! Meglichkeiten (Gemalde von Ernst Ludwig Kirchner).
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Bei einem Tanzkurs mitn Damen undn Herren gilt heute beim Schneewalzer
Damenwahl, wobei die Damen in der Reihenfolge ihrer Sitzangdng wahlen
durfen. Die erste Dame hain Wahlmeglichkeiten, die zweiten 1 Meglich-
keiten, die dritte n 2 Meglichkeiten, u.s.w., die vorletze Dame hat noch
zwei Meglichkeiten und #ir die letzte Dame verbleibt eine Mglichkeit.*®

De nition 13.2.  Zu einer natrlichen Zahl n nennt man die Zahl
nt:=nn 1)(n 2) 321
die Fakultat von n (sprich n Fakultat).

Esist (n+1)! = ( n+1)(n!): Man setzt 0! = 1. Fur kleine n erhalt man die
folgende Wertetabelle.

n 0/1/2(3| 4 5| 6 7 8 9 10
nt 11/1(2|6|24 |120| 720|5040 | 40320| 362880 3628800

Lemma 13.3. Auf einer endlichen MengeM mit n Elementen gibt es!
bijektive Abbildungen vorM nachM.

Beweis. Wir zeigen etwas allgemeiner, dass es zwischen zwei englitMen-
genM und N, die beiden Elemente besitzenn! bijektive Abbildungen gibt.
Dies zeigen wir durch Induktion nacm, wobei der Falf® n = 1 klar ist. Die
Aussage sei nunefr n schon bewiesen und es liegen zweai € 1)-elementige
MengenM und N vor. Es seix 2 M ein xiertes Element. Dann gibt es #r
die Bilder ' (x) genaun + 1 M eglichkeiten, ramlich die Anzahl der Menge
N. Wenn dies festgelegt ist, so entsprechen die bijektiven Aldungen von
M nachN mit

(X)) =y
den bijektiven Abbildungen vonM nfxg nachN nfyg. Nach Induktionsvor-
aussetzung gibt es1! solche bijektiven Abbildungen. Daher ist die Anzahl
der bijektiven Abbildungen zwischenM und N gleich

(n+1) n!'=(n+21)!:

Gleichbedeutend damit ist, dass es! Meglichkeiten gibt, n Objekte auf
n Platze zu verteilen, odem! Meglichkeiten, eine Menge vom Objekten
abzuahlen (durchzunummerieren).

48Man kennte sich daran seren, dass man von Mglichkeiten spricht, obwohl nur eine
Meglichkeit da ist, also keine echte Wahlnoglichkeit besteht. Mathematisch ist das aber
die einzig sinnvolle Interpretation; eine Meglichkeit als keine Meglichkeit zu zahlen weirde
alles durcheinander bringen.

49Man kann auch bein = 0 beginnen, dann geht es um die Anzahl der Abbildungen
von einer leeren Menge in eine leere Menge. Da gibt es in der fTaine Abbildung, namlich
die leere Abbildung, was auch der Grund ist, warum man 0! = 1 sizt.
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Beispiel 13.4. Wir mechten eine vollsandige Liste von allen bijektiven Ab-
bildungen von der Mengef 1;2; 3g in die Mengefa;b;@ in der Form von
Wertetabellen angeben. Wegen

31=321=6

gibt es sechs solche Abbildungen. Es gibt keine maliche Reihenfolge dieser
Abbildungen, dennoch kann man hier mehr oder weniger systetisgh vor-
gehen. Beispielsweise kann man den Wert an der Stelle 1 zuésstlegen und
dann die nmeglichen Kombinationen &r 2 und 3 durchgehen. Dieseihrt auf
die folgenden Wertetabellen.

[ERN
N
w

X
"1(X) |a|b|c

X 1123
"o(x) |alc|b
X 1123

=
N
w

X
"4(X) |bjc|a

X
"6(X) |Cc|b|a
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13.3. Die Binomialkoe zienten.

Satz 13.5. Die Anzahl derk-elementigen Teilmengen in einen-elementigen
Menge ist
n!

Kiin_ K)!

Beweis. Es seiM eine n-elementige Menge undd M eine k-elementige
Teilmenge. Wir betrachten die Menge aller bijektiven Abbildngen

fl,:::;ng!  M;

Daher ist
(Anzahl der k-elementigen Teilmengen voM ) k! (n  k)! = nk

Insbesondere isk! (n  k)! ein Teiler von n! und es ist
n!
ki(n k)
die Anzahl derk-elementigen Teilmengen vom .

Der Satz beinhaltet, dask!(n  k)! ein Teiler von n! ist und somit ist der
Bruch ﬁ'k), eine nawirliche Zahl. Diese bekommt einen eigenen Namen und
ein eigenes Symbol.

De nition 13.6. Es seienk und n naterliche Zahlen mit k n: Dann

nennt man
n n!

kK ~ Kki(n K
den Binomialkoe zienten ,n wber k\.
Bemerkung 13.7. Fur die Binomialkoe zienten gilt die Regel

n _ n

k  n k'
wie unmittelbar aus der De nition folgt. Dies kann man sich ach mit Hilfe
von Satz 13.5 klar machen. Die Komplementabbildung

PM)!I PM);,TT7! {T;

auf einern-elementigen MengeM st bijektiv und bildet k-elementige Teil-
mengen auf (i  k)-elementige Teilmengen ab.

Den Binomialkoe zienten E kann man auch als

n n!

k  ki(n k)
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nm 1) (n 2 (n k+2)(n k+1) (n k) (n k 1) 21
k k 1)k 2 21)((n kk (n k 1) 21
nmnh 1) (n 2 (n k+2) (n k+1)
k (k 1) (k 2 21

schreiben, da die Faktoren ausn( k)! auch in n! vorkommen und daher
kerzbar sind. In dieser Darstellung stehen im &hler und im Nenner gleich
viele Faktoren. Gelegentlich ist es sinnvoll, auch negaéwk oder k > n
zuzulassen und in diesendflen die Binomialkoe zienten gleich 0 zu setzen.
Dies passt zur Interpretation in Satz 13.5.

Beispiel 13.8. In der vierelementigen Mengé a; b; c; @y gibt es

4 4 3
2 2176

zweielementige Teilmengen. Diese sind
fa;bg;fa;og;fa;dg; fb;a;fb;dy;fe;dg:
Beispiel 13.9. In einer 49-elementigen Menge gibt es genau

49 49 48 47 46 45 44
6 654321

= 13983816

6-elementige Teilmengen. Es gibt also so vielegliche Zahlenkombinationen
beim Lotto ,Sechs aus 49\. Der Kehrwert von dieser Zahl ist die Wahrschei
lichkeit, beim Lotto sechs Richtige zu haben. Es werden dabdie Teilmen-

gen geahlt, nicht die meglichen Ziehreihenfolgen. Die Anzahl der eglichen

Ziehreihenfolgen ist

49 48 47 46 45 44,

zu jeder sechselementigen Teilmenge gibt es Gdgliche Ziehreihenfolgen die
auf diese Teilmengeeihren.

Das Dreieck der Binomialkoe zienten war in Indien und in Persien schon um
1000 bekannt,
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in China heit es Yanghui-Dreieck (nach Yang Hui (um 1238-1298)),

in Europa heit es das Pascalsche Dreieck(nach Blaise Pascal (1623-1662)).

Lemma 13.10. Die Binomialkoe zienten erf ullen die rekursive Beziehuri

n+1 n n
= +
k k k 1
Beweis. Es ist’!
n n n! n!
+ = +
k k 1 (n K'k!' (n (k 1)k 1)
n! n!

Wk hr1 Wik D

50Bei k = 0 ist k“ , als 0 zu interpretieren.

SlHier verwenden wir Rechenregeln dér Breche im Falle der Teilbarkeit wie Aufgabe
12.40.
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(n+1 k) n!+ k n!
(n+1 Kk)k!' (n+1 Kk)k!
(n+1 k+k) n!

(n+1 Kk)k!

(n+21)!
(n+1 Kk)k!

n+1

Kk

Wir geben noch einen zweiten Beweisiff diese Aussage, der sich an der in-
haltlichen Beschreibung der Binomialkoe zienten als Teinengenanzahl ori-
entiert.

Es seiM eine (0 + 1)-elementige Menge undx 2 M ein xiertes Element.

Nach Satz 13.5 ist die Anzahl dek-elementigen Teilmengen vorM gleich

”El . Eine solche Teilmenge entit entweder x oder aber nicht. Im ersten
Fall entspricht dann eine solche Teilmenge einek ( 1)-elementigen Teilmen-
ge vonM nfxg, das ergibt den Summanden, ", . Im zweiten Fall entspricht
eine solche Teilmenge einde-elementigen Teilmenge voM nfxg, das ergibt
den Summanden .

13.4. Der binomische Lehrsatz.

Die folgendeallgemeine binomische Formedderbinomischer Lehrsatzbringt
die Addition, die Multiplikation und die Potenzierung in einem kommutati-
ven Halbring und insbesondereef die naterlichen Zahlen miteinander in
Beziehung.
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Satz 13.11. Es seiR ein kommutativer Halbring unda;b 2 R: Ferner sei
n eine nawrliche Zahl. Dann gilt

n_ X n Kpp k.
(a+ b" = K a‘g «:
k=0

Beweis. Wir fuhren Induktion nachn. Fur n = 0 steht einerseits @+ b)° = 1
und andererseitsa’®® = 1: Es sei die Aussage bereitaf n bewiesen. Dann
ist

(a+ "t = (a+ b(a+ b" !

X n
= (a+b ‘ akg K
k=0 | |
X n X n
= a ag Kk +b akp K
_k _k
k=0 k=0
— X n ak+1U1 k+ n akUﬁ k+1
k k
k=0 k=0
X1 Xt
— k k+1 k k+1
= a‘g’ + a‘g’
k1 K
k=1 k=0
Xt n n
— + akUq+1 k + Uq+1
k 1 k
k=1
1
= X n+1 akHHl k+ H1+l
k
k=1
1
— X n+1 akU1+1 k.
K .
k=0

Den vorstehenden Satz kann man sich auch folgenderma en Kklaachen.
Beim Ausmultiplizieren von
(a+ b" = ﬁa+ b) (a?Zb) (a+ t?

n-fach

muss jeder Summand geen dem allgemeinen Distributivgesetz (in jedem
Faktor) mit jedem Summanden multipliziert werden. Fur jedes Teilprodukt
muss man sich bei jedem Faktor entscheiden, ob man den voreleiISumman-
dena oder den hinteren Summandebh nimmt. Die einzelnen Produkte haben
die Form akb" ¥, wobeik die Anzahl der Faktoren ist, bei denera gewahit
wurde undn  k die Anzahl der Faktoren ist, bei denerb gewahlt wurde.
Wenn mank xiert, so kann man sich fragen, auf wie viele Arten das Produk
akp' ¥ zustande kommen kann. Eine solche églichkeit ist dadurch gegeben,
dass man unter dem Faktoren bestimmt, in welchen von ihnena gewahlt



200

wird. Die Anzahl der Meglichkeiten ist also die Anzahl deik-elementigen

13. Arbeitsblatt

13.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 13.1. Auf einer Party begrl en sich manche Gste mit einem
Handschlag, manche nicht. Jede Person merkt sich, wie oft sme Laufe des
Abends eine Hand geselitelt hat. Zeige, dass die Summaeber all diese
Zahlen stets gerade ist.

13.2. Ybungsaufgaben.

Aufgabe 13.2. Interpretiere Satz 13.1 éir den Fall, wo N und M endliche
Mengen sind,L = N M ihre Produktmenge ist und

f:-L=N MI!I M; (xy)7! v;
die Projektion auf die zweite Komponente ist.

Aufgabe 13.3. Wir betrachten die Abbildung
f:11,23,45 f 1,2,3;4,59 !'f 2,3,4,5/6;7,89,109; (X;y) 7! x+y:
Bestimme #ir jedesz 2 f 2;3;4;5;6; 7; 8;9; 10g dig Urbildmengef Y(fzg) und

verschiedene Arten.

Aufgabe 13.4. Wir betrachten die Abbildung
f:f1,2,3,4,59 f 1,2,3;4,59!f 1,2,3;,:::;25; (X;y) 7! X y:

Arten.

Aufgabe 13.5. Berechne

(1) (((2HHHHt,
(2) (3Y,
(3) 3Y2,
4) (3.
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Aufgabe 13.6. *
Zeige
10! = (71) (6!):

Aufgabe 13.7. *

In einem Hersaal be ndet sich ein Tafelgestell mit drei hintereinandr lie-
genden, vertikal verschiebbaren Tafeln. Diese seien rvit(vordere Tafel), M
(mittlere Tafel) und H (hintere Tafel) bezeichnet. Aufgrund der lhe des Ge-
stells sind nur (maximal) zwei Tafeln gleichzeitig einselan. Die Lehrperson
schreibt in der Vorlesung jede Tafel genau einmal voll. In Weer Reihenfolge
(alle Meglichkeiten!) muss sie die Tafeln einsetzen, wenn beim Bleseiben
einer Tafel stets die zuletzt beschriebene Tafel sichtbaeia soll.

Aufgabe 13.8. *

Heinz-Peter schaut am Morgen in den Spiegel und entdeckinf Pickel auf

seiner Stirn. Diese mssen alle ausgedckt werden, wobei zwei Pickel so
nah beieinander liegen, dass sie unmittelbar hintereinaadbehandelt werden
meissen. Wie viele Reihenfolgen gibt es, die Pickel auszucken?

Aufgabe 13.9. *
Im Sportunterricht wird ein Zirkeltraining mit den Station en

Trampolin, Kletterwand, Schwebebalken, Basketballkorbl.aufband, Medi-
zinball

durchgetihrt. Bei einem Durchlauf soll die Kletterwand und der Schweebal-
ken unmittelbar hintereinander absolviert werden (die Réienfolge ist aber
egal), die beiden Ballstationen (Basketballkorb und Mediaball) sollen aber
nicht unmittelbar hintereinander absolviert werden.

Wie viele Meglichkeiten (Reihenfolgen) gibt esfr einen volls®ndigen Durch-
lauf, wenn diese beiden Bedingungen alit sein sollen?

Aufgabe 13.10. *

Es ndet das olympische 100-Meter-Finale mit acht Teilnehmrn statt. Sie
wissen, welche drei Teilnehmer eine Medaille gewinnen (almicht, wer wel-
che Medaille gewinnt). Wie viele Mglichkeiten #ir das Gesamtergebnis aller
acht Teilnehmer verbleiben (keine Platzierung ist doppelbesetzt)?
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Aufgabe 13.11. Die Folgea,; n 2 N, sei rekursiv durch

X 1
a;=1und a, = kay farn 2
k=1
de niert. Zeige, dasséirn 2
a, = En.

gilt.

Aufgabe 13.12. Es soll ein Schaubilduber ein Netzwerk angefertigt werden.
In dem Netzwerk ist jeder Punkt (jede Person, jeder Gesichtapkt) mit
jedem anderen direkt verbunden (beispielsweise durch ainBfeil mit zwei
Spitzen). Wie viele Pfeile sind in Abmngigkeit von der Anzahl der Punkte
zu zeichnen?

Aufgabe 13.13. *

Vor einem Fu ballspiel begr t jeder der elf Spieler einer Mannschaft jeden
Spieler der anderen Mannschatft, jeder Spieler begrdie vier Unparteiischen
und diese begw en sich alle untereinander. Wie viele Begrungen nden
statt?

Aufgabe 13.14. Die Rauberbande,Robin Hood\ besteht aus &nf Perso-
nen. Sie legt @r ihr Diebesgut eine Schatztruhe an, die sie mit verschieaen

Schbssern sichern rachte, wobei die (mehrfachen) Schaésel an die Mitglieder
verteilt werden sollen. Dabei soll erreicht werden, dassevei Bandenmitglie-
der allein nicht an den Schatz kommen, dass aber je drei Bamaitglieder

die Truhe aufschlie en lennen. Wie viele Schdsser braucht man dafr und

wie messen die Schissel verteilt werden?

Aufgabe 13.15. Mustafa Meller wird 8 Jahre alt und darf deshalb zu sei-
ner Geburtstagsfeier aus seiner Klasse, in der es insges@btSchuler und
Schelerinnen gibt, 8 Leute einladen. Wie viele Mglichkeiten gibt es?

Aufgabe 13.16. Zu Ende des Schullandaufenthalts auf Juist soll ein Klas-
senfoto der 17 Sahler und Schulerinnen gemacht werden. Dabei sollen 10
Kinder in der ersten Reihe knien und 7 Kinder in der zweiten Rige stehen.

(1) Wie viele Anordnungsneglichkeiten #ir ein solches Gruppenfoto gibt
es?

(2) Wie viele Meglichkeiten gibt es, wenn man sich nur daf interessiert,
wer vorne und wer hinten ist?
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(3) Wenn man sich entschieden hat, wer vorne und wer hintenisesoll,
wie viele Anordnungsmeglichkeiten gibt es dann noch insgesamt?

Aufgabe 13.17. Es seiM einen-elementige Teilmenge. Wir bezeichnen mit
P (M) die Menge derk-elementigen Teilmengen voiM und mit Num (M)
die Menge der bijektiven Abbildungen vorf1;2;3;:::;ng nachM (also alle
Nummerierungen vonM ). Beweise Satz 13.5 unter Verwendung der Abbil-
dung

: Num( M) P (M);" 7'f " (Q);" (2);:::;" (Kg;
und Satz 13.1.

Aufgabe 13.18. Man beweise die Formel
nt+l _ nn+1) X

2 2 K;

k=1
indem man die Anzahl der zweielementigen Teilmengen einer{1)-elemen-
tigen Menge auf zwei verschiedene Arten bestimmt.

Aufgabe 13.19. *

Zeige, dass zwischen den Binomialkoe zienter{, und
hang

n

sy der Zusammen-

n n n Kk
k+1 k k+1

besteht.

Aufgabe 13.20. Es sein 2 N xiert. Zeige, dass die Binomialkoe zienten

E fur k=0:1;::: ;% bzw. bis”Tl wachsend sind.

Aufgabe 13.21. Unter einer Geburtstagsfeier der Klasse 1c versteht man
eine Party, wobei die Menge der @&ste eine Teilmenge der Klasse ist und
wobei es ein Geburtstagskind aus der Klasse gibt, das auf dearty anwe-
send ist. Wie viele Geburtstagsparties gibt es, wenn die Kdse nur aus vier
Kindern besteht?

Aufgabe 13.22. Beweise die Formel
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Aufgabe 13.23. Zeige: Fuirn;k 2 Nmit n Kk gilt

n+1 X m
- k

k+1 .

Aufgabe 13.24. Gabi Hochster, Heinz Ngolo und Mustafa Mller backen
bei der Oma von Mustafa Patzchen. Die Oma hat auf das Blech schon in
vier Reihen der lange sechs die Teigmasse platziert. Den Kindern kommen
folgende Aufgaben zu: Gabi soll auf jedesétkzchen eine Haselnuss platzieren,
Heinz Puderzucker drauf streuen und Mustafa einen Zitronepistzer drauf
spritzen. Dabei kommt es auf die Reihenfolge dieser drei Algen an. Wie
viele Meglichkeiten gibt es #r ein einzelnes Ritzchen und wie viele dr das
Gesamtblech?

Aufgabe 13.25. Wie viele Teilquadrate (unterschiedlicher Seitemnge) be-
sitzt ein Schachbrett? Man nde neglichst viele Strategien, diese Anzahl zu
bestimmen.

Aufgabe 13.26. *

Es sei ein Gitter mit n Querkastchen und mitm Hochkastchen gegeben. Wie
viele Meglichkeiten gibt es, von links unten nach rechts oben entlg der

Gitterkanten zu wandern, wenn man in jedem Schritt nur nachechts oder

nach oben wandern darf?
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Aufgabe 13.27. *

Es sein 2 N.. Vergleiche die Anzahl der injektiven Abbildungen von einer
n-elementigen Menge in eina + 1-elementige Menge mit der Anzahl der sur-
jektiven Abbildungen von einem+1-elementigen Menge in ein@-elementige

Menge in den folgenden &llen.

ayn=1,
b) n =2,
c)n=3.

Aufgabe 13.28. Es seim n. Wie viele injektive Abbildungen gibt es von

Fur die folgende Aufgabe ist die allgemeine binomische Fornielfreich.

Aufgabe 13.29. *
Beweise durch Induktion, dasseir n 10 die Abschmtzung
3" nt

gilt.

Aufgabe 13.30. *
Zeige, dassdr n 3 die Abschatzung
rln+1 (n + l)n

gilt.

Aufgabe 13.31. *
Es sein 2 N. . Zeige, dass das Produkt vom aufeinanderfolgenden nairli-
chen Zahlen vom! geteilt wird.

13.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 13.32. (3 Punkte)

Gabi Hochster, Heinz Ngolo, Lucy Sonnenschein und Mustafaeiler wol-

len untereinander wichteln. Jede Person soll also genau veimer Person ein
Geschenk bekommen, aber natlich nicht von sich selbst. Wie viele Wich-
telmeglichkeiten gibt es?
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Aufgabe 13.33. (2 Punkte)
Zeige, dassdr n 4 die Beziehung

2" n!

gilt.

Aufgabe 13.34. (2 Punkte)
Bestimme die Primfaktorzerlegung von

20
10
Aufgabe 13.35. (3 Punkte)
Beweise die Formel
X
n2" ! = k
k
k=0

Aufgabe 13.36. (3 Punkte)

Zeige, dass eine nichtleere endliche Mendg gleich viele Teilmengen mit
gerader und mit ungerader Anzahl besitzt. Beweise diese Augsaunter Ver-
wendung von Binomialkoe zienten.

14. Vorlesung - Division mit Rest und Dezimalsystem

Heute war es besonders anstrengend, Vorli muss noch mehr ¢afen. Ein
gesunder Schlaf ist éir alle Beteiligten wichtig.
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14.1. Division mit Rest.

Jede nawrliche Zahl lasst sich bekanntlich als eine Zi ernfolggim Zehner-
system\ ausdricken. Dies beruht auf der (sukzessiven) Division mit Rest.
Eine positive naturliche Zahl ist nicht durch jede natrliche Zahl teilbar, die
Division mit Rest liefert eine Operation, die stets durchfhrbar ist.

Satz 14.1. Es seid eine xierte positive naturliche Zahl. Dann gibt es zu
jeder naturlichen Zahln eine eindeutig bestimmte natrliche Zahlq und eine
eindeutig bestimmte nadrliche Zahlr, 0 r d 1, mit

n = qd+r:

Beweis. Zur Existenz. Dies wird durch Induktion mber n bewiesen. Es sei
d > 0 xiert. Der Induktionsanfang fer n = 0 ergibt sich direkt mit q = 0
und r = 0: Fur den Induktionsschluss sei die Aussagarfn bewiesen, d.h.
wir haben eine Darstellungh = dg+r mit r < d und meissen eine ebensolche
Darstellung fur n+1 nden. Wenn r < d  1ist, so ist

n+l=dq+r+1

und wegenr +1 < d ist dies eine gesuchte Darstellung. Ist hingegen =
d 1;soist

n+l=dg+r+1= dg+d= d(q+1)+0;

und dies ist eine gesuchte Darstellung. Zur EindeutigkeiSeiqd+ r = n =
gd++; wobei die Bedingungen jeweils edfit seien. Es sei ohne Einsclankung
r r.Danngilt(q e)d = ¥ r: Diese Dierenz ist nichtnegativ und kleiner
als d, links steht aber ein Vielfaches vom, so dass die Di erenz O sein muss
und die beiden Darstellungerubereinstimmen.
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Bei der Division mit Rest nennt man auchn Dividend und d Divisor. Die
Zahl g nennt man Quotienten oder ganzzahligen Anteilund r den Rest

Bemerkung 14.2. Zu gegebenen narlichen Zahlenn;d mit d 1 ndet
man die Division mit Rest, also die Darstellungn = qd+ r; indem man
der Reihe nach die Vielfachen vonl betrachtet. Das gm® te Vielfache von
d (gleich oder) unterhalb vonn ist das gesuchtegd insbesondere muss das
nachste Vielfache ¢(+1)d > n sein. Der Rest ergibt sich dannals = n qd:

In der Schule verwendet man &u g eine Darstellung #ir die Division mit
Rest wie
n durch d ist q Restr:

Dies ist in Hinblick auf die mathematische Weiterverarbeitag ungnstiger
als die im Satz verwendete Gleichungsform.

14.2. Zi erndarstellung f  wr nat erliche Zahlen.

Mit der Division mit Rest kennen wir die Existenz und Eindeutigkeit der
eiblichen Zi erndarstellung einer nawrlichen Zahl beweisen. Hinter der Zif-
ferndarstellung verbirgt sich eine Mischung aus Addition, Mitiplikation und
Potenzierung gemischte Darstellunyy Wir konzentrieren uns haupt#chlich
auf die Zi ernentwicklung im Dezimalsystem(oder Zehnersysteny.

Satz 14.3. Zu jeder nawrlichen Zahln gibt es eindeutig bestimmte natliche
Zahlenk und ro;rq;ro;:::;re mit O ri 9und mit ry, 6 0 (auer bei

Beweis. Wir beweisen die Existenzaussage durch Indukticbern. Fer n =
0 wahlt man k = 0 und ro = 0: Es sei nunn 1 und die Aussage®fr
kleinere Zahlen schon bewiesen. Nach Satz 14.1 rdit= 10 gibt es eine
Darstellung
n=4g 10+ry
mit ro zwischen 0 und 9. Es ist] < n; deshalb gilt nach Induktionsvoraus-
setzung die Aussagesf g. D.h. man kann
X .
g= si10
i=0
mit0 s; 9 (beig=0istdies als leere Summe zu lesen) und nst 6 0
schreiben. Daher ist
n = g 10+rg
X .
= 510 10+
i=0
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510" +rg
= Si 110 + Ig

eine Darstellung der gesuchten Art. Dabei ist; = s; 1 fur j 1 und
k = " +1: Die Eindeutigkeit folgt ebenfalls aus der Eindeutigkeit bieder
Division mit Rest, siehe Aufgabe 14.17.

Eine naterliche Zahl wird im Zehnersystem einfach dadurch angegehealass
die Zi ern nebeneinander hingeschrieben werden, wobeilkis die hochststel-
lige Zi er (die vorderste Zi er) und rechts die niedrigststellige Zi er, also die
Einerzi er, steht. Die Zahl

4 10°+6 10°+3 10+0 1F+7 10t+5 10

wird also einfach als
463075

geschrieben (in der gemischten Summen-und Produktdardtelg hatte man
den Ausdruck 0 1% auch weglassenénnen, nicht aber in der Dezimaldar-
stellung). Eine beliebige nadirliche Zahl im Dezimalsystem mitk Zi ern gibt
man als

A 1% 2. A
an, was die Zahl

a 110 T+ a L,10¢ 2+ + @107+ a;10 + ag

bedeutet. Man beachte, dass wegen der gewschten Kongruenza, 10 die
Durchnummerierung der Ziern bei 0 anéngt, und somit bei insgesamk
Zi ern die hechststellige Zi er die Nummerk 1 besitzt. Wenn man von
der i-ten Zi er spricht, meint man die Zier, die sich auf 10 bezieht. Von
daher spricht man besser von der Einerzier (bezieht sich & = 10°),
der Zehnerzi er, der Hunderterzi er, der Tausenderzi er us.w. Gelegentlich
ist es sinnvoll, auch Zi ernentwicklungen zuzulassen, digorne mit Nullen
beginnen, beispielsweise wenn man bei der Addition zweiertmdicher Zah-
len gleich viele Zi ern haben nechte. Die Potenzen 10nennt man auch die
BundelungseinheitenMan fasst eine Zahl in Bindel von solchen Einheiten
zusammen, wobei von einem #hdel maximal 9 genommen werden, da 10
Beindeleinheiten durch die mchsthohere Bindelungseinheit ausgedickt wer-
den kann (und muss, um eine eindeutige Darstellung zu erreén). Wenn eine
gro e Punktmenge vorliegt, so wird dieses 8ndelungsprinzip sichtbar, wenn
man zuerst 10-Bindel formt (indem man jeweils 10 Punkte zusammenfasst,
umkreist, markiert), dann zehn Zehnerlindel zu einem Hundertermndel zu-
sammenfasst und so weiter.
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Bemerkung 14.4. Aus dem Beweis zu Satz 14.3 kann man ablesen, wie
man zu einer irgendwie gegebenen nmatichen Zahl n die Entwicklung im
Zehnersystem erhlt. Man dividiert die Zahl n durch 10 und der Rest ergibt
die Endzi er. Dann zieht man von n diesen Rest ab und wei, dass diese
Zahl ein Vielfaches von 10 ist. Man dividiert sie durch 10 unddstimmt fer
das Ergebnis erneut den Rest, der die Zehnerzi er gibt, uv. Bei diesem
Verfahren berechnet man also die Zi ern von hinten nach vom

Ein anderes Verfahren, bei dem man die Zi ern von vorne nachiriten be-
rechnet, geht folgenderma en: Man bestimmt die maximale haerpotenz
1, die in n hineinpasst, es muss also

10¢ n < 10¢7

gelten. Dann ndet man das maximale Vielfache von *Q das in n hinein-
passt, also die Zahk mit

z 106 n < (z+1)10%
Diese Zahl muss zwischen 1 und 9 liegen. Der Wert
z=0

kann nicht sein, da ansonstem < 10 im Widerspruch zur Wahl der Zeh-
nerpotenz vare, ein Wertz 10 kann nicht sein, da ansonsten

n zi0g¢ 10!

ware, was wieder der Wahl der Zehnerpotenz widerspricht. Bie Zier z =
C« ist dann die Anfangszi er der Dezimalentwicklung. Nun rechrteman

n ¢l

und wei nach der Wahl von k und ¢, dass diese neue Zalm echt kleiner
als 1¢¥ ist. Man bestimmt das maximale Vielfache von 0! unterhalb von
i, der Vorfaktor (der jetzt auch O sein kann) ergibt die Zierc, ; und man
zieht das Vielfache vom-ab und wiederholt das Verfahren.

Bemerkung 14.5. Es sei eine nadrliche Zahl in der Form
n=cld+cg 101+ + 10+ ¢ 10" + 1@

gegeben, wobei dig; beliebige nasrrliche Zahlen sind, also nicht unbedingt
kleiner als 10 sein massen. Die zwn gehorige Dezimalentwicklung erlalt man
sukzessive durch folgende Vorgehensweise. Mahrf fer ¢y die Division mit
Rest durch 10 durch und erhlt eine Darstellung

C =10 o+ a
mit einem Restag, 0 ap < 10. Damit ist
G l0+ ¢ 110¢ T+ + l0P + ¢ 10t + ¢l
Gl + o 110 '+ + 1P+ 10t + (10 qp + ag)10°

Gl0+ o 1106 1+ + 10+ ¢ 10 + l0 + agl0’
Gl + o 110 T+ + 10+ (¢ + )10t + apll’:

n
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Somit haben wir eine neue Darstellung von, bei der die Einerzi er kleiner
als 10 ist. Als mchstes arbeitet man den neuen Vorfaktor (also, + )
zu 10 ab und bringt ihn auf die erlaubte Zi erngestalt, wobei der cvor
liegenden Vorfaktor wieder gendert wird. Dies fhrt letztlich zur Darstellung
im Dezimalsystem.

Bemerkung 14.6. Fur Rechnungen ist das Dezimalsystem sehr gut ge-
eignet, wie die aus der Schule bekannten und im Laufe der Mesling zu
entwickelnden Algorithmen zeigen werden,uf theoretische Uberlegungen
und Beweise, aucheber das Dezimalsystem selbst, ist die obige gemischte
Summen- und Produktdarstellung besser geeignet, da dariredgrundlegen-
den Verkreipfungen auf den nadirlichen Zahlen sichtbar werden.

Eine zu Satz 14.3 entsprechende Aussage giir fiede Basis g 2 statt

g = 10: Bei g = 2 spricht man vom Dualsystem die einzigen Ziern

sind O und 1, beig = 3 vom Dreiersystem mit den Ziern 0;1;2 u.s.w.
Bei g = 16 spricht man vom Hexadezimalsystenund verwendet die Zi ern

0;1;2,3,4,5,6,7,8,9,A;B,C;D;E; F .

Dass das Dezimalsystem nur eine unter vieleneglichen Darstellungen ei-
ner naterlichen Zahl ist, wird besonders deutlich, wenn man Dardtangen

in verschiedenen Zi ernsystemen (odestellenwertsystemenineinander um-
rechnet.

Beispiel 14.7. Wir wollen die im Dezimalsystem gegebene Zahl 187 im
Dreiersystem ausdacken. Dazu nussen wir (analog zur zweiten Methode
aus Bemerkung 14.4) die grte Dreierpotenz nden, die unterhalb 187 liegt.
Das ist

81 = 3*
(da 243 = 3 zu gro ist). Fur diese Potenz nassen wir schauen, wie oft sie
in 187 hineingeht. Wegen

2 81 =162 < 187

sind das zweimal. Wir wissen daher, dass die Entwicklung d2ahl im Drei-
ersystem 2 3% beinhaltet, die Zi er 2 steht somit als Anfangszi er fest. Die
weitere Zi ernentwicklung hangt jetzt nur von der Di erenz

187 162 = 25

ab. Diese Zahl ist kleiner als

27 = 3%
was bedeutet, dass die dritte Dreierpotenzgar nicht\ und das hei t hier mit
der Zi er 0 vorkommt. Wir arbeiten dann mit 25 und mit der nachstkleineren
Dreierpotenz weiter, also mit

9 = 3%
Diese hat wieder zweimal Platz in 25, die Di erenz ist

25 18 = 7:
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Die

3=3'
passt wieder zweimal reinpbrig bleibt 1. Im Dreiersystem lautet also die

Zi ernentwicklung
20221

Diese Zi ernfolge kann man sukzessive notieren (Nullen nictergessen) oder
aber in der Rechnung stets deutlich machen, auf welche Poresich der
jeweilige Rechenschritt bezieht und dann zum Schluss dasadie Zi ernfolge

ablesen.

14. Arbeitsblatt

14.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 14.1. Oma Muller hat 13581 Kekse gebacken, die ihr Enkel Mu-
stafa auf der Haseigelschule unter den insgesamt 187 &eln und Schule-
rinnen gerecht verteilen soll, den Rest bekommt Frau Maie€gengupta. Wie
viele Kekse bekommt jedes Kind und wie viele Kekse bekommtaker Maier-
Sengupta?

14.2. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 14.2. *
Heute ist Freitag. Welcher Wochentag ist in 1000 Tagen?

Aufgabe 14.3. Bestimme den Rest von 123456789 bei Division durch 7.

Aufgabe 14.4. *
Bestimme den Rest von 123456789 bei Division durch 8.

Aufgabe 14.5. Bringe die Division mit Rest damit in Verbindung, wie man
eine Punktmenge in Bbcke kon gurieren kann.



213

Aufgabe 14.6. Es seienn;d naterliche Zahlen mitd 1. Zeige, dasd
genau dann ein Teiler vom ist, wenn bei der Division mit Rest vonn durch
d der Rest gleich 0 ist.

Aufgabe 14.7. Es seienqg;d;s2 Nmitd 21undn = gd+ s: Zeige, dass
der Rest vonn bei Division durchd gleich dem Rest vors bei Division durch
dist.

Aufgabe 14.8. Bestimme den Rest von 100 bei Division durch; 2; 3; 4; 5,
6,7;8;9.

Aufgabe 14.9. Bestimme den Rest von 3708175 bei Division durch 10,
100,1000100001000001000000100000000.

Aufgabe 14.10. Es seid eine positive natrrliche Zahl. Es seiera; b naterli-
che Zahlen und es seienbzw. s die Reste vona bzw. b bei Division durchd.
Zeige, dass der Rest voa+ bbei Division durchd gleich dem Rest vorr + s
bei Division durch d ist. Formuliere und beweise die entsprechende Aussage
fur die Multiplikation.

Fur die folgenden Aufgaben vergleiche man Aufgabe 14.10 und §»el 11.4.

Aufgabe 14.11. Erstelle Verknepfungstabellen, die das Verhalten der Reste
bei der Division durch 3 bei der Addition und der Multiplikation wiedergeben.

Aufgabe 14.12. Erstelle Verknepfungstabellen, die das Verhalten der Reste
bei der Division durch 4 bei der Addition und der Multiplikation wiedergeben.

Aufgabe 14.13. Es seid 2 eine nawrliche Zahl. In welcher Beziehung
stehen die Verkmipfungstabellen, die das Verhalten der Reste bei der Divisi
durch d bei der Addition und der Multiplikation wiedergeben, zum klenen
Einsundeins und zum kleinen Einmaleins ind-System?

Aufgabe 14.14. Es seiena;d 2 N, d 1. Zeige, dass bei Division mit
Rest durch d aller Potenzen vona (also a%; at; a?;:::) schlie lich eine Peri-
odizitat eintreten muss. Es gibt alsd < | derart, dass sich die Reste von

klisch\) wiederholen (insbesondere besitzen alsbund & den gleichen Rest).
Zeige ebenfalls, dass diese Period#itnicht bei a® = 1 anfangen muss.
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Aufgabe 14.15. Es seiena und d teilerfremde ganze Zahlen. Zeige, dass es
eine Potenza' mit i 1 gibt, deren Rest bei Division durchd gleich 1 ist.

Aufgabe 14.16. Zeige, dass eine natliche Zahl n genau dann gerade ist,
wenn ihre letzte Zi er im Dezimalsystem gleich 02; 4; 6 oder 8 ist.

Aufgabe 14.17. Begrunde die Eindeutigkeit der Zi ernentwicklung im Zeh-
nersystem mit Hilfe der Eindeutigkeit bei der Division mit Rst.

Aufgabe 14.18. Zeige, dass eine positive natliche Zahl genau dann von
10¢ geteilt wird, wenn sie in der Dezimaldarstellung mit mindeensk Nullen
endet.

Aufgabe 14.19. Ein Land besitzt Geldscheine der Gy e 1 Taler, 10 Taler,

100 Taler, 1000 Taler, 10000 Taler. Der Kiosk hat heute dielfnden Schei-
ne in der Kasse: 8137 Einer, 498 Zehner, 25 Hunderter und 3 Tender.

Der Besitzer geht zur Wechselbank, um den Geldbetrag ineglichst wenige
Scheine einzutauschen. Wie viele Scheine hat er danach vedgr Sorte?

Aufgabe 14.20. Ein Land besitzt Geldscheine der Go e 1 Taler, 10 Taler,
100 Taler, 1000 Taler, 10000 Taler, u.s.w. Zeige, dass feden Betrag die
minimale Darstellung mit diesen Scheinen eindeutig ist.

Aufgabe 14.21. *

Eine naturliche Zahl hei t palindromisch, wenn es egal ist, ob man ile De-
zimalentwicklung von vorne nach hinten oder von hinten nackiorne liest.
Bestimme die kleinste Potenz

1007 ;

die nicht palindromisch ist.

Aufgabe 14.22. Finde die Primfaktorzerlegung der Zahlen
11,112, 1112 11113 122212

Aufgabe 14.23. *
Betrachte im Zehnersystem die Zahl

473:
Wie sieht diese Zahl im Dualsystem aus?
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Aufgabe 14.24. Bestimme #ir die im Zehnersystem gegebene Zahl 300 die
Zi ernentwicklung im Dreiersystem.

Aufgabe 14.25. Betrachte im 15er System mit den Ziern 01;:::;8;9,
A;B;C;D; E die Zahl

5E6BB :
Wie sieht diese Zahl im Zehnersystem aus?

Aufgabe 14.26. *
Wir zahlen im Einsilbensystem, also mit den Abweichungen

sechs, sie, ben, acht, ... , sechzehn, siezehn, benzehrizabh, ..., sechsund-
siezig, sieundsiezig, benundsiezig, achtundsiezig, sechsundbenzig, sieund-
benzig, benundbenzig, achtundbenzig, ...

(1) Drucke diewbliche Zahl Siebenundachtzig als Einsilbenzahl aus.

(2) Drucke die Einsilbenzahl Sieundachtzig in deablichen Weise aus.

(3) Drucke die Einsilbenzahl Bentausendsiehundertbenundbegn der
eblichen Weise aus.

Aufgabe 14.27. Bestimme #ir die als Strichfolge gegebene neliche Zahl

= Junmm

fur jede megliche Basigg = 2;3;::: die Zi erndarstellung. Ab welchemg ist
die Zi erndarstellung einstellig?

Aufgabe 14.28. Zeige, dass esf jede naterliche Zahl n nur endlich viele
Baseng = 2;3;::: gibt, fur die die Zi erndarstellung von n nicht einstellig
ist.

Aufgabe 14.29. Inwiefern kann man das Strichsystem als Einersystem auf-
fassen, inwiefern nicht?

Aufgabe 14.30. *

Auf der Haseigelschule wird mit der folgenden Tadebdtrung gerechnet. 5
Ermahnungen sind ein Tagebucheintrag, 3 Tagebucheiage sind ein Straf-
nachmittag, 4 Strafnachmittage sind ein Elterngesgch. Die Tadelwahrung

wird in absteigender Tadelschwere angegeben.

(1) Im dritten Schuljahr hatte Gabi Hochster insgesamt (im Zbnersy-
stem) 67 Einzelermahnungen. Wie lautet das Ergebnis in derad
delwahrung?
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(2) Im vierten Schuljahr hatte Gabi Hochster insgesamt 2114iiheiten
in der Tadelwahrung. Wie viele Einzelermahnungen stecken da da-
hinter?

(3) Inwiefern ist die Analogie mit einem Minzsystem oder dem Dezimal-
system mathematisch fragwrdig?

14.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 14.31. (2 Punkte)

Erstelle Verknepfungstabellen, die das Verhalten der Reste bei der Divasi
durch 5 bei der Addition und der Multiplikation wiedergeben.

Aufgabe 14.32. (4 Punkte)

Zeige, dass es unendlich viele Primzahlen gibt, die modulgadso bei Division
durch 4) den Rest 3 besitzen.

Aufgabe 14.33. (6 (2+4) Punkte)

Zu einer nawrlichen Zahl n sei (n) gleich der Summe aller Reste, die bei
der Division vonn durch die Zahlend = 1;2;:::;n auftreten.

(1) Berechne (n) fur die Zahlenn = 1;2;:::;10
(2) Zeige, dassdr n 7 stets

(n) n
gilt.

Aufgabe 14.34. (4 (1+1+2) Punkte)

Ein Land besitzt Geldscheine der G e 1 Taler, 10 Taler, 100 Taler, 1000
Taler, 10000 Taler. Der Kiosk hat heute die folgenden Scheirin der Kasse:
7906 Einer, 623 Zehner, 39 Hunderter und 4 Tausender. Der Besi geht
mit dem Betrag zur Wechselbank, um ihn umzutauschen.

(1) Zuerst tauscht er den Geldbetrag in maglichst wenige Scheine um.
Wie viele Scheine hat er danach von jeder Sorte?

(2) Jetzt fallt ihm ein, dass er &ir morgen auch Wechselgeld braucht, und
zwar mechte er mindestens 100 Einer und mindestens zehn Zehner
haben. Ansonsten mchte er so wenig Scheine wie eglich haben.
Wie viele Scheine hat er von jeder Sorte nach dem Umtausch?
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(3) Jetzt kommt er auf die Idee, dass er morgen lieber Urlaub auder
Insel Magma machen rachte. Dort ist die Wahrung der Gulden, der
zum Taler im Verhaltnis 1 : 1 getauscht wird. Auf Magma gibt es
Scheine der Go e 1 Gulden, 5 Gulden, 25 Gulden, 125 Gulden, 625
Gulden, 3125 Gulden. Er mchte so wenig Scheine wie eglich mit
sich rumtragen. Wie viele Guldenscheine hat er von jeder $®mach
dem Umtausch?

Aufgabe 14.35. (2 Punkte)

Bestimme #ir die im Zehnersystem gegebene Zahl 626 die Zi ernentwiakig
im Funfersystem.

Aufgabe 14.36. (3 Punkte)

Bestimme #ir die im Vierersystem gegebene Zahl 321002 die Zi ernentkic
lung im Zehnersystem.

15. Vorlesung - Schriftliches Addieren

In ihrer Freizeit tobt Vorli gerne mit dem Nachbarshund Jurek rum. Der arbeitet
auch als Vorlesungshund, allerdings bei den Juristen. Vorlstellt sich das
unglaublich langweilig vor.

In dieser Vorlesung besprechen wir, wie sich im Dezimalsgst der Nachfol-
ger, die Gm® ergleichrelation und die Addition darstellen.

15.1. Der Nachfolger und die Ordnung im Dezimalsystem.

Zuerst bemerken wir, dass dasbliche Zahlen (Einerstelle um 1 erbhen und
eventuell mit den hwheren Zi ern verarbeiten), das wir auch in der éinften
Vorlesung als eine Zhimeglichkeit erwehnt hatten, korrekt ist. Dies ist eine
zwar einfache, aber dennoch durchautirende Uberlegung, da ér uns eine
Zi ernfolge nicht durch die Reihenfolge im &hlprozess festgelegt ist, sondern
eber die Interpretation als gemischte Darstellung mit Sumen, Produkten
und Potenzen.
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Bemerkung 15.1. Das Dezimalsystem im Sinne einesafilsystems, das die
Dedekind-Peano-Axiome ef#fllt, hat erstmal nichts mit Summe, Produkt,
Potenzen zu tun, sondern ist allein durch die folgende Strte (Menge mit
Zahlvorschrift) gegeben. Die Elemente sind von der Form

aa j;::lapa1dg,

also einfach endliche geordnete Tupel von Zi ern (Zi ernflgen) aus der Men-
gef0; 1,2 3,4,5,6;7,;8;,99. Dabei ist 0 das Startelement. Der &hlvorgang
wird durch den folgenden dezimale@ahl-Algorithmus beschrieben.

(1) Fur einstellige Ziern 6 9 ist der Nachfolger gena der Reihenfolge
f0;1;2;3;4;5;6;7; 8,99 festgelegt (dies ist dakleine Einsnacheins.

(2) Fur beliebige Zahlen im Zehnersystem mit einer letzten Zi e 9 ist
der Nachfolger diejenige Zi ernfolge, bei der die letzte Zer durch den
Nachfolger ersetzt wird und alle anderen Zi ern unveandert eiber-
nommen werden.

(3) Fur beliebige Zahlen im Zehnersystem mit einer Neun als letztéi er
sind samtliche zusammenkngenden Neunen von hinten durch Nullen
zu ersetzen und die von hinten erste von 9 verschiedene Ziéurch
ihren Nachfolger zu ersetzen, diebrigen Zi ern bleiben gleich (wenn
die Zahl ausschlie lich aus Neunen besteht, ist dies so zu s&rhen,
dass man sich davor eine 0 dazudenkt).

Lemma 15.2. Das Nachfolgernehmen im Dezimalsystem (gemischtes Dezi-
maldarstellungssystem) stimmt mit dem &hlvorgang im Sinne von Bemer-
kung 15.1 (Dezimalaghlsystem)uberein.

Beweis. Wir gehen vom Dezimalsystem im Sinne einer gemischten Dagbkt
lung (Stellenwertsystem) aus und mssen zeigen, dass dort das Nachfolger-
nehmen, also die Addition mit 1, die gleiche Wirkungsweise &iezt wie der
Zahlalgorithmus. Der Nachfolger einer im Dezimalsystem gdmEnen natirli-
chen Zahl

n=a+al0+alf+ +alld
ist einfach

(ag+1)+ a;10 + 8,10+ + a10:

Aus diesem Ausdruckesst sich aber noch nicht unmittelbar die Dezimaldar-
stellung dieser Zahl ablesen, da der Einerkoe zient nicht mbedingt 9 sein
muss. Wenna, 8 ist, so ist

a+1 9

und die Dezimalentwicklung des Nachfolgers liegt unmittelty vor. Wenn
hingegena, = 9 ist, so geht es um die Zahl

n+l = (9+1)+ a10+a,10+ + al0

10+ 10 + @10+ +al0
(a;+1) 10+a,10°+ + a10:
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Erneut qilt, dass beia; 8 die Dezimalentwicklung vorliegt, beia; = 9
muss man wie zuvor weitermachen. Wenn die hintersten (niagststelligen)

a; 69

(was den Fall einschlie t, dassn genaus Zi ern hat, in welchem Fall a5 als 0
zu interpretieren ist), so ertmlt man den Nachfolger, indem man diese Neu-
nen durch Nullen ersetzt undas um 1 erhwht. Es liegt also die Wirkungsweise
des Ahlalgorithmus vor.

Korollar 15.3. Es seik 2 N, : Eine naturliche Zahl ist genau danr< 10,
wenn sie im Zehnersystem aus maxim&l Zi ern besteht.

Beweis. Dies folgt aus Lemma 15.2, da ewsif den Zahlprozess klar ist, dass
langere Zi ernfolgen g er sind (im Zahlprozess sater dran kommen).

Korollar 15.4. Es seien
m= ay+ ;10 + a1+ + a 106!

und \
n=rh+hbl0+bLlF+ +b ;10 ?!
zwei nawrliche Zahlen im Zehnersystem (also mid  a;;h 9). Dann ist

m>n
genau dann, wenn
k>~
oder wennk = " ist und wenn es eins, 0 s <Kk, derart gibt, dass
& 1= b 151 asn = baasas > b

ist.

Beweis. Dies folgt aus Lemma 15.2. Vom &hlprozess her ist es klar, dass
langere Zi ernfolgen gw er sind. Bei gleichlangen Zi ernfolgen undeberein-
stimmender Anfangssequenz entscheidet di@chste Zi er, welche Zahl im
Zahlprozess sater dran kommt.

15.2. Schriftliches Addieren.

Da sich die Addition zweier natrlicher Zahlen aus den Dedekind-Peano-
Axiomen ergibt, gibt es in jeder Beschreibung der natlichen Zahlen genau
eine Meglichkeit, zu addieren. Ob diese algorithmisch geschickter kompli-
ziert ist, hangt wesentlich von der gewhlten Beschreibung ab. Wenn man
durch Strichfolgen gegebene Zahlen miteinander addier sangt man ein-
fach die beiden Strichfolgen aneinander. Dies ist auf denstn Blick ein
sehr einfacher Vorgang. Wenn man es aber ernsthaft schiitih durchfehren
mechte, so sieht man, dass es extremeinsam ist, da man jeden Strich der
einen Strichfolge einzeln an die andere aahgen muss.
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Das schriftliche Addieren zweier natrlicher Zahlen im Zehnersystem ist aus
der Schule bekannt. Man schreibt die beiden Zahlen unter@inder so, dass die
Einerpositionenebereinander stehen und addiert dann die beiden passenden
Zi ern (im Sinne des kleinen Einundeins) von hinten nach vere. Wenn das
Ergebnis kleiner als 10 ist, schreibt man diese Zahl hin undckt nach links.
Wenn das Ergebnis go er oder gleich 10 ist, so schreibt man die Einerzi er
dieser Summe an der Stelle hin und hat in der links liegendeneffe einen
zusatzlichen Ubertrag von 1 mitzubemricksichtigen. Dies ist insgesamt ein
rekursives Verfahren, das wir kurz festhalten.

Verfahren 15.5. Das schriftliche Addierenm+ n zweier natirlicher Zahlen,
die im Dezimalsystem als
m=ag+ a;10+a,10+ + al0fundn=hh+ bl0+b1F+ + b1

gegeben sind (wobei auch vordere Nullen erlaubt sind), fun@&hiert folgen-
derma en. Man berechnet die Dezimalzi er?® ¢, des Ergebnisses und die

Ubertrage d.; (mit dem Startwert dy = 0) sukzessive durch
¢ = a+h+d; fallsa + h+ d < 10;
a+h+d 10; fallsa+ b+ d 10;

und®3
0; fallsa; + h + d < 10;
1; fallsa+hb+d 10:

Die Dezimaldarstellung der Summen+ nist Gc+1 G : : : GGGy (Wobeici; = 0
sein kann). Es gilt stets

a+h+d = d10+¢:

dis =

Warum ist dieser Algorithmus richtig, warum liefert er das korekte Ergeb-
nis? Die Gewhnung an dieses Verfahren verleitet dazu, diese Frage rich
ernst zu nehmen bzw. nicht zu verstehen. Das eben beschriebdeschriftli-
che Addieren istnicht die De nition der Addition, sondern eine algorith-
mische Auskihrung der Addition in einem bestimmten Beschreibungssyste
(namlich dem Dezimalsystem)sr die naterrlichen Zahlen.

Der Ausgangspunkt der Addition der nasrrlichen Zahlen liegt in der dis-
junkten Vereinigung von endlichen Mengen, wir haben die Adiiton uber die
Nachfolgerabbildung eingefhrt und bereits in Satz 8.14 gezeigt, dass sie mit
dem Vereinigungskonzepsbereinstimmt. Warum stimmt auch das schriftli-
che Addieren damiteberein? Konkret: Man hat zwei Mengem und B an
Apfeln und bestimmt fur beide Mengen ihre Anzahl im Zehnersystem: diese
seienm und n. Dann schuttet man die Mengen zusammen, esidt die Menge

52n der wblichen schriftlichen Durchfehrung dieses Algorithmus wird diese Indizierung
implizit durch die Stellung der Zi ern ausgedr uckt.

53Die Wbertrage werden mit dem Index derjenigen Stelle versehen, wo si@narbeitet
werden, nicht, wo sie entstehen.
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C = A B und bestimmt fur diese Menge die Anzahl im Zehnersystem:
diese ses. Warum kommt, wenn man die Zahlerm und n im Zehnersystem
schriftlich addiert, ausgerechnes heraus?

Die beiden Zahlen seien als1 = a,10¢+ a, 110 '+  + @107+ a;10+ ay
undn=bl1l0+b ;10 1+ + 10 + b, 10 + by gegeben, wobei die Zi ern
alle zwischen 0 und 9 seien. Es sei ~ und wir kennen sogar annehmen,
dassk = " ist, indem wir fehlende Zi ern in der zweiten Dezimalentwiklung
durch Nullen au wllen. Dann ist

ald +a 10 '+ + a,10%+ 8,10+ ay
+ h10+h ;10 '+ + bl0+ bl0+h
= (a+hb)10 +(a 1+ b 1)10° *+

+(az + bp)107 + (& + by)10 + (@ + hy):
Dies beruht auf dem Assoziativgesetz der Addition und dem Disibutivge-
setz. Achtung! Dieses Ergebnis ist nicht in der Dezimaldaeitung, da die
vor den Zehnerpotenzen 1Gtehenden Zahlerg; + b nicht unbedingt kleiner
als 10 sein missen. Man kann an dieser Stelle Bemerkung 14.5 anwenden

und zu den,gre eren\ Zi ern nach oben schaufeln. Dies ist aber nicht das
Verfahren des schriftlichen Addierens.

Satz 15.6. Das schriftliche Addieren im Zehnersystem ist korrekt.

Beweis. Die beiden Zahlen seien
m= ag+ a;10+a,10¢+ +aldfundn=h+bl0+b1F+ + hld;

wobei wir eventuell auch vordere Nullen erlauben. Aufgrund deDistributiv-
gesetzes ist die Summe gleich

m+ n
= g+ al0+al10+ + all + hh+ bl0+ b1+  + h1o

= (ao+ bp)+(a+ )10+ (ag+ b)10° +  +(a + b)10¢

Wir ersetzen gem Verfahren 15.5
Qthh=a+h+d=dl0+c

und erhalten

m+n = d10+c+(a+ b)10+(ax+ )1+  +(a + h)10

= Cco+(a+ b+ dy)10+ (a + bp)10° + + (& + h)10%
Jetzt ersetzen wir
ay+b+d = d10+¢

und erhalten

m+ n Co+ (010 +¢)10 + (@ + bp)10° +  + (& + h)10¢

Co+ Gl0+ 1P + (@ + Bp)10P +  + (& + h)10¢
Co+ €10+ (a+ p+ dp)10°+  +(a + h)10
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Jetzt ersetzen wir
a + b2+ d2 = d310+C2

und erhalten

m+ n Co+ €10+ (0310 + 6)10% + (as + b)10°+  + (@& + b )10
G+ €110+ 10 + dz10P + (ag + by)10°+  + (@& + b )10

= G+ l0+ 10+ (ag+ by+ d3)10°+  +(a + b)10:

So fortfahrend bringt man die Summem + n sukzessive auf die Form, in
der vor 10 allein ¢ steht. Wegeng; 9 erhalt man so die Darstellung im
Dezimalsystem.

Die Korrektheit des schriftichen Addierensebertragt sich auf die Addition
mehrerer Summanden in der Dezimaldarstellung. Man summiexieder zif-
fernweise und schreibt die letzte Zi er der Summe an der emgechenden
Stelle hin, ebenso defbertrag. Dieser kann jetzt allerdings (ab zwIf Sum-
manden) sogar go ergleich 100 sein, in diesem Fall muss man die Zehnerzi er
wie zuvor um eins nach links schreiben und die Hunderterstelim zwei nach
links. Grundsatzlich kann man auch eine Summe mit beliebig vielen Sum-
manden dadurch errechnen, dass man je zwei Summanden zusamaddiert
und somit die Anzahl der Summanden sukzessive verringert,aist das viel
komplizierter.

Bemerkung 15.7. Unter einem Algorithmus versteht man ein durch be-
stimmte Regeln festgelegtes (deterministisches) Verfam, mit dem man in

endlich vielen Schritten zu einem Ergebnis kommt. Ein Algahmus bezieht

sich auf eine Menge von meyglichen Eingaben (Input) und liefert eine Aus-
gabe, das Ergebnis (Output). Ein Algorithmus berechnet den @'t einer

Abbildung (einschlie lich einer Verknepfung), eberpreft, ob eine Relation

zwischen Elementen vorliegt oder nicht, ndet die bsung zu einer Gleichung.
Die Regeln sind pezise Handlungsanweisungen undemsen alle maglichen

Falle abdecken. Ein Algorithmus kann prinzipiell durch eine Mschine durch-
gekihrt werden.

Im Grundkurs werden wir die folgenden Algorithmen behandeltSchriftli-
ches* Zahlerr® (Nachfolgernehmen), schriftliches Vergleichen, schriithes
Addieren, schriftliches Multiplizieren, schriftliches Sbtrahieren, schriftliches

%Es ist kein Zufall, dass man hier von schriftlich spricht, obwohl es #ir die Wirkungs-
weise der Verfahren selbst unerheblich ist, ob sie im Kopf, af einem Papier oder in einer
Maschine durchge#ihrt werden. Der explizite Einsatz eines Algorithmus lohnt sich erst
dann, wenn die Aufgabe eine gewisse Komplexit besitzt, die ohne schriftliche Hilfsmittel
das menschliche Speicherveragen ubersteigt. Unter halbschriftichem Rechnenversteht
man wbrigens Verfahren, bei denen die Rechnungen zwar durch sgftliche Notizen un-
terstutzt werden, aber ohne dass ein Algorithmus systematisch dwehlauft wird.

55Dieses &hlen kann man auch gut mundlich durchfehren.
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Dividieren (in einem Stellenwertsystem), der euklidisch&lgorithmus zur Be-
stimmung des ge ten gemeinsamen Teilers, das Gau sche Eliminationsver-
fahren zur Lesung linearer Gleichungssysteme, das Invertierungs\arfen fer
Matrizen, das Heron-Verfahren.

Folgende Punkte sind charakteristischefr einen Algorithmus.

(1) Es gibt eine relativ kleine Zahl von Einzelschritten, atidie im Durch-
lauf des Algorithmus immer wieder Bezug genommen wird.

(2) Die Einzelschritte verwenden eine endliche Liste von ggeicherten
elementaren Teilergebnissen (Datenbank).

(3) Es muss irgendwie verbucht werden, auf welche Stelleltsider Ein-
zelschritt bzw. dessen Ergebnis bezieht (Nummerierung, lizterung,
Anordnung).

(4) Die Einzelschritte verwenden Fallunterscheidung, el@ng welcher sich
das Verfahren verzweigt.

(5) Es werden Hilfszahlen zwischengespeichert und verwenhde

Beispielsweise werden im Additionsalgorithmus immer wiedewei einstelli-
ge Zahlen miteinander addiert, dabei wird auf das kleine Esnndeins Bezug
genommen und die Endzi er dieser Teilrechnung wird an deraintigen Stel-
le notiert. Die Weiterverarbeitung hangt davon ab, ob diese Einzelsummen
kleiner als 10 oder dauber sind, es werdertybertrage notiert.

Bemerkung 15.8. Von der Beschreibung eines Algorithmus, d.h. der pri-
sen Festlegung der einzelnen auselifenden Rechenschritte, ist die Begin-
dung fur die Korrektheit des Algorithmus zu unterscheiden. Mit Korektheit
meint man, dass der Algorithmus wirklich das leistet, was erevspricht, al-
so dass beispielsweise das schriftliche Additionsverfahmgirklich die beiden
Zahlen addiert. Far diesen Nachweis braucht man einen mathematischen
Beweis, der sowohl auf die zu berechnende mathematischeu&tur (die Ad-
dition) als auch auf die Festlegungen des Algorithmus Bezugnmmt.

Ein wichtiger Aspekt bei vielen Algorithmen, der bei einem sohen Beweis
hilft, ist ein Invarianzprinzip. Bei einem Algorithmus werden typischerweise
mehrere Zwischenergebnisse berechnet und weiterveraréteilnsbesondere
bei rekursiven De nitionen und bei der maschinellen Durclhrung werden
Zwischenergebnisse aualberschrieben. Dennoch ist zu jedem Zeitpunkt des
Ablaufes die volle Information in einer bestimmten Weise ineh Zwischen-
ergebnissen remsentiert. Wenn man beipielsweise zwei zehnstellige Zahle
schriftlich addiert, und die hinteren ®inf Endzi ern der Summe und den letz-
ten Ubertrag schon berechnet hat, so kann man die hinteren Endarn der
Summanden vergessen. Die Information, was berechnet werdmll, steckt
vollstandig (invariant) in den vorderen Zi ern der Summanden, derinteren
Zi ern der Summe und dem einenYbertrag drin.
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15. Arbeitsblatt

15.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 15.1. Fehre im Funfersystem die Addition
314201 + 401334
schriftlich durch.

15.2. Ybungsaufgaben.

Aufgabe 15.2. Begrinde, dass der Nachfolger der Dezimalzahl 999999
(mit k Neunen) gleich 1000::000 (mit k + 1 Zi ern, also k Nullen) ist.

Aufgabe 15.3. Bestimme, welche der beiden Zahlen im Zehnersystenogr
ist.

m = 52866396034807681104629504792853235
oder

n = 52876373480104695047954506002853673

Aufgabe 15.4. Bestimme, welche der beiden Zahlen im Zehnersystenogr
ist.

m = 528663960348076811044629504792853235
oder

n = 52876373480104695047954506002853673

Aufgabe 15.5. Ein Pokalwettbewerb werde mit 2*' Mannschaften im K.-
0.-System ausgetragen. Beweise die Idemstit

2=2m 1
k=0

durch eine inhaltliche¥berlegung (Wie viele Spiele nden statt?).

Aufgabe 15.6. Beweise die Identiat

X
=2 1
k=0
mit Hilfe des Zweiersystems.
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Aufgabe 15.7. *
Fehre im Zehnersystem die Addition

794385 + 503819
schriftlich durch.

Aufgabe 15.8. *
Fehre im Dreiersystem die Addition

201021 + 112002
schriftlich durch.

Aufgabe 15.9. Fehre im Sechzehnersystem die Addition
5C4A7 + D33CE
schriftlich durch.

Aufgabe 15.10. Zeige, dass in der Situation von Verfahren 15.5 stets die
Beziehung | | |
(& +h+d)l0 = 10 + di,, 10"

gilt.

Aufgabe 15.11. Fehre die Addition
9+19+29+39+49+59+69+79+89+99+ 109+ 119

schriftlich durch. Welche ,Besonderheit\ tritt dabei auf?

Aufgabe 15.12. Die Schuler sollen die Zahlen
31,28 31;30,31; 30,31 31, 30,31
aufaddieren. Heinz Ngolo rechnet
300 301 299 300 301; 302 303 304:
Ist das Ergebnis richtig? Was geht in seinem Kopf vor?

Mustafa Meuller rechnet
365 61 = 304

Was geht in seinem Kopf vor?
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Aufgabe 15.13. Gabi Hochster sitzt in der Schule neben Heinz Ngolo. Sie
eiben schriftliches Addieren und rechnen 725+ 638. Gabi istrfeg und Heinz
hat gerade die hinterste Zi er zusammengerechnet und débertrag notiert.
Da kritzelt Gabi auf Heinzens Heft rum und radiert die Zi ern 5 und 8 weg.
Gabi sagt:, Die brauchst du nicht mehr, konzentrier dich auf die andereaif-
fern, dann geht es schneller und wirdnnen endlich weiter Schi e versenken
spielen\. Darauf sagt Heinz:,Lass mich in Ruhe, kleine Klugschei erin, au-
erdem brauch ich die Zi ern doch, namlich zur Probe\. Darauf Gabi: , Wer
beim Rechnen eine Probe braucht, sollte zuck in den Kindergarten\.

Wir beurteilen Sie die Lage mathematisch und didaktisch?

Aufgabe 15.14. Ist fur das schriftliche Addieren das Kommutativgesetz
klar, ist es klar, dass 0 das neutrale Element ist, ist es kladass das Asso-
ziativgesetz gilt?

Aufgabe 15.15. Es stehen verschiedene Zahlen an der Tafel. Der einzige
erlaubte Rechenschritt ist, zwei beliebige Zahlen wegzwseghen und durch
ihre Summe zu ersetzen. Nach hinreichend vielen Dur@mgen steht nur
noch eine Zahl da. Ist das Ergebnis unalsimgig vom Ablauf? Man erhutere
die Situation mit dem Begri Invarianzprinzip.

Aufgabe 15.16. Gibt es fur die folgenden Zahlensysteme eimifalle Zahlen
korrektes Verfahren zum schriftlichen Addieren, welches #idas schriftliche
Addieren im Zehnersystem nur auf der getrennten Addition voni£rn glei-
cher Stelligkeit und demUbertrag beruht? Welche Probleme treten auf?

(1) Das Strichfolgensystem
(2) Das Eurozahlensystem
(3) Das remische Zahlsystem

15.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 15.17. (4 Punkte)

Essei0 k 2 Zeige: Eine positive nadirliche Zahl ist genau danr< 10,
wenn sie im Eurozahlensystem aus maximak Zi ern besteht.

Aufgabe 15.18. (2 Punkte)
Fehre im Dreiersystem die Addition

221002 + 22121
schriftlich durch.
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Aufgabe 15.19. (3 Punkte)

Fehre im Sechzehnersystem die Addition
AOBEE 7 + 5C5DA3

schriftlich durch.

Aufgabe 15.20. (4 Punkte)

Die Kinder bekommen die Hausaufgabe, zwei 23-stellige Zahien Dezimal-
system zu addieren. Das ist ziemlich shselig. Da es genau 23 Kinder in der
Klasse gibt, macht Gabi Hochster den Vorschlag, dass jedesigenau eine
Zier (gema der Sitzreihenfolge) ausrechnet und sie amachsten Morgen
daraus das Ergebnis zusammentragen (hat Gabi etwas vergaes). Entwerfe
einen Algorithmus, mit dem man diek-te Zi er in der Summe ohne unmtige
Rechnungen bestimmen kann.

Aufgabe 15.21. (3 Punkte)
Zeige mit dem allgemeinen Distributivgesetz die IBeziehung

X
aml 1=(a 1) a“
k=0
fur naterliche Zahlena2 N ; und n 2 N.
Aufgabe 15.22. (1 Punkt)
Beweise die Identiat
2¢=2m 1

k=0
mit Hilfe von Aufgabe 15.21.

16. Vorlesung - Schriftliches Multiplizieren

Auch mit dem Ball spielt sie gern.
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16.1. Schriftliches Multiplizieren.

Die Grundidee #ir das schriftliche Multiplizieren liegt im allgemeinen Dstri-
butivgesetz. Far zwei naterliche Zahlen der Form

m=a+ 10+ a1+ +aldundn=h+ bl0+b10%+ + b1l0

ist

m n
= ayg a;10+ a1+ + alld b+ 1l0+b10P+ +Dbl0
= ah10 10
0i ko j ° I
X ok X
= ah10*) = abs i 10
0i ko j ° s=0 i=0

Hierbei ist im Allgemeinen der VorfaktorP :‘:O a;bs ; nicht kleiner als 10, aus
diesem Ausdruck ist also nicht unmittelbar die Zi ernentwi&lung des Pro-
duktes ablesbar. In einer solchen Situation ist Bemerkungd b anwendbar.
Dies ist aber nicht das Verfahren zum schriftlichen Multipkieren.

Verfahren 16.1. Beim schriftlichen Multiplizieren m n zweier nawrlicher
Zahlen, die im Dezimalsystem als

m=ay+ a;10+a,10%+ +aldundn=h+ bhl0+h10+ + b10
gegeben sind, geht man folgenderma en vor.

(1) Man berechnet #rr jedesj = 0;1;:::;" einzeln die Dezimalzi err®
¢ des Teilproduktesm b und die Ubertraged;,; (mit dem Startwert
do = 0) sukzessiveuber die Gleichungen

ab +d = ds 10+g¢
mit
0 ¢ 9
(2) Die zu denj (bzw. by) geherenden Zi ernfolgen schreibt man unter-
einander, wobei jeweilg, unterhalb von iy steht.

(3) Man summiert die verschiedenen verschobenen Teilprdda im Sinne
des schriftlichen Addierens.

Das Ergebnis (im Dezimalsystem) dieser Addition ist die Austp@ des Mul-
tiplikationsalgorithmus.

Das Problem, dass bei der distributiven Multiplikation vonzwei natirlichen
Zahlen im Dezimalsystem die Vorfaktoren zu gro sind, trittschon dann auf,
wenn die zweite Zahh = Iy einstellig ist (sogar wenn beide Zahlen einstellig

S6Eigentlich messte manc; schreiben, da diese Zi ern auch vorly abhangen; #ir einen
relativ langen Abschnitt ist aber dasj fest gewahilt.
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sind; dies wird durch das kleine Einmaleins erledigt). Dies Fall betrachten
wir zuerst.

Lemma 16.2. Das schriftliche Multiplizieren mit einem einstelligen zeiten
Faktor im Zehnersystem ist korrekt.

Beweis. Die linke Faktor sei
m= ap+ a;10+ a,10% +  + a 10"

und der rechte Faktor seib = hy; wir haben also die schriftliche Multiplika-
tion der Form

iy b
im Sinne von Verfahren 16.1 durchzeihren. Das Ergebnis ist die Zahl

Cr1 Gk -1 CG1Co -

Wir messen zeigen, dass dies das wahre Produkt ist. Es ist, wobé&invehr-
fach die de nierende Gleichunggib+ d; = di;; 10+ ¢ verwenden,

ao+ ;10 +a,100+ + al1d b
aoh+ a;bl0 + a,bl? +  + a bl
(co+ d110) + a;b10 + @,blP +  + abld
G+ (dy + ab)10 + a,blP +  + abldf
Co+(C + dr10)10 +a,bl0* +  + abl0
Co+ €10+ (dp + ab) 10+  + abldf
G+ €10+ (c + dz10)1F +  + a bl

mb

Co+ 10+ 10+  + g 10 + Geq 1047

Die folgendentberlegungen beziehen sich auf di#bertrage bei der Multi-
plikation mit einer einstelligen Zahl.

Lemma 16.3. Beim schriftlichen Multiplizieren mit einer einstelligenZahl
b sind die Ubertrage stets< b.

Beweis. Siehe Aufgabe 16.10.

Der Ubertrag b 1 tritt in der Tat auf, wie die Multiplikation der 9 mit b
zeigt.

Beispiel 16.4. Der Ubertrag bei der Multiplikation mit einer einstelli-
gen Zahlb wirkt sich im Allgemeinen auf jede Zier des Ergebnisses aus,
d.h. Ubertrage setzen sich fort. Daher muss man die einzelnen Zi ern von
hinten nach vorne mit b multiplizieren. Beispielsweise ist beb = 3 und

m = 333333333 bzwn = 333333334 einerseits

3333333333 = 999999999
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und andererseits
3333333343 = 1000000002

Im Gegensatz zur Multiplikation mit der 3 ist die Multiplikation mit den

beiden echten Teilern der 10, also mit 2 und 5, besonders eict, da hier die
Ubertrage nicht fortgesetzt werden &nnen. Um diei-te Zi er des Produktes
einer Zahlm mit der 2 (oder der 5) auszurechnen, muss man nur dige und

die (i 1)-te Zier der Zahl m kennen.

Bemerkung 16.5. Bei der Multiplikation mit b = 2 und mit b = 5 verein-
facht sich das in Verfahren 16.1 beschriebene Verfahren Adultiplikation
einer Zahl

X« .

m = a 10

i=0
mit einer einstelligen Zahlb. Gema diesem Verfahren sind die Berechnungen
(Division mit Rest)

g b+d = d. 10+¢
mit
0 ¢ 9
durchzufehren, wobei dadurch diec; und die d; rekursiv mit dem Startwert

do = O festgelegt sind und wobei die; die Zi ern des Ergebnisses beschrei-
ben. Wir behaupten, dass man in den beideneflen stattdessen nur

a b= ds 10+
berechnen muss und die Ergebniszi ern
G = di+r

erhalt. Insbesondere Bngt ¢ nur von a und & ; ab. Kurz gesagt: Diei-te
Zier eines Produktesay :::ga 1:::aa;8 mit 2 (oder mit 5) ergibt sich,
wenn man die zweistellige Zahdja; ; mit 2 bzw. mit 5 multipliziert und von
diesem Ergebnis die vordere Zi er nimmt.

Zunachst sind nach Lemma 16.3 bei der Multiplikation mit einergden ein-
stelligen Zahlb die Ubertrage echt kleiner ald. Bei b = 2 kommen also nur
die Ubertrage 0 oder 1 in Frage. Somit stimmen die ganzzahligen Anteileib
der Division mit Rest vona; 2+ d, bzw. a 2 durch 10uberein (wenn man
zu einer geraden Zahl eine 1 addiergndert sich die Zehnerzi er nicht), Die
Beziehungc = r; + d; folgt direkt.

Bei b = 5 kommen nur die Ubertrage 01;2;3;4 in Frage. Somit stimmen
die ganzzahligen Anteile bei der Division mit Rest voa, 5+ d, bzw.a 5
durch 10 mberein (wenn man zu einer durch 5 teilbaren Zahl eine Zahl 4
addiert, andert sich die Zehnerzi er nicht). Die Beziehung; = r; + d; folgt
wieder direkt.
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Als nachstes Hilfsmittel betrachten wir die extreme Situation, w der rech-
te Faktor eine Zehnerpotenz ist. Das Dezimalsystem veat sich bei einer
solchen Multiplikation besonders einfach.

Lemma 16.6. Die Dezimaldarstellung eines Produktes aus einer im Dezi-
malsystem gegebenen natichen Zahl

m = akadx 1:::&1a
und einer ZehnerpotenZL0 erhalt man, indem man an diese Zi ernfolge’
Nullen anhangt.
Beweis. Es ist
m 10 ‘
ald+  + a10%+ a;10+a, 10

a 10+ 4+ @107 + a 10" + apl0 \
a1 +  + 21070 + @108 + 3,10 +0 10 '+ +0 10'+0 10%

woraus unmittelbar die Dezimaldarstellung des Produktesotesbar ist.

Satz 16.7. Das schriftliche Multiplizieren im Zehnersystem ist korrekt

Beweis. Die beiden Zahlen seien

m=a+ a10+a,10%+ +aldundn=t+l0+b1F+ +Db10:

Beim schriftlichen Multiplizieren berechnet man unablngig voneinander
alllamaay b

furj = 0;1;:::; und notiert das Ergebnis so, dass die Einerzi er unterhalb
von by steht. So entstehen + 1 Zahlen, die versetztubereinander stehen.
Diese Zahlen werden nach hinten mit Nullen aufgeft (wobei man dies nur
gedanklich machen muss). Die Summe dieser Zahlen im Sinnea dehriftli-
chen Addierens ist das Endergebnis

m n m bl0+b ;10 '+ + b1+ bl1l0+h

m bl0+mb ; 10 '+ +m BIF+m bl0+m hy

Nach Lemma 16.2 werden dien Ly im schriftlichen Multiplizieren korrekt
ausgerechnet. Dadurch, dass die Einzelergebnisse untdishaon Iy stehen
und nach hinten mit Nullen aufgeélit werden, stehen im Algorithmus wegen
Lemma 16.6 die Zahlem Q 10 korrekt ebereinander, so dass das schriftliche
Addieren nach Satz 15.6 das korrekte Ergebnis liefert.
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Bemerkung 16.8. Eine alternative Meglichkeit, zwei im Dezimalsystem ge-
gebene nadirliche Zahlen algorithmisch zu multiplizieren, bietet da Jalousie-
Verfahren (oder Rauteverfahren oder Gitterverfahren), das wir an eem Bei-
spiel erlutern wollen. Es soll die Multiplikation 5183 475 durchgedihrt wer-
den. Dazu legt man ein (mehr oder weniger) rechteckiges Sefeeder Form

an, so dass#r jedes Zi ernpaar eine Raute entsteht, die durch die verkalen
Striche in zwei Halften unterteilt wird. Die Produkte der einstelligen Zi ern
gema dem kleinen Einmaleins schreibt man in die zugaitige Raute, und
zwar die Endzi er rechts und die Zehnerzi er links.

3 4
j
8 1 j 2 7
| I
1 3 j 2 2 j 1 5
Y I R
5 0 j 4 5 j 6 1 j 5
I S R
2 j 0 o j 7 4 j 0
Y N N R
3 | 5 0O jJ 5
| R
2 j 5
j
i 2 1
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Dann addiert man die entstehenden Spalten aus einstelligedahlen zusammen, no-
tiert die Endzi er der Summe darunter und verarbeitet den Ubertrag eine Stelle
weiter links. Das Gesamtergebnis steht unter der punktieren Linie. Fur die Kor-
rektheit dieses Algorithmus sei auf Aufgabe 16.18 verwiese Der Vorteil dieses
Algorithmus ist, dass man nur das kleine Einmaleins und die Aldition braucht,
man muss keineWbertrage, im Sinn\ haben.

16.2. Schriftliches Subtrahieren.
| [1[2[3]4]5]6[7[8]9]

10
2110
312/1]0
4 13/2|1|0
514/3[2|1]|0
65/4/3[2|1|0
716/5[/4(3|2|1]|0
87/6/5{4|3|2|1]|0
9187|6543 ]2(1/|0
10(9|8|7|6|5|4(3]2]|1
11|?|19|8|7|6|5(4]3]2
12?1?1987 ,6|5|4]|3
13||?|?|1?|19|8|7|6|5|4
14?2?21 ??]19/8|7|6]|5
15|?|?|?|?(?2|9|8]7]6
16?2?21 ?2?2(?2?2(19]8]7
17?2?22 |?2?2]?2,?]|?2]9]8
18?2?2122 (?2|?2?2]?7]9

Daskleine Einsminuseinsfer x y. Diese Tabelle muss man auswendig ken-
nen, um das schriftliche Subtrahieren e ektiv durchiihren zu kennen. Der
Eintrag bedeutet, dass diese Operation (wie 37) in N nicht durchgetihrt
werden kann, der Eintrag? bedeutet, dass diese Operation iN ausgetihrt
werden kann, dass sie aber auf eine Operation in der Einetitallein zureick-
gekihrt werden kann (wie bei 18 5).

Verfahren 16.9. Beim schriftlichen Subtrahierenm n zweier nawrlicher
Zahlen mit
m n;
die im Dezimalsystem als
m=ay+ a;10+a,10F+ + al0undn=hh+ bl0+b1F+ + h1d

gegeben sind, geht man folgenderma en vor. Man berechneeddezimalzif-
fern ¢ des Ergebnisses und di®bertraged;;; (mit dem Startwert dy = 0)
sukzessive durch

a (b+d); fallsa b+ d;

- g+10 (b +d); fallsa <b;+ d;
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und
G.. = 0; fallsa;, b+ d;
'+ 1: fallsa <b; + d:

Die Dezimaldarstellung der Di erenzm nist ¢ :::CCCo.

Satz 16.10. Das schriftiche Subtrahieren von nairlichen Zahlen ist kor-
rekt.

Beweis. Es sei
m=ap+ a,10+a,10+ + alfundn=hh+ bl0+b1F+ + b1

und
m n:

Wir behaupten, dass @ir jedesi = 1;0;1;:::;k der Ausdruck

S = al0+ +a,10" d. 10" + 10+
+b10+ by + ¢10 + + 10+ ¢

konstant gleichm ist. Fur
i= 1
fehlen dieb-, die ¢- und die d-Ausdreicke, so dass dies richtig ist. Wir betrach-
ten denWbergang vonS; ; nachS;, was demi-ten Rechenschritt entspricht.
Im Fall
a h+d
istd+; =0;a d = h+ ¢ und somit
= al0+ +al0 dl0+h ;10 '+ +010+hy
+G 110 '+ +l0+c _ _
= all+ +a.,10"+(b+c)10+h 110 '+ +b10+ky
+G 110 '+ 4+ ¢l0+c _
= akld( + + a1 10+1 C|i+1 10+1 + hlo + + b.l.10+ h)
10 + + l0+ g
= S
Im Fall
a < bj+d
istdi,ys =1:a = h+c+d 10 und somit
S 1
= al0+ +a10 d10+h 10 '+ +bl0+ b
+6G 110 '+ + 10+ oo _ _ _
= al0f+ +a.,10" +(bh+c+d 10210 d10+h ;10 '+ +bl0+h
+6 110 '+ +¢l0+c _ _ _
= al0+ +a. 10" 10 10+ h10+ b 110 '+  + b10+ by + ¢ 10
+6 1100 '+ + 10+ oo _ _ _
= al0'+ +a. 10" dia 107 +b10+ b 110 "+ + 10+

+G10 + ¢ 110 '+  + 10+ co
= Si:



235

Furi = k sind diea- und die d-Ausdreicke volls&andig abgebaut (dk+; = 0)
und es bleiben die vollgindigenb- und c-Ausdreicke mibrig. Damit ist gezeigt,
dass

b 10+ + bl0+h+ gl0+  + ¢ 10+ ¢
n+qgld+ +cl0+g

m

ist und somit ist ¢, 10¢ + + ¢;10 + ¢ gleich der Dierenzm  n.

16. Arbeitsblatt

16.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 16.1. *

Fehre im Zehnersystem die Multiplikation
7863 4107

schriftlich durch.

16.2. Ybungsaufgaben.

Aufgabe 16.2. Formuliere und beweise (bekannte) Teilbarkeitskriterierfelir
Zahlen im Dezimalsystemedr die Teilerk =2;3;5;9;11.

Aufgabe 16.3. Betrachte im 15er System mitden Ziern Q1;:::;8;9;A; B,
C;D;E die Zahl
EAQBACA:

Ist diese Zahl durch 7 teilbar?

Aufgabe 16.4. Fuhre im Vierersystem die Multiplikation
302 201
schriftlich durch.

Aufgabe 16.5. Fehre die Multiplikation 3426 517 mit dem Jalousie-Verfah-
ren durch.

Aufgabe 16.6. *

Zeige, dass im kleinen Einmaleins (ohne die Zehnerreiney &Basisn 2
nur ein- und zweistellige Zahlen auftreten.
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Aufgabe 16.7. *

(1) Berechne 3 im Vierersystem, # im Funfersystem und 9 im Zehner-
system.

(2) Zeige, dass im kleinen Einmaleins (ohne die Zehnerreilmir Basis
n 3 rechts unten die Zahl mit den Ziernn 2 und 1 steht.

Aufgabe 16.8. Zeige, dass beim schriftichen Multiplizieren im Zehnersy
stem derUbertrag maximal gleich 8 ist.

Aufgabe 16.9. Beweise Lemma 16.2 durch Induktioriber die Stelligkeit
des mehrstelligen Faktors.

Aufgabe 16.10. *

Zeige, dass beim schriftlichen Multiplizieren mit einer astelligen Zahlb die
Ubertrage stets< b sind.

Aufgabe 16.11. Multipliziere
5830638172

und
5830638175

gema Bemerkung 16.5.

Aufgabe 16.12. Bestimme die Zi er c;3 des Produktes
577168109306940273818b
gema Bemerkung 16.5.

Aufgabe 16.13. Bestimme die Zi er ¢;9 des Produktes
5781864716867740275310931109
gema Bemerkung 16.5.

Aufgabe 16.14. Begrunde, dass bei der Multiplikation einer Zahlm =
aax 1..:aa1a9 (im Dezimalsystem) mit 4 die Zier ¢ des Produktes nur
vondendrei Ziern a;a 1;& » abhangt, aber im Allgemeinen nicht nur von
den zwei Ziern a;; g 1.
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Aufgabe 16.15. Wie viele Zi ern des linken Faktors muss man bercksich-
tigen, wenn man sich nur @r die Anfangszi er des Produktes

142857143257

interessiert?

Aufgabe 16.16. Es sollen zwei Zahlen multipliziert werden, von denen die
eine mit 7 und die andere mit 8 ardngt. Mit welcher Zi er kann das Produkt
anfangen?

Aufgabe 16.17. Jemand macht gegen den Beweis zu Lemma 16.6 den Ein-
wand, dass dort eine Situation entsteht, wo sich die Koe zieten a; nicht auf
10, sondern auf 10 beziehen, was verwirrend sei. Nehme dazu Stellung.

Aufgabe 16.18. Beweise, dass das Multiplizieren mit dem Jalousie-Verfah-
ren korrekt ist.

Aufgabe 16.19. Gabi Hochster hat sich im Mathematikunterricht (erste
Klasse), der von Frau Doris Maier-Sengupta (mit den &hern Deutsch und
buddhistische Philosophie) unterrichtet wird, geweigertbei der&berprefung
des Kleinen Einmaleins 7 10 auszurechnen, mit der Begindung, dass das
kleine Einmaleins dazu da sei, einstellige Zahlen miteinder zu multipli-
zieren, es ¥ir gre ere Zahlen einen anderen Algorithmus gebe und dass die
Einbeziehung der Zehnerreihe in das kleine Einmaleins dé@sAspekt wllig
verdunkle. Als Frau Maier-Sengupta diesen Einwand nicht vetand und auf
die Aufgabe bestand, wurde Gabi zornig und sagteSie haben ja gar keine
Ahnung von Mathematik, gehen Sie doch zu Ihrer buddhistischePhiloso-
phie und schicken Sie eine echte Mathelehrerin hier hen. Baufhin trug Frau
Maier-Sengupta einen Vermerkaber das beleidigende Verhalten von Gabi in
das Klassenbuch ein. Da es der dritte Vermerk war, kommt es minem El-
terngespech, zu dem neben Frau Maier-Sengupta, den Eltern, Melissadi
Melvin Hochster, der Schulleitung auch Sie als Fachleiteril Mathematik
teilnehmen sollen. Was ist Ihre Position?

Aufgabe 16.20. *
Bestatige die folgende Identiat.
2" +17° = 71%
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Aufgabe 16.21. *

Fehre im Zehnersystem die Subtraktion
710534 691228

schriftlich durch.

Aufgabe 16.22. *

Berechne 13 8 direkt und mit dem Algorithmus des schriftlichen Subtra-
hierens. Was éllt auf?

a/3b/4c/5d/6

Aufgabe 16.23. *

Welche und wie viele Grunddi erenzen muss man (auswendigghknen, um
den Algorithmus des schriftlichen Subtrahierens anwendem kxennen? Was
ist das kleine Einsminusein®

Aufgabe 16.24. Fehre im Zweiersystem die Subtraktion
11010 10111
schriftlich durch.

Aufgabe 16.25. Beweise die Korrektheit des schriftlichen Subtrahierens
durch den Nachweis, dass beim schriftlichen Subtrahierem n und
(m 1) (n 1) das gleiche Ergebnis liefern.

Aufgabe 16.26. *

Gibt es ein Verfahren zum schriftlichen Potenzieren, daselDezimalentwick-
lung von nX berechnet, wenn die nadrlichen Zahlenn;k in ihrer Dezimal-
entwicklung gegeben sind?

16.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 16.27. (3 Punkte)

Fehre im Sechsersystem die Multiplikation
453 525

schriftlich durch.
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Aufgabe 16.28. (2 Punkte)

Bestimme die Zi er c;7 des Produktes
4027381862265771681095069381

gema Bemerkung 16.5.

Aufgabe 16.29. (3 Punkte)

Es sollen zwei Zahlerm; n multipliziert werden, von denen jeweils nur die
beiden Anfangszi erna bzw. b bekannt sind. Erstelle eine Tabelle, die die
meglichen ersten Anfangszi ern des Produktes au istet.

Aufgabe 16.30. (2 Punkte)
Fehre die Multiplikation 50317 9483 mit dem Jalousie-Verfahren durch.

Aufgabe 16.31. (2 Punkte)

Fehre im Zweiersystem die Subtraktion
10011 1101

schriftlich durch.

Aufgabe 16.32. (4 Punkte)

Es seix eine dreistellige naiirliche Zahl im Zehnersystem undg die von hin-
ten gelesene Zahl. Zeige, dass die positive Di ererz y stets ein Vielfaches
von 9 und von 11 ist.

17. Vorlesung - Terme und Gleichungen

Schon in jungen Jahren zeigte Vorli ihre soziale Ader, indensie Kuscheltiere um
sich versammelte.
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17.1. Terme und Gleichungen.

Unter einem (arithmetischen), Term\ versteht man einen ,zahlahnlichen\
Ausdruck, der sich aug Zahlen\ und , Variablen\ mit Hilfe der Verkn upfungs-
symbole + und (eventuell mit und : oder daraus abgeleiteten Operationen
wie Potenzen), mit weiteren Funktionssysmbolen (wie die Kaltat, Wurzel,
abstrakte Funktionssymbole wid ) und mit Klammern , korrekt\ bilden | asst.
Eine Variable ist typischerweise ein Buchstabg;y;z;a;b;¢ in den man ei-
ne echte Zahl (zumeist aus einem xierten Zahlenbereich) edauch einen
anderen Termeinsetzenkann.®” Mit zahlenahnlich ist gemeint, dass wirklich
eine Zahl entsteht, wenn man alle Variablen durch Zahlen etzt. Terme sind
auch die Ausdeicke, die auf einer Seite einer Gleichung (oder Ungleichung)
stehen lonnen. Beispielsweise sind

3 (4+5);x; 2X+7; g; 43 y;(a+ b? a+2ab+ ;0 1;n;
X
E evx 5 P i a; f(x)
i=1
Terme. Dagegen sind
3 (4+5); x+7=0;P-
keine Terme.

Wichtig ist, dass man Terme nur dann als gleich ansieht, wenes sich um
dieselbe Zeichenreihe handelt. DgsAusrechnen\ oder ,Vereinfachen\ von
Termen vemndert den Term, aber nicht die dadurch gegebene Zahl. Bei-
spielsweise sind 3 +5 und 8 odera(+ b)? und a2 + 2ab+ I verschiedene
Terme. Gleichheit zwischen diesen beiden letzten Auaobken gilt nur bei ei-
ner bestimmten Interpretation, wenn mana und b als naterliche Zahlen oder
als Elemente eines kommutativen Halbringes interpretiertefste binomische
Formel).

Eine wichtige Funktion von Termen ist ihr Auftreten in Gleichungen. Glei-
chungen sich durch das Vorkommen des Gleichheitszeichers charakte-
risiert, wodurch eine Gleichung in zwei Mlften unterteilt wird, °® in diesen
Halften stehen Terme. Gleichungen sind Aussagen, die prinal wahr oder
falsch sein lennen. Gleichungen und Terme treten in der Mathematik in
unterschiedlicher Bedeutung auf, die sicheu g vom Kontext her erkennen
lassen. Wir listen die wesentlichen Gleichungstypen auf.

57| aufvariablen kann man nicht durch andere Terme ersetzen, ar durch gjne andere
Laufvariable umbenennen. Eine Laufvariable kommt beispitsweise im Term [, i vor,
hier ist i eine Laufvariable und n eine echte Variable. Andererseits bezeichnet der Buch-
stabe die Kreiszahl und ist keine Variable.

58Eine Gleichungskette wie 54 +3) = 5 4+5 3 = 20+ 15 = 35 ist einfach
eine abkerzende Schreibweiser die drei Einzelgleichungen 5(4+3) = 5 4+5 3
5 4+5 3 =20+1520+15 = 35.
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1) Identitaten von Elementen

Das sind Gleichungen der Form 2+4 = 6 oder 37 = 21 oder 4! = 24 die
besagen, das zwei irgendwie gegebene Elemente einer Mefegehgsind. 2+4
und 6 sind unterschiedliche Terme, haben aber denselben Kedrt. In solchen
Gleichungen kommen keine Variablen vor. &l g werden solche Gleichungen
verwendet, um etwas auszurechnen, also einen kompliziertdusdruck in
eine einfache Standardform zu bringen. Dazu gefen die Rechnungen i,
etwa im Dezimalsystem.

2) Allgemeine Termidentitaten (Formeln, Rechengesetze)

Diese dmicken eine allgemeine Gleichung zwischen Termen aus, in een
Variabeln vorkommen, und die Gleichheit bedeutet, dasaif jede sinnvol-
le Ersetzung der Variablen durch Zahlen (die gewisse Bedimgen ertllen)
Gleichheit gilt. Beispiele dazu sind

a(b+ ¢) = ab+ ac

oder

(a+ b? = a?+2ab+ P
oder

a2+ =&

Sie dricken eine Gesetzmigkeit aus, die unter bestimmten Bedingungen
gilt, beispielsweise wenma; b Elemente eines kommutativen Halbringes sind
oder wenna; b Kathetenlangen undc die Hypotenusendnge eines rechtwink-
ligen Dreiecks ist. Charakteristisch ¥r solche Gleichungen ist, dass in ih-
nen Variablen vorkommen und dass, wenn manuif die Variablen simultan
(also an jeder Stelle, wo die Variable steht) Elemente, dieied Bedingung
erfullen, einsetzt, eine wahre Elementgleichung entsteht. i@ solche Iden-
tit &t reprasentiert also eine Vielzahl an einzelnen Elementgleichuarg Aus
dem Distributivgesetz entsteht beispielsweise durch Eieen die spezielle
Identitat 3 (5+4) =3 5+3 4

3) De nitionsgleichungen

Das sind Gleichungen, durch die eine abkzende Schreibweiseif einen kom-
plexeren Ausdruck eingefhrt wird. Beispiele sind

n n!
3= ;nl = 1) 321 = ——— P=4x*+7x 5:
a=aaan=nn 1) K KK X X

Hierbei schreibt man lu g := (gelesen: ist de nitionsgenma gleich) statt =,
wobei der Doppelpunkt auf der Seite des einalirenden Ausdrucks steht.

4) Gleichungen als Bedingung
Damit sind Gleichungen wie
7 2+5=Xx;7=N(X);x+3=5;4=9;2x+7=0;
5x? 3X+4=0;x=y,y=1f(x); x*+y*=1
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gemeint. In diesen kommen (in aller Regel) Variablen vor, @ard aber nicht
eine allgemeingltige Formel zum Ausdruck gebracht, sondern es wird eine
Bedingung an die auftretenden Variablen formuliert. D.h. werden die Ele-
mente gesucht, die die Gleichungen eifen, die man also #@r die Variablen
einsetzen kann, damit eine wahre Elementidentit entsteht. Gleichungen in
diesem Sinne de nieren die Aufgabenstellung, naclekungen zu suchen. Eine
Lesungist ein Elementa aus der gegebenen Grundmeng& (bzw. ein Tupel
wie (a;b 2 M M; falls es mehrere Variablen gibt), das die Eigenschaft be-
sitzt, dass wenn marx durch a ersetzt, eine wahre Elementident#t entsteht.
Die Lesungsmengdoder Erfullungsmengég besteht aus allen ®sungen, sie
kann leer sein, aus einem Element oder aus vielen Elementezstehen. Bei
Gleichungen wie 7 2+5 = x; was manchmal auch als 7 2+5 =? formu-
liert wird, ist das Lesen einer Gleichung einfach das Ausrechnen der einen
Seite.

5) Funktionale Gleichungen

Eine Gleichung der Formy = f (x) nennt man auchFunktionsgleichungDa-
bei steht f (x) fur einen komplexen Term, in dem die Variablex vorkommt
(funktionaler Ausdruck). Man kann sie als eine De nitionsgtichung au as-
sen, insoferny eine ablarzende Schreibweisesf den komplexen Term ist,
aber auch als Bedingungsgleichung, insofern nach den Pae(g;y) gesucht
wird, die diese Gleichung esfllen. Bei dieser Interpretation ist die l®osungs-
menge einfach der Graph der Funktiof . Eine solche Funktionsgleichung hat
aber auch noch den zwgzlichen Aspekt, dass sie eine ®renbeziehung bzw.
eine G® enberechnung beschreibt. Aus der variablen ®re x wird gema der
Funktionsvorschrift f (x) die variable Gre e y berechnet. Zwischen physikali-
schen oder sonstigen @ren kann beispielsweise ein linearer (proportionaler)
Zusammenhang bestehen, wie wenn eine Meterangabe in Zewetien umge-
rechnet werden soll oder eine Whrung in eine andere \Bhrung konvertiert
werden soll. Wenn mandr x oder fr y gewisse Elemente vorgibt, so esltt
man Bedingungsgleichungen in einer émlich der nicht xierten) Variablen.
Wenn man #ir X ein bestimmtes Elementa vorgibt, so ist die Bestimmung
des zugebrigeny einfach das Ausrechnen vofi(a). Wenn hingegen @r y ein
bestimmtes Elementb vorgegeben wird, so ist die Suche nach allemmit der
Eigenschaftb = f (x) oft schwierig.

Manche Gleichungen wie die zuletzt genannten Funktionsgtiungen kann
man in mehrfacher Weise au assen. So kann man die Gleichung

2+t = &

als Gesetzm igkeit in einem rechtwinkligen Dreieck au assen (bei ribtiger
Interpretation der einzelnen Variablen) oder als Aufgabetasllung, alle Tripel
(a; b; 9 zu bestimmen, die diese Gleichung eitfen.

Da Gleichungen prinzipiell Aussagen sind, kann man auch dieissagenlo-
gischen Operationen auf sie anwenden. Man kann eine Gleiounegieren,
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was zu einer Ungleichung (im Sinne vo®, nicht im Sinne von ) fuehrt.
Eine quadratische Gleichung wiex? 10x + 21 = O fuhrt typischerweise zu
einer Lesungsbeschreibung wie = 3 oder x = 7; also zu einer Alternation
von Gleichungen (die Durchnummerierung; X, ist nur dann netig, wenn
man das, oden weglasst und wenn man eine Au istung der bsungen haben
mechte). Die Konjunktion von Gleichungen#éihrt zu einemGleichungssystem
beispielsweise eineriinearen Gleichungssysterrbei dem man nach den Zahl-
tupeln sucht, die amtliche beteiligten Gleichungen simultan esfllen.

17.2. Gleichungen in einer Variablen.

In dieser Vorlesung besaiftigen wir uns mit Gleichungen von dem zuletzt
beschriebenen Typ, in dem nur eine Variable vorkommt, und eivon einer
einfachen Bauart sind.

Unter einer Gleichung in einer Variablen (oder Unbekannten @d Unbe-
stimmten) x versteht man einen Ausdruck der Form

f(x) = a(x);

wobei sowohlf (x) als auchg(x) mathematische Ausdeicke (Terme) bezeich-
nen, in denenx in einer mehr oder weniger komplexen Form vorkommt (als
Extremfall erlauben wir die Situation, wof (x) nicht explizit von x abhangt).
In einer solchen Situation besteht die Aufgabe darin, diedsungen oder die
Lesung #r x zu nden, also diejenigen Zahlen (aus einem vorgegebenermZa
lenbereich) zu nden, die die Gleichung e¢illen, die also die Eigenschaft be-
sitzen, dass, wenn man links und rechts die Unbestimmte durahie Zahl
ersetzt, in der Tat links und rechts das gleiche steht, odebar festzustellen,
dass die Gleichung keine ésung hat. Typische Beispiele sifd N(x) = 7;
3+x = 9;4x = 7;3x = 7x2 5; x! = 25: Wenn man von Gleichun-
gen in einer Variablen (von einer bestimmten Bauart) allgegin spricht, so
ist es oft sinnvoll, #r die umgebenden Daten, die die Gleichung konstituie-
ren, selbst wieder Buchstaben zu verwenden. Diese sind zwarch variabel,
sie sind aber keine Variablen (der Gleichung), sondeParameter, die man
sich als konkret xiert denken sollte. Eine solche Gleichunheit auch eine
Gleichungsform erst durch die wirkliche Fixierung der Parameter als Zahte
entsteht eine echte Gleichung. Beispielsweise ist eine @& Gleichung eine
Gleichung der Form

Xx+a=»>b

und eine lineare Gleichung ist eine Gleichung der Forex = d: Eine nor-
mierte quadratische Gleichung hat die Fornx? + px + q = 0: Hier sind
a; b (bzw. c;d;p; g Parameter, die die Gleichung festlegen, waf dann die
Lesungx gesucht wird.

59N bezeichnet im Folgenden die Nachfolgerabbildung, gesuchist also nach dem
Vorganger.
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Wir sagen, dass zwei Gleichungetosungsquivalent (oder lesungsgleich
sind, wenn sie sich auf die gleiche Variablenmenge beziehed ihre Loesungs-
mengenelibereinstimmen.

Bemerkung 17.1. Wenn eine Gleichung der Form
X =cC

vorliegt, wobeic ein Term ist, in dem die Variablex nicht vorkommt, so sagt
man, dassx in der Gleichungisoliert (oder aufgebst®®) vorliegt. Hierbei kann
c eventuell ein komplizierter Ausdruck sein, und so besteht @iAufgabe im
Allgemeinen darin, den Ausdruckc zu vereinfachen. Wenn beispielsweise

Xx =23 15+7 11

vorliegt, so whrt dies auf die vereinfachte und nicht weiter zu vereinfhende
Gleichung

X = 85;
die man dann als losung betrachtet. Grundsitzlich versteht man unter der
Lesung (im Sinne von die bsung nden) einer Gleichung in einer Variablen
die Isolierung der Variablen auf einer Seite und die Vereadhung der anderen
Seite.

Bemerkung 17.2. Eine Gleichung der Form

f(x) = g(x)

mit Ausdreickenf und g, in denen die Variablex vorkommt, ist lesungsqui-
valent zur Gleichung

f(x) gx) =0:
Fur diese Umformung braucht man die negativen Zahlen. Grundtzlich, und
das hei t bei theoretischentberlegungen, kann man sich auf Gleichungen der
Form
h(x) =0
mit einem Ausdruckh in der Variablen x beschenken. Allerdings muss diese
Umstellung nicht unbedingt eine Vereinfachung sein.

Beispiel 17.3. Es seiN ein Dedekind-Peano-Modell der natrlichen Zahlen,
d.h. man hat nur die NachfolgerabbildungN : N! N mit ihren charakteri-
stischen Eigenschaften zur Vesigung. Damit kann man #ir jedes festec 2 N
die Nachfolgergleichung
NX = ¢

formulieren. Dies ist eine Bedingungsgleichung, man suchéch derjenigen
Zahl x, dessen Nachfolger die Zaldalist. Bei c 6 0 besitzt diese Gleichung ei-
ne eindeutige l®sung, ramlich den Vorganger vonc, der aufgrund der Injekti-
vitat der Nachfolgerabbildung und dem Induktionsaxiom eindeig bestimmt

%0pieser Sprachgebrauch ist nicht unproblematisch, da zur bsung das Vereinfachen
gebort. Allerdings ist dieser Vereinfachungsschritt hau g unproblematisch.
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ist (siehe Aufgabe 7.10). Hingegen besitzt die Gleichung
Nx =0
keine Leosung, da die 0 kein Nachfolger einer neilichen Zahl ist.

Beispiel 17.4. Wir arbeiten uber den natrlichen Zahlen und betrachten
die Gleichung

3+x =8
mit der Unbestimmten x. Gesucht ist also nach derjenigen Zahl, die zu 3
hinzuaddiert die Zahl 8 ergibt. Diese Gleichung besitzt dieinzige Losung

X = 5:

Dies sind zwei Aussagen! Einerseits wird behauptet, dass BesLesung ist
und andererseits, dass es au er der 5 keine weiteredung gibt. Das Erste
kann man einfach durch Einsetzen und Nachrechnerberprufen, es ist ja in
der Tat

3+5 = 8:
Dass es keine weitere dsung gibt, ergibt sich einfach aus der Abziehregel.
Wenny eine weitere osung der Gleichung isf! so liegt die Gleichungskette

3+5=8=3+y
vor, die Abziehregel sichert dann
5=y

Dieses Argument kann man auch dann durcahren, wenn man die eine
Lesung 5 noch gar nicht kennt: Aus der Gleichuiig

3+x =8=3+Yy
folgt eben
X =y:

Betrachten wir allgemein eine Gleichung (einedditive Gleichungoder Ad-
ditionsgleichung der Form

a+x=>b
mit xierten nat wurlichen Zahlena;b 2 N: Zwar sind hier a; b ebenso wiex
Buchstaben, die érr naterliche Zahlen stehen, doch ist die Funktion jeweils
eine andere. Die Zahlera;b stellen jeweils xierte naturliche Zahlen dar,
die somit die Gleichung (als Parameter) festlegenwif die dann x die zu
bestimmende Unbekannte ist. Wenn alsa+ x = bvorliegt, so denke man
nicht an die Menge aller Dreiertupelq; b;X) 2 N2 derart, dass die Gleichheit
vorliegt (was ebenfalls eine sinnvolle mathematische Aufgaist), sondern an
eine Gleichung inx, die durch die Zahlena; b als Parameter bestimmt ist.

61Hier ist y also ein bestimmtes Element der Grundmenge, das die Gleicimg erfullt,
keine neue Variable der Gleichung.

62Djes ist keine neue Gleichung mit zwei Variablen, sondern ae Elementgleichung in
N.
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Das Lesungsverhaltereiber N einer Gleichung der Form
a+x=0>b
hangt vom Gre enverhaltnis zwischena und b ab. Beia > b gibt es keine
Lesung, da wegen
at+x a>b

die linke Seite stets (@ir jedesx 2 N) gre er als die rechte Seite ist.

Bei a b hingegen gibt es wie im zuerst genannten Beispiel genau eine
Lesung. Die Voraussetzung

a b

bedeutet ja, dass man vora aus durch sukzessives Nachfolgerbilden Zu
gelangt. Diese De nition ist nach Lemma 10.®quivalent dazu, dass eaber-
haupt einx 2 N mit a+ x = bgibt. Die eindeutige Losung ist dann gerade
diejenige Zahl, die angibt, wie oft man den Nachfolger vom nehmen muss,
um zu b zu gelangen. Also ist die Di eren?®

b a
die eindeutig bestimmte losung der Gleichung
atx=>
beia b:

Bemerkung 17.5. Spezi sche Bezeichnungeruf spezielle Gleichungen ori-
entieren sich an den in der Gleichung vorkommenden mathensthen Struk-
turen, nicht am Lesungsverfahren. Eine quadratische Gleichung

ax’+ bx+c=0

heit quadratische Gleichungweil in ihr der komplizierteste Ausdruck das
Quadrat x? ist. Sie hei en nicht , Quadratwurzelgleichungen\, obwohl zur
Bestimmung ihrer Lesung Quadratwurzeln gezogen werden. Entsprechend
nennen wir

a+x=»>

eine Additionsgleichung obwohl man die l®osung durch Subtraktion ndet,
und

N(x) = ¢

eine Nachfolgergleichungobwohl die L®sung der Vorgnger vonc ist.

63Es ist typisch, dass Gleichungen zu neuen Begri entfhren.
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17.3. Umformungen.

Eine wichtige Methode, Gleichungen zueken, besteht darin, sie umzufor-
men, indem man in der Gleichung beidseitig die gleiche Redoperation
durchfehrt.

Satz 17.6. Es sei
f(x) = a(x)
eine Gleichung in der Variablenx wmber einem gegebenen Zahlenbereigh.
Es sei
"M M
eine Abbildung. Dann gelten die folgenden Eigenschaften.

(1) Wenn a 2 M eine Loesung der Gleichung ist, so isa auch eine
Lesung der umgeformten Gleichung

(X)) = " (9(x):
(2) Wenn ' injektiv ist, so ist a 2 M genau dann eine bsung der
Gleichung, wenna eine Lesung der umgeformten Gleichung

C(E) = (9(x)

ist.

Beweis. (1) Wenn
f(a) = o(a)
ist, so ist auch
“(F@) = " (9(a);
da ja eine Abbildung wohlde niert auf den Elementen ist, und itht
irgendwie von der Darstellung des Elementes abéhgt.
(2) Dies ist eine unmittelbare Anwendung der Injektiviat von ' .

Wichtige elementare Anwendungen dieses Prinzips sind, dasgn zu ei-
ner Gleichung @ber den nawrlichen, ganzen, reellen Zahlen) beidseitig eine
naterliche Zahl hinzuaddieren oder beidseitig mit einer von Oevschiedenen
Zahl multiplizieren darf. Die Injektivit at ergibt sich aus der Abziehregel bzw.
aus der Kerzungsregel. Bei einer injektiven Abbildung ergibt sich ab eine
lesungsquivalente Gleichung, man spricht vorAquivalenzumformungenBei
einer nicht injektiven Abbildung liefert die umgeformte Gléchung nur eine
notwendige Bedingunder eine Lesung der urspenglichen Gleichung.

Beispiel 17.7. Auf die Gleichung
x 3=10

kann man beidseitig die Addition +3 (die bijektiv ist) loslasen und ertslt
die umgeformte Gleichung

X 3+3=10+3:
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Vereinfachungen éihren auf die Losung

x = 13:
Bemerkung 17.8. Es sei eine Gleichung der Form

F(x) = a(x)

gegeben. Wir betrachten Gleichungsumformungen, die nichuf einer injek-
tiven Abbildung beruhen. Als Extremfall betrachten wir die Mdtiplikation
mit O, die ja aufgrund der Annullationsregel alles auf O ablaket und somit
hochgradig nicht injektiv ist. Die umgeformte Gleichung is

0 f(x) =0 g(x);

also einfach
0 =0:

Diese Gleichung wird natirlich von jedemx erfellt, zum Au nden der L esun-
gen der Ursprungsgleichung liefert diese Umformung keinemmsvollen Bei-
trag.

Betrachten wir das Quadrieren, d.h. wir gehen von der gegeten Gleichung
zZu

(f ())? = (9(x))?
eber. Uber den nawrrlichen Zahlen ist das Quadrieren eine injektive Abbil-
dung, aber nicht auf den ganzen Zahlen. Die Gleichung
X =3

hat o enbar die einzige Losung

die beiden losungen

Ein wichtiges Leitmotiv fur Zahlenbereichserweiterungen ist es, dass eine
bestimmte Art von Gleichungen, die bisher (in einem bestimmen Zahlen-
bereich) nur unter ganz bestimmten Bedingungen eineoskung besitzt, stets
eine Losung besitzt. Dieses Motiv wird bein®lbergang vonN nachZ, von Z
nach Q und von Q nach R auftreten.
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17.4. Ungleichungen.

Bei einerUngleichunghandelt es sich um einen Ausdruck der Form

f(x)  ax);
wobeif und g Ausdreicke in der einen Variablerx sind. Statt Ungleichung ist
eigentlich die BezeichnungAbschatzung besser. Wie eine Gleichung bezieht
sich eine solche Ungleichung auf eine Grundmendg, typischerweise ein
Zahlenbereich mit einer Ordnung, in der die Ausdrckef und g und das
sinnvoll interpretiert werden kennen. Unter einer l®osung der Ungleichung
versteht man eina 2 M; das die Bedingung

f@ 9@
erfullt. Unter der Lesungsmengezur Ungleichung versteht man die Menge
aller Lesungen, also die Menge

fa2z M jf(a) g(ag:
17. Arbeitsblatt
17.1. Die Pausenaufgabe.
Aufgabe 17.1. Ersetze im Ausdruck

QZVWXYTXUXYSRWZ

simultan die BuchstabenQ durch F, R durch A, S durch J, T durch N, V
durch O, W durch H, X durch E, Y durch S und Z durch R. Handelt es
sich um einen Term?

17.2. Ybungsaufgaben.

Aufgabe 17.2. Diskutiere, ob es sich bei

n p_—

n!; K ;e x); 50 X ~

um Terme handelt.

Aufgabe 17.3. Expandiere den Term 32.

Bei Einsetzungsaufgaben sind grunezlich die entstehenden Terme zu ver-
einfachen.

Aufgabe 17.4. Ersetze im Term X?+2x+4 die Variable x durch den Term
5 und vereinfache den entstehenden Ausdruck.
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Aufgabe 17.5. Ersetze im Term 4&?+3x+7 die Variable x durch den Term
y® + 2y + 5 und vereinfache den entstehenden Ausdruck.

Aufgabe 17.6. *

Ersetze im Term X2 + 5x + 6 die Variable x durch den Term 4/ + 2y + 3
und vereinfache den entstehenden Ausdruck.

Aufgabe 17.7. Ersetze im Term
a, 100+ a; 10°+ a, 100+ a; 10+ a
simultan die Variablen

(1) ag durch 4, a; durch 7, a, durch 4, az durch 0, a4 durch 5,

(2) ag durch 7,a; durch 11,a, durch 10, a; durch 0, a4 durch 13,

(3) ag durch by, a; durch bz, a, durch by, ag durch by, a4 durch b,

(4) ag durch 10, a; durch 1%, a, durch 1¢%, az durch 100,a, durch 10

Aufgabe 17.8. *
Finde die Zi erntupel (a;b;9 2f 1;2;:::;9¢° die die Gleichung

a ba= ac

erfullen, wobeibaund ac zweistellige Zahlen im Dezimalsystem bezeichnen.
Schreibe die Gleichungereif die gefundenen bsungen.

Aufgabe 17.9. Ersetze im Molell
H O C C O O C B

jedes Sauersto atom Q) durch O O und jedes Kohlensto axiom ) durch
ein Siliciumaxiom Si.

Aufgabe 17.10. Es seiT(x) ein Term in der einen Variablenx, der an-

sonsten aus nadrlichen Zahlen und darauf de nierten Funktionssymbolen
gebildet sei. Man mache sich klar, dass die Einsetzuag/'! T (a) eine Abbil-

dung von N nach N de niert.
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Die kleine Scheibe A Die kleine Scheibe B
bild

Die kleine Scheibe C Die kleine Scheibe D

Die Kleine-Scheiben-Operade besteht aus Kreisen mit einemierten Ra-
dius, die kleineresberschneidungsfreie durchnummerierte Kreise beinhatte
Es seierK und L zwei solche Scheiben. Die Verlapfung K L (genannt die
i-te Einsetzung, wobeii zwischen 1 und der Anzahl der inneren Kreise von
K ist, erhalt man, indem man deni-ten inneren Kreis vonK durch den auf
diese Gp e geschrumpften KreisL (ohne Drehung) ersetzt, dabei die Um-
randung wegasst und die inneren Kreise neu nummeriert, und zwar so, dass
die inneren Kreise vorK bis zur Nummeri 1 ihre Nummer behalten, die in
deni-ten Kreis vonK platzierten Kreise die anschlie enden Nummern gesn
ihrer Reihenfolge inL bekommen und die verbleibenden inneren Kreise die
anschlie enden Nummern gem ihrer Reihenfolge inK bekommen.

Alle folgenden Einsetzungsaufgabenurf die kleinen Scheiben beziehen sich
auf die skizzierten Objekte.

Aufgabe 17.11. Bestimme die Einsetzungen

(1) A 1B,
(2) A 2B,
3) A 3B.

Aufgabe 17.12. Bestimme die Einsetzungen
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(1) A 1A,
(2) A > A,
3) A 3A.

Aufgabe 17.13. Bestimme die Einsetzungen

(1) B 1A,
(2) A 2D,
(3) b 3B,
4) D 1B,
(5) D 2B,
(6) D . D,
(7) C 1A,
@ A ,C.

Aufgabe 17.14. Bestimme die Einsetzungen

(1) C 1C,

(2) (C 1C) 1C,

3) (C 1C) 1C) 1C,
(4) C 1(C 1C),

(5) (C 1C) 1(C 1C).

Aufgabe 17.15. Besitzen die Einsetzungen; fur die kleinen Scheiben ein
neutrales Element?

Aufgabe 17.16. Setze in den folgenden De nitionsgleichungen den Doppel-
punkt an die richtige Stelle.
3 n n!

a®=aaan=nn 1) 321 " :W—W;P:4X2+7X 5

Aufgabe 17.17. *

Bestimme, von welcher Art (im Sinne der Vorlesung) die folgelen Gleichun-
gen sind.

1)
( X)=x
2
x> 3x+5=0:
3

13 8 = 5;
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(4)

Aufgabe 17.18. Bestimme, von welcher Art (im Sinne der Vorlesung) die
folgenden Gleichungen sind.

P
(1) Q inzl i = n(n2+1) ’

(2) i”=1i=n!,
(3) 4+9=13,
(4)
4 —_— .
o =5
(5) x2=17.

Aufgabe 17.19. Finde eine losung und eine Nich#sung #r die Gleichung

5x3+3x2+4Xx+5 = 11X°+7x+7:

Aufgabe 17.20. Welche Umformungsregelneir Gleichungen kennen Sie?
Handelt es sich umAquivalenzumformungen?

Aufgabe 17.21. Bestimme amtliche Losungen au fur die folgenden Glei-
chungen.

(1) 2x+3 = 5x;
(2) 2x = x?;
(3) 9x = x*

Aufgabe 17.22. Bestimme die losungsmenge der Ungleichung

n® n? 20

innerhalb der naturlichen Zahlen.
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17.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 17.23. (4 Punkte)
Es sei

P(x) = 6x3+5x*+4
und

Qy) = y*+3y+T:

(1) Ersetze im TermQ(y) die Variable y durch 6. Das Ergebnis sea.

(2) Ersetze im TermP(x) die Variable x durch a.

(3) Ersetze im Term P(x) die Variable x durch den Term Q(y). Das
Ergebnis seiR(y).

(4) Ersetze im TermR(y) die Variable y durch 6.

Aufgabe 17.24. (4 Punkte)
Bestimme die Einsetzungen

(1) B 2A,
(2 D 3D,
(3) (A 3B) 4C,
4) (b 2B) :B.

Aufgabe 17.25. (2 Punkte)

Es seienv  u 0 naterliche Zahlen. Zeige, dass

X=Vv2 U y=2uv;z= u?+ Vv

die Gleichung

erfullen.

Aufgabe 17.26. (2 Punkte)
Finde in N alle Losungen der Gleichung

Xy = 24.

Markiere die Lesungsmenge als Teilmenge .
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Aufgabe 17.27. (2 Punkte)
Esseif : L! M eine Abbildung. Zu jedemy 2 M gebort die Gleichung

f(x)=1y
in der Variablen x. Charakterisiere die Injektivitat und die Surjektivitat von
f durch Eigenschaften des ésungsverhalten dieser Gleichungen. Was kann
man sagen, wenrx 2 L xiert ist und die Gleichung in der Variablen y
betrachtet wird?

18. Vorlesung - Die ganzen Zahlen

Vorli mag so ziemlich alles. Nur Handies ndet sie bbd. Sie sind de nitiv nix
zum Fressen. Aber auch nix zum Spielen, da sie ablenken, ohrzel zerstreuen.

18.1. Die ganzen Zahlen.

Wir haben in der letzten Vorlesung gesehen, dass die Gleidgu
a+x=0>b

mit a;b 2 N formulierbar ist, aber es dort beia > b keine Losung gibt. Wir
weirden gerne von dieser Gleichung links und rechgs, abziehen\, um links

atX a=X

und rechts die losungb a fur x zu erhalten. Um dies durchdihren zu
kennen, mussen wir die naerlichen Zahlen zu einem g eren Zahlenbereich
erweitern, mamlich zur Menge der ganzen Zahlen. Solche Zahlenbereichse
weiterungen ziehen sich durch die gesamte Mathematik, egdd in der Schule
oder auf der Hochschule. Wir werden noch die Erweiterung vored ganzen
Zahlen zu den rationalen Zahlen und von den rationalen Zamleu den reellen
Zahlen kennenlernen. Eine wichtige Motivation ist dabei,cswie hier, dass
man Lesungen #@ir gewisse Gleichungen nden wchte, #r die es im Aus-
gangszahlenbereich keineesung gibt, und dass man dieseedsungen auch
rechnerisch au nden und handhaben mechte. Zugleich nechte man mit den
neuen Zahlen mglichst viel machen lbnnen, was man im Ausgangsbereich
kann, also beispielsweise nach wie vor addieren und multgéren, wobei
auch die gleichen Gesetzenigkeiten weiter gelten sollen Permanenzprin-

zip).
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Da wir von nun an mit verschiedenen Zahlenbereichen arbaitewnird es wich-
tig, zu betonen, in welchem Zahlenbereich wir uns be nden.i® Gleichung

5+x =2

besitzt in N keine Lesung. Diese Tatsache bleibt unal®ngig davon bestehen,
dass es in anderen Bereichen ein@dung gibt.

Wir fuhren jetzt die Menge der ganzen Zahlen ein, auf denen wir dabald
die Verknepfungen festlegen und die zugehigen Rechengesetze nachweisen
werden.

De nition 18.1. Die Menge derganzen ZahlenZ besteht aus der Menge
aller positiven natirlichen ZahlenN. , der O und der Mengd njn2 N.g,
deren Elemente die negativen ganzen Zahlen hei en.

Diese De nition hat den Vorteil, dass sie direkt ist und ohnemengentheo-
retische Uberlegungef* (Aquivalenzrelationen) auskommt. Jede ganze Zahl
geheort unmittelbar zu genau einem der drei Typen (positiv, 0 , ngativ).
Der Nachteil ist, dass die Verkmpfungen darauf, mmlich die Addition und
die Multiplikation, die die gleichnamigen Verkmpfungen auf den naidirlichen
Zahlen fortsetzen sollen, nicht unmittelbar ersichtlichisd, sondern auf eine
Weise festgelegt werden mssen, die zumindest auf den ersten Blick etwas
willk irlich aussehen mag. Zugleich ist der Nachweis der Gesetzigkeiten,
wie beispielsweise das Assoziativgesetz, recht aafslig, da man alle Kom-
binationen der meglichen Falle untersuchen muss.

Das Minuszeichen kommt in dieser De nition nur im Sinne einer Bezeich-
nung vor, es ist Teil eines Namens (dagorzeichen) fur eine neue Zahl. Das
Minuszeichen wird bald unterschiedliche Funktionembernehmen, die man
konzeptionell auseinanderhalten muss, siehe Aufgabe 18.7.

Bemerkung 18.2. Die negativen Zahlen kann man ausgehend von jedem
Bezeichnungsystemeir die naterrlichen Zahlen bilden, die neuen Zahlen erge-
ben sich ja einfach aus den natlichen Zahlen, indem man ein Minuszeichen

davorsetzt. Beispielsweise sind

1)
S || | I I OF Y | 1Y T R
(2)
2 NNNO; NNO; NOONO;NNO;NNNO;:::
3)
::;;minus drei minus zwej minus eins null; eins zwet drei; ::: :
(4)

¢ by aOarbic i

64Einen mengentheoretisch aufwndigeren Zugang zu den ganzen Zahlen werden wir im
zweiten Semester kennenlernen.
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Q)
03020 1,012,300

angedeutete Au istungen #r alle ganzen Zahlen.

Insbesondere kann man den Zahlenstrahl zu einer Zahlengdea erweitern
und links von der O die negativen Zahlen 1; 2;::: platzieren. Durch diese
Anordnung entsteht eine Symmetrie am Nullpunkt, wobei die negive Zahl
a der positiven Zahla gegember liegt. Diese Symmetrie gilt insbesondere

auf der Zahlengeraden. Wenn man die ganzen Zahlen dynamisd$ (gleich-
lange) Schritte nach rechts bzw. nach links (oder nach vortew. nach hinten
oder nach oben bzw. nach unten) interpretiert, so sehen diegativen Zahl
so ,naterlich\ wie die positiven Zahlen aus.

Wie verhalten sich die ganzen Zahlen beglich der Zahlvorstellung (im Sinne
der Nachfolgerabbildung) @r die naterlichen Zahlen, die wir in der tinften
Vorlesung kennengelernt haben? Die richtige Vorstellunggbt sich, wenn
man die Nachfolgerabbildung auZ fortsetzt, und dabei gena der in Bemer-
kung 18.2 schon verwendeten Reihenfolge vorgeht (dort werdlie Nachfol-
gerabbildung durch die gewhlte Anordnung schon vorweggenommen). Wenn
man auf der Zahlenstrahl ist, so erlt man den Nachfolger inN, indem man
einen Schritt (einer xierten einheitlichen Lange) nach rechts macht. Diese
Interpretation des Nachfolgers dsst sich unmittelbar auf die Zahlengerade
fortsetzen, der Nachfolger ist und bleibt der Schritt nach @hts (Permanenz-

prinzip).

Die algebraische De nition sieht folgenderma en aus.

De nition 18.3.  Unter dem Nachfolger N (x) einer ganzen Zahlx 2 Z
versteht man die Zahl

N(a); fallsx = a2 N;

N =
() V(b): fallsx = bmit b2 N, :

In dieser De nition wird also Bezug auf die Nachfolgerabbilgng in N (also
+1) und die VorgangerabbildungV: N. ! N (also 1) Bezug genommen.

Lemma 18.4. Die NachfolgerabbilungN : Z ! Z besitzt die folgenden Ei-
genschaften.
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(1) Die Nachfolgerabbildung stimmt aull mit der dortigen Nachfolgerab-
bildung uberein.

(2) Die Nachfolgerabbildung ist bijektiv. (Die Umkehrabbildg wird als
VorgangerabbildungV bezeichnet.)

(3) EsistN( a) = V(@ undV( b= N(b fura;b2 N.:

(4) Jede ganze Zahlalsst sich ausgehend vob durch eine Iteration der
Nachfolgerabbildung oder eine Iteration der Voggngerabbildung errei-
chen.

Beweis. Siehe Aufgabe 18.9.

Die Bijektivit at der Nachfolgerabbildung bedeutet insbesondere, dass die
NachfolgergleichungN (x) = z fur jedesz 2 Z eine eindeutige sung be-
sitzt, namlich den Vorganger vonz. Durch diese Zielsetzung kann man auch
die ganzen Zahlen eirihren. Man mechte fur die 0 einen Vorg@nger haben
(den es innerhalb der naidrlichen Zahlen nicht gibt), und diesen nennt man
V(0). Fur diese neue Zahl rachte man wieder einen Vorgnger haben, diesen
nennt manV (V (0)), davon mechte man wieder einen VorgngerV (V (V (0)))
haben, u.s.w. Fir den k-fachen VorgangerV*(0) schreibt man dann k.

Bemerkung 18.5. Welche Objekte bzw. Strukturen kann man mit den gan-
zen Zahlen mhlen? Es gibt keine Mengen mit negativ vielen Elementen! Be
noch gibt es viele Situationen, wo man mit ganzen Zahlen swwoll zahlen
kann. Sobald es einengerichteten) Prozesszusammen mit einem zugesri-
gen gegeru gen Prozess gibt, wie etwa einen Schritt nach rechts bzwinen
Schritt nach links zu machen, oder wenn man zwei sehr gro e Ham (oder
Kerbe) anApfeln hat, und der Prozess ist, einen Apfel von dem einen Haufen
zu dem anderen Haufen zu transportieren (mit dem umgekehrt@imansport
als dem gegemu gen Prozess), so kann man die sglichen (hintereinander
ausgetihrten) Prozesse durch die ganzen Zahlen beschreiben: 7godeut-
licher +7) bedeutet 7 Apfel von HaufenG nach HaufenH wbertragen, 3
bedeutet dreiApfel von HaufenH nach HaufenG wubertragen. Hierbei muss
man willkerlich festlegen, welche Prozessrichtung man als positingehen
mechte. Auch in der Hauswirtschaft werden die Einnahmen positiund die
Ausgaben negativ verbucht. Damit zusammergngend werden negative Zah-
len hau g als Schulden und positive Zahlen als Guthaben interptiert.

Der Apfelkorb G Der Apfelkorb H
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De nition 18.6. Unter der Negation auf der Menge der ganzen Zaht
versteht man die Abbildung : Z! Z; die durch

a; fallsx=a2 N;

(x) = b; fallsx= bmit b2 N, ;

gegeben ist.

Hier tritt das Minuszeichen in einer zweiten Bedeutung auf,la Funktions-
symbol. Far a 2 N ist a = a; d.h. Vorzeichen und Funktionssymbol
stimmen wmberein (das ist der Grund, warum man das gleiche Symbol ver-
wenden kann), &ir b 2 Nist ( b) = b;wobei das vordere Minuszeichen
das Funktionssymbol und das hintere Minuszeichen das Voraeen ist. Fer-
ner gilt ( x) = x fur jedesx 2 Z; wobei hier das Minuszeichen zweimal
das Funktionssymbol bezeichnet. Die Negation ist auf dem Zahstrahl die
Spiegelung an der 0, sie macht aus einen Schritt nach rechiis 8chritt nach
links (und umgekehrt) und vertauscht Guthaben und Schulden

18.2. Die Addition auf den ganzen Zahlen.

Wir kommen zur Addition auf den ganzen Zahlen.

De nition 18.7. Auf den ganzen Zahlen wird folgendermaen eine Ver-
knepfung, genannt Addition, eingetihrt (dabei bezeichnena; b naterliche
Zahlen). Es ist

a(+ b:= a+ b;
a b;fallsa b;

ar( D= ) falsa<b:

b a;fallsb a;
(a b); fallsb<a;

(a+( b= (a+b:

Bemerkung 18.8. Die in Bemerkung 18.5 besprochenen Interpretationen
fur ganze Zahlen passen sehr gut zur Addition der ganzen Zahl&e Addi-
tion einer Reihe von Ausgaben oder Einnahmemtirt zur Gesamteinnahme
bzw. Gesamtausgabe; wenn man hintereinander mehrfach naarne (oder
nach rechts) bzw. nach hinten (nach links) geht, so beschieidie Additi-
on den Gesamtbewegungsvorgang; wenn die einfofel von G nachH und
die anderen vonH nach G schmeien, so beschreibt die Addition den Ge-
samttransport. Hierzu muss man sich nur davomberzeugen, dass dieber die
Fallunterscheidung de nierte Addition genau das macht, wasn (Bewegungs-
)Prozess geschieht. Wenn man beispielsweise zueasipfel von G nach H
transportiert und dann b Apfel ebenfalls vonG nachH, so transportiert man
insgesamta+ b Apfel von G nachH. Wenn man hingegen zuersh Apfel von

( a+b:=



260

G nachH transportiert und dann b Apfel in die andere Richtung, also vorH
nach G transportiert, so hangt der Gesamtprozess wesentlich davon ab, ob
a oder obb gre er (oder gleich) ist. Beia  btransportiert man insgesamt

a bApfel von G nachH (vergleiche Satz 10.13), andernfalls transportiert
manb a Apfel von H nach G. Mit diesen Interpretationen werden auch die
algebraischen Gesetzauff die Addition ganzer Zahlen einsichtig.

Mit der Addition kann man die Nachfolgerabbildung ale Additionmit 1 und

die Vorgangerabbildung als Addition mit 1 au assen. Die Addition auf
den ganzen Zahlen passt auch gut zu der Addition der rtichen Zahlen,
wenn man wie in der De nition 8.10 unterx + y das Ergebnis versteht,
das sich ergibt, wenn man vorx ausgehend dery-fachen Nachfolger nimmt.
Entsprechend stimmtx + a mit dem a-fachen Nachfolger vorx und x +( b

mit dem b-fachen Vorganger vonx eberein (dabei istx 2 Z und a; b2 N).

Bemerkung 18.9. Innerhalb der ganzen Zahlen besitzt die mit den natli-
chen Zahlena; b formulierte Gleichung

a+x=»>

eine eindeutige bsung, mamlich ( a)+ b. Beia  bist das ja nach De nition
die naturliche Dierenz b a, und beia > b ist nach De nition

(a+b= (a b

und wegen
a a b O

ist nach der De nition der Addition und Lemma 10.14 (3)
a+( (a b)=a (a@a bh=(a+tb a=hb:
Diese eindeutige bsbarkeitubertragt sich auf eine Gleichung der Form
atx=>

mit a;b 2 Z; siehe Aufgabe 18.24. Diese Aussage folgt auch aus Lemma 19.8
in Verbindung mit Satz 19.3.

Lemma 18.10. Die Addition auf den ganzen Zahlen ewtlt die folgenden
Eigenschaften.

(1) Die Addition besitzt O als neutrales Element.
(2) Die Addition ist eine kommutative Verkmupfung.
(3) Die Addition ist assoziative Verkmpfung.

(4) Zu jedemx 2 Z gibt es einy 2 Z mit

x+y=0:

Beweis. (1) Dass 0 das neutrale Element ist, folgt unmittelbar aus de
ersten beiden Teilen der De nition der Addition.
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Die Kommutativit at der Addition beweisen wir mit einer Fallunter-
scheidung, je nachdem, ob die Summanden nichtnegativ (maliche
Zahlen) oder negativ sind. Wenn beide Summanden adksind, er-
gibt sich dies unmittelbar aus der Kommutativimt der Addition in
den naterlichen Zahlen. Wennx = aausNistundy = b nega-
tiv ist, so muss man eine weitere Fallunterscheidung vorneten. Bei
a Dbist

x+y=a+( bh=a b
nach dem (der ersten Idlfte des) zweiten Teil der De nition, und
ebenso ist

y+x=( h+a=a b
nach dem (der ersten ldlfte des) dritten Teils der De nition. Bei
a < b ist wiederum

x+ty=a+( h= (b a=( h+ra=y+x

nach den De nitionen. Wenn beide Zahlen negativ sind ergibsich
die Kommutativit &t sofort aus dem vierten Teil der De nition.
Die Assoziativitat nachzuweisen ist aufwndiger, da dann drei Zahlen
X;¥;z ins Spiel kommen, dr die es jeweils mehrere élle gibt. Wenn
eine der beteiligten Zahlen aber 0 ist, so ist die Aussage wegker
bewiesenen neutralen Eigenschaft der O klar. Wir ssen also nur
noch die acht Falle (in denen selbst jeweils wiederum Fallunterschei-
dungen gem der Gre enbeziehung der beteiligten Elemente etig
sind) durchgehen, je nachdem, oR;y; z positiv oder negativ sind.

Wenn beispielsweis& = a;y = b;z= ¢ mit positiven Zahlen
a; b; c;ist, so ist

x+t(y+z)=a+(( h+( )= a+( (b+t0):

Wenna Db+ cist, soistdiesa (b+ c) (in N), andernfalls ist dies
((b+ ¢) a). Fur die andere Klammerung ergibt sich

x+y)+z=(a+( b)+( o:
Bei a b+ cist einerseits
a b

und andererseits
a b c

Somit ist die zweite Klammerung in diesem Fall nach Aufgabe X®
ebenfalls gleich
(@a+( P)+( og=(a b c=a (bto:

Bei a < b+ c unterscheiden wir die Rlle a bund a < b: Bei
a bistc a bund daher ist unter Verwendung von Lemma
10.14 (3)

(@a+( B)+( 9g=(a b c= (c (@ b= ((c+bh a):
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Beia < bist erst rechta < b+ c und somit ist nach Lemma 10.14
(2)
(@a+( B)+( 9g=( (b a)+( = (b a+c)= ((cth a):
Fur die anderen Falle siehe Aufgabe 18.23.
(4) Bei positivemx hat x die Eigenschaft, dass die Summe

x+( x)=0
ist, bei negativemx mit x = amit a 2 N erfullt a die Eigenschatft.

In beiden Fallen erllt also das Negative x zux die Eigenschaftix+( x) =
0:

Fur die Assoziativitat der Addition in Z geben wir noch ein weiteres einleuch-
tenderes Argument, das sich an der inhaltlichen Beschreibgrder Addition
von ganzen Zahlen als einen gerichteten Transport von Objek (zwischen
zwei Haufen, also mit Ricktransport) orientiert. Diese Interpretation deckt
sich mit den Festlegungen in De nition 18.7. In dieser Intgoretation ist aber
das Assoziativgesetz unmittelbar einleuchtend, da man die iereinander-
auskihrung von drei Transportprozessen als einen Gesamtprogesu assen
kann, aber auch die beiden ersten Prozesse zusammenfassiem die beiden
letzten zusammenfassen kann.

18.3. Die Multiplikation auf den ganzen Zahlen.

De nition 18.11. Auf den ganzen Zahlen wird folgenderma en eine Ver-
knupfung, genanntMultiplikation, eingedihrt (dabei bezeichnena; b naterli-
che Zahlen). Es ist

a b:=a b;
a( b= (ab;
(& b= (ab;

(a ( b:=ab:

Der letzte Teil passt gut zu der Eigenschaft der Negation, zuch selbst invers
zu sein. Die Negation kann man insbesondere als Multiplikath mit der 1
au assen. Dennoch sind
(2)=z

und

( ) y)=xy
verschiedene Eigenschaften (Letzteres iséirfx;y 2 N eine De nition, und
das Minuszeichen ist dabei das Vorzeichemnyrfbeliebigex;y ist es eine dar-
aus folgende Eigenschaft der Multiplikation, und das Minuichen ist das
Funktionszeichen).
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Bemerkung 18.12. Wie schon bei den nadrlichen Zahlen ist die Vorstel-
lung fur die Multiplikation von ganzen Zahlen schwieriger alseir die Additi-
on, da bei der Addition beide Summanden die gleiche Rolle Seie (zumin-
dest in der wichtigsten Interpretationen), wahrend dies bei der Multiplikation
nicht der Fall ist. Man kann nicht drei Apfel mal funf Apfel ausrechnen. Wie
bei den natrlichen Zahlen beschreibt der eine Faktor die Vielfachheimit
der ein Prozess durchgehrt, den der andere Faktor quantitativ misst. Man
kann also dreimal jeweilssnf Apfel von G nachH transportieren und trans-
portiert dann insgesamt 15Apfel von G nach H. Das gleiche erreicht man,
wenn man einfmal drei Apfel von G nachH transportiert. Ebenso kann man
a-mal b Apfel in die andere Richtung vonH nach G transportieren, und
transportiert damit insgesamt ab Apfel von H nach G. Ganze Zahlen (der
Apfeltransport samt Richtung) mit einer naterlichen Zahl zu multiplizieren
besitzt also eine passende r@tiche Interpretation. Schwieriger ist es, wenn
beide Zahlen negativ sind. Die De nition sagt, dass dann daBrodukt der
zugetorigen positiven Zahlen herauskommt. Dies kann man sich sorstel-
len: Es seiP ein reversibler Prozess, der gegeni ge Prozess sei mit P
bezeichnet. Rir n 2 N ist nP die n-fache Austihrung von P. Fur negatives

n = m

interpretiert man dann nP als die m-fache Austihrung des gegemiu gen
Prozesses. Insbesondere ist

( )P = P

Multiplikation mit 1 fuhrt also auf den gegemiu gen Prozess, und von
daher ist es einleuchtend, auch

(D P)=P

Zu setzen, da der gegesui ge Prozess zum gegeal gen Prozess der Prozess
selbst ist.

Auch von den gewinschten algebraischen Gesetamgkeiten her ist die Fest-
legung Minus mal Minus ist Plus sinnvoll. Es soll

Ox =0

gelten und es soll das Distributivgesetz gelten. Dann isef n 2 N und
Xx2Z

O0=0x=(n+( n)x = nx+( n)x
Bei negativemx =  a ergibt sich daraus
n( ay+( n)( a =0:

Das Produkt ( n)( a) muss also bei Addition mitn( a) Null ergeben, dies
ist aber gerade die charakteristische Eigenschaft vara. Also ist

( n)( a = na:
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Lemma 18.13. Die Multiplikation auf den ganzen Zahlen ist eine kommu-
tative assoziative Verkmpfung mit 1 als neutralem Element. Es gilt das Dis-
tributivgesetz.

Beweis. Die Kommutativit at der Multiplikation und die Eigenschaft, dass 1
das neutrale Element ist, folgt unmittelbar aus der De niton 18.11. Zum
Nachweis des Assoziativgesetzes stellt man aahst fest, dass 0 heraus-
kommt, sobald ein Faktor O ist. Die verbleibenden acht myglichen Falle kann
man einfach abhandeln, da das Vorzeichen des Produktes nawdn abhangt,
wie viele Zahlen positiv und wie viele Zahlen negativ sindjehe Aufgabe
18.29.

Zum Nachweis des Distributivgesetzes
X (y+z)= X y+x z

kennen wir, indem wir bei negativemx mit 1 multiplizieren, annehmen,
dassx positiv ist (bei x = 0 gilt die Gleichung sowieso). Wenny; z beide
aus N sind oder beide negativ, so ergibt sich die Gleichung unmetbar. Es
seialsoy = aausNundz = bnegativ. Beia bist nach Satz 10.8 auch

xa  xb:
In diesem Fall ist somit nach Lemma 10.15
X(ytz) = x(at( b)=x(a bh=xa xb=xa+tx( b= xy+txz:
Bei a < b ist nach Satz 10.8 auch

xa < xb:

In diesem Fall ist somit wieder nach Satz 10.8

x (y+2) x (a+( b)
x ( (b &)

(x (b a)

(x b x a

x a+( x b
X a+x (b
X y+x z:

18.4. Der Betrag.

De nition 18.14. Unter dem Betrag jnj einer ganzen Zahh versteht man
die Zahl selbst, falls diese positiv ist, oder aber die Zahln, falls n negativ
(und n positiv) ist.

Der Betrag ist also stets eine natrliche Zahl.
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18. Arbeitsblatt

18.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 18.1. Lucy Sonnenschein be ndet sich auf der Zahlengerade in
Position 2 und schaut in die positive Richtung. Sie bewegtdi drei Schrit-

te nach vorne (das bezieht sich auf ihre momentane Ausrichtg)) sodann
sieben Schritte zueck, sie macht sodann eine Halbdrehung, dann geht sie
vier Schritte nach vorne, macht wieder eine Halbdrehung, miaticeinen Sal-
to reckwarts im Stand und geht zwei Schritte zuack. In welcher Position
be ndet sie sich zum Schluss?

18.2. Ybungsaufgaben.

Gar nicht mehr lange! Wir weinschen schon jetzt frohe Weihnachten!

Aufgabe 18.2. Welche Vorstellungen zu den ganzen Zahlen (einschlie lich
der Verknepfungen) haben Sie?

Aufgabe 18.3. Wir betrachten die Tage

.1 vorvorvorgestern vorvorgestern vorgestern gestern heute
morgen ebermorgen eberabermorgen uberbersbermorgen: ::
als Zahlen und addieren mit ihnen.
(1) Bestimme vorgestern von morgen.
(2) Bestimme vorvorvorgestern vorebermorgen.

(3) Bestimme vorvorvorvorgestern von vorvorvorgestern voebereber-
eiberebereibermorgen.



266

(4) Welchen Tag von eberaberebersbermorgen muss ich nehmen, um
heute zu erhalten?

(5) Wie bestimmt man den,negativen\ Tag zu einem gegebenen Tag?

(6) Welchen Tag vonelberebereberabermorgen muss ich nehmen, um vor-
vorgestern zu erhalten?

(7) Wie selbstversandlich ist in diesem Modell das Kommutativgesetz
und das Assoziativgesetz?

Aufgabe 18.4. Wie zahlt man die Jahre in der Geschichte? Warum?

Aufgabe 18.5. Was hat die Temperaturskala mit den ganzen Zahlen zu
tun?

Aufgabe 18.6. Soll man eine negative Zahl stets mit einem Minuszeichen
als x schreiben? Oder darf man eine negative Zahl auch mitbezeichnen?

Aufgabe 18.7. Man mache sich die verschiedenen Rollen des Minuszeichens
klar: Benennungszeichen (Teil des Namens der Zahl), Umkehgszeichen
(Negationszeichen), Verkmpfungszeichen (Subtraktionszeichen bzw. beding-
tes Subtraktionszeichen inN). Wo kennten prinzipiell Verwechslungen auf-
treten? Aufgrund von welchen mathematischen Gesetanigkeiten ist diese
mehrfache Verwendung des gleichen Zeichens sinnvoll?

Aufgabe 18.8. Es seiN die Nachfolgerabbildung undv die Vorgangerab-
bildung auf den ganzen Zahlen. Berechne

(NVVVNVNNVYVVVNN V)Q3:

Aufgabe 18.9. *

Zeige, dass die Nachfolgerabbiluny : Z ! Z die folgenden Eigenschaften
besitzt.

(1) Die Nachfolgerabbildung stimmt aufN mit der dortigen Nachfol-
gerabbildungeberein.

(2) Die Nachfolgerabbildung ist bijektiv.

() EsistN( a = V(@undV( b= N(b) fura;b2 N..

(4) Jede ganze Zahledsst sich ausgehend von O durch eine Iteration der
Nachfolgerabbildung oder eine Iteration der Vomngerabbildung er-
reichen.
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Aufgabe 18.10. *

Es seiV die Vorgangerabbildung auf den ganzen Zahlen. Beweise die Gleich-
heit

V#(@) = a
fur a 2 N durch Induktion mber a.

In der folgenden Aufgabe verstehen wir za 2 Z unter Z , die Menge aller
sukzessiven Nachfolger voa (einschlie lich a) und unter Z , die Menge aller
sukzessiven Vorgnger vona. Dies stimmt mit der spateren De nition eber
die Ordung aufZ wberein.

Aufgabe 18.11. Zeige, dass zu jeder ganzen Zahlsowohl die MengeZ ,
mit der Nachfolgerabbildung als auch die Mengg& , mit der Vorgangerab-
bildung die Dedekind-Peano-Axiome ewilt.

Aufgabe 18.12. Wir betrachten die Menge
M = 10;1;2;3;,4;5;6;7;8;99
mit der naterlichen NachfolgerabbildungN, die wir durch N (9) = 0 ergan-

zen. Vergleiche diese Menge mit den ganzen Zahlewnind der dortigen Nach-
folgerabbildung unter den folgenden Aspekten.

(1) Ist N bijektiv?
(2) Was ist die Umkehrabbildung?
(3) Gibt es eine Abbildung

Z! M,

die die beiden Nachfolgerabbildungen respektiert? Man demkn ein
Zahnrad und eine unendliche Zahngerade.
(4) Gibt es eine Abbildung

M1t Z;

die die beiden Nachfolgerabbildungen respektiert?
(5) Kann man aufM eine Addition einfahren?

Aufgabe 18.13. Wir nehmen die MengeM = f0; 1; 2; 3;4;5; 6; 7;8; 9g mit
der Nachfolgerabbildung aus Aufgabe 18.12 unendlich oft, uzevar fur jede
naterliche Zahli genau einmal, diese Kopie bezeichnen wir nit;. Vergleiche
die Nachfolgerabbildung auf dieser Gesamtmenge und aaf Gibt es eine
Addition auf dieser Gesamtmenge?
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Aufgabe 18.14. Es seien zwei HauferH und G an (hinreichend vielen)
Apfeln gegeben. Es werden der Reihe nachApfel von H nach G, 13 Apfel
von G nach H, dann 10 Apfel von G nach H und schlie lich 9 Apfel von
H nach G transportiert. Wie viele Apfel werden insgesamt und in welche
Richtung transportiert?

Aufgabe 18.15. Lucy Sonnenschein hat einen Stand auf dem Flohmarkt.
Sie verkauft ein altes Kleid &ir 8 Euro, trinkt einen Ka ee fur 2 Euro, verkauft
eine alte Schallplatte &ir 5 Euro, hat Hunger und holt sich eine Schlachtplatte
fur 7 Euro, verschenkt einen Aschenbecher und kauft sich beim ¢tdarstand
eine coole Bluseefr 3 Euro. Wie sieht ihr nanzielles Gesamtergebnis vom
Flohmarkttag aus?

Aufgabe 18.16. Lucy Sonnenschein unternimmt eine Zeitreise. Sie reist
zuerst 71 Stunden nach vorne, dann (immer vom jeweiligen erchten Zeit-
punkt aus) 23 Stunden nach vorne, dann 87 Stunden sk, dann 17 Stunden
zureick, dann 10 Stunden nach vorne und dann 13 Stunden ®uk.

(1) Wo be ndet sie sich am Ende dieser Zeitreise, wenn die Reiselbst
keine Zeit verbraucht?

(2) Wo be ndet sie sich am Ende dieser Zeitreise, wenn eineiZeise um
eine Stunde, egal ob in die Zukunft oder in die Vergangenhgitnmer
eine Minute verbraucht?

Aufgabe 18.17. Ein Elektron e hat eine negative Elementarladung und ein
Proton p hat eine positive Elementarladung, die sich gegenseitig uteali-
sieren. Auf einer bislang ladungstechnisch neutralen Weiachtskugel lan-
den zuerst 3 Elektronen, dann 5 Protonen, sodann 1 Elektromd schlie -
lich nochmal 2 Elektronen. Durch welchen einfacheren Elemtarteilchen ug
hatte man die Endladung der Kugel auch erreichenekinen?

Aufgabe 18.18. Mustafa Meller und Heinz Ngolo tauschen Fu ballbildchen
aus. Mustafa gibt Heinz vier Bildchen und Heinz gibt Mustafaefinf Bildchen.
Daheim merkt Mustafa, dass er jetzt eines doppelt hat und giles am Nach-
mittag zureck. Heinz hat vier neue Bildchen von seiner Oma bekommen,
davon gibt er zwei an Mustafa weiter. Der revanchiert sich mieinem Bild-
chen. Wie viele Bildchen haben sie unter dem Strich ausgetaint?

Aufgabe 18.19. Gabi Hochster und Heinz Ngolo tauschen #sse aus. Ga-
bi gibt Heinz drei Kusse, daraufhin gibt Heinz Gabidnf Kesse, woraufhin
Gabi einen Kuss zuuckgibt. Wie viele Keisse haben sie unter dem Strich
ausgetauscht?
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Aufgabe 18.20. Prazisiere an jeder Stelle der De nition der Addition auf
Z, ob + die Addition in N oder in Z bezeichnet und ob die Dierenz auf
N oder die Negation bezeichnet.

Aufgabe 18.21. Es bezeichn&\ die Nachfolgerabbildung und/ die Vorgan-
gerabbildung auf den ganzen Zahlen. Bagnde die Umlegungsregel

x+y = N(X)+ V(y)
unter Bezug auf das Assoziativgesetz der Addition.

Aufgabe 18.22. Begrande, dass man allein mit Hilfe der Umlegungsregel
x+y = N(X)+ V(y)

jede Addition innerhalb der ganzen Zahlen ausrechnen kannelfre dies #ir
3+ (5) durch.

Aufgabe 18.23. Beweise diesbrigen Falle fur die Assoziativitat der Addi-
tion in Z wie im Beweis zu Lemma 18.10.

Aufgabe 18.24. Zeige, dass zu gegebenen ganzen Zahdeb?2 Z die Glei-
chung

atx=>b
eine eindeutige bsung, lamlich b a, besitzt.

Aufgabe 18.25. Zeige, dasstfr jede ganze Zahk 2 Z die Additionsabbil-
dung mit a, also

Z! Z;Xx7! x+ a;
bijektiv ist. Was ist die Umkehrabbildung?

Aufgabe 18.26. Betrachte die ganzen ZahlerZ mit der Di erenz als Ver-
knepfung, also die Abbildung

Z Z!' Z;(a;b7! a b:

Besitzt diese Verkmipfung ein neutrales Element? Ist diese Verlapfung as-
soziativ, kommutativ, gibt es zu jedem Element ein inversdslement?

Aufgabe 18.27. *
Berechne



270

Aufgabe 18.28. Prazisiere an jeder Stelle der De nition der Multiplikation
auf Z, ob die Multiplikation in N oder in Z bezeichnet.

Aufgabe 18.29. Beweise die Assoziativiit der Multiplikation in Z. Wie
kann man die Anzahl der neglichen Falle reduzieren?

Aufgabe 18.30. Heinz Ngolo multipliziert eine positive Zahl mit einer ne-
gativen Zahl, das Ergebnis multipliziert er mit einer negaven Zahl, das
Ergebnis multipliziert er mit einer negativen Zahl, das Ergbnis multipliziert
er mit einer positiven Zahl, das Ergebnis multipliziert er rit einer negativen
Zahl, das Ergebnis multipliziert er mit einer negativen Zah das Ergebnis
multipliziert er mit einer positiven Zahl, das Ergebnis muipliziert er mit
einer negativen Zahl. Ist das Ergebnis positiv oder negafiv

Aufgabe 18.31. Berechne
( 1)934050663653:

Aufgabe 18.32. *

Zeige, dassefr zwei von 0 verschiedene ganze Zahleny auch das Produkt
X y von O verschieden ist.

Aufgabe 18.33. Erstelle eine Verkmupfungstabelle #&r die Multiplikation
der ganzen Zahlen, wobei aber nur die drei Symbolepdn (fur positiv und
negativ) vorkommen sollen. Ist eine solche Verlapfungstabelle wohlde niert
und sinnvoll? Ist diese Verkmipfung assoziativ, kommutativ, besitzt sie ein
neutrales Element?

Ist eine entsprechende Verkupfungstabelle &r die Addition sinnvoll?

Aufgabe 18.34. Was kommt heraus, wenn man 7 ,positiv nimmt\ oder
von 7 ,das Positive nimmt\?

Aufgabe 18.35. Beweise die folgenden Eigenschaftesrfden Betrag ganzer
Zahlen.

Q) jxj O.

(2) jxj = 0 genau dann, wennx = 0 ist.

(3) jxj = jyj genau dann, wenrk = y oderx =y ist.

@y xj=jx i

(5) ixyj = ixjjyi.

(6) Esistjx +vyj j Xj+ ]y (Dreiecksungleichungefr den Betrag).
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18.3. Die Weihnachtsaufgabe f wr die ganze Familie.

Aufgabe 18.36. Welches Bildungsgesetz liegt der Folge
1;11; 21; 1211 1112271 312217 :::
zugrunde?

(Es wird behauptet, dass diese Aufgabeurf Grundschulkinder sehr einfach
und fur Mathematiker sehr schwierig ist.)

Eine der Aufgaben zum Abgeben verwendet den folgenden Begri .

Es seiM eine Menge und

f:-M! M
eine Abbildung. Ein Elementx 2 M mit f(x) = X heit Fixpunkt der
Abbildung.

18.4. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 18.37. (2 Punkte)

Die Familie Melller hat im Monat Dezember folgende Einnahmen und Ausga-
ben (alles in Euro). Gelmlter: 4847, Lebensmittelkosten: 1250, Kostemif das
Silvesterfeuerwerk: 101, Schuldentilgung: 705, Zinse®® Geschenke kaufen:
325, Lottogewinn: 253, Untersitzung an die Oma: 300, Taschengeladif die
Kinder: 40, Spende an die Bahnhofsmission: 80, auf der Steagefunden:
20, Heizungskosten: 531, Fortbildungsseminar: 345, Aus ug @ie Nordsee:
470, Wasser- und Strom: 360, Opernbesuch: 108, ésldurch den Verkauf
der Fu ballbildchen von Mustafa: 35.

Wie hoch sind die Gesamteinnahmen und wie hoch sind die Gesausga-
ben der Familie im Dezember? Wie sieht die Gesamtbilanarfden Monat
Dezember aus?

Aufgabe 18.38. (3 Punkte)

Die Fahrradtournee, Rund um die Nordseeelnen\ besteht aus sechs Etap-
pen. Auch in diesem Jahr kommen nur drei Fahreraf den Sieg in Frage:
Albert Albrecht, Bruno Rotato und Cico Ferrari. Bei der erstenEtappe fahrt
Albert einen Vorsprung von 13 Sekunden auf Bruno und von 16 Seiden
auf Cico heraus. Bei der zweiten Etappe landet Cico an erst&telle mit
einem Vorsprung von 19 Sekunden auf die zeitgleichen Alberhd Bruno.
Das dritte Rennen gewinnt Bruno, Cico kommt 8 Sekunden daniadns Ziel
mit einem Vorsprung von 3 Sekunden auf Albrecht. Bei der vieeh Etappe
verliert Bruno 1 Sekunde auf Cico und 3 Sekunden auf AlbrechRie fenfte
Etappe gewinnen Albrecht und Cico zeitgleich mit einem Vorspng von 4
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Sekunden auf Bruno. Bei der letzten Etappe verliert Albrechil Sekunden
gegember Cico, dakir gewinnt er 7 Sekunden gegeiver Bruno.

Welche Gesamtzeitab#inde bestehen am Ende der Tournee zwischen den
drei Fahrern?

Aufgabe 18.39. (4 Punkte)

Ein Apotheker hat eine zweischalige Waage zur Veigung und die folgen-
den Gewichte: Zwei 1-Gramm-Gewichte, ein 5-Gramm-Gewichzwei 10-
Gramm-Gewichte, ein 50-Gramm-Gewicht, zwei 100-Gramm-@ehte, ein
500-Gramm-Gewicht, u.s.w. Zeige, dass er mit diesen Gewet jede Menge
(in vollen Gramm) abwiegen kann.

Aufgabe 18.40. (2 Punkte)

Zeige, dass die Multiplikation mit 1 auf den ganzen Zahlen, also die Abbil-
dung

Z! Z;9g7! g;
bijektiv ist.

Aufgabe 18.41. (4 Punkte)

X X

Aufgabe 18.42. (4 Punkte)
Wir betrachten die Abbildung

f:N! N;

die dem Bildungsgesetz aus Aufgabe 18.36 entspricht (die mdichen Zahlen
sind dabei als endliche Zi ernfolgen im Zehnersystem zu \s&tehen).

(1) Ist f wachsend?

(2) Ist f surjektiv?

(3) Ist f injektiv?

(4) Besitzt f einen Fixpunkt?
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19. Vorlesung - Kommutative Ringe

So sah Vorli als Welpe aus.

19.1. Kommutative Ringe.

Wir erfassen die in der letzten Vorlesung etablierten algedischen Eigen-
schaften der ganzen Zahlen mit einem neuen Begri .

De nition 19.1. Eine MengeR hei t ein Ring, wenn es zwei Verkapfungen
(genannt Addition und Multiplikation )

+: R R! Rund :R R R

und (nicht notwendigerweise verschiedene) Elemente102 R gibt, die die
folgenden Eigenschaften esflen.

(1) Axiome der Addition
(a) Assoziativgesetz: kir allea;b;c2 R gilt (a+ b+ c = a+(b+):
(b) Kommutativgesetz: Fur alle a;b 2 R gilt a+ b= b+ a:
(c) O ist das neutrale Element der Addition, d.h. @r alle a 2 R ist
a+0 = a:
(d) Existenz des Negativen: Zu jedena 2 R gibt es ein Element
b2 Rmita+ b=0:
(2) Axiome der Multiplikation
(a) Assoziativgesetz: kir alle a;b;c2 Rgilt(a b) c= a (b ©:
(b) 1istdas neutrale Element der Multiplikation, d.h. frallea 2 R
ista 1=1 a= a
(3) Distributivgesetz: Fur alle a;b;c2 R gilt a (b+c) = (a bh+(a ¢
und (b+c) a= (b ay+(c a):

De nition 19.2. Ein Ring R heit kommutativ, wenn die Multiplikation
kommutativ ist.

Ein kommutativer Ring ist insbesondere ein kommutativer Hédring, alle fur
Halbringe geltenden Eigenschaften wie beispielsweise digemeine binomi-
sche Formel gelten inshesondere aualr fkommutative Ringe. Der wesentli-
che Unterschied liegt in der zuatzlichen Bedingung (1.4), der Existenz des
Negativen. Dieses Negative ist eindeutig bestimmt: Wennamlich sowohlb
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als auchc die Eigenschaft haben, dass ihre Addition za den Wert O ergibt,
so erhalt man direkt
b= b+0= b+(a+c)=(b+t+a)+c=0+c= c:

Fur das zu jedema 2 R eindeutig bestimmte Negative schreiben wir a.
Wegen

a+( a =0
ist a auch das Negative zu a, also ( a) = a:Bei R = Z stimmt diese
De nition mit der in der letzten Vorlesung gemachten De nition 18.6eberein,
wie der Beweis der Existenz des Negativen in Lemma 18.10 zeigt

Mit diesem neuen Begri kennen wir festhalten.

Satz 19.3. Die ganzen Zahlen(Z;0;1;+; ) bilden einen kommutativen
Ring.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Lemma 18.10 und Lemma 18.13.

In einem kommutativen RingR und Elementea; b 2 R verwendet man
a b=a+( b

als ableirzende Schreibweise. Man spricht von d&ubtraktion bzw. der Dif-

ferenz Die Subtraktion a bist also die Addition vona mit dem Negativen
(also b) von b. Bei naturlichen Zahlena;bmit b a stimmt die innerhalb
der naterlichen Zahlen genommenen Di erenz (siehe die zehnte Vesung)
mit der hier in Z mber das Negative genommenen Di erenaberein. Dies
beruht darauf, dass es sich jeweils um einesung der Gleichung

b+ x = a
handelt und diese Gleichung eine eindeutigeskung besitzt.

Lemma 19.4. Es seiR ein kommutativer Ring und seierg; b; c Elemente
aus R. Dann gelten folgende Aussagen.

(1)
Oa=20
( Annullationsregel,
(2)
a( b= (abh=( ab;
(3)

(a( b= ab
( Vorzeichenregeél

(4)

a(b ¢ = ab ac:

Beweis. (1) Esista0 = a(0+0) = a0+ a0: Durch beidseitiges Abziehen
(also Addition mit  a0) von a0 ergibt sich die Behauptung.
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(2)
( ab+ab=( a+ab=0b=0

nach Teil (1). Daher ist ( a)b das (eindeutig bestimmte) Negative
von ah

(3) Nach (2)ist ( a)( b =( ( a)bund wegen ( a) = afolgt die
Behauptung.

(4) Dies folgt auch aus dem bisher Bewiesenen.

Wie in jedem kommutativen Halbring kann man in jedem kommutaven
Ring R Ausdrecke der Formnx mit n 2 N und x 2 R sinnvoll interpre-
tieren, und zwar ist nx die n-fache Summe vorx mit sich selbst. Auch die
Potenzschreibweisa" wird wieder verwendet und es gelten insbesondere die
in Lemma 11.8 formulierten Potenzgesetze. Dalber hinaus kann man auch
fur negative Zahlen n den Ausdruck ( n)x interpretieren, namlich als

( nNx = n( x)=(I X)+{z+( x?:

n-mal

Insbesondere ist

n=( n) 1=n ( 1):ﬁ 1)+{z+( ]])
n-mal

in jedem kommutativen Ring sinnvoll interpretierbar. Dabe gelten nahelie-
gende Rechengesetze, siehe Aufgabe 19.10.

19.2. Gruppen.

Wir schauen uns kurz die Addition in einem kommutativen Ring gnauer an.
Hier begegnen wir einer Struktur, die spter bei Kerpern wieder auftaucht.
Mit dieser Struktur kann man viele strukturelle Gemeinsaméiten zwischen
der Addition (in Z) und der Multiplikation (beispielsweise inQ nf0g oder in
R nf0g) erfassen.

De nition 19.5. Eine MengeG mit einem ausgezeichneten Elemert2 G
und mit einer Verknepfung

G G! G;(g;h7! g h;
heit Gruppe wenn folgende Eigenschaften et sind.
(1) Die Verknupfung ist assoziatiy d.h. fur alle f;g;h 2 G gilt
(f 9 h=1F (g h)
(2) Das Elemente ist ein neutrales Elementd.h. fur alle g 2 G gilt

g e=0g=¢€ Q.
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(3) Zu jedemg 2 G gibt es eininverses Elementd.h. es gibt einh 2 G
mit

h g=g h=e:
De nition 19.6. Eine Gruppe G;e; ) heit kommutativ (oder abelsch,

wenn die Verkrupfung kommutativ ist, wenn alsox y = y x fur alle
x;y 2 G qilt.

Lemma 19.7. Es sei(G;e; ) eine Gruppe. Dann ist zu jedenx 2 G das
Elementy 2 G mit

X y=y x=e¢
eindeutig bestimmt.
Beweis. Es sei

X y=y Xx=e¢
und

X z=z X=¢€
Dann ist

y=y e=y (x z2)=(y X) z=¢e z= z:

Ein kommutativer Ring R ist beziglich der Addition insbesondere eine kom-
mutative Gruppe. Insbesondere bilden die ganzen Zahlen;(; +) eine kom-
mutative Gruppe, das inverse Element zx ist das negative Element x. All-
gemein gilt in Gruppen die eindeutige bsbarkeit von mit der Verkreipfung
formulierten Gleichungen.

Lemma 19.8. Es sei(G;e; ) eine Gruppe. Dann besitzen zu je zwei Grup-
penelementera; b 2 G die beiden Gleichungen

a Xx=bundy a=b

eindeutige losungenx;y 2 G:
Beweis. Wir betrachten die linke Gleichung. Aus beidseitiger Multifikation
mit a ! (bzw. mit a) von links folgt, dass nur

x=al b

als Lesung in Frage kommt. Wenn man dies einsetzt, so sieht man,sgaes
sich in der Tat um eine osung handelt.
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19.3. Die Ordnung auf den ganzen Zahlen.

Wir erweitern die Gre ergleichrelation auf den naerlichen Zahlen zu einer
Ordnung auf den ganzen Zahlen.

De nition 19.9.  Auf den ganzen Zahlen de nieren wir folgenderma en die
Gre ergleichrelation . Wir sagen

a b;
wenn es eine nairliche Zahl n mit
a= b+n
gibt.

Damit gilt bei der Interpretation an der Zahlengeraden wieer, dass
a b
bedeutet, dassa rechts vonb liegt.

Bemerkung 19.10. (1) Wenn a;b 2 N ist, so ist
a b

einfach die Ordnung aufN, wie unmittelbar aus Lemma 10.5 folgt.
(2) Wenn a 2 N ist und b negativ, so ist
a b;
da ja dann
a=b+(a b
mit a b 2 N ist, da ja sowohla als auch b naterliche Zahlen sind.
(3) Wenn a und b beide negativ sind, so ist
a b
genau dann, wenn (innerhalb der natrlichen Zahlen)
b a

gilt. Die Beziehunga = b+ n mit einer naterlichen Zahl n ist ja zu
a= b naquivalent, was man als b= a+ n schreiben kann.

Lemma 19.11. Die Gre ergleichrelation  auf den ganzen Zahlen euflt
die folgenden Eigenschaften.

(1) Es liegt eine totale Ordnung vor.
(2) Ausa bfolgta+ c b+ cfur beliebigea;b;c2 Z;
(3 Ausa Oundb Ofolgtab O fur beliebigea;b2 Z:

Beweis. (1) Siehe Aufgabe 19.17.
(2) Die Beziehunga b bedeutet, dass es eine natliche Zahl n mit
a = b+ n gibt. Durch beidseitige Addition vonc ergibt sicha+ ¢ =
b+ c+ n;wasa+ ¢ b+ cbedeutet.
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(3) Die Voraussetzung bedeutet, dass; b 2 N sind. Somit ist auchab 2
N; alsoab O

Damit bilden die ganzen Zahlen Z; ) einen angeordneten Ring im Sinne
der folgenden De nition.

De nition 19.12.  Ein kommutativer Ring heit angeordnet wenn es eine
totale Ordnung auf R gibt, die die beiden Eigenschaften

(1) Ausa Dbfolgta+ c b+ cfur beliebigea;b;c2 R;
(2) Ausa Oundb Ofolgtab O fur beliebigea;b 2 R;

erfullt.

Die erste Eigenschaft nennt mawertr eaglichkeit mit der Addition, die zweite
Vertr aglichkeit mit der Multiplikation. Neben den ganzen Zahlen werden wir
spater zwei weitere angeordnete Ringe kennenlernemmlich den Kerper der
rationalen Zahlen und den Korper der reellen Zahlen. kr all diese Ringe bzw.
Kerper gelten die folgenden Eigenschaften. Masberlege sich ér den Fall
der ganzen Zahlen, ob und inwiefern sich die Beweise der é&miden Aussagen
vereinfachen.

Lemma 19.13. In einem angeordneten Ring gelten die folgenden Eigen-
schaften.

@1 o
(2) Esista 0genau dann, wenn a  Oist.
(3) Esista bgenau dann, wenra b  Oist.
(4) Esista bgenau dann, wenn a bist.
(5) Ausa bundc dfolgta+c b+ d:
(6) Ausa bundc Ofolgtac bc:
(7) Ausa bundc Ofolgtac bc:
(8 Ausa b Oundc d Ofolgtac bd:
(9) Ausa Oundb Ofolgtab O:

(10) Ausa Oundb Ofolgtab O:

Beweis. (1) Nehmen wir an, dass 1 0 nicht gilt. Da eine totale Ord-
nung vorliegt, muss

1<0

gelten, Dies nussen wir zum Widerspruch#hren. Nehmen wir 1< 0
an. Aufgrund der Vertraglichkeit mit der Addition kann man beidsei-
tig 1 addieren und erfalt

0< 1
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Aufgrund der Vertraglichkeit mit der Multiplikation mit positiven
Elementen kann man diese Abs@tzung quadrieren und erhlt

0O (I 1-=1;

also ist zugleich 1  0; ein Widerspruch.
(2) Folgt unmittelbar aus der Vertraglichkeit mit der Addition.
(3) Folgt unmittelbar aus der Vertraglichkeit mit der Addition.
(4) Folgt unmittelbar aus der Vertraglichkeit mit der Addition.
(5) Zweimalige Anwendung der Vertaglichkeit mit der Addition liefert

a+c a+d b+ d:

(6) Aus a b ergibt sicha b 0 nach (3). Aus der Vertmglichkeit
mit der Multiplikation ergibt sich
ca cb=ca b O

Addition mit cbergibtca cb:
(7) Siehe Aufgabe 19.19.
(8) Zweimalige Anwendung von (6) liefert

ac bc bd:
(9) Nach (2)ist b 0; also
a( b O

was wiederumab 0 bedeutet.
(10) Folgt aus (2) und aus ( a)( b = ab:

Die Eigenschaft (2) kann man so verstehen, dass das Negatiiges positiven
Elementes negativ ist. Allerdings tritt dabei negativ in zweverschiedenen
Bedeutungen auf!

19.4. Die Teilbarkeitsbeziehung f ®r ganze Zahlen.

Wir wollen die Teilbarkeitsbeziehung vorN auf Z erweitern.

De nition 19.14. Man sagt, dass die ganze Zald die ganze Zahlb teilt
(oder dassb von a geteilt wird, oder dassb ein Vielfachesvon a ist), wenn
es eine ganze Zahd derart gibt, dassb = ¢ aist. Man schreibt dakir auch
ajb.

Fur naterliche Zahlena; b gilt ajbin N genau dann, wenrgjb in Z gilt. Die
folgende Aussage ist eine direkte Verallgemeinerung von L 12.3, sie
beruht ausschlie lich auf Eigenschaften eines kommuta&én Ringes.

Lemma 19.15. In Z gelten folgende Teilbarkeitsbeziehungen.

(1) Fur jede ganze Zahh gilt 1ja und aj a.
(2) Fur jede ganze Zahh gilt aj 0.
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(3) Gilt ajbund bjc, so gilt auchajc.

(4) Gilt ajbund cjd, so gilt auchacjbd

(5) Gilt ajb, so gilt auchacj bcfur jede ganze Zaht.

(6) Gilt ajbund ajc, so gilt auchaj(rb+ sc) fur beliebige ganze Zahlen
rs.

Beweis. Siehe Aufgabe 19.26.

19.5. Die Zierndarstellung f  wr ganze Zahlen.

Die Zi erndarstellung von naturlichen Zahlenebertragt sich direkt auf ganze
Zahlen, wobei die Zi erndarstellung einer negativen Zahl

n= k

einfach die Zi erndarstellung vonk (also der im Betrag genommenen Zahl)
mit einem Minuszeichen davor ist. kir die schriftliche Durchfuhrung des
Addierens, des Multiplizierens und des Subtrahierens gehtam abhangig
davon vor, ob die beteiligten Zahlen beide positiv, beide gativ oder ob eine
positiv, eine negativ ist. Wenn beide positiv sind werden diVerfahren #r
naterliche Zahlen direkt angewendet. Die Korrektheit der folgnden Regeln
beruht auf Lemma 19.4 und der Korrektheit der schriftlicherOperationen
innerhalb der natirlichen Zahlen.

Zur Addition

(1) Wenn beide Zahlen negativ sind, so nimmt man den Betrag dieeiden
Zahlen, addiert diese und nimmt davon das Negative.

(2) Wenn eine Zahl positiv ist und eine negativ ist, so zieht am von der
betragsma ig gre eren Zahl die betragsma ig kleinere Zahl ab. Wenn
die positive Zahl betragsm ig gre er ist, so hat man die Lesung,
wenn die negative Zahl betragsmig gre er ist, so muss man das
Errechnete negieren.

Zur Multiplikation

(1) Wenn beide Zahlen negativ sind, so multipliziert man efach die
Betrage der beiden Zahlen miteinander.

(2) Wenn eine Zahl positiv ist und eine negativ ist, so multifiziert man
ebenfalls die Betage miteinander und nimmt dieses Ergebnis negativ.

Die Subtraktion fasst man als Addition mit eventuell negatien Zahlen auf.
Wenn eine ganze Zahl in der Form
n=cgld+cg 106+ + 10+ ¢ 10" + ¢o10°

gegeben ist, wobei die; beliebige ganze Zahlen sind, so kann man nicht
unmittelbar die zugelorige Dezimalentwicklung ablesen, da dies wesentlich
davon abhangt, ob die Zahl positiv oder negativ ist.
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19. Arbeitsblatt

19.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 19.1. Formuliere die zweite binomische Formekif einen kommu-
tativen Ring R und fehre sie auf die erste binomische Formel zuck.

19.2. YUbungsaufgaben.

Aufgabe 19.2. Formuliere und beweise die dritte binomische Formekf
einen kommutativen RingR.

Aufgabe 19.3. Es seiR ein kommutativer Ring und seienx;y und z Ele-
mente in R. Berechne

23 xy?z 4x%?* 23 z xyz x*24 3y 5xy°z:

Aufgabe 19.4. Es seiR ein kommutativer Ring, x 2 R und n 2 N. . Zeige
die Gleichheit

X" 1l=(x 1)x" 1+ x" 2+ x" 3+ +xP+x+1:

Aufgabe 19.5. Zeige, dasZ? mit der komponentenweisen Addition und der
komponentenweisen Multiplikation ein kommutativer Ring st. Gilt in diesem
Ring die Eigenschaft, dass ausy = O folgt, dass x odery gleich 0 ist?

Aufgabe 19.6. Lucy Sonnenschein be ndet sich in Position (2;3) 2 Z?2,
wobei sich im Folgenden die erste Komponente auf links/relshund die zwei-
te Komponente auf vorne/hinten bezieht. Sie geht vier Schte nach rechts,
dann zwei Schritte nach hinten, dann einen Schritt nach lirks einen (et-
was gm® eren) Diagonalschritt nach links hinten und schlie lichzwei Schritte
nach vorne. In welcher Position be ndet sie sich zum SchlDurch wel-
che meglichst einfache Bewegung kann sie die Gesamtbeweguegkgangig
machen?

Aufgabe 19.7. Es seiM eine Menge. Zeige, dass die PotenzmenggM )
mit dem Durchschnitt \ als Multiplikation und der symmetrischen Di erenz

A4B = (AnB)[ (BnA)
als Addition (mit welchen neutralen Elementen?) ein kommutidver Ring ist.
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Aufgabe 19.8. Es seiR ein kommutativer Ring. Zeige, dass die Multiplika-
tion mit 1, also die Abbildung

R! R;g7! g;
bijektiv ist.

Aufgabe 19.9. Diskutiere, welche Bedeutungen die Begri @ositiv und ne-
gativ in einem kommutativen Ring besitzen. Wie sieht es iz aus? Welche
Bedeutung ist relativ, welche absolut?

Aufgabe 19.10. Es seiR ein kommutativer Ring und es seietk; m; n ganze
Zahlen undx;y 2 R. Zeige die folgenden Aussagen.

(1) Zun 2 Nist nx (also dien-fache Summe vorx mit sich selbst) gleich
a+ +1) x, wobei links dien-fache Summe der 2 R mit sich
selbst steht.

(2) Zun 2 Nist n (also dien-fache Summe des Negativen von 1 mit
sich selbst) gleich dem Negativen (iR) vonn =1+ +1.

(3) Es ist

(m+ k)x = mx + kx:

(4) Es ist

k(x+y) = kx+ ky:

(5) Es ist

(km)x = k(mx):

Aufgabe 19.11. *
Es seiR ein kommutativer Ring. Zu jedemf 2 R sei
i: R R;g7! fg;

die Multiplikation mit f. Zeige, dass ; genau dann bijektiv ist, wenn es
surjektiv ist.

Man zeige durch ein Beispiel, dass in dieser Situation ausrdajektivit at
nicht die Bijektivit at folgt.

Aufgabe 19.12. Gabi Hochster hat heute keine Lust, bei der Addition von
naterlichen Zahlen im Dezimalsystem di¢Jbertrage zu beucksichtigen. Sie
addiert einfach zi ernweise und schreibt nur die Endzi ernder Einzelsummen
an die richtige Stelle hin. Sie sagt,Meine neue Verkmipfung ist viel besser
als diewubliche Addition: Sie ist einfacher zu berechnen, sie ist assativ und
kommutativ und sie besitzt ein neutrales Element. Darber hinaus gibt es zu
jeder naterlichen Zahl eine natirliche Zahl mit der Eigenschaft, dass deren
Summe die O ergibt. Es liegt also sogar eine Gruppe vor und dianzen
Zahlen braucht man gar nicht mehn. Sind ihre Beobachtungekorrekt?
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Aufgabe 19.13. *

Es seiG eine Gruppe. Zeige, dass

1 1

X = X

fur alle x 2 G ist.

Aufgabe 19.14. EsseiM eine Menge und es s@& die Menge aller bijektiven
Abbildungen vonM nachM . Zeige, das8 mit der Hintereinanderschaltung
von Abbildungen eine Gruppe ist. Was ist das neutrale Elementvas ist das
inverse Element zuf 2 B?

Aufgabe 19.15. SeiG eine Gruppe und seg 2 G ein Element und sei
Gl Gy x7! x g

die Verknupfung mit g. Zeige, dass bijektiv ist. In welcher Beziehung steht
diese Aussage zu Lemma 19.87?

Aufgabe 19.16. *

PersonA wird 80 Jahre alt und PersonB wird 70 Jahre alt. Vergleiche die
Gesamtlebenswachzeit und die Gesamtlebensschlafzeit Beiden Personen
bei folgendem Schlafverhalten.

(1) A schiaft jede Nacht 7 Stunden undB schiaft jede Nacht 8 Stunden.
(2) A schiaft jede Nacht 8 Stunden undB schiaft jede Nacht 7 Stunden.

Aufgabe 19.17. Zeige, dass die Gy ergleichrelation auf den ganzen Zah-
len eine totale Ordnung ist.

Aufgabe 19.18. Es seiR ein angeordneter Ring. Zeige, dassrfjedesx 2 R
die Beziehungx? = xx 0 gilt.

Aufgabe 19.19. Zeige, dass in einem angeordneten Ring aas b und
c 0die Beziehungac  bcfolgt.

Aufgabe 19.20. Es seiR ein angeordneter Ring undx > y. Zeige, dass
dann x< yist.

Aufgabe 19.21. Es seiR ein angeordneter Ring undk;y 0. Zeige, dass
Xy genau dann gilt, wennx®  y? gilt.
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Aufgabe 19.22. Bestimme das Maximum und das Minimum der folgenden
ganzen Zahlen.

a)4 7, 6,85,

b) 3 2, 1,0,

c) 4+3;2 34 56 7, 4+6.

Wie lautet die Antwort, wenn man jeweils die Betage dieser Zahlen betrach-
tet?

Aufgabe 19.23. Wir betrachten die ganzen Zahlen mit der Ordnund! , bei
der
04 z 4 Z,

gilt und die auf den TeilmengenZ und Z, mit der Ordnung wberein-
stimmt.

(1) Zeige, das#t eine totale Ordnung aufZ ist.
(2) Zeige, dass mit 04 x;y auch

04 x+vy
gilt.
(3) Zeige, dass mit 04 x;y auch
04 x vy
gilt.

(4) Ist (Z;4) ein angeordneter Ring?

Aufgabe 19.24. Diskutiere Grenzen de$ermanenzprinzipsangesichts der
De nition 19.9 in Bezug zu Lemma 10.5.

Aufgabe 19.25. Welche Teilerbeziehung besteht zwischen 0 und einer be-
liebigen ganzen Zahh und welche Teilerbeziehung besteht zwischen 1 und
einer beliebigen ganzen Zahi?

Aufgabe 19.26. Beweise die Teilbarkeitsregelref ganze Zahlen, die in Lem-
ma 19.15 aufgelistet sind.

Aufgabe 19.27. Zeige, dassdr je zwei ganze Zahlera; b2 Z aus
ajbund ba
die Beziehunga= bfolgt.
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Aufgabe 19.28. *

Zeige, dasstfr jede ungerade Zahh die Zahl 251> 17 ein Vielfaches von 8
ist.

Aufgabe 19.29. Rechne im Dezimalsystem

5382 6981

Aufgabe 19.30. Rechne im Dezimalsystem

75009 + 9817

Aufgabe 19.31. *
Berechne

1 10+100 1000+ 10000 100000 + 1000000

Aufgabe 19.32. Bestimme die Darstellung der ganzen Zahl
n=5 100 70 1¢* 3 10'+6 1

im Zehnersystem.

Aufgabe 19.33. Bestimme die Darstellung der ganzen Zahl
n=11 10°+6 10°+4 10' 2561 10

im Zehnersystem.

Aufgabe 19.34. Es liegen zwei ganze Zahlem und n im Dezimalsystem
vor. Lasst sich die letzte Zi er der Summen+ n allein aus den beiden letzten
Zi ern der beiden Zahlen bestimmen?

Aufgabe 19.35. Gilt fur ganze Zahlen, die im Dezimalsystem gegeben sind,
fur die Teilbarkeit durch 3 ein Quersummentest? Wie ist dieseu formulie-
ren?
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19.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 19.36. (3 Punkte)
Es seiR ein Ring und seierx;y und z Elemente inR. Berechne das Produkt

x2 3yzy 2zy?*+4xy? 2xy3x  z°xyx 1 3zyxz%y :
Wie lautet das Ergebnis, wenn der Ring kommutativ ist?

Aufgabe 19.37. (3 Punkte)

Zeige, dassefr ganze Zahlena; b;c2 Z genau dann das,umgekehrte Distri-
butivgesetz\

a+t(bc=(a+b (a+o¢

gilt, wenn
a=20
oder
a+b+tc=1
ist.

Aufgabe 19.38. (3 Punkte)

Bestimme das Maximum und das Minimum der folgenden ganzen dan.
a) 6,4, 5 3;5,

by 7, 5 6 4,

c) 6+2;2 85 53 7,5 9.

Wie lautet die Antwort, wenn man jeweils die Betage dieser Zahlen betrach-
tet?

Aufgabe 19.39. (2 Punkte)

Welche Ordnungseigenschaften eift die Teilarkeitsbeziehung aufZ, welche
nicht?

Aufgabe 19.40. (2 Punkte)
Rechne im Dezimalsystem

4901 5328:
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Aufgabe 19.41. (2 Punkte)
Bestimme die Darstellung der ganzen Zahl

n= 3 10°+31 1¢*+5 10 37 1&

im Zehnersystem.

Aufgabe 19.42. (6 Punkte)
Zeige, dass e=f jede ganze Zahk eine eindeutige Darstellung

mit

fur alle i gibt.

20. Vorlesung - Euklidischer Algorithmus

Wir kehren zur Thematik der Primzahlen und der Primfaktorzelegung einer
naterlichen Zahl zurick. Bisher kennen wir nur die Existenz einer Prim-
faktorzerlegung (siehe Satz 12.9), aber noch nicht die Eiegtigkeit. Obwohl

wir diese Fragestellungdr naterliche Zahlen formuliert haben, ergibt sich im
Kontext der ganzen Zahlen ein neuer Zusammenhang, dar tliese Thematik

hilfreich ist.

20.1. Teilerfremdheit und das Lemma von Bezout.

Die Wasserspedition,Alles im Eimen verfegt eber einen 7- und einen 10-
Liter-Eimer, die allerdings keine Markierungen haben. Sierhalt den Auf-
trag, insgesamt genau einen Liter Wasser von der Nordsee ire ddstsee zu
transportieren. Kann sie diesen Auftrag eefllen?



288

Die Aufgabe ist bsbar: Man macht dreimal den 7-Liter-Eimer in der Nordsee
voll und transportiert dies in die Ostsee. Danach (oder glehzeitig) macht
man zweimal den 10-Liter-Eimer in der Ostsee voll und trangptiert dies in
die Nordsee. Unterm Strich hat man dann

37 210=1

Liter transportiert (eine andere Meglichkeitist5 10 7 7 = 1). Die dieser
Uberlegung zugrunde liegende Aussage heLemma von Bezout

Satz 20.1. Es seiena;b 2 N zwei teilerfremde natirliche Zahlen. Dann gibt
es ganze Zahlems 2 Z mit ra+ sb= 1:

Beweis. Wir beweisen die Aussage durch Induktiomber das Maximum von
a und b, wobei wir ohne Einschankung a b wahlen kennen. Wenn das
Maximum O ist, so sind beide Zahlen 0 und somit nicht teilerd&dmd. Wenn
das Maximum 1 ist, so istb = 1 und somit ergebenr = O und s = 1 eine
Darstellung der 1. Es seiennua  bteilerfremd,b 2 und die Aussage sei
fur alle Zahlenpaare, deren Maxima kleiner alssind, schon bewiesen. Dann
ist a < b; da beia = bdie beiden Zahlen nicht teilerfremd sind. Ebenso
kennen wir a = 0 ausschlie en. Wir betrachten das Zahlenpaard;b a)
und wollen darauf die Induktionsvoraussetzung anwenden.a® Maximum
dieses neuen Paares ist jedenfalls kleiner &lsAllerdings meissen wir, damit
die Induktionsvoraussetzung wirklich angewendet werderakn, wissen, dass
auchaund b ateilerfemd sind. Dazu &ihren wir einen Widerspruchsbeweis.
Nehmen wir also an, dass und b a nicht teilerfremd sind. Dann gibt es
eine natrliche Zahl t 2; die sowohla als auchb a teilt. Dies bedeutet
wiederum, dass es nailiche Zahlenm;n mit a= mt und b a = nt gibt.
Doch dann ist

b=(b a+a=n+mt=(n+mt

ebenfalls ein Vielfaches voh, im Widerspruch zur Teilerfremdheit vona und
b. Die Induktionsvoraussetzung ist also aud und b a anwendbar und somit
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gibt es ganze Zahlem; s mit
ra+s(b a) =1:
Dann ist aber auch
(r s)jatsb=ra+s(b a =1
und wir haben eine Darstellung der 1 mita und b gefunden.

Man sagt auch, dassa + sb = 1 eine Darstellung der 1 als eineLinearkom-
bination der a und bist. Die r; s hei en Koe zienten der Darstellung.

20.2. Die Untergruppen von  Z.

Die Division mit Rest, die wir bisher nur #r naterliche Zahlen formuliert
haben, ubertragt sich unmittelbar auf ganze Zahlen (der Divisor bleibt ee
naterliche Zahl).

Satz 20.2. Es seid eine xierte positive naturliche Zahl. Dann gibt es zu
jeder ganzen Zahh eine eindeutig bestimmte ganze Zaflund eine eindeutig
bestimmte natirliche Zahlr, 0 r d 1, mit

n=qd+r

Beweis. Siehe Aufgabe 20.9.

De nition 20.3. Es sei G;e; ) eine Gruppe. Eine Teilmengéd G heit
Untergruppe von G wenn folgendes gilt.

(1) e2 H:

(2) Mit g;h 2 H istauchg h 2 H:
(3) Mit g 2 H istauchg ! 2 H:

In einer Untergruppe kann man also die Verkapfung der Gruppe ausihren,
man kann das Inverse nehmen und das neutrale Element @ehdazu. In
additiver Schreibweise, diesfr uns im Mittelpunkt steht, bedeuten die Be-
dingungen einfach

(1) 0 2 H:
(2) Mit g;h 2 H istauchg+ h 2 H:
(3) Mit g 2 H ist auch das Negative g 2 H:

Beispielsweise bilden alle Vielfachen der 5 innerhalb derrg&n Zahlen eine
Untergruppe, die wir mit Z5 bezeichnen. Es ist ja

0=0 5
wenng =5 aundh =5 bsind, so ist
h+g=5 (a+b

nach dem Distributivgesetz und mitg = 5 aist g =5 ( a): Wie im
eingangs gegebenen Beispiel kann man sich eine Meage: : ; a; von ganzen
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Zahlen (Eimergm® en) vorgeben und sich fragen, welche Zahlen man daraus
mit Hilfe von ganzzahligen Koe zienten bilden kann (welche Vidssermengen
man transportieren kann). Es geht also um die Menge aller Zigm der Form

nia, + + Nae mit nj 2 Z:

Diese Gesamtmenge bildet eine Untergruppe van, siehe Aufgabe 20.27,

Eimern kann man sich auch eine Menge von ganzzahligen Pfejlelie man
hintereinanderlegen und umdrehen kann, vorstellen, odeine vorgegebene
Menge an Sprungmglichkeiten, oder eine Menge an Gewichten. Der folgende
Satz heit auch ,Ein-Eimer-Satz\.

Satz 20.4. Die Untergruppen vonZ sind genau die Teilmengen der Form
Zd = fkdjk 2 Zg

mit einer eindeutig bestimmten nichtnegativen Zald.

Beweis. Eine Teilmenge der Formzd ist aufgrund der Distributivgesetze eine
Untergruppe. Es sei umgekehrH Z eine Untergruppe. BeiH = 0 kann
man d = 0 nehmen, so dass wir voraussetzeruden, dassH neben 0 noch
mindestens ein weiteres Element enthalt. Wenn x negativ ist, so muss die
Untergruppe H auch das Negative davon, also x enthalten, welches positiv
ist. D.h. H enthalt auch positive Zahlen. Es sei nurd die kleinste positive
Zahl aus H. Wir behaupten H = Zd: Dabei ist die Inklusion Zd H
klar, da mit d alle (positiven und negativen) Vielfachen vord dazugeloren
messen. Fir die umgekehrte Inklusion seh 2 H beliebig. Nach der Division
mit Rest gilt
h=qd+rmit0 r<d:
Wegenh 2 H und qd2 H istauchr = h qd 2 H: Nach der Wahl vond

muss wegemr < d gelten:r = 0 Dies bedeuteth = gdund damit h 2 Zd;
alsoH Zd:

ganze Zahlt ist ein gemeinsamer Teiler dera;;:::;a genau dann, wenn
H Zt ist, und t ist ein gre ter gemeinsamer Teiler genau dann, wenn
H = Zt ist.

Beweis. Aus H = (ai;:::;&) (t) folgt sofort aZ tZ fur jedesi =

H tZ gelten.

Aufgrund von Satz 20.4 wissen wir, dass es eine ganze Zaigibt mit H =
Zd: Fur einen anderen gemeinsamen Teilérder g gilt Zd = H Zt; so
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dassd von allen anderen gemeinsamen Teilern geteilt wird, alsanegre ter
gemeinsamer Teiler ist.

20.3. Der Euklidische Algorithmus.

Der euklidische Algorithmus dient dazu, zu gegebenen Zahlenb ihren
gre ten gemeinsamen Teiler zu bestimmen, und eine Darstellgrdieses go -
ten gemeinsamen Teilers ale eine Linearkombination darund b explizit zu
nden.

Es seiena;b ganze Zahlenb 6 0: Dann kann man die Division mit Rest
durchfahren und ertalt a = gb+ r mit 0 r < jb. Danach kann man (bei
r 6 0) die Division mit Rest von b durch r durchfuhren, d.h. b nimmt die
Rolle von a und r die Rolle vonb ein und erhalt einen neuen Rest. Dies
kann man fortsetzen, und da dabei die Reste immer kleiner vden bricht
das Verfahren irgendwann ab.

Euklid (4. Jahrhundert v. C.)

De nition 20.6.  Es seien zwei ganze Zahle)b(mit b 6 0) gegeben. Dann
nennt man die durch die Anfangsbedingungen, = a und r; = b und die
mittels der Division mit Rest

i = Qrisa + I
rekursiv bestimmte Folger; die Folge der euklidischen Reste

Satz 20.7. Es seien ganze Zahlenp = aundr; = b6 0 gegeben. Dann
besitzt die Folger;, i = 0;1;2;:::, ; der euklidischen Reste folgende Eigen-
schaften.

(1) Esistri;, =0 oderrisy <ris.%
(2) Es gibt ein (minimales)k 2 mit r, = 0.

%Furi  1: Da bauch negativ sein lennte ist dies beii = 0 als r, < jrij zu lesen.
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(3) Es ist
ggT(ri 1;ri) = 9gT(ri;ris1)

(4) Seik 2 der erste Index derart, dass, = 0 ist. Dann ist
ggT(a;b = r¢ 1:

Beweis. (1) Dies folgt unmittelbar aus der De nition der Division mit

Rest.

(2) Solanger; 6 O ist, wird die Folge der natirlichen Zahlenr; immer
kleiner, so dass irgendwann der Fail, = O eintreten muss.

(3) Wenn t ein gemeinsamer Teiler vom; und von ri,; ist, so zeigt die
Beziehung

i 1= G a1l + s,

dasst auch ein Teiler vonr; ; und damit ein gemeinsamer Teiler von
ri . und vonr; ist. Die Umkehrung folgt genauso.

(4) Dies folgt aus (3) mit der Gleichungskette

ggT(a;b ggT(b;r)
ggT(ro;r3)

99T (rk 2:rk 1) = 9g9T(rk 1;rk) = ggT(rk 1;0) = ry 1

Beispiel 20.8. Aufgabe:

Bestimme inZ mit Hilfe des euklidischen Algorithmus den go ten gemein-
samen Teiler von 71894 und 45327.

Lesung:
Der Euklidische Algorithmus liefert:

71894 =1 45327 + 26567

45327 =1 26567 + 18760
26567 =1 18760 + 7807
18760 = 2 7807 + 3146
7807 =2 3146 + 1515

3146 =2 1515+ 116
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1515=13 116 +7

116 =16 7+4
7=1 4+3
4=1 3+1:

Die Zahlen 71894 und 45327 sind also teilerfremd.

Bei kleinen Zahlen sieht man &u g relativ schnell direkt, was ihr gre ter ge-
meinsamer Teiler ist, da man die Primfaktorzerlegung kenrtzw. megliche
gemeinsame Teiler schnedlbersehen kann. Bei zwei @reren Zahlen mussten
aber viel zu viele Probedivisionen durchgelirt werden! Der euklidische Al-
gorithmus ist also zur Bestimmung des @ten gemeinsamen Teilers ein sehr
e ektives Verfahren!

Wenn man mit dem euklidischen Algorithmus den grten gemeinsamen Tei-
ler d von zwei Zahlena und b gefunden hat, so kann man aus diesen Rech-
nungen auch die Quotienterg und g bestimmen, da dann alle euklidischen
Reste Vielfache vord sind.

20.4. Darstellung des gr e ten gemeinsamen Teilers.

Mit dem euklidischen Algorithmus kann man auch durch Zwickrechnen ei-
ne Darstellung des g ten gemeinsamen Teilers als Linearkombination der
beiden vorgegebenen Zahlen erhalten. Dazu seien

M = Qrisa + I+
die Gleichungen im euklidischen Algorithmus unda, ; = ggT (ro;r1): Aus
der letzten Gleichung
e 3= G afk 2+ Tk 1
erhalt man die Darstellung

N’k 1= k3 Gk 3k 2
von ry ; als Linearkombination mitry 3 und ry . Mit der vorhergehenden
Zeile

Nk 4 = Gk alk 3+ 'k 2
bzw.

'k 2= Tk 4 Gk 4fk 3
kann man in dieser Darstellungry , ersetzen und erhlt eine Darstellung
von ry 1 als Linearkombination vonry 3 und ry 4. So fortfahrend ermlt
man schlie lich eine Darstellung von

M 1= 99T (ro;r1)
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als Linearkombination vonrgy und r;.

Beispiel 20.9. Wir wollen fur 52 und 30 eine Darstellung des grten ge-
meinsamen Teilers nden. Wir sthren dazu den euklidischen Algorithmus
durch.

52=1 30+22

30=1 22+8

22=2 8+6

8=1 6+2

6=3 2+0:

D.h. 2 ist der gm te gemeinsame Teiler von 52 und 30. &ckwarts gelesen
erhalt man daraus die Darstellung

2 =8 6
=8 (22 2 8)
=38 22
= 3 (30 22) 22
= 3 30 4 22
= 3 30 4 (52 30)
= 7 30 4 52

20.5. Kommensurabilit at.

Es seien zwei Streckes und t gegeben. Man sagt, dadsein (ganzzahliges)
Vielfaches vons ist, wenn es eine nairliche Zahl n mit der Eigenschatt gibt,
dass sich die Strecke ergibt, wenn man die Streckes n-fach gerade hin-
tereinanderlegt (die Strecke wird alsm-mal genommen). fir zwei Strecken

s und t gibt es das folgende Konzept, das ihre ganzzahlige Verghtiarkeit
ausdrickt. Man beachte, dass dieses Konzept unaséhgig von solchen Mes-
sungen ist, die die langen in Zahlen mit Hilfe von Einheiten ausdicken.

Es werden nur die beiden angen gegeneinander gemessen, man verwendet
keine normierten Standardhngen.

De nition 20.10.  Zwei Streckens und t hei en kommensurabelwenn es eine
Streckeg mit der Eigenschatft gibt, dass beide Strecken ganzzahligee\fache
von g sind.
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Auch vom euklidischen Algorithmus gibt es in diesem Kontext Bé sinnvolle
Version. Die Strecket sei mindestens so lang wis. Dann ist

t=ns+r

mit n 2 N und einer,Reststrecke\r, die kerzer alss ist und eventuell O ist.
Die Gleichung ist dabei als eine Gleichung von hintereinaad hingelegten
Strecken zu verstehen. Wie in Satz 20.7 ergibt sich, dass mitund t auch
s und r kommensurabel sind. Wenn man dieses Verfahren rekursivtimtzt,
so tritt im Falle der Kommensurabilitat irgendwann die Situation auf, wo die
kleine Strecke in die go ere Strecke voll aufgeht. Somit hat man dann auch
die gre te gemeinsame Teilerstrecke gefunden.

20. Arbeitsblatt

20.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 20.1. Es stehen zwei Eimer ohne Markierungen zur Verjung,
ferner eine Wasserquelle. Der eine Eimer hat ein Fassungsvegen von 5
und der andere ein Fassungsvewgen von 7 Litern. Zeige, dass man allein
durch Au wllungen, Ausleerungen und Umsaittungen erreichen kann, dass
in einem Eimer genau ein Liter Wasser enthalten ist.

20.2. YUbungsaufgaben.

Aufgabe 20.2. Interpretiere das Lemma von Bezout als eineedsungsaussage
eiber eine Gleichung.

Aufgabe 20.3. *
Finde eine Darstellung der 1#r das Zahlenpaar 11 und 13.

Aufgabe 20.4. Man gebe eine Darstellung des ggT von 5 und 7 an. Wie
viele solche Darstellungen gibt es?

Aufgabe 20.5. Finde eine Darstellung der 1dr die folgenden Zahlenpaare:
5und 7; 20 und 27; 23 und 157.

Aufgabe 20.6. Die Wasserspedition,Alles im Eimen verfegt mber 77-, 91-
und 143-Liter Eimer, die allerdings keine Markierungen han. Sie erlalt den

Auftrag, insgesamt genau einen Liter Wasser von der Nordseedre Ostsee
zu transportieren. Wie kann sie den Auftrag esfllen?
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Aufgabe 20.7. Es seiena und b teilerfremde nawirliche Zahlen. Es ste-
hen beliebig viele Eimer ohne Markierungen zur Verflung, deren Fassungs-
vermegena bzw. b ist. Zeige, dass man allein durch Awillungen, Auslee-
rungen und Umschittungen erreichen kann, dass in einem Eimer genau ein
Liter Wasser enthalten ist.

Aufgabe 20.8. *

Es stehen zwei Eimer ohne Markierungen zur Verjung, ferner eine Wasser-
guelle. Der eine Eimer hat ein Fassungsvesgen vona und der andere ein
Fassungsvermgen vonb Litern, wobei a und b teilerfremd seien. Zeige, dass
man allein durch Au wullungen, Ausleerungen und Umsalttungen erreichen
kann, dass in einem Eimer genau ein Liter Wasser enthaltert.is

Aufgabe 20.9. *

Zeige, dass es zu ganzen Zahldnn mit d > 0 eindeutig bestimmte ganze
Zahleng;rmit0 r<d und mit

n=dg+r
gibt.

Aufgabe 20.10. Es seienn;d positive Zahlen und es sei
n=qd+r

mit g2 N und r zwischen O undd 1. Wie erhalt man daraus die Division
mit Rest von n durch d?

Aufgabe 20.11. *

Zeige, dass es zu ganzen Zahldnn mit d > 0 eindeutig bestimmte ganze
Zahlenk;s mit
n=kd+s
und mit
d_g d
2 2
gibt.

Aufgabe 20.12. Zeige, dassefr zwei ganze Zahlera;b 2 Z die folgenden
Beziehungemaquivalent sind.

(1) ateilt b(alsoajb).

(2) b2 Za.
(3) zb Za
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Aufgabe 20.13. Beweise das folgend&ntergruppenkriterium. Eine nicht-
leere TeilmengeH G einer GruppeG ist genau dann eine Untergruppe,
wenn gilt:

fur alleg;h2 H istgh 12 H:

Aufgabe 20.14. Es seiG eine Gruppe und es seied; und H, Untergruppen
von G. Zeige, dass der Durchschnitt

Hi\ H;
ebenfalls eine Untergruppe voi® ist.

Aufgabe 20.15. Es seien (beliebige viele) gemalte Pfeile demhge 7 und
der Lange 12 gegeben. Wie muss man die Pfeile hintereinanderte@¢@obei
immer ein Pfeilende an der Pfeilspitze des Vosggerpfeils anliegt), damit
insgesamt ein Gesamtpfeil derénge 1 entsteht?

Aufgabe 20.16. *

Auf einer Baustelle gibt es eine gro e Waage mit zwei Schalemd (beliebig
viele) Gewichte der Schwere 12 bzw. 50 Kilogramm.

(1) Erlautere, wie man damit sechs Kilogramm Sand abwiegen kann.
(2) Bestimme, welche Massen man damit abwiegen kann.

Aufgabe 20.17. Auf den ganzen ZahlerZ lebe eine Kolonie von Féhen,
und jeder Flohsprung geht éinf Einheiten weit (in beide Richtungen). Wie
viele Flohpopulationen gibt es? Wie kann man einfach charsgisieren, ob
zwei Flehe zur gleichen Population gedren oder nicht?

Aufgabe 20.18. Bestimme inZ mit Hilfe des euklidischen Algorithmus den
gre ten gemeinsamen Teiler von 5439 und 3871.

Aufgabe 20.19. Bestimme inZ mit Hilfe des euklidischen Algorithmus den
gre ten gemeinsamen Teiler von 2956 und 2444.

Aufgabe 20.20. *

Bestimme inZ mit Hilfe des euklidischen Algorithmus den go ten gemein-
samen Teiler von 1085 und 806 und schreibe die beiden Zahlén\Aelfache
des g® ten gemeinsamen Teilers.
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Aufgabe 20.21. Es seip 6 2;5 eine Primzahl. Zeige, dass es eine mgiche
Zahl der Form (im Dezimalsystem)
111:::111
gibt, die ein Vielfaches vorp ist.

Aufgabe 20.22. Kaninchen werden bekanntlich immer zur Monatsmitte
geboren, die Tragzeit betgt einen Monat und die Geschlechtsreife erreichen
sie im Alter von zwei Monaten. Jeder Wurf besteht aus genau @m Paar,
und alle leben ewig.

Wir starten im Monat 1 mit einem Paar, das einen Monat alt ist.Es seif
die Anzahl der Kaninchenpaare inn-ten Monat, alsof; = 1, f, = 1. Beweise
durch Induktion die Rekursionsformel

freo = oo + fio

Diese Zahlfolge nennt man die Folge défibonacci-Zahlen Wie viele derf ,
Paare sind imn-ten Monat reproduktions&hig?

Die Fibonacci-Zahlen sind somit 11; 2; 3;5;8;13,21:34; : : :

Aufgabe 20.23. Wende auf zwei aufeinander folgende Fibonacci-Zahlen den
euklidischen Algorithmus an. Welche Gesetzenigkeit tritt auf?
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Aufgabe 20.24. *

Beweise durch Induktion dieSimpson-Formeloder Simpson-ldentiat fer die
Fibonacci-Zahlenf . Sie besagt @irn 2)

fn+1fn 1 fr? :( l)n:

20.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 20.25. (2 Punkte)

Bestimme inZ mit Hilfe des euklidischen Algorithmus den g ten gemein-
samen Teiler von 1983 und 1528.

Aufgabe 20.26. (4 Punkte)

Bestimme den ge ten gemeinsamen Teiler von 4192431 und 3553, sowie
eine Darstellung desselben als eine Linearkombination dgrgebenen Zahlen.

Aufgabe 20.27. (2 Punkte)

H = fnia; + nya, + + na jnj 2 Zg

eine Untergruppe vonZ ist.

Aufgabe 20.28. (5 Punkte)
Es seiena; bteilerfremde natrliche Zahlen. Zeige, dass jede naliche Zahl
n ab
eine Darstellung
n=xa+yb
mit x;y 2 N besitzt.

Aufgabe 20.29. (4 Punkte)

Alle Flohe leben auf einem unendlichen Zentimeter-Band. Ein Flolemnchen
springt bei jedem Sprung 78 cm und die deutlich laftigeren Flohweibchen
springen mit jedem Sprung 126 cm. Die Flohemnchen Florian, Fbhchen
und Carlo sitzen in den Positionen 12355 und 49. Die Flohweibchen
Flora und Florentina sitzen in Position 17 bzw. 109. Welche IBhe knnen
sich tre en?
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Aufgabe 20.30. (6 Punkte)

Wir betrachten eine digitale Uhr, die 24 Stunden, 60 Minuten nd 60 Se-
kunden anzeigt. Zur Karnevalszeitduft sie aber nicht in Sekundenschritten,
sondern addiert, ausgehend von der Nullstellung, in jedemafschritt immer
11 Stunden, 11 Minuten und 11 Sekunden dazu. Wird bei diesealdweise
jede megliche digitale Anzeige erreicht? Nach wie vielen Schrittekehrt zum
ersten Mal die Nullstellung zusick?

21. Vorlesung - Primfaktorzerlegung

Da der Wurf ziemlich gro war, und Vorli als letzte geboren wurde, bekam sie
wenig Milch ab. Die prallen Zitzen waren immer schon von den @schwistern
besetzt. Eine Zeitlang stand es kritisch um sie und sie musetvon Hand
aufgezogen werden.

21.1. Kleinstes gemeinsames Vielfaches und gr e ter gemeinsamer
Teiler.

Zu einer ganzen Zahéa bestehtZa aus allen Vielfachen vora. Zu zwei Zahlen

a; bbesteht somit der DurchschnittZa\ Zbaus allen Zahlen, die sowohl von
a als auch vonb Vielfache sind, also aus allen gemeinsamen Vielfachen von
a und b. In der Tat gilt die folgende Aussage.

Beweis. Nach Aufgabe 20.14 ist der Durchschnitt der UntergruppeBa; wie-
der eine Untergruppe vorZ. Nach Satz 20.4 gibt es ein eindeutig bestimmtes
c Omit

Zag\ i\ Zax = Zc:
WegenZc Za; fur allei ist c ein Vielfaches von jedena;, also ein gemein-

Elemente qilt
v  Za\ i\ Zag:
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Die Zahl c besitzt also die Eigenschaft, dass jedes gemeinsame Vi¢léac
der Elemente ein Vielfaches vomr ist. Daher ist ¢ das kleinste gemeinsame
Vielfache.

Korollar 21.2. Es seienay;:::;a ganze Zahlen. Dann ist jedes gemeinsame
Vielfache dieser Zahlen ein Vielfaches des kleinsten gensaimen Vielfachen
der Zahlen.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Lemma 21.1.

Fur ganze Zahlen setzen wird den grten gemeinsamen Teiler und das klein-
ste gemeinsame Vielfache stets positiv an, um Eindeutigkeriu erzielen.
Grundsatzlich hat jeweils das Negative dazu die gleichen Eigensttes.

Lemma 21.3. Fur naturliche Zahlena; b; ggelten folgende Aussagen.
(1) Fur teilerfremde a;bist
kgV (a;b = ab:
(2) Es gibtc;d 2 Z mit
a=c ggT(a;bh undb=d ggT(a;b;

wobeic; d teilerfremd sind.
(3) Es ist

kgV(ga;gh = g kgV (a;b:
(4) Es ist
ggT (a;b kgV(a;b = ab:

Beweis. (1) Zunachst ist naterlich das Produkt abein gemeinsames Viel-
faches vona und b. Es sei alsdf irgendein gemeinsames Vielfaches,
alsof = uaundf = vhb Nach Satz 20.1 gibt es im teilerfremden Fall
Zahlenr;s 2 Z mit ra + sb = 1: Daher ist

f=f 1=1f(ra+sb = fra +fsb = vbra+ uasb= (vr + us)ab

ein Vielfaches vonah

(2) Die Existenz vonc und d ist klar. Hatten c und d einen gemeinsamen
Teiler e 6 1; 1; so ergbe sich sofort der Widerspruch, dase
ggT (a; b ein gre erer gemeinsamer Teiler vora und b ware.

(3) Die rechte Seite ist o enbar ein gemeinsames Vielfachesrvga und
gh Es sein ein Vielfaches der linken Seite, also ein gemeinsames
Vielfaches vonga und gh Dann kann mann = ugaund n = vgb
schreiben. Damit istuga = vgbund somit ist k := ua = vb (bei
g 6 0; bei g = 0 ist die Behauptung direkt klar) ein gemeinsames
Vielfaches vona und b. Also ist n = gk ein Vielfaches der rechten
Seite.
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(4) Wir schreiben unter Verwendung der ersten Teile

ggT (a;b kgV(a;b ggT (a;b kgV(c (99T (a;B);d (99T (a;b))
99T (a;b 99T (a;b kgV(c;d

g9T(a;b ggT(a;b cd

c ggT(a;b d ggT(a;b

ab:

Der Teil (4) der vorstehenden Aussage erlaubt es, das kleiaggemeinsame
Vielfache zu zwei Zahlen algorithmisch dadurch zu bestimmedass man
ihren gre ten gemeinsamen Teiler mit Hilfe des euklidischen Algoritinus

bestimmt und das Produkt der beiden Zahlen durch diesen teil

21.2. Der Hauptsatz der elementaren Zahlentheorie.

Wir mechten nun zur Primfaktorzerlegung, deren Existenz wir beits in Satz
12.9 gezeigt haben, beweisen, dass sie eindeutig ist. iNBth kann man

12=322=232=2 23

schreiben, mit eindeutig ist also eindeutig bis auf die Redinfolge gemeint.
Um dies zu zeigen brauchen wir zthst das sogenannteemma von Euklid
das eine wichtige Eigenschaft einer Primzahl beschreibt.

Satz 21.4. Es seip eine Primzahl undp teile ein Produktabvon naturlichen
Zahlena;b 2 N: Dann teilt p einen der Faktoren.

Beweis. Wir setzen voraus, dass kein Vielfaches vorp ist (andernfalls sind
wir fertig). Dann messen wir zeigen, dasB ein Vielfaches vonp ist. Unter

der gegebenen Voraussetzung siredund p teilerfremd. Nach dem Lemma
von Bezout gibt es ganze Zahlens mit

ra+sp=1
Da abein Vielfaches vorp ist, gibt es eint mit
ab = tp:
Daher ist
b= Db 1= Dbira+ sp) = abr+ bsp= tpr + bsp= p(tr + by:
Also ist b ein Vielfaches vorp.
Aus dem Lemma von Euklid folgt sofort die etwas srkere Aussage: Wenn
eine Primzahlp ein beliebiges Produki a, a, teilt, dann teilt p mindestens
einen Faktor. Man wendet das Lemma einfach aud{a, a, 1) a, an (formal

ist das eine Induktioneber die Anzahl der Faktoren). Dies wird im Beweis
des folgenderHauptsatzes der elementaren Zahlentheonerwendet.
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Satz 21.5. Jede nawrliche Zahln 2 N, n 2, besitzt eine eindeutige Zerle-
gung in Primfaktoren.

D.h. es gibt eine Darstellung

n=mpp o

mit Primzahlen p;, und dabei sind die Primfaktoren bis auf ihre Reihenfolge
eindeutig bestimmt.

Beweis. Die Existenz der Primfaktorzerlegung wurde bereits in Sati2.9
gezeigt. Die Eindeutigkeit wird durch Induktion eber n gezeigt. Fuir n =

2 liegt eine Primzahl vor. Sei nunn 3 und seien zwei Zerlegungen in
Primfaktoren gegeben, sagen wir

n=pP Pp=& G
Wir meussen zeigen, dass nach Umordnung die Primfaktorzerlegunggber-
einstimmen. Die Gleichheit bedeutet insbesondere, das® dtrimzahl p; das
Produkt rechts teilt. Nach Satz 21.3 muss danp; einen der Faktoren rechts
teilen. Nach Umordnung lennen wir annehmen, dasg, von p; geteilt wird.
Da ¢ selbst eine Primzahl ist, folgt, das®; = @ sein muss. Daraus ergibt
sich durch Keirzen, dass

P2 Pr= & G
ist. Nennen wir diese Zahh® Da n® < n ist, kennen wir die Induktionsvor-
aussetzung auh®anwenden und erhalten, dass links und rechts die gleichen
Primzahlen stehen.

In der kanonischen Primfaktorzerlegungchreibt man die beteiligten Prim-
zahlen in aufsteigender Reihenfolge mit ihrem jeweiligenxgonenten, also
beispielsweise

840 =2 35 7

Damit ist insbesondere zu jeder ganzen Zahl 6 0 und jeder Primzahl p
eindeutig bestimmt, obp in der Primfaktorzerlegungeuberhaupt vorkommt
und wenn ja mit welchem Exponenten.

De nition 21.6.  Zu einer ganzen Zahh 6 0 und einer Primzahl p nennt
man den Exponenten, mit demp in der Primfaktorzerlegung vonn vor-
kommt, den p- Exponenten von n. Er wird mit ,(n) bezeichnet.

Statt Exponent spricht man auch von deWielfachheit oder derOrdnung von
p in n. Wenn p in der Primfaktorzerlegung nicht vorkommt, so ist

p(n) = 0:
Die Primfaktorzerlegung einer ganzen Zali 6 0 kann man damit abstrakt
und kompakt als v
n = p p(n)
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schreiben. Da in jeder Primfaktorzerlegung nur endlich vie Primzahlen
wirklich vorkommen, ist dies ein endliches Produkt.
Zu n = 14000 ist die Primfaktorzerlegung gleich
14000 = 2 5° 7
und somit gilt

2(14000) = 4

5(14000) = 3

-(14000) = 1
und

»(14000) = O

fur alle weiteren Primzahlenp.

Lemma 21.7. Es seip eine Primzahl und
p: ZnfOg! N;n7! ,(n);
der zugebrige p-Exponent. Dann gelten folgende Aussagen.
(1) Die Zahl p *»(™ ist die gre te Potenz vonp, die n teilt.
(2) Es st
p(M Nn) = ,(m)+ p(n):
(3) Es ist
p(m+ n) = min( x(m); p(n))
(es seim + n 6 0 vorausgesetzt).

Beweis. Siehe Aufgabe 21.15.

Korollar 21.8. Es seienn und k positive natrrliche Zahlen. Dann wirdn
von k genau dann geteilt, wennefr jede Primzahlp die Beziehung

p(N) p(K)
gilt.
Beweis. (1) ) (2). Aus der Beziehungn = kt folgt in Verbindung mit der
eindeutigen Primfaktorzerlegung, dass die Primfaktorenon k mit minde-
stens ihrer Vielfachheit auch inn vorkommendrussen. (2)) (1). Wenn die

Exponentenbedingung esfllt ist, so ist t =~ p»™ »& eine nawrliche
Zahl mit n = kt:

Aus diesem Kriterium ergibt sich, dass man zu einer gegebengahl, deren
Primfaktorzerlegung vorliegt, einfach alle Teiler angelmekann. Bei

n= e R
sind die (positiven) Teiler genau die Zahlen
PP P mit0  s; ry; 0 sy rpiii 0 s Iy
Davon gibtes ¢, +1)(ro+1)  (r¢ +1) Stueck.
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Korollar 21.9. Es se@nn und m positive natirliche Zahlen mit den Prim-
faktorzerlegungem = = p*™ undm= " p#™. Dann ist

kgV(n’ m) — pmax( p(n); p(m))
und

Y
ggT(n;m) = p™inC (M) p(m) .
p

Beweis. Dies folgt direkt aus Korollar 21.8.

Fur die beiden Zahlerm = 22 32 72 11 undm =22 3% 5 11 ist beispielsweise
der gre te gemeinsame Teiler gleich2 3? 11 und das kleinste gemeinsame
Vielfache gleich 2 3® 5 72 11.

21. Arbeitsblatt

21.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 21.1. Bestimme das kleinste gemeinsame Vielfache von 589 und
837.

21.2. Ybungsaufgaben.

Aufgabe 21.2. *
Bestimme das kleinste gemeinsame Vielfache von 116901 un&6B3.

Gurru springt 8 Meter

Aufgabe 21.3. Das Riesenknguru Gurru und das Zwergknguru Gurinu
leben entlang des australischen Highways, ihr Schlafplatedgt am Beginn des
Highways (0 Meter). Gurru legt bei jedem Sprung 8 Meter zuick, Gurinu
nur 6 Meter. Charakterisiere die Streckenmeter, an deneressich begegnen
kennen.
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Aufgabe 21.4. Es sein eine natirrliche Zahl. Bestimme das kleinste gemein-
same Vielfache vom und n + 1.

Aufgabe 21.5. *
Es seiena; m; n naturliche Zahlen mita  1:

(1) Bestimme ggT@™;a").
(2) Bestimme kgv@™;a").

Aufgabe 21.6. *

Die beiden Fbhe Carlo und Fredo sitzen im Nullpunkt eines beidseitig un-
endlich langen Zentimeterbandes. Carlo kann Sgpnge der Weite 255 und 561
(in Zentimeter) machen, Fredo kann Spinge der Weite 357 und 595 machen.
Auf welchen Zentimeterpositionen &nnen sich die beiden Elhe begegnen?

Aufgabe 21.7. *

Es sein 2. Woran erkennt man am Kleinen Einmaleins inm-System (ohne
die Nuller- und die Zehnerreihe), olm eine Primzahl ist.

Aufgabe 21.8. Es seik 2 eine nawrliche Zahl mit der folgenden Eigen-
schaft: Sobaldk ein Produkt abteilt, teilt k bereits einen Faktor. Zeige, dass
k eine Primzahl ist.

Aufgabe 21.9. Es seip eine Primzahl. Zeige durch Induktion nach, dass
wenn p ein Produkt von n Zahlen teilt, dassp dann schon eine der Zahlen
teilt.

Aufgabe 21.10. Es seiena und b naterliche Zahlen, deren Produktabvon
einer naturlichen Zahl n geteilt werde. Die Zahlem und a seien teilerfremd.
Zeige, dasd von n geteilt wird.

Aufgabe 21.11. Es seienr und s teilerfremde Zahlen. Zeige, dass jede
Leosung &;y) der Gleichung

rx +sy=20
die Gestalt (x;y) = v(s; r) mit einer eindeutig bestimmten Zahlv besitzt.

Aufgabe 21.12. *
Es sein eine ganze Zahl, von der die folgenden Eigenschaften beKasind:



307

(1) nist negativ.

(2) n ist ein Vielfaches von 8, aber nicht von 16.

(3) n ist kein Vielfaches von 36.

(4) n ist ein Vielfaches von 150, aber nicht von 125.

(5) In der Primfaktorzerlegung vonn gibt es keine Primzahl, die go er
als 5 ist.

Was istn?

Aufgabe 21.13. *
Es sein 1 eine natrrliche Zahl.

(1) Bestimme den ge ten gemeinsamen Teiler voni§!))2 und (n 1)!
(n+ 1)

(2) Bestimme das kleinste gemeinsame Vielfache vam)? und (n  1)!
(n+21).

Aufgabe 21.14. *
Bestimme den Exponenten zu 2 von 203264.

Aufgabe 21.15. Es seip eine Primzahl und
p: ZnfOg ! N;n7! ,(n);
der zugelorige p-Exponent. Zeige die folgenden Aussagen.
(1) Die Zahl p »(™ ist die gre te Potenz von p, die n teilt.
(2) Es ist
p(m n) = p(m)+ ,(n):
(3) Es ist
p(M+n) = min( ,(m); ,(n))
(es seim + n 6 0 vorausgesetzt).

Aufgabe 21.16. *

Wir betrachten das kleine Einmaleins als eine Verkpfungstablelle, in der
alle Produktei j mitl ;] 9 stehen. Bestimme die Primfaktorzerlegung
des Produkteseber alle Eintrage in der Tabelle.

Aufgabe 21.17. *

Zu einer positiven nasirlichen Zahln seia, das kleinste gemeinsame Vielfa-
che der Zahlen 12;3;:::;n.

(1) Bestimmea, fur n=1;2;3;4,;5.
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(2) Was ist die kleinste Zahln mit
an = an+?
(3) Was ist die kleinste Zahln mit
8 = @1 = Apa2?

Aufgabe 21.18. Zu einer natirlichen Zahln bezeicheT (n) die Anzahl der
positiven Teiler vonn. Zeige die folgenden Aussagerber T (n).

a) Sein = pi*  p* die Primfaktorzerlegung vonn. Dann ist
T(n) = (ri+1)(rz2+1)  (ne+1):

b) Fur teilerfremde Zahlenn und m gilt T(nm) = T(n)T(m):
c) Bestimme die Anzahl der Teiler von 20!.

Aufgabe 21.19. Finde unter den Zahlen 100 diejenigen Zahlen mit der
maximalen Anzahl an Teilern. Wie gro ist diese Anzahl?

Aufgabe 21.20. *

Finde unter den Zahlen 1000 diejenige Zahl mit der maximalen Anzahl an
Teilern.

Aufgabe 21.21. *

a) Berechne den g ten gemeinsamen Teiler der ganzen Zahlen 2 74 und
2+ 33 51 7.

b) Berechne den go ten gemeinsamen Teiler der ganzen Zahlen 3% 6 7
und 22 3 5%

Aufgabe 21.22. Es seiena; b2 N.. Zeige, dass
a® = i
genau dann gilt, wenn
a=>b
ist oder wenna = 2 und b = 4 ist (oder umgekehrt).

Aufgabe 21.23. Es seiM N. diejenige Teilmenge, die aus allen natli-
chen Zahlen besteht, die bei Division durch 4 den Rest 1 besh, also
M = f1,5;9;13 /17 :::9: Zeige, dass man 441 innerhalb voNl auf zweli
verschiedene Arten in Faktoren zerlegen kann, die M nicht weiter zerleg-
bar sind.
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Aufgabe 21.24. *

Wir betrachten die Menge der nadirlichen Zahlen mit den beiden Verkmp-
fungen

N N! N;(ab7! GgT (a;b
und

N N! N;(a;b7! KgV (a;b:

(1) Zeige, dass der grte gemeinsame Teiler eine kommutative und asso-
ziative Verkneipfung ist, die ein neutrales Element besitzt (der grte
gemeinsame Teiler von 0 und O sei als O festgelegt).

(2) Zeige, dass das kleinste gemeinsame Vielfache eine konatine und
assoziative Verkmpfung ist, die ein neutrales Element besitzt (das
kleinste gemeinsame Vielfache vamund 0 sei als 0 festgelegt).

(3) Zeige, dass mit diesen Verlapfungen (mit dem GgT als Addition)
ein kommutativer Halbring vorliegt.

21.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 21.25. (3 Punkte)
Bestimme das kleinste gemeinsame Vielfache von 3277 und 7005

Aufgabe 21.26. (3 Punkte)

Es seip eine Primzahl. Zeige, dasg den Binomialkoe zienten } fur alle

Aufgabe 21.27. (3 Punkte)

Es seiena, b und r positive naterliche Zahlen. Zeige, dass die Teilbarkeit
a'jb die Teilbarkeit ajb impliziert.

Aufgabe 21.28. (4 (2+1+1) Punkte)
Es seim = 3049200 undn = 7567560

(1) Bestimme die kanonischen Primfaktorzerlegungen van und n.

(2) Bestimme die Primfaktorzerlegung des @rten gemeinsamen Teilers
von m und n.

(3) Bestimme die Primfaktorzerlegung des kleinsten gemsamen Viel-
fachen vonm und n.

Aufgabe 21.29. (6 Punkte)

Finde unter den Zahlen 1000000 diejenige Zahl mit der maximalen Anzahl
an Teilern.
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22. Vorlesung - Proportionalit at und Dreisatz

Zuerst war sie kurz etwas beleidigteber ihre unvorteilhaften Startbedingungen.

22.1. Proportionalit  at.

Hau g hangen zwei variable Go en - hau g mit x undy bezeichnet - in einer
Weise voneinander ab, dass sich die zweite €5 aus der ersten errechnet,
indem man mit einer bestimmten Konstanten multiplizieren mss. Zwischen
den beiden Gp en herrscht ein bestimmtesverhaltnis. Wir besprechen einige
typische Beispiele.

Beispiel 22.1. Der monatlich zu zahlende Strompreis émgt unmittelbar

vom Verbrauch ab. Es gibt einen Grundpreiseir die Kilowattstunde, sagen
wir 20 Cent, und dieser Grundpreis wird mit dem Verbrauch (ggen wir im

Monat) multipliziert und ergibt dann den Gesamtstrompreis Wenn man 1000
Kilowattstunden verbraucht hat, so muss man

1000 20 Cent = 20000 Cent = 200 Euro

zahlen, wenn man nur die IHdifte, also 500 Kilowattstunden verbraucht hat,
SO muss man auch nur die &lfte zahlen, gema

500 20Cent = 10000 Cent = 100 Euro

Beispiel 22.2. Ein Fahrradfahrer fahrt mit einer Geschwindigkeit von 15
Stundenkilometer durch die Gegend. Nach De nition von Stunehkilometer
legt er also in der Stunde 15 Kilometer zwrck. In zwei Stunden legt er somit

2 15 =30

Kilometer zureck, in drei Stunden 45 Kilometer, in vier Stunden 60 Kilome-
ter. Man kann naterlich auch mberlegen, wie viele Kilometer er in kleineren
Zeitabschnitten zuricklegt. Beispielsweise legt er in einer halben Stundgs/
Kilometer®® zuruck, in 20 Minuten 5 Kilometer und so weiter.

In den Beispielen gibt es eine einfache Formel, die aus desten Gre e
(Stromverbrauch, gefahrene Zeit) die zweite @re (Stromkosten, gefahrene

%6In dieser Darstellung ist das bereits eine rationale Zahl, w&s wir ja erst einfhren
wollen. In Metern gerechnet steht hier einfach 7500.
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Strecke) ausrechnet. Die Formel lautet
y = 20x

bzw.

y = 15x:
Dabei ist im Moment nicht wichtig, welche Zahlendr x und y erlaubt sind,
jedenfalls kann man naiirliche Zahlen einsetzen (bald auch rationale Zah-
len). Wichtig ist aber, dass man auf den beiden Seiten der Foeln stets
mit den gleichen Einheiten rechnen muss. In der ersten Gleiong muss der
Stromverbrauch x in Kilowattstunden eingegeben werden und man esitt
den Gesamtpreig/ in Cent (wenn man mit Euro arbeiten nechte, muss man
die 20 durch Q2 ersetzen), in der zweiten Gleichung muss die Zeitdauwer
in Stunden und die Streckey in Kilometern angegeben werden. Wenn ei-
ne Zeitangabe nicht in Stunden angegeben ist, so muss manseieuerst in
Stunden umrechnen, bevor man die Formel benutzen darf. Diésfert uns
weitere wichtige Beispielesfr einen solchen Zusammenhang.

Beispiel 22.3. Ein Tag besteht bekanntlich aus 24 Stunden, eine Stunde aus
60 Minuten, eine Minute aus 60 Sekunden. Manchmaleuhte man, beispiels-
weise, um verschiedene Angaben besser miteinander vergleiczu lennen,
eine Angabe in einer Einheit in eine andere Einheit umrechneRer die Um-
rechnung einer Zeitangabe in Stunden in eine Zeitangabe initen muss
man einfach die Stundenanzahl mit 60 multiplizieren. Es lgg also die Be-
Ziehung

y = 60x
vor, wobei x die Zeit in Stunden undy die gleiche Zeit in Minuten angibt.
Diesen Sachverhalt kann man sich auch durch eine Wertetaleelsichtbar
machen.

Stunden | 1 | 2 3 4 5
Minuten | 60| 120| 180| 240| 300

Die Beziehung zwischen der Zeit in Tagen und in Stunden wirducch die
Formel

y = 24X
ausgedeickt, wobei jetzt x die Anzahl der Tage undy die Anzahl der Stunden
ist.

Tage 1, 2(3|4] 5
Stunden | 24| 48| 72|96| 120

Wenn man die beiden Umrechnungen als unabhgig voneinander betrach-
tet, so ist es unproblematisch, hier wieder mit den Variabfex und y zu
arbeiten, es handelt sich dann um einen neuen Kontext. Wennam aller-
dings gleichzeitig mit Tagen, Stunden und Minuten arbeitemechte, so ist



312

es sehr gethrlich, mit x einmal die Stunden und einmal die Tage und mit
y einmal die Minuten und einmal die Stunden zu bezeichnen, urtie Stun-
den einmal mit x und einmal mit y zu bezeichnen. Um dies zu vermeiden,
schreibt man die zweite Formel mit neuen Variablen beispieise als

Vv = 24z:

Hau g sind auch suggestive Variablensymbole hilfreich. Wermant fer Tage,
s fur Stunden undm fer Minuten nimmt, so schreiben sich die Umrechnungs-
formeln als

s = 60m
und

t = 24s:
Solche Bezeichnungsphilosophien sollte man aber auch nietberstrapazie-
ren, wenn man noch Sekunden mitbecksichtigen nechte, ist dass wegen
Stunden schon besetzt.

Beispiel 22.4. Hau g unterscheiden sich physikalische Einheiten um eine
Zehnerpotenz. So gibt es Meter, Zentimeter, Millimeter, Kometer oder Ton-
ne, Kilogramm, Gramm, Milligramm (Zentner). In diesem Fallist die Um-
rechnungsformel besonders einfach, beispielsweise gilt

y = 100x;

wobeix die Strecke in Meter undy die Strecke in Zentimeter ist. Bei der rech-
nerischen Durchéihrung muss man dann nur eine gewisse Anzahl an Nullen
anhangen oder weglassen.

Eine sinnvolle Probe fur eine solche Umrechnungsformel esitt man, wenn
man fur x den Wert 1 einsetzt.

Beispiel 22.5. Proportionale Zusammenknge treten fau g bei geometri-
schen Figuren auf. Beispielsweise besteht zwischen dem Rackines Kreises
und seinem Umfang der proportionale Zusammenhang

U=2r,
zwischen dem Umfang eines Quadrats und seiner Seisarge gilt
U = 4s;

zwischen der he und der Grundseite in einem gleichseitigen Dreieck belst
die Beziehung

p_

h = —35'

5 S
Beispiel 22.6. Ein wichtiger geometrischer Ursprungeir konstante Verhalt-
nisse liefern die Strahleretze bzw. ehnliche Dreiecke. Man hat zwei durch
einen Punkt A gehende Geraden und zwei parallele Geraden gegeben, die
nicht durch den Punkt verlaufen. Dann bestehen zwischen eprechenden
Seitenkngen in den entstehenden Dreiecken konstante Vettnisse. Im Bild
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verhalt sich beispielsweise die StreckBC zur StreckeBA wie die Strecke
DE zur StreckeDA. Wenn man als variable Ge e x den Abstand vonB zu
A und als Gm e y die Streckentinge der durchB verlaufenden Dreiecksseite,
die zur StreckeDE parallel ist, denkt, so liegt zwischen diesen ®ren ein
konstantes Verlaltnis vor.

Beispiel 22.7. In der Musik entsprechen die ®ne den Schwingungen bzw.
Frequenzen. In einer Tonleiter bestehen zwischen den vérigtienen Tonen
gewisse erlaubte, wohlklingende Vesfinisse. Die Bezeichnungen daf ori-
entieren sich an der Reihenfolge in einer Tonleiter. Eine @we entspricht
dem Frequenzverhltnis 2 : 1 (das ist der,gleiche\, aber lohere Ton), eine
Quinte entspricht beispielsweise dem Frequenzvealnis 3 : 2. Als Beispiel
geben wir die Verhltnisse in C-Dur, das Verhaltnis bezieht sich immer auf
den Grundton C. Die Verhaltnisse und die relativen Namen wie Gro e Se-
kunde sind in jeder Dur-Tonart gleich, die Buchstabenbezginungen und die
anzuschlagenden Tastemndern sich®’

| [ Verhaltnis | Verhaltnisname| Ton in C-Dur |

Prime
Gro e Sekunde
Gro e Terz
Quarte
Quinte
Gro e Sexte
Gro e Septime
Oktave

OI>»ommoo

= IN0 | ol TP [ e LN [ UTeo <= T H

67Fwr die gleichstu ge Stimmung des Klaviers, bei der irrationale Schwingungsverhlt-
nisse auftreten, siehe Beispiel ..
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De nition 22.8.  Wenn zwischen zwei Gs en x undy (die in N, in Z, in Q,
in R oder einem beliebigen kommutativen Ring variieren), ein Zammen-
hang der Form

y = cX

mit einer festen Zahlc besteht, so spricht man von einerproportionalen Zu-
sammenhangzwischen den beiden Gren und man sagt, dasg proportional
zu x ist. Die Zahl ¢, die den Umrechnungsfaktor zwischen den beiden &en
darstellt, heit Proportionalit atskonstante

Statt proportional spricht man auch von eineminearen Zusammenhangder
man sagt, dass zwischen den &en ein konstantesVerhaltnis besteht. Da
man bei einem proportionalen Zusammenhang zu jedemden Wert

y = cX

berechnen kann, liegt insbesondere eine Abbildung vor, dimem x-Wert
den y-Wert zuordnet. Man spricht von einerlinearen Abbildung oder einer
linearen Funktion und schreibt auch

y =" = cx

Wenn man den Graphen eines proportionalen Zusammenhangesgiszhen
zwei Gre en zeichnet, so ergibt sich eine Gerade durch den NullpunkbDie
Proportionalitatskonstante schigt sich in der Steigungder Geraden nieder.
Der Proportionalitatsfaktor ¢ = 0 und auch negative Proportionalimtsfak-
toren sind erlaubt. Bei

c=1

sind die Rechnungen besonders einfach, wie wenn ein Huhn (fem) ein Ei
legt.
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Wir fassen die einfachen Eigenschaften eines proportio@alZusammenhangs
in dem folgenden Lemma zusammen.

Lemma 22.9. Es sei ein proportionaler Zusammenhang
y = ¢X

zwischen den beiden @ren x und y gegeben. Dann gelten folgende Eigen-
schaften.

(1) Es st

"(0) = 0:
(2) Es ist

") = c:

(3) Wenn man die G® e x um einen bestimmten Wertx, erheht, so
erhoht sich die G®e y um einen bestimmten Wertyy, der un-
abhangig vonx ist.

(4) Wenn man die G®e x um einen bestimmten Faktor vervielfacht
(verdoppelt, verdreifacht, verzehnfacht), so vervielfat (verdoppelt,
verdreifacht, verzehnfacht) sich die Gre y um den gleichen Faktor.

Beweis. (1) Ist klar nach Lemma 9.2 (1) #ir den GrundbereichN bzw.
nach Lemma 19.4 (1) dr einen beliebigen kommutativen Ring.
(2) Ist klar wegen

cl=c
(3) Nach dem Distributivgesetz ist
c(X + Xg) = CX+ CXo:

Die Di erenz zwischen dem Ausgangswert und dem eshten Wert
ist somit

C(X+ Xg) CX = CX+ CXp CX = CXo;
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und dies ist unablangig vonx.
(4) Die Vervielfachung werde durch den Faktoa ausgedeckt. Dann ist
der Wert an der Stelleax gleich

"(ax) = c(ax) = acx = a' (x);

wie aus dem Assoziativgesetz und dem Kommutativgesetz der Mu
tiplikation folgt.

Da der Proportionalitatsfaktor die gesamte Proportionaliat bestimmt, lasst
sich nach (2) die gesamte Proportionakt aus dem Wert an der Stelle der
Einheit 1 ablesen. (3) bedeutet beispielsweise, dass wennndeNgolo und
Mustafa Meller jeweils die gleiche Menge mehr Strom verbrauchen wi i
Vormonat (weil sie sich den gleichen Rasersher gekauft haben und gleich
oft Rasen nahen und ansonsten alles beim Alten bleibt), dass dann ihre
jeweilige Stromrechnung um den gleichen Betrag steigt, ublaangig davon,
wie viel sie im Vormonat gezahlt haben.

Bemerkung 22.10. Hau g besteht zwischen Ge en ein proportionaler Zu-
sammenhang, der nicht durch eine Konstante des Zahlenbetes gegeben
ist, sondern dadurch, dass der Wert an einer bestimmten Skelfestgelegt
ist, wie wenn der Preis éir drei Apfel als zwei Euro angegeben wird und
nur die ganzen Zahlen zur Vesfgung stehen. Ein solches Zahlenpaar legt
dann einen (unvollsandigen) proportionalen Zusammenhang nuef Vielfa-
che dieser Zahlenpaare (uncuf Paare, die sich durch Division durch einen
gemeinsamen Teiler ergeben) fest. Die Eigenschaften ausnbea 22.9 (3,4)
gelten auch in dieser Situation entsprechend.

22.2. Dreisatz.

Unter Dreisatz versteht man Aufgaben, bei denen es sich um &en han-
delt, zwischen denen eine Proportionakt vorliegt, wobei man aber oft den
Proportionalitatsfaktor noch gar nicht kennt. Es gibt im Wesentlichen die
folgenden Aufgabentypen und Mischformen davon.

(1) Der Zusammenhang
y = CX
ist vorgegeben, d.h. die Zaht ist bekannt und es geht darum, zu

einem oder mehrerex den zuge®rigen Wert vony zu bestimmen.
(2) Der Zusammenhang

y = CX
ist vorgegeben, d.h. die Zaht ist bekannt und es geht darum, zu

einem (oder mehreren) Funktionsweryy den Ausgangswertdr x zu
bestimmen.



317

(3) Es ist zwar klar, dass zwischer und y ein proportionaler Zusammen-
hang besteht, es ist aber nicht klar, wie der Proportionalétsfaktor
aussieht. Typischerweise ist ein bestimmtes, mit dem zugelerigen
Wert y, gegeben und es wird das gesucht, das den linearen Zusam-
menhang beschreibt, also dasmit

Yo = CXp:

(4) Esist zwar klar, dass zwischer undy ein proportionaler Zusammen-
hang besteht, es ist aber nicht klar, wie der Proportionalétsfaktor
aussieht. Es ist ein bestimmtes, mit dem zugetorigen Wert y, ge-
geben und es wird der Wert zu einem weiterexy gesucht (oder der
Ausgangswert zu einem weitereg,).

Die Formulierung in (4) ist eine Mischung aus (3) mit (1) bzwmit (2). Aller-
dings kann man oft auch (4) direkt bsen, ohne den Proportionalsétsfaktor
¢ auszurechnen. Die Bezeichnung Dreis&¥zrehrt von der Situation in (4)
her, wo die Beziehung

betrachtet wird (unabhangig davon, ob man dag mit anfehrt) und wo die
drei Zahlen Xq; Yo; X1 (bzw. Xq;VYo; Y1) vorgegeben sind und man die vierte
Zahl y; (bzw. x;) bestimmen soll. Wir betrachten einige typische Beispiele

Beispiel 22.11. Aufgabe: Mustafa Meller fahrt mit seinem Fahrrad zu sei-
ner Oma, die sechs Kilometer entfernt lebt, er braucht dazure halbe Stun-
de. Wie viele Minuten braucht er zu seinem Freund Heinz Ngologd einen
Kilometer von ihm entfernt wohnt.

Das ist Typ (4) vom Dreisatz mit der zuatzlichen Schwierigkeit, dass die
Zeitangaben sich auf unterschiedliche Einheitenamlich Stunden und Minu-
ten beziehen. Man kann beispielsweise seine Fahrgeschvgkeit ausrechnen,
es ergibt sich, da er in einer halben Stunde sechs Kilometerscklegt, dass
er in einer Stunde zwlf Kilometer zureicklegt. Er fahrt also zwelf Stundenki-
lometer, der Proportionalitatsfaktor (nach dem nicht gefragt wurde) ist also
12. Wir fragen uns nun nach der Zeit, die er barigt, um einen Kilometer
zuruckzulegen. Da erdr 12 Kilometer 60 Minuten braucht, bemtigt er fur
einen Kilometer den zwlften Anteil einer Stunde, also 6612 =5 Minuten.

Bemerkung 22.12. Zwischen zwei Ge en kennen unterschiedliche Pro-
portionalitaten bestehen, beispielsweise kostet d&bernachtung 60 Euro
pro Urlaubstag, das Feihsteck 8 Euro pro Urlaubstag und der Strandkorb
5 Euro pro Tag. In diesem Fall ist es sinnvoll, die einzelnenr&portiona-
lit atskonstanten miteinander zu addieren, um eine Gesamtprogionalit at
zu erhalten, die die Gesamtkosten pro Tag wiedergibt. Wenrmch die beiden

687ur Grundbedeutung von Dreisatz gibt es verschiedene Intgrretationen.
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Proportionalitaten nicht auf die gleiche Grundeinheit wie hier ein Tag be-
ziehen, so muss man zuerst einen gemeinsamen Bezugspunkiem um die
beiden Proportionalitaten addieren zu nnen.

Bemerkung 22.13. Wenn drei Gre en X;y;z gegeben sind und zwischen
den beiden ersten eine Proportionalt und zwischen den beiden letzten
Gre en eine Proportionalitat besteht, so besteht auch eine Proportionahit
zwischen der ersten und der letzten @re. Die neue Proportionalimtskon-
stante ist dabei das Produkt der beiden Proportionalétskonstanten. Wenn
namlichz = cyundy = dx vorliegt, so ist

z = cy= c(dx) = (cdx:

Eine solche Situation liegt zwischen Tagen, Stunden, Mineh vor. Oder wenn
man pro Tag 10 Schokoriegel isst und ein Schokoriegel 60 Ckostet, so sind
die Schokoriegelkosten pro Tag gleich 6 Euro.

Wir betrachten eine Gleichung der Form
b= az

mit xierten ganzen Zahlena; b 2 Z und der unbekannten Zahk. Diese Glei-
chung besitzt innerhalb der ganzen Zahlen genau dann einesung, wenna
ein Teiler vonbist. Dies ist eine unmittelbare Umformulierung der Teilerbe
ziehung. Wenn dies der Fall ist, unch 6 O ist, so ist die eindeutig bestimmte
Leosungz gleich dem ganzzahligen Quotientebh=a Eine solche Gleichung ist
aber, wie die obigen Beispiele zeigen, auch sinnvoll, weakein Teiler von b
ist. Beispielsweise kann maApfel verkaufen und dabei dreiApfel zum Preis
von zwei Euro anbieten. Dann ist klar, dass sechSpfel vier Euro kosten
u.s.w. Es liegt auch hier eine Proportionaliit vor, es ksst sich aber kein
Proportionalit atsfakor innerhalb der naerlichen Zahlen angeben. Der Preis
fur einen Apfel ist keine natrrliche Zahl, aber dasverhaltnis zwischen Preis
zu Apfelanzahl ist konstant. So wie die asbarkeit der allgemeinen Di erenz-
gleichung

b= a+z

Ausgangspunkt und Motivation zur Einkihrung der ganzen Zahlen war, ist
die Lesbarkeit der allgemeinen Proportional#tsgleichung

b= az

(mit a 6 0) Ausgangspunkt und Motivation zur Einfuhrung der rationalen
Zahlen. Wir mechten also sinnvolle Zahlerb=amit der charakteristischen
Eigenschaft haben, dass sie mia multipliziert die Zahl b ergeben. Daa
ganzzahlig ist, sagen wir auf\., kann man diese Multiplikation auf diea-
fache Addition von b=amit sich selbst zumckfehren. Wir suchen also eine
Strecke, die, wenn man sia-mal hintereinander hinlegt, die Strecké ergibt.
en
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Bemerkung 22.14. Hau g liegt auch zwischen zwei Go en ein Zusammen-
hang der Form

y = cx+d
vor, beispielsweise, wenn eine vom Verbrauch unabigige Grundgekhr d
zu zahlen ist. Man spricht dann von einer n-linearen Abbildung.

22. Arbeitsblatt

22.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 22.1. Um die Erde wird entlang desAquators ein Band gelegt. Das
Band ist jedoch einen Meter zu lang, so dass es ringsherumigiena ig an-
gehoben wird, um stra zu werden. Welche der folgenden Lebesen lennen
drunter durch laufen/schwimmen/ iegen/tanzen?

(1) Eine Amebe.

(2) Eine Ameise.

(3) Eine Meise.

(4) Eine Flunder.

(5) Eine Boa constrictor.

(6) Ein Meerschweinchen.

(7) Eine Boa constrictor, die ein Meerschweinchen versclekt hat.
(8) Ein sehr guter Limbotanzer.

22.2. Ybungsaufgaben.

Aufgabe 22.2. Eine Unze Gold kostet 110@ .
a) Wie viel kosten sieben Unzen Gold?
b) Wie viel Gold bekommt man #ir 10000e ?

Aufgabe 22.3. Von einer Brotsorte kostet ein Laib mit 750 Gramm 3.
a) Wie viel kostet ein Laib mit 1000 Gramm?
b) Wie viel Brot bekommt man fur 10 e ?

Aufgabe 22.4. Lucy Sonnenscheinghrt mit ihrem Fahrrad 10 Meter pro
Sekunde.

a) Wie viele Kilometer ®mhrt sie pro Stunde?
b) Wie lange braucht sie éir 100 Kilometer?

Aufgabe 22.5. Ein Huhn legt pro Tag ein Ei.
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(1) Wie viele Eier legt ein Huhn in einer Woche?

(2) Wie viele Eier legen 12 khner an einem Tag?

(3) Wie viele Eier legen 8 Hhner in 7 Tagen? Ist dies eine Dreisatzauf-
gabe?

Aufgabe 22.6. In einem Mikroliter menschlichen Blutes be nden sich ca.
5000000 Erythrozyten. Wie viele Erythrozyten be nden sichn einem Ku-
bikkilometer Blut?

Aufgabe 22.7. *

Heidi Gonzales beschlie t, sich eine Woche lang ausschliel von Heidelbee-
ren zu errahren, und ihre Nahrungszufuhr gleichmig eber ihre Wachzeit
(16 Stunden pro Tag) zu verteilen. lhr &glicher Kalorienbedarf liegt bei 2000
kcal und 100 Gramm Heidelbeeren enthalten 42 kcal. Eine mitle Heidel-
beere wiegt 15 Gramm. In welchem Abstand muss sie sich eine Heidelbeere
einwerfen?

Aufgabe 22.8. Interpretiere die folgenden physikalischen Gesetze alsdare
Abbildungen von R nach R. Was sind die messbaren @ren, was ist der
Proportionalit atsfaktor und wodurch ist dieser festgelegt?

(1) Die zuruckgelegte Strecke ist Geschwindigkeit mal Zeit.
(2) Masse ist Volumen mal Dichte.

(3) Energie ist Masse mal Brennwert.

(4) Kraft ist Masse mal Beschleunigung.

(5) Energie ist Kraft mal Weg.

(6) Energie ist Leistung mal Zeit.

(7) Spannung ist Widerstand mal Stromsarke.

(8) Ladung ist Stromstarke mal Zeit.

Aufgabe 22.9. Funf Spaziergnger laufen eine Strecke in 35 Minuten ab.
Am nachsten Tag laufen 7 Spazieemger die gleiche Strecke in gleichem Tem-
po. Wie lange brauchen sie?

Aufgabe 22.10. *

Ein Zug ist 500 Meter lang (ohne Lokomotive) und bewegt sichitil80 Stun-
denkilometer. Lucy Sonnenschein hat ihr Fahrrad mit in den@g genommen
und fahrt mit einer Geschwindigkeit von 20 Metern pro Sekunde voganz
hinten nach ganz vorne.

(1) Wie viele Sekunden beetigt Lucy fur die gesamte Zuginge?



321

(2) Welche Geschwindigkeit (in Meter pro Sekunde) hat Lucy ézogen
auf die Umgebung?

(3) Welche Entfernung (in Meter) legt der Zug vahrend der Fahrradfahrt
zureick?

(4) Berechne auf zwei verschiedene Arten, welche Entfernurigicy
wahrend ihrer Fahrradfahrt bezogen auf die Umgebung aucklegt.

Aufgabe 22.11. Erfahrungsgena essen bei einem Kindergeburtstag sie-
ben Kinder je zwei Kuchen. Skizziere den Kuchenanteil, demneKind isst.
Wie viele Kuchen braucht man mindestenst zwanzig Kinder, wie viel Ku-
chen bleibtebrig? Wie viele Kinder kann man mit sieben Kuchen échstens
versorgen, wie viel Kuchen bleibsibrig?

Aufgabe 22.12. Fur welchec 2 Z ist die lineare Abbildung
Z!' Z;xT7! cx;

injektiv bzw. surjektiv?

Aufgabe 22.13. Ein Birnenverkaufer verkauft 1221 Birnen ér 1067 Euro.
Beschreibe dieses Angebot durch die kleinsaglichen ganzen Zahlen.

Aufgabe 22.14. *

Ein Apfelverkaufer verkauft 2893Apfel fur 3127 Euro. Ein zweiter Apfel-
verkaufer verkauft 3417Apfel fur 3693 Euro. Welches Angebot istenstiger?

Aufgabe 22.15. Es sei ein proportionaler Zusammenhang
y = CX

durch einen Graphen, also eine Gerade durch den Nullpunkt, ggben. Wie
lost man geometrisch die Dreisatzaufgabe zu einem gegebererwie zu
einem gegebenep?
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Aufgabe 22.16. Ein proportionaler Zusammenhang sei dadurch gegeben,
dass an der Stelley der Wert yo herauskommen soll. Wie erstellt man daraus
den Graphen des gesuchten Zusammenhangs?

Aufgabe 22.17. Es sei ein proportionaler Zusammenhang dadurch gegeben,
dass

‘(@ =D
mit ganzen Zahlena; bist. Dieser Zusammenhang wird in der Ebene durch
den Graphen, mmlich eine Gerade durch den Nullpunkt, visualisiert, die an
der Stellea den Wert b besitzt. Wie bestimmt man das ganzzahlige Paar
(a% ) auf dem Graphen, @r das a° positiv und minimal ist? Wie lautet die
Antwort feur a = 45 und b = 108?

Aufgabe 22.18. Zerlege geometrisch die angegebene Streckeeinffgleich-
lange Teile.

22.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 22.19. (3 (1+1+1) Punkte)

Eine zu asphaltierende Stra e ist sieben Meter breit. Die Aspaltierung eines
Quadratmeters kostet 5000 Euro.

(1) Erstelle eine Formel, die die Asphaltierungskostenuf die Stra e pro
Meter angibt.
(2) Bestimme die Kosten @r die Aspaltierung von 100 Metern der Stra e.
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(3) Der Stadtrat bewilligt eine Million Euro fur die Stra e. Wie viele volle
Meter der Stra e kann man damit asphaltieren?

Aufgabe 22.20. (2 Punkte)

Frau Maier-Sengupta plant eine Schullandheimfahrtefr ihre Klasse. Es ist
noch nicht klar, wie viele Kinder genau mitdirfen. Als Fahrtkosten #r ein

Kind fallen 50 Euro an, #r die Unterbringung 80 Euro pro Kind und #ir die

Verp egung 120 Euro pro Kind. Der Elternbeirat unterswitzt jedes Kind mit

30 Euro, aus Landesmitteln stehen weitere 20 Euro pro Kind e¥erfegung.
Wie hoch sind die Kosten éir den Aufenthalt pro Kind? Wie hoch sind die
Gesamtkosten, wenn 20 Kinder mitkommen, wie hoch, wenn 25riier mit-

kommen?

Aufgabe 22.21. (5 (1+1+1+2) Punkte)

Ein Zug ist 600 Meter lang (ohne Lokomotive) und bewegt sichitr240 Stun-
denkilometer. Lucy Sonnenschein hat ihr Fahrrad mit in denug genommen
und fahrt mit einer Geschwindigkeit von 15 Metern pro Sekunde voganz
hinten nach ganz vorne.

(1) Wie viele Sekunden beetigt Lucy fer die gesamte Zuginge?

(2) Welche Geschwindigkeit (in Meter pro Sekunde) hat Lucy ézogen
auf die Umgebung?

(3) Welche Entfernung (in Meter) legt der Zug vahrend der Fahrradfahrt
zureick?

(4) Berechne auf zwei verschiedene Arten, welche Entfernurigicy
wahrend ihrer Fahrradfahrt bezogen auf die Umgebung autcklegt.

Aufgabe 22.22. (3 Punkte)

Ein Apfelverkaufer verkauft 2483Apfel fur 2249 Euro. Beschreibe dieses An-
gebot durch die kleinstnoglichen ganzen Zahlen.

Aufgabe 22.23. (2 Punkte)
Zerlege geometrisch die angegebene Strecke in siebenlgbige Teile.
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23. Vorlesung - Rationale Zahlen

Doch dann hat sie das Beste daraus gemacht. Vermutlich éngt ihre
Zuganglichkeit und Menschenbezogenheit auch mit ihren when Erfahrungen
zusammen.

23.1. Die rationalen Zahlen.

Eine Gleichung der Form

bx = a
mit xierten ganzen Zahlen a; b besitzt innerhalb der ganzen Zahlen im All-
gemeinen keine bsung #r x. Beib = 0 und a 6 O gibt es auch keine
Lesung innerhalb einer sinnvollen Zahlenbereichserweiteg. Beib 6 0 gibt
es hingegen innerhalb der rationalen Zahlen eine eindewiggjosung, ramlich
a.
b
Wir feuhren nun die rationalen Zahlen, ausgehend vaa, ein und zwar zu-
nachst als Menge von Bichen mit einer bestimmten Identi kation. Anschlie-
end de nieren wir eine Addition und eine Multiplikation auf dieser Menge
und weisen, ebenfalls unter Bezug auf die ganzen Zahlen, @eltigkeit der
wichtigsten Rechengesetze nach.

X =

Als eine Motivation fur die folgende Gleichsetzung von unterschiedlichen
Bruchen betrachten wir nochmal die Proportional&t. Zwei ganze Zahlen
r 6 0 und s de nieren einen proportionalen Zusammenhany, der an der
Steller den Wert s besitzt. Er besitzt dann an der Stellenr den Wert ns.
Dieser Zusammenhang besteht unakhgig davon, ob er durch eine ganz-
zahlige Konstantec in der Form ' (x) = c¢x beschrieben werden kann. Ein
proportionaler Zusammenhang ist durch ein einziges von; @ verschiedenes
Zahlenpaar eindeutig festgelegt, er kann durch die Geraddie durch (G, 0)
und (r; s) verlauft, graphisch dargestellt werden, unatbdingig davon, ob der
proportionale Zusammenhang auf ganZ de niert ist oder nicht. Dabei be-
stimmen zwei ganzzahlige Paarer;s) und (r%s% genau dann den gleichen
Zusammenhang (die Steigungen der zugaiigen linearen Graphen stimmen
uberein), wenn sie an der Steller ° wo man die Werte unmittelbar verglei-
chen kann, den gleichen Wert besitzen. Die Werte sind an déezsStelle sr°
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bzw. s%, so dass genau im Fall
r% = rs°

die beiden proportionalen Zusammergnge als gleich zu betrachten sind. Dies
ist eine Grundlage @r die in der folgenden De nition auftretendenberkreuz-
regel

De nition 23.1. Unter einerrationalen Zahl versteht man einen Ausdruck

der Form a

B!
wobeia;b 2 Z und b 6 0 sind, und wobei zwei Ausdecke £ und 5 genau
dann als gleich betrachtet werden, wenad = bc(in Z) gilt. Die Menge aller
rationalen Zahlen wird mit Q bezeichnet.

Einen Ausdruck% nennt man Bruch, wobeia der Zahler und b der Nenner
des Bruches heit. Eine rationale Zahl wird durch verschiezhe Briche be-
schrieben und kann mit unterschiedlichen &hlern und Nennern dargestellt

werden, beispielsweise ist
5 1

10 2
Man sagt auch, dass diese beiden #the gleichwertig sind. feir die rationale

Zahl ¢ schreibt man einfacha. In diesem Sinne sind ganze Zahlen insbeson-
dere auch rationale Zahlen. Insbesondere gibt es die Null 0 %und die Eins
1= %: Es gelten die folgenden Identéiten (dabei seierc;d 6 0; ansonsten
seiena; b;c;d2 Z beliebig).

(1)

ol
I
P

(2)

0olo

®3)

Olo
11
=
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4)

a _ad

c cd
Die Begrindung fur de Richtigkeit dieser Regeln liegt in defberkreuzregel.
Die letzte Regel hei t Erweiterungsregel(wenn man sie von links nach rechts
liest) bzw. Kurzungsregel(wenn man sie von rechts nach links liest). Der
Wert eines Bruches (also die rationale Zahl, die durch den &eh festgelegt
ist) andert sich also nicht, wenn man sowohl denefler als auch den Nenner
mit der gleichen, von 0 verschiedenen ganzen Zahl multipgzt. Wegen

a_a

b b
kann man jede rationale Zahl mit einem positiven Nenner schben. Zwei
Bruche mit einem gemeinsamen Nenner, also von der Fofmund ¢, hei-
en gleichnamig Zwei beliebige Bache £ und $ kann man gleichnamig ma-
chen, indem man sie durch Erweiterung auf einédauptnenner bringt. Eine
Meglichkeit ist, die beidedn Nenner miteinander zu multiplizren und zu den

a

gleichwertigen Brichen ¢ und g—g eiberzugehen. Statt mitbd kann man mit

jedem gemeinsamen Vielfachen der beiden Nenner arbeiten.

De nition 23.2.  Ein Bruch a=bheit gelerzt, wenn a und b teilerfremd
sind.

Zu jeder rationalen Zahl gibt es eine gekzte Darstellung. Wenn man den
Nenner positiv wahlt, ist diese Darstellung sogar eindeutig. Man e#it sie,
indem man in einer beliebigen Darstellung durch den giten gemeinsamen
Teiler des Ahlers und des Nenners dividiert und das Vorzeichen anpasst.

De nition 23.3. Eine rationale Zahl der Form%, n 2 N,, heit Stamm-
bruch

23.2. Rechenoperationen auf den rationalen Zahlen.

Eine mwber Z formulierte Gleichung der Form
bx = a

mit a;b2 Z soll beib 6 0 eine eindeutige losung besitzen, amlich . Um
dies formulieren zu lonnen, mussen wir naerrlich erstmal eine Multiplikation
und eine Addition auf den rationalen Zahlen de nieren. Bei gichnamigen
Nenner addiert man einfach die #&hler, auf diesen Fall kann die allgemeine
De nition zur uckgetihrt werden. Mit diesem Ubergang, endlich viele ratio-
nale Zahlen mit einem gemeinsamen Nenner zu schreiben, kanamhau g
Rechnungen und auch theoretisch®berlegungen vereinfachen.

De nition 23.4.  Die Addition der rationalen Zahlenx = £ undy = 3 ist
durch
ad+ bc

c
+ = =
d bd

ol
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de niert.

Man addiert also zwei rationale Zahlen, indem man die Nennelegchnamig
macht. Diese Operation ist wohlde niert! Was soll das bedé¢en? Es gibt hier
das folgende Problem, das gerngbersehen wird. Die beiden rationalen Zah-
len x undy, die miteinander addiert werden sollen, besitzen unterselliche
Darstellungen als Beriche, beispielsweise ist

(oa_ @
b P
und
_C_CO-
YTdT @

In der De nition der Addition kann man mit einer beliebigen Bruchdar-
stellung arbeiten. Dann ergibt sich einerseits, wenn manweils die erste
Darstellung nimmt, die Summe
ad+ bc

bd

und andererseits, wenn man jeweils die zweite Darstellungmmt, die Summe
atdl+ b?

(o2 LI
Es ist nicht unmittelbar klar, dass hier die gleiche rationke Zahl steht. Wegen
af = abund cd® = M ist aber nach Erweitern mit fd® und Kerzen durch

bd
ad+ bc _ addd®+ bchd®  addbdl+ b  at®+ B
bd bdsd® bdsdle e
so dass das Ergebnis als rationale Zahl wohlde niert ist. Naaer De nition
nimmt man fur den Nenner das Produkt der beiden Nenner. Man kann aber
genauso gut ein beliebiges gemeinsames Vielfaches der meldEnner und die
entsprechende Erweiterung nehmen. Bei gleichem Nenner shesondere

a b a+hb
+

r r r

De nition 23.5.  Die Multiplikation von rationalen Zahlenx = ? undy = 3
ist durch

ac_ac

bd ©bd
de niert.

Auch hier muss man die Wohlde niertheit der Verkrnupfung nachweisen, siehe
Aufgabe 23.21. Mit der Multiplikation kann man einen Bruch agh als

a _ a 1
b " b
schreiben. Bei positivema ist dies diea-fache Summe des Stammbruch%s

mit sich selbst.
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Bemerkung 23.6. Die Addition von rationalen Zahlen kann manelber die
Proportionalitaten begeinden. Es sei ein proportionaler Zusammenharig
durch

"(r) = s
und ein weiterer (gleichskaliger) proportionaler Zusamnmaang durch
(9= <

gegeben. Beispielsweise seien (vergleiche Bemerkung 22dle Ubernach-
tungskosten dadurch beschrieben, dass 7 Tage (unedite) 320 Euro kosten
und die Verp egungskosten dadurch beschrieben, dass 10 €858 Euro
kosten. Wie kann man die beiden Zusammenrhge sinnvoll addieren, also
wie viel kostet®bernachtung und Verp egung zusammen in einem bestimm-
ten Zeitabschnitt? Die beiden Einzelangaben kann man nur da sinnvoll
miteinander verarbeiten, wenn sie sich auf die gleiche Tagazahl beziehen.
Dies kann man erreichen, indem man zum Produkt der beiden Teganzahlen
ebergeht. Die®bernachtungskosten sindefr 70 Tage gleich 32010 = 3200
und die Verp egungskosten sindér 70 Tage gleich 2587 = 1806, die Ge-
samtkosten #r 70 Tage sind also 5006 Euro.

Fur eine entsprechende Interpretation der Multiplikation wn rationalen Zah-
len muss man die Hintereinanderschaltung von proportionaleZusammen-
hangen wie in Bemerkung 22.13 betrachten.

Die Addition und die Multiplikation von rationalen Zahlen erfullen weitere
wichtige algebraische Eigenschaften. Letztlich werdenegie auf die entspre-
chenden Gesetzmigkeiten von Z zureckgewhrt.

Satz 23.7. Die rationalen ZahlenQ erfullen die folgenden Eigenschaften.

(1) Die Addition ist eine kommutative assoziative Verlkepfung mit 0 als
neutralem Element. Zu jedenx 2 Q gibt es einy 2 Q mit

x+y=0:

(2) Die Multiplikation ist eine kommutative assoziative Verkapfung mit
1 als neutralem Element. Zu jedenz 2 Q , z 6 0, gibt es einw 2 Q
mit

z w=1:

(3) Es gilt das Distributivgesetz.

Beweis. (1) Die Kommutativit &t der Addition folgt unmittelbar aus der
De nition und der Kommutativit &t der ganzzahligen Addition und
der ganzzahligen Multiplikation. Zum Nachweis der Assoziafit &t
kennen wir annehmen, dass alle drei beteiligten rationalenadlen

den gleichen Nenner haben. Es sei also
a b

Ly =

X = - 7=
r

r 1

=10
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Dann ist
)+ 7 = a+b L C_ a+b+c_ a+b+c_x+( + 2)
y T o ror ro r B y
Ferner ist
a 0 a 0+ a a
O+ - = —+ — = = —
b b b b b
Zu x = ? betrachtet many = —2: Dann ist
X + —§+_a—a a_Q_
Y 5"~ b " b

Die Kommutativit at und die Assoziativitat der Multiplikation erge-
ben sich unmittelbar aus der De nition und den entsprechereh Ei-
genschaften der ganzzahligen Verlgpfungen. Die 1 = % hat die Ei-
genschaft

1 a_ 1 a_ a
b 1 b b
es ist also das neutrale Element der Multiplikation. Zu eirreratio-

e
nalen Zahlz 6 Oist z = ¥ mit a;b 6 O (also sowohl der &hler
als auch der Nenner sind von 0 verschieden) und daher ist aucérd
umgedrehte Bruch

b
z= —
a
eine rationale Zahl, und es gilt
a b _ab
- —-= —==1:
b a ab
Zum Nachweis des Distributivgesetzes sei
a, b _C.
AT

Damit ist unter Verwendung des Distributivgesetzes der gaen Zah-
len

x (y+2)
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Man nennt -2 die negative rationale Zahlzu £ und man nennt beia;b 6 0
die Zahlg die inverse rationale Zahl(oder denKehrwert) zu 2.

23.3. Kerper.

Wir erfassen die algebraischen Eigenschaften, dwr die rationalen Zahlen
gelten, mit einem eigenen Begri .

De nition 23.8. Ein kommutativer Ring R heit Kerper, wennR 6 0
ist und wenn jedes von 0 verschiedene Element ein multiplikaes Inverses
besitzt.

Ein Kerper ist also insbesondere ein kommutativer Ring. Jede [Eigschaft,
die in einem kommutativen Ring gilt, gilt auch in einem Korper (aber nicht
umgekehrt).

Die beiden wichtigsten Korper sind #ir uns der Kerper der rationalen Zahlen
und der Kerper der reellen Zahlen, der Brper mit zwei Elementen wurde in
Beispiel 11.4 besprochen. Zu einem Elemexit2 K bezeichnet man, wie in
jedem kommutativen Ring, dasjenige Element, das mk addiert die O ergibt,
als das Negative vorx, geschrieben x. Zu einem Elementx 2 K, x 6 0,
bezeichnet man dasjenige Element, das mit multipliziert die 1 ergibt, als
das Inverse vonx (oder denKehrwert von x oder die zux reziproke Zah),
geschrieberx 1. Auch dieses ist eindeutig bestimmit.

Bemerkung 23.9. In einem KerperK wird fer beliebige Elementex;y 2 K
mit y 6 0, die Bruchschreibweise
X

y
verwendet. Es handelt sich also um eine Allkzung fur das Produkt von x
mit dem inversen Element vony. Die Zahl § ist das eindeutig bestimmte
Element, das mity multipliziert das Element x ergibt. Diese Schreibweise
passt mit der Bruchschreibweisesir rationale Zahlen zusammen, da ja

=x y!

a _ab_ab_
b~ b1 b
ist.
Die Berechnung von «
— = X
y y

nennt man Division, wobei x der Dividend und y der Divisor der Division
hei t, das Ergebnis heit Quotient.

Bemerkung 23.10. In einem Kerper K ist wie in jedem kommutativen
Ring die additive Struktur (K; 0; +) eine kommutative Gruppe. Insbesondere
besitzt in jedem Kerper eine Gleichung der Form

a+x=>0
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mit a;b 2 K eine eindeutige bsung, ramlich
b a= b+( a);

wie sich direkt aus Lemma 19.8 ergibt. Daiber hinaus ist zu jedem krperK

die multiplikative Struktur, wenn man die 0 herausnimmt, aso (K nf0Og; ;1)
eine kommutative Gruppe. Dies bedeutet wiederum, dass ei@éeichung der
Form

cx=d
mit c;d 6 O eine eindeutige losung inK besitzt, namlich

dc ! =

ola

Die folgende Eigenschaft heit dieNichtnullteilereigenschafteines Kerpers.
Sie gilt auch #ir Z, im Allgemeinen aber nicht &ir jeden kommutativen Ring,
siehe Aufgabe 19.5.

Lemma 23.11. Es seiK ein Kerper. Ausa b = 0 folgta = 0 oderb = 0O:
Beweis. Siehe Aufgabe 23.39.

In einem Kerper K kann man die Potenzschreibweise erweitern. Zx 2
K, x 6 0, und einer naturlichen Zahln 2 N versteht man, wie in jedem
kommutativen Ring, unter x" das n-fache Produkt vonx mit sich selbst (
Faktoren). Fur negativesn 2 Z schreibt mann = k mit kK 2 N, und

setzt

k n 1
"= x = xt = x" %

Fur diese Potenzen gelten die folgenddtotenzgesetzealie die Potenzgesetze
fur positive Exponenten (siehe Lemma 11.8), die in jedem konumativen
Halbring gelten, wesentlich erweitern.

Lemma 23.12. Es seiK ein Kerper und seiena;b 6 0 Elemente ausK.
Dann gelten die folgenden Potenzgesetze fn;n 2 Z:

(1) Es st
al ‘= a

(2) Esista " = (a 1)" das inverse Element za&".
(3)

amn" = a" am
4)

(am)n - amn:
(5)

(a bh" = a" b
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Beweis. (1) folgt aus Aufgabe 19.13, d&K n f0Og eine Gruppe ist. (2). Bei
n 2 N ist die linke Gleichheit eine De nition und die Behauptung 6lgt aus

al!" a= a'a"=1;:

Daraus folgt auch die Aussagef negativesn. Fer (3), (4), (5) siehe Aufgabe
23.42.

Auch bei der Nummerierung von Hausern ergeben sich mit rationalen Zahlen
neue Meglichkeiten.

23. Arbeitsblatt

23.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 23.1. Lese inQ die Gleichung

2X 1 3
3% 5 2

N

23.2. YUbungsaufgaben.

Aufgabe 23.2. Artikuliere die beiden folgenden Bache mit ,tel

(1) 52,

(2) 2.

Aufgabe 23.3. Sind die beiden rationalen Zahlen

25746 und 47556
32987 60931

gleich oder verschieden?

Aufgabe 23.4. Finde die gelarzte Darstellung fir den Bruch
1517
1591
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Aufgabe 23.5. Finde die gelarzte Darstellung (ausgerechnet)ir den Bruch
¢ 3* 5 151
27 F 54 72 158

Aufgabe 23.6. Bestimme die Darstellung der Zahlen
41 91 69
125 350 222

mit dem kleinstmeglichen Hauptnenner.

Aufgabe 23.7. *
Im Bruch

i
sind Zahler und Nenner im Strichsystem angegeben. Man gebe die pns

chende gelrzte Darstellung an.

Aufgabe 23.8. Rechne den im Rinfersystem gegebenen Bruch
214

303
in das Zehnersystem um.

Aufgabe 23.9. Rechne den Bruch

219
95
in das Dreiersystem um.
Aufgabe 23.10. *
Berechne im Vierersystem
321+ 131
203 301

(das Ergebnis muss nicht gedezt sein).
Aufgabe 23.11. Addiere die ersten éinf Stammbreiche.

Aufgabe 23.12. Zeige, dass die Gleichung
1 1
+

a b
nur die einzige ganzzahlige ésung @; b = (2 ;2) besitzt.
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Aufgabe 23.13. Bestimme die losungen der Gleichung

1 1 1
—+ _+ - =1
a b c¢

mit a;b;c2 N.

Eine naturliche Zahl n heit vollkommen wenn sie mit der Summe all ihrer
von n verschiedenen Teilembereinstimmt.

Aufgabe 23.14. (1) Zeige

1 1 1
-+ -+ -=1
2 3 6
(2) Zeige
1 1 1 1 1
—+ T+ 2+ —+ — =1
2 4 7 14 28

Aufgabe 23.15. Es sein eine vollkommene Zahl. Zeige, dass
X 1

k61 ;k Teiler von n

Aufgabe 23.16. Welche Modelle (Veranschaulichungen, inhaltliche Inter-
pretationen) kennen Sie ¥r die rationalen Zahlen? Vermittelt das Modell
eine sinnvolle Gp envorstellung der rationalen Zahlen, lassen sich im Mo-
dell sowohl die Addition als auch die Multiplikation sinnvol interpretieren?

Aufgabe 23.17. Es sei eine Menge von Zahadern unterschiedlicher Go e
(Zackenanzahl) gegeben, die zueinander passen (Zackerggund Zacken-
abstande seien also so, dass die Zalder miteinander verkoppelt werden
kennen). Inwiefern stellen zwei miteinander verbundene Zatader einen pro-
portionalen Zusammenhang dar? Inwiefern eine rationale @& Wie kann
man die Hintereinanderschaltung von drei Zahmdern mit rationalen Zahlen
interpretieren? Kann man eine solche Hintereinanderschattg (abgesehen
vom Drehsinn) durch zwei Zahnader realisieren?
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Aufgabe 23.18. Lucy Sonnenschein legt mit inrem Fahrrad 15 Meter pro 2
Sekunden zueck, ihre Schwester Veronika 20 Meter pro 3 Sekunden. Besitz
die Summe bzw. das Produkt der beiden Geschwindigkeiten eisinnvolle
inhaltliche Interpretation?

Aufgabe 23.19. Finde physikalische Interpretationen, die die Multiplikdion
von rationalen Zahlen widerspiegeln. Was passiert dabeitndgen Einheiten?
(Beispiel: Geschwindigkeit mal Benzinverbrauch pro Strgeneinheit ist Ben-
zinverbrauch pro Zeiteinheit).

Aufgabe 23.20. Zeige, dass die nairliche Abbildung
n
| . I -
Z! Q;n7! 1
injektiv ist.

Aufgabe 23.21. Zeige, dass die Multiplikation von rationalen Zahlen wohl-
de niert ist.

Aufgabe 23.22. Man gebe die Antworten als Bruch (bezogen auf das an-
gegebene Vergleichsma): Um wie viel ist eine Dreiviertelstde langer als
eine halbe Stunde, und um wie viel ist eine halbe Stundeudzer als eine
Dreiviertelstunde?

Aufgabe 23.23. Man erlautere die Uhrzeitangaben,halb funf\, ,viertel
funf\, ,drei viertel funfi. Was weirde ,,ein sechstel éinfi und , drei siebtel
funf\ bedeuten?

Aufgabe 23.24. Berechne
F¥ 51 72+424 527

Aufgabe 23.25. Berechne

-
Pl

=
©o|lw
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Aufgabe 23.26. Beweise durch Induktion die folgende Formel.
X %2 1 4 "

3 3

1+

i=1

Aufgabe 23.27. Lese inQ die Gleichung

|

+

X

I
ol o

Aufgabe 23.28. Lese inQ die Gleichung

Aufgabe 23.29. *

Zwei PersonenA und B, liegen unter einer PalmeA besitzt 2 Fladenbrote
und B besitzt 3 Fladenbrote. Eine dritte PersonC kommt hinzu, die kein
Fladenbrot besitzt, aber 5 Taler. Die drei Personen werdernch einig, fer
die 5 Taler die Fladenbrote untereinander gleichenig aufzuteilen. Wie viele
Taler gibt C an A und anB?

Aufgabe 23.30. Lucy Sonnenscheinsehrt funf Stunden lang Fahrrad. In
den ersten zwei Stunden schat sie 30 km und in den folgenderedStunden
scha t sie auch 30 km. Was ist insgesamt ihre Durchschnittegchwindigkeit?

Aufgabe 23.31. *

Es soll Holz unterschiedlicher Bnge (ohne Abfall) in Sticke zerlegt werden,
die zwischen 30 und 40 cm lang sein sollen (jeweils einschdie). F ®r welche
Holzlangen ist dies maglich?

Aufgabe 23.32. *

Ein Metallarbeiter hat zwei Metallstabe zur Vertigung. Wenn er den kleinen
siebenmal hintereinanderlegt, et er genau drei Meter. Wenn er den gro en
achtmal hintereinanderlegt, erilt er genau sinf Meter.

(1) Wie kann er allein mit diesen Saben eine lange von einem Meter
bestimmen?

(2) Was ist die kleinste positive Strecke, die er mit den 8ben messen
kann?

(3) Welche Streckenhngen kann er mit seinen beiden Metallaben mes-
sen?
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Aufgabe 23.33. *

Zwei Schwimmer,A und B, schwimmen auf einer 50-Meter-Bahn einen Kilo-
meter lang. Schwimme® schwimmt 3m=s (das ist besser als der Weltrekord)
und SchwimmerB schwimmt 2m=s.

(1) Erstelle in einem Diagramm #éir beide Schwimmer den Graphen der
jeweiligen Abbildung, die #ir die Zeit zwischen 0 und 100 Sekunden
angibt, wie weit der Schwimmer von der Startlinie zu dieseme-
punkt (wirklich, also unter Berecksichtigung der Wenden) entfernt
ist.

(2) Wie weit von der Startlinie entfernt be ndet sich Schwinmer A (und
SchwimmerB) nach 30 Sekunden?

(3) Nach wie vielen Sekunden begegnen sich die beiden Schwenaum
ersten Mal (abgesehen vom Start)?

(4) Wie oft begegnen sich die beiden Schwimmer (Start méhlen)?

(5) Wie oft mberrundet SchwimmerA den SchwimmerB ?

Aufgabe 23.34. Eine Gitarrensaite schwingt beim Ton ¢ ca. 131 mal pro
Sekunde hin und her (also 131 Hertz). Wie oft schwingt die Gre Septime
dazu pro Sekunde? Wie oft schwingt die Quarte zu ¢ pro Minute?

Aufgabe 23.35. Der Preis #r eine Ma Bier auf der Meinchner Wiesn steht
zum Vorjahrespreis im Verhltnis 14 : 13. In welchem Verhltnis steht der
heutige Preis zum Preis von vor zehn Jahren?

Aufgabe 23.36. Zeige, dass es ganze Zahlenbderart gibt, dass
1 1 1
- = — +
100 - %" P25
gilt. Finde solche Zahlen.

Aufgabe 23.37. Finde ganze Zahlera; bderart, dass

1 1 1
— = a- +
15~ 3% b5

gilt.

Aufgabe 23.38. *

Es seiena; b positive naterliche Zahlen. Die Summe der Stammisiche ist
dann

a b ab’

1 1 b+a
+ == )
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(1) Zeige, dass bea; bteilerfremd diese Darstellung gedrzt ist.
(2) Zeige, dass im Allgemeinen diese Darstellung nicht gekt sein muss.

Aufgabe 23.39. *
Beweise dieNichtnullteilereigenschaftfur einen Kerper K.

Aufgabe 23.40. Zeige direkt, dassdr rationale Zahlen? und 5 das Produkt
nur dann 0 sein kann, wenn eine der Zahlen O ist.

Aufgabe 23.41. EsseiK ein Kerper. Zeige, dass man jeder natlichen Zahl
n 2 N ein Kerperelementnk zuordnen kann, so dassi0das Nullelement in
K und 1x das Einselement inK ist und so dass

(n+1)k = ng +1g
gilt. Zeige, dass diese Zuordnung die Eigenschaften
(n+ M)k = ng + mg und (M) = Nk Mg
besitzt.

Erweitere diese Zuordnung auf die ganzen Zahleéhund zeige, dass die an-
gewhrten strukturellen Eigenschaften ebenfalls gelten.

Aufgabe 23.42. *

Es seiK ein Kerper und seiema; b6 0 Elemente ausK . Beweise die folgenden
Potenzgesetzeelr ganzzahlige Exponenterm;n 2 Z. Dabei darf man die
entsprechenden Gesetzeif Exponenten ausN sowie die Tatsachen, dass das
Inverse des Inversen wieder das Ausgangselement ist und ddas Inverse
von uk gleich u 1)* ist, verwenden.

1)

amn" = a" am
2

(am)n - amn:
(3)

(a bh" = a" b

Aufgabe 23.43. *
Zeige, dass jede rationale Zald 6 O$ine eindeutige Darstellung der Form

zZ = pp(z)
p

besitzt, wobei das (endliche) Produkt sicluber Primzahlen erstreckt und die
Exponenten ,(z) 2 Z sind.
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23.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 23.44. (3 Punkte)
Finde die gelurzte Darstellung von

8586305
7190755
Aufgabe 23.45. (2 Punkte)
Eine lineare Funktion
Q! Q

hat an der Stelleil den Wert Z. Welchen Wert hat sie an der Stelle3?

Aufgabe 23.46. (3 (1+2) Punkte)

Zum Geburtstag von Mustafa hat Oma Miller drei Kuchen gebacken. Die
Kuchen wurden schon gerecht auf die erwarteten sieben Kind@Mustafa
eingeschlossen) aufgeteilt. Alle Kinder kommen, allerdiagpringt Lucy noch
ihre Schwester Veronika und Heinz bringt Carmen und Conchitanit.

(1) Freunde mitbringen ist kein Problem, allerdings muss nmadiese vom
eigenen Kuchenanteil mitversorgen. Welchen Anteil an Kuchebe-
kommt Veronika und welchen Anteil Carmen, wenn Lucy bzw. Heinz
fair teilt?

(2) Freunde mitbringen ist kein Problem, da wird halt nochméavellig neu
und gerecht aufgeteilt. Welchen Kuchenanteil bekommt jedeKind?
Welchen Anteil von seinem eigentlichen Anteil muss Heinz abgeg
ben?

Aufgabe 23.47. (5 Punkte)

Wir betrachten eine Uhr mit Stunden- und Minutenzeiger. Es igetzt 6 Uhr,
so dass die beiden Zeiger direkt geggrer stehen. Um wie viel Uhr stehen
die beiden Zeiger zum achsten Mal direkt gegember?

Aufgabe 23.48. (3 Punkte)

Zeige, dass dig Rechenregel

a+c

b+ d

beia;c2 N; (und b;d; b+ d 2 Z nf0g) niemals gilt. Man gebe ein Beispiel
mit a;b; c;d; b+ d 6 0, wo diese Regel gilt.

a C
— 4+ — =
b d
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Aufgabe 23.49. (3 Punkte)

Es seienp und g verschiedene Primzahlen. Zeige, dass es ganze Zaldgn

derart gibt, dass
1
Pq

- a— +

Tl
Q?H

gilt.
24. Vorlesung - Ordnung auf den rationalen Zahlen

24.1. Die Platzierung der rationalen Zahlen auf der Zahlengera-
den.

Man kann die rationalen Zahlen auf der Zahlengeraden plaézen (die ganzen
Zahlen seien dort schon platziert). Die rationale Zat} mit a;b 2 N. ndet
man so: Man unterteilt die Strecke von 0 nach in b gleichlange Teilstrecken.
Die Zahl £ ist dann die rechte Grenze des (von links) ersten Teilintealls. Ins-
besondere ist die Lange des Intervalls, dask-fach nebeneinander gelegt die
Einheitsstrecke von 0 bis 1 (das Einheitsintervall) ergibtUnter Bezugnahme
auf elementargeometrische Eigenschaften der Ebene kannmuhese Unter-
teilung folgenderma en durchethren: Man betrachtet den linearen Graphen
zum proportionalen Zusammenhang, der an der Steleeden Wert b besitzt.
Die Gerade, die senkrecht auf dey-Achse steht und durch den Punkt (Q1)
geht, tri t den Graphen in einem Punkt (s;1), wobeis die Lange der Verbin-
dungsstrecke von (1) zu (s; 1) ist. Aufgrund des Strahlensatzes, angewendet
auf die Strahleny-Achse und linearer Graph und die durcly = 1undy = b
gegebenen parallelen Geraden, gilt die Vaahinisgleichheit

a_ s

b 1
Die Streckenknges kann man dann parallel auf diex-Achse verschieben, das
Ergebnis ist der gesuchte Platzefr §. Umgekehrt formuliert: Da dasb-fache
der Strecke von 0 nach 1 die&ngebbesitzt, ist dasb-fache der Strecke gleich
der Langea. Achtung! Die Steigung des proportionalen Zusammenhangsdd
Proportionalit atskonstante), der an der Stellea den Wert b besitzt, ist g
Diese Zahl ergibt sich geometrisch, wenn man den Graphen naiér durch
X = 1 gegebenen Geraden (also die Gerade, die parallel ztwAchse ist
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und durch den Punkt (1 0) verlauft) schneidet, als Abstand zwischen dem
Schnittpunkt und (1; 0).

Die geometrische Ausfihrung der vektoriellen Addition auf der Zahlengeraden.
Man muss einen Zirkel einsetzen und parallele Geraden konstieren kennen. Die
1 spielt keine Rolle.

Die Addition und die Multiplikation lassen sich ebenfalls atider Zahlengera-
den geometrisch deuten bzw. durckhren. |Die Adqition von zwei PunktenP

und Q ist die vektorielle Addition der PfeileOP und 0Q, wobei der Startpunkt
des einen Vektors parallel verschoben an den Endpunkt desdanen Vektors
angelegt wird. Far positive Zahlen bedeutet das einfach, dass die zu@eh
gen, von 0 ausgehenden Strecken aneinandergelegt werdee. Kbrrektheit
dieser Interpretation beruht (fer rationale Zahlen) darauf, da§s man die bei-

den Strecken als ganzzahlige Vielfache einler Verglleichsstge'OR dalrstellen

kann (Ubergang zu einem Hauptnenner), alaP = mOR und'0Q = nOR mit
m;n 2 N schrleiben kann. Dann ist die Hintereinanderlegung der Stieam

einfach (m + n)OR.

Fur die geometrische Deutung der Multiplikation muss man de8trahlensatz
heranziehen, man muss die 1 xiert haben und man muss Zirkehd Lineal
zur Verfugung haben. Die zu multiplizierenden Punktea und b seien auf
der Zahlengerade gegeben, die wir atsAchse in einem Koordinatensystem
au assen. Auf dery-Achse (man lennte auch eine andere Gerade durch den
Nullpunkt nehmen) markieren wir den Punkta® der zum Nullpunkt den
Abstand a und somit die Koordinaten (Q a) besitzt. Wir zeichnen die Gerade
durch die beiden Punkte (01) und (b;0). Zu dieser Geraden zeichnen wir die
parallele Gerade durch den Punkt (0a). Der Schnittpunkt dieser Geraden
mit der x-Achse sei £;0). Mit dem Strahlensatz gilt dann die Beziehung
¢ = §ralsoist

z = ab:

Das Produkt ab ist also der konstruierte Punktz. Fur den Nachweis der
Korrektheit dieser geometrischen Multiplikation, die keien Bezug auf den
Strahlensatz nimmt, siehe Aufgabe 24.9.
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Als Punkte auf der Zahlengeraden lassen sich rationale Zahldrer Gre e
nach vergleichen. In der geometrischen Vorstellung bedetk vy fur belie-
bige Punktex undy aus der rechten Hilfte der Zahlengeraden (dem positiven
Zahlenstrahl), dass die Strecke [&] in der Strecke [Qy] enthalten ist, bzw.,
dassy rechts vonx liegt. Fer eine rationale Zahl wissen wir, dass ein ganzzah-
liges (geometrisches) Vielfaches davon, also didache Hintereinanderlegung
der Strecke, eine ganze Zahl ergibt.eff zwei rationale Zahlenx und y gibt
es daher eine natrliche Zahl n mit der Eigenschaft, dass sowohix als auch
ny ganzzahlig sind. Damit lennen wir den Vergleich von rationalen Zahlen
auf den Vergleich von ganzen Zahlen zuckfehren. Wennx = 2 undy = 3
mit a;c2 Z und b;d2 N, ist, so kann mann = bdnehmen und erlalt die
Beziehung

a ¢

b d
genau dann, wenn irZ die Beziehung

ad bc

gilt. Hier begegnen wir wieder dent/berkreuzungsprinzip

24.2. Die Ordnung auf den rationalen Zahlen.
Wir de nieren eine Anordnung auf den rationalen Zahlen.

De nition 24.1.  Auf den rationalen ZahlenQ wird die Gre ergleichrelation
durch § 5 (bei positiven Nennernb;d 2 N.), fallsad  cbin Z gilt,
de niert.

Wir messen zuerst zeigen, dass diese De nition sinnvoll ist, alsnabhangig
von den gewvahlten Darstellungen der rationalen Zahlen als Biche. Seien
also

a_a
b P
und
c_¢
d
mit positiven Nennern. Dann ist
al = ab
und
c=cd
Aus
ad bc

ergibt sich dann gema Lemma 19.13 (6) durch Multiplikation mit der posi-
tiven ganzen Zahldd°
addd®  bcld®

Dies schreiben wir als

a%dbd  b&;
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woraus sich durch Kirzen mit der positiven ganzen Zahtibdie Abschatzung

ad b
ergibt, die
a
P

bedeutet. Wegen der Symmetrie der Situation gilt auch die Unekirung. Die
Beziehung st also unablangig von dem gewhlten Bruchreprasentanten.
Die zugrunde liegende Idee ist, die beiden zu vergleichendgreche auf einen
gemeinsamen positiven Nenner zu bringen und dann dielder zu verglei-
chen. Es ist

9—@—adi

b bd bd
und

E—C_b—cbi-

d  bd bd

Es liegt also einerseits dasd-Vielfache und andererseits dasbVielfache

des gleichen Stammbrucheg;. Es leuchtet ein, dass die Grerbeziehung

nur von dem ganzzahligen Vorfaktor ab&ngt. Daraus und aus der Tatsache,
dass man auch drei rationale Zahlen auf einen gemeinsamen Nambringen

kann, folgt auch direkt, dass es sich um eine totale Ordnungahdelt, siehe

Aufgabe 24.35.

Beispiel 24.2. Wir wollen die rationalen Zahlen
11 3 8
7'2'5
miteinander vergleichen. Man kann alle diese Zahlen auf dgemeinsamen
Nenner 70 bringen, wodurch man die Darstellungen
110 105 112 140
70’ 70' 70’ 70
erhalt, aus denen man an den &hlern unmittelbar die Gre enverhaltnisse
ablesen kann. Man kann auch die Biche paarweise geen der De nition
vergleichen, wegen
2 11=22 21=317

ist beispielsweise
11 3

72
Um die Ordnungseigenschaften der rationalen Zahlen leichterfassen zu

kennen, emp ehlt es sich, mit angeordneten &rpern zu arbeiten. Dies ist
einfach ein angeordneter Ring, der zugleich einelper ist.

De nition 24.3. Ein Kerper K heit angeordnet wenn es eine totale Ord-
nung auf K gibt, die die beiden Eigenschaften

(1) Ausx yfolgtx+z y+ z (fur beliebigex;y;z 2 K),
(2) Ausx Oundy Ofolgtxy O (fur beliebigex;y 2 K),
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erfullt.

Die beiden Eigenschaften hei en wieder di€ertr aglichkeit mit der Addition
und die Vertr aglichkeit mit der Multiplikation. Es wird sich smter herausstel-
len, dass auch die reellen Zahlen einen angeordnetesrjger bilden. Elemente
x 2 K mit x > 0 heien positiv und mit x < 0 hei en negativ.

Satz 24.4. Die rationalen ZahlenQ bilden mit der in der De nition 24.1
festgelegten Ordnung einen angeordnetereker.

Beweis. Dass eine totale Ordnung vorliegt wird in Aufgabe 24.35 gepgei

Es seix = %,y = 5undz = £ mit positiven Nennern b;d;f. Durch

Ubergang zu einem gemeinsamen Hauptnennariken wir direktb = d = f
annehmen. Sei

X Y,
also
a ¢c:

Dann ist nach Lemma 19.11 (2) auch
ate cte

und somit ist

(+g- d,8_are cre_c e
b b b b b b YTE

Wenn die beiden Buche% und g beide 0 sind, so sind alle &hler und

Nenner ausN und diesubertragt sich auf &2, also ist auch dies 0.

Da ein angeordneter orper insbesondere ein angeordneter Ring ist, gelten
die Eigenschaften aus Lemma 19.13 unmittelbar auckirfQ und fur R. Die
dort angegebenen Regeln gelten bei einem angeordnetesrpér auch dann,
wenn man mit> statt mit  arbeitet. Wesentlich neue Aspekte bei einem
angeordneten korper treten in Bezug auf inverse Elemente auf.

Lemma 24.5. In einem angeordneten lérper gelten die folgenden Eigen-
schaften.

(1) Aus x > O folgt auchx * > O

(2) Aus x < O folgt auchx ' < O:

(3) Fur x > Oist x 1 genau dann, wenrx 1 1ist.

(4) Ausx y > Ofolgtx ¥ y L

(5) Fur positive Elementex;y ist x  y aquivalent zu§ 1

Beweis. Siehe Aufgabe 24.15, Aufgabe 24.16, Aufgabe 24.17, Aufgabe 4.1
und Aufgabe 24.19.
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24.3. Der Betrag.

De nition 24.6. In einem angeordneten lérper K ist der Betrag eines
Elementesx 2 K folgenderma en de niert.

x; fallsx O;

= x; fallsx < 0:

Der Betrag ist also nie negativ (da aux < 0 die Beziehung x > 0 folgt,
vergleiche Lemma 19.13 (2)) und hat nur bet = 0 den Wert 0, sonst ist er
immer positiv. Die Gesamtabbildung

K K/x 7' xj;

nennt man auch Betragsfunktion Der Funktionsgraph setzt sich aus zwei
Halbgeraden zusammen; eine solche Funktion nennt man austickweise
linear.

Lemma 24.7. Es seiK ein angeordneter Korper. Dann erfullt die Betrags-
funktion

K1 K/x 7' xj;
folgende Eigenschaften (dabei seieny beliebige Elemente irK).

(1) Esistjxj O

(2) Esistjxj = 0 genau dann, wenrx = 0 ist.

(3) Es istjxj = jyj genau dann, wenrx = y oderx = Yy ist.

(4) Esistjy xj = jx vyj:

(5) Esistjxyj = jxjjyj:

(6) Fur x 6 0 st jx 3 = jxj *:

(7) Esistjx+y] | Xj+ ]yj (Dreiecksungleichungsr den Betrag.
(8) Esistjx+yj j xj jyj:

Beweis. Siehe Aufgabe 24.26.

Die Zahl jx yj nennt man auch denAbstand der beiden Zahlenx und y
und die Lange der Strecke (oder demtervalls) von x nachy bzw. vony
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nachx. Bei x <y wird die Strecke vonx nachy inn (n 2 N.) gleichlange
Streckenabschnitte eingeteilt, wenn man die Zwischenputek
y

. X .
X+ 0=0;1:::;n

betrachtet (beii = 0 bzw. i = n ergeben sich Randpunkte).

24.4. Das arithmetische Mittel.

De nition 24.8. Zu n Zahlenay;:::;a, in einem angeordneten Krper K
nennt man
a+ a+ + a,

n
das arithmetische Mittel der Zahlen.

24.5. Die Bernoullische Ungleichung.
Die folgende Aussage heit Bernoullische Ungleichung.

Lemma 24.9. Es seiK ein angeordneter korper undn eine natrliche Zahl.
Dann qilt fur jedesx 2 K mit x 1 die Absclatzung

a+x)" 1+nx

Beweis. Wir fuhren Induktion eber n. Bei n = 0 steht beidseitig 1, so dass
die Aussage gilt. Es sei nun die Aussagerfn bereits bewiesen. Dann ist

@+x)" = 1+ x)"(1+x)
1+ nx)(1+ x)
= 1+(n+1)x+ nx?
1+(n+1)x;

da Quadrate (und positive Vielfache davon) in einem angeordten Kerper
nichtnegativ sind.

24. Arbeitsblatt

24.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 24.1. Ordne die folgenden rationalen Zahlen geaihrer Gr o e.

5 2 11 11 7 5 21 19 407 _ 15
2, 5 45 53+t 5 St o a3
3 12 1003 3'12 97100 7 4
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24.2. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 24.2. *
Bestimme, welche der beiden rationalen Zahlgmund q gre er ist.

573 und g = 2007
1234 T 4322

Aufgabe 24.3. Man gebe &nf rationale Zahlen an, die (echt) zwische@
und £ liegen.

Aufgabe 24.4. Warum braucht man in der De nition 24.1 die Bedingung,
dass beide Nenner positiv sind?

Aufgabe 24.5. *
Unterteile die Strecke von% nach?1 rechnerisch in drei gleichlange Strecken.

Aufgabe 24.6. *

Es stehen zwei Qdser auf einem Tisch, wobei das eine mit Rotwein und
das andere mit Wei wein gedllt ist, und zwar gleicherma en. Nun wird ein
kleineres leeres Glas (ein Fingerhut oder ein Schnapsglas)das Rotwein-
glas voll eingetaucht und der Inhalt in das Wei weinglaberfuhrt und dort
gleichmei ig vermischt (insbesondere gibt es Platzeir diese Hinzugabe). Da-
nach wird das kleinere Glas in das Wei weinglas voll eingataht und der
Inhalt in das Rotweinglaseberfehrt. Be ndet sich zum Schluss im Rotwein-
glas mehr Rotwein als im Wei weinglas Wei wein?

Aufgabe 24.7. *

Eine Bahncard 25, mit der man ein Jahr lang 25 Prozent des Noripaeises

einspart, kostet 62 Euro und eine Bahncard 50, mit der man eilahr lang 50

Prozent des Normalpreises einspart, kostet 255 EurouFwelchen Jahresge-
samtnormalpreis ist keine Bahncard, die Bahncard 25 oderedBahncard 50
die gunstigste Option?
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Aufgabe 24.8. *

Zwei Fahrradfahrer, A und B, fahren auf ihren Fahredern eine Stra e ent-
lang. Fahrer A macht pro Minute 40 Pedalumdrehungen, hat ein®berset-
zung von Pedal zu Hinterrad von 1 zu 6 und Reifen mit einem Radiwvon 39
Zentimetern. Fahrer B braucht fer eine Pedaldrehung 2 Sekunden, hat eine
Ubersetzung von 1 zu 7 und Reifen mit einem Radius von 45 Zengtern.

Wer fahrt schneller?

Aufgabe 24.9. *

Wir wollen (ohne den Strahlensatz zu benutzen) begnden, dass die geome-
trische Multiplikation von rationalen Zahlen auf dem Zahlastrahl korrekt
ist, also mit der algebraisch eingethrten Multiplikation ebereinstimmt. Wir
beschenken uns auf positive rationale Zahlen und bezeichnen dieametri-
sche Multiplikation mit ?.

(1) Zeige, dasstdr positive naterliche Zahlenn und rationale Zahlenx

die Gleichheit
n?xXx = nx
gilt.
(2) Zeige, dasstr positive naterliche Zahlenn und rationale Zahlenx;y
die Gleichheit
(nx) ?y = n(x?y)
gilt.

(3) Zeige, dass generelkf rationale Zahlenx;y die Gleichheit
X?y = Xy
gilt.

Aufgabe 24.10. *

Der Flacheninhalt eines Quadrates mit Seiteahge 1 (das Einheitsquadrat)
wird als 1 festgelegt.

(1) Begreinde, dass ein Rechteck, dessen Seigmjena; b 2 N sind, den
Flacheninhalt ab besitzt. Welche naheliegenden Gesetznigkeiten
fur den Flacheninhalt werden dabei verwendet?

(2) Begrende, dass ein Rechteck, dessen Seimmjenx;y 2 Q. sind,
den Flacheninhaltxy besitzt.

Das folgende Konzept reicht historisch weiter zuck als das der rationalen
Zahlen.

Zwei Streckens und t hei en kommensurabelwenn es eine Streckg mit der
Eigenschaft gibt, dass beide Strecken ganzzahlige Vielfachon g sind.
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Aufgabe 24.11. Zeige, dass zwei Streckea und b genau dann kommensu-
rabel sind, wenn es eine Streckemit der Eigenschatft gibt, dass/ von beiden
Strecken ein ganzzahliges Vielfaches ist.

Aufgabe 24.12. Es seia 6 0 ein rationale Zahl auf der Zahlengeraden.

Zeige, dassa zu einem weiteren Punkt 6 0 genau dann kommensurabel ist,
wenn b ebenfalls rational ist.

Im Stern-Brocot-Baum ergeben sich die gelrzten positiven Breiche, indem man
zwei je in der x-Richtung benachbarte Breiche , falsch\ addiert, namlich
g &= % rechnet, und in die daruberliegende Zeile dazwischen platziert. An

der Links-Rechtsausrichtung kann man die G enverhaltnisse ablesen.

Aufgabe 24.13. Gabi Hochster hat die Addition und die Multiplikation der
rationalen Zahlen verstanden und rachte jetzt die Operation verstehen, bei
der man

a ¢ _ at+c

b d b+d
setzt. Sie beschankt sich auf positivea; b; c; d Uberprefe ihre Behauptungen:

(1) Bei

a ¢
b d
gilt
a a+c c

b b+d d
Dies kann man algebraisch und geometrisch beweisen.
(2) Die Verknepfung ist fur rationale Zahlen nicht wohlde niert.
(3) Wenn man fur rationale Zahlen stets ihre teilerfremde Darstellung
nimmt, so ist die Verkneipfung wohlde niert.
(4) Die Verkneupfung ist kommutativ.
(5) Die Verknupfung ist nicht assoziativ.
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Die in der vorstehenden Aufgabe eingetirte Verknupfung auf den Bruch-
zahlen nennt manMediant-Addition.

Aufgabe 24.14. Man nde sinnvolle Interpretationen fer die Mediant-Addi-
tion

a ¢ _axc

b d°  b+d
auf den Bruchzahlen. Man betrachte beispielsweise Aufgab2.30.

Aufgabe 24.15. *

Es seiK ein angeordneter Krper und x > 0: Zeige, dass auch das inverse
Elementx ! positiv ist.

Man folgere daraus, dass die positiven Elemente in einem aongdneten
Kerper beaiglich der Multiplikation eine Gruppe bilden.

Aufgabe 24.16. Es seiK ein angeordneter korper undx < 0: Zeige, dass
auch das inverse Element ! negativ ist.

Aufgabe 24.17. Es seiK ein angeordneter orper undx  1: Zeige, dass
fur das inverse Elemenx * 1 gilt.

Aufgabe 24.18. Es seiK ein angeordneter orper undx >y > 0. Zeige,
dass #r die inversen Elementex ! <y 1! gilt.

Aufgabe 24.19. Es seiK ein angeordneter Krper und seienx;y positive
Elemente. Zeige, dasg y zu § 1 aquivalent ist.

Aufgabe 24.20. *

Es seiK ein angeordneter torper undb 2 K, b > 1. Zeige, dass es dann
Elementec;d > 1 mit b = cd gibt.

Aufgabe 24.21. *
Es seiK ein angeordneter korper. Zeige, dassefr x 3 die Beziehung
X2+ (x+1)? (x+2)?

gilt.
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Aufgabe 24.22. *

Es seiK ein angeordneter lorper und seiena > b > 0 Elemente ausK .

Zeige

1 1 2
+ :

a b a+b a

Aufgabe 24.23. Es seiK ein angeordneter Worper. Zeige, dass die in Auf-
gabe 23.41 eingehrte Abbildung

Z! Kin7! ng;
injektiv ist.

Aufgabe 24.24. Zeige die Abschatzung
n+1
2

n

n!

farn 2 N,:

Aufgabe 24.25. *
Bestimme die ganzzahligen ésungenx 6 0 der Ungleichung

X |w

> 1

s

Aufgabe 24.26. Beweise die folgenden Eigenschaftearfdie Betragsfunk-
tion

KI! K/x 7' xj;
in einem angeordneten rper (dabei seierx;y beliebige Elemente irk).

(1) Esistjx; O

(2) Esistjxj = 0 genau dann, wennx = O ist.

(3) Esistjxj = jyj genau dann, wenrx = y oderx = Yy ist.

(4) Esistjy xj = jx yj:

(5) Esistjxyj = jxjjyj:

(6) Fur x 6 Oist jx 4 = jxj *:

(7) Esistjx +vyj j xj+ jyj (Dreiecksungleichungefr den Betrag).
(8) Esistix+yj | xj jyj:

Aufgabe 24.27. Es seiK ein angeordneter lorper. Zeige, das=ir x;y 2 K
die ldentitat

1 ) .
max(x;y) = E(X +y+ix i)
gilt.
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Aufgabe 24.28. Es seiK ein angeordneter Krper. Man untersuche die
Verknepfung

K K1 K;(xy)7! min(x;y);

auf Assoziativitat, Kommutativit at, die Existenz von einem neutralen Ele-
ment und die Existenz von inversen Elementen.

Aufgabe 24.29. Es seiK ein angeordneter korper und es seierx <y
Elemente inK . Zeige, dassefr das arithmetische Mittel "*Ty die Beziehung

X <

<Yy

gilt.

Aufgabe 24.30. Es seiK ein Kerper mit 2 = 1+1 6 0: Zeige, dass
die Verknepfung, die zwei Elementera und b ihr arithmetisches Mittel %)
zuordnet, nicht assoziativ ist.

Aufgabe 24.31. Es seiK ein angeordneter lorper. Zeige, dassefr jedes
x > 0 die Ungleichungx + % 2 erfullt ist. F ur welchex gilt Gleichheit?

Aufgabe 24.32. Zeige die Abschtzung
2n"  (n+21)"
farn 2 N.:

Aufgabe 24.33. Es seiK ein angeordneter korper und x 2 K mit 0
X %: Zeige, dassdr alle n 2 N, die Abschatzung

1+x+x2+ +x" 2

gilt.

Aufgabe 24.34. Bestimme die kleinste reelle Zahlgi die die Bernoullische
Ungleichung zum Exponentem = 3 gilt.
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24.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 24.35. (3 Punkte)

Zeige, dass die Gyergleichrelation auf den rationalen Zahlen eine totale
Ordnung ist.

Aufgabe 24.36. (2 Punkte)
Bestimme, welche der beiden rationalen Zahlgmund q gre er ist.

5549un da- 3615
11092 7173

Aufgabe 24.37. (2 Punkte)
Zeige die Abschtzung
d+n d "
n n

Aufgabe 24.38. (4 (1+3) Punkte)

Es seiK ein angeordneter orper. Betrachte die in Aufgabe 23.41 konstru-
ierte ZuordnungZ ! K.

a) Zeige, dass diese Zuordnung injektiv ist.

b) Zeige, dass man diese Zuordnung zu einer Zuordnu@g K fortsetzen
kann, und zwar derart, dass die Verkapfungen in Q mit den Verknepfun-
gen inK wbereinstimmen und die Ordnung aufQ mit der Ordnung auf K
eibereinstimmt.

Aufgabe 24.39. (3 Punkte)

Es seiK ein angeordneter orper und seierxy;:::; X, 2 K Elemente. Zeige,
dass dann
X X
Xi JXi)
i=1 i=1
gilt.

Aufgabe 24.40. (3 Punkte)
Erganze den Stern-Brocot-Baum um eine weitere Zeile.
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25. Vorlesung - Archimedisch angeordnete K erper

Dies ist nochmal Dr. Ines Eisenbeis. lhre zweite These lauteEs kommt nicht
auf die Hunderasse, sondern stets auf den individuellen Huhan, ob er fur den
Einsatz als Vorlesungshund geeignet ist.

25.1. Das Archimedes-Axiom f wur die rationalen Zahlen.

Archimedes (ca. 287 -212 v. C.)

Lemma 25.1. Zu jeder rationalen Zahlq gibt es eine nairrliche Zahln mit
q n

Beweis. Sei a

b
mit positivem b. Wenn a negativ ist, kann man jede naiirliche Zahl nehmen.

Wenn a nicht negativ ist, so ist
a ba
und damit
g a
gema der De nition der Ordnung auf den rationalen Zahlen.

Vor der folgenden De nition erinnern wir daran, dass jeder rageordnete
Kerper (und jeder angeordnete Rin@ 0) die ganzen ZahlenZ enthalt.
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De nition 25.2. Es seiK ein angeordneter krper. Dann heit K archi-
medisch angeordnetwenn das folgendérchimedische Axiomgilt, d.h. wenn
es zu jedenx 2 K eine nawrliche Zahln mit

n X

gibt.

Gema Lemma 25.1 sind die rationalen Zahlen archimedisch angeoet. Die
reellen Zahlen bilden ebenfalls, wie wir gper in Lemma 46.6 sehen werden,
einen archimedisch angeordnetend{per. Man kann sich daeber streiten, ob
jeder angeordnete lérper, fur den die Zahlengerade ein sinnvolles Modell ist,
bereits archimedisch angeordnet ist. Da die Zahlengerad@&e geometrisch-
intuitives Konstrukt ist, | asst sich dies nicht endgltig entscheiden. Es geht
um die Frage, ob die Vorstellung einer Zahlengeraden umfgsass es jenseits
eines jeden Punktes auf der Geraden nochegere naterliche Zahlen gibt.
Unabhangig davon sei bemerkt, dass es angeordneterer gibt, die nicht
archimedisch angeordnet sind, siehe Aufgabe 50.30.

Lemma 25.3. In einem archimedisch angeordneten étper K gibt es zu
jedem Elementx 2 K eine eindeutig bestimmte ganze Zahl 2 Z mit

n X<n+1:

Beweis. Dass es ganze Zahlea; b mit
a x<b

gibt folgt unmittelbar aus der De nition bzw. fur die untere Grenze aus
Aufgabe 25.5. Da es nur endlich viele ganze Zahlen zwiscleennd b gibt,
ndet man auch die zux nachstliegenden ganzen Zahlen.

Die letzte Aussagesdsst sich gut mit Intervallen formulieren.

De nition 25.4. Es seiK ein angeordneter krper. Zua;b2 K,a b
nennt man

[a; = fx2 K ja xundx bgdasabgeschlossene Intervall

lJa;g= fx2 K ja<x und x<bg daso ene Intervall.

la;g = fx2 K ja<x undx bg daslinksseitig o ene Intervall.

[a;H= fx2 K ja x undx<bg dasrechtsseitig o ene Intervall
Die Di erenz b anennt man dielntervalllange Beia; b 2 Z spricht man von
einem ganzzahligen Intervall, das Intervall [QL] heit das (abgeschlossene)
Einheitsintervall. Die obige Aussage bedeutet, dass jedes Elemgrih einem

archimedisch angeordneten &rper in einem eindeutig bestimmten Intervall
der Form [n;n+1[ mit n 2 Z liegt.
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25.2. Gemischte Br wche.

De nition 25.5. Es seiK ein archimedisch angeordneter &per und x 2
K: Die Gau klammer von x ist durch

bxc=n; fallsx 2 [n;n+1[und n2 Z;
de niert.

Diese ganze Zahh existiert nach Lemma 25.3, da wir uns in einem archi-
medisch angeordneten Brper be nden. Ein damit verwandtes Konzept ist
die Rundung Die Rundung einer rationalen (oder reellen) Zaht ist durch
X + % de niert. Sie gibt an, welche Ganze Zahl der Zahl ameachsten ist,

wobei man die%-Werte abrundet.

De nition 25.6.  Unter einem gemischten Bruchversteht man einen Aus-
druck der Form a

b
mit einer naterlichen Zahl n und einer rationalen ZahI% mit a;b 2 N und

a < b: Der Wert eines gemischten Bruches ist
a
n+ b
Die naturliche Zahln heit der ganzzahlige Anteilund ? heit der Bruchan-
teil. Ein gemischter Bruch ist eine besondere Darstellungrfeine rationale
Zahl, sie ist vor allem bei Mengen-, Zeit- und bei dngenangaben gelauch-
lich, wie wenn man sagt, dass die Oper dreieinviertel Stundgedauert hat.
Vorteile sind, dass durch den ganzzahligen Anteil die @enordnung der Zahl
unmittelbar ersichtlich ist und dass sich diese Darstellupnergibt, wenn man
bei einem gegebenen Bruch die Division mit Rest voraHler durch Nenner
durchfuhrt. Ein Nachteil ist die Verwechslungsgefahr von ?mit dem Pro-
dukt 7 %. In einem Kontext, in dem man mit gemischten Bachen arbeitet,
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muss man auf die Konvention, dass man das Produktzeichen \asgen darf,
verzichten. Was gemischte Biche #ir negative Zahlen sind ist auch heikel.

Jede positive rationale Zahl besitzt eine Darstellung alsegischter Bruch,
die bis auf das Kurzen des Bruchanteils eindeutig bestimmt ist. Zu einem
Bruch ¢ erhalt man die Darstellung als gemischter Bruch, indem man die
Division mit Rest

c= nb+a
mit 0  a < b durchfehrt und die Umformung
c_nbra_  a_ a
b b b b
vornimmt. Insbesondere istn = { : Bei der Weiterverarbeitung eines ge-

mischten Bruchesn? arbeitet man mit n + 2. Dies kann man in einen unge-
mischten Bruch zurickrechnen, was aber nicht immer von Vorteil ist. Wenn
man beispielsweise die beiden gemischteneBhen + £ und m+ 3 miteinan-
der addieren und das Ergebnis als gemischten Bruch habem®chte, so kann
man von (n+ m)+ £+ = ausgehen und mussuf die Summe der Beche
hinten nur mberprefen, ob diese Ibertri t oder nicht und gegebenenfalls 1

zum ganzen Anteil dazuschlagen.

25.3. Das Archimedes-Prinzip f wr kleine Zahlen.

Die folgende wichtige Aussage sollte man so lesen: Egal wie gy ist und
egal wie klein ein positivex ist, man kann stets mit hinreichend vielerx die
Zahl 'y mbertre en. Egal wie klein eine Strecke ist, wenn man sie hieichend
oft hintereinander legt, mbertrit man damit jede gegebene Strecke. Mit
Sandlernern beliebig kleiner Ge e kann man eine beliebig gro e Sandahe
aufbauen.

Lemma 25.7. Es seiK ein archimedisch angeordneter &rper. Dann gibt
es zux;y 2 K mit x > O stets einn 2 N mit nx > y:

Beweis. Wir betrachten y=x. Aufgrund des Archimedes-Axioms gibt es ein
nmit n  y=x: Da x positiv ist, gilt nach Lemma 19.13 auclmx vy:
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Lemma 25.8. Es seiK ein archimedisch angeordneter &rper. Es seix >
0: Dann gibt es eine naidrliche Zahln 2 N mit % X:

Beweis. Es ist x ! eine nach Lemma 24.5 (1) positive Zahl und daher gibt
es eine natirliche Zahln 2 Nmit n  x ! > 0O: Dies ist nach Lemma 24.5
(4) aquivalent zu

Sl
"
>

Bei den beiden folgenden Aussagen denke man Bean eine sehr gro e und
bei an eine sehr kleine Zahl.

Lemma 25.9. Es seiK ein archimedisch angeordneter &rper und x > 1.
Dann gibt es zu jedenB 2 K eine naturliche Zahln 2 N mit

X" B:

Beweis. Wir schreibenx = 1+ u mit u> 0. Aufgrund von Lemma 25.7 gibt
es eine na@irliche Zahln mit nu B 1: Damit gilt unter Verwendung der
Bernoulli-Ungleichung die Abscltzung

x"=@A+uw" 14+nu 1+B 1=B8B:

Korollar 25.10. Es seiK ein archimedisch angeordneter &rper undx 2 K
mit 0 < x < 1: Dann gibt es zu jedem positiven 2 K eine natirliche Zahl
n 2 N mit

Xn

Beweis. Seiy := x *und B := !: Nach Lemma 25.9 gibt es eim mit
y"  B:

Durch ®bergang zu den inversen Elementen exh man gema Lemma 24.5
(4) die Behauptung.

25.4. Monotone Abbildungen.

Abbildungen eines angeordneten étpers in sich kann man dahingehend un-
tersuchen, ob sie die Ordnung beibehalten oder eardern.

De nition 25.11. Es seiK ein angeordneter krper und T K eine
Teilmenge. Eine Abbildung

f: T! K

heit wachsend wenn fur je zwei Elementex;x° 2 T mit x x? auch
f(x) f(x9 qgilt.
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De nition 25.12. Es seiK ein angeordneter Krper und T K eine
Teilmenge. Eine Abbildung

f: T! K
heit streng wachsendwenn #ir je zwei Elementex; x° 2 T mit x < x ®auch
f(x) < f (x9 gilt.

De nition 25.13. Es seiK ein angeordneter Worper und T K eine
Teilmenge. Eine Abbildung

f: T! K
heit fallend, wenn fur je zwei Elementex;x° 2 T mit x = x°die Abschat-
zungf (x)  f(x9 gilt.

De nition 25.14. Es seiK ein angeordneter Worper und T K eine
Teilmenge. Eine Abbildung

f: T! K
heit streng fallend wenn fur je zwei Elementex;x% 2 T mit x < x°die
Abschatzung f (x) > f (x9 gilt.

Als gemeinsame Bezeichnung spricht man von (streng) monomFunktio-
nen.

Lemma 25.15. Es seiK ein angeordneter korper, T K eine Teilmenge
und

f: T! K
eine streng wachsende (oder streng fallende) Funktion. Daist f injektiv.
Beweis. Es seierx;y 2 T verschieden. Da wir in einem angeordnetenefper

sind, istx >y odery > x; wobei wir ohne Einschankung den ersten Fall
annehmen lennen. Bei streng wachsender Monotonie folgt daraus

f(x) >1(y)
und insbesondere sind (x) und f (y) verschieden, also ist die Abbildung
injektiv.
De nition 25.16. Es seiK ein Kerper. Eine Funktion der Form
f: K1 K;x7! cx
mit einem festenc 2 K heit lineare Funktion.

Lineare Funktionen dricken eine Proportionaliait aus.

Lemma 25.17. Es seiK ein angeordneter korper, c 2 K und
f:K! K x7! cx

die zugebrige lineare Funktion. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Beic > Oist f streng wachsend.
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(2) Bei ¢ = 0 ist f konstant und damit (nicht streng) wachsend und
fallend.
(3) Beic < Qist f streng fallend.

Beweis. Die Aussagen folgen aus Lemma 19.13, wenn man dortdurch >
ersetzt. Wir fuhren dies #r (1) aus. Sei

c>0
und x > y: Dann ist
x y>0
und damit
cox y) >0
also
cx cy>0
und somit
cX > cy:

Insbesondere ist die Negation
K K; x 7! X;

streng fallend.

Die Funktionen, deren Monotonieverhalten in der folgendefAiussage bespro-
chen wird, hei en Potenzfunktionen

Die zweite Potenz ist im Positiven streng wachsend und im Negtiven streng
fallend.
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Die dritte Potenz ist auf ganz Q bzw. R streng wachsend.

Lemma 25.18. Es seiK ein angeordneter korper undn 2 N.: Dann gelten
folgende Aussagen.

(1) Die Abbildung
Ko! K;x7! x™
ist streng wachsend.
(2) Die Abbildung
Ko! K;x7! x™

ist bei n ungerade streng wachsend.
(3) Die Abbildung
Ko! K;x7! x™
ist bei n gerade streng fallend.
Beweis. Der erste Teil folgt unmittelbar durch n-fache Anwendung von Lem-

ma 19.13 (6), die beiden weiteren Teile ergeben sich darausah Bereck-
sichtigung der Negation und Lemma 25.17 (3).

25.5. Antiproportionale Zusammenh  ange.

In einem Kerper sind zu
x 60

und einer negativen ganzen Zahl
n= m

mit m 2 N, auch die Ausdericke
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sinnvoll de niert und ergeben sinnvolle Funktionen
KnfOog! KnfOg; x7! x";

die man, wenn ein geordneter Brper vorliegt, ahnlich zu Lemma 25.18 auf
das Monotonieverhalten hin untersuchen kann. Hierbei mussam hauptsach-
lich die Invertierungsfunktion

Knfog! KnfOg x7! x 1
verstehen.

Den Graphen der Invertierungsfunktion nennt man auchHyperbel

Lemma 25.19. Es seiK ein angeordneter korper. Dann ist die Abbildung
Ke ! Ki;x7! x b

streng fallend und ebenso ist
K ! K ;x7! x1

streng fallend.

Beweis. Dies folgt direkt aus Lemma 24.5 (4) und Lemma 19.13 (2).

Obwohl die Invertierungsfunktionen auf den beiden Abschrign, auf denen
sie de niert ist, streng fallend ist, ist sie insgesamt nidhstreng fallend. Wenn
zwischen zwei Go en die Beziehung

y = cx ?

mit einer Konstanten ¢ besteht, so spricht man von einemantiproportionalen
Zusammenhangoder einemreziproken Zusammenhang

Lemma 25.20. Es seiK ein angeordneter korper undn = m 2 Z :
Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Die Abbildung
Ke! Kyx 7! x";
ist streng fallend.
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(2) Die Abbildung
K ! K;x7! x"
ist bei n ungerade streng fallend.
(3) Die Abbildung
K ! Kyx 7! x"
ist bei n gerade streng wachsend.

Beweis. Dies folgt wegen
x M= xt"

und Lemma 24.5 (4) aus Lemma 25.18.

25. Arbeitsblatt

25.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 25.1. Ein Bakterium mechte entlang desAquators die Erde um-
runden. Es ist ziemlich klein und schat am Tag genau 2 Millineter. Wie
viele Tage braucht esdr eine Erdumrundung?

25.2. Ybungsaufgaben.

Aufgabe 25.2. Beinhaltet lhre intuitive Vorstellung einer Zahlengerade
dass es zu jeder Zahl darauf eine naliche Zahl weiter rechts gibt?

Aufgabe 25.3. Beinhaltet lhre intuitive Vorstellung einer Zahlengerade
dass es keine positive Zahl gibt, die kleiner als alle Stammeiche ist?

Aufgabe 25.4. Auf der Zahlengeraden seien zwei Punkte als 0 und 1 mar-
kiert. Welche Punkte der Zahlengerade lassen sich, ausgetheson diesen
beiden Punkten und mit welchen Methoden, mzise positionieren, markie-
ren, adressieren?

Aufgabe 25.5. Zeige, dass es in einem archimedisch angeordneteorer
zu jedem Elementx 2 K eine ganze Zahin mit m X gibt.

Aufgabe 25.6. Es seiK ein archimedisch angeordneter érper. Zeige, dass
die halbo enen Intervalle

[Mn+1[=fx2Kjx nundx<n+1lg,n2Z;
eine disjunkte Uberdeckung vonK bilden.
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Aufgabe 25.7. Es seiK ein archimedisch angeordneter érper. Zeige, dass
es #r jedess 2 K eine ganze Zahundeint2 K mit 0 t< 1 und mit

s=q+t
gibt.

Aufgabe 25.8. Berechne die Gau klammer

513
21

Aufgabe 25.9. Berechne die Gau klammer
734
29

Aufgabe 25.10. Es sei
n=dq+r
das Ergebnis einer Division mit Rest innerhalb der ganzen Hien. Zeige,

dass ) jEk
97 3
ist.

Aufgabe 25.11. *
Es seiz eine rationale Zahl. Zeige, dass genau dann ganzzahlig ist, wenn
b zc= bzc

gilt.

Aufgabe 25.12. *
Es seienx; y rationale Zahlen. Zeige, dass

X bxc=y byc
genau dann gilt, wenn es eim 2 Z mit y = x + n gibt.

Aufgabe 25.13. Runde die folgenden Buche auf ganze Zahlen.

317
1) e
(2 323!

(3) 477.

26



365

Aufgabe 25.14. Fuhre die folgenden Rechnungen durch, wobei die Angaben
als gemischte Buche zu lesen sind. Auch die Ergebnisse sollen als gemischte
Breche angegeben werden.

(1) 7§ + 2?6
(2) 82+419,

(3) 52 32

Aufgabe 25.15. Wir betrachten positive rationale Zahlen als gemischte
Breche.

a) Zeige, dass bei der Addition von zwei gemischten #then der Bruchterm
der Summe nur von den Bruchtermen der Summanden adofgt.

b) Wie sieht dies mit dem ganzen Teil aus?

Aufgabe 25.16. Wie oft muss man eine Strecke derei.nge%93 Meter min-

destens hintereinander legen, um einen Kilometer zu erhaift?

Aufgabe 25.17. Wie viele Billionstel braucht man, um ein Milliardstel zu
erreichen?

Aufgabe 25.18. *

Im Wald lebt ein Riese, der 8 Meter und 37 cm gro ist, sowie eKolonie von
Zwergen, die eine Schulte®he von 3 cm haben und mit dem Kopf insgesamt
4 cm gro sind. Hals und Kopf des Riesen sind; 23 Meter hoch. Auf der
Schulter des Riesen steht ein Zwerg. Wie viele Zwergengssen aufeinander
(auf den Schultern) stehen, damit der oberste Zwerg mit demw&rg auf dem
Riesen zumindest gleichauf ist?

Aufgabe 25.19. Finde eine nawrliche Zahl n derart, dass

10001 "

10000 1000000

ist.
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Aufgabe 25.20. Es seiK ein angeordneter Korper. Bestimme das Monoto-
nieverhalten der Funktion

Knfog! K;x7! x %

Aufgabe 25.21. Es seiK ein angeordneter korper. Untersuche das Mono-
tonieverhalten der Funktion

Knfog! K;x7! x @

Aufgabe 25.22. Untersuche das Monotonieverhalten der Funktion

Qnfog! Q;x7! gx 3

Aufgabe 25.23. Es seiK ein angeordneter orper. Zeige, dass die Abbil-
dung
frK 1! Kx7! X2+ x+1;

streng wachsend ist.

Aufgabe 25.24. Zeige, dass die Funktion
Q! Q:x7! xX* x
weder wachsend noch fallend ist.

Aufgabe 25.25. Es seiK ein angeordneter krper. Bestimme das Monoto-
nieverhalten der Funktion

KT K;yx 7! xj:
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Aufgabe 25.26. Es seiK ein angeordneter korper. Bestimme das Monoto-
nieverhalten der Gau klammer

K! K;x 7!'b xc:

Aufgabe 25.27. Es seiK ein angeordneter korper und es sei
f: K K

eine Abbildung. Zeige, das$ genau dann konstant ist, wenrf gleichzeitig
wachsend und fallend ist.

Aufgabe 25.28. Es seiK ein angeordneter korper und es sei
f:K! K
eine Abbildung. Zeige, das$ genau dann wachsend ist, wenn die Funktion
K K;yx 7! f(x);
fallend ist, und dass diemquivalent dazu ist, dass die Funktion
K1 K;yx 7! f( x);
fallend ist.

Aufgabe 25.29. *
Es seiK ein angeordneter korper und es sei
f: K K

eine bijektive Abbildung mit der Umkehrfunktion f 1. Zeige die folgenden
Aussagen.

(1) f ist genau dann streng wachsend, werfn ! streng wachsend ist.
(2) f ist genau dann streng fallend, wenfi ! streng fallend ist.

Aufgabe 25.30. Man gebe ein Beispielefr eine streng wachsende Funktion
QY Q

deren Werte zwischen 0 und 1 liegen.

Aufgabe 25.31. Mustafa Meller will mit Freunden zelten gehen, dadr hat
ihm seine Oma eine stattliche Portion Kuchen mitgegeben. \Wa er drei
Freunde mitnimmt, so reicht der Kuchen #&r 8 Tage. Wie lange reicht der
Kuchen, wenn er sieben Freunde mitnimmt? Wie lange reicht d&uchen,
wenn er allein geht? Mustafa entschlie t sich, mit seiner gezeen Klasse ein-
schlie lich der Klassenlehrerin, Frau Maier-Sengupta, #en zu gehen. Der
Kuchenvorrat reicht genau #ir einen Tag. Wie viele Kinder sind in der Klasse?
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Aufgabe 25.32. Wir interessieren uns #@ir alle Rechtecke eines vorgegebenen
Flacheninhaltsc. Zeige, dass zwischen den Rechtecksseiten ein antipropor-
tionaler Zusammenhang besteht.

Aufgabe 25.33. Es soll eine bestimmte Entfernung zwrckgelegt werden.
Zeige, dass zwischen der Fahrzeit und der (Durchschnitt&gschwindigkeit
ein antiproportionaler Zusammenhang besteht.

Aufgabe 25.34. Fur ein aufwandiges Projekt hat die Teamleitung 120 Per-
sonenjahre angesetzt. Welche ganzzahligen Realisierumggbt es fur die-
ses Projekt, wenn es smiestens in zwanzig Jahren fertig sein soll und wenn
hechstens 50 quali zierte Mitarbeiter zur Verbigung stehen?

25.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 25.35. (3 Punkte)

Zeige, dasstir jede rationale Zahlx die Abschatzungen
0 b2xc 2bxc 1

gelten.

Aufgabe 25.36. (1 Punkt)

Lucy Sonnenschein verbringt einen Urlaubsnachmittag in eem Seebad. Sie
halt sich eineinviertel Stunden am Strand auf, dann eine hadbStunde in der
Eisdiele, dann eineinhalb Stunden im Park, sodann wieder eidreiviertel
Stunden am Strand und schlie lich 40 Minuten im Cak. Wie lage war ihr
Nachmittag?

Aufgabe 25.37. (2 Punkte)

Ein kleines Sandkorn hat ein Gewicht vog%7 Gramm. Wie viele Sandlerner
muss man nehmen, um eine Sanede aufzubauen, die 5906 und eine halbe
Tonne wiegt?

Aufgabe 25.38. (3 Punkte)
Untersuche das Monotonieverhalten der Funktion

3
| . | -~ 4.
QnfOg! Q;x7! 11x ;
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Aufgabe 25.39. (4 Punkte)
Es seiK ein angeordneter korper und es seien Abbildungen
fooinfp KD K
gegeben, die jeweils entweder streng wachsend oder streated sind. Es
seik die Anzahl der streng fallenden Abbildungen darunter. Zeigelass die

Hintereinanderschaltungf, f, f genau dann streng fallend ist, wenn
k ungerade ist.

Aufgabe 25.40. (2 Punkte)

Es soll eine ine aus 300 Tonnen Sand vom Nordseestrand zum Ostseestrand
transportiert werden. Zur Erledigung dieser Aufgabe stehetter beauftragten
Firma folgende Geate zur Verfugung: eine Schaufel, mit der man auf einmal

4 kg transportieren kann, eine Schubkarre mit Platzefr einen Zentner, ein
Bagger, der 16 Tonnen au aden kann und ein Laster mit einem Fassungs-
vermegen von 7 Tonnen. Wie oft muss das Getr jeweils eingesetzt werden,
um (mit diesem Geat allein) den Auftrag zu eriillen?

26. Vorlesung - Dezimalbr  mche

Hier hat Vorli die Fragebegen von Dr. Eisenbeis zerfetzt. Zum Gdick hatte Dr.
Eisenbeis alles schon digital abgespeichert.

26.1. Dezimalbr wche.

Zu jeder rationalen Zahlx kann man die Potenzerx", n 2 Z, betrachten. Bei
ganzzahligemx 2 sind diex" (beliebig) gro fur positivesn und (beliebig)
klein fur negativesn. Solche Potenzen stellen ein wichtiges Vergleichsmairf
die Gre enordnung von Zahlen dar. Da wir im Dezimalsystem arbeite sind
insbesondere die Zehnerpotenzen™( 2 Z, wichtig. Far n 0 treten die
Zehnerpotenzen inshesondere bei der Dezimaldarstelluregurlicher Zahlen
auf. Die Zehnerpotenzen zu negativem spielen auch eine wichtige Rolle bei
der Erfassung und Beschreibung von beliebigen rationalemafden.

De nition 26.1. Eine rationale Zahl, die man mit einer Zehnerpotenz als
Nenner schreiben kann, hei tDezimalbruch
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Dezimalbrache sind beispielsweiseamtliche ganzen Zahlen (man kann 1 =
1(° als Nenner nehmen), ferner Zahlen wie

1 1 53 271 3

10’ 100' 100' 1000 1000000 "
Nach unserer De nition liegt ein Dezimalbruch vor, wenn man i@ dadurch
gegebene rationale Zahl mit einer Zehnerpotenz als Nennehrgben kann.
Das heit nicht, dass die Zahl in dieser Form vorliegen mus&eispielsweise
sind auch die Beiche

117 13 7014

2'5'5'20° 500
Dezimalbreche, da man sie nach einer Erweiterung mit einer Zehnerpate
als Nenner schreiben kann. Dies giltaf alle Breche mit der Eigenschatft,
dass in der Primfaktorzerlegung des Nenners nur Potenzen v@rund von 5
vorkommen. Wenn der Bruch gelrzt ist, so sind genau die Bache der Form
55 die Dezimalbriche, siehe Aufgabe 26.14.

Die Linealversion der Zahlengeraden markiert neben den gaen Zahlen die
ganzzahligen Vielfachen des Dezimalbrucheﬁj. Wenn man den Meter als
Einheit nimmt, zeigt es die ganzzahligen Vielfachen vorwloo.

Einen Dezimalbruch 5= (mit m  0) kann man auch in der Formal0 ™
schreiben. Dies ergibt wohl die kompakteste Charakterisieng eines Dezi-
malbruches, eine rationale Zahl der Form

a 10 mit a;k2 zZ:

Aus dieser Darstellung ist unmittelbar ersichtlich, dass nraDezimalbriche
miteinander addieren und multiplizieren kann und dabei wier einen Dezi-
malbruch erhalt.

Lemma 26.2. Die Summe und das Produkt von zwei Dezimatlmhen ist
wieder ein Dezimalbruch. Das Negative eines Dezimalbrushst ein Dezi-
malbruch. Die Menge der Dezimalleiche bilden einen kommutativen Rir§
innerhalb der rationalen Zahlen.

Beweis. Die Breiche seien
x = a 10
und
y = b 10
mit a;b 2 Z und mit k;° 2 Z: Wegen der Symmetrie &nnen wir k
annehmen. Dann ist

a 10+b 10 = a 10 10+b 10 = a 10 +b 10

69Man spricht von einem Unterring.
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wieder von der gleichen Bauart, also ein DezimalbrucheF das Produkt ist
a 10 b 10 = a b 10¢:
Die anderen Behauptungen sind ebenfalls klar.

Die Menge der Dezimalbsche bilden keinen Krper, da zwar amtliche gan-
zen Zahlen Dezimalbmche sind, ihre inversen Elemente aber im Allgemeinen
nicht. Beispielsweise sind 3 und 7 ! keine Dezimalbeiche. Fur zwei De-
zimalbreiche ist es einfach, einen Hauptnenner zu nden, da die Nennen i
gekerzten Fall grundsatzlich von der Form 25 sind. Insofern spielt sich bei
Rechnungen mit Dezimalbachen alles Wesentliche im &hler ab.

Beispiel 26.3. Es ist
3 9 99 7000+ 30 N 1800 99 5269

700" 5 1000~ 1000 T 1000 1000 1000 1000

und
27 11 297

100 1000 100000

26.2. Dezimaldarstellung f wr Dezimalbr eche.

Wenn man #iIr einen Dezimalbruch, sagen wir
2318
1000’
fur den Zahler die Dezimalentwicklung einsetzt, so e#it man
2318 2 10°+3 1¢P+1 10'+8 1
1000 ~

1C°
2 1C¢° 3102_|_1101_'_81()0

+
108 108 163 163
2+3 10'+10 ?+8 10 3

In diesem Sinne kann man jeden Dezimalbruch auf die Form
X

a; 10
i=k
mit Ziern & 2 f0;1;:::;99 und ganzen Zahlen
k
bringen, wobei der untere Summationsindek bei einem echten Dezimal-
bruch (also keiner ganzen Zahl) negativ ist. Von dieser Beathtung her ist

es naheliegend, die Dezimaldarstellung auf Dezimadtwhe auszudehnen. Da-
durch erhalt man abbrechend&

,Kommazahlen\.

"OBei unendlichen Kommazahlen handelt es sich um ein viel konijzierteres Konzept,
das wir erst richtig im zweiten Semester verstehen werden.
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De nition 26.4. Es sei ein Dezimalbruch
a

10¢
mit a= b2 Z,b2 N,undk 2 N gegeben, und es sei

X .
b= hl0 = b bh

i=0
die Dezimaldarstellung vonb. Dann nennt man

by bobho 1 by

die Darstellung des Dezimalbruches im Dezimalsystem

Diese Darstellung verwendet also direkt die Zi erndarst&ing von b, wobei
allein ein Komma eingadihrt wird, und zwar so, dass hinter dem Komma

darf man hintere Nullen weglassen. Wenbweniger alsk Stellen besitzt, muss
man dies vorne durch hinreichend viele Nullen awllen. Wegen Satz 14.3 ist
diese Darstellung eindeutig.

Feur a = b = 1 ergibt sich die folgende Tabelle.

| [ Potenz] Bruch | Kommazahl]

10 | ° 1
0] 5 0,1
021 0,01
10° | gy | 000
10" | i | 00001
105 | 7ios | 0,00001

Die Potenz 10" ist also der Bruch, wo im Nennemn Zi ern stehen, namlich
eine 1undn 1 Nullen, und das ist zugleich die Kommazahl, bei der nach dem
Komman Zi ern stehen, namlichn 1 Nullen und eine 1. fir Umrechnungen
ist auch folgende Beobachtung hilfreich: Wenn man eine Konamahl mit 10
multipliziert, so verschiebt sich das Komma um eine Stelleach rechts, wenn
man sie mit 10 ! multipliziert, verschiebt sich das Komma um eine Stelle
nach links. Die Stelle zu 10¢ nennt man auch diek-te Nachkommastelle, die
entsprechende Zi er diek-te Nachkommazi er.

Das Rechnen mit Kommazahlen ist einfach, allerdings ist daightige Setzen
des Kommas eine Fehlerquelle.

Bemerkung 26.5. Der Gre envergleich zwischen zwei Dezimallichen im
Dezimalsystem ist einfach (wir besclmnken uns auf positive Zahlen). Man
schreibt die beiden Zahlerubereinander, wobei die beiden Kommataber-
einander stehen rmassen. Dann vergleicht man wie bei den ganzen Zahlen
(siehe Korollar 15.4) von links nach rechts.
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Beispiel 26.6. Dezimalbriche im Dezimalsystem addiert man wie ganze
Zahlen im Zehnersystem, d. h., man addiert von hinten nach ke mit Uber-
trag, wobei die beiden Kommata deckungsgleich seireissen. Beispielsweise
ist

53273
25,648

78921

Dieses Verfahren ist korrekt nach Satz 15.6, da im Wesentien die Z&ahler
bezogen auf einen gemeinsamen Nenner addiert werden.

Bemerkung 26.7. Dezimalbriche im Dezimalsystem multipliziert man wie
ganze Zahlen im Zehnersystem, d.h. man multipliziert diere@ Zahl nachein-
ander mit allen Zi ern der anderen Zahl. Abschlie end muss madas Komma
richtig setzen. Dazu mhlt man die Stellen hinter den Kommata der beiden
Zahlen zusammen und setzt an der entsprechenden Stelle inoBukt von
hinten geahlt das Komma. Dabei muss man, wenn hinten die Zahlen mit 2
bzw. 5 enden, die sich ergebende 0 matzlen (bei ganzen Zahlen darf man
die ja auch nicht weglassen), auch wenn sie letztendlich vgaiassen werden
darf. Dieses Verfahren ist korrekt, da ihm die Gleichung

a 10 b 10 = a b 10*

zugrunde liegt. Bei nicht zu gro en und nicht zu kleinen Zaldn kann man
auch durch eineberschlagsrechnung entscheiden, wo das Komma hinggh

Wenn man beispielsweise;2 3;5 rechnen nochte, so kann man zuerst 420
berechnen und dann zwei Stellen von hinten gt das Komma setzen, also
4;2.

26.3. Approximation durch Dezimalzahlen.

Eine wichtige Motivation zur Einfuhrung der rationalen Zahlen war, beliebige
Langen, die beispielsweise bei der gleicangen Unterteilung einer gegebe-
nen Strecke auftreten, mglichst gut messen zuénnen. Dies lonnen wir erst
dann prazise formulieren, wenn wir die reellen Zahlen zur Vedung haben.
Die folgende Aussage zeigt, dass man rationale Zahlen selbshon belie-
big gut mit Dezimalbrechen approximieren (annahern) kann. Wenn es also
nur darum geht, beliebige langen approximativ zu beschreiben, so sind die
Dezimalbrache genauso gut wie die deutlich grere Menge aller rationalen
Zahlen.

Lemma 26.8. Es seiK ein archimedisch angeordneter &rper. Dann gibt
es zu jedemx 2 K und jedemk 2 N, ein eindeutig bestimmtesaa 2 Z
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derart, dass

a < a+1

[TV T
gilt. D.h., dass man jedes Element des éfpers beliebig gut (amlich mit
einem Fehler, der maximal gleic% ist) durch Dezimalbriche approximieren
kann.

Beweis. Es sei
= bx10

was aufgrund von Lemma 25.3 existiert. Dann ist
a x10¢<a+1:

Division durch 10¢ ergibt die Behauptung. Der Zusatz ergibt sich daraus, dass
man nach Korollar 25.10 jede beliebige positive Fehlergengkeit durch eine
geeignete Zehnerpotenz mit einem negativen Exponenten artieten kann.

In diesem Lemma gibt dask wber die Potenz 10X vor, wie gro der Fehler
sein darf. Man sagt dann auch, dass die Approximation bis zlrten Nach-
kommazi er genau ist. Das Lemma ist insbesondereurf rationale Zahlen
anwendbar.

Es seig = Z: Wenn man beispielsweise einen Taschenrechner mit acht Nach-
kommastellen hat, so ergibt sich zik = 8 die Zahl a als Ergebnis, wenn man
z : n eingibt und das Komma in der Darstellung ignoriert.

Bemerkung 26.9. Fur eine rationale Zahl
m
X = —
n

und ein gegebenek 2 N. kann man die approximierenden Dezimalliche,
die es nach Lemma 26.8 geben muss, folgenderma en nden. Magrechnet
m 10 und fuhrt die Division mit Rest m 10¢ durch n durch, wobei sich die
Darstellung

m 10 = an+r

mit einem Restr zwischen 0 undn 1 ergibt. Es ist dann

m 10
= a
n
und daher
a m _ a+1l.
10 n 10¢

Beispiel 26.10. Wir wenden Lemma 26.8 bzw. Bemerkung 26.9 aqgf= %
mit k = 9 an. Es ist

3 10
09-T
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es ist also inZ die Division mit Rest von 3 10° durch 7 durchzuglhren. Es
ist

3 10° = 428571428 7+ 4

(wobei der Rest im jetzigen Kontext nicht weiter verarbeite wird). Es ist
also

428571428 v < 428571429

und mit Division durch 10° ergibt sich

0,428571428 §)< 0,428571429

Die beiden Dezimalbeche links und rechts sind also eine Approximation des
wahren Bruches% mit einem Fehler, der kleiner alsl% Ist.

Mit der Approximation von rationalen Zahlen durch Dezimalzalen geht die
Dezimalrundung einher. Bei der Rundung auf eine ganze Zaldhsut man
einfach nach der ganzzahligen Approximation im Sinne von Lena 25.3 und
nimmt von der unteren und der oberen Approximation diejenigedie naher
ist (wobei man bei gleichem Abstand aufrundet). Bei der Dezialrundung
von x zur Stellenanzahk (bzw. zur Genauigkeit 10%) fuhrt man dies #ir die
Nennera bzw. a+ 1 in der Approximation 5 X < "j—glk— aus Lemma 26.8
durch. Die Zahl 472940574 ist beispielsweise auf zwei Nachkommastellen
gerundet gleich 4729. Hau g nden sich auch Rundungsangaben von der
Form 7;3 10 .

26.4. Halbierung und Division durch 5.

Einen im Dezimalsystem gegebenen Dezimalbruch kann manfath durch
10 teilen, indem man einfach das Komma um eine Stelle nachk#nverschiebt.
Die Zahl 10, die die Grundlage des Dezimalsystems ist, haedeiden Teiler 2
und 5. Durch diese beiden Zahlen kann man ebenfalls teilenduarhealt wieder
einen Dezimalbruch (waser andere Primzahlen nicht stimmt). Ein wichti-
ger Gesichtspunkt in diesem Zusammenhang ist, dass die Bien durch 2
das gleiche ist wie Multiplikation mit 3 = > = 0;5 (also im Wesentlichen
Multiplikation mit 5) und dass die Division durch 5 das gleibe ist wie die
Multiplikation mit % = 1% = 0;2: Daher sind diese Divisionen im Dezimal-
system algorithmisch besonders einfach durchaliren. Eine Besonderheit
liegt darin, dass die Zi ern des Ergebnisses nur von der eptechenden und
von der um eins @herstelligen Zi er des Dividenden abkngen. Man braucht

keinen Ubertrag und kann an jeder beliebigen Stelle anfangen.

Verfahren 26.11. Es sei
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ein Dezimalbruch, &r den die Halbierung (also die Division durch 2) durch-
gekhrt werden soll. Dazu shrt man fer jede Zier & fur

[ k 1
die Division mit Rest durch 2 durch, d.h. man berechnet
a = 2hb +r;:
Aus diesen Zahlen berechnet man
G = b +5rjy:
Dies sind die Zi ern der Halbierung vonz, also

X .
= ¢10:

Da die Zi ern a zwischen 0 und 9 liegen, sind dig zwischen 0 und 4 und die
ri sind O oder 1. Ohne die Division mit Rest kann man diesen Algtrmus
auch mit der folg8enden Fallunterscheidung darstellen. Esti
% &, falls & und &, gerade

% +5; falls a gerade unda;+; ungerade
3 a1, falls a ungerade unda.; gerade
- 2-1+5; fallsa und a.; ungerade

Ci:

Kurz gesagt: Man nehme vorg; die abgerundete Hlfte und erbwhe dies um
5, falls die davorstehende Zier ungerade ist. Oder: Man tei jeweils die
zweistellige Zahla;.; 8 durch 2 und schreibe davon die Einerzi er an die-te
Stelle hin (die Zehnerzi er muss nicht ausgerechnet werderMan muss also
nur zweistellige Zahlen durch 2 dividieren énnen.

Beispiel 26.12. Wir wollen den Dezimalbruch 50273 mit dem Verfahren
halbieren. Wir fangen hinten an, auch wenn wir an jeder Stellanfangen
kennten, und zwar an der Stelle mit dem Index 4 (die Zehntausendstel-
Stelle). Es ist (das Aufschreiben ist mhseliger als die Durchdhrung) a 4 =
0; und weil a 3 = 3 ungerade ist, ist

c 4 =5:
Ausa ;3 = 3ergibtsichb 3 = 3—21 = lund daa , = 7 ungerade ist, ist
c3=6:
Ausa , = 7 ergibt sichb , = = = 3und daa ; = 2 gerade ist, ist
cCo,=Db,=3:
So #&hrt man fort und erhalt schlie lich
2546365:

Lemma 26.13. Der Algorithmus zur Berechnung der Halbierung eines De-
zimalbruches ist korrekt.
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Beweis. Die Division durch 2 ist die Multiplikation mit %, also die Multipli-

kation mit % Man muss also die Zahl mit 5 multiplizieren und anschlie esh
durch 10 dividieren, was in der Dezimaldarstellung ledigl eine Kommaver-
schiebung bedeutet. Die Korrektheit des Algorithmus beruhtiaher auf der
Korrektheit des speziellen Algorithmus dr die Multiplikation mit 5, siehe

Bemerkung 16.5.

Auch fur die Division durch 5 gibt es einen entsprechenden Algoritus.

Verfahren 26.14. Es sei
X .
zZ= a;10
i=k
ein Dezimalbruch, #ir den der #infte Anteil (also die Division durch 5) be-
rechnet werden soll. Dazuethrt man fer jede Zier a fur

ik 1
die Division mit Rest durch 5 durch, d.h. man berechnet
a =5b+r;:
Aus diesen Zahlen berechnet man
G = b +2r;:
Dies sind die Zi ern der Funftelung von z, also

Kurz gesagt: Man nehme vorg; das abgerundete kinftel (das O oder 1 ist)

und addiere das Doppelte des#nferrestes der Ziera.; dazu. Oder: Man

teile jeweils die zweistellige Zahd;.; & durch 5 und schreibe davon die Einer-
zi er hin (die Zehnerzi er muss nicht ausgerechnet werden)Man muss also
nur zweistellige Zahlen durch 5 dividieren énnen.

Lemma 26.15. Der Algorithmus zur Berechnung desehften Anteils eines
Dezimalbruches ist korrekt.

Beweis. Siehe Aufgabe 26.32.

Wenn man beispielsweise durch 4 teilt, soaimgt die Zi er des Ergebnisses
nicht nur von zwei Zi ern, sondern von drei Zi ern ab, wie 100: 4 = 25 und
200 : 4 = 50 zeigt.

Die in dieser Vorlesung angestellten Betrachtungen kann man jedem Zah-
lensystem wie hier im Zehnersystem durchlfiren. Die Aussagen gelten ent-
sprechend, wobei die zuletzt genannten Ergebnisse darur tlie Teiler der
Grundzahl gelten.
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26. Arbeitsblatt

26.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 26.1. Halbiere die 1 im Dezimalsystem zehnmal hintereinander.

26.2. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 26.2. Welche der folgenden Zahlen sind Dezimakche?

X q
152°% 7 11:2°% 7 11 % o

n=1

ol w
ol N
SN

Aufgabe 26.3. Berechne (6 0;2.

Aufgabe 26.4. Berechne
0;00000000000000000®;0000000000000006

Aufgabe 26.5. Berechne 30205 0;0073.

Aufgabe 26.6. *
Was ist das kleinste ganzzahlige Vielfache vogz, das ein Dezimalbruch ist.

Aufgabe 26.7. Zeige, dass das arithmetische Mittel von zwei Dezimakr
chena; und a, wieder ein Dezimalbruch ist. Gilt dies auchefr das arithme-
tische Mittel von drei Dezimalbrichen?

Aufgabe 26.8. *

(1) Bestimme die Stammbeiche, die zugleich Dezimallrche und ge er
als 135 sind, und liste sie in absteigender Reihenfolge auf.

(2) Wie viele rationale Zahlen, die sowohl Stammiche als auch Dezi-
malbreiche sind, gibt es zwische% und 1 (einschlie lich).

Aufgabe 26.9. Berechne
310'+6 102%2+7 102 5 10°+9 10'+5 10°+2 10'+4 10° :



379

Aufgabe 26.10. Berechne
69 10 7,3 10 °:

Aufgabe 26.11. Berechne
43 10°+6;4 10 °:

Aufgabe 26.12. *

Berechne
0;00000029 0;00000000037

Das Ergebnis soll in einer entsprechenden Form angegebemdege.

Aufgabe 26.13. *
Ist die Zahl

ein Dezimalbruch?

Aufgabe 26.14. *

Zeige, dass eine rationale Zahl genau dann ein Dezimalbrush wenn in der
gekerzten Bruchdarstellung der Nenner die Form'2 5 mit i;j 2 N besitzt.

Aufgabe 26.15. *

Wir betrachten die Abbildung ' , die einen im Zehnersystem gegebenen De-
zimalbruch

auf
X .
"(2) = 810"
i=m
abbildet. Bei' (z) bezieht sich also die Zi era; nicht mehr auf 10, sondern
auf 10 '.

(1) Berechne' (514; 73).
(2) Welche Dezimalbeiche werden unter auf sich selbst abgebildet?
(3) Gilt

"(z+w) =" (2)+ " (W)?
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(4) Zeige, dass die Beziehung

a0 = )

fur alle Dezimalbrichez und ganze Zahlerk gilt.
(5) Ist ' bijektiv? Was ist gegebenenfalls die Umkehrabbildung?

Aufgabe 26.16. Eine rationale Zg(hlz 6 0 sei in der Form
p p(2)
p Primzahl

gegeben. Woran erkennt man, ob es sich um einen Dezimalbrutandelt
oder nicht?

Aufgabe 26.17. Berechne im 7er-System
0,026 3;605:

Aufgabe 26.18. Berechne im 5er-System
0;0230241 32,1102 + 4301 2;133:

Aufgabe 26.19. *

Es seiena 6 b Basen zu einem Stellenwertsystema{er System undb-er
System). Es sek eine rationale Zahl, die im Stellenwertsystem zur Base
eine abbrechende Darstellung als Kommazahl besitzt. Gilies dann auch
im Stellenwertsystem zur Basi$?

Eine TeilmengeS R eines kommutativen RingeR heit Unterring, wenn
0;1; 12 Sistund wennS unter der Addition und der Multiplikation ab-
geschlossen ist.

Aufgabe 26.20. Es sein 2 N. eine xierte positive naterliche Zahl. Zeige,
dass die Menge aller rationalen Zahlen, die man mit einer Rotz vonn als
Nenner schreiben kann, einen Unterring vo® bildet.

Aufgabe 26.21. Es seiT P eine Teilmenge der Primzahlen. Zeige, dass
die Menge
Rr = fg2 Qj glasst sich mit einem Nenner schreiben,
T in dem nur Primzahlen aus vorkommeg

ein Unterring von Q ist. Was ergibt sich beiT = ;, T = f3g, T = f2;5q,
T="P?
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Aufgabe 26.22. Bestatige die Absclatzungen

0;428571428< ; < 0,428571429
aus Beispiel 26.10 durch Multiplikation der Abschtzungen mit 7.

Aufgabe 26.23. Approximiere die rationale Zahlg durch einen Dezimal-
bruch mit einem Fehler von maximal 10%.

Aufgabe 26.24. Approximiere die rationale Zahlé durch einen Dezimal-
bruch mit einem Fehler von maximal 102.

Aufgabe 26.25. *
Zeige, dassdr jedesk 2 N, der Dezimalbruch

X« .
3 10"
i=1
die rationale Zahl% mit einem Fehler von maximal 10X approximiert (von
unten).

Aufgabe 26.26. Runde die folgenden Zahlen auf zwei Stellen nach dem
Komma.

. 3 4 3 1 1.
7874802 9 13 4 5% 6 "
Aufgabe 26.27. *

Bei der Onlinepartnervermittiung ,,e-Tarzan meets e-Jane\ verliebt sich alle
elf Minuten ein Single. Wie lange (in gerundeten Jahren) daut es, bis sich
alle erwachsenen Menschen in Deutschland (ca. 65000000Q)iefet haben,
wenn ihnen allein dieser Weg zur Vesifjung steht.

Aufgabe 26.28. Halbiere den Dezimalbruch 290752209.

Aufgabe 26.29. *

Bestimme vom achten Teil des Dezimalbruches
7609823934790354771045729

die dritte Nachkommazi er.
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Aufgabe 26.30. Berechne dendnften Anteil des Dezimalbruches
76014550738

Aufgabe 26.31. Begrinde, dass sich bei der Halbierung (und bei derRfte-
lung) eines Dezimalbruches die Anzahl der Nachkommastellemthechstens
1 erhoht.

Aufgabe 26.32. *

Zeige, dass der Algorithmus zur Berechnung desnfiten Anteils eines Dezi-
malbruches korrekt ist.

Aufgabe 26.33. Die Schuler sollen die 1 im Dezimalsystem zehnmal hin-
tereinander halbieren. Heinz Ngolo wundert siclmber Gabi Hochster, die
anfangt, die Potenzen der 5, also!55?; 5%, ::: auszurechnen. Er sagt;, Hast
du wieder nicht aufgepasst\? Sie sagt;Doch, das ist doch das gleiche\. Wer
hat recht?

Man nennt einen Algorithmus parallelisierbar, wenn man ihn in einfachere
Teilalgorithmen aufspalten kann, die in dem Sinne voneinder unabhangig
sind, dass sie nicht die Ergebnisse voneinander Ietigen (es entstehen also
keine Wartezeiten).

Aufgabe 26.34. Die Klasse soll den #nften Teil einer Zahl ausrechnen,
die im Zehnersystem durch 27 Zi ern gegeben ist. In der Klasgyibt es 28
Kinder. Wie teilt Gabi Hochster die Aufgabe auf?

Inwiefern ist die Halbierung (Funftelung) eines Dezimalbruches parallelisier-
bar?

26.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 26.35. (2 Punkte)

In den Klassenarbeiten hat Mustafa Miller eine 3 plus (= 27), eine 1 minus
(=1;3), eine 3 und eine 2 plus geschrieben. Berechne seinen Notect:
schnitt als Bruch, und runde das Ergebnis.

Aufgabe 26.36. (2 Punkte)
Berechne 400013507 0;002056.
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Aufgabe 26.37. (2 Punkte)

Approximiere die rationale Zahl% durch einen Dezimalbruch mit einem Feh-
ler von maximal 10 6.

Aufgabe 26.38. (2 Punkte)
Halbiere den Dezimalbruch 3043@9134508902.

Aufgabe 26.39. (3 Punkte)

Bestimme vom achten Teil des Dezimalbruches
876059301193672903347310459901

die funfte Nachkommazi er.

27. Vorlesung - Prozentrechnung und Wachstum

Die Fragebogen haben nicht gut geschmeckt. Einige Wrste spater geht es wieder.

27.1. Prozentrechnung.

De nition 27.1.  Ein Prozent ist L.

-, . - - - l
De nition 27.2. Ein Promille ist 1066+

Der Bundeshaushalt von 2011
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Dafur gibt es spezielle Zeichen, % undg,. Von der De nition her ist die
Prozentrechnung ein Spezialfall des Rechnens mit ratioeal Zahlen, und
zwar mit Dezimalbreichen. Eine rationale Zahl zwischen 0 und 1 gibt den
Anteil von einer gegebenen Grundgre an. Diese Anteilsgp e wird in vie-
len alltaglichen Kontexten am besten durch einen Dezimalbruch arggn, da
dieser eine unmittelbare Ge envorstellung mitliefert, da Dezimalbrache un-
tereinander einfach vergleichbar sind, wie in Bemerkung Z6erwahnt wurde.
Bei der Gre enordnung will man es lau g gar nicht so genau wissen, sondern
nur eine ungefhre Gm envorstellung haben. Deshalb werden viele ®ren-
anteile in Hunderstel oder seltener in Tausendstel angegeb&vofer sich die
Bezeichnungen Prozent und Promille eingelogert haben. Die Prozentrech-
nung besclhaftigt sich mit dem Rechnen von Ge enangaben, die in Prozent
gemacht werden. Prozentrechnung ist einfach, wenn man enke, dass es
sich um Rechnungen mit rationalen Zahlen handelt. Dennochibg es eini-
ge, ®r die Prozentrechnung typische Formulierungen, bei deneman sich
die zugrunde liegende mathematische Bedeutung erst klar amien muss. Im
Prozentkontext werden die Angaben grunagzlich nur mit einer gewissen
Fehlergenauigkeit gemacht.

Wenn eine endliche Grundmeng& und eine Teilmengel G gegeben ist,
so versteht man unter demAnteil von T in G einfach den Quotienten der
Anzahlen, also den Bruch

#(T) .

#(G)
Diese Zahl liegt zwischen 0 und 1. Wenn man daraus eine Prozemgabe
machen will, so macht man die Umformung

#(T) _ #(T) 100 _ #(T) 100 1 _ #(T) 100 %

#(G) #(G) 100  #(G) 100  #(G) '
Durch die Multiplikation mit dem Faktor kommt der Anteil, der ja eigent-
lich zwischen 0 und 1 liegt, in einen Zahlenbereich zwischrund 100, der
fur die meisten Menschen vertrauter ist (in einer solchen S#tion ist die
Prozentangabe unterhalb von 100, in vielen anderen Kontext ist aber auch
ein gre erer Anteil sinnvoll). Uberhaupt werden Prozentangaben nur in einer
Gre enordnung verwendet, in der sie suggestiv sind, wo alscedMultiplika-
tion mit 100 dem Vorstellungsvernmgen entgegenkommt. Ob man sagt, dass
der Anteil von Gold an der Gesamtmasse des Universums gleich1® 23 ist
oder 2 10 2% betragt, macht keinen Unterschied.

Bemerkung 27.3. Wenn eine Grundmenge gegeben ist und davon Anteile
durch Prozente beschrieben werden, und die Anteile disjunktieinander sind,
so muss man die Prozentangaben addieren, um den Gesamtdraeierhalten.
Wenn beispielsweise die Inhaltssto e eines Getnkes in Prozent angegeben
werden, sagen wir 80% Wasser, 10% Orangensaft, 5% Himbersaftl 2%
Heidelbeersaft und 3% Cola, so liegt der Fruchtsaftanteil \ygen

10+5+2 =17
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bei 17 Prozent. Die Gesamtsumme der Prozentwerte sollte lsiauf 100%
addieren; da man bei Prozentangaben abermh g gerundete Werte nimmt,
muss das nicht immer stimmen.

Bemerkung 27.4. Haug andert sich, auch in einem bestimmten Kon-
text, die Bezugsmenge bei verschiedenen Prozentangabemrvwbeipielswei-
se die Lebenshaltungskosten prozentual nach Essen, Wohguerperp ege,
Vergnegen aufgelistet wird, so werden die Vergigungskosten eventuell wei-
ter prozentual unterteilt, nach Kino, Theater, Kneipe, Spelhelle, und diese
Angaben beziehen sich danneu g auf die Gesamtvergmgungskosten. Den
prozentualen Anteil an den Gesamtlebenshaltungskosten vdfimo muss man
dann ausrechnen, indem man die relativen Prozentangabers &reiche inter-
pretiert, diese miteinander multipliziert und daraus wie@r einen Prozentwert
macht. Wenn die Vergnigungskosten 8 % der Lebenshaltungskosten ausma-
chen und Kinobesuche 30 % an den Verggungskosten, so muss man

0;:08 0;:3 = 0;024

ausrechnen und eralt, dass die Kinobesuche;2 % der Lebenshaltungskosten
ausmachen.

Bemerkung 27.5. Wenn man zwei Mengen (Verrmagen, Einwohnerzahl, ...)
A und B der Gre e nach vergleicht, so kann man das durch einen Anteil und
als Prozent ausducken. Man muss dabei deutlich machen, welche Menge man
als Grundmenge betrachten mchte. Wenn manA als Grundmenge nimmt,
SO ist

#(B
#(8) = Ga) #(A)
und 557 (bzw. X520 % in Prozent) beschreibt die Ge e von B in Bezug

auf A. Beispielsweise kann das Veragen einer Person 30% des Vesgens
einer anderen Person betragen. Wenn man die Velmisgre e umgekehrt
wissen nechte, also die Ge e von B in Bezug aufA, so muss man den in-
versen Bruch% berechnen. Um aus der ersten Prozentangabe die neue
Prozentangabe zu erhalten, muss man invertieren und mit 100 multiplizie-
ren (1), also

1 10000 _ 1000
30 10000 = 30 - 3

Prozent. Die zweite Person hat also 3333 Prozent des Vermgens der ersten
Person.

= 333;33

Wenn Angabenwublicherweise in Prozenten gemacht werden, wie beispiels-
weise das Ergebnis von Wahlen, so witkt man die Anderung zwischen zwei
Wahlen durch Prozentpunkteaus, also nicht prozentual! Wenn die Partei vor
vier Jahren 35% erzielt hat und bei den neuen Wahlen 32% eiziso spricht
man von einem Verlust von 3 Prozentpunkten.
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Bemerkung 27.6. Es seiM eine endliche Menge und : M | W eine
Abbildung in eine geordnete Meng&V. Man denke an die Ge enmessung
eines bestimmten Personenkreises (mit Werten @) oder die Benotung von
Klausuren. Man sagt, dasx 2 M zu einem gewisseProzentrang gelort
(ausgedeickt mit einem Prozentwerten), wenn hechstensn% der MengeM
den Wert von x, alsof (x), ubertre en. Im Gr ® enbeispiel besteht der Pro-
zentrang 10% aus allen Personen, die demegen Zehntel der Bewlkerung
angeheren.

27.2. Wachstum.

Viele Wachstumsprozesse in Natur und Gesellschaft sind vonrd@®rm, dass
sich die G® e nach einem bestimmten Zeitraum (beispielsweise nacimem
Jahr) zur Ausgangsge e proportional mit einem bestimmten konstanten
Proportionalit atsfaktor verhalt. Beispiele hiertir sind das Wachstum einer
Population oder die In ation. Bei konstanten Bedingungen kngt das Wachs-
tum einer Population mit einem festen Faktor, genannWachstumsfaktor
von der Gre e der Population ab. Wenn sich beispielsweise eine geveid3o-
pulation, sagen wir Mause, auf katzenfreien, kornreichen Feldern, in einem
Jahr verdoppelt, so werden in einem Jahr aus 100eMsen 200 Muse, aus
1000 Mausen 2000 Muse u.s.w. Das Verltnis der Population nach einem
Jahr zur Population vor einem Jahr ist also konstant gleich.2Venn die Be-
dingungeneber einem &ngeren Zeitraum konstant sind, sendert sich dieser
Faktor nicht, und man muss von Jahr zu Jahr mit diesem Faktor miltiplizie-
ren. Nachn Jahren gibt es dann 2x Mause, wennx die Gre e der jetzigen
Mauspopulation bezeichnet.

Jahre 0 1 2 3 4 5 6
Mause | 100| 200| 400| 800| 1600 | 3200| 6400

Der Wachstumsfaktor 2 ist recht gro . Hau ger sind Wachstumsfaktoren wie
1,01, 2,02, 1 05 undahnliches. Bei einem Preisentwicklungsfaktor von; @5
erhalt man beispielsweise (gerundete Werte)

Jahre 0 1 2 3 4 5 6
Bierpreis auf der Wiesn | 10| 10;50| 11,03 | 11,58 | 12,16 | 12,76 | 13;40

Ein Wachstum wird hau g nicht mit dem Wachstumsfaktor beschrieben,
sondern mit dem proportionalen Zuwachs, derduwachsfaktor Es wird also
der proportionale Anteil in Bezug auf die Vorgngerge e angegeben, der
hinzukommt. Bei einem Wachstumsfaktor von 2 ist der Zuwackektor gleich
1 (die Gre e der Population kommt in einem Jahr neu hinzu), in den weéren
genannten Beispielen ist der Zuwachsfaktor gleich @, G 02, G 05. Dieser
Zuwachsfaktor wird zumeist in Prozent angegeben, man spgrtcvon einem
jahrlichen Wachstum von 100%, von 1%, 2%, 5%. Eine Prozentatg bei
Wachstumsprozessen voa% bedeutet also einen Zuwachsfaktor vofj; und



387

einen Wachstumsfaktor vont%:2. Wenn man einen Wachstumsprozess, der

mit einer Prozentangabe beschrieben wirdiber mehrere Jahre verstehen
will, muss man also den Wachstumsfaktor ausrechnen und deéespotenzieren
(mit der Anzahl der Jahre im Exponenten). Es ist falsch, die Rizentwerte
mit der Anzahl der Jahre zu multiplizieren und dies als Gesamtiwachs zu
nehmen. Im Wiesnbeispielefhrt die falsche Rechnung zu folgendem Ergebnis

Jahre 0 1 2 3 4 5 6
Bierpreis auf der Wiesn (falsch gerechnet) | 10 | 10,50 | 11| 11,50 | 12 | 12,50 | 13

Die Abweichung wird zunehmend g er, fur kleine Zeitraume ist die einfa-
chere falsche Rechnung al®berschlagsrechnung akzeptabel. Aufgrund der
allgemeinen binomischen Formel ist

(1+a)" =1+ na+ e a+ +a";
2 3
und 1 + na ist das Ergebnis bei der falschen Rechnung. Weranwie hau g
klein, etwa  0;05 ist, so sind die Bheren Potenzera?; a®> besonders klein,
und das wird auch durch die Binomialkoe zienten © (bei nicht allzu gro em
n) nicht sehr gro gemacht. Der Fehler wird aber, egal wie klaider Prozent-

satz ist, bei hinreichend gro emn beliebig gro .

27.3. Exponentialfunktionen auf  Z.

Wir studieren das Wachstumsverhalten bei konstanten Bedjjungen genauer
mit dem Begri der (ganzzahligen) Exponentialfunktion.

Die Exponentialfunktionen werden wir spater auf ganzQ bzw. R ausdehnen,
de niert haben wir sie bisher nur fur ganzzahlige Stellen.

De nition 27.7.  Es seiK ein angeordneter Korper undb 2 K. ein posi-
tives Element. Dann nennt man die Abbildung

Z! K;n7! b}
die (ganzzahlige)Exponentialfunktion zur Basish.
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Die Basisb ist dabei der Wachstumsfaktor. Spter werden wir Exponenti-
alfunktionen b* fur beliebige reelle Zahlerx erklaren, bis jetzt aber haben
wir Ausdreicke wie 772 oder : noch nicht zur Verfugung. In den Skizzen
werden wir aber diese Fortsetzung gelegentlich schon beznen.

Lemma 27.8. Es seiK ein angeordneter korper undb 2 K. ein positives
Element. Dann besitzt die (ganzzahlige) Exponentialfumbd

"1 Z! Kin 7! B

zur Basisb die folgenden Eigenschaften.

(1) Es ist

"p(n) = B >0

fur allen 2 Z:

(2) Es ist

'p(0) = B = 1:
(3) Es ist

'p(1) = bt = b
(4) Es ist

"p(m+n) = BN = BN B =t y(m) " p(n)
fur m;n 2 Z:
(5) Furm 2 Z ist

' m)= b ™= (0"t = (" ym) "

Beweis. Die erste Aussage folgtefr n 1 aus der Vertmglichkeit der Ord-
nung mit der Multiplikation und fer n negativ aus Lemma 24.5 (1), die
anderen Eigenschaften folgen aus den Potenzgesetzen.

Die Exponentialfunktion zur Basis 2 im Vergleich zu einer Inearen Funktion und
zur dritten Potenz. Auf der x- und der y-Achse wurden unterschiedliche
Ma st abe gewahlt.
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Lemma 27.9. Es seiK ein angeordneter korper undb 2 K. ein positives
Element. Dann besitzt die (ganzzahlige) Exponentialfumdd

"1 Z! Kin 7! B
zur Basisb die folgenden Eigenschaften.

(1) Bei b > 1ist die Exponentialfunktion streng wachsend.
(2) Bei b < 1ist die Exponentialfunktion streng fallend.
Beweis. (1) Seib > 1 undm > n: Wir messen zeigen, dass

tp(m) = B > b" =" y(n)
ist. Nach Lemma 27.8 (4) ist
pr = pg" " o
mit m n > 0: Wegen Lemma 19.13 (8) ist
pr " > 1
und daher ist auch
p"=pg" " B> 1P = o
(2) Dies folgt aus Teil (1), wenn man die ldentiat
b= bt "

und Lemma 24.5 (3) verwendet.

Lemma 27.10. Es seiK ein archimedisch angeordneter &rper undb 2 K.
ein positives Elements 1 und

"piZ! Kon 7! B

die zugebrige (ganzzahlige) Exponentialfunktion zur Basis Es seienM 2
K und 2 K, > 0, vorgegebene Zahlen. Dann gibt es eine ganze Zahl
n 2 Z mit

"p(n) M
und eine ganze Zahin 2 Z mit

" p(m)

Beweis. Fur b > 1 undM ist dies eine Umformulierung von Lemma 25.9if

b < 1und ist dies eine Umformulierung von Korollar 25.10. Die anderen
Falle kennen darauf zueickgetihrt werden, indem man negative Exponenten
betrachtet.
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Hau g ndet man die Vorstellung, dass exponentielles Wachsim etwas wie

~explosives Wachstum\ ist. Das ist smicht richtig. Wenn der Wachstums-

faktor zwischen O und 1 liegt, so ist die Exponentialfunktio sogar fallend

und wenn der Faktor knapp oberhalb von 1, so ist das Wachsturarigsam.

Exponentielles Wachstum ist ein nafirliches Pranomen und hat nichts mit

unkontrollierbaren Entwicklungen zu tun. Allerdings zeigtder folgende Satz,
dass sich exponentielles Wachstum gegdrer jedem Wachstum, das durch ei-
ne Potenzfunktion beschrieben wird, letztlich durchsetztMan beachte auch,
dass sowohl eine Exponentialfunktion als auch eine Poteamktion durch den

gleichen funktionalen Ausdruck, amlich als Potenzg®, beschrieben wird. Der
Unterschied besteht darin, ob die Grundzah§ oder der Exponente als va-

riabel betrachtet wird.

Beispiel 27.11. Wir vergleichen die Werte der Identiat und der Quadrat-
funktion mit der Exponentialfunktion zur Basis

3
b—z.

Es ergibt sich die folgende Wertetabelle.

| Joj1]2]3[4[5] 6 [ 7 [8] 9 |10]
nf 0] 1] 2| 3| 4 | 5| 6 | 7 | 8] 9 | 10
nZ [0 1| 4 | 9 | 16 | 25| 36 | 49 | 64 | 81 | 100
S 1| 1,5|225| 337|506 7,59 | 11,39 | 17,08 | 25,63 | 38,44 | 57,66

Im Vergleich mit der identischen Funktion ist die Exponentlfunktion schon
durchgangig g® er (au er bei n = 0), im Vergleich mit der Quadratfunktion
bleibt die Exponentialfunktion im angegebenen Bereich (aer bein  0;1)
zureick. Man sieht aber, dass sigziemlich schnell\ aufholt.

Satz 27.12. Es seiK ein archimedisch angeordneter &per undb > 1
gegeben mit der zugehigen Exponentialfunktion

"piZ! Kon 7! B

zur Basish. Es seik eine naturliche Zahl. Dann gibt es eirm 2 N derart,
dass #ir allen  m die Abschatzung

'u(n) = B Nk
gilt.
Beweis. Wir zeigen die Existenz desn durch Induktion eber k fur jedes
b > 0: Fur k = O ist die Aussage klar. Sek = 1: Wir schreibenb =1+ u

mit u > 0 und betrachten (kr n  2) die auf dem binomischen Lehrsatz in
Verbindung mit u > 0 beruhende Abschatzung

B = @+ u)"

n
1+nu+ u
2
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1
1+ nu+ %uz

(n 1),

1+ nu+ nTu
(n  1u?
n—m—"—:
2

Da % positiv ist, gibt es nach Lemma 25.7 eine natliche Zahl m mit

u2
m— 1
2
Fer n > m ist dann
n 1)u?
ok ng n;

2

wie gewinscht. Es sei nun die Aussageuf k 1 und alleb > 1 schon
bewiesen, und wir nassen siedr k + 1 beweisen. Wir schreiberb = cd mit
Zahlen

c;d > 1;
die es nach Aufgabe 24.20 gibt. Aufgrund der Induktionsvorasistzung gibt
es eine naidirliche Zahl m derart, dass &ér allen  m die Abschatzung

n k

C n

gilt. Ebenso gibt es eine natrliche Zahl m°® mit der Eigenschaft, dasser alle
n  m®die Abschatzung

d n
gilt. Damit gilt f ur alle
n  max(m;m9

die Abschatzung

27. Arbeitsblatt

27.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 27.1. Bestimme den prozentualen Damen- und Herrenanteil in der
Vorlesung Grundkurs Mathematik am 5. Februar 2019.
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27.2. Ybungsaufgaben.

Aufgabe 27.2. Ein Kuchen wurde in zwelf gleich gro e Sticke unterteilt,
von denen bereits 7 gegessen wurden. Wie viel Prozent des larts sind
noch da?

Aufgabe 27.3. (1) Wie viel Prozent sind 1000?
(2) Wie viel sind 1000%?
(3) Berechne
7% 5%

4%, 11%
Aufgabe 27.4. Drecke die Stammbeiche bis% in gerundeten Promille aus.

Aufgabe 27.5. Bei einer Befragung nach der Lieblingseissorte stellt sich
heraus, dass jeweils ein Drittel der Befragteruf Erdbeereis, #ir Himbeereis
und fer Zitroneneins pkdiert. In Prozent sind es also jeweils 33. Wo ist das
Prozent 100% 3 33% = 1% geblieben?

Aufgabe 27.6. Schatze im angegebenen Kuchendiagramm die Anteile der
Teilsteicke in Prozent und durch einen Winkel ein.

Aufgabe 27.7. (1) Drucke die folgenden Winkel in Prozent bezogen auf
eine Volldrehung aus.

36:30:90:;45: 120 :

(2) Drucke die folgenden Winkel in Prozent bezogen auf eine Viedet-
hung aus.
10;30;90; 45; 180 :
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(3) Drucke die folgenden Prozentangaben bezogen auf eine Voltdneg
als Winkel aus.

10% 20% 40% 50% 100%:

(4) Drucke die folgenden Teildrehungen in Prozent bezogen aufeioll-
drehung und mit einem Winkel aus.

Halbdrehung Vierteldrehung; Dritteldrehung; Zwelfteldrehung
Funfteldrehung Sechsteldrehung

Aufgabe 27.8. Lucy Sonnenschein gibt 20% ihres Taschengeldes u ig-
keiten aus, davon wiederum 40%if Eis. Wie viel Prozent ihres Taschengeldes
gibt sie fur Eis aus?

Aufgabe 27.9. Die engagierte Software-Entwicklerin Betti van Deyk ver-
bucht folgende Lohnsteigerungen in ihren ersten drei Begjhhren: +10%
nach einem Jahr, +8% nach dem zweiten Jahr, +15% nach dem den

Jahr. Wie verhalt sich prozentual ihr Gehalt nach drei Jahren zu ihrem An-
fangsgehalt?

Aufgabe 27.10. *

Zwei Handler spekulieren mit dem gleichen Kapitaleinsatz an dereBse.
Handler A macht in der ersten Woche ein Prozent Gewinn und in der zweite
Woche ein Prozent Verlust, dagegen machtehdler B in der ersten Woche
ein Prozent Verlust und in der zweiten Woche ein Prozent Gemn. Wie
sieht ihre Gesclaftsbilanz in den zwei Wochen aus, und wer steht nach zwei
Wochen besser da?

Aufgabe 27.11. *

Bauer Ernst erntet 100 Kilogramm Wassermelonen, die zu 99 ¢zent aus
Wasser bestehen. Erasst sie eine Woche lang in der Sonne liegen, wodurch
sie etwas austrocknen und sich ihr Wasseranteil auf 98 Prozeeduziert, die
festen Bestandteileandern sich nicht. Wie viel wiegen die Melonen jetzt?
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Aufgabe 27.12. *

Karl trinkt eine Flasche Bier (0;5 Liter) mit einem Alkoholgehalt von 5 Pro-
zent. 10 Prozent des getrunkenen Alkohols werden von seinenutBauf-

genommen, wobei ereinf Liter Blut hat (diese Gesamtmenge wird durch
die Aufnahme nicht vemndert). Wie viel Promille hat Karl, wenn er zuvor
neichtern war?

Aufgabe 27.13. *

In einer Apfelpackung be nden sich stets sech&pfel, die zusammen ein Kilo
wiegen sollen, wobei eine Toleranz zwischen 995 und 1005r@raerlaubt ist.
Der kleinste Apfel in der Packung muss mindestens 90 ProzergsiGewichts
des ge ten Apfels der Packung haben.

(1) Wie schwer (in gerundeten Gramm) kann ein Apfel in einer R&ung
maximal sein?

(2) Wie leicht (in gerundeten Gramm) kann ein Apfel in einer Pekung
minimal sein?

(3) Um wie viel Prozent ist der ge tm egliche Apfel schwerer als der
kleinstmegliche Apfel?

Aufgabe 27.14. *

(1) Wie viele Minuten sind ein Funftel einer Stunde?

(2) Wie viel Prozent von einer Stunde sind 45 Minuten?
(3) Wie viele Minuten sind 90% einer Stunde?

(4) Wie viel Prozent von einer Stunde ist ein Tag?

Aufgabe 27.15. Auf eine Ware ist beim Verkauf eine Mehrwertsteuer von
19% vom Grundpreis zu entrichten, die im Verkaufspreis Niedsehlag ndet.
Wie viel Prozent vom Verkauspreis ist das?

Aufgabe 27.16. Bei einer Wahl ist der Anteil der Nichtwahler gleich 20%
und der Anteil der ungeltigen Stimmen (bezogen auf alle abgegebenen Stim-
men) gleich 2%. Die Partei,Soziale Alternative #ir Rentnen enthalt 5%
der gultigen Stimmen. Wie viel Prozent der Bewlkerung haben diese Partei
gewahlt?

Aufgabe 27.17. Bei einer Wahl werden 51076953 Stimmen abgegeben. Die
Partei A bekommt 19584022 Stimmen, die ParteB bekommt 17354313
Stimmen, die ParteiC bekommt 6274560 Stimmen, die PartedD bekommt
4103045 Stimmen. Alle anderen Partein bekommen weniger al®Q000 Stim-
men.
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(1) Wie viel Prozent erhalten jeweils die Parteien?

(2) Wie viel Prozent erhalten jeweils die Parteien von denetdfigen Stim-
men?

(3) Es qilt die 5%-Herde. Wie viel Prozent der Sitze im Parlament be-
kommen die Parteien?

(4) Es gibt 510 Sitze. Wie verteilen sich diese auf die Paresi?

Aufgabe 27.18. Der Lohnabschluss bei Tarifverhandlungen sieht vor: Je-
der Arbeitnehmer bekommt einen ghrlichen pauschalen Zuschlag von 600
Euro und einen prozentualen Zuwachs von; 3%. Berechne die prozentua-
len Zuwechse @r die folgenden Lohngruppen (Monatliches Gehalt vor dem
Tarifabschluss).

Lohngruppe | A B C D
Gehalt 1950 2300/ 2768| 3010

Aufgabe 27.19. Die Software-Entwicklerin Betti van Deyk verdient 70000
Euro pro Jahr. Wie viel Steuer nusste sie prozentual gem der abgebildeten

Steuermodelle zahlen? Wie viel Steuer wsste sie je nach Modellefr den

70000 verdienten Euro zahlen, wie viel¥r den 30000 verdienten Euro?

Aufgabe 27.20. Eine Sendung erzielt mit durchschnittlich 2200000 Zu-
schauern einen Marktanteil von 18%. Welchen Marktanteil erelt eine gleich-
zeitig laufende Sendung mit 1500000 Zuschauern?

Aufgabe 27.21. Auf einer Party sind 80% der anwesenden Frauen sympa-
thisch und 70% der anwesenden &hner sympathisch. Was kann mamber
den Prozentsatz der sympathischen Menschen auf der Partygsem?
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Aufgabe 27.22. Eine Partei verliert bei einer Wahl gegemnber der letzten
Wahl 3 Prozentpunkte. Damals hatte sie einen Stimmenanteibon 15%. Wie
viel hat sie prozentual verloren?

Aufgabe 27.23. In welchem Prozentrang wrden Sie Ihre mathematische
Begabung einordnen? Bezogen auf welchen Béerungsanteil? Auf welchen
Erfahrungen beruht Ihre Einsclatzung?

Aufgabe 27.24. Wir betrachten die Quotienten % >furn 2 N.. Zeige,
dass es zu jedem > 0 einm 2 N derart gibt, dass #r alle n m die
Abschatzung

n+1 2

n

1+

gilt.

Aufgabe 27.25. Es seiK ein angeordneter torper und b 2 K, mit der
zugetorigen Exponentialfunktion

t=tpr 2! Kyn 700

und es sei die Exponentialfunktion zur Basisb 1. Zeige, dass die beiden
Funktionsgraphen zu' und zu symmetrisch zury-Achse sind.

Aufgabe 27.26. Eine Population wachse pro Jahr um QL Prozent. Man
gebe unter Verwendung von Lemma 25.9 (bzw. der Bernoulli-Ulegchung)
eine Jahreszahh mit der Eigenschaft an, dass sich die Population in diesem
Zeitraum mindestens verdoppelt. Gibt es bessere Methodexin solches zu
nden?

Aufgabe 27.27. Bestimme einm 2 N mit der Eigenschaft, dass #r alle
n  m die Abschatzung

(L;)" n
gilt.
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Aufgabe 27.28. Finde in Beispiel 27.11 das minimala 2 mit

= n®:
2

Aufgabe 27.29. *

Man gebe explizit einm mit der Eigenschaft an, dassefr alle n m die
Abschatzung

1,03 n?
gilt.

Aufgabe 27.30. Bestimme einm 2 N mit der Eigenschaft, dass ¥r alle
n  m die Abschatzung

2" n?
gilt.

Aufgabe 27.31. Zu Beginn des Studiums ist Professor Knop och doppelt so
schlau wie die Studenten. Innerhalb eines Studienjahresnden die Studenten
um 10% schlauer. Leider baut der Professor ab und verliert @rdahr 10%
seiner Schlauheit.

(1) Zeige, dass nach drei Studienjahren der Professor imnmerch schlauer
als die Studenten ist.

(2) Zeige, dass nach vier Studienjahren die Studenten dendfessor an
Schlauheitubertre en.

Aufgabe 27.32. Im Ausgangsjahr erwirtschaftet die VolkswirtschaftA dop-
pelt so viel wie die VolkswirtschaftB. Das jahrliche Wachstum der Volks-
wirtschaft A betragt 1% und das @hrliche Wachstum der VolkswirtschaftB

betragt 3%. Nach wie vielen Jahren hat die Volkswirtschaf# die Volkswirt-

schaft B eingeholt (hier ist eine grobe Rechnung erlaubt)?

27.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 27.33. (2 Punkte)
Jetzt ist es 17 Uhr 25. Wie viel Prozent des Tages stehen nochvbe?

Aufgabe 27.34. (2 Punkte)

Eine Partei gewinnt bei einer Wahl gegesber den letzten Wahlen 5 Prozent-
punkte dazu. Jetzt hat sie einen Stimmenanteil von 25%. Wieial hat sie
prozentual zugelegt?
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Aufgabe 27.35. (4 (2+2) Punkte)

Bei einer zunehmend aggressiver géfiten Schneeballschlacht auf dem Schul-
hof der Haseigelschule schst der durchschnittliche Durchmesser der gewor-
fenen Schneedile pro Minute um 5%.

(1) Um wie viel Prozent wachst das Volumen der Schneelle pro Minute?
(2) In welchem Zeitraum verdoppelt sich das Volumen der Schakalle?

In den beiden folgenden Aufgaben ist zwar nicht nach dem minaten m
gefragt, es soll aber im Rahmen der uns zur Vedung stehenden Methoden
ein meglichst kleinesm gefunden werden.

Aufgabe 27.36. (4 Punkte)

Bestimme einm 2 N mit der Eigenschaft, dasser allen  m die Abschat-
zung

(105" n
gilt.

Aufgabe 27.37. (5 Punkte)

Bestimme einm 2 N mit der Eigenschaft, dasssr allen  m die Abschat-
zung

(1;1)" n?
gilt.

28. Vorlesung - Der Divisionsalgorithmus

U, das war geschat. Nicht nur Vorli braucht jetzt erstmal Urlaub. | rgendwas
mit Bergen und Meer. Land egal.

Aus der Schule wissen wir, dass es neben den abbrechenden Kagrahlen
(den Dezimalbrichen) auch,unendliche Kommazahlen\ gibt, wobei dabei die
Zi ernentwicklung wiederum periodisch oder nicht periodich sein kann. Es
ist eine echte Herausforderung, die mathematische Natur dodéc Ausdreicke
zu verstehen, und wir werden uns einen Gro teil des zweitere®esters damit
beschaftigen. Auf den ersten Blick ist jedenfalls eine solche Zalladurch
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gegeben, dass jeder natichen Zahl, die eine Nachkommastelle bezeichnet,
mehr oder weniger willlrlich eine Zi er zwischen 0 und 9 zugeordnet wird.
Eine solche Zuordnung erfassen wir generell mit dem Konzegher Folge.

28.1. Folgen.

De nition 28.1. Es seiM eine Menge. Eine Abbildung
N ! M;n 7! Xpu;
nennt man auch eing~olge in M. Eine Folge wird hau g in der Form

(Xn)n2n

geschrieben.
Die Elementex, hei en dabei dieGlieder der Folge

28.2. Der Divisionsalgorithmus.

Wir besprechen nun das Verfahren desschriftlichen Dividierens\, den Divi-
sionsalgorithmus.

Verfahren 28.2. Es seiena; bnaturliche Zahlen mit b positiv. Beim Divisi-
onsalgorithmusa : b fuhrt man sukzessive die (unendlich vielen) Divisionen
mit Rest
a= zyg b+rg;

10 ro =241 b+r g

10r =2, b+r 5

10r =23 b+r 3
aus, d.h. man berechnet rekursiv aus ; mittels

10ri=2zi1 b+tr i,

diez ; ;unddier ; ;. Die Folgez i, i 2 N, heit die Ziernfolge und die
Folger i,i 2 N, heit die Restefolgedes Divisionsalgorithmus.

Man schaut also, wie oftb in a hineinpasst (das ergibtzo, den ganzzahligen
Anteil der Division) und welcher Rest dabekrbrigbleibt. Dann schaut man,
wie oft b in das Zehnfache dieses Restes hineinpasst (das ergiftdie er-
ste Nachkommazi er der Division) und welcher Rest dabeaibrigbleibt, und

wiederholt diesen Rechenschritt unendlich oft. Dieses Vahren ist aus der
Schule bekannt. Als Ergebnis wird digunendliche KommazahN\

2.7 12 2Z 3.::

notiert, wobei die ganze Zaht selbst in ihrer Dezimalentwicklung genommen
wird. Unklar ist dabei, welchen genauen Sinn ein solcher Ausak besitzt.
Dies lasst sich im Rahmen der Konvergenz von Folgen befriedigenapisie-
ren. Die Indizierung ist hier so gewhlt, dass sich die Zierz ; (furi 1)
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auf 10 ' bezieht. D.h.z ; ist die i-te Nachkommazi er des Ergebnisses der
Division.
Lemma 28.3. Es seiena; bnaturliche Zahlen mitb positiv und es seierz ;,

i 2 N,undr ;,i 2 N, die im Divisionsalgorithmus berechneten Folgen. Dann
gelten folgende Eigenschaften.

(1) Dier ; liegen zwischerOundb 1.

(2) Die z i, i 2 N., liegen zwischerD und 9.

(3) Wenn fur ein k der Restr = 0 ist, so sind #r allei > k auch
zi =0:undr ; =0:

(4) Es gibt eink 2 N und ein” 2 Ny mit © < b derart, dass #r die
Ziern mit i > k die Beziehung

Z = Z;

gilt.

(5) Wenn man statta : bden Divisionsalgorithmusma : mbmit m 2 N.
auskihrt, so andert sich die Zi ernfolge nicht (wohl aber die Reste-
folge). Die Zi ernfolge ist algso fur die rationale Zahl £ wohlde niert.

(6) Bei der Division vona = jt:O G 10 durch eine Zehnerpotenb =
10 ist

X S
Zo = ¢1ld °®
]=S

(was beit < s als 0 zu lesen ist) und

Z = Cix+s
(was r i < salsz; = 0 zu lesen ist). Die Ziernfolge z ;
ist also einfach eine verschobene Version der Zi erndarstaig des

Dividenden.

(7) Der Bruch ? ist genau dann ein Dezimalbruch, wenn ein Rest;
gleich 0 ist, und dies ist genau dann der Fall, wenn die Zi ernfolge
z i ab einemk konstant gleichO ist.

Beweis. (1) Ist eine Eigenschaft der Division mit Rest.
(2) Wegen

r b 1
ist
10 r i 10 (b 1)

Bei der Divisionvon 10r ; = z ; 1 b+ r ; 1 durch bist somit der
ganzzahlige Anteilz ; ; echt kleiner als 10.

(3) Dies folgt unmittelbar aus dem rekursiven Aufbau des Digionsalgo-
rithmus.
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(4) Im Fall, dass #ir ein k der Restr ¢ = 0 ist, ergibt sich dies unmit-
telbar aus (3), wobei man" = 1 wahlen kann. Nehmen wir also an,
dass aller ; von 0 verschieden sind. Da die Reste

r ., r o3r 3

allesamt zwischen 1 und 1 liegen, muss es in ihnen irgendwann
eine Wiederholung geben, sagen wir, dass

Fre« > =r1k

gilt. Da z ; ;undr ; ; allein vonr ; abhangt, wiederholt sich dann
die Restfolge und die Zi ernfolge

unendlich oft periodisch.
(5) Aus der Division mit Rest

10 r i = Z i1 b+ r i1
ergibt sich direkt die entsprechende Division mit Rest
10 (mr)=2z;1 (MDbBP+(m r ;)

woraus die Behauptung folgt.
(6) Der Divisionsalgorithmus ist in dielsem Fall

Xt _ Xt o Xt
G10 = G10 ° 10+ ¢10;
j=0 1 ! i=s j:o2 |
X _ X .
10 G10 = ¢ ,10°0+10 G10 ;
S IO
X _ X .
10 gld = ¢ ,10°+ 102 10 ;
j=0 j=0

u.s.w., woraus die Aussagen ablesbar sind.

(7) Wenn ein Dezimalbruch vorliegt, so Bnnen wir wegen (5) annehmen,
dass

b=10°
eine Zehnerpotenz ist. Dann folgt die Aussage mit der abbresiden
Zi ernfolge aus (6).
Wenn einr ¢ = 0; so sind nach (3) alle folgenden Zi ern gleich 0.

Wenn umgekehrtz ; = O fur alle | k gilt, so wird die Rekursions-
bedingung #ir i k zu

10r =1, 1
Nehmen wirz 6 0 an. Dann ist
r ¢« 1 = 10r ;
r v 3 =10r 1 = 10%r |;
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u.s.w., was zu einem Widerspruchehrt, da nach Lemma 25.9 die
Zehnerpotenzen schlie lich die Zahb uberschreiten.
Wenn einr = 0 ist, so folgt rekursiv aus

10’i:Zi1b+ri1

bzw.
M Zji1, I,

b 10 10 b’

dass die Beiche

rk_O_rk+1_rk+2 _____ N ro

b b’ b 'b'b
Dezimalbrache sind. Somit ist auch% ein Dezimalbruch.

Wir haben insbesondere bewiesen, dass beim Divisionsailiyonus irgend-
wann eine Periodiziat auftritt und gezeigt, wie diese zu nden ist. Das klein-
ste positve’, das die Eigenschaft aus (4) ewflt, heit die Periodenkngeder
Division. Die Eigenschatft (6) bedeutet, dass die Zi ernfgle, die sich aus dem
allgemeinen Divisionsalgorithmus im Falle der Division deh eine Zehnerpo-
tenz ergibt, mit der endlichen Kommazahl aus De nition 26.4ibereinstimmt.
Das Ergebnis des Divisionsalgorithmus wird als

200Z 1Z 2.2 kZ k 1. Z k-
notiert, wobei die mberstrichenen Zahlen die Periode darstellen.

Bemerkung 28.4. Uber die Periodeninge kann man einige mzise Aussa-
gen machen, dieiber Lemma 28.3 (4) hinausgehen und die wir im Moment
noch nicht beweisen &nnen. Es seiera und b teilerfremd und b sei auch
teilerfremd zu 10. Dann mngt die Periodeninge " der Division a : b allein
davon ab, welche minimale Zehnerpotenz K@it k 1 bei Division durch
b den Rest 1 besitzt. kir den Fall a = 1 siehe Aufgabe 28.14. Der minimale
Exponent ist die Periodendnge. Wennb = p eine Primzahl ist, so ist diese
Periodenknge ein Teiler vonp 1. Wenn die Perioderdnge von 1 p genau
p 1list, so gilt dies bei amtlichen Divisionena : p mit a teilerfremd zup, und
die Reihenfolge der Ziern ist eine zyklische Vertauschunder Reihenfolge
der Ziern zu 1 : p. Siehe als Beispiel hierzu Aufgabe 28.3.

28.3. Dezimalbruchfolgen.

Die Ziern z i, die sich beim Divisionsalgorithmusa : b ergeben, sind in
ihrer genauen Bedeutung nicht einfach zu verstehen. Im Spadfall, dass ein
Dezimalbruch vorliegt, erhalten wir nach Lemma 28.3 (6) e abbrechen-
de Entwicklung zp;z 1z ,z 3:::z ,, wobei wir diese Zi ern direkt aus der
Dezimalentwicklung des &hlers ablesen &nnen. Wenn kein Dezimalbruch
vorliegt, so erhalten wir eine unendliche Zi ernfolge ;. Zunachst muss man
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sich klar machen, dass jeder an einer bestimmten Zi er ablrieende Aus-
schnitt daraus, also
20,Z 1Z 22 3:::Z n;

nicht die Zahl £ ist, obwohl es sich in einem zu mzisierenden Sinn um eine
Approximation davon handelt. Eine Formulierung wie

Z0,Z 1Z 2Z 3:11Z piid
hingegen ist ziemlich aussagelos. Eine Formulierung wie

20,Z 1Z 22 3. Z kZ Kk 1. Z k °
kodiert zwar die volle Information aus dem Divisionsalgathmus, das Pro-
blem ist aber, ob und inwiefern dies eine Zahl ist.

De nition 28.5. Es seiK ein angeordneter krper. Eine Folge der Form
an

STV
mit a, 2 Z und

an 81 an+1

10 10+ 10
heit Dezimalbruchfolge

Achtung! Eine Dezimalbruchfolge ist nicht das gleiche wieres Folge von De-
zimalbreichen. Die Folge, die abwechselnd die Werte 0 und 1 besitzedteht
auch nur aus Dezimalbachen. Hier ist wichtig, das bei einer Dezimalbruch-
folge bei jedem Folgenglied sich digGenauigkeitt um ein 1% erheht, das
folgende Gliedx,+; liegt im Intervall
a, a,+1__ ) 1
[E,W[— [Xn; Xn + ﬁ[

der Langeﬁ, das vom Vora@ngerx, festgelegt ist.

Wir werden zeigen, dass eaf jedes Elementx in einem archimedisch an-
geordneten Kerper eine zugebrige kanonische Dezimalbruchfolge gibt, und
dass diese im Fall einer rationalen Zahj aus dem Divisionsalgorithmus ab-
lesbar ist. Die Folge

9 99 999 9999 99999

10’ 100 1000 10000 100000 """
ist eine Dezimalbruchfolge, aber nicht die kanonische Demlbruchfolge zu
1, diese ist mmlich einfach die konstante Folge.

Verfahren 28.6. Es seix 2 K ein Element in einem archimedisch ange-
ordneten Kerper K. Dann nennt man diesbern 2 N durch

X = u, 10 "+ v,
mit u, 2 Zund 0 v, < 10 " gegebene Folge
Xn = U, 10"
die (kanonische)Dezimalbruchfolgezu x.
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Die de nierende Gleichung in diesem Verfahren kann man aucis von der
Gleichung
10'x = u, + v, 10
herstammend interpretieren. Es ist also einfach
u, = bx 10'c

und

Xn = U0 " = bx 10'c 10 ™;
was zugleich zeigt, dass diese Folge existiert und eine Deaibruchfolge im
Sinne der obigen De nition ist. Die Gliederx, dieser Folge approximieren die

gegebene Zaht optimal unter allen Dezimalbrichen mit dem vorgegebenen
Nenner 10, wie die folgende Aussage zeigt.

Satz 28.7. Es seix 2 K ein Element in einem archimedisch angeordneten
Kerper K und es sei(x,), n 2 N, die zugewrige (kanonische) Dezimalbruch-
folge. Dann ist

Xn X< Xnpt ﬁ;
d.h. der n-te Dezimalbruch der Folge approximiert die Zal bis auf einen
Fehler von maximal%. Es liegt eine Dezimalbruchfolge im Sinne von De -
nition 28.5 vor.

Beweis. In der De nition der Dezimalbruchfolge wird

X = U, 10 "+ v,
mitu, 2 Zund 0 v, < 10 " berechnet. Daher ist einerseits

X, = Uy, 10" X
und andererseits

X = U, 10"+ v, = X, + V, <xn+%:
Die Eigenschaft
Xn Xn+1

ergibt sich auch unmittelbar.

Lemma 28.8. Es seiena; bnaturliche Zahlen mitb positiv und es seierz ;,
i 2 N,undr ;,i 2 N, die im Divisionsalgorithmus berechneten Folgen. Dann
ist
X .
Xy = z ;10"
i=0
die Dezimalbruchfolge z§. Insbesondere istdr jedesn 2 N

X _ X .
z ;10" < z;10'+10 ™
i=0 i=0
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Beweis. Aus den de nierenden Gleichungen des Divisionsalgorithmesgibt
sich sukzessive

a = Zob+ lo
o
= zob+
: 10b+ r
Z 1 1
b+ ———=
20 10
:Zob+21 101b+r1101
= zb+z, 10! b+10 r ;102
= Zob+ z, 10 ! b+(Z 2b+ r 2)10 2
= Zob+21 1Olb+22b102+r 2102
und insgesamt |
" !

a=b z;10" +r ,10™
i=0

Division durch b ergibt |

a_ X S X . ro

— = z10'+ —10 " = z;10' ' 10"+ —10 ":

b~ b . b

i=0 i=0

Dies stimmt mit den Festlegungen aus dem Verfahremberein, in dem die
Dezimalbruchfolge zu? de niert wurde.

28.4. Konvergente Folgen.

Die oben beschriebene Eigenschaft, dass eine rationale [Zahrch die zu-
gehorige (im Divisonsalgorithmus berechneten) Dezimalbruéblge beliebig
genau approximiert wird, wird durch folgenden Begri pmzisiert, der im
zweiten Semester eine tragende Rolle spielen wird.

De nition 28.9.  Es sei &.),,\ €ine Folge in einem angeordnetene{per
und es seix 2 K: Man sagt, dass die Folge gegex konvergiert wenn
folgende Eigenschaft ewilt ist.

Zu jedem 2 K, > 0, gibt es einnyg 2 N derart, dass #r alle n no die
Beziehung

Xn o Xj
gilt. In diesem Fall heit x der Grenzwert oder derLimes der Folge. Dadr
schreibt man auch

lim x, = Xx:
n'l

Wenn die Folge einen Grenzwert besitzt, so sagt man auch, dasekonver-
giert (ohne Bezug auf einen Grenzwert.), andernfalls, dass sii@ergiert.

Korollar 28.10. Es seix 2 K ein Element in einem archimedisch ange-
ordneten Kerper K . Dann konvergiert die zugedrige Dezimalbruchfolgéx,,),
n 2 N, gegenx.
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Beweis. Nach Satz 28.7 ist

. _ 1
Xn X o
Wenn ein > 0 vorgegeben ist, so gibt es nach Korollar 25.10 aim mit
1
10m
Fur allen mist dann
PO
10 10m

Korollar 28.11.  Zu einer rationalen Zahlx = £ konvergiert die Dezimal-
bruchfolge, die man aus dem Divisionsalgorithmus @lh gegenx.

Beweis. Dies folgt direkt aus Korollar 28.10 in Verbindung mit Lemm&28.8.

28. Arbeitsblatt

28.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 28.1. Finde einen Bruch% mit einer Primzahl p derart, dass bei
der schriftlichen Division eine Periodeminge” mit2 ~ < p 1 auftritt.

28.2. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 28.2. Fehre den Divisionsalgorithmus zu 1 p fur jede Primzahl
p < 20 durch. Was kann man an den Periodesshgen beobachten?

Aufgabe 28.3. Fuhre die schriftlichen Divisionen
1:72:73:74:7,5:76:7
durch. Was #llt bei der Zi ernentwicklung auf? Wie kann man das erléren?

Aufgabe 28.4. Fehre den Divisionsalgorithmus zu 5 : 7 und zu 15 : 21
durch. Notiere die Restfolge und die Zi ernfolge. Welche Geemsamkeiten
und welche Unterschiede treten auf?

Aufgabe 28.5. Finde eine Primzahlp derart, dass sich beim Divisionsalgo-
rithmus zu 1 : p eine von 0 verschiedene Zi er wiederholt, dies aber nicht
Teil der Periodizitat ist.
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Aufgabe 28.6. Bestimme die 1000. Nachkommastelle bei der schriftlichen
Division 1 : 7.

Aufgabe 28.7. *
(1) Feuhre samtliche Divisionen mit Rest
10 k = g 17 +r
fur

aus.
(2) Bestimme mit Hilfe von Teil (1) die Dezimalentwicklung va
(3) Bestimme mit Hilfe von Teil (1) die Dezimalentwicklung va

SlEsle

Aufgabe 28.8. Berechne 1 durch 37 mit dem Divisionsalgorithmus.

Aufgabe 28.9. *
Berechne 1 durch 41 mit dem Divisionsalgorithmus.

Aufgabe 28.10. *
Berechne 1 durch 81 mit dem Divisionsalgorithmus.

Aufgabe 28.11. Berechne 1 durch 101 mit dem Divisionsalgorithmus.

Aufgabe 28.12. *

Es seia und b naterliche Zahlen mit b positiv. Zeige durch Induktion nachi,
dass man die Restfolgenglieder ; im Divisionsalgorithmus direkt durch die
Division mit Rest

10a = xb+r |
erhalten kann.

Aufgabe 28.13. Es seia und b naterliche Zahlen mit b positiv. Zeige, dass
beim Divisionsalgorithmus zu

a:b;10‘a:b; a: 10'b
die gleiche Zi ernfolge auftritt, allerdings mit verandeter Indizierung.
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Aufgabe 28.14. Es seibeine zu 10 teilerfremde positive Zahl. Zeige, dass
die Periodenénge” beim Divisionsalgorithmus zu 1 b gleich der kleinsten
positiven Zahlk ist, fur die 10 bei der Division durchb den Rest 1 besitzt.

Aufgabe 28.15. *

Frau Maier-Sengupta ist tir ein halbes Jahr in Elternzeit. Ihr Sohn Siddhar-
tha kam mit einem Gewicht von drei Kilogramm auf die Welt und wrde in
den sechs Monaten ausschlie lich von Muttermilch emhrt. Nach den sechs
Monaten wiegt er zehn Kilogramm. Jeden Tag hat das Kind 150 Miiter
Milch getrunken. Wie viel Milch hat Siddhartha in den sechs Mnaten ge-
trunken und wie viel Prozent davon ging in die Gewichtszunahe? (Rechne
mit Monat = 30 Tage und setze das Milchgewicht gleich dem Gewht von
Wasser an).

Aufgabe 28.16. Die naturlichen Zahlena; b seien teilerfremd undb sei tei-
lerfremd zu 10. Zeige, dass danmsitliche Rester ; im Divisionsalgorithmus
zu a : bteilerfremd zu b sind.

Aufgabe 28.17. *
Fehre die schriftliche Division

53,4 :0,07
durch.

Aufgabe 28.18. Es seiz = 999:::999 diejenige Zahl im Zehnersystem, die
ausn 1 Neunen bestehe. Bestimme das Ergebnis der schriftlichervidion
1:z.

In Fakt x.y werden wir zeigen, dass die rationalen Zahlen genigen reel-

len Zahlen sind, &r die die Dezimalentwicklung periodisch ist. Die folgende
Aufgabe bietet eine algorithmische Vorwegnahme dieses Sz

Aufgabe 28.19. Zeige, dass jede endliche Zi ernfolge,z, ::: z als Periode
bei einer schriftlichen Division auftritt.

Aufgabe 28.20. Fehre im 3-er System den Divisionsalgorithmus 121 : 102
aus.

Aufgabe 28.21. Fuhre im 5-er System den Divisionsalgorithmus 1 : 3 aus.



409

Aufgabe 28.22. Fuhre im 7-er System den Divisionsalgorithmus 6563203 :
1000 aus.

Aufgabe 28.23. Welche Bedeutung wirden Sie dem Ausdruck
0;101001000100001

(die Punkte bedeuten, dass die Ziern in der erkennbaren Rebma igkeit
unendlich weiter fortgesetzt werden) zuordnen? Gibt es aafeine Interpre-
tation als rationale Zahl, als reelle Zahl, als Folge?

Aufgabe 28.24. Welche Bedeutung wirden Sie dem Ausdruck
::1212121212121212121212121212121212120212
zuordnen (die Periode 12 wiederholt sich also unendlich afach links)?

Aufgabe 28.25. Wo tritt in der Mathematik (und in anderen Gebieten) Pe-
riodizitat auf? Sind die Periodiziaten dabei, diskret\ oder , kontinuierlich\?

Aufgabe 28.26. Es seiendie i, i 2 N, die im Divisionsalgorithmus zua : b
berechneten Ziern. Ist
X , X _
zi10': zild"10”
i=0 i=0
stets die beste Approximation vorg unter allen ganzzahligen Vielfachen von
10 "?

Aufgabe 28.27. Es seiena; b naterliche Zahlen mit b positiv und es seien
Zi,12N,undr ;,i2 N, die im Divisionsalgorithmus berechneten Folgen.
Zeige durch Induktion nachn, dass
X -
a=o>bh z;10" +r ,10"
i=0

gilt.

Aufgabe 28.28. Bestimme die ersten acht Glieder der Dezimalbruchfolge
zu L.
11

Aufgabe 28.29. Berechne mit dem Divisionsalgorithmus zu 2 : 13 die Zif-
fernfolge, die Restefolge und die Dezimalbruchfolge.
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Aufgabe 28.30. Zeige, dass die Folge der Stammhxche%, n 2 N., gegen
0 (in Q) konvergiert.

Aufgabe 28.31. EsseiK ein archimedisch angeordneter &per undx 2 K
mit jXj < 1: Zeige, dass die Folge

X, = X"

gegen 0 konvergiert.

Aufgabe 28.32. Es seiK ein archimedisch angeordneter &rper. Zeige, dass
die Folge

gegen 0 konvergiert.

Aufgabe 28.33. Es seiK ein angeordneter Korper und sei &,),,, €ine
konvergente Folge inK mit Grenzwert x. Zeige, dass dann auch die Folge

(1%nDnan
konvergiert, und zwar gegernxj.

Aufgabe 28.34. Es seiz i, 1 2 N, die Zi ernfolge, die sich beim Divisions-
algorithmus a : b ergibt. Wann ist diese konvergent?

Aufgabe 28.35. Es sei k,),,, €ine Folge in einem archimedisch angeord-
neten Kerper. Zeige, dass die Folge genau dann gegekonvergiert, wenn es
fur jedesk 2 N, einng 2 N derart gibt, dass #r allen  ng die Abschatzung
Xa  Xj il

Aufgabe 28.36. *

Negiere die Aussage, dass eine Folgein einem angeordneten iérper gegen
x konvergiert, durch Umwandlung der Quantoren.

Aufgabe 28.37. *

Wir beschreiben eine Konstruktion von ineinander enthalteen Intervallen,
und gehen vom Einheitsintervall [01] aus. Das Intervall wird in zehn gleich-
lange Teilintervalle zerlegt und davon nehmen wir das achtéeilintervall.
Das entstehende Intervall teilen wir ebenfalls in zehn gl#ilange Teilinter-
valle und nehmen davon wieder das achte Teilintervall. Dies Teilungsprozess
wird unendlich oft durchgetihrt, wobei eine Folge von Intervallen ,, n 2 N,
entsteht (I, ist das Einheitsintervall, das als Startintervall dient).



411

(1) Bestimme die Intervallgrenzen des Intervalls, das im &iten Schritt
konstruiert wird.

(2) Erstelle eine Formel, die die untere und die obere Intealigrenze des
Intervalls I,,, n 2 N, ausdmrickt.

(3) Es gibt genau eine rationale Zaht, die in jedem Intervalll , enthalten
ist. Bestimme c als Bruch.

Aufgabe 28.38. Wir beschreiben eine Konstruktion von ineinander enthal-
tenen Intervallen, und gehen vom Einheitsintervall [0L] aus. Das Intervall
wird in sieben gleichlange Teilintervalle zerlegt und davonehmen wir das
sechste Teilintervall. Das entstehende Intervall teilen webenfalls in sieben
gleichlange Teilintervalle und nehmen davon wieder das bste Teilintervall.
Dieser Teilungsprozess wird unendlich oft durchgsirt, wobei eine Folge von
Intervallen I,, n 2 N, entsteht (I, ist das Einheitsintervall, das als Startin-
tervall dient).

(1) Bestimme die Intervallgrenzen des Intervalls, das im sten Schritt
konstruiert wird.

(2) Erstelle eine Formel, die die untere und die obere Intealigrenze des
Intervalls I, n 2 N, ausdrickt.

(3) Es gibt genau eine rationale Zaht, die in jedem Intervalll , enthalten
ist. Bestimmec als Bruch.

Aufgabe 28.39. *

Wir beschreiben eine Konstruktion von ineinander enthalteen Intervallen,

und gehen vom Einheitsintervall [01] aus. Das Intervall wird in drei gleich-
lange Teilintervalle zerlegt und davon nehmen wir das drigt (Regel 1). Das
entstehende Intervall teilen wir in &inf gleichlange Teilintervalle ein und da-
von nehmen wir das vierte (Regel 2). Jetzt wenden wir abwe@isd Regel 1
und Regel 2 an, immer bezogen auf das zuvor konstruierte Intall. Dabei

entsteht eine Folge von Intervalled,, n 2 N (I, ist das Einheitsintervall, das
als Startintervall dient).

(1) Bestimme die Intervallgrenzen des Intervalls, das im &iten Schritt
konstruiert wird (also von | ,, nachdem einmal die Regel 1 und einmal
die Regel 2 angewendet wurde).

(2) Wie kann man den Konstruktionsschritt, der durch die eimalige Hin-
tereinanderauséihrung von Regel 1 und von Regel 2 gegeben ist, mit
einer einzigen Regel auselcken?

(3) Bestimme ein Intervall der Form (2;; :3; + 1%:] mit a 2 N, das ganz
in 1, enthalten ist.

(4) Erstelle eine Formel, die die untere Intervallgrenze ddntervalls | ,

k 2 N, ausdmickt.
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(5) Es gibt genau eine rationale Zaht, die in jedem Intervalll,, enthalten
ist. Bestimme c als Bruch.

(6) Gibt es ein Zi ernsystem, in dem die rationale Zahlc aus (5) eine
Zi ernentwicklung mit Periodenlange 1 besitzt?

28.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 28.40. (3 Punkte)
Berechne 1 durch 271 mit dem Divisionsalgorithmus.

Aufgabe 28.41. * (1 Punkt)
Fehre die schriftliche Division

162017 :Q23
durch.

Aufgabe 28.42. (3 Punkte)
Fehre im 3-er System den Divisionsalgorithmus 2012 : 112 aus.

Aufgabe 28.43. (5 Punkte)

Es seiK ein archimedisch angeordneter &rper. Zeige, dass die Folge
n2
2 n2N

gegen 0 konvergiert.

Aufgabe 28.44. (3 Punkte)

Zeige, dass die Folge (1)", n 2 N, in einem angeordneten rper nicht
konvergiert.
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