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Maf3- und Integrationstheorie
Vorlesung 16

p-Integrierbarkeit

DEFINITION 16.1. Es sei p > 1 eine reelle Zahl und (X, A, 1) ein Mafiraum.
Eine messbare Funktion

f: X —K
heiBt p- integrierbar , wenn [, |f|” dp endlich ist.

Der Menge aller p-integrierbaren Funktionen wird mit
LP(X) = LO(X, A, p)
bezeichnet, es handelt sich um einen K-Vektorraum.

BEISPIEL 16.2. Wir betrachten die natiirlichen Zahlen N als Malraum mit
dem ZahlmafB. Die Funktionen

f: N—K

sind einfach die K-wertigen Folgen, diese sind automatisch messbar. Die p-
Integierbarkeit ist in diesem Fall einfach die p-Summierbarkeit, es geht also
um diejenigen Folgen f, fiir die

£l = D 1fal? < o0
neN

gilt. Die f, sind von daher eher als Reihenglieder denn als Folgenglieder an-
zusehen. Fiir p = 1 handelt es sich um die absolute Konvergenz der Reihe
bzw. schlicht um die Summierbarkeit, fiir p = 2 spricht man von quadrat-
summierbaren Folgen. Die harmonische Reihe ist nicht summierbar, aber
2-summierbar und sogar p-summierbar fiir jedes p > 1.

LEMMA 16.3. Es sei p > 1 eine reelle Zahl und (X, A, u) ein Mafraum.
Dann ist die Menge LP(X) der p-integrierbaren Funktionen ein C-Vektor-
raum.

Beweis. Siehe Aufgabe 16.1. O

DEFINITION 16.4. Es sei p > 1 eine reelle Zahl und (X, A, 1) ein Mafiraum.
Za einer p-integrierbaren Funktion nennt man

1/p
1l = ( [ du)

die p- Norm von f.
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BEMERKUNG 16.5. Haufig moéchte man auch fiir p = oo zu Lemma 16.3 ent-
sprechende Funktionenrdume mit einer entsprechenden Halbnorm zur Verfii-
gung haben. Zu einer messbaren Funktion f: X — R auf einem Mafiraum
(X, A, 1) setzt man

£l := inf (b, u(f(R5p)) = 0).

Diese Zahl (die eventuell oo sein kann) nennt man auch das wesentliche Su-
premum von f. Die entscheidende Eigenschaft ist, dass f zwar auch Werte
oberhalb dieses wesentlichen Supremums annehmen kann, aber nur auf ei-
ner Nullmenge. Man nennt f wesentlich beschrdnkt, wenn ihr wesentliches
Supremum eine reelle Zahl ist. Mit £ bezeichnet man den Vektorraum der
wesentlich beschrankten Funktionen auf X, auf diesem ist ||—|| eine Halb-
norm.

LEMMA 16.6. Es sei (X, A, n) ein Mafraum. Dann sind fiir eine messbare
Funktion f: X — K folgende Aussagen dquivalent.

(1) Esist f = 0 fast diberall.
(2) Es gibt einp > 1 mit

/lelpdu = 0.
[ 1sdu o

Beweis. Siehe Aufgabe 16.2. O

(3) Fiir allep > 1 ist

Wir werden zeigen, dass die p-Norm eine Halbnorm auf £? ist und daher nach
Lemma 15.11 auf einem geeigneten Restklassenraum eine Norm ist. Die fol-
gende Aussage heifit Holdersche Abschdtzung oder Héldersche Ungleichung.
LEMMA 16.7. Es seien p,q > 1 reelle Zahlen mit

1 1

-4+ - =1

p q
und es sei (X, A, u) ein Mafsraum. Es seien

f,gi X—)RZO

messbare Funktionen, die p- bzw. q-integrierbar seien. Dann gilt

/X fodye = Ilfglh < 171l - llgl

Beweis. Bei ||f|, = 0 ist die Aussage nach Lemma 16.6 klar, wir konnen

_ @)
17T

also von || f|l,, [lg]l, > 0 ausgehen. Zu z € X wenden wir auf A und



B = |ﬁ;ﬁ| die Abschitzung

AP e
AB < —+—
P q

(sieche Aufgabe 20.25 (Analysis (Osnabriick 2021-2023))) an und erhalten

1 / /1 gl
e [ felde = | e e eda
11y - lgllg Jx x [Lf Il Mlgllq

| fIP g
St/ + dp
ﬂMﬂ% allglld

1
- |deu+————1/|gPdu
Mﬂ%ér allglla Jx

= — 4 -

S
B

Multiplikation mit dem Vorfaktor ergibt die Behauptung. (]

LEMMA 16.8. Es sei p > 1 eine reelle Zahl und es sei (X, A, p) ein Mafs-
raum. FEs seien

fig: X — R

p-integrierbare Funktionen. Dann gilt

1f+ gl < 171 + gl

Beweis. Esseil < p < o0, fiir die anderen Fille siche die Aufgaben. Wegen
1F+glle < 1171+ gllle

kénnen wir f und g als reellwertig und nichtnegativ annehmen. Es sei ¢ die
durch die Bedingung

1 1
=1
p g
bestimmte Zahl, also
PR
p—1

Mit Lemma 16.7 folgt
£ 49l = [ (¢ +oyan
X

!/fU+gV4+ﬂf+m“Uu

IF(f+9)" +1Hg(f+g)p*1|\1 1
£l - 1CF 4 9)7 llg + Hng' 1(f+9)" "l
(£l + gl CF + ) g

(£l + llgll) (/X (f+g)(p1)qdu> g
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(p—1)/p
= (If 1, + lgll) ( / (f+g)pd,u)
(Ul + gl gl

Wir kénnen nun mit || f 4 g|[?~" kiirzen (wenn diese Zahl gleich 0 ist, stimmt
die Aussage sowieso). O

LEMMA 16.9. Es sei (X, A, u) ein Mafiraum und p > 1. Dann ist |—||, auf
dem K-Vektorraum LP(X) der p-integrierbaren Funktionen eine Halbnorm.

Beweis. Die Dreiecksabschétzung ist Lemma 16.8, die anderen Eigenschaften
sind Kklar. O

Zu einem Mafiraum X betrachten wir
N = {f: X — K messbar | f =0 fast {iberall }.

Dies ist ein K-Vektorraum, der aus allen messbaren Funktionen besteht, fiir
die die Menge {z € X | f(z) # 0} eine Nullmenge ist. Nach Lemma 16.6
stimmt dieser Raum mit dem Raum aller Funktionen {iiberein, fiir die die
p-Norm gleich 0 ist. Daher liegt fiir jede reelle Zahl p > 1 die Unterraumbe-
ziehung

N C P

vor, und N entspricht fiir jeden £? dem Untervektorraum Z aus Lemma
15.11.

DEFINITION 16.10. Zu einem Mafiraum (X, .4, ) und einer reellen Zahl p >
1 definiert man die LP- Rdume durch

LP(X) = LP(X)/N.

BEIspPIEL 16.11. Wir betrachten die natiirlichen Zahlen N als Mafiraum mit
dem Zihlmaf, siehe Beispiel 16.2. Dabei ist die Nullfolge die einzige Folge,
deren Triger das MaB 0 besitzt, d.h. es ist N' = 0 und es eriibrigt sich der
Ubergang von £P(X) nach L?(X).

LEMMA 16.12. Zu einem Mafraum (X, A, u) und p > 1 ist der Lebesgue-

raum LP(X, p) durch
1/p
11 = ([ 177w
X

ein normierter K-Vektorraum.

Beweis. Nach Lemma 16.3 ist £P(X) ein K-Vektorraum, auf dem ||—||, nach
Lemma 16.8 eine Halbnorm ist. Nach Lemma 16.6 besteht N genau aus den

Funktionen, deren Norm gleich 0 ist. Deshalb folgt die Aussage aus Lemma
15.11. OJ
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Wegen der Identifizierung von Funktionen, die sich nur in einer Nullmenge
unterscheiden, kann man bei Funktionsklassen nicht unmittelbar von punkt-
weiser Konvergenz sprechen. Man kann allerdings davon sprechen, dass fast
iiberall punktweise Konvergenz vorliegt. Die folgende Aussage sichert, dass
dies auch auf LP(X) eine wohldefinierte Eigenschaft ist.

LEMMA 16.13. Es sei (X, A, u) ein Maffraum und p > 1. Es seien f,g
messbare Funktionen und seien f, und g, Folgen von messbaren Funktionen
auf X. Es sei f = g fast diberall und es sei f, = g, fast tberall. Dann
konvergiert f,, fast tiberall gegen f genau dann, wenn g, fast iberall gegen g
konvergiert.

Beweis. Siehe Aufgabe 16.9. O

Entsprechend kann man &dhnliche Sprechweisen iiber messbare Funktionen
auf X auf Funktionsklassen in LP(X) iibertragen.

LEMMA 16.14. Es sei (X, A, u) ein o-endlicher Mafiraum und p > 1. Es sei
(fn)nen €ine Folge von messbaren Funktionen auf X, die fast iberall gegen
die messbare Funktion f konvergiere. Es gebe ein reellwertiges g € LP(X),

das fast dberall fir alle |f,| eine obere Schranke sei. Dann konvergiert f,
auch in LP(X) gegen f.

Beweis. Die Bedingung |f,| < ¢ sichert einerseits, dass die f, zu LP(X)
gehoren, und andererseits, dass auch |f| < ¢ fast {iberall gilt, weshalb wie-
derum f zu LP(X) gehort. Es konvergiert |f — f,| und damit auch |f — f,, |
fast iiberall gegen 0. Wegen

|f = ful” < (29)7 = 2%

und wegen g € LP(X) konnen wir auf die Folge |f — f,|” den Satz von
der majorisierten Konvergenz anwenden und erhalten || f — f,|, — 0, also
konvergiert f,, in der p-Norm gegen f.

|p

LEMMA 16.15. Es sei (X, A, p) ein o-endlicher Mafsraum und p > 1. Es
sei g, eine Folge von Funktionen in LP(X) derart, dass die reelle Reihe
> o llgnlly konvergiert. Dann konvergiert die Funktionenreihe Y " g, fast
iberall und auch beziiglich der p-Norm gegen eine Funktion g € LP(X).

Beweis. Es sei b = Y~ ||gnllp,- Wir betrachten die Partialsummen

und die Grenzfunktion
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die auch den Wert oo annehmen kann. Daher ist auch

h? = lim AP,
m—0o0

und nach dem Satz von der monotonen Konvergenz ist

/hpdu = lim h® djs.
X X

m—00

Fiir Potenzieren mit dem Exponenten 1/p und erhalten

[hlly = Jim el = Bim [ Jgall
n=0
Wegen

> lgnllle < > llgnll, < 0
n=0 n=0

fiir alle m ist dies beschréankt. Es folgt h € LP und insbesondere ist h? in-
tegrierbar. Dies bedeutet, dass h allenfalls auf einer Nullmenge den Wert oo
annimmt. Die Funktionenreihe Y °  |g,| ist also auerhalb einer Nullmenge
punktweise konvergent und daher ist nach Lemma 16.14 auch die Funktio-
nenreihe )7 g, auerhalb einer Nullmenge punktweise konvergent gegen
eine Funktion g. Mit Lemma 16.14 folgt, dass auch Konvergenz beziiglich der
p-Norm vorliegt. U

Die folgende Aussage heifit Vollsténdigkeitssatz von Fischer-Riesz.

SATZ 16.16. Es sei (X, A, u) ein o-endlicher MafSraum. Dann ist der Lebes-
gueraum LP(X) der p-integrierbaren Funktionen vollstindig.

Beweis. Es sei (fn),cy eine Folge von (Aquivalenzklassen von) p-integrier-
baren Funktionen auf X, die beziiglich der p-Norm ||—||, eine Cauchy-Folge
bilden. Da wir zu einer Teilfolge iibergehen kénnen, kénnen wir (nach neuer
Indizierung) annehmen, dass

1
Hjh+1__j%”p S 5;

ist. Wir setzen g, = f,41 — fa, und es gilt

Sl < 35 <2
n=0 n=0

Nach Lemma 16.15 konvergiert die Reihe 7 g, fast {iberall und beziiglich
der p-Norm gegen eine Funktion g € £P(X). Daher konvergiert die Folge

n—1 n—1
fo= o+ (fir— 1) = fo+ > g
i=0 i=0
gegen fo+ g in den beiden beschriebenen Sinnen. U

Diese Aussage besagt also, dass ein Lebesgueraum ein Banachraum ist.
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