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1. VORLESUNG - MENGENSYSTEME

In diesem Kurs beschéftigen wir uns mit dem , Fldcheninhalt* von ebenen
Gebilden und den Volumina von rdumlichen Gebilden. Fiir ein Rechteck setzt
man den Inhalt als Produkt der beiden Seiten und fiir einen Quader als Pro-
dukt von Breite, Lange und Hohe an. Die durch den Graphen einer stetigen
Funktion, die z-Achse und zwei dazu senkrechte Geraden eingeschlossene
Flache wird iiber das Riemann-Integral ein Inhalt zugeordnet. Die Berech-
nung der Flécheninhalte von Dreiecken, Parallelogrammen, des Kreises, der
Volumina von Pyramiden, Kegeln und der Kugel sind klassische Themen
der Mathematik. Eine intuitive Vorstellung, die die Existenz eines sinnvol-
len Volumenbegriffs nahelegt, ist, dass wenn man den Korper ,, wasserdicht
in eine Fliissigkeit in einem quaderférmigen Becken ganz untertaucht, dass
dann das Volumen sich als Grundfliche des Beckens mal gestiegenem Waser-
stand errechnet. Fiir Flachen kann man sich vorstellen, dass man die ebenen
Figuren ausmalt und der Fliacheninhalt proportional zur verwendeten Far-
be sein muss, die ihrerseits wiederum proportional zum Hohenschwund im
Farbeimer ist. Doch das sind nur Gedankenexperimente, die einen sinnvollen
Mafbegriff erahnen lassen, keinesfalls zufriedenstellende Begriindungen.

> [ D A

Wir werden im Folgenden die Mafitheorie einschlielich der Integrationstheo-
rie entwickeln. Dabei werden insbesondere folgende Fragestellungen betrach-
ten.

e Was ist ein Maf (eine Lénge, ein Fldcheninhalt, ein Volumen)?

e Welchen Mengen kann man ein Mafl zuordnen? Allen Teilmengen des R??
e Welches Volumen hat der R™?

e Welche Rechenregeln gelten fiir das Volumen?

e Welche Moglichkeiten gibt es, Volumina zu berechnen?

Die ersten beiden Fragen erweisen sich schon dann als nicht trivial, wenn
man ein Rechteck betrachtet. Macht es beispielsweise einen Unterschied, ob
man ein Rechteck mit oder ohne den Rand betrachtet? Andert sich der In-
halt, wenn ich einen Punkt aus dem Inneren herausnehme? Besitzt das ,ra-
tionale Rechteck®, das nur aus den Punkten des Rechtecks mit rationalen
Koordinaten besteht, einen sinnvollen Flacheninhalt? Wie sieht es mit dem
yirrationalen Rechteck® aus? Ist die Summe dieser beiden Fléacheninhalte,
vorausgesetzt, dass sie existieren, gleich dem Rechtecksinhalt?
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1.1. Mengensysteme.

Es ist nicht moglich, fiir beliebige Teilmengen des R™ ein sinnvolles Mafl zu
definieren. Stattdessen sucht man nach einer méglichst groflen Auswahl von
Teilmengen, fiir die ein Maf} definiert werden kann. Um iiber solche Mengen-
systeme und ihre strukturellen Eigenschaften reden zu kénnen, brauchen wir
die folgenden Definitionen.

Definition 1.1. Zu einer Menge M heifit eine Teilmenge A C P (M) der
Potenzmenge ein (Teil)-Mengensystem auf M.

Definition 1.2. Ein Teilmengensystem A auf einer Menge M heifit Men-
gen-Praring, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind.

(1) Esist § € A.
(2) Mit S,T € A gehort auch S\ T zu A.
(3) Fiir je zwei Mengen S,T € Aist auch SUT € A.

Definition 1.3. Ein Teilmengensystem A auf einer Menge M heifit Men-
gen-Algebra, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind.

(1) Esist M € A.
(2) Mit T' € A gehort auch das Komplement M \ T' zu A.
(3) Fiir je zwei Mengen S, T € Aist auch SUT € A.

Statt Mengenalgebra sagt man auch Mengenring, doch ist das missverstéand-
lich, da auch die Mengen-Praringe manchmal Mengenringe genannt werden.

Beispiel 1.4. Es sei M eine Menge und C das Mengensystem auf M, das aus
allen endlichen Teilmengen von M und deren Komplementen besteht. Dann
ist C eine Mengenalgebra. Die ganze Menge ist das Komplement der leeren
Menge und gehort somit dazu. Das System ist nach Definition unter Komple-
mentbildung abgeschlossen. Die Vereinigung zweier endlicher Teilmengen ist
wieder endlich, und die Vereinigung einer Menge, deren Komplement endlich
ist, mit einer weiteren Menge (egal, ob sie zu dem System gehort oder nicht)
besitzt ebenfalls diese Eigenschaft.

Fiir die Maftheorie ist das folgende Konzept am wichtigsten.

Definition 1.5. Ein Teilmengensystem A auf einer Menge M heifit o- Al-
gebra , wenn folgende Bedingungen erfiillt sind.

(1) Esist M € A.
(2) Mit T" € A gehort auch das Komplement M \ T zu A.
(3) Fiir jede abzéhlbare Familie T; € A, i € I, ist auch

Uni e a

Eine o-Algebra ist also eine Mengenalgebra, die nicht nur unter endlichen
Vereinigungen, sondern auch unter abzéhlbaren Vereinigungen abgeschlossen
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ist. Sie ist im Allgemeinen nicht unter beliebigen Vereinigungen abgeschlos-
sen. Die trivialen Beispiele fiir eine o-Algebra sind die Potenzmenge und das
Mengensystem {0, M}. Die Elemente aus der o-Algebra, also die Teilmen-
gen von M, die zu A gehoren, nennt man auch einfach messbare Mengen.
Im Rahmen der Wahrscheinlichkeitstheorie spricht man von Ereignissen. Zu
einer Teilmenge A C M heifit die aus (0, A, M \ A, M bestehende o-Algebra

die Ereignisalgebra zu A.

Definition 1.6. Eine Menge M, auf der eine o-Algebra A erklért ist, heifit
ein Messraum.

Lemma 1.7. FEs sei A eine o-Algebra auf einer Menge M. Dann gelten
folgende Aussagen.

(1) Esist) € A.
(2) Mit S,T € A gehirt auch T\ S zu A.
(3) Fiir jede abzihlbare Familie T; € A, i € I, ist auch

(T € A.

Beweis. Siehe Aufgabe 1.11. O

Bemerkung 1.8. Es sei (M, A) ein Messraum und es sei A, n € N, eine
Folge von messbaren Teilmengen. Dann sind auch die Mengen

n(u~)

messbar, da in beiden Féllen die inneren Mengen messbar sind und damit
auch die Gesamtmenge messbar ist. Die erste Menge nennt man auch den
Limes superior und die zweite den Limes inferior der Mengenfolge. Die erste
Menge besteht dabei aus allen Elementen aus M, die in unendlich vielen der
A,, enthalten sind, und die zweite Menge aus allen Elementen aus M, die in
fast allen der A,, enthalten sind.

Lemma 1.9. Es sei M eine Menge und sei A;, j € J, eine beliebige Familie
von o-Algebren auf M. Dann ist auch der Durchschnitt

A=A

jeJ

eine o-Algebra auf M.

Beweis. Siehe Aufgabe 1.16. O
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Aufgrund dieses Lemmas gibt es zu jeder Teilmenge & C B (M) eine kleinste
o-Algebra, die £ umfasst, ndmlich der Durchschnitt iiber alle £-umfassenden
o-Algebren.

Definition 1.10. Es sei M eine Menge und €& C B (M) eine Menge von
Teilmengen aus M. Dann nennt man die kleinste o-Algebra, die £ enthélt,
die von & erzeugte o-Algebra. Sie wird mit o(&) bezeichnet. Das System &
heilt Erzeugendensystem dieser o-Algebra.

Eine explizite Beschreibung dieser Mengen ist hiufig schwierig. Bei £ = {A}
ist 0(€) die oben erwahnte Ereignisalgebra.

Die folgenden Mengensysteme spielen in Beweisen eine wichtige Rolle.

Definition 1.11. Ein Teilmengensystem A auf einer Menge M heifit Dynkin-
System, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind.

(1) Esist M € A.
(2) Mit S,7 € Aund S C T gehort auch 7'\ S zu A.
(3) Fiir jede abzdhlbare Familie T; € A, i € I, mit paarweise disjunkten
Mengen T; ist auch
UTie 4

Lemma 1.12. Es sei M eine Menge. Fir ein Mengensystem A auf M sind
dquivalent.

(1) A ist ein durchschnittsstabiles Dynkin-System
(2) A ist eine o-Algebra.

Beweis. Siehe Aufgabe 1.20. O

Da der Durchschnitt von Dynkin-Systemen wieder ein Dynkin-System ist,
gibt es zu jedem Mengensystem ein davon erzeugtes Dynkin-System.

Lemma 1.13. Es sei M eine Menge und £ ein durchschnittsstabiles Men-
gensystem auf M. Dann stimmt das von & erzeugte Dynkin-System mait der
von &€ erzeugten o-Algebra iiberein.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass das von & erzeugte Dynkin-System D eine
o-Algebra ist. Dazu geniigt es aufgrund von Lemma 1.12 zu zeigen, dass D
durchschnittsstabil ist. Zu einer Teilmenge T C M mit T" € D betrachten
wir das Mengensystem

Dr ={SeD|TnS eD}.
Wir miissen
Dr =D

zeigen, denn dies bedeutet die Durchschnittsstabilitit. Eine direkte Uber-
legung zeigt, dass Dr ebenfalls ein Dynkin-System ist. Fir £ € & gilt
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E C Dg, da £ durchschnittsstabil ist. Daher ist Dy = D fiir alle £ € £.
Dann ist aber auch £ C Dy fiir alle T € D und somit generell Dy = D.
O

1.2. Messbare Abbildungen.

Definition 1.14. Es seien (M, .A) und (XN, B) Messrdume. Eine Abbildung
p: M — N

heifit messbar (oder genauer A—B-messbar), wenn fiir alle T € B das Urbild
¢ HT) zu A gehort.

Lemma 1.15. Fiir messbare Abbildungen gelten die folgenden Eigenschaften.

(1) Die Hintereinanderschaltung von messbaren Abbildungen ist messbar.

(2) Jede konstante Abbildung ist messbar.

(3) Die Identitdt ist messbar.

(4) Es seien A und B zwei o-Algebren auf einer Menge M. Dann ist die
Identitdt auf M genau dann A — B-messbar, wenn A O B gilt.

Beweis. Siehe Aufgabe 1.21. O
Lemma 1.16. Es seien (M, A) und (N,B) zwei Messrdaume und es sei
p: M — N

eine Abbildung. Es sei £ ein Frzeugendensystem fiir B. Dann ist ¢ bereits
dann messbar, wenn fir jede Teilmenge T C N mit T € & das Urbild
o (T) 2u A gehirt.
Beweis. Wir betrachten das Mengensystem

C={TCN|p " (T)e A}

Da das Urbildnehmen mit sdmtlichen Mengenoperationen vertréglich ist, ist
C eine o-Algebra auf N. Da diese das Erzeugendensystem & umfasst, ist
B CC. O

1. ARBEITSBLATT

1.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 1.1. Von welchen ebenen Figuren und rdumlichen Gebilden kennen
Sie den Fliacheninhalt bzw. das Volumen?

Aufgabe 1.2. Was ist das Volumen (der Inhalt, das MaB) eines einzelnen
Punktes im R?, im R!, im R? u.s.w.?
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Aufgabe 1.3. Essei M eine Menge und C das Mengensystem auf M, das aus
allen endlichen Teilmengen von M besteht. Zeige, dass C ein Mengen-Préring
ist.

Aufgabe 1.4.*

Es sei M eine Menge und C das Mengensystem auf M, das aus allen endlichen
Teilmengen von M und deren Komplementen besteht. Zeige, dass C eine
Mengenalgebra ist.

Aufgabe 1.5. Zeige, dass eine Mengenalgebra insbesondere ein Mengen-
Préring ist.

Aufgabe 1.6. Es sei M eine Menge. Zeige, dass die Potenzmenge P (M)
mit dem Durchschnitt N als Multiplikation und der symmetrischen Differenz

AAB = (A\B)U(B\ A)

als Addition (mit welchen neutralen Elementen?) ein kommutativer Ring ist.

Aufgabe 1.7. Es sei M eine Menge und sei P C B (M) ein Mengensy-
stem. Zeige, dass P genau dann ein Mengen-Priring ist, wenn es die drei
Bedingungen

(1) 0 € P.
(2) Mit A, B € P ist auch AAB € P.
(3) Mit A,B € Pistauch AnNB € P

erfiillt.

Aufgabe 1.8. Es sei M eine Menge und R ein Mengensystem auf M. Zei-
ge, dass R genau dann eine Mengenalgebra ist, wenn es ein Unterring des
Potenzmengenringes (B (M), A, N) ist.

Aufgabe 1.9. Es sei M eine Menge und es bezeichne AA B die symmetrische
Differenz fiir Mengen A, B C M. Zeige die folgenden Aussagen.

(1)
(2)

A\ B = (AAB)N A.

AUB = AABA(AN B).
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Aufgabe 1.10. Es sei M eine Menge und es bezeichne AAB die symmetri-
sche Differenz fiir Mengen A, B C M. Zeige, dass A;AA; A\ --- AA, genau
aus den Elementen besteht, die in einer ungeraden Anzahl der A; enthalten
sind.

Aufgabe 1.11. Es sei A eine o-Algebra auf einer Menge M. Zeige, dass die
folgenden Aussagen gelten.

(1) Esist 0 € A.
(2) Mit S,T € A gehort auch T\ S zu A.
(3) Fiir jede abzéhlbare Familie T; € A, ¢ € I, ist auch

T € A

el

Aufgabe 1.12. Es sei A das Mengensystem auf N, das aus allen Teilmengen
T C N besteht, die durch einen mathematischen Ausdruck beschreibbar
sind. Zeige, dass A eine Mengenalgebra, aber keine o-Algebra ist.

Aufgabe 1.13. Es sei A,, n € N, eine Folge von Teilmengen in einer Menge
M mit
An+1 g An

fiir alle n. Bestimme den Limes inferior und den Limes superior der Familie
in diesem Fall.

Aufgabe 1.14.*

Es sei € > 0 fixiert und sei
A =lg—e€.q+¢€

die e-Umgebung von ¢. Bestimme den Limes inferior und den Limes superior
dieser (abzdhlbaren) Familie.

Aufgabe 1.15. Es seien

A, = {x €]0,1]| die k-te Nachkommastelle von
z in der Dezimalentwicklung ist 0} .

Bestimme den Limes inferior und den Limes superior von dieser Mengenfolge.
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Aufgabe 1.16. Es sei M eine Menge und sei A;, j € J, eine beliebige
Familie von o-Algebren auf M. Zeige, dass der Durchschnitt

A=A
jed
ebenfalls eine o-Algebra auf M ist.

Aufgabe 1.17. Es sei (M, A) ein Messraum und N C M eine Teilmenge.
Zeige, dass das Mengensystem

NNT, TeA,

eine o-Algebra auf N ist (man spricht von der induzierten o-Algebra).

Aufgabe 1.18. Es sei M eine Menge und £ C &’ seien Mengensysteme.
Dabei sei £ in der von & erzeugten o-Algebra o(€) enthalten. Zeige

a(&) = a(&).

Aufgabe 1.19. Es sei M eine endliche Menge mit einer geraden Anzahl. Es
sei G das Mengensystem, das aus allen Teilmengen von M besteht, die eine
gerade Anzahl besitzen. Zeige, dass G ein Dynkin-System ist und dass G im
Allgemeinen nicht durchschnittsstabil ist.

Aufgabe 1.20.*

Es sei M eine Menge und A ein Mengensystem auf M. Zeige, dass A genau
dann ein durchschnittsstabiles Dynkin-System ist, wenn A eine o-Algebra
ist.

Aufgabe 1.21. Zeige, dass messbare Abbildungen zwischen Messraumen die
folgenden Eigenschaften erfiillen.

(1) Die Hintereinanderschaltung von messbaren Abbildungen ist mess-
bar.

(2) Jede konstante Abbildung ist messbar.

(3) Die Identitét ist messbar.

(4) Es seien A und B zwei o-Algebren auf einer Menge M. Dann ist die
Identitdt auf M genau dann A — B-messbar, wenn 4 D B gilt.

Aufgabe 1.22. Es sei (M, .A) ein Messraum und es sei Z mit der ganzen
Potenzmenge als o-Algebra versehen. Es sei T C M. Zeige, dass T genau
dann messbar ist, wenn die Indikatorfunktion

er: M —7Z

messbar ist.
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1.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 1.23. (3 Punkte)

Es sei M eine Menge und A das Mengensystem auf M, das aus allen abzihl-
baren Teilmengen von M und deren Komplementen besteht. Zeige, dass A
eine o-Algebra ist.

Aufgabe 1.24. (4 Punkte)

Es sei M eine n-elementige Menge und sei k ein Teiler von n. Zeige, dass die
Menge der Teilmengen von M, deren Elementanzahl ein Vielfaches von k ist,
ein Dynkin-System bilden, das bei k # 1,n keine Mengen-Algebra ist.

Aufgabe 1.25. (4 Punkte)

Es seien M und N Mengen und es sei
F: M — N

eine Abbildung.
a) Es sei A eine o-Algebra auf M. Zeige, dass das Mengensystem

{TCN|FYT)e A}
eine o-Algebra auf N ist.
b) Es sei B eine o-Algebra auf N. Zeige, dass das Mengensystem
(F (1) | T e B}
eine o-Algebra auf M ist.

Aufgabe 1.26. (4 Punkte)

Es sei (M, A) ein Messraum und es sei M = 4
in abzéhlbar viele messbare Teilmengen. Es sei

.er Mi eine Zerlegung von M

p: M — N

eine Abbildung in einen weiteren Messraum (N, B3). Zeige, dass ¢ genau dann
messbar ist, wenn sédmtliche Einschrankungen

i =@

messbar sind.
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2. VORLESUNG - MASSE

Wir beschiéiftigen uns weiter mit der Frage, welchen Teilmengen des R™ man
ein sinnvolles Volumen zuordnen kann. Es wird sich herausstellen, dass diese
,messbaren Mengen* eine o-Algebra bilden, ndmlich die o-Algebra der Borel-
Mengen. Diese ist zwar sehr grofl, und zwar gehoéren nahezu alle irgendwie
,kohérent beschreibbaren® Teilmengen dazu, aber eben doch nicht alle. Die
Borel-Mengen explizit zu beschreiben, ist nicht moglich, stattdessen gibt man
ein einfaches Erzeugendensystem fiir diese o-Algebra an, ndmlich die Menge
aller offenen Teilmengen des euklidischen Raumes. Es empfiehlt sich, diese
Konstruktion sofort fiir topologische Radume durchzufiihren.

2.1. Topologische Raume.

Die Menge der offenen Teilmengen des R", oder allgemeiner eines metrischen
Raumes, bilden ein Mengensystem, dass eine Topologie im Sinne der folgen-
den Definition ist.

Definition 2.1. Es sei X eine Menge. Eine Familie 7 von Teilmengen von
X heifit Topologie auf X, wenn die folgenden Axiome erfiillt sind:

(1) Esist 0 € T und X € T.

(2) Smnd U eT undV € T,soistauch UNV € T.

(3) Ist I eine Indexmenge und U; € 7T fiir alle i € I, so ist auch
Uie, Ui € T.

Ein topologischer Raum ist ein Paar (X, T), wobei X eine Menge und 7T eine
Topologie auf X ist.

Die Teilmengen von X, die zu T gehoren, heiflen offene Mengen. Eine Teil-
menge A C X heifit abgeschlossen, wenn ihr Komplement offen ist, also zur
Topologie gehort.

Definition 2.2. Ein topologischer Raum X heif3t hausdorffsch, wenn es zu
je zwei verschiedenen Punkten x,y € X offene Mengen U und V mit x € U,
y € Vund mit UNV = ( gibt.

.
‘= .
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Definition 2.3. Es sei (X,7) ein topologischer Raum. Ein System C von
offenen Mengen in X heif3t Basis der Topologie, wenn man jede offene Menge
in 7 als Vereinigung von offenen Mengen aus C erhalten kann.

In einem metrischen Raum bilden die offenen Bille eine Basis der Topologie.

Definition 2.4. Es sei (X,7) ein topologischer Raum. Man sagt, dass X
eine abzdhlbare Basis besitzt, wenn es eine Basis der Topologie gibt, die nur
aus abzédhlbar vielen offenen Mengen besteht.

Im R”™ gibt es iiberabzahlbar viele offene Mengen, es gibt aber eine abzahlbare
Basis, ndmlich alle offenen Bélle U(P, r), deren Mittelpunktskoordinaten und
deren Radien rationale Zahlen sind, siehe Aufgabe 2.23.

Definition 2.5. Eine Abbildung
p: X —Y

zwischen topologischen Rdumen X und Y heifit stetig, wenn Urbilder von
offenen Mengen wieder offen sind.

Diese Definition stimmt wegen Lemma 34.3 (Analysis (Osnabriick 2021-
2023)) mit der Definition fiir metrische Rdume iiberein.

Definition 2.6. Zwei topologische Rdume X und Y heiflen homdomorph,
wenn es eine bijektive stetige Abbildung

p: X —Y

gibt, deren Umkehrabbildung ¢! ebenfalls stetig ist.

Beispielsweise ist nach Aufgabe 34.29 (Analysis (Osnabriick 2021-2023)) das
offene Einheitsideal ]0, 1] homdomorph zu R, aber nach Aufgabe 34.18 (Ana-
lysis (Osnabriick 2021-2023)) nicht homéomorph zum abgeschlossenen Ein-
heitsintervall [0, 1]. Eine stetige bijektive Abbildung mit stetiger Umkehrab-
bildung nennt man Homdomorphie.

Definition 2.7. Es sei (X,7T) ein topologischer Raum und ¥ C X eine
Teilmenge. Folgende Vorschrift definiert eine Topologie Ty auf Y
Fiir eine Teilmenge

U C Y gilt U € Ty genau dann, wenn es eine in X offene Menge V € T
gibt, so dass VNY = U gilt.

Es léasst sich leicht nachweisen, dass 7Ty eine Topologie ist. Sie heifit Un-

terraumtopologie (oder induzierte Topologie), und der topologische Raum
(Y, Ty) heiit ein Unterraum von (X, T).
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2.2. Borel-Mengen.

Definition 2.8. Es sei (M, T) ein topologischer Raum. Dann nennt man die
von T erzeugte o-Algebra die Menge der Borel-Mengen von M.

Insbesondere nennt man im R™ die durch die Topologie zur euklidischen
Metrik definierte o-Algebra die Menge der Borel-Mengen. Dies ist ein extrem
reichhaltiger Begriff; es ist ndmlich gar nicht einfach, eine Teilmenge des R"
anzugeben, die keine Borel-Menge ist. Da es auf jedem endlichdimensionalen
Vektorraum V' zwar keine natiirliche Metrik, aber doch nach Lemma 37.1
(Analysis (Osnabriick 2021-2023)) eine natiirliche Topologie gibt, gibt es auf
diesen Rdumen ein wohldefiniertes Konzept von Borel-Mengen.

Lemma 2.9. Die folgenden Teilmengen des R™ sind Borel-Mengen.

(1) Alle offenen Teilmengen des R™.

(2) Alle abgeschlossenen Teilmengen des R™.

(3) Alle abzihlbaren Teilmengen des R"™.

(4) Alle abgeschlossenen Kugeln B (x,€) und alle offenen Kugeln U(x,€).
(5) Alle abgeschlossenen Quader [ay,b] X -+ X [an, b,] und alle offenen
Quader Jay,by[ X -+ X Jay, by[.

3
4
5

Beweis. (1) folgt aus der Definition der Borel-Mengen. (2) folgt aus (1), da
eine o-Algebra mit einer Menge auch stets deren Komplement enthélt, und
die abgeschlossenen Mengen die Komplemente der offenen Mengen sind. (3).
Einpunktige Mengen im R"™ sind abgeschlossen und daher Borel-Mengen.
Damit ist auch jede abzéhlbare Punktmenge als eine abzidhlbare Vereinigung

von einpunktigen Teilmengen eine Borel-Menge. (4) und (5) sind Spezialfille
von (1) und (2). O

Wie gesagt, Borel-Mengen sind ein recht umfassender Begriff. Andererseits
wird die o-Algebra der Borel-Mengen bereits durch die Menge aller Quader
erzeugt, also durch diejenigen Teilmengen, fiir die unmittelbar ein sinnvoller
Volumenbegriff existiert.

Lemma 2.10. Die Menge der Borel-Mengen im R™ stimmt mait der von der
Menge aller offenen Quader erzeugten o-Algebra tberein. Dabei kann man
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sich sogar auf die Menge der offenen achsenparallelen Quader mit rationalen
Eckpunkten beschrdanken.

Beweis. Wir beweisen den Zusatz. Es geniigt zu zeigen, dass jede offene Men-
ge im R" sich als eine abzdhlbare Vereinigung von achsenparallelen offenen
Quadern mit rationalen Eckpunkten schreiben ldsst. Da die Menge der ratio-
nalen Zahlen abzéhlbar ist, ist auch die Menge aller Quader mit rationalen
Ecken abzédhlbar. Wir miissen daher nur zeigen, dass jede offene Menge eine
Vereinigung von offenen achsenparallelen Quadern mit rationalen Ecken ist.
Es sei dazu U C R” offen und sei z € U ein Punkt. Daher gibt es ein ¢ > 0,
das wir rational wéhlen kénnen, mit

x = (21,...,2,) € U(z,e) C U.

Jede Koordinate x; ist eine reelle Zahl, und damit der Limes einer Folge von
rationalen Zahlen. Sei

y = (y1,...,yn) € Q"

mit
d( ) < ‘
Ly Yi a9
Y 3n
fiir alle = 1,...,n. Damit ist einerseits
€ € € €
c — - — | X - X n— = Un _
vEQ=1ln Sn’yljL 3n[ ly 3n Yn Sn[
und andererseits gilt fiir z € @ die Beziehung
dw,2) < dle.y) +d(y,2) < 5435 <€
also z € U(x,e). Damit ist z € @ C U(x,e) C U. Die Vereinigung dieser

so konstruierten Quader ist genau U. U

Lemma 2.11. Es seien X undY topologische Rdaume, die wir als Messraume
mit den zugehirigen o-Algebren der Borelmengen auffassen. Dann ist jede
stetige Abbildung

p: X —Y

messbar.

Beweis. Nach Definition bedeutet die Stetigkeit, dass das Urbild ¢ (V') von
jeder offenen Menge V' C Y offen in X ist. Nach Definition ist das Mengen-
system der offenen Mengen einer Topologie ein Erzeugendensystem fiir die
Algebra der Borelmengen. Nach Lemma 1.16 ist somit ¢ messbar. ]
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2.3. Mafle und Maf3irdume.

A

In der Praxis gibt man einen Flicheninhalt in Quadratmeter m? und ein
Volumen in Kubikmeter m? an. Diese Einheiten legen die Skala fest, auf der
dann mit nichtnegativen reellen Zahlen gemessen wird. Als Wertemenge fiir
ein Maf3 bieten sich demnach die nichtnegativen reellen Zahlen an. Besitzt
der Gesamtraum R3 ein Volumen? Sicherlich keines, das durch eine reelle
Zahl ausgedriickt werden konnte. Daher erlaubt man bei einem Mafl auch
den Wert oo, und setzt

RZZRZQU{OO} und@:RU{oo}U{—oo}

Das bedeutet nicht, dass wir die reellen Zahlen &ndern, sondern dass wir im
maftheoretischen Kontext mit einer bestimmten Mengenerweiterung der re-
ellen Zahlen arbeiten. Einen Teil der Rechenoperationen dehnen wir auf die
zusétzlichen Symbole aus, aber nicht alles, wobei man sich von der mafitheo-
retischen ZweckmiéBigkeit leiten ldsst. Die Ordnungsrelation wird durch

—o0 < r < o™
fiir jede reelle Zahl r ausgedehnt. Wir setzen
r4+oo=o0und r —oo=—00

fir r € R. Der Ausdruck oo 4 (—00) ist nicht definiert. Fiir positive reelle
Zahlen r ist r - 0o = oo, und wir setzen 0 - oo = 0.

Definition 2.12. Es sei M eine Menge und P ein Mengen-Praring auf M.
Dann heifit eine Abbildung

p: P — Rsg, T — u(T),

ein Primafs auf M, wenn folgende Bedingung erfiillt ist.
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Fiir jede abzéhlbare Familie von paarweise disjunkten Teilmengen T;, i € I,
aus P, fiir die (J,; T; ebenfalls zu P gehort, gilt

u(U T) = ().

i€l i€l

Wenn man die leere Indexmenge betrachtet, so folgt aus der Definition die
Eigenschaft () = 0, da die leere Summe als 0 angesetzt wird. Wenn man
diese Interpretation zu spitzfindig findet, so muss man diese Eigenschaft ex-
plizit fordern.

Definition 2.13. Es sei M eine Menge und A eine o-Algebra auf M. Ein
Pramafl auf M nennt man ein Mafs.

Ein Mafl unterscheidet sich also von einem Pramafl nicht durch die struktu-
rellen Eigenschaften, sondern lediglich durch Eigenschaften des Definitions-
bereiches. Letztlich ist man an Maflen interessiert, doch Priamafle sind fiir
deren Konstruktion wichtige Zwischenschritte.

Definition 2.14. Eine Menge M, auf der eine o-Algebra A und ein Maf
JI A— Rzo, T+— /L(T),
erklart ist, heiBft ein Mafraum. Man schreibt dafiir kurz (M, A, u).

Mit der folgenden Definition ist die Wahrscheinlichkeitstheorie ein Spezialfall
der Maf}theorie.

Definition 2.15. Ein Wahrscheinlichkeitsraum ist ein Mafiraum (M, A, )
mit pu(M) = 1.

2.4. Beispiele fiir diskrete Mafle.

Wir besprechen kurz einige ,,diskrete Mafle“. Das fiir uns wichtigste Maf3,
das Borel-Lebesque-Maf$ auf dem R"™, ist kein diskretes Maf}, sondern ein
,stetiges Maf3*.

Beispiel 2.16. Es sei M eine Menge und es sei
b: M —)Rzo, T — bx,

eine Funktion, die wir Belegungsfunktion nennen.! Dann wird fiir jede Teil-
menge 7' C M durch die Zuordnung

B(T) =) b,

ein MaB auf (M, (M)) definiert. Dabei ist die Summe als der Grenzwert
zu interpretieren, falls die Familie b,, x € T', summierbar ist, und andernfalls
als oo. Dass es sich dabei um ein Mafl handelt folgt aus dem grofien Um-
ordnungssatz, und zwar gilt die Summationseigenschaft sogar fiir beliebige

'Manchmal erlaubt man auch den Wert oo fiir eine Belegungsfunktion.
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disjunkte Vereinigungen, nicht nur fiir abzdhlbare. Man spricht von einem
Summationsmays.

Wenn die Belegungsfunktion fiir jedes = einen positiven Wert annimmt, so
folgt aus Aufgabe 17.26 (Analysis (Osnabriick 2021-2023)), dass das Mafl
jeder iiberabzdhlbaren Menge den Wert oo zuweist. Wenn andererseits die
Belegungsfunktion fiir jedes x den Wert 0 annimmt, so liegt das Nullmajs
vor, d.h. jede Menge hat das Mafl 0. Insbesondere kann man {iber diesen
Weg kein Mafl auf R gewinnen, das zugleich dem Einheitsintervall den Wert
1 und jedem einzelnen Punkt das gleiche Mafl zuweist.

Von diesen Summationsmafien bekommen wiederum einige einen eigenen Na-
men.

Definition 2.17. Auf einer Menge M nennt man das auf (M, (M)) durch

AT) = {# (T'), falls T endlich,

00 sonst

definierte Mafl das Zdhlmafs auf M.

Das Z#ahlmafB ist das Summationsmafl zur konstanten Belegungsfunktion b =
1.

Definition 2.18. Es sei M eine Menge und z € M ein Punkt. Das auf

(M,B (M)) durch
5.(T) — {1, falls z € T,
0 sonst,

definierte Maf} heifit das im Punkt x konzentrierte Dirac-Maf§ auf M.

2. ARBEITSBLATT

2.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 2.1. Es sei (M,d) ein metrischer Raum. Zeige, dass in M die
sogenannte Hausdorff-Eigenschaft gilt, d.h. zu je zwei verschiedenen Punkten
x und y gibt es offene Mengen U und V' mit

reUundyeVundUNV =0.

Aufgabe 2.2.*

Zeige, dass in einem Hausdorff-Raum X jeder Punkt z € X abgeschlossen
ist.
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Wir verallgemeinern einige Konzepte von metrischen Rdumen auf topologi-
sche Réume.

Es sei (2n,),cy €ine Folge in einem topologischen Raum X. Man sagt, dass
die Folge gegen x € X konvergiert, wenn folgende Eigenschaft erfiillt ist.

Zu jeder offenen Umgebung U C X von x gibt es ein ny € N derart, dass
fiir alle n > ngy die Folgenglieder x,, zu U gehoren.

In diesem Fall heifit x der Grenzwert oder der Limes der Folge. Dafiir schreibt
man auch

lim z,, = =.
n—oo

Wenn die Folge einen Grenzwert besitzt, so sagt man auch, dass sie konver-
giert (ohne Bezug auf einen Grenzwert), andernfalls, dass sie divergiert.

Aufgabe 2.3. Es sei (M, d) ein metrischer Raum und sei (x,,),,oy eine Folge
in M. Zeige, dass die Folge in M genau dann im Sinne der Metrik konvergiert,
wenn sie im Sinne der Topologie konvergiert.

Aufgabe 2.4. Zeige, dass eine Folge (), .y in einem Hausdorffraum X
hochstens einen Grenzwert besitzt.

Es sei (,,),,cy eine Folge in einem topologischen Raum X. Ein Punkt » € X
heilt Haufungspunkt der Folge, wenn in jeder offenen Umgebung U von x
unendlich viele Folgenglieder z,, liegen.

Aufgabe 2.5. Es sei (1,,),.y eine Folge in einem topologischen Raum X
und sei x € X. Es gebe eine gegen x konvergente Teilfolge. Zeige, dass x ein
Héaufungspunkt der Folge ist.

Eine Teilmenge T' C X eines topologischen Raumes X heiflt dicht, wenn fiir
jede nichtleere offene Menge U C X die Beziehung T NU # () gilt.

Es wurde bereits in Aufgabe 35.7 (Analysis (Osnabriick 2021-2023)) gezeigt,
dass dieses Konzept mit der Dichtheit in einem metrischen Raum iiberein-
stimmt.

Aufgabe 2.6. Man beschreibe einen topologischen Raum, der aus zwei
Punkten besteht, wobei der eine Punkt dicht und der andere Punkt nicht
dicht sei.

Aufgabe 2.7. Es sei X ein topologischer Raum mit einer abzéhlbaren Basis.
Zeige, dass dann auch jeder Unterraum Y C X mit der induzierten Topologie
eine abzéhlbare Basis besitzt.
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Aufgabe 2.8. Es sei X ein topologischer Raum mit einer abzéhlbaren Basis.
Zeige, dass es zu jeder Uberdeckung U = |J,; U; mit offenen Mengen Uj; eine
abzahlbare Teiliiberdeckung gibt.

Aufgabe 2.9. Es sei (2,),.y eine Folge in einem topologischen Raum X,
der eine abzéhlbare Basis besitze, und sei x € X. Zeige, dass z genau dann
ein Haufungspunkt der Folge ist, wenn es eine gegen x konvergente Teilfolge
gibt.

Aufgabe 2.10.*

Es sei (X, T) ein topologischer Raum und sei A die davon erzeugte Men-
genalgebra. Zeige, dass diese genau aus allen endlichen Vereinigungen

(UL NANU (U NA) UL U (U, N A)

mit offenen Mengen Uy, ..., U, und abgeschlossenen Mengen Ay, ..., A, be-
steht.

Aufgabe 2.11. Es sei
fi R—R

eine messbare Funktion. Zeige, dass die Menge der Punkte, in denen f stetig
ist, weder offen noch abgeschlossen sein muss.

Aufgabe 2.12. Es sei
fiR—R

eine messbare Funktion. Zeige, dass die Menge der Punkte, in denen f stetig
ist, eine messbare Teilmenge von R ist.

Aufgabe 2.13. Es sei (M, A, ) ein Mafiraum. Zeige, dass die Menge der
Nullmengen von M ein Mengen-Préring ist.

Aufgabe 2.14. Es sei (M, A, 1) ein Mafiraum. Zeige, dass die Mengen
{T'e A| (T) < oo},

einen Mengen-Préiring, aber im Allgemeinen keine Mengen-Algebra bilden.
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Aufgabe 2.15.*
Es sei (X, B) ein Messraum und g und v seien MaBe darauf.
a) Ist die durch
(w4 v)(T) = pu(T) +v(T)

fir T' € B definierte Abbildung ein Maf3?
b) Ist die durch

(o v)(T) = max (u(T), v(T))
fir T' € B definierte Abbildung ein Maf3?

Aufgabe 2.16. Es sei (M, A, ) ein Mafiraum und ¢ € Rs. Zeige, dass
durch

A(T) = eu(T)
ein MaB auf M definiert ist.2 Diskutiere insbesondere die Teilmengen mit
u(T') = oo.

Aufgabe 2.17. Es sei (M, A) ein Messraum, der als abzéhlbare disjunkte
Vereinigung

M =M,
iel
mit M; € A gegeben ist. Es seien pu;, i € I, Mafle auf (M;, Al ). Zeige, dass
es ein eindeutiges Mafl 1 auf M derart gibt, dass die Einschréinkungen von
p auf die (M;, A|ag,) mit p; iibereinstimmen.

Aufgabe 2.18. Es sei (M,.A) ein Messraum. Wir nennen ein Mafl auf M
explosiv, wenn es lediglich die Werte 0 und co annimmt.

a) Zeige, dass (fir T € A) durch

0, falls T'= 0
T — ) )
1(T) {w,MbT#W

ein Maf definiert ist.
b) Es sei p ein MaB auf (M, A). Zeige, dass durch

falls pu(T') =
oo, falls u(7) >0,

ebenfalls ein Maf3 definiert ist.

Aufgabe 2.19. Bestimme die Belegungsfunktion zu einem Dirac-MaSf.

2Dieses Mafl nennt man das mit ¢ umskalierte Map.
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Aufgabe 2.20. Man mache sich klar, dass die Mafitheorie auf den natiirli-
chen Zahlen N ,nahezu® dquivalent ist zur Theorie der Reihen mit nichtne-
gativen reellen Summanden. Warum nur nahezu? Welches mafitheoretische
Konzept korrespondiert dabei zur Konvergenz der Reihe?

Aufgabe 2.21. Der Messraum (N, (N, )) sei mit dem MaB versehen, bei
der die Zahl n den Wert p(n) = 2 erhélt. Bestimme fiir moglichst viele
Teilmengen 7" C N, den Wert u(T).

2.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 2.22. (4 Punkte)
Es sei (M, A) ein Messraum und sei
fon: M — R
eine Folge von messbaren Funktionen. Zeige, dass
{z € M| f.(x) konvergiert}

messbar ist.

Aufgabe 2.23. (3 Punkte)

Zeige, dass es eine abzahlbare Familie von offenen Béllen im R"™ gibt, die eine
Basis der Topologie bilden.

Aufgabe 2.24. (4 Punkte)

Es sei X ein Hausdorff-Raum und es seien 17, T5
Teilmengen. Zeige, dass es offene Mengen Uy, Us
und mit Uy N U, = () gibt.

X zwei disjunkte endliche
XmltT1 g Ul,TQ g U2

NN

Aufgabe 2.25. (3 Punkte)

Zeige, dass es auf jedem endlichdimensionalen reellen Vektorraum ein wohl-
definiertes Konzept von Borel-Mengen gibt.

Aufgabe 2.26. (7 Punkte)
Zeige, dass die Menge der stetigen wachsenden Funktionen
T R—R
mit f(Q) C Q, mit f(R<y) = 0 und f(R>;) = 1 iiberabzéhlbar ist.
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3. VORLESUNG - EINDEUTIGKEITSSATZ

Ein Gittermafl weist nur den Gitterpunkten ein positives Mafl zu. Wenn der
Gitterabstand hinreichend klein ist, liefert das Gittermafl eine gute
Approximation fiir den Inhalt fiir Figuren, die nicht allzu kompliziert sind.

3.1. Gittermafle.

Als weiteres diskretes Mafl besprechen wir Gittermafe.
Definition 3.1. Es sei ¢ > 0 Die Menge
e = {elay,...,a,) | a; €2} CR"
nennt man das Gitter zum Gitterpunktabstand e. Das durch
pe(T) = - #(TNL)
fiir T C R"™ definierte Maf heifit das Gittermaf§ zum Gitterabstand e.

Pointillismus: Der Flacheninhalt (auf dem Bild) der hellgriinen Rasenfléche
entspricht in etwa der Anzahl der hellgriinen Farbtupfer, der Anzahl der
hellgriinen Pixels und der Anzahl der hellgriinen Synapsen.

3.2. Ausschopfungseigenschaften.

Definition 3.2. Es sei M eine Menge und sei 7, n € N, eine Folge von
Teilmengen in M mit T,, C T, fir alle n € N. Es sei T = UneN T,.
Dann sagt man, dass diese Folge eine Ausschipfung von T bildet (oder T
ausschopft), und schreibt dafir 7, T 7.
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Der R* wird beispielsweise durch die Bille B (0,n) oder die Wiirfel [—n, n]*
ausgeschopft.

Definition 3.3. Es sei M eine Menge und sei T},, n € N, eine Folge von
Teilmengen in M mit T,, O T, firallen € N. Essei T = ﬂneN T,. Dann
sagt man, dass diese Folge eine Schrumpfung von T bildet (oder gegen T
schrumpft), und schreibt dafir 7,, | T

Beispielsweise ist eine reelle Intervallschachtelung eine Schrumpfung, bei der
der Durchschnitt iiber alle beteiligten Mengen nur aus einem einzigen Punkt
besteht.

Bei einer o-Algebra A gehort mit einer jeden solchen auf- oder absteigenden
Folge von Teilmengen T,, auch die Vereinigung bzw. der Durchschnitt zu A.
Bei einem Pramafl auf einen Priring setzen wir, wenn wir von Ausschépfung
bzw. Schrumpfung sprechen, voraus, dass die Vereinigung bzw. der Durch-
schnitt zum Préring gehoren.

Wir fassen einige Rechenregeln fiir Pramafle zusammen.

Lemma 3.4. Es sei M eine Menge, P ein Prdring auf M und i ein Pramaf
auf P. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Es st u(0) = 0.

(2) Fir Mengen S,T € P mit S C T gilt u(T) = w(S) + u(T\ S).
Insbesondere ist ein Pramaf$ monoton.

(3) Fiir Mengen S, T € P gilt wW(TUS) = p(S)+ pu(T) —pu(SNT).

(4) Seien T,,, n € N, und T aus P mit T C |, oy T0® Dann gilt

p(T) < 32 ().

neN
(5) Es sei T, T T eine Ausschopfung in P. Dann ist

p(T) = lim p(T5),

wobetr diese Folge monoton wachsend ist.
(6) Es sei T, | T eine Schrumpfung in P und sei p(To) < oo vorausge-
setzt. Dann ist

p(T) = lim p(T5),

wobei diese Folge monoton fallend ist.

Beweis. (1) ist in der Definition von Pramafl enthalten, da die leere Summe
als 0 definiert ist.* (2) folgt direkt aus der Definition, da T die disjunkte
Vereinigung aus S und 7'\ S ist. (3) folgt daraus, dass S UT die disjunkte

3Man sagt, dass die T,,, n € N, eine Uberpflasterung von T bilden.

4Man kann auch, sobald es eine messbare Menge T mit endlichem Maf gibt, mittels
w(T) = w(TUB) = u(T) + u(d) argumentieren, woraus aus u(T) < oo direkt u(@) = 0
folgt.
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Vereinigung aus den drei Mengen S\7T, T\ S und SNT ist. (4). Wir verwenden
den folgenden Standardtrick: Wir schreiben S,, = T, \ (U:.L;Ol Ti). Dann gilt
offensichtlich |J;_,T; = Ui, S; fiir alle n, wobei die Vereinigungen der S,

jeweils disjunkt sind. Entsprechned Damit gilt

wT) = p Tﬂ(UTn)>

(ol
|

< ZN(SR)
< ZN(Tn)'

n=0
(5). Wir schreiben die einzelnen Teilmengen T,, als disjunkte Vereinigung
mittels So = To und S,, = T}, \ T,,_1. Damit ist
7% - S%lJ;glLJ...LJS%,
und da dies eine disjunkte Vereinigung ist, gilt u(7,) = > I, p(S;). Ent-
sprechend gilt
T =JS

ieN
und daher
wT) = M(U Sz') = > n(S) = lim <Z M(Si)> = lim p(T;).
ieN i=0 i=0
(6) Wir setzen Sy = Ty \ T,,. Da T,,, n € N, eine absteigende Folge ist, ist
Sn, n € N, eine aufsteigende Folge, und zwar gilt

Us. = J@\T) = T\ (ﬂTn) = Ty\T.

neN neN neN

Daher gilt
p(I\T) = lim p(To\Ty) = lim (u(To) — (T)) = p(To) — Tim p(T5)

n—o0 n—oo

nach Teil (5). Somit ist (da u(7p) < oo ist)
Tim p(Ty) = p(To) = w(To\ T) = (1)
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Definition 3.5. Es sei M eine Menge, P ein Praring auf M,
p: P — Ry
ein Pramafl auf M. Dann heif3t u endlich, wenn
w(T) < oo
fiir alle T' € P ist.

Wenn die Gesamtmenge M zu P gehort, so ergibt sich die Endlichkeit des
Pramafles sofort aus der Bedingung u(M) < oo aufgrund der Monotonie.

Fiir die Mafitheorie des euklidischen Raumes ist dieser Begriff zu stark, da
ja der R™ kein endliches Volumen hat. Aber immerhin kann man den R”
durch die abzdhlbar vielen Kugeln B (0, k), k € N, die selbst endliches Vo-
lumen haben, ausschépfen. Diese Eigenschaft wird durch folgende Definition
prazisiert.

Definition 3.6. Es sei M eine Menge, P ein Praring auf M,
O P — ﬁzo

ein Pramafl auf M. Dann heifit u o-endlich, wenn man M als eine abzahlbare
Vereinigung von Teilmengen M; aus P mit

p(M;) < oo

schreiben kann.

3.3. Der Eindeutigkeitssatz fiir Mafle.

Der folgende Satz ist der Eindeutigkeitssatz fiir Majfe. Im Wesentlichen be-
sagt er, dass unter gewissen Bedingungen ein Mafl auf einem Erzeugenden-
system der o-Algebra schon eindeutig bestimmt ist.

Satz 3.7. Es sei (M, A) ein Messraum und es sei € ein durchschnittsstabiles
Erzeugendensystem fiir A. Es seien py und ps zwei Mafle auf (M, A), die auf
& tbereinstimmen. Es gebe eine Ausschopfung M, T M mit M,, € £ und mit

pa(My) = pa(M,) < oo.
Dann st
M1 = H2.
Beweis. Fiir jede messbare Menge T' € Aist (T'NM,,) 1 T eine Ausschopfung
von 7', so dass es nach Lemma 3.4 (5) geniigt, die Gleichheit
(TN M) = pa(T N M,)

fir alle T € A und alle n € N zu zeigen. Es sei n fixiert. Wir betrachten
das Mengensystem

D, = {T € A| (T NM,) = pu(TNM,)}



31

und wir wollen zeigen, dass dies ganz A ist. Da £ durchschnittstabil ist,
gehort nach Voraussetzung jede Menge F € £ zu D,,. Wir behaupten, dass
D,, ein Dynkin-System ist. Offenbar ist M € D,,. Seien S C T Teilmengen,
die zu D,, gehoren. Dann ist

m((T\S)NM,) =

pa((T'0 M) \ (S0 My))
(TN M) — g (S 0 M)
= (TN M,) — pa(S N M,)
= o

pa(

2((T'N M)\ (51 M)

so dass auch T'\ S zu D,, gehort. Es sei schlieflich T;, i € I, eine abzéahlbare
Familie paarweise disjunkter Teilmengen aus D,,, und sei

T = UT
iel

Dann ist

W(TAM,) = m (U(:r; n Mn)>

il

= > m(T,N M)

icl

= Zﬂz(Ti N M,)

iel

= N2 <U (Tz N Mn))

= /’LQ(T N Mn)a

so dass auch T zu D,, gehort. Damit ist D,, ein Dynkin-System, das das
durchschnittsstabile Erzeugendensystem £ enthélt. Nach Lemma 1.13 ist da-
her A C D, und es gilt Gleichheit. O

3.4. Bildmafle.

Definition 3.8. Es sei (M, A, ) ein Mafiraum, (N, 5) ein Messraum und
p: M — N

eine messbare Abbildung. Dann nennt man das durch

v(T) = u(e™(T))

definierte Mafl auf N das Bildmaf§ von p unter . Es wird mit ¢, bezeichnet.

Das Bildma# ist in der Tat ein Maf8, siehe Aufgabe 3.11.
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Die Verteilung der Anfangsziffern der Bevolkerungsgrofie der Lander der Erde.

Beispiel 3.9. Es sei

v: R— Ry, z+— 107,
die Exponentialfunktion zur Basis 10 und v das Bildmaf§ zum eindimensiona-
len Borel-Lebesgue-Maf8 A! (das wir zwar noch nicht eingefiihrt haben, von
dem wir hier aber nur verwenden, dass es einem Intervall die Intervallinge
zuordnet). Fiir ein Intervall [a,b] C Ry ist

v([a,b]) = M (e ! ([a,b])) = A ([logyg (), logyq (b)]) = log,, (b) — logy, (a).
Insbesondere haben die Intervalle

L1 L 1], [1,10], [10, 100}, [100, 1000
7[100710]7 [107 ]7 [ ? ]7 [ ’ ]7 [ ? ]7
unter v alle das Mafi 1. Das Mafl v ist also ,unter Beriicksichtigung der
Groflenordnung gleichverteilt .

Wenn man zur Menge aller Stiadte (auf der Erde oder in Deutschland) die
Einwohnerzahl nimmt und davon die erste Ziffer, so kann man beobachten,
dass die Ziffer 1 deutlich haufiger vorkommt als die Ziffern 2, 3, . . .. Beispiels-
weise gibt es in Deutschland relativ viele Stddte mit zwischen 100000 und
200000 Einwohnern, aber keine mit zwischen 800000 und 900000 Einwoh-
nern. Diese Beobachtung kann man in sehr vielen verschiedenen Situationen
machen, und zwar geniigt die erste Ziffer dem sogenannnten Benfordschen
Gesetz. Wenn man davon ausgeht, dass Stddte zu unterschiedlichen Zeit-
punkten gegriindet werden, dass sie exponentiell wachsen (mit einer kleinen
Basis), und dass die Verteilung der Stadtgriindungen mit der Zeit gleichver-
teilt ist (in einem endlichen Zeitintervall), so kann man die Stadtgriindungen
durch M\ modellieren und erhélt fiir die Verteilung der StadtgréBen das Maf}
v (bis auf einen Streckungsfaktor mit der Zeit). Es ist dann beispielsweise

v([1,2]) = logy,(2) = 0,301...
und
V([8,9]) = log, (2) = 0,051...
und entsprechend fiir die Intervalle [10, 20], [100, 200], etc., was das Benford-
sche Gesetz erklart.
Lemma 3.10. Es seien (M, A), (N,B) und (S,C) Messriume und

p: M — N
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und
v: N— S
messbare Abbildungen. Es sei i ein MafS auf M. Dann gilt fir die Bildmafe

(Yo @)upt = Yu(ipupt).

Beweis. Siehe Aufgabe 3.12. 0

Definition 3.11. Esseien (M, A, ) und (N, B, v) Mafirdume. Eine messbare
Abbildung

p: M — N

heifit mafitreu, wenn fiir jede messbare Menge T° C N die Beziehung

v(T) = ule™(T))

gilt.

Eine messbare Abbildung ¢: (M, A, ) — (N, B, v) ist genau dann mafitreu,
wenn v das Bildmaf von p unter ¢ ist.

3.5. Produkt von topologischen Rdumen.

Definition 3.12. Unter dem Produkt der topologischen Rdume X und Y
versteht man die Produktmenge X X Y zusammen mit derjenigen Topologie
(genannt Produkttopologie), bei der eine Teilmenge W C X x Y genau dann
offen ist, wenn man sie als Vereinigung von Produktmengen der Form U x V'
mit offenen Mengen U C X und V' C Y schreiben kann.

e

Eine Zylinderoberfliche ist der Produktraum aus einer Kreislinie und einem
Intervall.
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3. ARBEITSBLATT

3.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 3.1. Es sei W = [0, 1[* der halboffene Einheitswiirfel im R". Zeige,

dass fiir jedes k € N, und das zugehorige Gittermaf p1 die Beziehung
p(W) =1

gilt.

Aufgabe 3.2. Wir betrachten die Menge T = QN [0,1], und zu jedem
e > 0 das zugehorige Gittermaf .. Zeige, dass

li T
)
existiert, dass aber

hmeﬁ\o e (T)
nicht existiert.

Aufgabe 3.3.*

Es sei (M, A, 1) ein MaBraum und seien 7; C M, i = 1,...,n, messbare
Teilmengen mit p(7;) < oo. Fiir eine Teilmenge J C {1,...,n} sei

T, = ﬂT

icJ
Beweise die Formel

A(VEYIED SIETE (D oS

k=1 JC{1,...n}, #(J))=k

Aufgabe 3.4. Es sei

f0,1] — Rxo
eine streng wachsende Funktion. Zu k € N, betrachten wir die dquidistan-
te Unterteilung des Einheitsintervalls in £ gleichlange Teilintervalle und die
zugehorige maximale untere Treppenfunktion s; von f und die zugehorige
minimale obere Treppenfunktion t;. Es seien S, bzw. T} die zugehorigen
Subgraphen.

a) Zeige, dass im Allgemeinen Sy, & € N, keine Ausschopfung und Ty,
k € N, , keine Schrumpfung ist.

b) Zeige, dass Son, n € N, , eine Ausschopfung und Ton, n € N, eine
Schrumpfung ist.
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c) Welche Mengen werden in (b) ausgeschopft bzw. geschrumpft, und wie
verhalten sich diese Mengen zum Subgraphen von f7

d) Wogegen konvergieren die zugehorigen Folgen von Treppenintegrale?

Aufgabe 3.5. Man zeige durch ein Beispiel, dass die ,,Schrumpfungsformel
aus Lemma 3.4 (6) nicht ohne die Endlichkeitsvoraussetzung gilt.

Aufgabe 3.6. Wo geht in den Beweis zu Satz 3.7 die Endlichkeit der M,
ein?

Aufgabe 3.7. Zeige durch ein Beispiel, dass Satz 3.7 ohne die Voraussetzung,
dass es eine Ausschopfung mit endlichem Mafl gibt, nicht gilt.

Aufgabe 3.8. Es sei X ein topologischer Raum und X = (J,.; U; eine Uber-
deckung aus offenen Mengen, wobei I abzéhlbar sei. Zeige folgende Aussagen.

a) Eine Teilmenge 7" C X ist genau dann eine Borelmenge, wenn T'NU; eine
Borelmenge ist fiir jedes ¢ € I.

b) Ein o-endliches Maf} y ist durch die Einschrankungen p; = ply, eindeutig
bestimmt.

c) Es sei fiir jedes i € [ ein o-endliches Ma8l u; auf U; gegeben. Fiir jedes
Paar 7,7 € I sei

Mz"UmU]- = Nj|UiﬂUj-
Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes o-endliches Mafl auf X mit p|y, = p;.

Aufgabe 3.9. Es sei
ﬁl Rk — RZO
eine Belegungsfunktion mit dem zugehérigen Summationsmafl p. Es sei
T = {z € R" | p(x) > 0}.

Zeige, dass p genau dann o-endlich ist, wenn 7' abzéhlbar ist.

Aufgabe 3.10. Es sei
ﬂ: R* —>R20U{OO}

eine Belegungsfunktion mit dem zugehdrigen Summationsmafl p. Fiir jede
konvergente Folge (z,),,y in R* sei die Bedingung >~ f(z,) < oo erfiillt.
Zeige, dass p o-endlich ist.
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Aufgabe 3.11. Zeige, dass das Bildmaf} eines Mafles unter einer messbaren
Abbildung in der Tat ein Maf ist.

Aufgabe 3.12. Es seien (M, A), (N, B) und (S,C) Messrdume und
p: M — N
und
v: N— S
messbare Abbildungen. Es sei 4 ein Mafl auf M. Zeige, dass fiir die Bildmafe
die Beziehung

gilt.

Aufgabe 3.13. Es seien M und N Messrdume und es sei
p: M — N

eine messbare Abbildung. Es sei 6, das im Punkt x € M konzentrierte
Dirac-MaB. Zeige ¢.(0z) = Oup(a)-

Aufgabe 3.14. Es seien M und N Messrdume und es sei
p: M — N
eine messbare Abbildung. Es sei
B: M — RsoU {0}

eine Belegungsfunktion mit dem zugehorigen Summationsmafl u. Zeige, dass
das Bildmafl p,pu ebenfalls ein Summationsmafl ist und bestimme die zu-
gehorige Belegungsfunktion.

Aufgabe 3.15.*
Es sei
M = {(z,y) eR* | 2> +y* =1,y > 0}
der obere Einheitshalbkreis und
p: M — [-1,1], (z,y) — =,

die Projektion auf die z-Achse. Zun € N seien n+1 Punkte auf M gleichver-
teilt in dem Sinne, dass (1,0) und (—1,0) dazugehéren und dass der Winkel
zwischen zwei benachbarten Punkten konstant ist.

a) Skizziere die Situation fiir n = 7 einschliefllich der Bildpunkte unter p.

b) Es sei p, das Zéhlmaf auf M, bei dem jeder Punkt der Verteilung den
Wert 1 erhélt und es sei

Vn = DPxMHn
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das zugehorige Bildmaf auf [—1,1]. Man gebe eine Formel fiir
va([t, 1])

(t € [—1,1]) mit Hilfe des Arkuskosinus an.

c¢) Bestimme

lim v, ([1 — z, 1]).

n—00 n

Aufgabe 3.16. Es seien X und Y topologische Rdume. Zeige, dass die Pro-
dukttopologie auf X x Y die kleinste Topologie ist, beziiglich der die beiden
Projektionen X x Y — X und X XY — Y stetig sind.

Aufgabe 3.17.*

Es sei X ein Hausdorff-Raum. Zeige, dass die Diagonale
A= {(@y) € X x X |z=y}

eine abgeschlossene Teilmenge im Produktraum X x X ist.

Aufgabe 3.18. Es seien X, Y, Z topologische Rdume und
f: X—Y
und
g X — 7
stetige Abbildungen. Zeige, dass die Abbildung
(f,9): X —= Y x Z, x— (f(2), 9(x)),

ebenfalls stetig ist.
Es sei M eine Menge. Unter der diskreten Topologie auf M versteht man
diejenige Topologie, bei der jede Teilmenge T" C M offen ist.

Aufgabe 3.19. Es seien X und Y diskrete topologische Rdume. Zeige, dass
auch der Produktraum diskret ist.
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3.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 3.20. (2 Punkte)
Bestimme die Belegungsfunktion zum Gittermafl zum Gitterabstand ¢ > 0

im R"™.

Eine Aquivalenzrelation auf einer Menge M ist eine Relation R C M x M,
die die folgenden drei Eigenschaften besitzt (fiir beliebige x,y,z € M).

(1) Esist z ~ z (reflexiv).
(2) Aus z ~ y folgt y ~ x (symmetrisch).
(3) Ausz ~ yund y ~ z folgt © ~ z (transitiv).

Dabei bedeutet x ~ y, dass das Paar (x,y) zu R gehort.

Aufgabe 3.21. (3 Punkte)
Es sei (M, A, ) ein Mairaum, (N, B) ein Messraum und C' die Menge der
messbaren Abbildungen von M nach N. Fiir f,g € C sei

f~ g, falls p({w € M| f(x) # g(a)}) = 0

(dabei sei vorausgesetzt, dass diese Mengen messbar seien). Zeige, dass ~
eine Aquivalenzrelation ist.

Aufgabe 3.22. (6 Punkte)
Wir betrachten die abgeschlossene Kreisscheibe
S = {(z,y) eR*|2” +y* < 1}.
Zeige, dass
lim, ¢ pe(S) = m,
wobei . das Gittermafl zu € > 0 bezeichnet.

(Man denke an das Riemann-Integral.)

Aufgabe 3.23. (3 Punkte)

Man gebe ein Beispiel fiir einen o-endlichen Mafiraum (M, A, 1) und eine
messbare Abbildung

p: M — N

in einen Messraum N derart, dass das Bildmafl ¢, nicht o-endlich ist.
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Aufgabe 3.24. (4 Punkte)

Es seien (My,d;) und (Ms,ds) metrische Raume. Zeige, dass auf der Pro-
duktmenge M; x M, durch

d((x1,22), (Y1, 92)) = Vei(z1,91)% + do(w, ya)?

eine Metrik gegeben ist, und dass die dadurch definierte Topologie mit der
Produkttopologie iibereinstimmt.

4. VORLESUNG - EXISTENZSATZ

Es ist eine naheliegende Idee, den Flécheninhalt einer beliebigen Teilmenge
T C R? als das Infimum iiber alle Summen von Rechtecksinhalten anzu-
setzen, die die Menge tiberdecken (oder iiberpflastern). So geht man auch
beim Riemannschen Integral vor, wenn man Oberintegrale betrachtet. Mit
diesem Ansatz kann man zwar jeder Teilmenge eine Zahl zuordnen, dies ist
aber kein Maf}. Wichtig sind vielmehr diejenigen Teilmengen, auf denen diese
Festlegung zu einem Maf fiihrt.

4.1. Fortsetzung von dufleren Maflen.

Constantin Carathéodory (1873-1950). Auf ihn geht der Fortsetzungssatz fiir
Mafe zuriick.

Definition 4.1. Es sei M eine Menge und P ein Praring auf M. Dann heifit
eine Abbildung

p: P — Rsg, T +— u(T),
ein dufleres MafS auf M, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind.

(1) Fiir je zwei Mengen S, T € P mit S C T gilt u(S) < w(7T).
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(2) Fiir jede abzéhlbare Familie von paarweise disjunkten Teilmengen T,
i € I, aus P, fiir die | J,.; T; ebenfalls zu P gehort, gilt

u(UE) < ().

el el

Die sogenannte o-Subadditivititseigenschaft, die fiir ein &uleres Maf fiir dis-
junkte Vereinigungen gefordert wird, gilt auch fiir beliebige abzéhlbare Ver-
einigungen, siehe Aufgabe 4.1.

Definition 4.2. Es sei M eine Menge, P ein Praring auf M und
Ju P ——ﬁ'EEZO

ein duBeres Mafl auf M. Fiir eine beliebige Teilmenge T C M definiert man

a(T) = inf <Z w(Ty), T C UT“ T, €eP, I abzéihlbar)

el i€l

und nennt dies die Fortsetzung des dujfSeren MajfSes p.

Bei dieser Definition nimmt man also das Infimum iiber alle Uberpflasterun-
gen.

Lemma 4.3. Es sei M eine Menge, P ein Prdring auf M und
O P — EEZO

ein duferes Maf$ auf M. Dann ist die Fortsetzung ji des dufleren Mafles p ein
dufSeres Maf$ auf der Potenzmenge B (M), das auf P mit p tibereinstimmdt.

Beweis. EsseiT € P.Das Mengensystem {T'} ist natiirlich eine Uberpflaste-
rung von 7', so dass u(T") in der Menge vorkommt, iiber die das Infimum ge-
nommen wird. Fiir jede Uberpflasterung 7}, i € I, von T gilt T = Uie; TNT;
und somit
pT) < u(TNT) <> (),
iel iel

sodass u(T) = p(T) gilt. Fiir beliebige Teilmengen S C T gilt trivialerweise
ii(S) < f(T), da eine Uberpflasterung von T insbesondere eine Uberpflaste-
rung von S ist. Es sei nun 7}, ¢+ € I, eine abzdhlbare Familie von Teilmengen
von M. Wir miissen ii(U,.; 7)) < Y,c; i(T;) nachweisen. Wenn der rechte
Ausdruck gleich oo ist, so ist nichts zu zeigen. Wir kénnen also voraussetzen,
dass die rechte Familie summierbar ist. Die Summanden dieser Familie sind
jeweils das Infimum iiber Summen, die jeweils zu Uberpflasterungen gehéren.
Nehmen wir an, dass die linke Seite grofler als die rechte Seite sei, wobei die
Differenz groBer als € > 0 sei. Sei ¢; > 0,7 € I, so gewdhlt, dass ), ., & < €
ist; eine solche Familie gibt es aufgrund der Abzihlbarkeit von I, siehe Auf-
gabe 9.24 (Analysis (Osnabriick 2021-2023)). Zu jedem i € [ gibt es eine
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Uberpflasterung 7; € J
T;; € P und mit

e, Lij mit einer abzdhlbaren Indexmenge J;, mit

AT < Y w(Ty) < W(T) + e
JEJ;
Die Menge L = J,.; /i ist als abzéhlbare Vereinigung abzéhlbarer Mengen
wieder abzéhlbar. Wir betrachten nun die durch Ty, ¢ € L, (mit £ = (i,)))
gegebene Uberpflasterung von Uic; Ti- Damit gelten unter Verwendung des
groflen Umordnungssatzes die Abschéatzungen

ﬂ(UT;-) < > oulT)

i€l leL

- z(zmm)
i€l jEJi

< > (AT + )
i€l

= D MT)+) e
iel iel

< Y AT e
i€l

ein Widerspruch. O

Es ist keineswegs so, dass die Fortsetzung eines Pramafles auf der Potenz-
menge ein Maf liefert. Dies gilt allerdings auf der von dem Préring erzeugten
o-Algebra, was wir im Folgenden nach einigen Vorbereitungen beweisen wer-
den. Zunéchst fithren wir den folgenden technischen Hilfsbegriff ein.

Definition 4.4. Es sei M eine Menge, P ein Praring auf M,
JI P — EEZO

ein duBeres Mafl auf M und p die Fortsetzung von p auf die Potenzmenge
P (M). Man sagt, dass eine Teilmenge Z C M die Zerlequngseigenschaft
besitzt, wenn fiir alle S C M die Gleichheit fi(S) = a(SNZ)+p(SN(M\Z2))
gilt.

Eine Teilmenge Z besitzt also die Zerlegungseigenschaft, wenn man fiir jede
Menge S die Berechnung ihres dufleren Mafles auf die durch Z gegebene
Zerlegung von S zuriickfiihren kann. Die schwéchere Eigenschaft f(S) <
p(SNZ)+ a(SN(M\ Z)) gilt fiir jede Teilmenge Z C M, siehe Aufgabe
4.2.

Lemma 4.5. Es sei M eine Menge, P ein Prdring auf M,
Ju 13 — EEEO

ein aufleres Mafs auf M und fi die Fortsetzung von p auf die Potenzmenge
B (M). Dann gelten folgende Aussagen.
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(1) Das Mengensystem aller Teilmengen Z C M, die die Zerlegungsei-
genschaft besitzen, bilden eine o-Algebra.
(2) Die Einschrinkung von i auf diese o-Algebra ist ein Maf.

Beweis. (1). Sei
Z = {Z C M | Z besitzt die Zerlegungseigenschaft}.

Offensichtlich gehort M zu Z und dieses System ist abgeschlossen unter
Komplementbildung. Bevor wir zeigen konnen, dass Z unter abzdhlbaren
Vereinigungen abgeschlossen ist, zeigen wir, dass dies fiir endliche Vereini-
gungen gilt. Es seien also Z; und Z5 aus Z und sei S C M eine beliebige
Teilmenge. Dann ist

A(S) SNZy)+ p(s
SNZ)+u(SN(M\ Z1)NZ2)+ (SN (M\ Z1) N (M \ Z2))
(S

E N(M\ Z1))
n

ESO Z1) + (S N (Z2\ Z1)) + (SN (M \ (Z1 U Zg))))
N

(

SN(Z1UZ)NZ)+p(SN(Z1UZ) N (M\ Z1))+ p(SN(M\ (Z1 U Z3)))
SN(Z1UZ2))+ (SN (M\ (Z1 U Z3))).

TR

Damit ist Z auch unter endlichen Vereinigungen abgeschlossen und somit
liegt insgesamt eine Mengen-Algebra vor. Es sei nun Z,,, n € N, | eine abzéhl-
bare Familie aus Z. Wir wissen, dass die Teilmengen Z, \ (Z; U ... U Z, 1)
zu Z gehoren. Deren Vereinigung ist gleich der Vereinigung der Z,,, so dass
wir annehmen konnen, dass die Z,, paarweise disjunkt sind. Wegen der Dis-
junktheit ergibt sich induktiv fiir eine beliebige Teilmenge S C M

(SN (Z1U...UZy) (SN (Z1U...UZ)NZ1) + (SN (Z1U...UZy) N (M\ Z1))
a(SNZ)+a(SN(Z2U...UZy,))
SNZ)+p(SNZ)+p(SN(ZsU...UZy))

A(S N Z1) + (SN Za) + -+ (S N Za).

Daraus ergibt sich unter Verwendung der Zerlegungseigenschaft von Z; U
... U Z, und der Monotonie des dufleren Mafles die Abschitzung

a(S) = a(SN(Z1U...UZ,))+p(SN(M\ (Z1U...UZ,)))

> WSNZ)+a(SNZy)+ -+ a(SNZ,)+ | SN M\(U Zk))).

keNy

Da dies fiir alle n gilt, und da ein dufleres Maf3 vorliegt, folgt

as) = > psnz)+plsn{Mm\| U %

n€N+ kGN+

> wsnlJ z)+p|so|lmy| U z

keNy keNy

Da die umgekehrte Abschitzung sowieso gilt, haben wir die gewiinschte
Gleichheit. (2). Fiir paarweise disjunkte Mengen Z,, n € N,, aus Z ist,
wie unter (1) bewiesen,

MZ0) + -+ Zy) = i(Z1V...0Z) < il | Z
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Da dies fiir alle n gilt, folgt

Zﬁ(zk) < p U Zy,

keNy keNy
Da auch die umgekehrte Abschéatzung gilt, liegt Gleichheit vor. O
Lemma 4.6. Es sei M eine Menge, P ein Prdaring auf M,
p: P — Rsg
ein Praimaf auf M und i die Fortsetzung von p auf die Potenzmenge 3 (M).

Dann besitzen alle Mengen aus P die Zerlequngseigenschaft.

Beweis. Es sei Z € P und S C M. Es sei S;, i € I, eine abzihlbare
Uberpflasterung von S mit Mengen aus P. Die Durchschnitte S; N Z, i € I,
bzw. S;N(M\Z), i € I, sind Uberpflasterungen von SNZ bzw. von SN(M\ Z).
Fiir jedes S; gilt u(S;) = p(SiNZ)+pu(S;N(M\ Z)), da ein Pramaf vorliegt.
Daher ist

oS = D p(SinZ)+> u(Sin(M\ Z))
i€l iel iel
> p(SNZ)+p(Sn(M\ Z)).
Da dies fiir alle Uberpflasterungen gilt, folgt
i(S) = p(SN2Z)+ SN (M\ Z)).
Da auch die umgekehrte Abschéatzung gilt, liegt Gleichheit vor. U

4.2. Existenzsitze fiir Mafle.

Satz 4.7. Es sei M eine Menge, P ein Prdring auf M,
O P — RZO

ein Pramaf$ auf M und i die Fortsetzung von u auf die von P erzeugte o-
Algebra A. Dann ist ji ein Maf$ auf A. Wenn p o-endlich ist, so ist i die
einzige Fortsetzung von pu zu einem Maf$ auf A.

Beweis. Dies folgt aus Lemma 4.5 und Lemma 4.6. Der Zusatz ergibt sich
aus Satz 3.7. O

4.3. Produkt-Messraume.

In den néchsten Vorlesungen wollen wir Produkte von Mafiraumen definieren
und insbesondere auf dem R"™ ein Maf} definieren.

Definition 4.8. Es seien (M;,A),...,(M,,A,) Mengen mit darauf er-
klarten o-Algebren. Dann nennt man die von allen Quadern

Sy x - xS, mit S; € A firallei=1,...,n
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auf My x --- x M, erzeugte o-Algebra die Produkt-o-Algebra der (M;, A;),
i=1,...,n. Sie wird mit 4; ® --- ® A, bezeichnet.

Lemma 4.9. Es seien (M, A) und (N, B) Messrdume und es sei (M XN, A®
B) die Produktmenge mit der Produkt-o-Algebra. Dann sind die Projektionen

pr: M XN — M undpy: M x N — N

messbar.

Beweis. Dies folgt direkt daraus, dass zu einer messbaren Teilmenge 7" C N
die Urbildmenge

py (T) = M xT
ein Quader ist und daher nach Definition zu A ® B gehort. O

Diese Aussage gilt natiirlich auch fiir beliebige endliche Produkte. Man kann
den Beweis von solchen Aussagen sehr haufig durch eine einfache Induktion
auf den Fall von zwei Faktoren zuriickfithren, so dass wir uns zumeist auf
diesen Fall beschrinken werden.

Lemma 4.10. Es seien (M, A) und (N,B) Messrdume und T C M x N
eine messbare Teilmenge des Produktes (M x N, A® B). Dann sind fir jedes
x € M und jedes y € N die Mengen

T(x) = {y € N | (z,y) € T} und T(y) = {x € M | (x,y) € T}

messbar in M bzw. in N.

Beweis. Wir zeigen, dass fiir jedes y € N die Inklusionsabbildung
ty: M — M x N, z — (x,y),

messbar ist. Dazu geniigt es nach Lemma 1.16, die Urbilder von messbaren
Mengen der Form A x B C M x N zu betrachten. Fiir eine solche Menge
gilt

1, (Ax B) = {z € M| (z,y) € Ax B},
und dies ist leer, falls y ¢ B und gleich A, falls y € B. So oder so ist sie
also eine messbare Teilmenge. Fiir eine beliebige Teilmenge T" C M x N ist

daher
T(y) = {zeM]|(z,y) €T} =1, (T)
messbar. 0

Lemma 4.11. Es seien M, Ny, Ny Messriume und es seien f1: M — N,
und fo: M — Ny messbare Abbildungen. Dann ist auch die Abbildung

(f1, f2): M — Ny x No, w+— (fi(2), f2(2)),

messbar.

Beweis. Siehe Aufgabe 4.15. O
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4. ARBEITSBLATT

4.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 4.1. Zeige, dass ein dufleres Mafl die Subadditivitatseigenschaft
fiir beliebige abzéhlbare Vereinigungen besitzt.

Aufgabe 4.2. Es sei M eine Menge, P ein Priring auf M,
JI P — EZO

ein dufleres Mafl auf M und i die Fortsetzung von p auf die Potenzmenge
B (M). Zeige, dass fiir jede Teilmenge S C M die Beziehung

a(s) < (SN Z)+p(SN(M\ Z2))
gilt.

Aufgabe 4.3. Bestimme das Infimum {iber alle Summen von Intervalllangen
zu einer Familie von offenen reellen Intervallen, die Z tiberdecken.

Aufgabe 4.4.*

Zu jeder rationalen Zahl ¢ € Q sei ein Intervall [a,, b,] derart gegeben, dass
q in dessen Innern liegt, also ¢ € |a,, b,[. Ist

U lag, bg] = R?

qeQ

Aufgabe 4.5. Bestimme das Infimum {iber alle Summen von Intervalllingen
zu einer Familie von offenen reellen Intervallen, die Q iiberdecken.

Aufgabe 4.6. Essei T C R eine abzihlbare Menge. Zeige, dass das Infimum
tiber die Summe der Volumina der beteiligten offenen Intervall-Quader zu
Uberpflasterungen von T aus solchen Quadern gleich 0 ist.

Aufgabe 4.7. Es sei T' = Z x R. Zeige, dass das Infimum {iber die Summe
der Fliachen zu Uberpflasterungen von 7" mit offenen Rechtecken gleich 0 ist.

Aufgabe 4.8. Essei T = Q x R. Zeige, dass das Infimum {iber die Summe
der Fliachen zu Uberpflasterungen von 7" mit offenen Rechtecken gleich 0 ist.
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Aufgabe 4.9. Es sei f: R — R eine stetige Funktion und sei ' € R x R
ihr Graph. Zeige, dass das Infimum der Summen der Rechtecksinhalte iiber
alle Uberpflasterungen von I' mit achsenparallelen Rechtecken gleich 0 ist.

Aufgabe 4.10. Es sei

f:[a,b] — Rxq
eine Riemann-integrierbare Funktion und 7" der (abgeschlossene) Subgraph
von f. Zeige, dass das dufilere Mafl von 7' (zu dem Rechteckspramaf) gleich
dem bestimmten Integral ff f(t)dt ist.

Aufgabe 4.11. Welche ,vertrauten geometrischen Figuren“ kann man als
(verallgemeinerte) Quader in R x R oder in R x R? auffassen?

Aufgabe 4.12. Es seien M und N Mengen und sei T C M x N eine
Teilmenge. Zu z € M sei T'(x) = {y € N | (x,y) € T'}. Zeige, dass {z} x
T'(x) die Faser der Hintereinanderschaltung

T<s Mx N2 M

uber zx ist.

Aufgabe 4.13. Es seien (M, A) und (N, B) zwei Messraume, die nicht leer
seien und wobei die einelementigen Teilmengen messbar seien. Alle Teilmen-
gen von M x N seien mit der durch A ® B induzierten o-Algebra versehen.
Es sei S C M. Zeige, dass folgende Eigenschaften dquivalent sind.

(1) S ist eine messbare Teilmenge von M.

(2) Es gibt ein y € N derart, dass S x {y} C M x {y} messbar ist.
(3) Fiir alle y € N ist S x {y} C M x {y} messbar.

(4) Es gibt ein y € N derart, dass S x {y} messbar in M x N ist.
(5) Fiir alle y € N ist S x {y} messbar in M x N.

Aufgabe 4.14. Es sei X ein Hausdorff-Raum. Zeige, dass die Diagonale
A =A{(z,y) e X x X |z =y}

eine messbare Teilmenge im Produktraum X x X ist.

Aufgabe 4.15. Es seien M, N;, Ny Messraume und es seien f;: M — N
und fy: M — N messbare Abbildungen. Zeige, dass auch die Abbildung

(f1, f2): M — Ny X Na, z— (fi(z), fo2)),

messbar ist.



47

4.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 4.16. (2 Punkte)

Es sei P ein Priring auf R, der die Intervalle [a,b], @ < b, enthalte, und es
sei p ein duBeres Mafl darauf, das auf diesen Intervallen den Wert b — a besit-
ze. Zeige, dass die Fortsetzung dieses duBeren Mafles auf allen abzdhlbaren
Teilmengen von R den Wert 0 besitzt.

Aufgabe 4.17. (5 (243) Punkte)

Es sei f: Rso — R eine stetige Funktion derart, dass das uneigentliche
Integral [~ f(t)dt existiert.

(1) Zeige, dass es zu jedem € > 0 obere Treppenfunktionen 7, zu f auf
[n — 1,n] derart gibt, dass die Gesamtdifferenz

n [e.e]
> / T,(t)dt — / Fb)dt < e
neN, n—1 0
erfiillt.

(2) Man gebe ein Beispiel einer solchen Funktion f derart, dass es keine
solche Approximation mit oberen Treppenfunktionen gibt, wenn man
zusétzlich fordert, dass sie zu der dquidistanten Unterteilung der In-
tervalle [n — 1, n] zu einem festen Stammbruch 1 (unabhéngig von n)
gehoren.

Aufgabe 4.18. (3 Punkte)

Bestimme das Urbild der Einheitskreisscheibe £ C R? unter den Inklusions-
abbildungen
b R— R? .+ (2,9).

Aufgabe 4.19. (3 Punkte)

Es seien (M, Ay),...,(M,, A,) Mengen mit darauf erklérten o-Algebren.
Zeige, dass die Produkt-o-Algebra A; ® - - - ® A, die kleinste o-Algebra auf
My x --- x M, ist, fiir die alle Projektionen messbar sind.

Aufgabe 4.20. (4 Punkte)

Es seien X und Y zwei topologische Rdume mit abzéhlbarer Topologie und
mit den zugehorigen o-Algebren der Borelmengen B(X) und B(Y). Zeige,
dass das Mengensystem der Borelmengen auf dem Produktraum X x Y mit
dem Produkt von B(X) und B(Y) tibereinstimmt.
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5. VORLESUNG - PRODUKTMASS

Es ist unser Ziel zu zeigen, dass auf der Produktmenge von Mafirdumen
unter recht allgemeinen Voraussetzungen ein Mafl definiert ist, das durch die
Produktwerte auf den Quadern festgelegt ist. Dafiir gehen wir den Weg iiber
den Produkt-Préring.

5.1. Produkt-Préaringe.

Definition 5.1. Es seien (M, Py),...,(M,,P,) Mengen mit darauf er-
klarten Praringen. Dann nennt man den von allen Quadern

Sy X+ x S, mit §; € P firallei=1,...,n
erzeugten Praring den Produkt-Priring der (M;,P;), i =1,...,n.

Lemma 5.2. Es seien (M1, P1),...,(M,, P,) Mengen mit darauf erklirten
Préringen. Dann besteht der Produkt-Prdring aus allen endlichen disjunkten
Vereinigungen von Quadern.

Beweis. Die Quader S7 X --- x S, mit S; € P; gehoren zum Produkt-
Priring, und damit auch endliche Vereinigungen davon. Wir miissen al-
so zeigen, dass das angegebene Mengensystem H (das aus den endlichen
disjunkten Vereinigungen von Quadern besteht) ein Préring ist. Wir be-
schrianken uns dabei auf den Fall von zwei Mengen (M, P) und (N, R), der
allgemeine Fall folgt daraus durch Induktion. Die leere Menge ist als leerer
Quader in H enthalten. Wir diskutieren zunéchst die Mengenoperationen
fiir zwei Quader S; x T7 und Sy x T,. Der Durchschnitt davon ist gleich
(S1 xTh)N(Sy x Ty) = (S1NSy) x (17 N'Ty), also wieder ein Quader. Fiir
die Vereinigung gilt

(Sl X Tl) U (SQ X Tz)
= ((Sl \ Sg) X Tl) G ((Sl N SQ) X (Tl U TQ)) H ((SQ \ Sl) X Tg),

was eine endliche disjunkte Vereinigung aus Quadern ist. Fiir die Differenz-
menge ist

(S1xT7)\ (Se xTy) = ((S1\52) xTh) W ((S1NSs) x (T1\ 1))

ebenfalls eine endliche disjunkte Vereinigung von Quadern. Es seien nun
zwei disjunkte endliche Vereinigungen von Quadern, V; = 4., Q; und
Vo =4 ; Lj, gegeben. Dann ist

i\l = <L+JQi) \ (L+JL]»>

iel jeJ

- (e (8s))
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- ((Qi\Ljo)\ ( v, Lj))-
i€l JeJ,3#50

Nach der obigen Uberlegung ist Q; \ L, fiir jedes 7 eine endliche disjunkte
Vereinigung von Quadern. Diese kann man zu einer disjunkten Vereinigung
von kleineren Quadern iiber eine grofiere Indexmenge I’ zusammenfassen.
Die Behauptung folgt somit durch Induktion {iber die Anzahl von J. Fiir die
Vereinigung ist

%U%__<MQJU<MLO
iel jeJ

eine endliche Vereinigung von Quadern. Durch Induktion iiber die Anzahl
der Quader kann man unter Verwendung der obigen Uberlegung fiir zwei
Quader zeigen, dass man dies auch als eine endliche disjunkte Vereinigung
von Quadern darstellen kann. O

Der obige Beweis beinhaltet insbesondere, dass man jede endliche Vereini-
gung von Quadern als eine endliche disjunkte Vereinigung schreiben kann.

5.2. Produktpramafle.

Lemma 5.3. Es seien (My, Py, 1), ..., (My, Pn, i) Mengen mit darauf er-
kldarten Prdringen und Pramaflen. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Die fiir eine endliche disjunkte Vereinigung

V=

el
von Quadern QQ; = Siy X -++ X Si, (wobei die Seiten endliches Mafs
haben) durch

p(V) = Qi)

iel
mit u(Q;) = p1(Sin): - pn(Sin) definierte Zahl ist unabhdingig von der
gewdhlten Zerlegung.
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(2) Es seien pu;(M;) < oo (insbesondere sei dies definiert). Dann ist die
Zuordnung V — pu(V') ein Primaf auf dem Produkt-Priring.

Beweis. (1). Wir beschranken uns im Beweis auf zwei Mengen (M, P, 7) und
(N, R, p), die allgemeine Aussage folgt daraus durch Induktion. Seien

V:LﬂQi:LﬂLj

iel jed
zwei Darstellungen einer Menge V' C M x N als endliche disjunkte Vereini-
gung von Quadern. Wir miissen ) ., u(Q;) = ZjeJ p(L;) zeigen. Fiir jeden

Quader @Q); ist insbesondere @; C | ey Lj. Damit ist auch

Qi = QN (H‘J Lj) = L‘_"J (QiNLy).
jed jeJ
Nach Lemma 5.2 sind die Durchschnitte rechts selbst Quader. Damit erhalten
wir eine dritte Darstellung von V', die beide Darstellungen verfeinert. Daher
konnen wir gleich annehmen, dass jedes L; Teilmenge eines (); ist. Dann ist
insbesondere Q; = |4 e, Lj mit einer gewissen Teilmenge J; C J, wobel die
J; fiir verschiedene ¢ disjunkt sind. Es geniigt also, fiir einen Quader

Q=AxB=HL;
jeJ

die Gleichheit

w@) = u(Ly)

jeJ

zu zeigen. Da J endlich ist, sind iiberhaupt nur endlich viele Seiten S; aus
P und T, aus R an diesen iiberdeckenden Quadern beteiligt. Aus diesen
Seiten kann man ein Mengensystem S bilden, das aus allen moglichen fein-
sten Durchschnitten der S; und ihrer Komplemente A \ S; besteht, und ein
Mengensystem 7T bilden, das aus allen méglichen feinsten Durchschnitten
der Tj und ihrer Komplemente B \ T; besteht. Diese Mengen sind disjunkt
und seien mit Sy, A € A, und T, v € I, bezeichnet (das bedeutet, dass wir
ein ,Raster® einfithren). Damit kann man jeden Quader L; als eine endliche
disjunkte Vereinigung aus Quadern der Form Sy x T, schreiben, und zwar
als

L={WHsS|x{H|l= 1 sxz,
)\EAj vel'; (/\,’y)EAjXFj

und jeder dieser Quader kommt in genau einem L; vor. Insgesamt ergibt sich

wQ) = w(4)-p(B)

_ W<L+J 5A> .p<L+J T7>

AEA yel
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AEA yel

= m(Sx) - p(T5)
(Ay)EAXT

= > w(Sy) (1)
Jj€J (Ay)eEA; XTIy

=Y (T ] (S
Jje€J \ €A, ~v€L;

= p(L;)-
jeJ

(2). Es sei V. = |§, oy Vi cine abzéhlbare disjunkte Vereinigung, wobei V
und die V,, endliche disjunkte Vereinigungen von Quadern sind. Wir miissen
(V) = > ,en (Vi) zeigen. Dies kann man direkt auf den Fall zuriickfiihren,
wo V =@ und V,, = @, Quader sind. Zu einer Teilmenge

T C MxN
und zu x € M betrachten wir
T(x) ={ye N|(v,y) €T}

Wenn T zum Produkt-Préaring gehort, also eine endliche disjunkte Vereini-
gung von Quadern ist, so gehoren diese Mengen zu R, da sie eine endliche
Vereinigung gewisser (IN-)Seiten dieser Quader sind. Zu einer positiven reel-
len Zahl a kann man die Menge

T = {z e M| p(T(x)) = a}

betrachten. Dies Menge ist wiederum eine endliche Vereinigung von (M-
)Seiten der beteiligten Quader und gehort somit zu P. Weiterhin kann 7% #
() nur fiir endlich viele Werte ¢ € R sein, ndmlich nur fiir die Teilsummen
der Werte des Pramafes p der (N-)Seiten der beteiligten Quader. Mit diesen
Notationen gilt

plT) = 32 7(1°) -,

da dies fiir jeden Quader gilt und daraus durch Aufsummieren folgt. Sei also
nun Q = |4,y @n eine abzihlbare Zerlegung in Quader. Wir miissen

mQ) = > m@)

€N
= lim ;N(Qi)

= lim p(QoW...wQn)
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zeigen. Nach Ubergang zu den Komplementen in @ ist dies dquivalent damit,
dass

lim u(7,) =0

n—oo

ist fiir 7, = Q\ (QoW...wQ,). Esist T,, | 0, und damit ist auch T,,(z) | ()
fiir jedes x € M. Nach Lemma 3.4 ist daher lim,, o p(T(2)) = 0. Zud > 0
definieren wir
T2 = {z € M| p(T.(x)) > 6} = | Ts.
a>d
Da fiir jedes x € M die Folge p(T,(x)) gegen 0 konvergiert, schrumpft die
Mengenfolge 729 fiir jedes & > 0 gegen (). Daraus folgt, wieder mit Lemma
3.4, dass lim,, . 7(T2°) = 0. Seien nun §,e¢ > 0 gegeben. Zu € gibt es ein
no mit
m(T2%) < €
fiir alle n > ng. Fiir diese n hat man dann insgesamt die Abschéitzung

W) = Y w(ly)-a

= (ZW(T,:).CL)+ > w(T8)a
a<d p(N)>a>d

< (ZW(T:J)-CL>+ > w(T) | p(N)
a<d p(N)>a>d

< w(M)-0+¢€-p(N).

Da nach Voraussetzung 7(M) und p(N) endlich sind, kann man den letz-
ten Term durch geeignete Wahl von § und e beliebig klein machen. Daher
konvergiert u(7},) gegen 0. O

Satz 5.4. Es seien n o-endliche Mafsraume (My, A1, 1), ..., (Mn, Ay, tin)
gegeben. Dann gibt es genau ein (o-endliches) MafS p auf der Produkt-o-
Algebra A1 ®---® A, das fir alle messbaren Quader (deren Seiten endliches
Mafs besitzen) den Wert

p(Ty % - x Ty) = (1) pn(13)

besitzt.

Beweis. Wir beschranken uns auf den Fall von zwei g-endlichen Mafréu-
men (M, A, 7) und (N, B, p). Es seien M,,, n € N, bzw. N,,, n € N, jeweils
Ausschopfungen der Rdume durch Teilmengen mit endlichem Maf}. Die Ein-
deutigkeit folgt aus Satz 3.7, da das Mafl auf dem durchschnittsstabilen Er-
zeugendensystem aller Quader festgelegt ist, und die Mengen M, x N,,,n € N,
eine Ausschopfung des Produktraumes mit endlichem Maf3 bilden.

Zur Existenz. Wir ersetzen zuerst die Ausschépfungen durch disjunkte Ver-
einigungen, indem wir M, \ M, _; statt M, betrachten. Dann bilden die
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M; x N;, (i,j) € N x N, eine disjunkte Vereinigung von M x N. Da ein
Mafl nach Aufgabe 2.17 durch die Einschrankungen auf einer abzdhlbaren
disjunkten Vereinigung eindeutig bestimmt ist, geniigt es, auf jedem M; x NN,
ein Mafl zu konstruieren. D.h. wir kénnen annehmen, dass die Mafle 7 und p
endlich sind. Es sei H der Produkt-Priring auf M x N. Nach Lemma 5.3 gibt
es auf diesem Mengensystem ein wohldefiniertes Pramaf, das auf den Qua-
dern durch das Produkt der Seitenmafle gegeben ist. Aufgrund von Satz 4.7
kann man dieses Pramaf} zu einem Maf3 auf der o-Algebra A ® B fortsetzen.

OJ

Definition 5.5. Es seien (M, Ay, 1), .., (M, Ay, 1) o-endliche MaB-
rdume. Dann nennt man das in Lemma 5.3 und Satz 5.4 konstruierte Maf
das Produktmaf auf My x --- x M,. Es wird mit u; ® --- ® p, bezeichnet.

5. ARBEITSBLATT

5.1. Aufwirmaufgaben.

Aufgabe 5.1. Wir betrachten die beiden Rechtecke
Q=[-1,2] x [1,4] und L = [1,5] x [3, 6]

im R2. Schreibe den Durchschnitt und die Differenzmengen als disjunkte
Vereinigung von Rechtecken. Schreibe die Vereinigung der beiden Mengen auf
mehrere Arten als disjunkte Vereinigung von Rechtecken. Welche Darstellung
ist eine Verfeinerung einer anderen Darstellung? Wie sieht ein ,,Raster® aus,
mit dem man alle beteiligten Mengen ausdriicken kann? Bestétige, dass die
Summe der beteiligten Rechteckinhalte stets gleich ist.

Aufgabe 5.2. Zeige, dass das durch die drei Punkte (0,0), (0,1) und (1,0)
gegebene abgeschlossene Dreieck nicht zum Produktpréring von (R, (R))
und (R,B (R)) gehort.

Aufgabe 5.3. Es seien (M, A) und (N, ) Messraume und es sei p das in
x € M konzentrierte Dirac-Mafl auf M und v das in y € N konzentrierte
Dirac-Ma$ auf N. Zeige, dass p®v das in (z,y) konzentrierte Dirac-Maf} auf
M x N ist.

Aufgabe 5.4.*

Es seien M und N zwei abziéhlbare Mengen, die beide mit der o-Algebra
aller Teilmengen und mit dem Zahlmaf (genannt p bzw. v) versehen seien.

a) Zeige, dass M und N o-endliche Mafirdume sind.
b) Zeige, dass das Produktmafl p ® v auf M x N ebenfalls das Zihlma$ ist.
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Aufgabe 5.5. Es seien (M, .A) und (N, B) Messrdume und es sei p das zur
Belegungsfunktion

b: M — Rsg, v — by,
gehorige Mafl auf M und v das zur Belegungsfunktion
c: N — Rso, y — ¢y,

gehorige Mafl auf N (diese Mafle seien als o-endlich angenommen). Zeige,
dass p ® v das zur Belegungsfunktion

M x N — R, (z,y) —> bycy,
gehorige Mafl auf M x N ist.

Aufgabe 5.6. Es seien (M, Ay, py) und (Ma, As, pio) zwei o-endliche Ma$-
raume, es seien (Ny, ;) und (Na, By) zwei Messraume und es seien

Q1 M1—>N1

und
Q2! M2 — N2
zwel messbare Abbildungen, unter denen die BildmaBe (1)1 und (¢2).p2
o-endlich seien. Zeige, dass fiir das Bildmafl unter der Produktabbildung
© = 1 X py die Gleichung
(1 @ p2) = ((p1)apt1) @ ((P2)spi2)
gilt.

Aufgabe 5.7.*

Es seien (M, A, u) und (N, B, v) endliche Mafirdume und (M x N, AQB, u®v)
ihr Produktmafiraum. Zeige, dass das Bildmafl von p®wv unter der Projektion

M xN— M, (z,y) — x,
gleich (dem umskalierten MaB}) v(N) - p ist.

Aufgabe 5.8. Man gebe ein Beispiel fiir endliche Mairdume und einem Maf
A auf (M x N, A® B), das nicht das Produktmaf ist, das aber

A(S x N) = u(S) x v(N)

und
AM xT) = u(M) xv(T)
fiir alle messbaren Teilmengen S C M und T'C N erfiillt.
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Aufgabe 5.9.*

Zeige, dass sich die abgeschlossene Einheitskreisscheibe

B(0,1) = {(m,y) ER2| /22112 < 1}

nicht durch abzéhlbar viele abgeschlossene Rechtecke [a, b] X [¢,d] C B (0, 1)
(mit @ < b und ¢ < d) iiberdecken lésst.

Aufgabe 5.10.*

Man schreibe eine Animation, die die Unabhéingigkeit des Mafles von der
Quaderzerlegung im Beweis zu Lemma 5.3 (1) am Beispiel des R? deutlich
macht. Insbesondere soll die Einfithrung eines Rasters und der Begriff der
Verfeinerung sichtbar werden.

Aufgabe 5.11.

Durch eine Kombination von Produktmafl und Bildmaf kann man die soge-
nannte Faltung von Maflen definieren.

Zum o-endlichen Maflen p und v auf dem R"™ nennt man das Bildmafl des
Produktmafles p ® v unter der Addition

R" x R" — R", (x,y) — = + v,
die Faltung der beiden Mafle. Sie wird mit p * v bezeichnet.

Man erldutere Lemma 5.3 (2) anhand des Bildes.

Aufgabe 5.12. Zeige, dass das Dirac-MaB} §; das neutrale Element fiir die
Faltungsverkniipfung ist.
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Aufgabe 5.13. Bestimme die Faltung dp * g von Dirac-Maflen dp,d¢g zu
Punkten P,QQ € R™.

5.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 5.14. (5 Punkte)

Zeige, dass die offene Einheitskreisscheibe nicht zum Produktpriring von
(R, B (R)) und (R, (R)) gehort.

Aufgabe 5.15. (4 Punkte)
Es sei T' die Vereinigung der drei Quader
Q1=1[2,7 x [1,3], Q2 = [1,4] x [2,5] und Q3 = [3,6] x [4, 6]
im R2. Bestimme
T(e) = {y € R | (,y) € T}
fiir jedes x € R und
T ={z e R | ANT(z)) =a}
fiir jedes a € R (dabei ist A einfach die Summe der Linge der disjunkten

Intervalle, aus denen sich T'(z) zusammensetzt).

Einen Mafiraum mit dem Gesamtmal 1 nennt man einen Wahrschein-
lichkeitsraum. Fiir die Wahrscheinlichkeitstheorie ist das folgende Konzept
enorm wichtig.

Es sei (M, &, 1) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Man nennt zwei o-Algebren
A, B C & unabhingig, wenn fiir jedes A € A und jedes B € B die Gleichheit

(AN B) = p(A) - u(B)

gilt.

Aufgabe 5.16. (4 Punkte)

Es seien (4, Ay, 1) und (€, A, o) zwei Wahrscheinlichkeitsrdume und
(Q x Q9, A} ® Ay, 1 ® o) ihr Produktraum. Zeige, dass die ,,Zylinderalge-
bren*

le{SXQQ|S€A1}UHdZQZ{Ql><T|T€A2}

unabhéngig sind.
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6. VORLESUNG - BOREL-LEBESGUE-MASS

Wir haben jetzt alle Hilfsmittel zusammen, um auf den Borel-Mengen des
R™ ein Mafl zu definieren, das fiir einen Quader, dessen Seiten reelle In-
tervalle sind, einfach das Produkt der Seitenléingen ist. Dieses Mafl heifit
Borel-Lebesgue-Mafs. Wir beginnen mit der eindimensionalen Situation.

Henri Léon Lebesgue (1875-1941)

6.1. Das Borel-Lebesgue-Maf} auf R.

Lemma 6.1. Das Mengensystem aller Teilmengen T'" C R, die sich als eine
endliche (disjunkte) Vereinigung von halboffenen Intervallen [a,b| schreiben
lassen, st ein Mengen-Prdring.

Beweis. Eine Teilmenge T" C R l&sst sich genau dann als eine endliche Ver-
einigung von halboffenen Intervallen schreiben, wenn dies mit endlich vielen
disjunkten halboffenen Teilmengen moglich ist, sieche Aufgabe 6.20. Die lee-
re Menge ist das halboffene Interall [a,a[ (bzw. die leere Vereinigung). Die
Abgeschlossenheit unter Vereinigungen ist klar. Sei V. = I, U... U [, und
W = J;U...UJ,. Dann ist

VAW = (LU...UL)\(J1U...UJ,)
= (L\(J1U...UL)U...UI,\ (J1U...UJ))
= (L\J)\(LU...UL))U...U((Ln\ 1)\ (JU...UJp)).

Da I \ J; eine Vereinigung von maximal zwei halboffenen Intervallen ist,
folgt die Behauptung durch Induktion iiber n. O
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Lemma 6.2. Es sei V der Mengen-Prdring aller Teilmengen T C R, die
sich als eine endliche Vereinigung von halboffenen Intervallen |a,b| schreiben
lassen. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Die zu' V' €V diber eine Zerlegung in disjunkte halboffene Intervalle
V = [a1,b1[W. .. W [ay, b,| definierte Zahl

1st wohldefiniert.
(2) Durch die Zuordnung V — (V') wird ein Pramaf auf diesem Prdring
definiert.

Beweis. Siehe Aufgabe 6.21. O

Satz 6.3. Es sei B = B(R) die o-Algebra der Borel-Mengen auf R. Dann
gibt es genau ein (o-endliches) Maff A auf (R, B), das fir jedes halboffene
Intervall [a,b] den Wert A([a,b]) = b — a besitzt. Statt halboffene Intervalle
kann man auch offene oder abgeschlossene Intervalle nehmen.

Beweis. Dies folgt aus Lemma 6.2, aus Satz 3.7 und aus Satz 4.7. Durch die
gegebene Normierung auf den Intervallen sind die in Frage stehenden Mafle
von vornherein o-endlich. Der Zusatz gilt, da man halboffene Intervalle durch
offene bzw. abgeschlossene Intervalle beliebig gut approximieren kann. [

Definition 6.4. Das eindeutig bestimmte Maf A\! = X auf (R, B(R)), das
fir jedes halboffene Intervall [a,b] den Wert A([a,b[) = b — a besitzt, heifit
(eindimensionales) Borel-Lebesgue-Maps.

Fiir jede Borel-Menge T' C R ist

MT) = inf <{Z(bi —a;) | T C | Jlas bil, T abzéhlbar}).

i€l iel
6.2. Das Borel-Lebesgue-Maf3 auf R"”.
Satz 6.5. Der R" sei mit der o-Algebra der Borel-Mengen B"™ versehen.
Dann gibt es auf (R, B") genau ein (o-endliches) Maf

A B — Kzo, T+— )\n(T),
das fiir alle Quader

Q = [alabl[x e X [anabn[

den Wert

A(Q) = (b —a1) - (by — an)

besitzt. Die Aussage gilt auch fiir (achsenparallele) Quader mit offenen bzw.
abgeschlossenen Intervallen als Seiten.
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Beweis. Fiir n = 1 ist dies der Inhalt von Satz 6.3. Fiir n > 2 folgt dies
aus Satz 5.4, angewendet auf das n-fache Produkt von (R, B', A\!) mit sich

selbst. 0
Definition 6.6. Das eindeutig bestimmte Mafl A = A" auf (R", B"), das
fir jeden Quader der Form @ = [a1,b1] X -+ X [ay,, by,] den Wert A\(Q) =

(by —ay) - (b, — ay) besitzt, heiBt Borel-Lebesgue-Mafs auf R™.

Bemerkung 6.7. Das Borel-Lebesgue-Maf§ ordnet also jeder Borel-Menge
eine reelle Zahl oder das Symbol oo zu. Die Quader bilden dabei die Grund-
korper, denen auf eine besonders einfache Weise ein Mafl zugeordnet wird,
wodurch das gesamte Maf3 festgelegt wird. Fiir eine beliebige messbare Men-
ge T C R” ist dabei A(T') gegeben als das Infimum von )., A"(Q;) iiber
alle abzihlbaren Uberpflasterungen von 7' mit Quadern (so war eben das
duBere Mafl definiert, mit dessen Hilfe wir den Fortsetzungssatz fiir Mafle
aufstellen konnten). Es gibt kein allgemeines Verfahren, fiir gegebene Men-
gen (beispielsweise Fliachenstiicke, Kérper) ihr Ma$ (ihren Flacheninhalt, ihr
Volumen) effektiv zu bestimmen. Eine wichtige Technik ist die Integration
von Funktionen in einer und in mehreren Variablen.

6.3. Die Translationsinvarianz des Borel-Lebesgue-Maf3es.

Fiir eine beliebige Teilmenge 7" C V in einem Vektorraum V und einen
Vektor v € V nennt man

T+v={z+v|zeT}
die um v verschobene Menge.

Definition 6.8. Ein Mafl auf einem reellen endlichdimensionalen Vektor-
raum (V,B(V)) heifit translationsinvariant, wenn fiir alle messbaren Teil-
mengen 7' C V und alle Vektoren v € V die Gleichheit

w(T) = p(T'+v)
gilt.
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Satz 6.9. Das Borel-Lebesque-Maff X" auf (R™,B"™) ist translationsinvari-
ant.

Beweis. Zu v € R™ betrachten wir die Translationsabbildung
wp: R" — R", P+— P +w.

Essei p = (¢,)« A" das Bildmafl unter der Translationsabbildung. Dieses ist
wieder ein o-endliches Mafl. Fiir jeden Quader Q = [ay,b1[X -+ X [an, by[ ist
Q' = Q+vbzw. Q = Q— v wieder ein achsenparalleler Quader, wobei sich
die Seitenlédngen nicht dndern. Daher ist

@) = ((p)A(Q) = X (,1(Q) = N"(Q —v) = X*(Q) = \"(Q).
Das Mafl i stimmt also auf den Quadern mit A" iiberein und daher ist nach
Satz 6.5 iiberhaupt

pw= A"
O

Die Translationsinvarianz des Borel-Lebesgue-Mafles kann man auch so for-
mulieren, dass jede Translation eine mafitreue Abbildung ist.

Definition 6.10. Es sei V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum und
seien linear unabhéngige Vektoren vy, ..., v, € V gegeben. Dann nennt man

P = {ayv1 + -+ ay,v, | a; € [0,1]}
das von den v; erzeugte Parallelotop.

Lemma 6.11. Es sei u ein translationsinvariantes Maf auf dem R"™, das auf
dem Einheitswiirfel endlich sei. Fs set U C R™ ein echter Untervektorraum.
Dann ist p(U) = 0.

Beweis. Es sei U C R" ein Untervektorraum der Dimension d < n und
nehmen wir an, dass pu(U) > 0 ist. Es sei uy, ..., uy eine Basis von U und

P = {aju; + - + aquq | a; € [0,1]}
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das davon erzeugte d-dimensionale Parallelotop.® Dies lisst sich durch end-
lich viele verschobene Einheitswiirfel iiberpflastern und besitzt demnach ein
endliches Maf}. Die verschobenen Parallelotope

Pk:P+k1u1+---+kdud,k:(k;l,...,k:d)GZd

besitzen wegen der Translationsinvarianz alle dasselbe Maf§ und bilden eine
Uberpflasterung von U. Da es abzihlbar viele sind, muss p(P) > 0 gelten.
Es sei nun w441, ..., u, eine Ergdnzung der Basis zu einer Basis von V| und
sel

R = {ayus + - + agug + - - - + ayu, | a; € [0,1]}

das zugehorige n-dimensionale Parallelotop. Fiir dieses ist
u(R) < oo.
Wir betrachten nun die abzéhlbar unendlich vielen Parallelotope
P,=P+qu, mit ¢ € [0,1]NQ.

Diese liegen alle innerhalb von R und besitzen wegen der Translationsin-
varianz alle das gleiche Mafl wie P. Ferner sind sie paarweise disjunkt, da
andernfalls ein nichttriviales Vielfaches von u,, zu U gehoren wiirde. Aus

Z 1(Py) = p U Py | < w(R)

q€[0,1]NQ q€[0,1]NQ

folgt u(R) = oo, ein Widerspruch. O

Allgemein nennt man Unterrdume (und zwar nicht nur Untervektorrdume,
sondern auch affine Unterrdume, also verschobene Untervektorraume) des R™
der Dimension n — 1 Hyperebenen. Insbesondere besitzen Hyperebenen das
Ma$ 0.

Satz 6.12. Das Borel-Lebesque-Maf$ A" ist das einzige translationsinvariante
Maf auf (R™,B"), das auf dem FEinheitswiirfel den Wert 1 besitzt.

Beweis. Das Borel-Lebesgue-Maf3 A" erfiillt nach Satz 6.9 diese Bedingun-
gen. Es sei p ein solches Mafl. Nach Lemma 6.11 ist es egal, ob diese Be-
dingung an den abgeschlossenen, den offenen oder einen halboffenen Ein-
heitswiirfel gestellt wird. Wir werden durchgehend mit rechtsseitig offenen
Quadern arbeiten. Da der R™ durch abzéhlbar viele Verschiebungen des Ein-
heitswiirfels {iberdeckt wird, die wegen der Translationsinvarianz von pu alle
das gleiche Maf} besitzen, ist p o-endlich. Wir miissen zeigen, dass p mit
A" iibereinstimmt, wobei es aufgrund des Eindeutigkeitssatzes geniigt, die
Gleichheit auf einem durchschnittsstabilen Erzeugendensystem fiir die Bo-
relmengen nachzuweisen. Ein solches System bilden die Quader der Form

SWenn man eine Orthonormalbasis wihlt handelt es sich um einen Wiirfel.
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[a1,by[x -+ X [an,b,] mit rationalen Ecken. Wegen der Translationsinvari-
anz von p besitzt ein solcher Quader das gleiche Mafl wie der verschobe-
ne Quader [0,b; — ay[x -+ x [0,b, — a,[. Wir schreiben einen solchen Qua-

der unter Verwendung eines Hauptnenners als @ = [0, 2[x --- x [0, %[ mit
m,ci,...,c, € N. Dieser Quader setzt sich disjunkt aus ¢; - -- ¢, Quadern
(némlich [, BEL .. [ it 4, € {0,...,¢; — 1}) zusammen, die

alle das gleiche p-Mafl haben, da sie ineinander verschoben werden koénnen.
Das p-Maf des Quaders @) ist also das ¢; - - - ¢,-fache des p-Mafes des Qua-
ders Q@ = [0, £[x -+ x [0, L[. Da sich der Einheitswiirfel aus m™ verschobe-

nen Kopien dieses kleineren Wiirfels zusammensetzt, muss 4(Q) = - und
damit

w@Q) = cr-cn- — = A(Q)

sein. O

Korollar 6.13. Es sei v ein translationsinvariantes Maf auf (R™, B(R")),
das auf dem Finheitswirfel ein endliches Mafl habe. Dann gibt es eine ein-
deutig bestimmte Zahl c € R>o mit v = cA™.

Beweis. Es sei ¢ = v(FE), wobei E der Einheitswiirfel im R™ sei. Wenn ¢ = 0
ist, so liegt das Nullmaf} vor, da sich der R™ mit abzéihlbar vielen verscho-
benen Einheitswiirfeln iiberdecken lésst, die wegen der Translationsinvarianz
ebenfalls das Mafl 0 haben. Dann hat der Gesamtraum das Mafl 0 und damit
hat jede messbare Teilmenge das Mafl 0. Es sei also ¢ # 0. In diesem Fall
betrachten wir das durch

p(T) = Lo(T)

definierte (umskalierte) Maf. Dieses ist nach wie vor translationsinvariant
und besitzt auf dem Einheitswiirfel den Wert 1. Nach Satz 6.12 ist also
@ = A" und somit ist v = cA\". O

6. ARBEITSBLATT

6.1. Aufwirmaufgaben.

Aufgabe 6.1. Es seien [a,b] und [c, d[ zwei halboffene Intervalle (mit a <
b und ¢ < d). Beschreibe den Durchschnitt [a, b[N[c, d[ als eine disjunkte
Vereinigung von halboffenen Intervallen.

Aufgabe 6.2. Zeige, dass es zu einer disjunkten Vereinigung von endlich
vielen halboffenen Intervallen [a;, b;[ eine eindeutige Darstellung gibt, wenn
man zusétzlich fordert, dass die Anzahl der beteiligten Intervalle unter allen
moglichen Darstellungen minimal ist.
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Aufgabe 6.3. Es sei M das Mengensystem, das aus allen endlichen dis-
junkten Vereinigungen von offenen, reellen Intervallen besteht. Zeige, dass
M kein Mengen-Priring ist.

Aufgabe 6.4. Es sei M das Mengensystem, das aus allen endlichen disjunk-
ten Vereinigungen von offenen, abgeschlossenen, einseitig halboffenen, leeren,
beschrinkten oder unbeschriankten reellen Intervallen besteht. Zeige, dass M
eine Mengenalgebra ist.

Aufgabe 6.5.*

Man gebe ein Beispiel fiir eine beschréinkte Teilmenge 7' C R, die man als ei-
ne abzdhlbare disjunkte Vereinigung von rechtsseitig halboffenen Intervallen
schreiben kann, aber nicht als eine endliche Vereinigung.

Aufgabe 6.6. Zeige, dass unter einer polynomialen Funktion
fiR—R

vom Grad # 1 das Urbild eines rechtsseitig halboffenen Intervalls nicht rechts-
seitig halboffen sein muss.

Aufgabe 6.7. Es sei T" C R" eine messbare beschrinkte Teilmenge. Zeige,
dass A"(T') < oo ist.

Aufgabe 6.8. Es sei T' C R eine Borel-Menge. Zeige, dass

A(T) = inf ({Z(bi —a;) | T C|Jlas bil, I abzéihlbar})

iel icl
mit
inf ({Z(bz —a;) | T C U[ai,bi], I abzéihlbar})
iel iel
und mit
inf ({Z(bz —a;) | T C U]ai,bi[, I abzé’mhlbar})
iel i€l
ibereinstimmt.

Aufgabe 6.9. Es seien endlich viele linear unabhéngige Vektoren vy, ...,
v € R™ gegeben und es sei

P = {ayvi + -+ apvp | a; € [0,1]}
das dadurch erzeugte Parallelotop. Zeige, dass P beschrankt ist.
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Aufgabe 6.10. Es sei U C R", n > 1, eine nichtleere offene Teilmenge.
Zeige, dass \"(U) > 0 ist. Zeige ebenso, dass dies fiir abgeschlossene Mengen
nicht gelten muss.

Aufgabe 6.11. Man gebe ein Beispiel fiir ein o-endliches Mafl i auf R an,
das auf allen Intervallen mit positiver Lange den Wert oo besitzt.

Aufgabe 6.12. Es seien V und W reelle Vektorrdume und
o V—W

eine injektive lineare Abbildung. Zeige, dass das Bild eines Parallelotops wie-
der ein Parallelotop ist.

Aufgabe 6.13. Zeige, dass das Ziahlmafl auf dem R" translationsinvariant,
aber auf dem Einheitswiirfel nicht beschréankt ist.

Aufgabe 6.14. Zeige, dass das Gittermafl zum Gitterabstand € > 0 auf dem
R™ nicht translationsinvariant, aber auf dem Einheitswiirfel beschrinkt ist.

Aufgabe 6.15.*

Die Grundflache eines Kochtopfes sei eine Kreisscheibe mit Radius 13 cm,
der Topf sei 10 cm hoch und auf die Héhe von 7,7 cm mit Wasser gefiillt.
Eine Kartoffel wird in den Topf geworfen und taucht voll unter, wobei das
Wasser auf eine Hohe von 8,8 cm ansteigt.

a) Berechne das Volumen der Kartoffel (rechne mit 7 = 3,14; Einheit nicht
vergessen)!

b) Welche mafitheoretischen GesetzméBigkeiten wurden bei der Berechnung
von a) verwendet?

c) Handelt es sich um eine grofle oder um eine kleine Kartoffel?

Aufgabe 6.16.*

Eine Bratpfanne hat einen Durchmesser von 30 ¢cm und wird mit Ol und
mit 25 kreisrunden Bratkartoffeln iiberschneidungsfrei bedeckt, die alle einen
Durchmesser von 4 cm und eine Héhe von 0,5 cm haben. Das Ol bildet
unterhalb der Bratkartoffeln einen diinnen Olfilm von 0,1 mm Hoéhe und
erreicht in den Zwischenrdumen eine Hohe von 1 mm.

a) Wie viel Ol befindet sich in der Pfanne (rechne mit = = 3,14; Einheit nicht
vergessen)?

b) Welche maBitheoretischen GesetzméiBigkeiten wurden bei der Berechnung
von a) verwendet?
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Aufgabe 6.17.*

Eine Klorolle hat einen dufleren Durchmesser von 12 ¢cm und einen inneren
Durchmesser von 4 cm. Das ausgewickelte Klopapier ergibt eine Lénge von
20 Metern. Wie dick ist das Klopapier?

Aufgabe 6.18.*

Aus einem Blatt Papier mit den Seitenléngen 30 und 20 c¢m sollen kreisformi-
ge Konfettiplattchen mit einem Durchmesser von 0,5 cm herausgestanzt wer-
den.

a) Zeige, dass man hochstens 3057 Konfettiplédttchen aus einem Blatt erhalten
kann.

b) Zeige, dass man mindestens 2607 Konfettiplattchen aus einem Blatt er-
halten kann.

c) Der geniale Narr Karl-Heinz kommt auf die Idee, das Blatt insgesamt
neunmal zu falten, wobei jeweils die lingere Seite halbiert wird. Anschlieflend
wird das entstandene Biindel gestanzt. Wie viele Plattchen kann man mit
dieser Methode erhalten?

Aufgabe 6.19. Es seien I = [a,b] und J = [¢,d] reelle Intervalle und es
seien py bzw. py die zugehorigen Mafle auf R, die jeweils auf den Intervallen
gleichverteilt sind. Bestimme p; * g ;.

6.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 6.20. (4 Punkte)

Zeige, dass sich eine Teilmenge T' C R genau dann als eine endliche Vereini-
gung von rechtsseitig halboffenen Intervallen schreiben léasst, wenn dies mit
endlich vielen disjunkten rechtsseitig halboffenen Intervallen méoglich ist.

Aufgabe 6.21. (6 (3+3) Punkte)

Es sei V der Mengen-Préring aller Teilmengen 7" C R, die sich als eine
endliche Vereinigung von (rechtsseitig) halboffenen Intervallen [a, b] schreiben
lassen. Beweise folgende Aussagen.

(1) Die zu V iiber eine Zerlegung in disjunkte halboffene Intervalle
V = [al,bl[bﬂ oY [an,bn[
definierte Zahl

p(V) =Y (bi—a)
i=1
ist wohldefiniert.
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(2) Durch die Zuordnung V' +— p(V') wird ein Pramafl auf diesem Préring
definiert.

Die Cantor-Menge ist das Endprodukt des in dieser Skizze angedeuteten
Ausdiinnungsprozesses.

Aufgabe 6.22. (5 (1+2+2) Punkte)
Die Cantor-Menge ist definiert durch

C= {Zzl-?)i | z; € {0,2} fiir alle i € N+} .
i=1

a) Zeige, dass C' iiberabzihlbar ist.
b) Zeige, dass C eine Borel-Menge ist.
c) Zeige \'(C) = 0.

Aufgabe 6.23. (6 Punkte)

Esseivy, ..., v, eine Basis des R". Zeige, dass das von diesen Vektoren erzeug-
te Parallelotop einen achsenparallelen Wiirfel (mit positiver Lénge) enthélt.

Aufgabe 6.24. (12 Punkte)

Es sei 1 ein Mafl auf dem R™, das fiir alle offenen Béllen U(P,r) mit dem
Borel-Lebesgue-Maf iibereinstimmt. Zeige u = A".

(Fir den zweidimensionalen Fall gibt es 10 Punkte.)

Aufgabe 6.25. (5 Punkte)

Man gebe eine Beispiel fiir eine offene Menge U C [0, 1], deren Abschluss
das Einheitsintervall ist, deren Borel-Lebesgue-Maf3 aber kleiner als 1 ist.

7. VORLESUNG - DETERMINANTE

7.1. Das Verhalten von Maflen bei linearen Abbildungen.

Lemma 7.1. Es sei V' ein reeller endlichdimensionaler Vektorraum und
L:R"—V

eine bijektive lineare Abbildung. Dann gelten fiir das Bildmaf L,\" des Borel-

Lebesque-Majes \™ unter L folgende Figenschaften.
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(1) LA™ ist translationsinvariant.

(2) Bei V.= R"™ ist L,\" = @ - A" wobei Pr, das von den Bildvekto-

ren L(ey), ..., L(e,) erzeugte Parallelotop bezeichnet.

Beweis. (1). Es sei 7, die Translation um den Vektor v € V. Es sei w =
L~ 1(v). Dabei ist

TvoL = Lo,
Somit ist fiir eine beliebige messbare Menge B C V' aufgrund der Translati-
onsinvarianz von A"

(LA (B4+v) = X(L(B+v))

= N'(r,' (L7 (B +v)))

(L (B )

= \'(L(B))

= (L")(B).
(2) folgt aus (1) mit Korollar 6.13. O
Satz 7.2. Es sei

L: R" — R"

eine lineare Abbildung. Dann gilt fir jede messbare Menge S C R™ die Be-
ziehung

ANYL(S)) = |det L] - A(S).

Beweis. Wenn L nicht bijektiv ist, so steht links und rechts einfach 0, wie
aus Lemma 6.11 und Satz 16.11 (Lineare Algebra (Osnabriick 2017-2018))
folgt. Wir konnen also annehmen, dass L bijektiv ist. Dann kann man die
Aussage mit dem Bildmaf als

n 1 n
LA™ = |det L| A
formulieren. Aufgrund von Satz 12.9 (Lineare Algebra (Osnabriick 2017-
2018)) in Verbindung mit Lemma 12.8 (Lineare Algebra (Osnabriick 2017-
2018)) gibt es Elementarmatrizen Ej, ..., Ej und eine Diagonalmatrix D mit
L = Ei0---0E,0D0oFE; 0---0FE,5 Aufgrund des Determinantenmultiplika-
tionssatzes und wegen Lemma 3.10 und Aufgabe 7.7 geniigt es, die Aussage
fiir Diagonalmatrizen und Elementarmatrizen zu beweisen.

Wegen Lemma 7.1 ist also fiir diese Matrizen zu zeigen, dass das Volumen des
von den Bildvektoren der Standardvektoren erzeugten Parallelotops gleich
dem Betrag der Determinante der Matrix ist. Fiir eine Diagonalmatrix ist
das erzeugte Parallelotop der Quader, dessen Seitenldngen die Betrége der
Diagonaleintrédge sind, so dass das Volumen das Produkt davon ist. Nach
Lemma 16.4 (Lineare Algebra (Osnabriick 2017-2018)) ist die Determinante

5Da hier alle Matrizen invertierbar sind, geniigen allein die links stehenden Elementar-
matrizen ohne die Skalierungsmatrizen.
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das Produkt der Diagonaleintrige, so dass im Betrag Gleichheit gilt. Da-
mit gilt die Aussage auch fiir eine elementare Skalierungsmatrix, die ja eine
Diagonalmatrix ist.

Da die Determinante der iibrigen Elementarmatrizen 1 oder —1 ist, miissen
wir zeigen, dass das Volumen des von den Spaltenvektoren einer solchen
Elementarmatrix erzeugten Parallelotops gleich 1 ist. Dies ist klar fiir den
Typ (1), also fiir die elementare Vertauschungsmatrix, da es sich um den
Einheitswiirfel handelt, wobei lediglich die Reihenfolge der erzeugenden Vek-
toren gedndert wird. Es bleibt also eine elementare Scherungsmatrix A;;(a)
mit a # 0 und ¢ # j zu betrachten. Wegen (Wir notieren nur die zweidimen-
sionale Situation, da sich alles in zwei Zeilen und zwei Spalten abspielt)

05 =G0 )
G960

und dem schon bewiesenen kann man a = 1 annehmen. Ferner kann man
durch umnummerieren annehmen, dass + = 1 und 7 = 2 ist. Es geht dann
um das Volumen des von

(iR

€1, €1 +62763,---7€n
erzeugten Parallelotops, also um

P = {tlel +t2(61 +€2) +izes + -+ tpe, ‘ t; € [0, 1]}
= {(tl +t2)€1 + toes +tzes+ -+ the, ‘ t; € [O, 1]}
= {861 + toeq + 1363+ - - +t,e, ‘ t; € [O, 1]
firi>2 s€l0,2],ts <s<1+1t}.

Wir betrachten
H1 = {861+t262+t363+"'+tn6n | tz € [0,1] fUl"LZ 2, S € [O,H, tz Z S}
und

H, = {S€1+t262+t3€3+"‘+tn€n’tie [0,1]
firi>2 s€[l,2],s>1+1}.

Dann ist
[0,2] X [0,1] X oo X [0,1] = H1UPUH2,

wobei die Durchschnitte dieser drei Mengen jeweils in einer Hyperebene ent-
halten sind und daher nach Lemma 6.11 das Maf} 0 besitzen. Also ist einer-
seits

AN'(P) = 2= \"(Hy) — \'(H,).
Andererseits geht Hy durch verschieben um e; aus

G2 = {861+t262+t363+"'+tn6n|tz‘€ [0,1] fﬁri22,86[0,1],82t2}
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hervor und besitzt damit wegen der Translationsinvarianz dasselbe Volumen
wie Gy. Da Hi U G4 der Einheitswiirfel ist, wobei der Durchschnitt wieder in
einer Hyperebene liegt, ist

AN'(Hy) + N'(Hy) = N'(Hp) +A"(Gy) = 1
und somit ist A"(P) = 1. O
Insbesondere kann man das Mafiverhéltnis bei einer linearen Abbildung mit
einer beliebigen Teilmenge mit positivem Mafl im Definitionsraum ablesen.
Korollar 7.3. Bei einer Streckung
p: R" — R", v — av,

um den Streckungsfaktor a € R gilt fiir jede messbare Teilmenge T C R
die Formel

A'(@(T)) = laf* - A"(T).
Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Satz 7.2. O
Korollar 7.4. Eine lineare Isometrie
L: R" — R"

15t volumentreu.

Beweis. Dies folgt wegen Lemma 7.1 und Satz 7.2 aus Lemma 33.13 (Lineare
Algebra (Osnabriick 2017-2018)). O
Korollar 7.5. Fine Drehung

D(a): R* — R?

cos @ —sin «

(die durch eine Drehmatrix ( .

sin & COoS « ) gegeben 2875) ist flachentreu.

Beweis. Dies folgt wegen Satz 7.2 aus Satz 15.10 (Analysis (Osnabriick 2021-
2023))(6). O

Beispiel 7.6. Ein achsenparalleles Ellipsoid wird im R? durch
E = {(z,y,2) | az® + by* + cz* <r*}

mit a,b,c > 0 beschrieben. Es ist das Bild der Einheitskugel
K; = {(u,v,w) | v* +v* +w* < 1}

unter der linearen Abbildung

U \/La 0 0 U
R*— R |v]+— (0 7 O v,
w 0 0 % w
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I

also mit = —=u, y = ZZv und z = N Nach Satz 7.2 ist daher das
Volumen dieses Ellipsoids gleich

vol (B) = \/7;% vol (K3).

Das Volumen der Einheitskugel ist %7‘(‘, siche Beispiel 12.4.

7.2. Volumina in euklidischen Riumen.

Auf jedem reellen n-dimensionalen Vektorraum V' kann man ein sinnvolles
MafB definieren, indem man eine Isomorphie

R" —V

wéhlt und das Bildmafl zum Borel-Lebesgue-Mafl nimmt. Dieses Maf} ist
allerdings abhéngig von der gewéhlten Isomorphie, bei zwei verschiedenen
Isomorphien unterscheiden sich die so gewonnenen Maflie um einen skalaren
positiven Faktor. Bei euklidischen Rdumen kann man aber mit Hilfe von
Orthonormalbasen ein kanonisches Borel-Lebesgue-Maf3 definieren.

Satz 7.7. Es sei (V,(—,—)) ein euklidischer Vektorraum. Dann gibt es ein
eindeutig bestimmtes translationsinvariantes Mafs Ay auf den Borelmengen
von V', das jedem wvon einer Orthonormalbasis aufgespannten Parallelotop
den Wert 1 zuweist.

Beweis. Es sei uq, ..., u, eine Orthonormalbasis von V und es sei

L,: R" —V, e; —> u;,

die dadurch definierte lineare Isometrie. Dann ist das Bildmafl L,. A" nach
Lemma 7.1 translationsinvariant und besitzt auf dem von den uq, ..., u, er-
zeugten Parallelotop den Wert 1. Es bleibt also zu zeigen, dass dieses Maf3
auch jedem anderen orthonormalen Parallelotop den Wert 1 zuweist. Es sei
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also vy, ..., v, eine weitere Orthonormalbasis mit dem zugehorigen Paralle-
lotop P, und der zugehorigen Isometrie

L,: R" — V, €; /> U;.
Dann ist

LY (P) = (L7 o L) (L7 Y(P) = (L' o L) (E),

u v

wobei E den Einheitswiirfel im R™ bezeichnet. Da L;! o L, eine Isometrie
des R™ ist, folgt die Aussage aus Korollar 7.4. O

Das in dieser Aussage fiir euklidische Vektorrdaume definierte Maf heifit eben-
falls Borel-Lebesque-Mayfs.

Satz 7.8. Es sei (V,(—,—)) ein euklidischer Vektorraum, sei vy, ..., v, eine
Basis von V' und sei P das davon erzeugte Parallelotop. Dann gilt fiir das
Borel-Lebesgue-Mafi Ay auf V/

Av(P) = (det((vi,v;))1<ij<n) .
Beweis. Die Positivitdt der Determinante der Gramschen Matrix folgt aus

Satz 48.12 (Analysis (Osnabriick 2021-2023)). Es sei uy, ..., u, eine Ortho-
normalbasis von V und es sei

n
v; = E Ay U
k=1

Die Spalten der Matrix A = (ay;)i; sind also die Koeffizienten von wv;
beziiglich der gegebenen Orthonormalbasis. Nach Satz 7.2 und aufgrund der
Definition des Mafles Ay in Satz 7.7 ist somit

Av(P) = |detA| .
Wegen
(vi, v5) = <Z akz‘uk7zakjuk> = Zakz’akj
k=1 k=1 k=1
ist

ATA = ((vi, 05))i5-
Nach Satz 17.5 (Lineare Algebra (Osnabriick 2017-2018)) ist det A = det A™,

so dass sich die Aussage aus Satz 17.4 (Lineare Algebra (Osnabriick 2017-
2018)) ergibt. d

Die vorstehende Aussage erlaubt es, auch bei £k < n das k-dimensionale Maf
eines k-dimensionalen Parallelotops im R™ auszurechnen (ihr n-dimensionales
Maf ist 0, da sie in einem echten Untervektorraum liegen). Die einfachste
Situation liegt bei & = 1 vor, dann handelt es sich um eine einfache Léngen-
berechnung mit Hilfe des Skalarproduktes. Ein typischeres Beispiel ist die
Flichenberechnung eines Parallelogramms im R3.
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0 1
Beispiel 7.9. Wir betrachten das von den Vektoren [ 2 | und | 4 | aufge-
3 -2

spannte Parallelogramm im R3. Nach Satz 7.8 miissen wir die Skalarprodukte
dieser Vektoren berechnen. Es ist

0 0 0 1 1 1
<2,2>:13,<2,4>:,<4,4>:21.
3 3 3 -2 -2 -2
Dies fithrt zur Matrix
13 2
2 21

mit der Determinante 269. Der Flicheninhalt des Parallelogramms ist also

V269.

7. ARBEITSBLATT

7.1. Aufwirmaufgaben.

Aufgabe 7.1.%*

Y2 D

y14qcC

2 1

Man begriinde anhand des Bildes, dass zu zwei Vektoren (zy,y1) und (x2, y2)
die Determinante der durch die Vektoren definierten 2 x 2-Matrix mit dem
Fldacheninhalt des von den beiden Vektoren aufgespannten Parallelogramms
(bis auf das Vorzeichen) tibereinstimmt.

Aufgabe 7.2.*

Es seien P, = (a1,by), Py = (ag,b2) und Py = (a3, bs) drei Punkte im R?
Stelle den Flédcheninhalt des zugehorigen Dreiecks mit aq, by, as, b2, as, bs dar.
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Aufgabe 7.3.*

Berechne das Volumen des von den drei Vektoren

1 4 7
21, -5)] und |8
3 6 9

im R? erzeugten Parallelotops.

Aufgabe 7.4.*

Berechne das Volumen des von den drei Vektoren

2 4 7
01,1 5 und |7
-3 -1 1

im R3 erzeugten Parallelotops.

Aufgabe 7.5.*

Zeige, dass die Determinante einer linearen Isometrie
p: R" — R"”

gleich 1 oder gleich —1 ist.

(Tipp: Betrachte L™ o L).

Aufgabe 7.6. Man gebe ein Beispiel fiir eine lineare Abbildung
p: R" — R"”

derart, dass ¢ volumentreu, aber keine Isometrie ist.

Aufgabe 7.7. Es sei
L: R" — R"
eine lineare Abbildung und ¢ € Rx. Zeige die Gleichheit L. (c\") = c(L.\").

Aufgabe 7.8. Es sei
p: R2—R
die lineare Projektion auf die erste Komponente. Man skizziere drei messbare

Teilmengen Ty, 75, T3 C R? derart an, dass ihr Flicheninhalt gleich 0 bzw.
1 bzw. oo ist und deren Bild in R die Léange 1 besitzt.
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Aufgabe 7.9. Es sei
p: R" — R"
ein linearer Endomorphismus, der nicht bijektiv sei. Zeige, dass das Bildmaf
Y« A" nicht o-endlich ist.

Aufgabe 7.10. Es sei n € N. Zeige, dass es eine positive reelle Zahl «,, gibt
derart, dass das n-dimensionale Volumen einer abgeschlossenen Kugel im R"
mit Radius » und mit einem beliebigen Mittelpunkt gleich x,r" ist.

Aufgabe 7.11. Berechne den Fliacheninhalt des von den Vektoren
(1,3,5) und (—2,4,1)

im R? erzeugten Parallelogramms (in dem von diesen Vektoren erzeugten
Unterraum).

Aufgabe 7.12.*
Berechne den Fldcheninhalt des von den Vektoren
v=1(2,3,—4) und w = (1,—-1,7)

im R3 erzeugten Parallelogramms (in dem von diesen Vektoren erzeugten
Unterraum).

Aufgabe 7.13.*

Berechne das Volumen des von den Vektoren

_— O O N
|
—_

im R* erzeugten Parallelotops (in dem von diesen Vektoren erzeugten Unter-
raum).

7.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 7.14. (4 Punkte)
Berechne das Volumen des von den Vektoren
(2,1,3,4),(4,0,—1,3) und (5,—2,—2,0)

im R* erzeugten Parallelotops (in dem von diesen Vektoren erzeugten Unter-
raum).



75

Aufgabe 7.15. (5 Punkte)

Berechne den Flécheninhalt des von den Vektoren (0,1), (2,0), (1, 3) erzeug-
ten ,, Pseudoparallelogramms®, also von

S = {a(0,1) +6(2,0) +¢(1,3) | a,b,c € [0,1]}.

Aufgabe 7.16. (6 Punkte)
Es sei
p: R" — R™

eine lineare Abbildung, die surjektiv, aber nicht injektiv sei. Zeige, dass das
Bildma8l 4 = @, A" fiir jede Borelmenge 7" C R™ durch

0, falls \™(T) =0,
w(T) = nﬁ )
oo, falls \™(T) >0,

bestimmt ist.

Aufgabe 7.17. (4 Punkte)

Es sei S = {(z,y,2) € R®| 2% + y* + 22 = 1} die Oberfliche der Einheits-
kugel. Zeige, dass das Volumen dieser Oberflache 0 ist.

Aufgabe 7.18. (5 Punkte)

Es sei u € C eine komplexe Zahl mit |u| = 1. Zeige, dass die Multiplikati-
onsabbildung

C—C, z+— uz,

flachentreu ist.

(Dabei ist C = R? mit dem Borel-Lebesgue-Maf} versehen).

Aufgabe 7.19. (6 Punkte)
Es seien drei Vektoren vy, vy, v5 € R? gegeben und es sei
S = {avy +bvy + cv3 | a,b,c € [0,1]}

das davon erzeugte ,, Pseudoparallelogramm®. Zeige, dass der Flacheninhalt
von S gleich der Summe der Fliacheninhalte der drei Parallelogramme ist, die
von je zwei der beteiligten Vektoren aufgespannt werden.
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8. VORLESUNG - MESSBARE FUNKTIONEN

Wir beginnen jetzt mit der allgemeinen Integrationstheorie, die auf der Maf3-
theorie aufbaut. Wie schon im Fall von stetigen Funktionen

f:la, 0] — R

geht es um den (Fliachen-)Inhalt unterhalb des Graphen der Funktion. Jetzt
wird allerdings der Definitionsbereich nicht mehr unbedingt ein Intervall sein,
sondern ein beliebiger (zumeist o-endlicher) Mafiraum (M, A, ). Eine Funk-
tion

fi M —R

definiert nach wie vor einen Graphen in M x R und damit eine Teilmenge aus
M x R, die unterhalb des Graphen (und innerhalb von M x Rs() liegt. Auf
M x R existiert unter gewissen schwachen Voraussetzungen das Produktmafl
@ AL, und mit diesem Mafl wird das Integral erklirt. Die Funktionen, die
man sinnvoll integrieren kann, gehen weit {iber die stetigen Funktionen hin-
aus. Sie miissen allerdings mit den gegebenen Mafirdumen vertriaglich sein,
was zum Begriff der messbaren Funktion bzw. der numerischen Funktion
fiihrt.

8.1. Messbare numerische Funktionen.

Wir erinnern daran, dass wir
R = RU{—00,00}

gesetzt haben. Diese Menge versehen wir mit einer o-Algebra B, zu der eine
Teilmenge T' C R genau dann gehort, wenn 7N R eine Borel-Menge in R ist.
Man kann auf R auch eine Topologie definieren derart, dass das zugehorige
System der Borel-Mengen gleich B ist. Die (halb)offenen Intervalle bilden
wieder ein Erzeugendensysem fiir B. Auch das Borel-Lebesgue-MaS lisst sich
durch \Y(T) = AT N R) darauf ausdehnen, d.h. die beiden unendlichen
Punkte kann man, wie jeden einzelnen Punkt, fiir das Borel-Lebesgue-Maf
ignorieren.

Auch den Supremumsbegriff fiir Teilmengen und den Konvergenzbegriff fiir
Folgen kann man auf R in naheliegender Weise ausdehnen. Eine nach oben
unbeschrinkte Menge besitzt +o0o als Supremum, und eine Folge reeller Zah-
len konvergiert gegen 0o, wenn sie bestimmt gegen Foo divergiert. Eine
Funktion f: M — R nennt man auch eine numerische Funktion.

Definition 8.1. Es sei (M, A) ein Messraum. Dann nennt man eine nume-
rische Funktion

M—R

messbar, wenn sie A — B-messbar ist.
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Lemma 8.2. Es sei (M, A) ein Messraum und sei
f: M —R
eine numerische Funktion. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(1) f ist messbar.

(2) Fiir allea € Rist{x € M | f(x
(

(

(

) f(z) > a} messbar.
) Firallea € Rist {z € M | f(x
| fs

> a} messbar.
< a} messbar.
< a} messbar.

Fiir allea € Rist {r € M | f(z
Fiir allea € Rist {r € M | f(z

— — N

3
4
5

Beweis. Die Bedingungen (2), (3), (4), (5) sind jeweils notwendig, da halb-
seitig unbeschrinkte Intervalle Borel-Mengen von R sind. Ist umgekehrt eine
der Bedingungen (2), (3), (4) oder (5) erfiillt, so betrachtet man fiir a < b
die Menge [a,b] = [a, 0] \ [b, 0] (unter Bedingung (2) bzw. entsprechende
Mengen unter den anderen Bedingungen). Nach Voraussetzung sind dann
auch die Urbilder von diesen halboffenen Intervallen messbare Teilmengen in
M. Da die halboffenen Intervalle nach Lemma 2.10 ein Erzeugendensystem
der Borel-Mengen von R bilden, folgt die Aussage aus Lemma 1.16. U

Lemma 8.3. Es sei (M, A) ein Messraum und seien
f,g: M — R
messbare Funktionen. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Die Funktion — f ist ebenfalls messbar.

(2) Es sei g(x) # 0 fir alle x € M. Dann ist auch die Funktion 1/g
messbar.

(3) Die Funktionen f + g und f — g sind messbar.

(4) Die Funktion f - g ist messbar. Wenn g keine Nullstelle besitzt, so ist
auch f/g messbar.

Beweis. Die Rechenoperationen R — R, ¢ — —t, R\{0} — R\{0}, t — t 71,
RxR =R, (s,t) = s+t,und RxR —= R, (s,t) — s-t, sind nach Lemma
34.6 (Analysis (Osnabriick 2021-2023)) und Lemma 34.7 (Analysis (Osna-
briick 2021-2023)) stetig und daher nach Lemma 2.11 messbar. Ferner ist
eine Hintereinanderschaltung von messbaren Abbildungen wieder messbar,
und mit f und g ist nach Lemma 4.11 auch die Abbildung

M —R xR, z+— (f(z),9(z)),

messbar. Daher ergeben sich die Behauptungen durch Betrachten der Hin-
tereinanderschaltungen

MR R M R\{0) SR\ {0} und M SR xR LR,
O
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Die vorstehende Aussage konnte man auch fiir R formulieren, wobei man
dann allerdings noch einige Rechenregeln festlegen miisste.

Mit den zusétzlichen Symbolen +o0o und —oo lassen sich insbesondere
Grenzfunktionen von Funktionenfolgen einfach erfassen. Das Supremum ei-
ner Funktionenfamilie ist punktweise durch

(sup (i € D)(z) == sup (filz).i € 1)

definiert. Es kann den Wert oo annehmen, und zwar auch dann, wenn alle f;
reellwertig sind.

Lemma 8.4. FEs sei I eine abzihlbare Indexmenge und (M, A) ein
Messraum. Es sei

(i € 1) eine Familie von messbaren numerischen Funktionen. Dann sind auch
die Funktionen sup (f;,7 € I) und inf (f;, ¢ € I) messbar.

Beweis. Fiir jedes a € R ist

{ve M |sup(fiicl)(z)>a} = () (

keNL

U{x€M|fi(x)2a—%}).

iel
Zum Beweis dieser Gleichung sei x links enthalten und & € N, vorgegeben.
Wegen sup (fi(x),7 € I) > a kann nicht

1

filz) < a— z

fiir alle 7 gelten, da sonst das Supremum echt kleiner als a wire. Es gibt
also ein ¢ € I mit fi(z) > a — %, und x gehort auch rechts dazu. Wenn
umgekehrt z zur rechten Menge dazugehort, so gibt es fiir jedes £ € N, ein
i € I'mit fi(x) > a— 1. Daher ist sup (f;(x),i € I) > a— 1 fiir alle k und

somit sup (f;(x),i € I) > a.

Die Menge rechts ist als abzdhlbarer Durchschnitt von abzéhlbaren Verei-
nigungen von nach Voraussetzung messbaren Mengen wieder messbar. Nach
Lemma 8.2 folgt daraus die Messbarkeit der Supremumsabbildung. Die Mess-
barkeit der Infimumsabbildung beweist man dhnlich oder fiihrt sie durch Be-
trachten der negativen Funktionen auf die Messbarkeit der Supremumsabbil-
dung zuriick. O

Beispiel 8.5. Wir betrachten die konstante Funktionenfolge f, = —% (
n € N, ) auf einer beliebigen Menge M. Deren Supremum ist die 0-Funktion.

Dabei ist
{z € M| sup(fo,n € Ny)(x) > 0} = M,
aber

U fw e M| fulx) = 0} = 0.

neNL
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d.h. ohne den Durchschnitt iiber £ € N, mit dem Abweichungsterm —% ist
die Gleichung im Beweis zu Lemma 8.4 nicht richtig.

Korollar 8.6. Es sei (M, A) ein Messraum und sei
f: M —R

eine messbare numerische Funktion. Dann ist auch die Betragsfunktion |f|
messbar.

Beweis. Dies folgt wegen |f| = sup(f,—f) aus Lemma 8.3 (1) und aus
Lemma 8.4. O

Definition 8.7. Zu einer Funktion
f: M —R

nennt man f, = sup(f,0) den positiven Teil und f_ = —inf(f, 0) =
sup (—f,0) den negativen Teil von f.

Dieses Konzept ist hilfreich, um Aussagen fiir beliebige Funktionen auf nicht-
negative Funktionen zuriickfithren zu konnen. Man beachte, dass beide Teile
nichtnegativ sind. Nach Lemma 8.4 ist der positive als auch der negative Teil
einer messbaren Funktionen wieder messbar. Es ist f = f, — f_.

Korollar 8.8. Es sei (M, .A) ein Messraum und sei
fo: M — R

eine Folge von messbaren numerischen Funktionen, die punktweise gegen eine
Grenzfunktion f konvergiere. Dann ist auch f messbar.

Beweis. Wir zeigen, dass die Urbilder von Mengen der Form |a, co] unter der
Grenzfunktion f messbare Mengen sind. Daraus folgt nach Lemma 8.2 die
Messbarkeit von f. Fiir jedes a € R gilt die Gleichheit

{reM| fx)>a} = (U (ﬂ {:ceM|fn(x)>a+%}>>.

keNL \noeN \n>ng

Zum Beweis dieser Gleichheit sei zuerst f(x) > a. Dann gilt auch f(z) >
a—i—% fiir ein hinreichend groes k. D.h. dass |a+ %, oo eine offene Umgebung
von f(z) ist. Dann gehort « auch zur inneren Vereinigung der rechten Seite,
da diese die mengentheoretische Formulierung fiir den Sachverhalt ist, dass
es ein ng derart gibt, dass fiir alle n > ng die Folgenglieder f,(x) ebenfalls zu
Ja + +,00] gehoren. Wenn hingegen z zur rechten Seite gehért, so bedeutet
dies, dass es k,ny € N, derart gibt, dass fiir alle n > ngy die Beziehung
fa(z) > a+ 1 besteht. Dann gilt fiir den Limes f(z) > a + 1 und damit
f(z) > a. Die rechte Seite der Gleichung zeigt, dass es sich um eine messbare
Menge handelt, da abzéhlbare Durchschnitte und abzé&hlbare Vereinigungen
von messbaren Mengen wieder messbar sind. O
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8.2. Einfache Funktionen.

Ein aduflerst wichtiges Konzept fiir die Integrationstheorie ist es, dass sich
beliebige messbare Funktionen durch besonders einfache Funktionen appro-
ximieren lassen, fiir die das Integral eine Summe ist. Auf diesem Konzept
beruhte schon das Riemann-Integral, das wir im ersten Semesters entwickelt
haben. Im Rahmen des Lebesgue-Integrals gibt es eine andere Art von Trep-
penfunktionen. Dabei wird nicht der Definitionsbereich in endlich viele ein-
fache Stiicke (Intervalle) unterteilt, sondern die Bildmenge soll besonders
einfach sein.

Definition 8.9. Es sei (M,.A) ein Messraum. Eine messbare numerische
Funktion B

f: M —R
heilt einfach, wenn sie nur endlich viele Werte besitzt.

Definition 8.10. Es sei (M, A) ein Messraum. Eine messbare numerische
Funktion

f: M —R
heilt o- einfach , wenn sie nur abzédhlbar viele Werte besitzt.

Die Terminologie ist hierbei extrem uneinheitlich. Man findet fiir diese bei-
den Begriffe auch die Worter Elementarfunktion und Treppenfunktion, wobei
manchmal die Messbarkeit vorausgesetzt wird, manchmal nicht. Manchmal
wird auch noch die Nichtnegativitat vorausgesetzt.

Lemma 8.11. Es sei (M, A) ein Messraum und sei
fZ M —>R20

eine messbare numerische nichtnegative Funktion. Dann ¢ibt es eine wach-
sende Folge von nichtnegativen einfachen Funktionen

fn: M — RZU’

die punktweise gegen f konvergieren.

Beweis. Die Idee ist, die Funktion f im n-ten Schritt durch eine einfache
Funktion f, zu approximieren, deren Werte rationale Zahlen der Form 2% mit
0 < k < n2"sind. Dies sind nur endlich viele Zahlen. Fiir jede nichtnegative
reelle Zahl a ist entweder a > n, oder es gibt ein eindeutig bestimmtes £
zwischen 0 und n2" — 1 mit 2% < a < Etl Daher ist die folgende einfache

2’VL
Funktion wohldefiniert.

k k & . "
fn(l’) — {27, falls on < f(flf) < 2inl mit k <n2" -1,

n sonst .

Sie ist messbar, da aufgrund der Messbarkeit von f die Mengen

{xeM\Qﬁngf(m)<k;;1}
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messbar sind. Die Folge dieser Funktionen wéchst offenbar gegen f. U

Fiir jedes € M gibt abn > f(x) die Folge f,(z) den Wert der Dualbru-
chentwicklung fiir f(x) bis zur n-ten Ziffer nach dem Komma an.

8. ARBEITSBLATT

8.1. Aufwirmaufgaben.

Aufgabe 8.1. Wir definieren auf R eine Topologie, indem wir die Mengen
Ja,b[ (mit a,b € R), [—o0, a[ (mit a € R) und Ja, oo (mit a € R)

als Basis der Topologie nehmen. Zeige, dass R offen in dieser Topologie ist
und die Unterraumtopologie zu dieser Topologie trégt.

Aufgabe 8.2. Zeige, dass die Borelmengen auf R zu der in Aufgabe 8.1
eingefiihrten Topologie mit den in der Vorlesung direkt eingefiihrten Borel-
Mengen iibereinstimmen.

Aufgabe 8.3. Zeige, dass R mit der in Aufgabe 8.1 eingefiihrten Topologie
homoomorph zum abgeschlossenen Intervall [0, 1] ist.

Aufgabe 8.4. Zeige, dass man die iibliche Metrik auf R nicht zu einer Metrik
auf R fortsetzen kann.

Aufgabe 8.5.*

Es sei
f: M —R
eine numerische Funktion. Zeige
|fl = f++f-

Aufgabe 8.6. Bestimme das Supremum und das Infimum der Funktionen-
folge
L &
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Aufgabe 8.7.*

Es sei M ein Messraum und f: M — R eine nichtnegative messbare Funk-
tion. Zeige, dass auch die Funktion

\/?: M — Rsg, x —> +/ f(2),

messbar ist.

Aufgabe 8.8.*
Es sei X ein Messraum und es sei
fn: X —R

(n € N) eine Folge von messbaren Funktionen, wobei R die o-Algebra der
Borelmengen trégt. Es sei a € R. Zeige, dass die Menge

M = {z € X | aist ein Haufungspunkt der Folge (f,(z)),cx }

eine messbare Teilmenge von X ist.

Aufgabe 8.9. Beschreibe eine beliebige einfache Funktion mit Hilfe von
Indikatorfunktionen.

Aufgabe 8.10. Zeige, dass die Summe und das Produkt von zwei einfachen
Funktionen auf einem Messraum wieder einfach ist.

Aufgabe 8.11. Es sei [a, b] ein reelles Intervall und sei
f : [CL, b] — R20

ein wachsende Funktion. Zeige, dass die approximierenden einfachen Funk-
tionen aus Lemma 8.11 Treppenfunktionen sind.

Aufgabe 8.12. Es sei [a, b] ein reelles Intervall und sei
f: [a, b] — RZO

ein stetige Funktion. Zeige, dass die approximierenden einfachen Funktionen
aus Lemma 8.11 im Allgemeinen keine Treppenfunktionen sind.

Aufgabe 8.13. Es sei

fT R—R
eine messbare Funktion. Zeige, dass die Menge der Punkte, in denen f stetig
ist, eine messbare Teilmenge von R ist.
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8.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 8.14. (2 Punkte)

Es sei (M, A) ein Messraum und es seien
frg: M — R
messbare Funktionen. Zeige, dass die Menge
{r e M| flx)=g(x)}

messbar ist.

Aufgabe 8.15. (2 Punkte)

Zeige, dass die Summe und das Produkt von zwei o-einfachen Funktionen
auf einem Messraum wieder o-einfach ist.

Eine Funktion f: R — R heifit periodisch mit Periode L > 0, wenn fiir alle
x € R die Gleichheit

fl@) = flz+1L)
gilt.

Aufgabe 8.16. (5 (3+2) Punkte)
Es sei
fAR—R
eine periodische Funktion mit der Periode L > 0.

a) Zeige, dass folgende Aussagen #dquivalent sind.

(1) f ist messbar.

(2) Die Einschriankung von f auf das Intervall [0, L ist messbar.

(3) Die Einschrinkung von f auf jedes Intervall der Form [a,a + L[ ist
messbar.

b) Zeige, dass diese Aquivalenz fiir die Stetigkeit nicht gelten muss.

Aufgabe 8.17. (4 Punkte)

Bestimme die approximierenden Funktionen fy, fi,..., f5 fiir die Funktion
f: R—R, z+— a?

gemafl dem Beweis zu Lemma 8.11.
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Aufgabe 8.18. (6 (1+2+2+1) Punkte)

Es sei
fT R—R
eine Funktion. Zu n € Ny sei die Funktion f,, durch

nf(x
(o - @)
n
definiert.
a) Zeige, dass die f, o-einfach sind.
b) Zeige, dass die Funktionenfolge f,,, n € N, punktweise gegen f konvergiert.
c) Zeige, dass diese Funktionenfolge nicht wachsend sein muss.

d) Sind die f, messbar?

9. VORLESUNG - INTEGRIERBARE FUNKTIONEN

9.1. Integrierbare Funktionen.

Wir fithren nun das Lebesgue-Integral fiir messbare Funktionen auf einem
Mafiraum ein. Dieser Integralbegriff hat gegeniiber dem Riemann-Integral
folgende Vorteile.

(1) Der Integralbegriff bekommt ein mafBtheoretisches Fundament.

(2) Es kann iiber einer (fast) beliebigen Menge integriert werden.

(3) Es kann eine weit grofere Funktionenklasse integriert werden.

(4) Das Grenzwertverhalten von Funktionenfolgen ist einfacher.

(5) Man kann Funktionen auf Nullmengen abéndern, ohne das Integral
zu verdndern.

(6) Uneigentliche Integrale werden direkt mitbehandelt.

(7) Die Summe einer abzéihlbaren Familie reeller Zahlen ist ein Spezialfall.

3
4
5

Definition 9.1. Es sei M eine Menge und
fl M — RZO
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eine nichtnegative Funktion. Dann nennt man die Menge
S() = {(e.y) € MxB[0<y < f())

den Subgraphen der Funktion.
Lemma 9.2. Es sei (M, .A) ein Messraum und

f: M —R
eine messbare Funktion. Dann sind der Graph I'(f) und der Subgraph S(f)
messbare Teilmengen in M x R.
Beweis. Die Projektion

p2: M xR —R, (z,9) —> v,
ist nach Lemma 4.9 messbar, und ebenso ist
b MxR2 LR

messbar. Nach Lemma 4.11 und Lemma 8.3 ist dann auch die Abbildung’

o MxRZZRxR-—R

messbar. Es ist
L(f) = {(z.y) e M xR |y = f(z)} = ¢ '(0)
und
S(f) = {(x,9) e M xR[0<y < f(x)} = py (Rzo) N~ (Rxo),
so dass diese beiden Mengen messbar sind. U
Definition 9.3. Es sei (M, A, i) ein o-endlicher Mafiraum und
f: M — Rxg

eine messbare numerische nichtnegative Funktion. Dann heif3t

[t = (e N se)
das Integral von f iiber M (zum Maf p).

Diese Definition ist sowohl unmittelbar anschaulich als auch vom theoreti-
schen Standpunkt her sehr schlagkréftig, da sie auf dem Mafibegriff beruht.
Dagegen ist sie fiir Berechnungen direkt nicht geeignet, weshalb wir im Fol-
genden entsprechende Rechentechniken entwickeln werden. Diese Definition
lasst die Moglichkeit zu, dass die Funktion den Wert co annimmt, und dass
das Integral diesen Wert annimmt. Im Fall von numerischen Funktion, die
auch negative Werte annehmen kénnen, fithrt man den Integralbegriff auf die

"Fiir diese Argumentation setzt man co—oo = —co— (—o00) = 0 und ansonsten co—x =
0o 1.s.w. Man kann auch die messbaren Mengen f~!(c0) x {oo} und f~1(—o0) x {—o0} aus
dem Graphen bzw. Subgraphen herausnehmen und nur R-wertige Funktionen betrachten.
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Integrale der positiven und negativen Teilfunktion zuriick. Dies ergibt aber
nur dann Sinn, wenn beide Teilintegrale endlich sind.

Definition 9.4. Es sei (M, A, u) ein o-endlicher Mafiraum und
f: M —R

eine messbare numerische Funktion. Dann heift f integrierbar, wenn die
beiden Integrale [, fi du und [, f—dp endlich sind. In diesem Fall nennt

man
/MfdMZ/MfMu—/Mfdu

Mit dieser Situation ergibt sich der leicht paradoxe Sprachgebrauch, dass
eine nichtnegative Funktion stets ein Integral besitzt, dass aber, wenn dieses
Integral unendlich ist, die Funktion nicht integrierbar ist. Die Integrierbarkeit
ist, abgesehen von der vorausgesetzten Messbarkeit, die aber nahezu immer
erfiillt ist, in erster Linie ein Endlichkeitsbegriff. In diese Richtung weist auch
das folgende Lemma.

das Integral von f.

Lemma 9.5. Es sei (M, A, p) ein o-endlicher Mafiraum und
f: M —R

eine messbare numerische Funktion. Dann sind folgende Figenschaften dqui-
valent.

(1) f ist integrierbar.
(2) Der positive und der negative Teil von f sind integrierbar.
(3) Die Betragsfunktion |f| ist integrierbar.
(4) Es gibt eine integrierbare messbare Funktion
h: M —>RZQ
mit | f(x)| < h(x) fir alle z € M.

Beweis. Die Aquivalenz von (1) und (2) ist die Definition von integrierbar.
Fiir die Aquivalenz von (2) und (3) verwendet man die Beziehung |f| = f, +
f—. Dabei ist der Subgraph von |f| die Vereinigung der beiden Subgraphen
zu fy bzw. f_, wobei der Durchschnitt dieser Subgraphen aus der Menge
M x {0} besteht und somit nach Aufgabe 9.4 das Maf 0 besitzt. Also ist®

Aﬁﬂwtz (1 N)(S(I1])

= (L@ MN)(S(f1) + (LX) (S(f2))
- /Mf+du+/Mfd/h

8Wir werden spiter sehen, dass generell das Integral mit der Addition von Funktionen
vertréglich ist, das haben wir hier aber noch nicht zur Verfiigung.
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und die beiden Summanden sind genau dann endlich, wenn die Summe end-
lich ist. Aus (3) folgt (4), indem man A = |f| nimmt. Wenn (4) erfiillt ist, so
ist der Subgraph von |f| im Subgraphen von h enthalten, und die Monotonie
des MafBles 1 ® A! ergibt die Endlichkeit von [, |f] dpu, also (3). Aus (3) folgt
entsprechend (2), da der Subgraph von f, bzw. von f_ eine Teilmenge des
Subgraphen zu | f| ist. d

Fiir eine messbare Teilmenge 7" C M setzt man

/T Fp = /T (flz) du,

d.h. man schaut sich die auf den Teilmafiraum 7' eingeschréinkte Funktion
an. Man konnte genauso gut die Funktion f durch diejenige Funktion f
ersetzen, die auf 7" mit f {ibereinstimmt und die auflerhalb davon gleich 0 ist.
Wenn man die Indikatorfunktion er zu einer messbaren Teilmenge T" C M
heranzieht, so ergibt sich

/Mer“ _ /Tldﬂ _ u(T).

Diese Beschreibung des Mafles als ein Integral kann durchaus niitzlich sein.

Man kann den Subgraphen als

S(f) = S(f) ()
schreiben, wobei I'(f) = {(z,y) € M xR | y = f(z)} der Graph ist und

S°(f) = {(z.y) e M xR[0<y < f(x)}

gesetzt wird. Das folgende Lemma zeigt, dass der Graph eine Nullmenge ist
und dass man somit den Subgraphen durch dieses S°(f) ersetzen kann. Dies
ist fiir einige Ausschopfungseigenschaften von Vorteil.

Lemma 9.6. Es sei (M, A, p) ein o-endlicher Mafiraum und
f: M —R
eine messbare numerische Funktion. Dann ist der Graph I'(f) eine Nullmenge

in M x R.

Beweis. Die Mengen f~!(00) x {oo} und f~'(—00) x {—oc}, die beide Teil-
mengen des Graphen sind, sind Nullmengen in M x R. Man kann also an-
nehmen, dass von vornherein eine messbare Funktion

fi M —R

vorliegt. Ferner konnen wir annehmen, dass p ein endliches Mafl ist, da
zu einer Ausschopfung M, T M mit u(M,) < oo auch M, x R eine
Ausschopfung von M x R ist. Wenn der Durchschnitt des Graphen mit allen
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M, x R das Maf} 0 hat, so auch der Gesamtgraph. Nehmen wir nun an, dass
(p @A) (T(f)) > 0ist. Es ist

L(f) = [ @) N (M x [n,n+1])

eine disjunkte abzdhlbare Vereinigung, so dass mindestens einer dieser ,, Strei-
fen“ ein positives Maf haben muss. Wir kénnen M durch f~([n,n + 1)
ersetzen und daher annehmen, dass das Bild von f in [n,n + 1] liegt. Wir
betrachten die abzéhlbar unendlich vielen Verschiebungen

I'(f)+qmit g€ QnNI0,1].

Diese sind paarweise disjunkt und sie liegen alle in M x [n, n+ 2]. Wegen der
Translationsinvarianz von A! ist auch fiir jedes ¢ die Abbildung

MxR— MxR, (z,t) — (z,t + q),

maftreu (man betrachte die Quader, die das Produktmaf festlegen, siehe
Aufgabe 9.15), und daher besitzt jede Verschiebung des Graphen das gleiche
Maf wie der Graph selbst. Aus

S e )T +a) = W) H @) +a)

q€Qn[0,1] q€Qn[0,1]

< (L@ AN)(M x [n,n+2])
= wM)-2
< o0
ergibt sich ein Widerspruch. U

9.2. Die Tschebyschow-Abschitzung.

Fiir einen endlichen Mairaum M und eine integrierbare Funktion

f: M —R
ist [,, fdu eine reelle Zahl. Bei u(M) € Ry nennt man den Quotienten
ho= Dt Gon Durchschmittswert oder Mittelwert der Funktion f, da ja

(M)
S a fdp den gleichen Wert hat wie das Integral

| = 1oy

zur konstanten Funktion h.

Die folgende Aussage nennt man Tschebyschow-Abschdtzung oder Tscheby-
schow-Ungleichung.

Lemma 9.7. Es sei (M, A, p) ein o-endlicher Mafiraum und
fZ M —>R20
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eine messbare numerische nichtnegative Funktion. Dann gilt fiir jedes a €
R die Abschditzung

/Mfdu > a-p{z e M| f(x) > a).

Beweis. Es sei T' = {x € M | f(x) > a}. Dann ist
TX [0,&] g S(f)a

also

a-u(T) = (@A )NT x[0,a]) < (@AN)(S(f) = [ fdu

Pafnuti Lwowitsch Tschebyschow (1821-1894)

9.3. Bildmafle und allgemeine Transformationsformel.

Satz 9.8. Es sei (M, A, u) ein o-endlicher MafSraum, (N, B) ein Messraum
und

p: M — N

eine messbare Abbildung. Es sei v das Bildmafl von u unter ¢, das ebenfalls
als o-endlich vorausgesetzt sei, und es sei

f: N—R

eine v-integrierbare Funktion. Dann ist auch f oy p-integrierbar, und es gilt

[rav= [ rogran
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Beweis. Fiir nichtnegatives f ergibt sich dies unter Verwendung von Aufgabe
5.6 und Aufgabe 9.1 aus

/Nfdy:

|
~~
ISR S
®
> >
—
~—
N~
S
X
—
2
2
=
=

= /M(fw)du-

Daraus ergibt sich auch der allgemeine Fall. O

Bemerkung 9.9. Wenn M = [¢,d] und N = [a,b] und
p: M — N

eine differenzierbare bijektive streng wachsende Funktion ist, so gilt fiir eine
stetige Funktion
f: N—R

die Substitutionsregel

/fdt/f /() ds.

Um eine mit der allgemeinen Transformationsformel vergleichbare Substitu-
tionsformel zu haben, muss man auf M die Funktion ¢ = f o ¢ mit dem

MaB A! und auf N die Funktion f = (f o) o ¢! betrachten. Die Substi-
tutionsregel liefert dann

/ F(p(s))ds = / Flele™ (1)) - (o7 (1)t = / bf(t)Wdt.

Links steht das Integral [, fo@d)', also muss rechts das Integral [, fdp.\!
stehen. Somit wird das BildmaB ¢, A' durch die? Dichte m beziiglich

A! gegeben. Das Bildma$ ist auch durch

(X)) ([r,s]) = Ao ([r,s])
= A (e '(r), 9 ()
= o '(s)—¢ ()

s 1
= —du
/r @' (o7 (u))
bestimmt.
9. ARBEITSBLATT

In diesem Arbeitsblatt geht es ausschlieflich um das Lebesgue-Integral, es
darf nicht mit dem Riemann-Integral argumentiert werden.

9Dichten werden wir in Vorlesung 13 einfiihren.
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9.1. Aufwirmaufgaben.

Aufgabe 9.1. Es seien M und N Mengen und es seien
p: M — N
und
f: N—R
Abbildungen. Zeige, dass fiir die Subgraphen die Beziehung
(o x Idp) "' (S(f)) = S(f o)
gilt.

Aufgabe 9.2. Zeige, dass das Integral der Nullfunktion gleich 0 ist.

Aufgabe 9.3. Zeige, dass das Integral einer messbaren Funktion iiber einer
Nullmenge gleich 0 ist.

Aufgabe 9.4. Es sei M ein o-endlicher Mafiraum,
f: M —R
eine messbare Funktion und ¢ € R. Zeige, dass
{(z,0) | flw) =c} € M xR

eine Nullmenge ist.

Aufgabe 9.5. Es sei (M, A, ) ein o-endlicher Mafiraum, sei f eine inte-
grierbare nichtnegative numerische Funktionen auf M und a € Rs(. Zeige,
dass auch af integrierbar ist und dass

[ afdn=a- [ rau

gilt.

Aufgabe 9.6. Es sei M eine abzéhlbare Menge, die mit dem Z&hlmafl ver-
sehen sei, und sei

f: M —R
eine Funktion. Zeige, dass f genau dann integrierbar ist, wenn die Familie
f(m), m € M, summierbar ist, und dass in diesem Fall das Integral gleich
der Summe ist.
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Aufgabe 9.7. Bestimme den Flacheninhalt des Subgraphen zur linearen
Funktion

T R— R, x> cx,
iber dem Intervall [a,b] mit ¢ >0, b > a > 0.

Aufgabe 9.8. Bestimme den Flacheninhalt des Subgraphen zur Funktion
T R— R, z+——1+sinux,

tiber dem Intervall [0, 27].

Aufgabe 9.9.*

Es sei M eine Menge und es sei T, T M eine Ausschopfung von M mit
Teilmengen T,, C M, n € N. Zu jedem n € N sei A,, € M x R der Subgraph
zur Indikatorfunktion er, . Zeige, dass die A,,, n € N, eine Ausschépfung von

M x [0, 1] bilden.

Aufgabe 9.10. Es seien (M, A, ) und (N, B,v) zwei endliche Mafiraume
und es sei
f: M —R

integrierbare Funktion. Zeige

/MXNfd”®” - ”(N)'/Mf(l“)dﬁ(x).

Aufgabe 9.11. Wir betrachten die Funktion
fi[=1,1] — R, t—1—¢%

Fiir welches a € [0, 1] ist die Tschebyschow-Abschétzung fiir diese Funktion
am besten?

Aufgabe 9.12.*

Es sei
T R"—R

eine integrierbare Funktion. Zeige, dass es zu jedem ¢ > Oeinr € R, derart

gibt, dass
/ fd\" < e
R™\ B(0,r)

ist
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Aufgabe 9.13. Es sei

L: R" — R"
eine lineare Abbildung, M C R™ eine messbare Teilmenge und N = L(M).
Es sei

N —R

eine messbare Funktion. Zeige
/ (fo@)d\" = / f(det L)t dA™.
M N

9.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 9.14. (3 Punkte)

Es sei T" C R" eine kompakte Teilmenge und sei
f+T—R

eine stetige Funktion. Zeige, dass f integrierbar ist. Man gebe auch eine
Abschétzung fiir das Integral fT fd\" an.

Aufgabe 9.15. (4 Punkte)

Es sei (M, A, 1) ein o-endlicher Mafiraum. Zeige, dass fiir jedes » € R die
Abbildung

M xR — M xR, (z,t) — (z,t + 1),

maftreu ist.

Aufgabe 9.16. (4 Punkte)

Bestimme das Volumen des Subgraphen zur linearen Funktion
f: R — R, (z,y) — cx + dy,
(mit ¢,d € Ry) iiber dem Einheitsquadrat [0, 1] x [0, 1].

Aufgabe 9.17. (6 Punkte)
Wir betrachten die Funktion

f:]0,71] — R, t — sint.

Fiir welches a € [0, 1] ist die Tschebyschow-Abschétzung fiir diese Funktion
am besten? Bestimme a numerisch bis auf 5 Nachkommastellen.
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10. VORLESUNG - KONVERGENZSATZE

10.1. Ausschopfungseigenschaften.

Die folgenden Rechenregeln fiir Integrale beruhen auf dem Ausschépfungs-
satz fiir Mafle. Man kann den Subgraphen sowohl dadurch ausschopfen, dass
man die Grundmenge ausschopft, als auch dadurch, dass man die Funktion
ausschopft, also durch andere Funktionen approximiert.

Lemma 10.1. Es sei (M, A, ) ein o-endlicher Mafiraum und sei M =
WHic; M; eine abzihlbare Zerlegung in messbare Teilmengen. Dann gilt fiir
eine integrierbare messbare numerische Funktion die Beziehung

| s - Z(/Mfdu).

icl

Beweis. Die beiden Subgraphen zum positiven und zum negativen Teil, also

S(fy) und S(f-), haben endliches Maf}; und es gilt
S(f+) = Lﬂs(f-l-?Mi)

iel
und

iel
Daher folgt die Aussage fiir die beiden Teile direkt aus der o-Additivitat des
Mafles 11 @ A'. Daraus folgt die Aussage fiir f aus dem groBen Umordnungs-
satz. |

Satz 10.2. Es sei (M, A, ) ein o-endlicher Mafiraum und sei M,, n € N,
eine messbare Ausschopfung von M. Dann gilt fiir eine integrierbare messbare
numerische Funktion die Beziehung

o= (f, 1)

Beweis. Durch Betrachten von f, und f_ kann man annehmen, dass f
nichtnegativ ist. Dann schopfen die Subgraphen S(f, M,,) den Subgraphen
S(f, M) aus und die Aussage folgt aus Lemma 3.4. O

Den folgenden Satz nennt man Satz von der monotonen Konvergenz oder
Satz von Beppo Leuvi.
Satz 10.3. Es sei (M, A, u) ein o-endlicher Mafiraum und sei

fn: M — RZO

eine wachsende Folge von nichtnegativen messbaren numerischen Funktionen
mat der Grenzfunktion f. Dann gilt

/ fdu = lim frndpu.
M n—oo M
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Beweis. Zunéchst ist die Grenzfunktion nach Korollar 8.8 wieder messbar, so
dass das Integral links wohldefiniert ist. Fiir die ,halboffenen“ Subgraphen
S°(fn) gilt die Beziehung S°(f,,) T S°(f). Daher ist nach Lemma 3.4

(k@A) (S(f) = lim (n®\)(S°(f.))

Wegen Lemma 9.6 ist dies die Behauptung. U
Korollar 10.4. Es sei (M, A, ) ein o-endlicher Mafraum und sei
f: M — Ezo

eine messbare nichtnegative numerische Funktion. Dann ist das Integral | vt
du gleich dem Supremum der Integrale zu allen einfachen Funktionen s <

f.
Beweis. Dies folgt aus Lemma 8.11 und aus Satz 10.3. U

Hierbei ist wichtig, dass man beliebige einfache Funktionen und nicht nur,
wie beim Riemann-Integral, die Treppenfunktionen zur Verfiigung hat.

10.2. Lebesgue-Integral und Riemann-Integral.

Satz 10.5. Es sei
f: I=[ab—R
eine messbare Riemann-integrierbare Funktion. Dann gilt

/Ifd/\l = /abf(x)dx.

Beweis. Wir nehmen an, dass f nichtnegativ ist. Es seien
s,t: [ =Ja,b] — R

eine obere bzw. eine untere Treppenfunktion, wobei wir die untere Treppen-
funktion ebenfalls als nichtnegativ annehmen koénnen. Dann gilt aufgrund
der Monotonie des Mafles die Beziehung

/sd)\l < /fd)\1 < /td/\l.
I I I

Die beiden Subgraphen zu den Treppenfunktionen s und ¢ sind dabei jeweils
eine endliche disjunkte Vereinigung von (halboffenen) Rechtecken. Daher sind
die beiden dufleren Integrale aufgrund der Definition des Produktmafles gleich
dem Treppenintegral. Somit ist das Integral | . fdA! Kleiner/gleich jeder
Obersumme und grofer /gleich jeder Untersumme von f. Diese Abschétzun-
gen gelten dann auch fiir das Infimum der Obersummen bzw. das Supremum
der Untersummen. Da diese aufgrund der Riemann-Integrierbarkeit {iber-
einsimmen, muss das mafltheoretische Integral gleich dem Riemann-Integral
sein. U
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Diese Animation zeigt, wie der Flidcheninhalt unter dem Graphen mit
(dquidistanten) Treppenfunktionen (Riemann-Integral) und mit einfachen
Funktionen (Lebesgue-Integral) approximiert wird.

Auf die Voraussetzung, dass die Riemann-integrierbare Funktion messbar ist,
kann man dabei nicht verzichten.

10.3. Linearitiat des Integrals.

Satz 10.6. Es sei (M, A, ) ein o-endlicher MafSraum. Es seien f,g inte-
grierbare messbare reellwertige Funktionen auf M und a,b € R. Dann ist
auch af + bg integrierbar, und es gilt

/M(aerbg)du—a/Mfdu+b/Mgdu.

Beweis. Durch Betrachten des positiven und des negativen Teils kann man
die Behauptung auf den Fall von nichtnegativen Funktionen und nichtne-
gativen Zahlen zuriickfithren. Wir behandeln die Additivitdt und die Ver-
traglichkeit mit der Skalarmultiplikation getrennt. Nach Lemma 8.11 gibt
es wachsende Folgen f,, bzw. g, von messbaren einfachen Funktionen, die
punktweise gegen f bzw. g konvergieren. Dann konvergiert auch f, + g,
wachsend und punktweise gegen f + g. Zwei einfache Funktionen o und S
konnen wir beziiglich einer geeigneten (endlichen) Zerlegung C;, i € I, von
Malsa = ), a;-ec,und B = > ., b;i-ec, schreiben. Damit gilt (bei o, 3
messbar)

/M(OﬁLﬁ)dM = /M(Z(amei)-eCJ dp

iel

= > (ai+b)p(Cy)

el
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= @) + > biu(Cy)

icl icl
= Zai-eci d/JJ—i—/ (ZbZ(ECZ) d/i
/M (z’e[ ) M\ jer
= / ad,u+/ Bdu
M M

und die Vertraglichkeit mit der Summe gilt fiir einfache Funktionen. Nach

dem Satz von der monotonen Konvergenz und Lemma 6.1 (Analysis (Osna-
briick 2021-2023)) gilt

/M<f+g>dM - JL@O(A(fn+gn)du)
=t (f s [ i)
= lim ( /M fn du) + lim, </Mg" du>

= /Mfdu—i—/Mgd,u.

Der Beweis fiir die skalare Multiplikation verlduft dhnlich, siehe Aufgabe 9.5.
O

10.4. Weitere Konvergenzsitze.

Wir erinnern daran, dass ein Haufungspunkt einer Folge in einem metrischen
Raum ein Punkt mit der Eigenschaft ist, dass es in jeder e-Umgebung des
Punktes unendlich viele Folgenglieder gibt.

Definition 10.7. Es sei (z,,),y eine Folge reeller Zahlen und es sei H die
Menge der Haufungspunkte dieser Folge. Dann setzt man

liminf ((2,),oy) = inf (H)

neN
und

limsup ((zn),cy) = sup (H)
und nennt diese Zahlen den Limes inferior bzw. den Limes superior der

Folge. (Wenn es keinen Haufungspunkt gibt, so ist dies als co bzw. als —oo
zu interpretieren).

Nach Aufgabe 33.27 (Analysis (Osnabriick 2021-2023)) ist die Menge der
Haufungspunkte einer Folge abgeschlossen und insbesondere messbar. Fiir
eine Folge von numerischen Funktionen wird der Limes inferior und der Li-
mes superior punktweise definiert. Fiir messbare Funktionenfolgen sind dies
wieder messbare Funktionen, siche Aufgabe 10.9.

Die folgende Aussage heifit Lemma von Fatou.
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Satz 10.8. Es sei (M, A, u) ein o-endlicher Mafiraum und es sei
fni M — RZO

eine Folge von nichtnegativen messbaren numerischen Funktionen. Dann gilt

/M liminf (f,)dp < liminf ( /M A du>.

Beweis. Die Funktionen f = liminf (f,) und h,, = inf (f,,, m > n) sind nach
Aufgabe 10.9 bzw. Lemma 8.4 messbar, und die Folge h,, konvergiert nach
Aufgabe 10.8 wachsend gegen f. Wir konnen den Satz von der monotonen
Konvergenz anwenden und erhalten

[ o=t ()

Fiir jedes k£ € N ist wegen

/MWS/MW
M M

fiir alle m > k und damit

/ hi dpp < liminf, > (/ fn du) = liminf,>¢ (/ fn d,u>,
M M M

wobei die Gleichheit rechts darauf beruht, dass Haufungspunkte nicht von
endlich vielen Folgengliedern abhéngen. Dies ergibt insgesamt die Behaup-
tung. U

fir alle m > k auch

Wir kommen zum Satz von der majorisierten Konvergenz, der auch Satz von
Lebesgue heifit.

Satz 10.9. Es sei (M, A, u) ein o-endlicher Mafraum und es sei
fo: M — R

eine punktweise konvergente Folge von messbaren Funktionen. Es gebe eine
messbare integrierbare Funktion

h: M—)RZO

mit |fo(z)] < h(x) fir alle n € N und alle x € M. Dann ist auch die
Grenzfunktion f = lim,_,. f. integrierbar, und es gilt

/fdu: lim/ frndp.
M n—oo M

Beweis. Die Majorante h sichert nach Lemma 9.5, dass die f, integrierbar
sind; da diese Abschétzung auch fiir die Grenzfunktion gilt, ist diese ebenfalls
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integrierbar. Wir wenden das Lemma von Fatou auf die beiden nichtnega-
tiven Funktionenfolgen (h + f,),cy und (h — f5), oy an und erhalten unter
Verwendung der Linearitéit einerseits

/Mhdqu/Mfdu = /M(thf)du
< liminf (/M(mfn)dM)
= liminf (/Mhd,u—I—/and,u)

= / hdp + lim inf </ fndu)
M M
und andererseits

[ wan= [ rau = [ = pan
< liminf (/M(h—fn)du)
— liminf (/Mhdu—/andu)

= / hdp — lim sup (/ fndu>.
M M
Zusammenfassend ergibt sich

/Mfd,u < liminf (/and,u>
< s ([ 1)
< /Mfdw

Daher stimmt der Limes inferior von | 17 Jn dpp mit dem Limes superior davon
iiberein und somit ist dies nach Aufgabe 10.4 gleich dem Limes von [, f,, dj.

10. ARBEITSBLATT

10.1. Aufwirmaufgaben.

Aufgabe 10.1. Es sei M ein Messraum mit einer Ausschopfung M, T M
und sei

fon: M — R

eine wachsende Folge von nichtnegativen messbaren Funktionen mit der
Grenzfunktion

f: M —R.
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Zeige, dass S°(M,; f,) eine Ausschopfung von S°(M; f) ist.

Aufgabe 10.2. Wir betrachten die Funktionenfolge
fn: R— R
mit f, =1— % (n € N). Es sei f die Grenzfunktion. Zeige die Beziehung

U S(fa) = S(H\ Ty

neNL

Aufgabe 10.3.*
Es seien (M, A, p) und (N, B, v) zwei endliche Mafiriume und es seien
f: M —R

und

g: N—R

integrierbare Funktionen. Zeige

t@Nu+mw®u=wmlaﬂ@ww+MMwAﬂwww

Aufgabe 10.4. Es sci (), cine Folge in R. Zeige, dass die Folge genau
dann konvergiert, wenn

liminf ((2,),cy) = lmsup ((zn),cy)-

Aufgabe 10.5.*
Es sei (1,),,cy eine beschrénkte reelle Folge,
T R—R

eine stetige Abbildung und y, = f(z,) die Bildfolge. Es sei H die Menge
der Haufungspunkte von (z,), .y und G die Menge der Haufungspunkte von

(yn>neN'
a) Zeige f(H) C G.
b) Zeige
f(imsup ((z4),en)) < limsup ((Yn),en)-

c) Zeige, dass die Abschéatzung aus Teil b) echt sein kann.
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Aufgabe 10.6. Es sei f, : [1, +oo[— Rxy, fiir n € Z,, die Funktionenfolge

L falls z € [n, +00],
fn(x) — ) n? [ [
0, anderfalls .

Berechnen Sie
lim f, und lim frnd\!.

n—-+00 n—-+4o0o [1 +oo]

Aufgabe 10.7. Es sei f, : [0, +00[— Rxy, fir n € Z,, die Funktionenfolge

_exp(—n)
fnlz) = r4+n
Berechnen Sie
li li 1
i poond T f Sl

Aufgabe 10.8. Es sei (,,), .y eine Folge in R und sei
Yn = inf (zy, k > n).
a) Zeige, dass die Folge (y,),cy Wachsend ist.

b) Zeige, dass die Folge (y,),cy gegen lim inf ((xn)neN) punktweise konver-
giert.

Aufgabe 10.9. Es sei (M, .A) ein Messraum und sei
fo: M — R
eine Folge von messbaren Funktionen. Zeige, dass dann auch die Funktionen
liminf ((fu)pen): M — R, 2 — liminf ((fo(2)),ex),

und
limsup ((fa)pen): M — R, 2 — limsup ((f(2)),cn),
messbar sind.

Aufgabe 10.10. Es sei (M, A, ) ein o-endlicher Mafiraum und sei
fn: M — EZO

(n € N) eine Folge von nichtnegativen messbaren numerischen Funktionen.

Zeige, dass
fymm =3,

gilt.
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Aufgabe 10.11. Berechnen Sie

+oo /2
Z/ (1 — \/sim;)ncosxdx.
n=0 0

Aufgabe 10.12. Unter einer Quader-Treppenfunktion verstehen wir eine
Abbildung

t: [a,b1] x - X [ag,bq) — R,
fiir die es Intervallunterteilungen

ar =cpp<cp <...<Cinmy :bl,...,ad:cdo < cgr < .. < Cgpy :bd,
derart gibt, dass
t|[01j1 JC1 g +1] XX [Cdjd7 Cd.jd""l]

konstant ist. Das zugehorige Integral nennen wir Treppenintegral.
Es sei

fi [al,bl] X -+ X [ad,bd] — R
eine stetige Funktion. Zeige, dass das Supremum der Treppenintegrale zu
unteren Treppenfunktionen von f gleich dem Infimum der Treppenintegrale

zu oberen Treppenfunktionen von f ist, und somit auch gleich dem Lebesgue-
Integral.

10.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 10.13. (3 Punkte)
Man gebe ein Beispiel einer integrierbaren Funktion
fi R— R,

fiir die das Integral nicht das Supremum iiber alle Treppenintegrale zu unte-
ren Treppenfunktionen ist.

Aufgabe 10.14. (5 (2+3) Punkte)
Wir betrachten die Funktion
f:[0,1] —[0,1], z — 22
Berechne fiir n = 1,2,...,5 das Supremum der Integrale zu den folgenden

einfachen Funktionen.

a) Die Funktionen g < f, die auf den n Teilintervallen [£, B[ (mit k =

0,...,n — 1) konstant sind.

b) Die Funktionen h < f, die nur die Werte % annehmen.
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Aufgabe 10.15. (4 Punkte)
Bestimme fiir die Funktionenfolge
fo: [0,1] — R, x — f,(z) = 2",

die zugehorigen Integrale, den Grenzwert der Integrale, die Grenzfunktion
und das Integral der Grenzfunktion.

Aufgabe 10.16. (4 Punkte)

Bestimme die Haufungspunkte der Folge x,, = sin (n%) Was ist der Limes
inferior, was der Limes superior?

Aufgabe 10.17. (8 Punkte)

Bestimme den Limes inferior und den Limes superior der Funktionenfolge
fn(x) = sin(nzx) auf [0, 7).

Aufgabe 10.18. (4 Punkte)

Zeige, dass der Satz von der majorisierten Konvergenz ohne die Vorausset-
zung iiber die Existenz einer Majorante h > |f,| nicht gilt.

Aufgabe 10.19. (3 Punkte)
Es sei |a, b] ein (eventuell unbeschrianktes) Intervall und es sei
fi]a,b)[— R
eine nichtnegative stetige Funktion. Zeige, dass das uneigentliche Integral

fab f(t)dt gleich dem Lebesgue-Integral f]a o [ A (also gleich dem Flichenin-
halt des Subgraphen) ist.

11. VORLESUNG - CAVALIERI-PRINZIP

11.1. Parameterabhingige Integrale.

Wie diskutieren nun, wie Integrale von einem Parameter abhéngen, der sich
in einem metrischen Raum bewegt. Dazu muss man in erster Linie das Ver-
halten beziiglich einer Folge verstehen, so dass man die Ergebnisse der letzten
Vorlesung anwenden kann. Der folgende Stetigkeitssatz ist eine weitreichende
Verallgemeinerung von Satz 58.2 (Analysis (Osnabriick 2021-2023)).

Es sei (M, A, 1) ein Mafiraum, E ein metrischer Raum und
f: ExM — R, (t,z) — f(t,),
eine Funktion. Dann gibt es einerseits zu jedem x € M die Funktion
f(=2): BE— Rt fo(t) = f(t,2),
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die man auf Stetigkeit untersuchen kann, und andererseits fiir jeden , Para-
meter” ¢ € F die Funktion

ft,=): M — R, z+— fi(z) = f(t,z)

und dazu (im Falle der Integrierbarkeit) das Integral [,, f; du. Wir interes-
sieren uns fiir die Abhéngigkeit von diesem Integral vom Parameter ¢t € E.
Um deutlich zu machen, dass iiber x € M

(nicht iiber ¢ € E) integriert wird, schreiben wir manchmal [, f; du(z) oder
[y [(t, @) du(z), wobei x die Variable zu M bezeichnet.

Satz 11.1. Es sei (M, A, ) ein o-endlicher Mafiraum, E ein metrischer
Raum, ty € E und

f: ExM—R, (t,r) — f(t,2),
eine Funktion, die die folgenden Eigenschaften erfiille.

(1) Fir allet € FE ist die Funktion x +— f(t,z) messbar.
(2) Fiir alle x € M ist die Funktion t — f(t,z) stetig in t,.
(3) Es gibt eine nichinegative messbare integrierbare Funktion

h: M — R
mit
|f(t,x)| < h(z)
fur allet € E und alle x € M.

Dann ist die Funktion
o: E— R, t— p(t) /fta:du

wohldefiniert und stetig in tg.

Beweis. Die Integrierbarkeit der einzelnen Funktionen z +— f(t,x) folgt aus
Lemma 9.5. Wir miissen die Stetigkeit der Funktion

tHw@=Aﬁ@@W@

in ty zeigen. Wir wenden das Folgenkriterium fiir die Stetigkeit an,
sei also (sp),cy eine Folge in E, die gegen ¢, konvergiert. Wir setzen
falz) = f(sn, ). Aufgrund der zweiten Voraussetzung konvergiert die Folge
(fn(2)),en fiir jedes x € M gegen f(to,x). Daher konvergiert die Funktio-
nenfolge (fn),cy Punktweise gegen f(to, —). Wegen der dritten Bedingung
kann man den Satz von der majorisierten Konvergenz anwenden und erhéalt

hmﬂwzhmﬂﬁmwmdzﬂﬂm@wwzw%)

n—oo n—oo
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Satz 11.2. Es sei (M, A, u) ein o-endlicher MafSraum, I ein nichtleeres
offenes Intervall und
f:IxM—R, (t,z) — f(t, x),
eine Funktion, die die folgenden Eigenschaften erfiille.

(1) Fir allet € I ist die Funktion x — f(t,x) integrierbar.
(2) Fiir alle x € M ist die Funktion t — f(t,z) (stetig) differenzierbar.
(3) Es gibt eine nichtnegative messbare integrierbare Funktion

h: M — R
mat
|f'(t,2)] < h(z)
fiir allet € I und alle x € M.

Dann ist die Funktion
o IRt olt) = [ f(t.)du(o)
M

(stetig) differenzierbar in t, die Zuordnung x w— f'(t,x) ist integrierbar und
es qilt die Formel
~ [ rta)duta)
M

Beweis. Der Differenzenquotient fiir ¢ in einem Punkt ¢ € [ und s # ¢ ist
o(s) = o(t) _ Ju f(s,2) dp(@) = [y f(8,2) dp(z)
s—1 s—1
Wir miissen fiir jede Folge (s,), oy in / mit s, # ¢, die gegen ¢ konvergiert,
zeigen, dass die zugehorige Folge der Differenzenquotienten konvergiert. Nach

dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung gibt es (fiir jedes z € M und
jedes n) ein ¢ € [ mit

f(Sn,ZL‘) B f(t,l‘)

Sy — 1t

= [f(c.;2)] < h(z).

Da h integrierbar ist, ist auch fiir jedes n € N der Differenzenquotient als
Funktion in  nach Lemma 9.5 integrierbar. Dann ist unter Verwendung der
Linearitéit des Integrals und des Satzes von der majorisierten Konvergenz

i duflon) )=y ) ot
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= [ Ft)duta).
M
Die stetige Differenzierbarkeit folgt aus Satz 11.1. U

Korollar 11.3. Es sei (M, A, p) ein o-endlicher Mafraum, U C R™ offen
und

fiUxM—R

eine Funktion, die die folgenden Eigenschaften erfiille.
(1) Fir jedes z € U ist die Funktion
M — R, z+— f(z,x),

integrierbar.
(2) Fir jedes x € M ist die Funktion

U—R, z+— f(z,2),

stetig differenzierbar.
(3) Es gibt eine nichtnegative integrierbare Funktion

h: M — R

mit

-l < ba)
fur alle z € U, allex € M und allei = 1,...,n.

Dann ist die Funktion

wU—mwa@a@mmwm,

stetig differenzierbar und es gilt fir jedes ¢ = 1,...,n die Formel
oy of
= — d .
azi(z) /Jwazi(’z?x) ILL($)

Beweis. Dies folgt aus Satz 11.2, indem man zu ¢ € {1,...,n} und P € U
die lineare Kurve

v: I — U, t — P+ tey,
vorschaltet und f o (¢ x Id,s) betrachtet. O

11.2. Das Cavalieri-Prinzip.
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Bonaventura Cavalieri (1598-1647)

Es seien (M, A, u) und (N, B, v) o-endliche Mafiraume und 7" C M x N eine
messbare Teilmenge. Fiir jeden Punkt x € M ist
T(r) ={yeN|(x,y) €T}
Wir erinnern an Lemma 4.10, nachdem diese Mengen messbar sind. In wel-
cher Beziehung steht (u ® v)(T') zur Funktion
M —R, z+— v(T(x))?

Bei N = R und wenn T der Subgraph zu einer nichtnegativen messbaren
Funktion f ist, so ist A'(T'(x)) = f(z) und nach der Definition des Integrals
gilt

(1 ® N)(T) = /M f(x)dp = /M A(T(x)) dp

Der Satz von Cavalieri besagt, dass die Gleichheit zwischen links und rechts
fiir beliebige messbare Teilmengen T gilt. Um diesen Satz iiberhaupt for-
mulieren zu konnen, miissen wir zunéchst sicherstellen, dass die Funktion
x +— v(T'(z)) messbar ist.

Lemma 11.4. Es seien (M, A, n) und (N, B,v) o-endliche Maf$rdume und
sei T C M x N eine messbare Teilmenge. Dann sind die Funktionen

M — R, z — v(T(2)),
und

N — R, y+— u(T(y)),

messbar.

Beweis. Wir zeigen die Messbarkeit der ersten Funktion z +— v(T'(x)). Dabei
reduzieren wir zuerst auf die Situation in der das Mafl v auf N endlich ist.
Nach Voraussetzung gibt es eine abzédhlbare messbare Ausschopfung N, T N
mit v(N,) < oo. Wir setzen 17,, = TN (M x N,,). Dann ist T,, 1 T und
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damit auch T, (z) 1 T'(x) fiir jedes x € M. Wenn wir fir jedes n € N die
Messbarkeit von x — v(T,(z)) gezeigt haben, so folgt sie wegen Lemma 8.4
auch fiir x — v(T'(x)) = lim, oo (T, (x)). Wir kénnen also annehmen, dass
v(N) < oo ist.

Wir wollen zeigen, dass fiir jedes T C M x N die Funktion z — v(7T(x))
messbar ist. Wie setzen

D = {T € A® B | Die Funktion z — v(7T(x)) ist messbar}

und miissen zeigen, dass dies die gesamte Produkt-o-Algebra ist. Zunéchst
gehoren die messbaren Quader A x B zu D. Es ist ja

B, fallsz € A
() sonst ,

(A x B)(x) = {

und damit ist
v(T(z)) = v(B) - ea(z)

messbar. Wir zeigen, dass D ein Dynkin-System ist. Esist M x N € D. Seien
S C T Teilmengen, die zu D gehoren. Dann ist (7'\.S)(z) = T'(x)\.S(z) und
v(T'\ S)(z)) = v(T(z)) — v(S(x)) ist nach Lemma 8.3 messbar. Fiir eine
disjunkte abzéhlbare Vereinigung 7" = ¢, T; ist T'(x) = #,c; Ti(x). Wenn
T; € D fir alle i € [ ist, so ist die Funktion z — v(T'(z)) = >, v(Ti(z))
nach Korollar 8.8 wieder messbar. Damit ist insgesamt D ein Dynkin-System,
das das durchschnittsstabile Erzeugendensystem aller Quader fiir die o-
Algebra A ® B enthélt. Deshalb ist D = A ® B nach Lemma 1.13. O

Wir werden im Folgenden die Notation [, f(x) du(x) verwenden, die betont,
dass die Funktion f von x € M abhéngt. Dies ist insbesondere dann sinnvoll,
wenn es um einen Produktraum M x N geht und Verwechslungen méglich
sind.

Satz 11.5. Es seien (M, A, u) und (N,B,v) o-endliche MafSriume. Dann
gilt fiir alle messbaren Teilmengen T'" C M x N die Beziehung

o) = [ vr@)dua) = [ pr) i)

N
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Beweis. Wir zeigen zuerst, dass die Zuordnung
A®B — R, T»—>/ x)) du(x),

ein MaB auf der Produkt-o-Algebra ist. Es sei dazu T' = 4, T; eine abzéhl-
bare Zerlegung in paarweise disjunkte messbare Teilmengen. Nach Aufgabe

10.10 ist /MV(T(:C))dM ] / <<UT> I)

el

- /V<+T )du
-/ X;v<n<m>>du
= Z/ ) dp,

so dass die o-Additivitat erfiillt ist. Fiir einen Quader A x B ist

[ wtas B@yan = [ B)de = w(a)-v(B)

Aufgrund des Eindeutigkeitssatzes fiir das Produktmafl muss daher das durch
das Integral definierte Mafl mit dem Produktmaf iibereinstimmen. O
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11. ARBEITSBLATT

11.1. Aufwirmaufgaben.

Aufgabe 11.1. Es sei
f(z,y) = 2* —yx* + Tsiny.

Berechne die Integrale zum Parameter y € [0, 7] iiber z € [0, 1] und zum Pa-
rameter x € [0, 1] iiber y € [0, 7]. Bestimme jeweils die extremalen Integrale.

Mit Aufgabe 10.19 ist jetzt die folgende Aufgabe einfach zu l6sen.

Aufgabe 11.2.*

Es sei
f:1]0,1] — [0, 00
eine stetige, streng fallende, bijektive Funktion mit der ebenfalls stetigen
Umkehrfunktion
ft: [0, 00[ — 10, 1].
Es sei vorausgesetzt, dass das uneigentliche Integral fol f(t) dt existiert. Zeige,

dass dann auch das uneigentliche Integral fooo [~ Yy) dy existiert und dass der
Wert dieser beiden Integrale iibereinstimmt.

Zur folgenden Aufgabe vergleiche Aufgabe 12.22 (Analysis (Osnabriick 2021-
2023)) und Beispiel 35.5 (Analysis (Osnabriick 2021-2023)).

Aufgabe 11.3. Es sei

B {%mem}um},

(mit der von R induzierten Metrik) und es seien (n € N,)
g, fn: M —R

messbare Funktionen auf einem o-endlichen Maffiraum M. Wir betrachten
die Funktion
fi ExXM—R

mit )

f(ﬁ,x) = ful(z)
und

f(0,2) = g(x).

Diskutiere den Satz von der majorisierten Konvergenz und Satz 11.1 in dieser
Situation.
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Aufgabe 11.4.*

Es sei (M, A, ) ein endlicher Mafiraum und A;, ¢ € R, eine Familie von
messbaren Mengen mit den zugehorigen Indikatorfunktionen e,,. Wir be-
trachten die Abbildung

f: Rx M —R, (t,x) — f(t,z) =eq,(z).
Zeige, dass die Abbildung

©: R—>R,tr—>go(t):/Mf(t,x)du(x),

nicht stetig sein muss. Welche Voraussetzungen aus Satz 11.1 sind erfiillt,
welche nicht?

Aufgabe 11.5. Beweise Satz 58.2 (Analysis (Osnabriick 2021-2023)), Satz
58.3 (Analysis (Osnabriick 2021-2023)) und Korollar 58.4 (Analysis (Osna-
briick 2021-2023)) aus Satz 11.1, Satz 11.2 und Korollar 11.3.

Aufgabe 11.6. Formuliere Satz 11.1, Satz 11.2 und Korollar 11.3 fiir die
Situation, wo der Mafiraum M die natiirlichen Zahlen N mit dem Z&hlmaf
sind.

Aufgabe 11.7. Es seien h: [a,b] — R und ¢: [¢,d] — R differenzierbare
Funktionen. Bestétige Satz 11.2 fiir

a) f(x,y) = g(x) + h(y),
b) f(x,y) = g(x) - h(y).

Aufgabe 11.8. Zeige, dass die dritte Bedingung in Korollar 11.3 dquivalent
zur Existenz von nichtnegativen, integrierbaren Funktionen

mit 5

ool < b
ist.
Aufgabe 11.9. Es sei

fTR—R
definiert durch
400 1 p
= ———dt.
/(@) /_Oo 222 + 1

Untersuchen Sie f auf Stetigkeit und Differenzierbarkeit. Falls f differenzier-
bar ist, was ist die Ableitung?
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Aufgabe 11.10. Wir interpretieren eine Potenzreihe ) . c,2" als eine

Funktion auf U(0,7) x N, wobei der offene Ball £ = U(0,r) C C mit der
induzierten Metrik und N mit dem Z&hlmafl versehen sei. Welche Eigenschaf-
ten von Satz 11.1 und von (einer komplexen Version von) Satz 11.2 sind (in
Abhéngigkeit von r) erfiillt? Wie kann man daraus Korollar 16.9 (Analy-
sis (Osnabriick 2021-2023)) und Satz 20.9 (Analysis (Osnabriick 2021-2023))
erhalten?

Aufgabe 11.11. Begriinde die Additivitat des Integrals mit Hilfe von Satz
11.5.

Aufgabe 11.12. Diskutiere den Wikipediaartikel , Prinzip von Cavalieri®,
insbesondere in Hinblick auf die Formulierung;:

»Aus dem Prinzip von Cavalieri lasst sich herleiten, dass das Volumen eines
'hohengedehnten’ Korpers (bei gleichbleibender Grundfliche) proportional
zu seiner Hohe ist. Als Beispiel: Ein Korper, dessen Hohe auf diese Weise
verdoppelt wird, kann durch 2 gleiche Ausgangskorper konstruiert werden,
indem zuerst alle dquivalenten Schnittflichen zusammengelegt werden und
diese in der entsprechenden Reihenfolge des Ausgangskorpers aufgeschichtet
werden (beide Ausgangskorper werden quasi ineinandergeschoben) “. (Versi-
on vom 16. November 2015).

Aufgabe 11.13. Bestimme den Flacheninhalt eines Dreiecks mit dem Cava-
lieri-Prinzip.

Aufgabe 11.14.*

Die rechteckige Grundseite (Unterseite) eines Bootes (unter Wasser) habe die
Breite 2m und die Liange 10m, die (ebenfalls rechteckige) Deckseite (Ober-
seite) habe die Breite 3m und die Liange 12m, wobei die Seiten parallel zu-
einander seien und den Abstand 2m besitzen. Die vier iibrigen Seiten seien
ebene Verbindungen zwischen Ober- und Unterseite. Das Boot wiegt mit Be-
satzung, aber ohne Ladung 12.000kg. Der Tiefgang des Bootes soll maximal
1,5m betragen. Mit welcher Masse kann das Boot maximal beladen werden?

Aufgabe 11.15.*

Es sei Z der Zylinder um die xz-Achse und W der Zylinder um die z-Achse,
beide zum Radius 1. Bestimme das Volumen des Durchschnitts Z N W.
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Aufgabe 11.16. Es sei (M, A, u) ein o-endlicher Mafiraum und
hl, ho: M — RZO

messbare Funktionen. Zeige

/ hlhgd[,b :/ hgdﬂ@)\l,
M S(h1)

wobei hy in natiirlicher Weise als Funktion auf dem Subgraphen S(h;) zu hy
aufgefasst wird.

Aufgabe 11.17. Es sei T C R” eine messbare Teilmenge und es sei
¢: R" — R"!

eine surjektive lineare Abbildung derart, dass fiir alle z € R"! die Menge
T N~ '(x) abzihlbar sei. Zeige

AY(T) = 0.

11.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 11.18. (3 Punkte)
Es seien [a, b] und [c, d] kompakte Intervalle und es sei
fola, bl x e, d] — R, (x,y) — f(z,y),

eine stetige Funktion. Zeige mit Hilfe von Satz 11.1, dass auch die Funktion

d
b — R, / f(x,y) dy,

stetig ist.

Aufgabe 11.19. (4 Punkte)

Zeige, dass die Fakultétsfunktion Fak (z) beliebig oft differenzierbar ist mit
den Ableitungen

Fak™ (z) = / (Int)"t%e "t dt .
0

Aufgabe 11.20. (4 Punkte)

Berechne das Volumen des Kegels, dessen Spitze in (2, 3,5) liegt und dessen
Grundflidche die durch

{(z,y) e R* | 32* +2y* < 4}
gegebene Ellipse ist.
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Aufgabe 11.21. (6 Punkte)
Es sei i = o, A\? das Bildma8 unter der Multiplikation
0: R? — R, (z,y) —> 2.
Zeige, dass fiir jede Borelmenge 7" C R
1 _
) = {2 N0
gilt.

Aufgabe 11.22. (5 Punkte)

Es sei F' # 0 ein Polynom in n Variablen iiber R und es sei
T ={zeR"| F(x) =0}

die Nullstellenmenge des Polynoms. Zeige

AY(T) = 0.

12. VORLESUNG - SATZ VON FUBINI
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Korollar 12.1. Es sei (M, A, ) ein o-endlicher Mafraum und
vi: M — R"
eine messbare Abbildung. Dann ist die Abbildung
Yp: M XR" — M xR", (z,y) — (z,y + v(x)),
bijektiv und mafitreu.
Beweis. Die Abbildung ¢, ist messbar nach Lemma 4.11 und nach Lemma

8.3. Sie ist ferner bijektiv, die Umkehrabbildung ist ¢_,. Sei T" C M x N
messbar. Wir miissen

(L @X")T) = (u® ") (i, (T))
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zeigen. Fir x € M ist
(0, (D))(z) = {y €R" | (z,y) € 0, (T)} = {y €R" | (z,y +v(z)) € T}.

Aufgrund der Translationsinvarianz des Borel-Lebesgue-Mafles besitzt diese
Menge das gleiche Maf} wie

{y+v(x) eR" | (z,y+v(x) €T} = {z€R" | (x,2) €T} = T(x).

Aufgrund der Integrationsversion des Cavalieri-Prinzips gilt also
e N)T) = [ X(T@)duto)
M

= [ (" ) @) duo
— (ue ) (o (T)).

12.1. Einige Volumina.
Definition 12.2. Zu einer Teilmenge 7" C R x R>( nennt man
{(z,ycosa,ysina) € R | (z,y) € T, a € [0,27]}

die zugehorige Rotationsmenge (um die z-Achse).

Satz 12.3. Es sei
fZ [CL, b] — RZO7 t— f(t),

eine nichtnegative messbare Funktion und sei K C R3 der Rotationskérper
zum Subgraphen von f um die x-Achse. Dann besitzt K das Volumen

N(K) = 7 / [FOP A = 7 / (f(t))? dt.

wobei fiir die zweite Formel f als stetig vorausgesetzt sei.
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Beweis. Nach dem Cavalieri-Prinzip und nach der Formel fiir den Flichen-
inhalt des Kreises ist

(A @ X)(K) = /[ VK@D = = /[ RUOREC)

Fiir stetiges f ist dies nach Satz 10.5 gleich

b
w [ 2.
O
Den Oberfldcheninhalt eines Rotationskérpers zu einer (differenzierbaren)
Funktion werden wir in in der Differentialgeomertrie . berechnen.

Beispiel 12.4. Wir wollen das Volumen einer n-dimensionalen abgeschlos-
senen Kugel vom Radius r berechnen, also von

Bu(r) = {z e R" | |[z]| <r}.

Wegen Satz 7.2 gilt dabei A*(B,(r)) = r"A"(B,(1)), d.h. es geht im We-
sentlichen darum, das Volumen der Einheitskugel auszurechnen.

Thr Volumen bezeichnen wir mit 5, = A"(B,(1)). Zur Berechnung gehen wir
induktiv vor (es ist §; = 2). Wir betrachten

B, C R" ! xR.

Fiir jedes fixierte h, —1 < h < 1, kann man den Querschnitt als

Bn(h) = {(;Ul, , Tp— 1 e R"™ ! ‘ (l’l,.. ,Q?nfl,h> S Bn}
= {(:r;l, Tno1) ER™H| 22 + -+mi_1—|—h2§1}
= {(xl, Tno1) €ER™H| 2%+ -+$i_1§1—h2}

- n_l(o, m)

schreiben, d.h. als eine (n — 1)-dimensionale Kugel vom Radius /1 — hZ.
Aufgrund des Cavalieri-Prinzips ist daher

Bn = A"(Bn(1))
= (AT e A)(Ba(1))
_ / XH(B,H(\/W)) )]
-1,

:/ (M)n_lA”—l(Bn_l(l))dAl
11

-1

— A”‘l(Bn_l(l))-/[ (m)” X!
1 —

1,1]

— B, /[_1 u <\/7h2) "
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Dabei kénnen wir das Integral rechts wegen Satz 10.5 und Korollar 24.7
(Analysis (Osnabriick 2021-2023)) iiber Stammfunktionen ausrechnen. Die
Substitution
h = sint

liefert . i .

n—1 2 2

/ (Vi=#2)" dn = / cos™ tdt = 2/ sin" t dt.
—1 -3 0

Im Beweis zu Korollar 25.4 (Analysis (Osnabriick 2021-2023)) wurden diese
Integrale berechnet; mit a,, = ff sin" t dt gilt

{%-%beingerade > 2,
ay, =

(n—1)(n—3)---4-2

(n-2)-53 bei n ungerade .

Mit diesen Formeln und der Rekursionsvorschrift 5, = 205,_1a, kann man
schliellich mit Hilfe der Fakultatsfunktion das Kugelvolumen als
T

n/2
o = ok (n/2)
schreiben. Diese Formel ergibt sich durch Induktion aus Satz 32.3 (Analysis
(Osnabriick 2021-2023)), siehe Aufgabe 12.20.

Speziell ergibt sich fiir die Fliche des Einheitskreises der Wert , fiir das Vo-
lumen der Einheitskugel der Wert %7? und fiir das vierdimensionale Volumen

der vierdimensionalen Standardkugel der Wert %2

Definition 12.5. Essei B C R” = R*"x0 und P € R"*! ein Punkt. Dann
nennt man die Menge

Kg ={P+t(Q—-P)|Qe B, tel0,1]}
den Kegel zur Basis B mit der Spitze P.

Satz 12.6. Es sei B C R" messbar, P € R""' ein Punkt und Kg der
zugehorige Kegel. Es sei h = P,y die letzte Koordinate von P. Dann ist
Kp ebenfalls messbar, und es gilt

n 1 n
NH(Kp) = X (B) - Jh].
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Beweis. Bei h = 0 liegt der gesamte Kegel in R™ und sein A\""'-Maf ist 0
nach Lemma 6.11, sei also h # 0. Der Durchschnitt von K = Kp mit der
durch x,.1 = t, t zwischen 0 und h, gegebenen Hyperebene ist

K@) = {(z1,...,2) | (x1,...,2,,t) € K}
= {(:cl,...,q:n)|(x1,...,:cn,t):P+

(h—1)
h

Wegen der Translationsinvarianz und Korollar 7.3 ist dessen Volumen gleich
|%|n A"(B). Nach dem Cavalieri-Prinzip ist also (mit s = h —t)

k|
AH(Kp) = (K (s)) ds

'|h1|
= \(B)- . —— |n|™!
(B) e n+1||
()nJr1 I

g

Beispiel 12.7. Wir stellen eine falsche Berechnung der Kugeloberfliche an,
die auf einem falsch interpretierten Cavalieri-Prinzip beruht. Wir betrachten
die obere Einheitshalbkugel. Zu jeder Hohe h € [0, 1] ist der Querschnitt der
Kugeloberfliche mit der durch z = h definierten Ebene eine Kreislinie mit
dem Radius /1 — h2. Der Kreisumfang eines solchen Kreises ist 2my/1 — h2.
Wir wollen die Oberfliche der oberen Halbkugel berechnen, indem wir diese
Umféange iiber die Hohe aufintegrieren. Fiir die Kugeloberfliche wiirde sich
dann (mit der Substitution A = sin s)

1
A = 2/ 27V 1 — h?dh
0
1
= 47T/ V1 —h%dh
0

2 2
= A4x cos” sds
0

1 L3
= 47T§(S + sin s cos s)|@

T
— on—
™

= 7T2.

Der wahre Wert ist aber mit 47 deutlich grofier.
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12.2. Der Satz von Fubini.
Es seien (M, A, i) und (N, B, v) o-endliche MaBrédume und sei
f: MxN—R

eine messbare Funktion. Der Satz von Fubini bringt das Integral
Jaron fd(p® v) mit dem Integral iiber M der Funktion

M—)R,x»—)/}vf(x,y)dl/(y),

in Verbindung. Er erlaubt es, Integrale iiber einem hoherdimensionalen Be-
reich auf eindimensionale Integrale zuriickzufithren. Sein Beweis beruht auf
dem Cavalieri-Prinzip, angewendet auf den Produktraum M x N x R, und ist
prinzipiell nicht schwierig. Allerdings muss man bei einigen Details (Nicht-
negativitdt, Undefiniertheitsstellen, Nullmengen) doch prézise sein, so dass
wir einige vorbereitende Lemmata anfiihren.

Eine Teilmenge Z C M eines Mafiraumes M heiit Nullmenge, wenn
wu(Z) = 0 ist. Beispielsweise ist jede abzahlbare Menge in R™ eine Nullmen-
ge. Manchmal verwendet man diesen Begriff auch fiir nicht notwendigerweise
messbare Teilmengen Z, fiir die es eine messbare Menge Z C 7’ gibt mit
u(Z') = 0. Fiir eine Eigenschaft FE, die fiir die Punkte eines Mafiraumes
erklart ist, sagt man, dass die Eigenschaft fast diberall gilt, wenn die Ausnah-
memenge

{r € M | E(x) gilt nicht}

eine Nullmenge ist. Insbesondere spricht man von fast tberall definierten
Funktionen. Da es bei Integralen nicht auf Nullmengen des Definitionsbe-
reiches ankommt, kann man héufig solche ,kleinen“ Undefiniertheitsstellen
ignorieren.

Lemma 12.8. Es seien (M, A, n) und (N, B,v) o-endliche Mafirdume und
sei

f: M xN— Ry
eine nichtnegative messbare Funktion. Dann gelten folgende Aussagen.
(1) Fiir jedes x € M st die Funktion
N — Rso, y — f(,9),
und fiir jedes y € N ist die Funktion
M — Rsg, 7 — f(z,9),

messbar.
(2) Die Funktion

N —> R, y— /Mf(a:,y) du(z),
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und die Funktion

M—@%m%AmMW%

sind messbar.
(3) Es gilt

/Mfodm@”) - /M(/Nf(w,y)dl/(y)) dyi(x)
= /]V(Af(x,y)du(x)) dv(y).

Beweis. (1) folgt direkt aus der Messbarkeit der Inklusionen
M — M x N, x — (x,y),
fir jedes y € N. (2) folgt aus Lemma 11.4 angewendet auf
S(f) € M x (N xR),
da (S(f))(x) der Subgraph von f(x,—) und [ f(z,—)dv = v@X(S(f)(x))
ist. (3). Nach Satz 11.5, angewendet auf das Produkt M x (N x R), ist
| rawey) = (meven)s)
MxN

= [ oSt dn

SAVREEDEE

Da man die Rollen von M und N vertauschen kann, ergibt sich auch die
andere Darstellung. U

Lemma 12.9. Es seien (M, A, n) und (N, B,v) o-endliche Maf$rdume und
set

f: MxN—R
eine messbare Funktion. Dann ist f genau dann integrierbar, wenn
[ ([ 15l o) duto) oer [ ([ 1560 dute)) avi
M \JN
endlich ist.
Beweis. Die Integrierbarkeit von f ist nach Lemma 9.5 dquivalent zur Inte-
grierbarkeit der Betragsfunktion, was die Endlichkeit von [, . |f| d(p® v)

bedeutet. Die Aussage folgt daher aus Lemma 12.8. O

Wir kommen nun zum Satz von Fubini.
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Satz 12.10. Es seien (M, A, p) und (N, B,v) o-endliche Maf$riume und sei
f: MxN—R

eine integrierbare Funktion. Dann sind die beiden Funktionen

M—)ﬁ,xtﬁ/}vf(x,y)dl/(y),

und
N Ry /M F () dp),

fast diberall reellwertig und fast tiberall integrierbar, und es gilt

/Mfod(M®u) = /M</Nf(x,y)dy(y)> dp(z)
= /N ( /M f(x,y)du(a:)) dv(y)

Beweis. Nach Voraussetzung und nach Lemma 12.9 ist die Funktion z —
[y |f(x,y)] dv(y) integrierbar. Dies bedeutet insbesondere, dass das Integral
Sy [f(z,y)] dv(y) fast iiberall einen endlichen Wert hat, dass es also eine
Nullmenge Z C M gibt mit [ |f(z,y)| dv(y) < oo fir « ¢ Z. Daher
sind nach Lemma 9.5 fiir # ¢ Z die Integrale [, f(x,y)dv(y) definiert und
endlich, und dies gilt ebenso fiir die positiven und negativen Teile f(x,y)
und f_(z,y).

Da sich Integrale nicht &ndern, wenn man im Integrationsgebiet eine Null-

menge wegliasst, und da Z x N eine Nullmenge in der Produktmenge ist,
kann man M durch M \ Z ersetzen. Wir schreiben

/MXNfd(M@)V) = /A4XN(f+_f_)d(“®V)

- / Nf+d(u®1/)—/MXNf—d(M®’/)

M x

und wenden auf die beiden Summanden Lemma 12.8 an, so dass dies gleich

- /M</Nf+(x,y)d1/(y)) du(x)—/M</Nf(x,y)dV(y)> du(x)
- [ ([ tetei) = £ ) dute

_ /M< zf(x,y)du(y)> dp(x)
ist. -
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12. ARBEITSBLATT

12.1. Aufwirmaufgaben.

Aufgabe 12.1. Bestimme das Volumen einer gleichseitigen Pyramide (eines
Tetraeders) mit Seitenlédnge 1.

Aufgabe 12.2. Bestimme das Volumen des Rotationskorpers, der entsteht,
wenn der Sinusbogen zwischen 0 und 7 um die z-Achse gedreht wird.

Aufgabe 12.3.*

Bestimme das Volumen des Rotationskorpers, der entsteht, wenn man den
Graphen der Funktion

f:[0,1] — Rsg, t —> t+Vt+ 1,

um die t-Achse rotieren lasst.

Aufgabe 12.4. Bestimme das Volumen des Korpers, der entsteht, wenn die
Standardparabel um die y-Achse gedreht wird und dies mit der Ebene zu
y = h ,gedeckelt* wird, in Abhéngigkeit von h > 0.

Aufgabe 12.5.*

Berechne das Volumen der Einheitskugel mit dem Cavalieri-Prinzip.

Aufgabe 12.6. Fasse die Einheitskugel als Rotationskorper auf und berech-
ne damit ihr Volumen.

Aufgabe 12.7. Beweise Satz 12.3 fiir stetige Funktionen f: [a,b] — Rxg
direkt {iber Treppenfunktionen und Uberpflasterungen des Rotationskorpers.

Aufgabe 12.8.*

Hauptling Winnetou méchte sich ein neues Tipi iiber einer quadratischen
Grundfliche von 3 x 3 Metern errichten. Er verwendet dafiir vier Stangen
mit einer Lange von 5 Metern, die in den Eckpunkten der Grundflache stehen
und sich in der Zeltspitze treffen sollen.

a) Wie viel Quadratmeter Biiffelhaut wird fiir das Zeltdach gebraucht?
b) Wie viel Kubikmeter Rauminhalt hat das neue Zelt?
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Aufgabe 12.9.*

Ein Eimer steht im Garten, gestern abend war er leer. Der Eimer ist 30 cm
hoch, er hat am Boden einen Durchmesser von 20 ¢cm und oben am Rand
einen Durchmesser von 25 cm. Uber Nacht hat es 5 cm geregnet. Wie hoch
ist der Wasserstand im Eimer am Morgen?

Aufgabe 12.10. Bestimme das Volumen des Korpers, der entsteht, wenn
man aus dem Einheitszylinder, dessen Grundfliache eine Einheitskreisscheibe
ist und der die Hohe 1 besitzt, den (offenen) Kegel herausnimmt, der den
oberen Zylinderdeckel als Grundfliche und den unteren Kreismittelpunkt als
Spitze besitzt.

Aufgabe 12.11. Es sei
f: [aab] —>R+7 $|—>f<$),

eine positive stetige Funktion (mit a < b aus R). Zeige, dass die Oberfléche
des zugehorigen Rotationskorpers, also die Menge

M = {(z, f(z)cosa, f(z)sina) | z € [a,b], a € [0, 27} C R?,

das Volumen 0 besitzt.

Aufgabe 12.12.*

Es sollen drei Kugeln mit Radius 1 straff in eine Folie eingepackt werden.
Berechne das Volumen des Gesamtpakets, wenn

a) die Kugeln linear und anliegend angeordnet werden,

b) die Kugeln als Dreieck anliegend angeordnet werden.

Aufgabe 12.13. Wo liegt der Fehler in Beispiel 12.77
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Fiir eine Teilmenge 7' C R™ haben wir bisher nur das n-dimensionale Vo-
lumen \*(T') zur Verfiigung. Viele ,niedrigerdimensionale“ Teilmengen wie
die Kugeloberfliche besitzen dabei das Volumen 0, denen man aber gerne
auch einen passenden ,niedrigerdimensionalen® Inhalt zuordnen mochte. Fiir
Kurven haben wir in Analysis II einen addquaten Langenbegriff entwickelt,
sieche Satz 38.6 (Analysis (Osnabriick 2021-2023)), fiir d-dimensionale abge-
schlossene Untermannigfaltigkeiten wird eine entsprechende Theorie in der
Differentialgeometrie entwickelt. Hier werden wir an einigen Beispielen die
Idee verfolgen, durch Verdickungen von 7" und einen geeigneten Limespro-
zess zu einem niedrigerdimensionalen Inhalt zu gelangen. Zu € > 0 nennen

wir
T(e) == | J U(Pe)
PeT
die e- Verdickung von T'.

Aufgabe 12.14. Wir betrachten die lineare Verbindungsstrecke S zwischen
zwei Punkten P, () € R", n > 2. Zeige, dass

A"(5(¢)
6n_lﬁn—l

fiir e — 0 gegen die Lénge von S konvergiert.

Aufgabe 12.15. Es sei
v: [a, 0] — R",
n > 2, eine stetig differenzierbare Kurve mit dem Bild S = v([a, b]). Zeige,

dass
A" (S(e))

€ L ﬁnfl

fiir e — 0 gegen die Kurvenlénge konvergiert.

Aufgabe 12.16. Die Ableitung des Flicheninhaltes 77? des Kreises mit Ra-
dius r ist 277, also der Umfang des Kreises. Die Ableitung des Volumens %m"?’

der Kugel mit Radius r ist 4772, also der Flicheninhalt der Kugeloberfléiche.
Es sei T'(r) € R” die Kugeloberfliche der allgemeinen Kugel B(r) € R".

(1) Zeige (fir 0 < e < r)
(T'(r))(e) = U(0,r+¢€)\ B(0,r —¢).
(2) Zeige, dass
A'((T'(r))(€))

2e
fiir ¢ — 0 gegen die Ableitung der Formel fiir die allgemeine n-

dimensionale Kugel mit Radius r konvergiert.

(3)
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12.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 12.17. (5 Punkte)

Es sei K die Kreisscheibe mit dem Mittelpunkt in (0, R) und dem Radius
0 < r < R. Berechne das Volumen des Rotationskorpers, der entsteht, wenn
sich K um die x-Achse dreht.

Aufgabe 12.18. (6 Punkte)

Es sei V' der Viertelkreis mit dem Mittelpunkt in (1, 0), dem Radius 1 und den
Eckpunkten (0,0) und (1, 1). Berechne das Volumen des ,runden Trichters®,
der entsteht, wenn man V' um die y-Achse dreht.

Aufgabe 12.19. (5 Punkte)

Es sei D das Dreieck mit den Eckpunkten (3,4), (5,5) und (4, 6). Bestimme
das Volumen des Rotationskorpers, der entsteht, wenn man D um die z-
Achse dreht.

Aufgabe 12.20. (2 Punkte)

Zeige
71'"/2
fn =
Fak (n/2)
durch Induktion iiber n unter Verwendung von Beispiel 12.4 und Satz 32.3
(Analysis (Osnabriick 2021-2023)).

13. VORLESUNG - FOLGERUNGEN
13.1. Folgerungen aus dem Satz von Fubini.

Beispiel 13.1. Wir wollen das Integral der Funktion
f: R — R, (2,y) — 2° — 2y + 2%,

tiber dem Rechteck @@ = [—2,1] x [0, 2] mit dem Satz von Fubini ausrechnen.
Dies fiihrt auf

2 1
/fdAQ = / (/ (xz—xy+2y3)dx)dy
Q 0 -2
? 1 3 1 2 3 1
= i 3%~ 5% y+2y°x ||, |dy

1 1

2
8
= =y 2 -+ 2+ 4P | d
/0(3 2y+y+3+y+y)y
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2 3
= / (3+—y+6y3) dy
0 2

_ 3 2 3 4 2
= (3y+4y +2y)\o
= 6+3+24

= 33.

Korollar 13.2. Es seien (M, A, p) und (N, B,v) o-endliche Mafrdume und
es seien f: M — R und g: N — R integrierbare Funktionen. Dann ist auch
die Funktion

fg: M x N —R, (z,y) — f(z)-g(y),

integrierbar und es gilt

/WNfgd e /fdu /gdu

Beweis. Wir nehmen zuerst f und ¢ als nichtnegativ an. Dann gilt nach Satz

| reden) - /(/(fg Iydvy))du
= [, ([ sosa) ae
= [ s f o artn) anis
= (/Ng(y Vy)-</Mfmdux))~

Fiir beliebige integrierbare Funktionen folgt daraus, angewendet auf die Be-
tragsfunktionen, zunéchst die Integrierbarkeit des Produkts und daraus mit
derselben Rechnung die Formel. O
13.2. Dichten.

Die bisher bewiesenen Eigenschaften des Integrals erlauben es, ausgehend
von einem Maf} und einer integrierbaren Funktion neue Mafle zu definieren.

Definition 13.3. Es sei (M, A, ) ein Mafiraum und es sei
qg: M — @20

eine nichtnegative messbare Funktion. Dann nennt man das fiir jede messbare
Teilmenge T" C M durch

v(T) = /ngu

definierte Mafl auf M das Mafl zur Dichte g. Es wird mit gu bezeichnet.
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Bemerkung 13.4. Die Vorstellung, die hinter einer Dichte liegt und zu dem
Namen gefiithrt hat, ist die physikalische Dichte eines Koérpers. Zu einem
Koérper im Raum berechnet das Borel-Lebesgue-Mafl das Volumen. Wenn
man aber an der Masse dieses Korpers interessiert ist, so reicht die Kenntnis
des Volumens nicht aus, es sei denn, der Korper ist homogen und besitzt
iiberall eine konstante Dichte. In diesem Fall ist die Masse proportional zum
Volumen. Bei einem nicht homogenen Kérper hingegen muss man wissen, wie
sich die Masse auf dem Korper verteilt. Eine solche Massenverteilung wird
durch eine Dichtefunktion beschrieben, die jedem Punkt des Korpers die
yinfinitesimale Dichte“ in diesem Punkt zuordnet. Die Gesamtmasse ergibt
sich dann durch Integration dieser Dichte beziiglich des VolumenmafBes.

13.3. Nullmengen unter differenzierbaren Abbildungen.

Wir beginnen nun mit den Vorbereitungen zum Beweis der Transformations-
formel.

Lemma 13.5. Es set G C R" offen und set
p: G—R"

eine Lipschitz-stetige Abbildung. Es set S C G eine Nullmenge. Dann ist
auch ¢(S) eine Nullmenge.

Beweis. Es gelte

d(p(z),¢(y)) < L-d(z,y)
mit einer Lipschitz-Konstanten L € Rs(. Zunéchst ist fiir jeden Wiirfel

W CG

mit der Kantenldnge § das Bild ¢(V) in einem Ball mit einem Radius < ndL
enthalten. Daher gibt es ein (von ¢ unabhéngiges) ¢ > 0 mit

A (p(W)) < e = eA™(W)

fiir alle Wiirfel. Diese Abschétzung gilt dann auch fiir alle Quader, da diese
beliebig nahe durch Vereinigungen von Wiirfeln approximiert werden kénnen.

Da S eine messbare Nullmenge ist, gibt es aufgrund der Konstruktion des
Borel-Lebesgue-Mafles iiber das duflere Maf} zu jedem € > 0 eine abzéhlbare
Uberpflasterung

SQUQi

mit Quadern (); und mit

> AMQ) < e
el

Daher gilt ¢(S) C |U;c; ¢(Q;) und somit

A'(p(5) < A" (U w(Qi))

el
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IN

Z A" (0(Qi))
iel
< > e (Qi)
iel
= CZ)\"(QZ) < ce.
iel
Da man € beliebig klein wihlen kann, muss ¢(S) eine Nullmenge sein. U

Korollar 13.6. Es sei G C R" offen und sei
p: G—R"

eine stetig differenzierbare Abbildung. Fs sei S C G eine Nullmenge. Dann
ist auch p(S) eine Nullmenge.

Beweis. Nach (einem Spezialfall von) Lemma 55.4 (Analysis (Osnabriick
2021-2023)) ist ¢ lokal Lipschitz-stetig. Die Nullmenge S kann man abzihlbar
iiberdecken mit offenen Mengen, worauf ¢ Lipschitz-stetig ist. Die Aussage
folgt dann aus Lemma 13.5. O

13.4. Die Transformationsformel fiir Quader.

Lemma 13.7. Es seien G und H offene Mengen im R™ und es sei
p: G— H
ein C*-Diffeomorphismus mit der Jacobi-Determinante

(J(@)(x) = det (Dg),
fir x € G. Es sei Q C G ein kompakter achsenparalleler Quader. Dann
gelten die Abschdtzungen

AN(Q) - min ([(J () ()], = € Q) (»(Q))

< A"
< A(Q) - max ([(J () ()], 7 € Q).

Beweis. Wir setzen j(x) = |det (Dy),|. Wir beweisen zuerst die Abschét-
zung nach oben. Wir schreiben \"(¢(Q)) = ¢- A"(Q) mit einem ¢ # 0 und
wir miissen ¢ < max (j(x),z € Q) zeigen. Wir konstruieren induktiv eine
Folge von abgeschlossenen achsenparallelen Teilquadern @,,,, m € N, mit der
Eigenschaft

N (@(Qm)) = ¢+ X (Qnm).

Es sei QQp = (. Fiir den Induktionsschluss von m auf m + 1 betrachten
wir sdmtliche 2" Teilquader von (), mit halbierter Kantenlinge. Wiirden
diese Teilquader K; alle die Ungleichung \"(p(K;)) < c¢- A\"(K;) erfiillen, so
ergebe sich durch Aufsummieren sofort ein Widerspruch zur Induktionsvor-
aussetzung (wegen Korollar 13.6 sind die Ridnder der Quader unerheblich).
Es gibt also mindestens einen Quader @Q,,+1 = K; mit A" (@(Qmni1)) >

¢ N (Qm+1). Diese Quaderschachtelung definiert in jeder Komponente eine
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Intervallschachtelung und damit nach Satz 7.3 (Analysis (Osnabriick 2021-
2023)) einen Punkt P € (), oy @m- Wegen der Translationsinvarianz des
Borel-Lebesgue-MaBes konnen wir P = 0 und ¢(P) = 0 annechmen. Es sei
L = (Dy), das totale Differential. Da ¢ in 0 differenzierbar ist, gilt

p(v) = (Dp)o(v) + [|vflr(v)

mit einer in 0 stetigen Abbildung r, die dort den Limes 0 besitzt. Die lineare
Approximation

L: R" — R", v+— L(v) = (Dp),(v),

bildet jeden Quader K auf ein Parallelotop 7' = L(K) ab, das nach Satz 7.2
das MaB \*(L(K)) = j(0) - A"(K) besitzt. Wir wollen ¢(K) mit L(K) fiir
einen geeigneten Quader K vergleichen. Da ein Diffeomorphismus vorliegt,
ist L ein Isomorphismus und daher gibt es ein b > 0 mit ||v|| < b||L(v)]| fiir
alle v. Somit gibt es wegen der Stetigkeit von b||r(v)|| zu jedem ¢ > 0 ein
0 > 0 mit

[oll - llr(v)l] < ellL(v)]]
fir alle v mit ||v]| < d. Es sei K C B(0,6), 0 € K, ein Quader. Fir v € K
ist

lp(v) = L(w)]

D.h. dass ¢(K) in dem Parallelotop 7" liegt, das aus 7' = L(K) durch
Streckung mit dem Streckungsfaktor 1 + € entsteht. Damit gilt

A(p(K)) < AM(T) = (1+" - A"(T) = (146" j(0) - A"(K).

Wir nehmen an, dass max (j(z),z € Q) < c gilt. Dann kann man auch
ein € > 0 mit (1 + €)"j(0) < c finden. Wir nehmen ein § > 0 derart,
dass die oben beschriebene Eigenschaft beziiglich diesem € besitzt. Fir m
hinreichend gro kann man dann die obige Uberlegung auf die Quader K =
@, anwenden und erhélt

A ((Qm)) < - A"(Qm)

im Widerspruch zur Konstruktion dieser Quaderfolge.Wir zeigen zunéchst,
dass die Abschétzung nach oben nicht nur fiir Quader, sondern fiir beliebige
kompakte Mengen T gilt. Zu jedem e > 0 gibt es eine abzihlbare Uberpfla-
sterung mit achsenparallelen Quadern @);, ¢ € I, von T" mit

AUT) <D AHQ:) < A(T) +e.
iel
Durch Beschrinkung der Kantenléngen der ); kann man weiter erreichen,
dass alle @); in einer grofleren ebenfalls kompakten Menge 7' O T liegen.

Wegen der gleichmiiBigen Stetigkeit von j auf T, die auf Satz 36.10 (Analysis
(Osnabriick 2021-2023)) beruht, kann man zu gegebenem é > 0 die @); so
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wéhlen, dass max (j(z),x € Q;) < max (j(z),z € T) + € gilt. Damit ergibt

sich
AN'(p(T)) < A" (U @(@-))
< DN
< Zmax (J(x),x € Qi) N (@)
< Z (max (j(x),z € T) + e)A"(Q;)
= (max (j(z),z €T)+¢€) (ZAN >

< (max (j(x),x € T)+¢€) - (AN(T) +¢).

Da € und € beliebig klein gewihlt werden konnen, gilt diese Abschitzung
auch ohne € und €. Wir wenden nun die Abschétzung nach oben auf die
Umkehrabbildung ¢! und T' = ¢(Q) an. Als Bild einer kompakten Menge
ist 7" nach Satz 36.11 (Analysis (Osnabriick 2021-2023)) wieder kompakt.
Dabei gilt aufgrund des Determinantenmultiplikationssatzes die Beziehung

(D), = (D))"
mit y = @(x). Dies ergibt
Q) = A"(SO_I(SO(Q)))

< max

= 1ma
= ma

(
= max(
(
(

Daraus ergibt sich

A'(Q) - min (|det (D), |,z € Q) = N'(Q)- — (|det Do) |_1 = Q)
< N'(e(Q), '

g

13. ARBEITSBLATT

13.1. Aufwiarmaufgaben.

Aufgabe 13.1. Berechne das Integral

/ zy d\?
Q
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iiber dem Quader @ = [a,b] X [c, d].

Aufgabe 13.2. Es sei G der Subgraph unterhalb der Standardparabel zwi-
schen 1 und 3. Berechne das Integral

/x2+xy—y3d)\2.
G

Aufgabe 13.3.*

a) Was ist das durchschnittliche Ergebnis, wenn man eine reelle Zahl aus
[a, b] mit einer reellen Zahl aus [c, d] addiert?

b) Was ist das durchschnittliche Ergebnis, wenn man eine reelle Zahl aus
[a, b] mit einer reellen Zahl aus [¢, d] multiplizert?

c) Was ist das durchschnittliche Ergebnis, wenn man eine reelle Zahl aus
[a, b] durch eine reelle Zahl aus [c,d] (¢ > 0) dividiert?

Aufgabe 13.4.*
Berechne das Integral zur Funktion

f(r,s,t) = s*t+rcost
iiber dem Einheitswiirfel W = [0, 1]3.

Aufgabe 13.5.*

Es sei G der Subgraph der Sinusfunktion auf dem Intervall [0, 7], wobei G
mit dem zweidimensionalen Borel-Lebesgue-MaB8 A\? versehen sei. Berechne
die beiden folgenden Integrale.

a) [,rd\?
b) [oyd\?

Aufgabe 13.6.*
Wir betrachten die Funktion
f: R —R, (z,y) — 2° + 9~
a) Bestimme zu jedem Punkt (r,s) € R? das Volumen des Korpers

K = {(x,y,z)€R3]rﬁxﬁr—{—l,3§y§8—|—1,0§z§f(93,y)}.

b) Zeige, dass das (von (r, s) abhéngige) Volumen aus Teil a) in genau einem
Punkt (r, s) minimal ist (dieser Punkt muss nicht explizit angegeben werden).
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Aufgabe 13.7. Beweise den Satz von Fubini fiir eine stetige Funktion
f:la,b] x [e,d] — R
mit Hilfe von Aufgabe 10.12.

Aufgabe 13.8. Es sei

f: R —R
eine messbare integrierbare Funktion. Zu einem fixierten Startpunkt (a4, ...,
aq) € RY betrachten wir (fiir (@1, ...,74) € Ry, X -+ x Rs,,) die Abbildung

F(xy,...,2q) = / fd\“.
[al,acl]x~~~><[ad,zd}

a) Es sei f stetig. Zeige
9 9 0
81’1 8x2 axd

b) Wie ist F(x1,...,xq) fiir beliebige x € R? zu definieren?

F=j

Aufgabe 13.9. Stelle eine Formel fiir

/ at A\
[a1,b1] %+ x[aq,bd]

a) mittels dem Satz von Fubini,
b) mittels Aufgabe 13.8,
c¢) mittels Aufgabe 10.12.

auf und beweise sie

Aufgabe 13.10. Es sei (M, A, 1) ein Mafiraum und es sei
qg: M — @20
eine nichtnegative messbare Funktion. Zeige, dass die Zuordnung
A—>R20, Tl—)/gd,u
T

ein Maf3 auf M ist.

Aufgabe 13.11. Welche Dichte besitzt das Borel-Lebesgue-Maf§ auf dem R"
beziiglich des Borel-Lebesgue-Mafles?

Aufgabe 13.12. Man gebe ein Beispiel fiir ein Mafl auf (R, B), das keine
Dichte beziiglich des Borel-Lebesgue-Mafles besitzt.
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Fiir integrierbare Funktionen
f,9: R" — C

nennt man die durch
(Fra)w) = [ fw)gu-)da

definierte Funktion die Faltung von f und g.

Aufgabe 13.13. Es seien
fig: R" — Ry

Dichten auf dem R™ mit den zugehorigen Maflen p = fA™ bzw. v = g\™.
Zeige, dass die Faltung p * v der beiden Mafle die Faltung f * g als Dichte
besitzt.

Aufgabe 13.14. Es sei g: R — R eine stetige Dichte und g = g\ das
zugehorige Maf. Zeige, dass fiir jeden Punkte P € R? die Folge

p(B(P3))
M(B(P3))
gegen ¢g(P) konvergiert.

Aufgabe 13.15. Zeige, dass bei einer Lipschitz-stetigen Abbildung zwischen
R&aumen unterschiedlicher Dimension das Bild einer Nullmenge keine Null-
menge sein muss. Wo bricht der Beweis zu Lemma 13.5 zusammen?

Aufgabe 13.16. Wir betrachten die Abbildung
0: R? — R?, (2,y) — (z +siny, y + cosz).
Berechne das Minimum und das Maximum von |det (Dy) 5| auf dem Quadrat

Q = [0, 27] x [0,27]. Welche Abschiitzung ergibt sich daraus fiir A\*(p(Q))?

13.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 13.17. (5 Punkte)

Es sei G der Subgraph der Sinusfunktion zwischen 0 und 7. Berechne die
Integrale

a) [oxd\,
b) [,y dA.
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Aufgabe 13.18. (5 Punkte)

Berechne das Integral zur Funktion f(z,y) = z(sinz)(cos (zy)) iiber dem
Rechteck @ = [0, 37] x [0, 1].

Aufgabe 13.19. (6 Punkte)
Wir betrachten die Abbildung

2uv
(w2 + D2 +v+1)
Fiir welche Quadrate Q = [a,a + 1] X [b,b + 1] der Kantenlénge 1 wird das

Integral
/ fdX\?
Q

maximal? Welchen Wert besitzt es?

f: R —R, (u,v) —

Aufgabe 13.20. (5 Punkte)
Es sei (M, A, i) ein o-endlicher Mafiraum, es sei
g: M — R

eine messbare nichtnegative integrierbare Funktion und sei gu das Maf} zur
Dichte g. Zeige, dass fiir jede messbare Funktion

f: M —R

/Mfd(gu) = /Mfgdu

die Beziehung

gilt.

Aufgabe 13.21. (5 Punkte)
Es seien (M, A, u) und (N, B, v) o-endliche Mafirdume, und es seien
g M —R

und

h: N—R

messbare nichtnegative integrierbare Funktionen mit den zu diesen Dichten
gehorigen MaBen gu und hv. Zeige, dass auf M x N das Produktmafl (gu) ®
(hv) mit dem Maf3 zur Dichte

gh: M x N — R, (z,y) — g(x)h(y),

beziiglich ¢ ® v iibereinstimmt.
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Aufgabe 13.22. (6 Punkte)
Wir betrachten das BildmaB = ¢, \" zur Abbildung (n > 1)

o: R" — R, (x1,...,2,) —> /2P + -+ 22.

a) Zeige, dass p ein o-endliches Maf} auf R ist.
b) Zeige, dass p beziiglich A! die Dichte
0, fallst <0
hit) = a s1 <0,
nB,t" " fallst > 0,

besitzt, wobei [3,, das Volumen der n-dimensionalen Einheitskugel bezeichnet.

Aufgabe 13.23. (5 Punkte)
Wir betrachten die Abbildung
p: RZ — R (2,y) — (2° =y 297).

Berechne das Minimum und das Maximum von |det (D) | auf den beiden
Quadraten @)1 = [0, 1] x [0, 1] und Q3 = [1,2] x [1,2]. Welche Abschitzungen
ergeben sich daraus fiir A*(¢(Q1)) und fiir A?(p(Q2))?

14. VORLESUNG - TRANSFORMATIONSFORMEL

14.1. Die Transformationsformel fiir Integrale.

Korollar 14.1. Es seien G und H offene Mengen im R™ und es set
p: G—H
ein Ct-Diffeomorphismus mit der Jacobi-Determinante
(J(¢))(@) = det (D),
firx € G. FEs sei Q C G ein kompakter achsenparalleler Quader. Dann gilt

N'(0(Q)) = /Q (T(@))(@)] X",

Beweis. Da ¢ stetig differenzierbar ist, ist die Abbildung
G — R, z— j(z) = [(J(p)(@)| = |det (Dg),|,

stetig und daher nach Satz 36.10 (Analysis (Osnabriick 2021-2023)) gleich-
méafig stetig auf dem kompakten Quader ). D.h. zu jedem € > 0 gibt es ein
d > 0 mit j(B(z,d)) C B(j(x),e) fiir alle z € Q. Dann gibt es auch ein
§ >0 derart, dass fiir alle kompakten Teilquader K C @ mit maximaler
Kantenldnge < § das Bild j(K) in einem abgeschlossenen Intervall der Lénge
2¢ liegt. Damit ist die Differenz zwischen dem Minimum und dem Maximum
von {j(z) | x € K} maximal gleich 2e.
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Sei € > 0 gegeben. Wir unterteilen ) in k" kompakte Teilquader, indem
wir jede Quaderkante in k gleichlange Teile unterteilen, und wéhlen dabei
k € N so grof}, dass die entstehenden k™ Teilquader die oben beschriebene
Eigenschaft haben. Es sei I eine Indexmenge zu dieser Unterteilung, es ist also
Q = U,e; Ki und damit ¢(Q) = ,c; ¢ (k). Diese beiden Vereinigungen
sind nicht disjunkt, jedoch sind die Schnittmengen der Quader nach Lemma
6.11 und die Schnittmengen der ¢(K;) als Bilder von Quaderseiten nach
Korollar 13.6 Nullmengen. Wir wenden Lemma 13.7 auf die Teilquader K;
an und erhalten

Z)\” -min (j(z),z € K;) < AN(p(Q))
= Z/\”(go(K

iel
< MK -max (j(z), @ € K).
iel
Dabei ist die Differenz zwischen links und rechts durch

Z)\" )2e = 2eA™(Q)

icl
beschrénkt, kann also durch e — 0 beliebig klein gemacht werden. Die glei-

chen Abschéitzungen gelten wegen der Monotonie des Integrals auch fiir das
Integral [, j(z)d\"(x), so dass
V(e(@Q) = [ i@ivi)
Q
gilt. 0
Satz 14.2. FEs seien G und H offene Mengen im R™ und es sei
p: G—H
ein C1-Diffeomorphismus mit der Jacobi-Determinante

(J())(x) = det (Dg),
firz € G. Es sei S C G eine messbare Menge. Dann ist ¢(S) ebenfalls

messbar und es gilt
= [ ax.
s

Beweis. Ein Diffeomorphismus und seine Umkehrabbildung sind stetig, daher
liegt eine Bijektion der messbaren Teilmengen von G und von H vor. Wir
betrachten die beiden Zuordnungen

mmHR&ﬁmemwm,

also das Mafl auf G mit der Dichte |.J(p)(z)|, und
B(G) — R, S — \*(p(S)),
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also das Bildma$ von A" unter der Umkehrabbildung ¢!, und miissen zei-
gen, dass diese beiden Mafle gleich sind. Nach Korollar 14.1 gilt die Gleichheit
fiir alle kompakten achsenparallelen Quader. Aufgrund von Aufgabe 9.3 bzw.
Korollar 13.6 gilt die Gleichheit auch fiir alle offenen bzw. ,nach oben halb-
offenen® achsenparallelen Quader, also Produkte von nach oben halboffenen
Intervallen. Die Menge der endlichen disjunkten Vereinigungen von diesen
zuletzt genannten Quadern bilden einen Mengen-Praring im R™. Diese Men-
ge ist auch ein durchschnittsstabiles Erzeugendensystem fiir das System der
Borelmengen. Daher miissen nach Satz 3.7 die beiden Mafle generell iiber-
einstimmen. U

Wir kommen zur Transformationsformel fiir Integrale.
Satz 14.3. FEs seien G und H offene Mengen im R™ und es sei
p: G—H
ein C1-Diffeomorphismus mit der Jacobi-Determinante
(J())(x) = det (Dg),

firx € G. Es sei
f+ H—R

eine messbare Funktion. Dann ist f auf H genau dann integrierbar, wenn
die Hintereinanderschaltung f o ¢ auf G integrierbar ist. In diesem Fall gilt

/chw - /G(foso)U(w)ldA”-

Beweis. Die Zuordnung S — A\"(p(S)) fir messbare Mengen S C G ist ein
MaB auf B(G) und zwar handelt es sich um das Bildma$ ¢, A" von A" unter
der Umkehrabbildung

ot H—G.

Nach Satz 14.2 besitzt dieses Mafi die Dichte z +— |(J(¢))(z)|. Daher gilt
nach Aufgabe 13.20 und der allgemeinen Transformationsformel

/G (fou) |7(g)] dA" = / (f 0 0)d(p A"
= /H(fosaosol)dA"
= [ fax.

H
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14.2. Beispiele zur Transformationsformel.

Wenn bei einem Diffeomorphismus der Betrag der Jacobi-Determinante {iber-
all 1 ist, so ist er mafitreu. Es ist einfach, mafitreue, nichtlineare Abbildungen
zu konstruieren.

Beispiel 14.4. Essei h € R]y] ein beliebiges Polynom in der einen Variablen
y. Dann ist die Abbildung

p: R? — R? (z,9) — (z+ h(y),y)

ein flichentreuer Diffeomorphismus. Die Jacobi-Matrix von ¢ ist ja

Jak(¢)(zy) = (é hlgy)),

so dass die Jacobi-Determinante konstant gleich 1 ist. Wenn man die Rollen
von z und y vertauscht und die Hintereinanderschaltung von solchen Abbil-
dungen betrachtet, so erhédlt man flachentreue Abbildungen, denen man es
nicht auf den ersten Blick ansieht. Beispielsweise ist zu p(z,y) = (v +v%, ¥)
und ¢ (z,y) = (z,y + 23) die Hintereinanderschaltung

(Wop)(z,y) = Y(p(r,y))
= ¥ (z+y*y)

— <x+y2, Y+ (w+y2)3>
= (z+¢* y+2°+ 3% + 3ey* + %) .
Korollar 14.5. Es sei
o: R — R? (r,0) — (rcosf,rsinb),

die Polarkoordinatenauswertung und es seien G und H offene Mengen, auf
denen @ einen Diffeomorphismus induziert. Es sei

f+ H—R

eine integrierbare Funktion. Dann ist

/f(x,y) d\*(z,y) = /f(rcos@,rsin&) -|r| dX*(r, 0).
H G

Dies gilt auch dann, wenn auferhalb von Nullmengen ein Diffeomorphismus
vorliegt. Insbesondere gilt bei stetigem f die Formel

[e’e) 27
f(z,y)d\(z,y) = / / f(rcos@,rsind) - rdfdr.
R2 o Jo

Beweis. Dies folgt wegen

cosf) —rsinf

) = rcos@ +rsin®6 = r
sinff rcos@

direkt aus Satz 14.3. U
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Lemma 14.6. Es ist

+o0 5
/ e dx = /7.

o0

Beweis. Durch eine einfache Substitution ist die Aussage dquivalent zu
400 1

oo V2T

Nennen wir dieses Integral /. Nach Korollar 13.2 ist

I L g L g L -2 gy
— 2 . 2 = _— 2 .
(_oo Vor ) (/_oo TS o 27

Durch Einfiihrung von Polarkoordinaten z = r cosf und y = rsin € ist dieses
Integral nach Korollar 14.5 und nach einer erneuten Anwendung von Korollar
13.2 gleich

t2
e zdt = 1.

1 2
= e~z -rd\*(r,0)

27 [0,27] xR

_ % (/[W] 1 dAl(e)) (/R> e rdkl(r)>

= e‘§ crd\(r)

Rzo
[e.9]

2
= e 2 -rdr
0
2

= ey
= 1.
Damit ist auch I = 1. O

Beispiel 14.7. Es soll eine Strafie in der Ebene der Breite 2a asphaltiert wer-
den. Dabei wird die Strafle durch den Verlauf des Mittelstreifen vorgegeben,
der durch die Kurve

0, 5] — R2, £ (t) = (f(t)) ,
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bestimmt ist. Dabei sei ¢ zweimal stetig differenzierbar und bogenparametri-
siert, d.h. es sei f/(¢)®+¢/(t)> = 1, was bedeutet, dass die Mittelstreifenkurve
mit normierter Geschwindigkeit durchlaufen wird. Die Breite ist dabei senk-
recht zum Mittelstreifen zu messen. Die zu asphaltierende Trasse wird dann
durch die Abbildung

o [0,5] X [~a,a) — B2, (t,7) — (;8) r (}%?) |

parametrisiert. Wir nehmen an, dass diese Parametrisierung injektiv ist, was
erfiillt ist, wenn die Mittelstreifenabbildung ¢ injektiv ist und die Strafe
nicht zu breit werden soll.

Die Jacobi-Matrix der Parametrisierung ist
_ () =rg"(t) —4')
o = (1) 10ty Ty )
Die Determinante davon ist

F' @)+ g'(0)g'(t) —r(g" (1)1 (t) = ['(t)g' (1))
= 1=r(g"@®)f(t) = f"()g'(1)).

Daher ist die Asphaltfliche nach der Transformationsformel gleich
[ g ore - rode) o
[0,s] x[—a,a]
Wenn wir weiter annehmen, dass

9070~ (0 (0] <

ist (was bedeutet, dass die Strafilenbreite nicht allzu grofl ist), so ist dieses
Integral nach Korollar 13.2 geich

/[o,s}x[_a,a] L=r(g"()f (1) = ["(1)g' (1)) AN’
— 2as— ( / rdr) ( /0 FOF () — f(0)g () dt)

~ 2050 (/ SO0 - 0 0)
= 2as.

Dies bedeutet, dass die Asphaltfliche gleich der Mittelstreifenldnge mal der
Straflenbreite ist.
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14. ARBEITSBLATT

14.1. Aufwirmaufgaben.

Aufgabe 14.1. Es sei
P [CL, b] — [Ca d]
eine bijektive, stetig differenzierbare Abbildung. Was besagt in dieser Si-

tuation die Transformationsformel fiir Quader und was die Newton-Leibniz-
Formel?

Aufgabe 14.2. Zeige, dass die Abbildung
C?— €2, (2,) — (we¥, —e7),

in jedem Punkt mafitreu, aber nicht injektiv ist.

Aufgabe 14.3. Zeige, dass die Abbildung
R* — R?, (z,y) — (2 + ¢, —y' — 22> —2* + > + 2 + ),

flachentreu ist.

Aufgabe 14.4. Zeige, dass die Transformation
0,27] x [0,1] — B(0,1), (,w) — (v/w cos a, v/w sin «),

auf geeigneten offenen Teilmengen ein Diffeomorphismus ist und berechne
die Jacobi-Determinante in jedem Punkt.

Aufgabe 14.5. Es sei
p: G— H

ein C!-Diffeomorphismus mit offenen zusammenhingenden Mengen G und H
im R"™. Zeige, dass ¢ genau dann mafitreu ist, wenn die Jacobi-Determinante
iiberall den Wert 1 oder iiberall den Wert —1 hat.

Aufgabe 14.6.*

Berechne den Fldcheninhalt des Bildes des Rechtecks @ = [—1,3] x [0, 2]
unter der Abbildung

22 R2 — ]RQ’ (.l’,y) — ('rsvy - ZE2).
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Aufgabe 14.7. Es sei
f:[a,ﬂ ——+]R+
eine stetig differenzierbare Funktion. Beweise die Volumenformel fiir den zu-

gehorigen Rotationskorper K mit der Transformationsformel und der Abbil-
dung

@: [a,0] x D — K, (z,y, 2) — (@, f(2)y, f(r)z),

wobel D die Einheitskreisscheibe bezeichnet.

Aufgabe 14.8.*

Es sei B C R™ messbar, P = (ay,...,an, ayy1) € R™™ ein Punkt mit a,,1 >
0 und Kp der zugehorige Kegel. Beweise die Mafiformel fiir den Kegel mit
der Transformationsformel und der Abbildung

0 R" x [0, ap41] — R" X [0, ap 1],

(X1, ..y, t) — (21,...,2,,0) + (a7 — X1, ..., Gy — Ty, Apg1)-

Qp+1

Aufgabe 14.9. Es sei
T = {(pcos@,psin&) c R? | % <p<0, cosf >0, sinf > 0}.

Berechne den Flacheninhalt von T.

Aufgabe 14.10. Interpretiere die Substitutionsregel als einen Spezialfall der
Transformationsformel.

Aufgabe 14.11. Zeige, dass der Flicheninhalt eines Annulus gleich dem
Produkt aus der Lénge des Mittelkreises und der Breite ist.
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Aufgabe 14.12. Es sei (M, A, u) ein o-endlicher Mafiraum und
hl, hgl M — RZO

messbare Funktionen. Zeige

/hthdu:/ hodp @ A,
M S(h1)

wobei hs in natiirlicher Weise als Funktion auf dem Subgraphen S(h;) zu hy
aufgefasst wird.

Aufgabe 14.13.*

Berechne g, md:cdy mit Korollar 14.5.

14.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 14.14. (4 Punkte)

Berechne den Wert des Quadrats {(z,y) € R? | |z|, |y| < 1} fiir das Bildma8
p = o, A\? unter der Abbildung

p: R? — R% (2,y) — (z + y, 19).

Aufgabe 14.15. (4 (143) Punkte)

Es seien G und H offene Mengen im R™ und es sei
p: G—H

ein C'-Diffeomorphismus. Es sei
fi H— R,

eine stetige Funktion.

a) Definiere einen Diffeomorphismus zwischen den offenen Subgraphen zu f
bzw. zu f o ¢.

b) Beweise die Transformationsformel fiir Integrale in diesem Fall direkt aus
Satz 14.2, angewendet auf den Subgraphen, mit Hilfe von Aufgabe 14.12.

Aufgabe 14.16. (7 (3+2+2) Punkte)
Wir betrachten die Abbildung
[0,10] — R, 2 +— 22,

und interessieren uns fiir die Strafle der Breite 1, deren Mittelstreifen der
vorgegebene Funktionsgraph ist.
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a) Zeige, dass zu zwei verschiedenen Punkten auf dem Funktionsgraphen die
Senkrechten der Lange 1 (mit dem Mittelpunkt auf dem Graphen) unterein-
ander iiberschneidungsfrei sind.

b) Man gebe eine (moglichst einfache) Parametrisierung der Strafie an.

c¢) Bestimme den Flicheninhalt der Strafe.

15. VORLESUNG - NORMIERTE RAUME

Zu einem Mafiraum X gibt es den Vektorraum der auf X definierten messba-
ren K-wertigen Funktionen und darin den Untervektorraum der integrierba-
ren Funktionen. Wenn X ein topologischer oder ein metrischer Raum ist, so
gibt es den Raum der stetigen Funktionen auf X, die beziiglich der Borel-
Mengen auch messbar sind, aber ohne weiteres nicht integrierbar sind. In
den folgenden Vorlesungen werden wir versuchen zu verstehen, wie diese
Funktionsklassen zusammenhédngen und insbesondere, welche Approximati-
onseigenschaften gelten. Um prézise von Approximation sprechen zu kénnen,
werden wir die angesprochenen Funktionenrdume mit Normen bzw. Metri-
ken versehen. Da messbare Funktionen, die aulerhalb einer Nullmenge die
Nullfunktion sind, zwar nicht selbst die Nullfunktion sind, aber doch fiir vie-
le Fragen so behandelt werden konnen, ist es wichtig, auch die Konzepte
Halbmetrik und Halbnorm zur Verfiigung zu haben.

Beispiel 15.1. Zu einer Menge M kann man den reellen Vektorraum V' aller
Funktionen f: M — R betrachten. Ein wichtiger Konvergenzbegriff ist die
punktweise Konvergenz. Wenn man den Untervektorraum der beschrinkten
reellwertigen Funktionen betrachtet, so kann man diesen Untervektorraum
mit der Supremumsnorm versehen, die durch

IfIF = sup (lf(z)],z € M)

definiert ist. Die Konvergenz einer Funktionenfolge beziiglich der Supre-
mumsnorm bedeutet dann die gleichméfiige Konvergenz der Funktionenfolge,
siche Aufgabe 55.13 (Analysis (Osnabriick 2021-2023)). Diese Konvergenz ist
stiarker als die punktweise Konvergenz.

Die konstanten Funktionen und die Funktionen mit nur endlich vielen Werten

(bzw. die einfachen Funktionen im Falle eines Messraumes) bilden besonders
einfache Untervektorrdume des Funktionenraumes zu M. Wenn M ein topo-
logischer Raum ist, so kann man die Untervektorrdume der stetigen Funk-
tionen oder der stetigen beschréinkten Funktionen betrachten. Wenn M ein
Mafiraum ist, so kann man den Untervektorraum der messbaren oder den
Untervektorraum der integrierbaren Funktionen betrachten. In all diesen Si-
tuationen kann man Approximamtionseigenschaften und Konvergenzfragen
untersuchen. Resultate in diese Richtung sind Lemma 8.11, Satz 10.3, Satz
10.9.
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Beispiel 15.2. Es sei (M, A, 1) ein o-endlicher Mafiraum und V' der Vektor-
raum der integrierbaren Funktionen auf M. Dann ist es naheliegend, durch
| v |fldp eine ,Norm* auf diesem Raum zu definieren. Allerdings ist dies
keine Norm im Sinne der Definition, da das Integral einer nichtnegativen
Funktion gleich 0 sein kann, ohne dass die Funktion selbst die Nullfunktion
ist.

15.1. Halbmetriken.

Definition 15.3. Es sei M eine Menge. Eine Abbildung d: M x M — R
heifit Halbmetrik, wenn fiir alle x,y, 2 € M die folgenden Bedingungen erfiillt
sind:

(1) Fiir x = y ist d(x,y) = 0.

(2) d(z,y) = d(y,x) (Symmetrie), und

(3) d(z,y) < d(x,z)+ d(z,y) (Dreiecksungleichung).
Wegen

0 =d(z,z) < d(z,y) +d(y,z) = 2d(z,y)
gilt dabei stets d(z,y) > 0, diese Semipositivitit muss man also nicht eigens
fordern.

Definition 15.4. Es sei M eine Menge mit einer Halbmetrik d. Eine Teil-
menge U C M heifit offen, wenn fiir jedes x € U ein € > 0 mit

U(x,e) C U
existiert.

Lemma 15.5. Es sei M eine Menge, die mit einer Halbmetrik versehen sei.
Dann ist M ein topologischer Raum.

Beweis. Siehe Aufgabe 15.1. O

Lemma 15.6. Es sei M eine Menge, die mit einer Halbmetrik d versehen
sei. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Durch x ~ v, falls d(z,y) = 0, ist eine Aquivalenzrelation auf M
gegeben.

(2) Die Halbmetrik induziert eine Metrik auf der Quotientenmenge
M/ ~.

(3) Die Quotientenabbildung M — M/ ~ ist stetig.

(4) Die offenen Mengen von M sind genau die Urbilder der offenen Men-
gen des metrischen Raumes M/ ~.

Beweis. (1) Die Symmetrie und die Reflexivitéit sind direkt klar. Bei
x ~yund y ~ z, also d(z,y) = 0 = d(y, z), folgt aus der Drei-
ecksabschitzung d(z,2) < d(z,y) + d(y, z) sofort d(z,z) = 0, also
T~z
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(2)

(4)

Wir miissen zeigen, dass durch

d([z], [y]) = d(z,y)

eine wohldefinierte Metrik definiert ist. Seien x ~ 2’ und y ~ 3/, also
d(z,z’) = Ound d(y,y’) = 0. Dann ist nach der Dreiecksabschitzung

d(z,y) < d(z,2’) +d(',y) + d(y',y) = d(z’.y)
und ebenso d(2,y') < d(z,y), also d(2,y') = d(z,y), was die Wohl-
definiertheit von d bedeutet. Die Symmetrie, die Semipositivitdt und
die Dreiecksabschétzung von d iibertragen sich direkt auf d. Aus
d([z],[y]) = 0 folgt direkt d(z,y) = 0, also 2 ~ y und damit
[z] = [y].
Sei U C M/ ~ offen und sei V' das Urbild davon. Sei x € V ein
Punkt. Nach Voraussetzung gibt es ein ¢ > 0 mit U([z],e) C U in
M/ ~. Daraus folgt direkt U(x,e) C V, da U(x,€) das Urbild von
U([x],€) ist.
Dies ergibt sich, da &dquivalente Punkte in M die gleichen offenen
Ballumgebungen besitzen.

t

Die Stetigkeit einer Abbildung zwischen Rdumen, die mit Halbmetriken ver-
sehen sind, kann man wie im metrischen Fall durch ein € — §-Kriterium aus-

driicken, siche Aufgabe 15.4 und Aufgabe 15.5.

15.2. Vektorrdume mit Halbnormen.

Definition 15.7. Es sei V ein K-Vektorraum. Eine Abbildung

I=l: V—R, v — ||,

heifit Halbnorm, wenn die folgenden Eigenschaften fiir alle v,w € V gelten.

(1)
(2)
(3)

(4)

Esist ||v|| > 0 fiir allev € V.
Es ist ||0]] = 0.
Fir A € Kund v € V gilt

[Av]] = (AL - [|o]].
Fir v,w € V gilt
[o 4+ w]| < [|v]] + [Jw]].

Definition 15.8. Auf einem K-Vektorraum V' mit einer Halbnorm ||—|| de-
finiert man die zugehdrige Halbmetrik durch

d(v,w) = |lv—w]|.

Definition 15.9. Ein K-Vektorraum V heifit topologischer Vektorraum,
wenn auf ihm eine Topologie derart festgelegt ist, dass sowohl die Additi-

on

+: VxV—V
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als auch die Skalarmultiplikation
S KxV —V
stetig sind.

Lemma 15.10. Zu einem K- Vektorraum V mit einer Halbnorm ||—|| ist die
zugehdrige Halbmetrik in der Tat eine Halbmetrik. Ein mit einer Halbnorm
versehener K-Vektorraum ist ein topologischer Vektorraum.

Beweis. (1) Es ist d(u,v) = ||lu—v| > 0.

(2) Es ist
d(u,v) = |u—vf

= [=1v -

= =1 [lo =]l

= d(v,u).
(3) Fiir beliebiges w € V ist nach der Definition einer Halbnorm

d(u,v) = |u—vf
< lu—wl + Jw =

d(u,w) + d(w,v).

Zum Nachweis der Stetigkeit der Addition sei (u,v) € V x V fixiert und
e > 0 vorgegeben. Es sei

roo € E)
(u',v") € U(u,2> XU(U,2 ,
hierbei ist die Produktmenge links eine offene Umgebung von (u,v). Hier
gilt

[/ +0" = (w+o)l| < o' —ul + [l =
€ €
< p— —_
2 + 2
= £
Zum Nachweis der Stetigkeit der Skalarmultiplikation sei (s,v) € K x V
fixiert und € > 0 vorgegeben, das wir als < 1 annehmen. Es sei D = |[|v]|

und
C = max (D, |s| ,1).

Es sei (t,u) € U(s,15) x U(v,75). Dann ist

ltu — sv|| < |[tu — sul| + [|su — sv||
= = sl lull + [l = o]
< —(C —) C—
< 36(C+36) 50
< S84 ¢
— 4 4 4
< €
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Lemma 15.11. Es sei V' ein K- Vektorraum mit einer Halbnorm ||—||. Dann
gelten folgende Aussagen.

(1) Die Menge der Vektoren {v € V | ||v|| = 0} ist ein Untervektorraum
Z von V.

(2) Die Halbnorm induziert auf dem Restklassenraum V/Z eine Norm.

Bewezs. (1) Folgt direkt aus der Vertréglichkeit der Halbnorm mit der
Skalarmultiplikation und aus der Dreiecksabschétzung.
(2) Fiir z € Z ist

v+ 2] < loll + 2] = [|Jv]]
und ebenso
[oll < [lv+zll + (=2l = lv+ 2]+ [|z]] = [[v+ =],
also ist
o]l = [lv+z|.

Die Halbnorm induziert also eine wohldefinierte Abbildung auf dem
Restklassenraum V/Z. Dabei bleiben alle Eigenschaften einer Halb-
norm erhalten. Ferner gilt ||[v]|| = 0 genau dann, wenn v € Z ist,
also [v] = 0 in V/Z. Daher liegt eine Norm vor.

i

Die folgende Aussage charakterisiert stetige lineare Abbildungen zwischen
normierten Vektorrdaumen, man kénnte sie auch fiir lineare Abbildungen zwi-
schen Vektorrdumen formulieren, die mit einer Halbnorm versehen sind. Fiir
endlichdimensionale Vektorrdume (entscheidend ist der Ausgangsraum) liegt
nach Satz 34.10 (Analysis (Osnabriick 2021-2023)) oder allgemeiner Satz
52.17 (Lineare Algebra (Osnabriick 2017-2018)) stets Stetigkeit vor, die Aus-
sage ist also fiir unendlichdimensionale Vektorrdume relevant.

Satz 15.12. Es seien V und W normierte K- Vektorrdume und
p: V—W
eine lineare Abbildung. Dann sind folgende Eigenschaft dquivalent.

(1) @ st stetig.
(2) o ist stetig im Nullpunkt.
(3) Die Menge

{e@) [veV, [u] =1}
1st beschrankt.

Beweis. Von (1) nach (2) ist klar. Von (2) nach (3). Es gibt insbesondere fiir
€ = lein & > 0 derart, dass aus

lo] <6
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die Abschitzung

le()|| <1
folgt. Aus
ol <1
folgt dann wegen der skalaren Vertraglichkeit
1
< -
()l < =

Von (3) nach (1). Es sei C' eine obere Schranke fiir die Norm der Werte auf
der Einssphére. Sei v € V gegeben. Es ist

d(p(v),p(w)) = [le(v) = p(w)]
lp(v —w)l

= o=l e (= )1

v—w||
< v —=wl-C.

Zu ¢ > 0 kann man also
d :=¢/C
wiéhlen. 0

15.3. Separable Riume.

Lemma 15.13. Ein metrischer Raum besitzt genau dann eine abzdhlbare
Basis der Topologie, wenn er eine abzihlbare dichte Teilmenge besitzt.

Beweis. Siehe Aufgabe 15.13. O

Definition 15.14. Ein normierter K-Vektorraum heiflt separabel, wenn seine
Topologie eine abzdhlbare Basis besitzt.

Lemma 15.15. Fliir einen normierten K-Vektorraum V' sind folgende Aus-
sagen dquivalent.

(1) V ist separabel.
(2) V besitzt eine abzihlbare dichte Teilmenge.
(3) V besitzt einen dichten Untervektorraum mit abzdihlbarer Dimension.

Beweis. Die Aquivalenz von (1) und (2) ergibt sich aus Lemma 15.13. Wenn
(2) erfiillt ist, so besitzt natiirlich der durch eine abzdhlbare dichte Punkt-
menge erzeugte Untervektorraum U eine abzéhlbare Basis und U ist dicht.
Es sei (3) erfiillt mit

U = (v,, n € N)

und dicht. Wir nehmen K = R an und behaupten, dass der Q-Vektorraum
T = @,y Quy, der nach Lemma 10.10 (Analysis (Osnabriick 2021-2023))
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abzéhlbar ist, eine dichte Teilmenge von V ist. Es sei dazu @ € U(Q,e) C V
eine offene Umgebung eines Punktes ) € V. Es gibt dann ein Element

U:ZanvnEU

nek

mit £ C N endlich mit m Elementen und d(Q,u) = § < €. Es sei S eine
obere Schranke fiir ||v,||, n € E. Wenn man in u die reellen Koeffizienten aj,
durch rationale Koeffizienten b,, mit

e—0
mS

ersetzt, so erhélt man das Element ) _.b,v, € T innerhalb von U(Q,e).
Es ist ja

1Q =D bavall < 1Q =D anvall + 1) bava — Y anval

b, — a,| <

ner nekr nekr ner
< 5+Z‘bn_anw“n“
nekl
< d+e€e—9
= e

g

Wenn ein dichter Untervektorraum mit abzahlbarer Dimension vorliegt, so
gibt es davon eine Basis der Form fi, fs,.... In vielen Beispielen, insbeson-
dere, wenn ein separabler Hilbertraum vorliegt, lédsst sich eine solche ,,dichte
Basis® des Gesamtraumes explizit angeben, siehe beispielsweise Satz 23.6,
Satz 24.2 und Satz 24.8.

Definition 15.16. Ein normierter K-Vektorraum, der mit der zugehorigen
Metrik ein vollstandiger metrischer Raum ist, heiflit Banachraum.

15. ARBEITSBLATT

15.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 15.1. Es sei M eine Menge, die mit einer Halbmetrik versehen sei.
Zeige, dass M ein topologischer Raum ist.

Aufgabe 15.2. Es sei M eine Menge, die mit einer Halbmetrik d versehen
sei. Zeige, dass d genau dann eine Metrik ist, wenn der topologische Raum
M ein Hausdorffraum ist.
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Aufgabe 15.3. Es sei X ein topologischer Raum. Wir nennen Punkte
x,y € X umgebungsiquivalent, wenn fiir jede offene Menge U C X die
Zugehorigkeit x € U genau dann gilt, wenn y € U gilt. Zeige, dass es sich
dabei um eine Aquivalenzrelation handelt.

Aufgabe 15.4. Esseien X und Y Mengen, auf denen jeweils eine Halbmetrik
definiert sei und es sei

p: X —Y
eine Abbildung. Zeige, dass ¢ genau dann stetig ist, wenn es zu jedem x € X
und jedem € > 0 ein 6 > 0 derart existiert, dass aus d(z,z’) < ¢ die
Abschéitzung d(p(z), p(z')) < € folgt.

Aufgabe 15.5. Esseien X und Y Mengen, auf denen jeweils eine Halbmetrik
definiert sei und es sei
p: X —Y
eine stetige Abbildung. Zeige, dass ¢ eine stetige Abbildung
o: X/ ~—Y/~

induziert, die mit den Quotientenabbildungen vertraglich ist.

Aufgabe 15.6. Es sei V' der R-Vektorraum aller konvergenten Folgen. Zeige,
dass durch
o]l =

lim v,
n—oo

eine Halbnorm auf V' gegeben ist. Bestimme Z aus Lemma 15.11 und V/Z.

Aufgabe 15.7. Es sei V ein K-Vektorraum mit einer Halbnorm ||—||, zu-
gehoriger Halbmetrik d und sei

Z = {veV||w| =0}

Zeige, dass der Restklassenraum V/Z in kanonischer Weise mit der Quotien-
tenmenge V/ ~ iibereinstimmt, wobei ~ die zu d gehérige Aquivalenzrelati-
on ist, und dass die induzierte Metrik auf V// ~ von der induzierten Norm
herriihrt.

Aufgabe 15.8. Es sei X ein topologischer Raum und sei C?(X,K) der K-
Vektorraum der stetigen beschrénkten K-wertigen Funktionen auf X, verse-
hen mit der Supremumsnorm. Es sei x € X. Zeige, dass die Auswertung an

x, also die Abbildung
C'(X,K) — K, fr— f(2),

K-linear und stetig ist.
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Aufgabe 15.9. Man gebe ein Beispiel fiir einen o-endlicher Mafiraum (M, A,
p) derart, dass

V—>R,f~>/ Jdp.
M

nicht stetig ist, wobei V' den R-Vektorraum der beschréinkten integrierbaren
Funktionen auf M, versehen mit der Supremumsnorm, bezeichnet.

Eine topologische Gruppe ist eine Gruppe G, die zugleich ein topologischer
Raum ist derart, dass die Verkniipfung

GxG— G, (g,h) —> goh,
und die Inversenbildung
G—G, g— g,

stetige Abbildungen sind.

Aufgabe 15.10. Zeige, dass ein topologischer Vektorraum eine (additive)
topologische Gruppe ist.

Aufgabe 15.11. Zeige, dass die Gruppen (R, +), (R \ {0},-), (C,+), (C\
{0},), (R™, +), (S*, mit der Winkeladdition), die allgemeine lineare Gruppe
GL,(R) bzw. GL,(C) topologische Gruppen sind.

Es sei V' ein topologischer Vektorraum iiber K. Dann heift
V' = {f € Homg(V,K) : f stetig }

der topologische Dualraum zu V.

Aufgabe 15.12. Es sei V' ein normierter K-Vektorraum und sei V' der ste-
tige Dualraum zu V. Zeige, dass V' iiber

1] == sup ([f ()], [l=]] = 1)

zu einem normierten Vektorraum wird.

Aufgabe 15.13.*

Zeige, dass ein metrischer Raum genau dann eine abzédhlbare Basis der To-
pologie besitzt, wenn er eine abzéhlbare dichte Teilmenge besitzt.
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15.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 15.14. (4 Punkte)

Es sei (M, A, u) ein endlicher Mafiraum und sei V' der R-Vektorraum der
beschréankten integrierbaren Funktionen auf M, den wir mit der Supremums-
norm versehen. Zeige, dass

Ly
M

stetig ist.

Aufgabe 15.15. (3 Punkte)

Es sei V' ein unendlichdimensionaler normierter R-Vektorraum. Zeige, dass
es eine lineare Abbildung
V—R

gibt, die nicht stetig ist.
16. VORLESUNG - LEBESGUERAUME

16.1. p-Integrierbarkeit.

Definition 16.1. Es sei p > 1 eine reelle Zahl und (X, A, 1) ein Mafiraum.
Eine messbare Funktion

f: X —K
heiBt p- integrierbar , wenn [ « | fIP dp endlich ist.

Der Menge aller p-integrierbaren Funktionen wird mit
LP(X) = LV(X, A, p)
bezeichnet, es handelt sich um einen K-Vektorraum.

Beispiel 16.2. Wir betrachten die natiirlichen Zahlen N als Mafiraum mit
dem Z&hlmafl. Die Funktionen

fiN—K

sind einfach die K-wertigen Folgen, diese sind automatisch messbar. Die p-
Integierbarkeit ist in diesem Fall einfach die p-Summierbarkeit, es geht also
um diejenigen Folgen f, fiir die

£l = D 1fal” < o0

neN
gilt. Die f, sind von daher eher als Reihenglieder denn als Folgenglieder an-
zusehen. Fiir p = 1 handelt es sich um die absolute Konvergenz der Reihe
bzw. schlicht um die Summierbarkeit, fiir p = 2 spricht man von quadrat-
summierbaren Folgen. Die harmonische Reihe ist nicht summierbar, aber
2-summierbar und sogar p-summierbar fiir jedes p > 1.
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Lemma 16.3. Es sei p > 1 eine reelle Zahl und (X, A, p) ein Mafraum.
Dann ist die Menge LP(X) der p-integrierbaren Funktionen ein C-Vektor-
raum.

Beweis. Siehe Aufgabe 16.1. U

Definition 16.4. Es sei p > 1 eine reelle Zahl und (X, A, 1) ein Mafiraum.
Zu einer p-integrierbaren Funktion nennt man

1/p
T ( [ du)

Bemerkung 16.5. Haufig mochte man auch fiir p = oo zu Lemma 16.3 ent-
sprechende Funktionenrdume mit einer entsprechenden Halbnorm zur Verfii-
gung haben. Zu einer messbaren Funktion f: X — R auf einem Mafiraum
(X, A, ) setzt man

die p- Norm von f.

1 flloc = inf (b, p(f~ (Rsy)) = 0).

Diese Zahl (die eventuell co sein kann) nennt man auch das wesentliche Su-
premum von f. Die entscheidende Figenschaft ist, dass f zwar auch Werte
oberhalb dieses wesentlichen Supremums annehmen kann, aber nur auf ei-
ner Nullmenge. Man nennt f wesentlich beschrdinkt, wenn ihr wesentliches
Supremum eine reelle Zahl ist. Mit £*° bezeichnet man den Vektorraum der
wesentlich beschrankten Funktionen auf X, auf diesem ist ||—|| eine Halb-
norm.

Lemma 16.6. Es sei (X, A, u) ein MafSraum. Dann sind fir eine messbare
Funktion f: X — K folgende Aussagen dquivalent.

(1) Esist f = 0 fast tiiberall.
(2) Es gibt einp > 1 mit

/lelpdu = 0.
[ 1srdu =0

Beweis. Siehe Aufgabe 16.2. O

(3) Fiir allep > 1 ist

Wir werden zeigen, dass die p-Norm eine Halbnorm auf £? ist und daher nach
Lemma 15.11 auf einem geeigneten Restklassenraum eine Norm ist. Die fol-
gende Aussage heifit Holdersche Abschdtzung oder Holdersche Ungleichung.

Lemma 16.7. Es secien p,q > 1 reelle Zahlen mit
1 1
4z =1
p q
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und es sei (X, A, u) ein Mafsraum. Es seien
f7 g: X — RZO

messbare Funktionen, die p- bzw. q-integrierbar seien. Dann gilt

/mw=WM§mqu
X

Beweis. Bei || f]l, = 0 ist die Aussage nach Lemma 16.6 klar, wir konnen
also von || f||,, |9l > 0 ausgehen. Zu z € X wenden wir auf A = W}ﬁ;' und

B = |ﬁ(ﬁ | die Abschiitzung

(siche Aufgabe 20.25 (Analysis (Osnabriick 2021-2023))) an und erhalten

| i/l
S dp = [ L d
uﬂuwmqéﬂ”’“ T Tl ™

e e
< + dp
Lﬂﬂﬂﬁ 0T

1 / 1
= o [Pt o [ ol
b7 ol Jx

p q
1.

Multiplikation mit dem Vorfaktor ergibt die Behauptung. U

Lemma 16.8. Es seip > 1 eine reelle Zahl und es sei (X, A, ) ein Mafs-

raum. Es seien
f,g: X — R

p-integrierbare Funktionen. Dann gilt

1f+ gl < 171 + gl

Beweis. Essei 1l < p < o0, fiir die anderen Félle siehe die Aufgaben. Wegen

L+ gl < [ILF1+1glll,

konnen wir f und g als reellwertig und nichtnegativ annehmen. Es sei ¢ die
durch die Bedingung

1 1
—+ =1
p q
bestimmte Zahl, also
b
q = p—— 1

Mit Lemma 16.7 folgt
£ 49l = [ (F+oyau
b's
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LLfU+9V4+ﬂf+m%Wu

Hﬂf+m“WrﬂwU+gVﬂh 1
1l ICfF+9)7 g+ HP{Hp' 1(fF+9)" g
(£l + gl CF + ) g

= (Ilfllp + llgll») ( /X ( f+g>(pl)qdﬂ>uq

(»=1)/p

IA AN I

= (11, + lgll) ( / (f+g)pdu)
(Ul + gl gl

Wir kénnen nun mit || f 4 g|[?~" kiirzen (wenn diese Zahl gleich 0 ist, stimmt
die Aussage sowieso). d

Lemma 16.9. Es sei (X, A, p) ein Mafraum und p > 1. Dann ist ||—||, auf
dem K-Vektorraum LP(X) der p-integrierbaren Funktionen eine Halbnorm.

Beweis. Die Dreiecksabschétzung ist Lemma 16.8, die anderen Eigenschaften
sind klar. U

Zu einem Mafiraum X betrachten wir
N = {f: X = Kmessbar | f =0 fast {iberall }.

Dies ist ein K-Vektorraum, der aus allen messbaren Funktionen besteht, fiir
die die Menge {z € X | f(z) # 0} eine Nullmenge ist. Nach Lemma 16.6
stimmt dieser Raum mit dem Raum aller Funktionen {iiberein, fiir die die
p-Norm gleich 0 ist. Daher liegt fiir jede reelle Zahl p > 1 die Unterraumbe-
ziehung
N C P

vor, und N entspricht fiir jeden £P dem Untervektorraum Z aus Lemma
15.11.

Definition 16.10. Zu einem Mafiraum (X, A, ) und einer reellen Zahl p >
1 definiert man die LP- Rdume durch

LP(X) == LP(X)/N.

Beispiel 16.11. Wir betrachten die natiirlichen Zahlen N als Mafiraum mit
dem Zihlmaf, siehe Beispiel 16.2. Dabei ist die Nullfolge die einzige Folge,
deren Triger das MaB 0 besitzt, d.h. es ist N' = 0 und es eriibrigt sich der
Ubergang von £P(X) nach L?(X).

Lemma 16.12. Zu einem Mafiraum (X, A, u) und p > 1 ist der Lebesque-

raum LP(X, p) durch
1/p
111 = ([ 167 dn)
X

ein normierter K-Vektorraum.
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Beweis. Nach Lemma 16.3 ist £P(X) ein K-Vektorraum, auf dem ||—||, nach
Lemma 16.8 eine Halbnorm ist. Nach Lemma 16.6 besteht N genau aus den
Funktionen, deren Norm gleich 0 ist. Deshalb folgt die Aussage aus Lemma
15.11. U

Wegen der Identifizierung von Funktionen, die sich nur in einer Nullmenge
unterscheiden, kann man bei Funktionsklassen nicht unmittelbar von punkt-
weiser Konvergenz sprechen. Man kann allerdings davon sprechen, dass fast
iiberall punktweise Konvergenz vorliegt. Die folgende Aussage sichert, dass
dies auch auf L?(X) eine wohldefinierte Eigenschaft ist.

Lemma 16.13. FEs sei (X, A, u) ein Mafiraum und p > 1. Es seien f,g
messbare Funktionen und seien f, und g, Folgen von messbaren Funktionen
auf X. Es sei f = g fast diberall und es sei f, = g, fast tberall. Dann
konvergiert f, fast iberall gegen f genau dann, wenn g, fast iberall gegen g
konvergiert.

Beweis. Siehe Aufgabe 16.9. U

Entsprechend kann man &hnliche Sprechweisen iiber messbare Funktionen
auf X auf Funktionsklassen in LP(X) iibertragen.

Lemma 16.14. FEs sei (X, A, u) ein o-endlicher MafSraum und p > 1. Es
sei (fn)nen €ine Folge von messbaren Funktionen auf X, die fast tiberall gegen
die messbare Funktion f konvergiere. Es gebe ein reellwertiges g € LP(X),
das fast tberall fir alle |f,| eine obere Schranke sei. Dann konvergiert f,

auch in LP(X) gegen f.

Beweis. Die Bedingung |f,| < g sichert einerseits, dass die f, zu LP(X)
gehoren, und andererseits, dass auch |f| < g fast tiberall gilt, weshalb wie-
derum f zu LP(X) gehort. Es konvergiert |f — f,| und damit auch |f — f,,|°
fast iiberall gegen 0. Wegen

|f = ful” < (29)7 = 2°¢"
und wegen g € LP(X) kénnen wir auf die Folge |f — f,|” den Satz von

der majorisierten Konvergenz anwenden und erhalten || f — f,|l, — 0, also
konvergiert f,, in der p-Norm gegen f. ]

’p

Lemma 16.15. Es sei (X, A, u) ein o-endlicher Mafiraum und p > 1.
Es sei g, eine Folge von Funktionen in LP(X) derart, dass die reelle Rei-
he Y0 o llgnllp konvergiert. Dann konvergiert die Funktionenreihe . gy
fast tiberall und auch beziiglich der p-Norm gegen eine Funktion g € LP(X).

Beweis. Es sei b = Y ||gnll,- Wir betrachten die Partialsummen
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und die Grenzfunktion

h= i e = 1o,
n=0
die auch den Wert co annehmen kann. Daher ist auch

h? = lim AP,

m—0o0

und nach dem Satz von der monotonen Konvergenz ist

/hpdu = lim h® djs.
X

m—o0 X

Fiir Potenzieren mit dem Exponenten 1/p und erhalten

Bl = T [l =t 13" gl
n=0
Wegen

D gally <> llgally < 0
n=0 n=0

fiir alle m ist dies beschrankt. Es folgt h € LP und insbesondere ist h? in-
tegrierbar. Dies bedeutet, dass h allenfalls auf einer Nullmenge den Wert oo
annimmt. Die Funktionenreihe ) > |g,| ist also auBerhalb einer Nullmenge
punktweise konvergent und daher ist nach Lemma 16.14 auch die Funktio-
nenreihe »° g, auBerhalb einer Nullmenge punktweise konvergent gegen
eine Funktion g. Mit Lemma 16.14 folgt, dass auch Konvergenz beziiglich der
p-Norm vorliegt. U

Die folgende Aussage heifit Vollstandigkeitssatz von Fischer-Riesz.
Satz 16.16. Es sei (X, A, n) ein o-endlicher Mafraum. Dann ist der Lebes-

gueraum LP(X) der p-integrierbaren Funktionen vollstindig.

Beweis. Es sei (f,),cy eine Folge von (Aquivalenzklassen von) p-integrier-
baren Funktionen auf X, die beziiglich der p-Norm ||—||, eine Cauchy-Folge
bilden. Da wir zu einer Teilfolge {ibergehen kénnen, kénnen wir (nach neuer
Indizierung) annehmen, dass
1
||fn+1 - fn”p S Q_n
ist. Wir setzen g, = f,41 — fa, und es gilt

1
. — <2
Zug <y 3

n=
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Nach Lemma 16.15 konvergiert die Reihe Y7 g, fast tiberall und beziiglich
der p-Norm gegen eine Funktion g € £P(X). Daher konvergiert die Folge

n—1 n—1
fo=fo+ > (fin—1) = fo+ g
i=0 i=0
gegen fy+ g in den beiden beschriebenen Sinnen. O

Diese Aussage besagt also, dass ein Lebesgueraum ein Banachraum ist.

16. ARBEITSBLATT

16.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 16.1.*

Es sei p > 1 eine reelle Zahl und X ein Mafiraum. Zeige, dass die Menge
LP(X) der p-integrierbaren Funktionen ein C-Vektorraum ist.

Aufgabe 16.2. Es sei X ein Mafiraum. Zeige, dass fiir eine messbare Funk-
tion f: X — K folgende Aussagen dquivalent sind.

(1) Esist f = 0 fast iiberall.
(2) Es gibt ein p > 1 mit

J 1 =
[ 1sdu =0

(3) Fiir alle p > 1 ist

Aufgabe 16.3.*

Es sei U C R" eine offene Teilmenge und sei L*(U, \") der zugehorige L*-
Raum. Zeige, dass es fiir jede Funktionsklasse f € L?*(U, \") einen Reprisen-
tanten gibt, der in keinem Punkt stetig ist.

Aufgabe 16.4. Zeige, dass fiir einen o-endlichen Mafiraum die Identitéit auf
dem reellen Vektorraum V' aller beschrinkten integrierbaren Funktionen im
Allgemeinen nicht stetig ist, wenn man den Ausgangsraum mit der Supre-
mumsnorm und den Zielraum mit der L'-Halbnorm versieht. Zeige ebenso,
dass die Identitéit bei vertauschten Rollen der Normen ebenfalls nicht stetig
sein muss.
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Fiir die beiden folgenden Aufgaben vergleiche Beispiel 31.5 (Analysis (Osna-
briick 2021-2023)) und Beispiel 31.6 (Analysis (Osnabriick 2021-2023)).

Aufgabe 16.5. Zeige, dass auf |0,1] die Funktion z~! fiir kein p > 1 p-
integrierbar ist.

Aufgabe 16.6. Zeige, dass auf Rs; die Funktion z~! fiir p = 1 nicht p-
integrierbar, aber fiir jedes p > 1 p-integrierbar ist.

Aufgabe 16.7.*
Es sei X ein endlicher Mafiraum und sei 1 < p < q. Zeige L9(X) C LP(X).

Aufgabe 16.8. Es sei X ein Mafiraum, x € X ein fixierter Punkt und
p>1

(1) Zeige, dass die Auswertung
‘Cp(X) — K> f — f(x)a

im Allgemeinen nicht stetig ist, wenn L£P(X) mit der p-Halbnorm
versehen ist.
(2) Zeige, dass die Auswertung an x auf LP(X) nicht wohldefiniert ist.

Aufgabe 16.9. Es sei (X, ) ein Mafiraum und p > 1. Es seien f, g messbare
Funktionen und seien f,, und g, Folgen von messbaren Funktionen auf X.
Es sei f = g fast iiberall und es sei f, = g, fast iiberall. Zeige, dass f,
fast iiberall gegen f genau dann konvergiert, wenn g, fast iiberall gegen ¢
konvergiert.

16.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 16.10. (3 Punkte)
Essei 0 < p < 1. Zeige, dass auf dem R” fiir n > 2 durch
lolly = (of + - o)

keine Norm definiert wird.

Aufgabe 16.11. (4 Punkte)

Es sei X ein g-endlicher Maffiraum und Z C X eine messbare Teilmenge.
Zeige, dass es (zu p > 1) eine natiirliche Untervektorraumbeziehung

LP(Z) C LP(X)
gibt, die die p-Norm erhélt.
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Aufgabe 16.12. (3 Punkte)

Sei « € R>;. Man gebe ein Beispiel fiir einen o-endlichen Mafiraum M
und eine messbare Funktion f: M — R, die p-integrierbar ist fiir jedes
1 < p < a und nicht p-integrierbar ist fiir p > «.

Aufgabe 16.13. (4 Punkte)

Man gebe ein Beispiel fiir eine reelle Folge, die gegen 0 konvergiert und die
fiir kein p > 1 p-summierbar ist.

17. VORLESUNG - KOMPAKTHEIT

17.1. Kompaktheit.

Bisher haben wir den Kompaktheitsbegriff nur fiir abgeschlossene und be-
schrankte Teilmengen 7' C R™ verwendet.

Teilmengen eines euklidischen Raumes, die sowohl abgeschlossen als auch
beschriankt sind, nennt man kompakt. Auf topologischen Rdumen, die nicht
durch eine Metrik gegeben sind, kann man nicht von beschriankt sprechen,
aber auch bei einem metrischen Raum, der keine Teilmenge eines R" ist,
fithren die beiden Eigenschaften abgeschlossen und beschrinkt nicht sehr
weit. Jeder metrische Raum ist in sich selbst abgeschlossen und jede Metrik
kann man so abéndern, dass sie beschrinkt wird, ohne dass die Topologie
sich dndert. Schlagkriftiger ist das folgende rein topologische Konzept.

Definition 17.1. Ein topologischer Raum X heiit kompakt (oder diber-
deckungskompakt), wenn es zu jeder offenen Uberdeckung

X = U U; mit U; offen und einer beliebigen Indexmenge [
i€l
eine endliche Teilmenge J C [ derart gibt, dass

X:UUi

ieJ
ist.

Diese Eigenschaft nennt man manchmal auch diberdeckungskompakt. Haufig
nimmt man zu kompakt noch die Eigenschaft Hausdorffsch mit hinzu. Es
sei betont, dass diese Eigenschaft nicht besagt, dass es eine endliche Uber-
deckung aus offenen Mengen gibt (es gibt immer die triviale offene Uber-
deckung mit dem Gesamtraum), sondern dass man, wenn irgendeine irgend-
wie indizierte offene Uberdeckung vorliegt, dann nur eine endliche Teilmenge
aus der Indexmenge fiir die Uberdeckung nétig ist.

Lemma 17.2. Es sei X ein Hausdorffraum und es sei Y C X eine Teil-
menge, die die induzierte Topologie trage. Es sei Y kompakt. Dann ist Y
abgeschlossen in X.
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Beweis. Siehe Aufgabe 17.21. 0

Lemma 17.3. Es sei X ein kompakter Raum und es se1 Y C X eine abge-
schlossene Teilmenge, die die induzierte Topologie trage. Dann ist'Y ebenfalls
kompakt.

Beweis. Siehe Aufgabe 17.3. g

Eine Variante des Kompaktheitsbegriffes ist die sogenannte Folgenkomapkt-
heit, die besagt, dass jede Folge eine konvergente Teilfolge besitzt. Nach Auf-
gabe 2.9 ist dies im Fall einer abziahlbaren Basis (es geniigt eine abzdhlbare
Umgebungsbasis fiir jeden Punkt) #dquivalent dazu, dass jede Folge einen
Haufungspunkt besitzt. Wir werden hier hauptséchlich Situationen bespre-
chen, in denen iiberdeckungskompakt und folgenkompakt tibereinstimmen.

Lemma 17.4. Es sei X ein topologischer Raum mit einer abzihlbaren Basis.
Dann ist X genau dann kompakt, wenn jede Folge (x,), oy in X einen Hiu-
fungspunkt (in X ) besitzt.

Beweis. Es sei X kompakt und sei eine Folge (z,),,.y gegeben. Nehmen wir
an, dass diese Folge keinen Haufungspunkt besitzt. Das bedeutet, dass es zu
jedem y € X eine offene Umgebung y € U, gibt, in der es nur endlich viele
Folgenglieder gibt. Wegen

x=Uu,

yeX
gibt es nach Voraussetzung eine endliche Teiliiberdeckung

X:QU,

Diese enthélt einerseits alle Folgenglieder und andererseits nur endlich viele
Folgenglieder, ein Widerspruch.

Es sei die Folgeneigenschaft erfiillt und sei X = (J,; U; eine Uberdeckung
mit offenen Mengen. Da X eine abzéhlbare Basis besitzt, gibt es nach Auf-
gabe 2.8 eine abzdhlbare Teilmenge J C [ mit

X = UU

ieJ
Wir kénnen J = N annehmen. Nehmen wir an, dass die Uberdeckung
X = Uen Ui keine endliche Teiliiberdeckung besitzt. Dann ist insbeson-
dere I ,U; # X fiir jedes n € N und daher gibt es zu jedem n € N
ein x, € X mit z,, ¢ J_,U;. Nach Voraussetzung besitzt diese Folge einen
Hiufungspunkt z. Da eine Uberdeckung X = Uien Ui vorliegt, gibt es ein
k € Nmit x € Ug. Da z ein Haufungspunkt ist, liegen unendlich viele Fol-
genglieder in Uy. Dies ist ein Widerspruch, da nach Konstruktion fiir n > k
die Folgenglieder x,, nicht zu Uy gehoren. U
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Der folgende Satz heifit Satz von Heine-Borel.

Satz 17.5. Es sei T C R" eine Teilmenge Dann sind folgende Aussagen
dquivalent.

(1) T ist iberdeckungskompakt.

(2) Jede Folge (xy),,cn in T besitzt einen Hiufungspunkt in T'.

(3) Jede Folge (), oy in T besitzt eine in T' konvergente Teilfolge.
(4) T ist abgeschlossen und beschrinkt.

Beweis. Die Aquivalenz von (1) und (2) wurde allgemeiner in Lemma 17.4
bewiesen, fiir die Existenz einer abzahlbaren Basis siehe Aufgabe 2.23. Die
Aquivalenz von (2) und (3) ist klar. Die Aquivalenz von (3) und (4) wurde
in Satz 36.9 (Analysis (Osnabriick 2021-2023)) gezeigt. O

17.2. Stetige Abbildungen auf kompakten Riumen.

Lemma 17.6. Es seien X und Y topologische Rdume und es sei
p: X —Y

eine stetige Abbildung. Es sei X kompakt. Dann ist das Bild o(X) C Y
ebenfalls kompakt ist.

Beweis. Siehe Aufgabe 17.22. O

Die folgende Aussage ist eine wesentliche Verallgemeinerung von Satz 13.10
(Analysis (Osnabriick 2021-2023)) und von Satz 36.12 (Analysis (Osnabriick
2021-2023)).

Satz 17.7. Es sei X ein nichtleerer kompakter topologischer Raum und sei
f:r X —R
eine stetige Funktion. Dann gibt es ein x € X mit
f(x) > f(2') fir alle 2’ € X .

D.h., dass die Funktion ihr Mazimum (und ihr Minimum) annimmdt.

Beweis. Aufgrund von Lemma 17.6 ist f(X) C R kompakt, also nach Satz
17.5 abgeschlossen und beschriankt. Insbesondere ist f(X) < M fiir eine
reelle Zahl M. Wegen X # () besitzt f(X) wegen Satz 7.5 (Analysis (Osna-
briick 2021-2023)) ein Supremum s in R, das wegen der Abgeschlossenheit
nach Korollar 33.18 (Analysis (Osnabriick 2021-2023)) zu f(X) gehort, also
das Maximum von f(X) ist. Daher gibt es auch ein z € X mit f(z) = s.

U

Bemerkung 17.8. Es sei X ein kompakter topologischer Raum. Aufgrund
von Lemma 17.7 ist jede stetige Funktion

f: X —R
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beschrinkt, und damit stimmt der Vektorraum C'(X,R) aller stetigen Funk-
tionen mit dem Vektorraum C®(X,R) aller stetigen und beschrinkten Funk-
tionen iiberein. Bei X # () gibt es auf C°(X, R) stets die Supremumsnorm,
die im kompakten Fall wieder wegen Lemma 17.7 zur Maximumsnorm wird,
da das Supremum angenommen wird.

Die folgende Aussage heifit Satz von Dini.

Satz 17.9. Es sei X ein kompakter topologischer Raum. Es sei (fy), ey €i-
ne Folge in C(X,R), die punktweise und monoton gegen ein f € C(X,R)
konvergiert. Dann ist die Konvergenz gleichmdfig.

Beweis. Die Funktionenfolge sei wachsend und es sei e > 0 vorgegeben. Wir
betrachten die offenen Mengen

Un = {z € X | f(z) = fu(z) <e}.
Wegen der Monotonie ist
f(@) = fapa(z) < flz) = fulz)
und daher ist U,, C U,,+1. Wegen der punktweisen Konvergenz ist

X = UUn.

neN
Aufgrund der Kompaktheit gibt es ein ng mit
X = Uy,
was die Behauptung bedeutet. U

17.3. Kompakte metrische Riume.

Lemma 17.10. Ein kompakter metrischer Raum X ist wvollstindig.

Beweis. Es sei (), oy eine Cauchy-Folge in X. Nehmen wir an, dass die-
se Folge nicht konvergiert. Nach Aufgabe 36.7 (Analysis (Osnabriick 2021-
2023)) besitzt sie dann auch keinen Haufungspunkt. Das bedeutet, dass es
zu jedem Punkt y € X eine offene Umgebung y € U, derart gibt, dass es
darin nur endlich viele Folgenglieder gibt. Aufgrund der Kompaktheit gibt
es zur Uberdeckung

x =y,

yeX
eine endliche Teiliiberdeckung, also

X:QU,

Dann wiren ab einem N alle Folgenglieder aulerhalb dieser Menge, was
absurd ist. O
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Definition 17.11. Ein metrischer Raum M heifit total beschrinkt, wenn es
zu jedem € > 0 endlich viele Punkte x,...,z, € M derart gibt, dass

M = QU(.’EZ,G)

gilt.

Satz 17.12. Es sei X ein metrischer Raum. Dann sind die folgenden Aus-
sagen dquivalent.

(1) X ist kompakt.
(2) X ist folgenkompakt.
(3) X st vollstindig und total beschrdinkt.

Beweis. Die Folgenkompaktheit ist dquivalent dazu, dass jede Folge einen
Héufungspunkt besitzt. Von (1) nach (2) ergibt sich wie im Beweis zu Lemma
17.4. Aus (2) folgt (1) mit Lemma 17.4 wegen Aufgabe 17.20. Es sei (2) erfiillt.
Es sei (2y,),,cy eine Cauchy-Folge in X. Nach Voraussetzung besitzt sie eine
konvergente Teilfolge. Daraus folgt aber schon, dass die Folge konvergiert.
Der Raum ist also vollstdndig. Wenn X nicht total beschréankt ist, so gibt es
ein € > 0 derart, dass von den offenen Béllen U(z, €) keine endliche Auswahl
ganz X iberdeckt. Wir kénnen daher eine Folge (z,,), . konstruieren mit
der Eigenschaft, dass zu n > m. der Abstand

d(Tp, Ty) > €

neN

ist. Eine solche Folge besitzt keine konvergente Teilfolge.

Es sei nun (3) erfiillt und wir wollen auf (2) schliefen. Es sei (2,),,oy eine Folge
in X. Wir definieren induktiv unendliche Teilmengen N, C N,_; C Nin
folgender Weise: Es sei Nj_; schon konstruiert. Es sei U (yl, %), U (yr, %)
eine offene Uberdeckung von X, die es aufgrund der totalen Beschrinktheit
gibt. Dann gibt es eine unendliche Teilmenge N, C Nj;_; derart, dass die
ZTp, n € Ng, in einem der Balle U (yi, %) liegen. Wir wéhlen eine Teilfolge x,,,
mit n;, € N und n; aufsteigend. Dann ist fiir £ > k stets

2
d(wnk ) xng) S E

Es liegt also eine Cauchy-Folge vor, die wegen der Vollstandigkeit konvergiert.
O

17. ARBEITSBLATT

Aufgabe 17.1. Es sei X ein topologischer Raum, der nur aus endlich vielen
Elementen bestehe. Zeige, dass X kompakt ist.
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Aufgabe 17.2. Es sei X ein topologischer Raum und es seien Yy,...,Y, C
X kompakte Teilmengen. Zeige, dass auch die Vereinigung ¥V = [J_,Y;
kompakt ist.

Aufgabe 17.3.*

Es sei X ein kompakter Raum und es sei Y C X eine abgeschlossene Teil-
menge, die die induzierte Topologie trage. Zeige, dass Y ebenfalls kompakt
ist.

Aufgabe 17.4. Zeige, dass die Menge der reellen Zahlen R nicht iiber-
deckungskompakt ist.

Aufgabe 17.5. Zeige auf moglichst viele Arten, dass der Raum

M= {%|neN+}U{O}

kompakt ist.

Aufgabe 17.6. Es seien X und Y kompakte topologische Raume. Zeige,
dass auch der Produktraum X x Y kompakt ist.

Aufgabe 17.7. Beweise den Satz von Bolzano-Weierstrafl aus dem Satz von
Heine-Borel.

Aufgabe 17.8. Wir betrachten die natiirlichen Zahlen N und versehen sie
mit der diskreten Metrik. Zeige, dass N abgeschlossen und beschréankt, aber
nicht iiberdeckungskompakt ist.

Aufgabe 17.9. Es sei

f: R— St
eine stetige Abbildung. Zeige, dass das Bild von f homoéomorph zu einem
offenen, einem halboffenen, einem abgeschlossenen Intervall oder zu S* ist.

Aufgabe 17.10. Es sei

f: 8 —R
eine stetige Abbildung. Zeige, dass das Bild von f homoéomorph zu einem
abgeschlossenen Intervall ist.
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Aufgabe 17.11. Es sei V' # 0 ein normierter Vektorraum. Zeige, dass V'
nicht kompakt ist.

Aufgabe 17.12. Zeige, dass ein total beschrinkter metrischer Raum be-
schrankt ist.

Aufgabe 17.13. Zeige, dass eine Teilmenge T' C M eines total beschriank-
ten metrischen Raumes M wieder total beschrankt ist.

Aufgabe 17.14. Es sei T C R? ein abgeschlossenes gleichseitiges Dreieck
(gemeint ist die Fldche mit Rand) mit Seitenldnge 2. Bestimme die minimale
Anzahl an offenen Béllen mit Radius 1, mit denen man 7' iiberdecken kann.

Aufgabe 17.15. Es sei T C R? ein offenes gleichseitiges Dreieck (gemeint
ist die Fldche ohne den Rand) mit Seitenldange 2. Bestimme die minimale
Anzahl an offenen Béllen mit Radius 1, mit denen man T iiberdecken kann.

Aufgabe 17.16. Wir betrachten den abgeschlossenen Ball
X = U((0,0),1) C R

Bestimme die minimale Anzahl an offenen Béllen U(P;, 1), mit der man X
iberdecken kann.

Aufgabe 17.17. Man gebe ein Beispiel fiir einen vollstéandigen beschrénkten
metrischen Raum M, der nicht total beschrankt ist.

Aufgabe 17.18.*

Es sei T C M eine total beschrinkte Teilmenge in einem metrischen Raum
M. Zeige, dass auch der Abschluss 7' total beschréankt ist.

Aufgabe 17.19. Zeige, dass fiir eine Teilmenge T C R" die Konzepte be-
schrankt und total beschrankt zusammenfallen.

Aufgabe 17.20. Es sei X ein folgenkompakter topologischer Raum. Zeige,
dass X eine abzéhlbare Basis besitzt.
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17.1. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 17.21. (4 Punkte)

Es sei X ein Hausdorffraum und es sei ¥ C X eine Teilmenge, die die
induzierte Topologie trage. Es sei Y kompakt. Zeige, dass Y abgeschlossen
in X ist.

Aufgabe 17.22. (4 Punkte)
Es seien X und Y topologische Rdume und es sei
p: X —Y

eine stetige Abbildung. Es sei X kompakt. Zeige, dass das Bild ¢(X) C YV
ebenfalls kompakt ist.

Aufgabe 17.23. (4 Punkte)

Untersuche die folgenden Teilmengen 77 C R auf Vollstandigkeit, Be-
schranktheit und totale Beschranktheit.

T =7,
T =10, 1],
T
T

Aufgabe 17.24. (4 Punkte)

Es sei ¢: X — Y eine stetige Abbildung zwischen metrischen Rdumen X
und Y. Es sei X kompakt. Zeige, dass ¢ gleichméafig stetig ist.

17.2. Die Aufgabe zum Aufgeben.

Aufgabe 17.25. (10 Punkte)
Wir betrachten den offenen Ball

X = U((0,0),2) C R?

Bestimme die minimale Anzahl an offenen Béllen U(P;, 1), mit der man X
iberdecken kann.
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18. VORLESUNG - APPROXIMATIONSSATZ VON STONE-WEIERSTRASS

18.1. Der Satz von Arzela-Ascoli.

Wir betrachten einen kompakten topologischen Raum X und darauf den K-
Vektorraum C'(X,K) der stetigen Funktionen von X nach K. Auf diesem
Raum ist die Maximumsnorm wohldefiniert und eine Norm. Die Konvergenz
ist die gleichméflige Konvergenz und der Raum ist vollstdndig mit dieser
Norm, siehe Satz 55.9 (Analysis (Osnabriick 2021-2023)) fiir den Fall einer
kompakten Teilmenge X C R* und Lemma 55.8 (Analysis (Osnabriick 2021-
2023)).

Wir moéchten verstehen, wann eine gegebene Teilmenge
T C C(X,K)
kompakt ist. Dies wird durch den Satz von Arzela-Ascoli beantwortet.

Definition 18.1. Es sei X ein topologischer Raum, Z ein metrischer Raum
und sei 7" C Abb (X, Z) eine Menge von Abbildungen von X nach Z. Man
nennt 1" gleichgradig stetig in einem Punkt x € X, wenn es zu jedem ¢ > 0
eine offene Umgebung x € U C X derart gibt, dass fiir alle 2/ € U und
alle f € T gilt

d(f(z), f(«") < e

Man nennt T' gleichgradig stetig, wenn T' gleichgradig stetig in jedem Punkt
r € X ist.

Eine einzelne Abbildung ist genau dann gleichgradig stetig in x, wenn sie ste-
tig in x ist. Auch eine Ansammlung von endlich vielen stetigen Funktionen
ist automatisch gleichgradig stetig, siche Aufgabe 18.1. Im Allgemeinen geht
es darum, ob es fiir eine gegebene Funktionenmenge und jede vorgegebene
Zielgenauigkeit ¢ > 0 eine Startumgebung gibt, die fiir alle Funktionen si-
multan die Zielbedingung sichert. Wenn X ein metrischer Raum ist, so wird
die Startumgebung durch eine Startgenauigkeit 6 > 0 beschrieben.

Beispiel 18.2. Es sei [a, b] ein reelles Intervall und sei
S ={cx+d|c,deR}

die Menge aller affin-linearen Funktionen, aufgefasst als Funktionen auf dem
Intervall. Dann ist S nicht gleichgradig stetig, da die Beziehung zwischen
einer Zielgenauigkeit € > 0 und einer Aufwandsgenauigkeit 6 > 0 wesentlich
von der Steigung ¢ der affin-linearen Funktion abhéngt. Wenn man hingegen
Schranken ¢y < ¢; fixiert und

T'={cx+d|c,deR, ¢g<c<c} C8

betrachtet, so liegt gleichgradige Stetigkeit vor.
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Lemma 18.3. Es sei X ein kompakter topologischer Raum und T C
C(X,K), versehen mit der Mazimumsnorm. Es gelten die beiden Eigenschaf-
ten

(1) T ist gleichgradig stetig.
(2) Fiir jeden Punkt x € X ist das Auswertungsbild {f(x) | f € T} be-
schrankt.

Dann ist T total beschrdnkt.

Beweis. Es sei € > 0 gegeben. Wegen der gleichgradigen Stetigkeit gibt es
zu jedem x € X eine offene Umgebung » € U, C X mit

€

A(f (@), fa) <

fiir alle ' € U, und alle f € T. Wegen der Kompaktheit von X gibt es
endlich viele Punkte z4,. .., z, mit

X = LnJ U.,,.
=1

Es sei
M= {f()[feT i=1....n} = J{f@@) | f€T} C K

Da die einzelnen Auswertungsbilder { f(z;) | f € T'} beschrénkt sind, ist auch
M beschriankt und daher gibt es endlich viele Punkte 24, ..., 2, in K mit

" €
M C UU@,Z).
7=1
Zu einem Tupel (ji,...,J,) € {1,...,m}" definieren wir
T(jl ..... gn) = {f€T|f(ZL’Z)€U<Z]Z,E> furzzl,,n}

4
Es ist

Fir f,g € T,.,..,
d(f(z), g(z))

< d(f (@), [ (@) + d(f (), g(20)) + d(g(2:), g())
< d(f (@), f(2:)) +d(f (@), 2) + d(z,, 9(2:)) + dlg (1), 9(w))

SO ist
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fiir jedes f € T(j,....jn)- Wir wihlen zu jedem Tupel (jy, ..., jn) eine Funktion
TGign) € T, jn)- Dann wird T' von den endlich vielen offenen Béllen
U(f(j1 ..... jn),€) iiberdeckt. -

In Beispiel 18.2 sind die Auswertungsbilder nicht beschréankt, da d in ganz
R variieren kann. Wenn man das Intervall kompakt wahlt und sowohl fiir ¢
als auch fiir d einem beschréankten Bereich feslegt, so erhdlt man mit Lemma
18.3 eine total beschrinkte Menge an affin-linearen Funktionen. Der folgende
Satz heifit Satz von Arzela-Ascoli.

Satz 18.4. Es sei X ein kompakter topologischer Raum und T C C(X,K),
versehen mit der Maxrimumsnorm. Dann ist T' genau dann kompakt, wenn
die drei folgenden Bedingungen erfillt sind.

(1) T ist abgeschlossen.

(2) T ist gleichgradig stetig.

(3) Fiir jeden Punkt x € X ist das Auswertungsbild {f(x) | f € T} be-
schrinkt.

Beweis. Es sei zuerst T' kompakt. Die Eigenschaft (1) folgt aus Lemma 17.2.
Die Eigenschaft (3) folgt wegen der Stetigkeit der Auswertung (siche Aufgabe
15.8)

C<X7K) — K7 f — f(x)u

aus Lemma 17.6 und aus Satz 17.5. Zum Nachweis der gleichgradigen Ste-
tigkeit sei ein Punkt x € X und ein ¢ > 0 fixiert. Aufgrund der totalen
Beschréanktheit von T geméfl Satz 17.12 gibt es endlich viele Funktionen
fi,-.., fn € T derart, dass

T C QU(fmg)

ist. Fiir diese endlich vielen Funktionen f; finden wir eine gemeinsame offene
Umgebung z € U C X mit

€

A(file), fia) <
fir alle 2’ € U und alle i = 1,...,n. Fiir ein beliebiges f € T ist f €

U(f;,$) fiir ein i und daher ist (fir 2/ € U)
d(f(z), f()) < d(f(2), filw)) + d(filx), file)) + d(fi(2"), f(2)

€
g—i-g—'—g

I IA

Es seien nun umgekehrt die drei Bedingungen erfiillt, wir zeigen die Kom-
paktheit gemifl Satz 17.12. Nach Aufgabe 36.22 (Analysis (Osnabriick 2021-
2023)) ist wegen der Abgeschlossenheit von 7" in C'(X, K) auch T vollsténdig
und nach Lemma 18.3 ist 7" total beschrankt. O
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18.2. Der Approximationssatz von Stone-Weierstrass.

Unter einer K-Algebra versteht man einen K-Vektorraum, auf dem zugleich
eine Multiplikation mit einem neutralen Element 1 fiir die Multiplikation er-
klart ist. Speziell interessieren wir uns fiir Unteralgebren der Algebra aller
K-wertigen Funktionen auf einem topologischen Raum X mit der punktwei-
sen Multiplikation.

Definition 18.5. Es sei X eine Menge und sei 7' C Abb (X, K) eine Menge
von auf X definierten K-wertigen Funktionen. Man sagt, dass T" die Punkte
von X trennt, wenn es zu je zwei Punkten x,y € X eine Funktion f € T

mit f(z) # f(y) gibt.

Hier wird X stets eine topologischer Raum und 7" wird eine Teilmenge von
stetigen Funktionen auf X sein. Ein wichtiges Beispiel ist K = R, X = [a, 0]
und T die Menge der polynomialen Funktionen auf dem Intervall.

Lemma 18.6. Es sei X eine Menge und sei T C Abb (X,K) eine R-
Unteralgebra, die die Punkte aus X trennt. Dann gibt es zu Punkten v # y
aus X und zu vorgegebenen Werten a,b € R ein g € T mit g(x) = a und

9(y) = b.

Beweis. Siehe Aufgabe 18.7. O

Lemma 18.7. Es sei X ein kompakter topologischer Raum und T C
C(X,R) eine abgeschlossene R-Unteralgebra. Dann gehort mit f auch |f]|
zu T

Beweis. Es sei f gegeben. Wegen

fl = VF?

geniigt es zu zeigen, dass mit einer nichtnegativen Funktion g auch de-
ren Quadratwurzel zu T' gehort. Durch Multiplikation mit einer Konstanten
konnen wir nach Lemma 17.7 davon ausgehen, dass |g| < 1 ist. Es gibt nach
Aufgabe 18.9 eine Folge von Polynomen P, (t), die auf [0, 1] gleichmé&Big ge-
gen v/t konvergiert. Dann konvergiert in C'(X,R) auch P, o g gegen /g, die
polynomialen Ausdriicke P, og in g gehéren zu T und wegen der Abgeschlos-
senheit von T"ist auch /g € T. |

Korollar 18.8. FEs sei X ein kompakter topologischer Raum und T C
C(X,R) eine abgeschlossene R-Unteralgebra. Dann gehoren mit f und g auch
max (f, g) und min (f, g) zu T.

Beweis. Dies folgt wegen

1
max (f, 9) = 5(f+g+I[f—dl)
aus Lemma 18.7. U
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Der folgende Satz heifit Approzimationssatz von Stone- Weierstrass.

Satz 18.9. Es sei X ein kompakter topologischer Raum und T" C C(X,R)
eine R-Unteralgebra, die die Punkte aus X trennt. Dann ist

T = O(X,R).

D.h. jede stetige Funktion f: X — R ldsst sich beliebig gut durch Funktionen
aus T approrimieren.

Beweis. Es sei die stetige Funktion
fr X —R

und ein € > 0 gegeben. Wegen der Trennungseigenschaft gibt es fiir je zwei
Punkte 2,y nach Lemma 18.6 eine Funktion g,, € T mit g,,(x) = f(x) und
9zy(y) = f(y). Diese seien fiir jedes Punktepaar gewéhlt. Wir betrachten zu
x € X die offenen Mengen

Uy = {2 € X | guy(2) < f(2) + ¢},
die y enthalten. Wegen X = |J _, U, und der Kompaktheit von X gibt es

yeX 7Y

endlich viele Punkte yy,...,y, mit X = (J._, U,,. Wir setzen
Gy = Mmin (gzy,|i =1,...,n),
diese Funktionen gehoren nach Korollar 18.8 zu T'. Nach Konstruktion ist
9z < f+e
auf ganz X. Ferner ist g,(z) = f(x), da dies fiir jedes der beteiligten g,
gilt. Deshalb gibt es wiederum eine offene Umgebung x € V., auf der
f—€e< g

gilt. Es gibt wieder endliche viele Punkte i, ..., z,, derart, dass die V,,
bereits X iiberdecken. Daher gehort wegen Korollar 18.8

h := max (ng|j = 1,...,m)
zul. Es gilt
f—e<h< f+e
und somit hat man ein h € T aus der e-Umgebung von f gefunden. U

Wir erwéhnen die folgenden Spezialfille.

Satz 18.10. Es sei T C R"™ eine kompakte Teilmenge und sei f: T — R
eine stetige Funktion. Dann gibt es zu jedem € > 0 ein reelles Polynom p in
n Variablen mit

[f(2) =p(2)] < e
fir alle z € T. Die Polynomalgebra Rxy, ..., x,] ist dicht in C(T,R).

Beweis. Dies folgt aus Satz 18.9, da Polynome Punkte trennen. U
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Satz 18.11. Es sei [a, b] ein abgeschlossenes Intervall und f: [a,b] — R eine
stetige Funktion. Dann gibt es zu jedem € > 0 ein reelles Polynom p mit

1) —p#)] < €
fir alle t € [a,b]. Die Polynomalgebra R[t] ist dicht in C([a,b],R).
Beweis. Dies folgt aus Satz 18.9, da [a, b] kompakt ist und Polynome Punkte
trennen. O
Wir erwéhnen noch die folgende komplexe Variante.

Satz 18.12. FEs sei X ein kompakter topologischer Raum und T C C(X,C)
eine C-Unteralgebra, die die Punkte aus X trennt und die mit jeder Funktion
auf ihre komplezx-konjugierte Funktion enthdlt. Dann ist

T = C(X,C).

D.h. jede stetige Funktion f: X — C ldsst sich beliebig gut durch Funktionen
aus T approrimieren.

Beweis. Siehe Aufgabe 18.14 U

18. ARBEITSBLATT

18.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 18.1. Es sei X ein topologischer Raum, Z ein metrischer Raum
und seien fi,..., f, stetige Abbildungen von X nach Z. Zeige, dass diese
Familie gleichgradig stetig ist.

Aufgabe 18.2. Es sei X ein topologischer Raum und seien fi, ..., f, stetige
reellwertige Funktionen auf X. Es sei ¢ > 0. Zeige, dass die Menge

T =A{cafi+ - +cufullel <c}
gleichgradig stetig ist.

Aufgabe 18.3. Wir betrachten die Menge von linearen reellen Polynomen
T = {cx+d||,|d <1}

als Funktionen auf dem Einheitsintervall [0, 1]. Man gebe fiir ¢ = % explizit
endlich viele offene Bélle U(f,¢) mit f € T an, die T iiberdecken.
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Aufgabe 18.4. Es seien X und Y metrische Rdume und sei L € Rs(. Zeige,
dass die Funktionenmenge
{f: X = Y| f ist Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L}
gleichgradig stetig ist.

Aufgabe 18.5. Es seien xy,...,x, € |a,b] verschiedene Punkte aus einem
reellen Intervall und yy,...,y, € R.

(1) Zeige, dass die Funktionenmenge
T = {f:]a,b] — R stetig | f(z;) = y; fiir alle i}

nicht gleichgradig stetig ist.

(2) Wie sieht es aus, wenn man nur die Polynome aus 7" betrachtet?

(3) Wie sieht es aus, wenn man nur die Polynome aus 7' vom Grad < n
betrachtet?

Aufgabe 18.6. Es sei

M = {%|neN+}U{O}gR

und es sei
T :={f: M —R| f stetig und f(0) =0} C C°(M,R),
versehen mit der Maximumsnorm.

(1) Ist T abgeschlossen in C°(M,R)?
(2) Ist T gleichgradig stetig?
(3) Fiir welche Punkte x € M ist das Auswertungsbild zu

T — R? f — f(x)a
beschrankt?

Aufgabe 18.7. Es sei X eine Menge und sei T C Abb (X,K) eine R-
Unteralgebra, die die Punkte aus X trennt. Zeige, dass es zu Punkten x # y
aus X und zu vorgegebenen Werten a,b € R ein g € T mit g(z) = a und

g(y) = b gibt.

Aufgabe 18.8.*

Wir definieren rekursiv eine Folge von reellen Polynomen P, durch Fy = 0
und

Poi(t) = P,(t) + %(t — P,(t)?).

Zeige, dass diese Folge auf [0, 1] punktweise gegen v/t konvergiert.
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Aufgabe 18.9. Wir definieren rekursiv eine Folge von reellen Polynomen
P, durch Py = 0 und

Poi(t) = P,(t) + %(t — P,(t)?).

Zeige, dass diese Folge auf [0, 1] gleichmiBig gegen v/t konvergiert.

Aufgabe 18.10. Es sei f: [a,b] — R eine stetige Funktion und es sei ein
Stift gegeben, der einen Strich mit der Dicke € > 0 zeichnet. Zeige, dass
es ein reelles Polynom derart gibt, dass wenn man seinen Graphen mit dem
Stift nachfahrt, auch den Graphen von f vollstdndig iiberdeckt.

Aufgabe 18.11. Essei f: R — R eine differenzierbare Funktion. Diskutiere
Beziehungen zwischen den polynomialen Interpolationen von f, den Appro-
ximationen durch Taylor-Polynome und dem Satz von Weierstrass.

Aufgabe 18.12. Zeige, dass der Approximationssatz von Weierstrass nicht
fiir stetige Funktionen auf R gilt.

Aufgabe 18.13. Zeige, dass der Approximationssatz von Weierstrass nicht
fir stetige Funktionen auf ]0, 1] gilt.

Aufgabe 18.14. Es sei X ein kompakter topologischer Raum und T C
C(X,C) eine C-Unteralgebra, die die Punkte aus X trennt und die mit jeder
Funktion auf ihre komplex-konjugierte Funktion enthélt. Zeige

T = C(X,C).

18.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 18.15. (6 Punkte)
Wir betrachten die Menge von quadratischen reellen Polynomen
T = {az® +bx+c||al,|b,|c| <1}

als Funktionen auf dem Einheitsintervall [0, 1]. Man gebe fiir € = % explizit
endlich viele offene Bélle U(f,€) mit f € T an, die T iiberdecken.

Aufgabe 18.16. (4 Punkte)
Es sei X ein topologischer Raum und
A C C"(X,K)

eine Unteralgebra der Algebra der beschréinkten und stetigen Funktionen auf
X. Zeige, dass der Abschluss A ebenfalls eine Unteralgebra von C®(X, K) ist.
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Aufgabe 18.17. (5 Punkte)

Man gebe explizit ein reelles Polynom an, das auf dem Intervall [—1,1] zur
Betragsfunktion den maximalen Abstand % besitzt.

Aufgabe 18.18. (4 Punkte)

Zeige, dass der Approximationssatz von Weierstrass nicht fiir beschrinkte
stetige Funktionen auf 0, 1] gilt.

19. VORLESUNG - SUMMIERBARKEIT

Die Vorlesung wurde nicht durchgefiihrt.

20. VORLESUNG - APPROXIMATION IN LEBESGUERAUMEN

Die Vorlesung wurde nicht durchgefiihrt.

21. VORLESUNG - HILBERTRAUME

Zu einem o-endlichen Mafiraum X und einer reellen Zahl p > 1 sind die Le-
besguerdume LP(X) nach dem Satz von Fischer-Riesz vollstdndige normierte
Vektorrdume. Wir haben schon erwiihnt, dass dabei L?(X) eine besondere
Rolle spielt. Dies beruht darauf, dass man zu integrierbaren Funktionen

f,g: X — K

das Integral [ + Jgdu betrachten kann, das ein Skalarprodukt definiert, dessen
zugehorige Norm gerade die L2-Norm ist (siehe auch Beispiel 32.9 (Analysis
(Osnabriick 2021-2023))). Diese zusétzliche Struktur erlaubt es, tiber Winkel,
Orthogonalitét, orthogonale Projektion etc. auch im Kontext von Funktio-
nen zu sprechen. Der theoretische Rahmen wird durch das Konzept eines
Hilbertraumes abgesteckt.

21.1. Hilbertraume.

Definition 21.1. Ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt, der mit der zu-
gehorigen Metrik ein vollstdndiger metrischer Raum ist, heifit Hilbertraum.

Endlichdimensionale K-Vektorrdume mit einem Skalarprodukt sind vollstén-
dig nach Aufgabe 36.9 (Analysis (Osnabriick 2021-2023)), also Hilbertraume.
Der Begriff ist insbesondere fiir unendlichdimensionale Vektorrdume relevant.

Lemma 21.2. Ein Untervektorraum U C 'V eines K-Hilbertraumes st ge-
naw dann ein Hilbertraum, wenn er abgeschlossen in V' ist.

Beweis. Siehe Aufgabe 21.9. O
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Wir halten die folgende Aussage iiber den Raum der quadratintegrierbaren
Funktionen fest.

Lemma 21.3. Es sei (X, A, ) ein o-endlicher Mafsraum. Dann ist der Le-
besqueraum L*(X) der quadratintegrierbaren Funktionen, versehen mit dem
Skalarprodukt

(f.9) = /X F7dp.

ein Hilbertraum.

Beweis. Wir argumentieren zuerst auf der Ebene von £?(X). Zu quadratin-
tegrierbaren Funktionen f, g zeigt die Holdersche Abschétzung

/ Fadun < 151ls - gl
X

dass das angegebene Integral endlich ist. Mit Lemma 16.6 folgt, dass sein
Wert unabhéngig von den gewéhlten Reprasentanten sind und eine Funkti-
on auf L*(X) x L*(X) definiert. Eigenschaften des Integrals wie Satz 10.6
sichern, dass ein Skalarprodukt vorliegt. Die Vollstandigkeit ergibt sich aus
dem Satz von Fischer-Riesz. O

Beispiel 21.4. Wir betrachten die natiirlichen Zahlen N als Mafiraum mit
dem Zahlmaf, siehe Beispiel 16.2 und Beispiel 16.11. Der zugehorige Raum
der quadratsummierbaren Folgen besitzt das Skalarprodukt

<f7 g> = ang_m
neN

die Norm eines Elementes ist

= DIl
neN

Dieser Hilbertraum wird mit I, oder mit L?(N) bezeichnet, man spricht vom
Hilbertschen Folgenraum.

21.2. Minimaler Abstand.

Definition 21.5. Eine Teilmenge 7' C V in einem reellen Vektorraum V'
heifit konvex, wenn mit je zwei Punkten P, () € T auch jeder Punkt der
Verbindungsstrecke, also jeder Punkt der Form

rP+ (1 —7r)Q mit r € [0,1],
ebenfalls zu T' gehort.

Lemma 21.6. Es sei V' ein K- Vektorraum mit Skalarprodukt und sei T C 'V
eine nichtleere konvexe vollstindige Teilmenge. Dann enthdlt T einen eindeu-
tigen Punkt P € T, indem die Norm ||P| (unter allen Punkten aus T') das
Minimum annimmt.
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Beweis. Es sei § das Infimum von

Rl 1Q €T} € Ry,

Mit Hilfe von Aufgabe 32.25 (Analysis (Osnabriick 2021-2023)) erhilt man
fiir Punkte P, ) € T die Identitét

PHQs
5 :
Wegen der Konvexitat gilt % € T und daher ist

1P = QI < 2IP|I* +2[QI* — 46°.

Es seien nun P, ) Punkte, in denen das Infimum angenommen wird. Dann
folgt aus

1P = QI = 2IlP|I* + 2/lQ* — 4|

1Pl = el = o
sofort ||P — Q| = 0 und damit P = @, was die Eindeutigkeit bedeutet.

Da das Infimum einer nichtleeren Teilmenge von R durch eine Folge beliebig
nah angenihert weden kann, gibt es eine Folge @), € T derart, dass ||Q,]|
gegen ¢ konvergiert. Die obige Abschétzung ergibt fiir Folgenglieder Q,,, @,
die Abschitzung

1Qn — Qull” < 2[1Qull* + 2/|Qun* — 45>

Da ||@,.|| gegen & konvergiert, folgt daraus, dass die Differenz links belie-
big klein wird. Dies bedeutet, dass @), eine Cauchy-Folge ist. Wegen der
Vollstandigkeit von T konvergiert die Folge gegen ein P € T. O

Korollar 21.7. Es sei V' ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt und set U C
V' ein vollstandiger Untervektorraum. Dann gibt es zu jedem Punkt QQ € V
einen eindeutigen Punkt P € U, fiir den der Abstand von @QQ zu Punkten aus
U minimal wird.

Beweis. Wir verschieben die Situation um —¢) und haben dann einen voll-
standigen (da die Verschiebung stetig ist) affinen Unterraum U — @ und
betrachten den Abstand zum Nullpunkt. Der Untervektorraum ist konvex
und dies iibertrédgt sich auf den verschobenen Untervektorraum. Daher folgt
die Aussage aus Lemma 21.6. U

Korollar 21.8. Es sei V' ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt und sei U C
V' ein vollstindiger Untervektorraum. Dann gibt es zu jedem v € V eine
eindeutige Darstellung

V= U+w
mitu € U und w € U+,

Beweis. Aus zwei solchen Darstellungen
v=ut+w=u+uw
mit den geforderten Eigenschaften folgt

O=u—v+w—w = a+w,
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wobei die beiden Summanden u und w = —u orthogonal zueinander sind,
woraus folgt, dass sie 0 sind.

Zum Existenznachweis sei u € U der gemifl Korollar 21.7 eindeutig be-
stimmte Punkt, in dem der Abstand von v zu U minimal wird. Sei

w = v—u.
Es ist
(v—u,uy =0

fiir jedes v/ € U zu zeigen. Wir kénnen K = R annehmen. Nehmen wir an,
dass es ein v/ € U mit

(v—u,u') =c#0

gibt, wobei wir ¢, indem wir eventuell u' durch —u’ ersetzen, als negativ
annehmen kénnen. Es ist dann

2 (v —u, M) + (M, ') = 2eh + A2 (W) = A2+ A\ (W u)),
was fiir A positiv und hinreichend klein negativ ist. Dann ist aber

(w—u+ M, v—u+ ) = (v—uv—u)+2{v—u )+ M)
< (v—u,v—u)

im Widerspruch dazu, dass der Abstand (und damit das Abstandsquadrat)
von v zu U in v minimal wird. 4

Definition 21.9. Es sei V ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt und sei
U C V ein vollstandiger Untervektorraum. Die Abbildung py: V — U, die
jedem Element v € V das u € U aus der nach Korollar 21.8 eindeutigen
Zerlegung v = u+w mit v € U und w € U+ zuordnet, heifit orthogonale
Projektion auf U.

Wir erwéhnen die folgenden Spezialfille fiir abgeschlossene Teilmengen in
einem Hilbertraum.

Korollar 21.10. Es sei V' ein K-Hilbertraum und sei T C 'V eine nichtleere
konvexe abgeschlossene Teilmenge. Dann enthdlt T einen eindeutigen Punkt
P € T, in dem die Norm ||P|| (unter allen Punkten aus T') das Minimum
annimmt.

Beweis. Dies ist ein Spezialfall von Lemma 21.6. O

Korollar 21.11. Es sei V' ein K-Hilbertraum und sei U C V' ein abge-
schlossener Untervektorraum. Dann gibt es zu jedem Punkt () € V einen
eindeutigen Punkt P € U, fir den der Abstand von @ zu Punkten aus U
manimal wird.

Beweis. Dies ist ein Spezialfall von Korollar 21.7. U
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Korollar 21.12. Es sei V' ein K-Hilbertraum und sei U C V' ein abge-
schlossener Untervektorraum. Dann gibt es zu jedem v € V eine eindeutige
Darstellung

VvV =u+w
mitu € U und w € U+,

Beweis. Dies ist ein Spezialfall von Korollar 21.8. O

Insbesondere gibt es zu einem abgeschlossener Untervektorraum U C V in
einem Hilbertraum die orthogonale Projektion py: V' — U.

21.3. Topologische Eigenschaften.

Lemma 21.13. FEs sei V' ein K-Hilbertraum und set U C V' ein abgeschlos-
sener Untervektorraum mit dem orthogonalen Komplement U+. Dann gelten
folgenden Aussagen.

(1) U™ ist ebenfalls abgeschlossen.
(2) Es gilt

v = py(v) + pyL(v).
(3) pu ist linear und stetig.

Beweis. (1) Siehe Aufgabe 21.10.
(2) Klar.
(3) Eine mehrfache Anwendung von (2) liefert

pu(a1vy + agve) + pyi(ajvy + asvy)
= a1V1 + AoV
= aipy(v1) + arpyr(v1) + agpy(v2) + azpyr (v2)
= a1py(v1) + agpy(ve) + a1pyL(vi) + azpyL(v2).
Die Linearitit folgt durch Vergleich der Summanden in U und in U+.

Wegen
[o]* = (v,0)
= (pu(v) +py+(v),pr(v) + py-(v))
= (pu(v),pr(v)) + (pr-(v), pu+(v))
= IIPU(v)||2+ Ipy (v)]?
ist

lpu ()| < llvf],
woraus die Stetigkeit mit Satz 15.12 folgt.

O
Die folgende Aussage besagt, dass eine stetige Linearform auf einem Hilber-

traum einen Gradienten besitzt. Im endlichdimensionalen Fall, in dem die
Stetigkeit automatische erfiillt ist, folgt dies auch aus Lemma 47.5 (Analysis
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(Osnabriick 2021-2023)) (3). Fiir eine andere Formulierung dieses Sachver-
haltes, den man den Darstellungssatz von Riesz nennt, sieche Aufgabe 21.12.

Lemma 21.14. Es sei V' ein K-Hilbertraum und sei
p: V—K

eine stetige Linearform. Dann gibt es einen eindeutig bestimmten Vektor
x eV mit

p(v) = (v,z)
fiir allev € V.

Beweis. Bei der Nullabbildung ist x = 0 zu nehmen, sei also ¢ nicht die
Nullabbildung. Es sei z € V mit ¢(z) # 0 und sei U = kerng. Durch
Multiplikation mit einem Skalar kénnen wir davon ausgehen, dass ¢(z) eine
positive reelle Zahl ist. Wegen der Stetigkeit und der Linearitédt ist U ein
abgeschlossener Untervektoraum von V. Das orthogonale Komplement U+
ist eindimensional: Zu w,w’ € Ut gibt es @ € K mit p(w') = ap(w),
daher ist w’ — aw € U und wegen der Orthogonalitéit ist w’ — aw = 0. Wir
schreiben
z=pu(z)+y

mit py(2) € Uundy € U im Sinne von Korollar 21.9. Es ist ¢(2) = ¢(y).

Wir setzen
v(y)

=
Iyl

_Jely) ely)
o) = < Y ||y||2y>
®

dies sichert

Fiir v € V mit der kanonischen Zerlegung
v=utw
ist dann

(v,2) = (
{
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O

Korollar 21.15. Es sei (X, A, p) ein o-endlicher Mafraum und L*(X) der
zugehorige Lebesqueraum der quadratintegriebaren Funktionen. Es sei

o: [*(X) — K
eine stetige Linearform. Dann gibt es eine quadratintegrierbare Funktion g €
LA(X) mit

o(f) = /X fadp.

Beweis. Dies folgt aus Lemma 21.3 und aus Lemma 21.14. U

Lemma 21.16. Es set V' ein K-Hilbertraum und T C 'V eine Teilmenge.
Dann erzeugt T' genau dann einen dichten Untervektorraum in V', wenn die
FEigenschaft

(v,wy =0
fiir alle w € T nur firv = 0 gilt.

Beweis. Es erzeuge zuerst T einen dichten Untervektorraum U und seiv € V
gegeben mit

(v,wy =0
fiir alle w € T. Diese Eigenschaft {ibertragt sich auf alle w € U. Wegen der
Dichtheit von U gibt es eine Folge w,, € U, die gegen v konvergiert. Dann
konvergiert wegen der Stetigkeit des Skalarproduktes die Folge (v, w,) = 0
gegen (v,v) = 0. also ist v = 0.

Es erzeuge nun T' einen Untervektorraum U, der nicht dicht sei, es sei
W =U

und sei z € V\W. Es sei z = y + v die Zerlegung im Sinne von Korollar
21.9mit y € W und v € W+, Dann ist

v # 0,
dieser Vektor steht aber senkrecht auf allen Vektoren aus W. O

21. ARBEITSBLATT

21.1. Ubungsaufgaben.

Wir erinnern an einige Konzepte, die aus der linearen Algebra bekannt sein
diirften. Wichtig ist dabei, dass sie fiir jeden Vektorraum mit einem Skalar-
produkt definiert sind, auch wenn in der linearen Algebra der endlichdimen-
sionale Fall im Vordergrund steht.

Es sei V' ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt und U C V ein Untervektor-
raum. Dann heifit

Ut = {veV|(v,u) =0 fiir alle u € U}
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das orthogonale Komplement von U.

Es sei V' ein K-Vektorraum mit einem Skalarprodukt. Eine Basis v;, 7 € I,
von V' heifit Orthogonalbasis, wenn

<U7Zavj> =0 fiir ¢ #]
gilt.

Aufgabe 21.1. Es sei V ein Vektorraum {iber K mit einem Skalarprodukt
(—,—) und sei U C V ein Untervektorraum. Zeige, dass das orthogonale
Komplement ebenfalls ein Untervektorraum von V' ist.

Aufgabe 21.2. Es sei V ein Vektorraum {iber K mit einem Skalarprodukt
(—,—) und sei U C V ein Untervektorraum. Es sei u;, i € I, ein Erzeugen-
densystem von U. Zeige, dass ein Vektor v € V' genau dann zum orthogonalen
Komplement U~ gehort, wenn

(v,u;) = 0
fir alle 7 € I ist.

Aufgabe 21.3. Es sei V ein Vektorraum iiber K mit einem Skalarprodukt
(—,—) und sei v;, i € I, eine Orthogonalbasis von V. Zu jeder Teilmenge
J C [ sei der von v;, © € J, erzeugte Untervektorraum mit U; bezeichnet.
Zeige, dass das orthogonale Komplement von Uj gleich Up ; ist.

Aufgabe 21.4. Es sei V' ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt und seien
Uy, U; C V Untervektorrdume. Zeige, dass fiir die orthogonalen Komplemen-
te die Gleichheit

U NUy)" = U + U3
gilt.

Aufgabe 21.5. Es sei V' ein K-Vektorraum mit einem Skalarprodukt (—, —).
Zeige die folgenden Aussagen.

(1) Zu Untervektorrdumen U C U’ C V ist
Ut 2> U
(2) Esist 04 = V und V* = 0.
(3) Es sei V' endlichdimensional. Dann ist
o = U
(4) Es sei V' endlichdimensional. Dann ist
dim (U') = dim (V) — dim (U).
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Aufgabe 21.6. Es sei V' ein K-Vektorraum mit einem Skalarprodukt. Zeige,
dass zu einem fixierten Vektor w € V die Abbildung

V—K, v— (v,w),

stetig ist.

Aufgabe 21.7. Es sei V ein K-Vektorraum mit einem Skalarprodukt. Zeige,
dass die Abbildung

VxV—K, (v,w) — (v,w),

stetig ist, wenn V' x V' die Produkttopologie trégt.

Aufgabe 21.8. Zeige, dass ein C-Vektorraum mit einem Skalarprodukt ge-
nau dann ein Hilbertraum ist, wenn er als reeller Vektorraum ein Hilbertraum
ist.

Aufgabe 21.9. Zeige, dass ein Untervektorraum U C V eines K-Hilbert-
raumes genau dann ein Hilbertraum ist, wenn er abgeschlossen in V' ist.

Aufgabe 21.10. Es sei V' ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt und sei
U C V ein Untervektorraum. Zeige, dass das orthogonale Komplement U+
ein abgeschlossener Untervektorraum ist.

Aufgabe 21.11. Es sei V ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt und sei
U C V ein abgeschlossener Untervektorraum. Zeige

) =U.

Aufgabe 21.12.*

Es sei V' ein K-Hilbertraum und sei V' der stetige Dualraum von V. Zeige,
dass die natiirliche lineare Abbildung

V—V w— (v (v,w)),

eine isometrische Isomorphie von Hilbertrdumen ist.
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Aufgabe 21.13. Es sei (X, A, ) ein o-endlicher Mafiraum und sei L*(X)
der zugehorige Vektorraum der quadratintegrierbaren Funktionen auf X. Es
sei T' C X eine messbare Teilmenge. Zeige, dass

L*(T) C L*(X)
ein abgeschlossener Untervektorraum ist und beschreibe die orthogonale Pro-
jektion

L*(X) — LA(T).

Wie kann man (L*(T))" beschreiben?

Aufgabe 21.14. Es sei (X, A, ) ein o-endlicher Mafiraum und sei L*(X)
der zugehorige Vektorraum der quadratintegrierbaren Funktionen auf X. Es
sei T" C X eine messbare Teilmenge mit p(7) < oo.

(1) Zeige, dass

or: LQ(X)HK,fH/fdu,
T

eine stetige Linearform ist.
(2) Man gebe explizit ein g € L?(X) an, dass @7 im Sinne von Korollar
21.15 beschreibt.

21.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 21.15. (3 Punkte)
Es sei V' ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt und es seien
UCWwWCV

vollstiindige Untervektorriume. Es bezeichne py; die orthogonale Projektion

von U auf V. Zeige

Py = pY ° Py

Aufgabe 21.16. (2 Punkte)

Es sei (X, A, ) ein o-endlicher Mafiraum und sei L?*(X) der zugehérige Vek-
torraum der quadratintegrierbaren Funktionen auf X. Es seien T},T5 C X
messbare Teilmengen mit p(77), u(73) < oo mit den zugehorigen Indikator-
funktionen ep, bzw. ep,. Zeige, dass diese Funktionen genau dann orthogonal
zueinander sind, wenn p(7) N 7Ty) = 0 ist.

Aufgabe 21.17. (2 Punkte)

Es sei N mit dem Zahlmafl versehen und sei 7" die Menge der Standardvek-
toren e,, n € N, in L?(N). Beweise Lemma 21.16 in diesem Fall direkt.
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22. VORLESUNG - ORTHONORMALSYSTEME

22.1. Orthonormalsysteme.

Definition 22.1. Es sei V' ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt (—,—).
Eine Familie von Vektoren v;, ¢ € I, von V heifit Orthonormalsystem, wenn

(vi,v;) =1 fiir alle i € I und (v;,v;) =0 fiir i # j
gilt.

Zu einem gegebenen Orthonormalsystem v;, @ € I, und einem Vektor v € V
spielen die Koeffizienten (v, v;, ) eine wichtige Rolle, man spricht von den Fou-
rierkoeffizienten des Vektors beziiglich des Systems, wobei diese Sprechweise
insbesondere im Kontext von Fourierreihen verwendet wird. Eine wichtige
Frage ist, in welcher Beziehung v zu ). ; (v, v;,) v; steht, wobei bei I un-
endlich zuerst zu kldren ist, in welchem Sinne eine solche unendlich Summe
verstanden werden kann. Im endlichen Fall haben wir folgende Beschreibung,
auf die man weitere Resultate zuriickfithren kann.

Lemma 22.2. Es sei V ein K-Vektorraum mit einem Skalarprodukt (—, —),
sei v;, © € E, ein endliches Orthonormalsystem mit dem davon erzeugten
Untervektorraum U. Dann gilt fiir die orthogonale Projektion

pu(v) = Z(v,v» v;.

ieE

w=v-—= Z <U7Ui>vi7
i€E
es ist nach Korollar 21.8 lediglich zu zeigen, dass w orthogonal zu den v; ist.
Dies ergibt sich direkt aus

(w,v;) = <U—Z(v,v,-) vi,vj>

Beweis. Es sei

= (v,v5) — Z (v, vi) vi, vj)
= (00— (0,5)
= 0.

Beispiel 22.3. Es sei E eine endliche Menge und
V = KF = K#D

die Menge der K-wertigen Funktionen auf F,| versehen mit dem Standardska-
larprodukt. Eine Funktion f € V kann einfach durch eine vollstdndige Wer-
tetabelle beschrieben werden. Es kann aber auch sinnvoll sein, die Funktion
f durch eine Funktion g aus einem vorgegebenen Untervektorraum U C V
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zu approximieren. Dabei liefert das Skalarprodukt und die zugehorige or-
thogonale Projektion auf U ein naheliegendes Hilfsmittel, um eine optimale
Approximation zu finden. Nach Korollar 21.7 ist py(f) diejenige Funktion,
die unter allen Funktionen aus U zu f den minimalen Abstand besitzt, wobei
der Abstand zu f iiber das Skalarprodukt gegeben ist, also durch

2
lg—fIP = 3 1o — £
icE
Wenn g;, j € J, eine Orthonormalbasis von U ist, so ist
g=rpu(f) =D (f9)9
jeJ
nach Lemma 22.2 die beste Approximation. Das so bestimmte g minimiert al-

so die Summe der einzelnen Differenzquadrate, man spricht von der Methode
der kleinsten Fehlerquadrate.

8
7 4 Polynomgrad 1
6
5
> 4 4
° [ ]
3 ®
[]
27 * ® Messpunkte
14 —— Modellfunktion
Residuen
0 T
0 1 2 3 5 6 7 8

Eine typische Anwendung ist, wenn E Messtellen reprasentiert, etwa E C
R?, und f. Messergebnisse, die eventuell fehlerhaft sein konnen. Man weif aus
physikalischen Griinden, dass die Abhéngigkeit einer gewissen Gesetzméfig-
keit gehorchen muss, beispielsweise ein linearer Zusammenhang sein muss
oder als Flugbahn eines Planeten eine Ellipse sein muss oder dhnliches. Die-
se Gesetzméafigkeit legt den (typischerweise niedrigdimensionalen) Untervek-
torraum U fest, in dem nach einer optimalen Approximation gesucht wird,
das den Messergebnissen mdoglichst nahe kommt.

Beispiel 22.4. Von einer unbekannten Funktion f: R — R sei der Da-
tensatz (1,11), (4,20), (6,23) gegeben und es sei bekannt, dass f eine affin-
lineare Funktion sein muss. Der Datensatz beruht auf Messungen, in denen
Fehler und Ungenauigkeiten vorkommen koénnen, die drei Punkte liegen nicht
wirklich auf einer Geraden. Es wird nach der affin-linearen Funktion ax + b
gesucht, die gut zu den Daten passt. Wir betrachten die Abbildung

U: R? — R? (a,b) — (a +b,4a + b,6a + b),
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die einem Parameterpaar (a,b), das die affin-lineare Funktion ax+b représen-
tiert, die Auswertung an den drei Punkten (1,4,6) zuordnet. Dabei ist W
eine injektive lineare Abbildung und das Bild U = bild ¢ ist ein zweidimen-
sionaler Untervektorraum von R3. Diese Ebene steht senkrecht zum Vektor

-2 5 0
5 |, eine Basis ist durch | 2 | und [ 3| gegeben (die unter ¥ von der
-3 0 5

Basis (_61> und (_11> des R? herriihrt). Die optimale Approximation (im

Sinne der euklidischen Norm bzw. im Sinne der kleinsten Fehlerquadrate) ist

11
die orthogonale Projektion des Wertetupels | 20 | auf die Ebene. Dies fiihrt
23
zum linearen Gleichungssystem
11 5 0 -2
20 =a|21+6|3)+v| 5
23 0 5 -3
mit den Losungen o = %, = % und v = 3%. Daher ist
1 218 (2 901 (Y
i) = o 190 |
23 0 5
1 2180
= — | 3575
190\ 4505
1 436
= — | 715
38 \ 901

Der entsprechende Punkt auf dem R? ist
218 (-1 +@ 1 1 [/-436 4901
95 6 190 \ —1 190 \ 2616 — 901
1w
190 \ 1715
1
38 \343 )
93 343

gﬁ ;Tof(l) = 46 11473, f(4) = U5 ~ 18,815 und f(6) = L ~

Die beste Approximation ist also
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Satz 22.5. Es seien xq,...,x, verschiedene reelle Zahlen, n > 2, und
Y1, ..., Yn reelle Zahlen. Es sei’® © = % und § = Zijll Yo Dann ist

die affin-lineare Funktion ax + b mit

Z?:1 (Iz - j)yi
Z?:I(xi — )

a =

und

b=19y—ax
die optimale lineare Approximation fiir den Datensatz

flzi) = i
im Sinne der minimalen Fehlerquadrate. D.h. die Summe der Fehlerquadrate
S (axi+b—y;)* wird fir die angegebenen Koeffizienten a und b minimal.
Beweis. Wir betrachten die Abbildung

Y: R? — R, (a,b) — (axy +0b, ..., ax, +b).
Diese Abbildung ist linear und injektiv, da
W(1,0) = (21, ..., zp) =t 1y

und

»(0,1) = (1, ..., 1) = vy

linear unabhéngig sind. Es sei
U = bildy = (vy,v) C R™.

Es geht darum, die orthogonale Projektion von y = (v, ..., y,) auf U zu
bestimmen. Der Vektor

(%) ( 1 1 )
Uy = =\—- ..., —F=
el VR

T 1 1
<z —fz,z>=0
T, 1 1

l’l—f

ist normiert. Wegen

bildet
v —Tvy 1 :
|v1 — Zvs| \/Z?:l (z; — j)Q T, — T

zusammen mit us eine Orthonormalbasis von U. Es entspricht uy der kon-
stanten Funktion \/iﬁ und u; der affin-linearen Funktion L (x—1).

Sy (zi—x)°
Nach Lemma 22.2 ist

Uuq -

pu (y) = (Y, u1) ur + (Y, uz) ug,

10% bzw. § bezeichnen also den Durchschnitt der Messstellen bzw. der Messwerte.
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dabei ist
z lyl( T 7)

VI (@

_ D i1 Yi
<yau2> - \/ﬁ :

Somit ist die optimale affin-lineare Funktion gleich

(y,ul) =

und

oyl 9 1 (x—7)+ Dol 1
\/Z?zl (i - j)2 \/Z:’Lzl (zi — f)2 Vn n
also ist
— > i Yilzi — T)
2?21 (z; — f)Q
und

g

Den Graphen der approximierenden affin-linearen Funktion im vorstehenden
Satz nennt man Ausgleichsgerade.

Beispiel 22.6. In der Situation von Beispiel 22.4 kommt man mit Satz 22.5
deutlich schneller ans Ziel. Es ist

L 1+446 1
3 3
und daher
. (1-4) 114+ (4-4)-20+(6-4%) 23
(1-5)+ (-4 +(6-%)°
_ —4.11+4.20+ (L) 23
=5+ +G)
. —88+20+ 161
T 7 64+ 1449
_ 3.3
114
93
T3
und

b r o ar - g 23 120521023 1029 _ 343
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22.2. Vollstandige Orthonormalsysteme.

Definition 22.7. Ein Orthonormalsystem v;, 7 € I, in einem K-Vektorraum
V' mit Skalarprodukt heifit vollstindig oder eine Hilbertbasis, wenn der von
den v; erzeugte Untervektorraum dicht in V' ist.

Die folgende Aussage heifit Besselsche Abschdtzung.

Lemma 22.8. Es sei V' ein K-Vektorraum mit einem Skalarprodukt (—, —)
und sei v;, 1 € I, ein Orthonormalsystem. Dann ist fiir jeden Vektor v € V
die Familie |(v,v;)|*, i € I, summierbar und es gilt

2

> Kool < ol

iel
Beweis. Fiir jede endliche Teilmenge £ C [ schreiben wir

v o= Z(U,Ui)viqu

i€E

(dabei ist w orthogonal zu (v;,i € E) und hingt von E ab) und erhalten
aufgrund der Orthogonalitdatsbeziehungen

Z|<Uavz’>|2 = Z|<Uavz‘>|2<vi7vz’>

i€E i€E

< Z {{(v,v;) vi, (v, v;) v;) + (w, w)

i€E
= <Z (v, v;) v; + w, Z (v, v;) v; + w>
i€E i€E

= (v,0)

= vl
Nach Aufgabe 17.14 (Analysis (Osnabriick 2021-2023)) ist die Familie sum-
mierbar und ihre Summe ist durch ||v||? beschrinkt. O

Korollar 22.9. FEs sei V' ein K-Hilbertraum und sei v;, i € I, ein Orthonor-
malsystem. Dann ist zu einem Vektor v € V die Vektorenfamilie (v, v;) v;,
1 € I, summierbar.

Beweis. Fiir jede endliche Teilmenge F C [ ist

2
1> o) ull® =Y wv)will = > v, o),
i€k i€E i€E
was nach Lemma 22.8 durch ||v||? beschriinkt ist. Daher ist die Familie ei-
ne Cauchy-Familie und somit wegen der Vollstandigkeit des Raumes nach

Lemma 19.3 summierbar. O

Im Allgemeinen gibt es keinen direkten Zusammenhang zwischen v und
> icr (U, ;) v;, man denke etwa an kleine Orthonormalsysteme. Der folgende
Satz charakterisiert die vollstdndigen Orthonormalsysteme.
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Satz 22.10. Es sei V' ein K-Vektorraum mit einem Skalarprodukt (—,—)
und sei v, © € I, ein Orthonormalsystem. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent.

(1) Die Familie ist vollstindig.
(2) Fir jedesv € 'V gilt

v o= Z(v,vi>vi.
icl

(3) Fir jedesv € 'V gilt

ol = > 1w, v

el

Beweis. Von (1) nach (2). Die Vollstédndigkeit des Orthonormalsystems be-
deutet, dass es zu jedem Vektor v € V und jedem € > 0 ein Koeffizienten-
tupel a; mit einer endlichen Tragermenge £ C [ mit

lo = awil| < e
i€E
gibt. Nach Lemma 22.2 erfiillt erst recht ) . . (v,v;) v; diese Eigenschaft.
Dies heiit aber, dass die Summe ) ., (v, v;) v; gleich v ist. Von (2) nach (1)
ergibt sich aus Lemma 19.4.

Zum Nachweis der Aquivalenz von (2) und (3) ziehen wir fiir eine endliche
Teilmenge £ C I die Gleichung

lo=> (v ull® = ol =Y (v, 0)?
S (S8
heran. (2) bedeutet, dass die linke Seite beliebig klein wird, (3) bedeutet, dass
die rechte Seite beliebig klein wird, daher sind die Eigenschaften dquivalent.

g

Die Gleichung in (3) des vorstehenden Satzes nennt man auch Parsevalsche
Gleichunyg.

Lemma 22.11. Es seiv;, © € I, ein Orthonormalsystem in einem K-Hilbert-
raum V. Dann kann man das System zu einem vollstindigen Orthonormal-
system erganzen.

Beweis. Siehe Aufgabe 22.12. O

Bemerkung 22.12. In einem K-Vektorraum V mit Skalarprodukt kann
man ein gegebenes System von linear unabhéngigen Vektoren v,, n € N,
mit Hilfe des Orthonomalisierungsverfahrens im endlichdimensionalen Fall
in ein abzdhlbar unendliches Orthonormalsystem {iberfithren. Speziell kann
man in einem separablen Hilbertraum aus jeder linear unabhéngigen Fami-
lie, die einen dichten Untervektorraum erzeugt, ein abzéhlbares vollstdndiges
Orthonormalsystem gewinnen.
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Definition 22.13. Es sei V' ein K-Hilbertraum und sei v;, ¢ € I, ein vollstén-
diges Orthonormalsystem. Dann nennt man zu v € V die Darstellung

v = Z (v, v;) v;

iel
die Fourierentwicklung von v und die rechte Seite eine Fouriersumme. Die
Koeffizienten (v, v;) heilen Fourierkoeffizienten.

Im separablen Fall, wenn das vollstédndige Orthonormalsystem abzéahlbar ist
und durch v,, n € N, (oder Z als geordnete Indexmenge) gegeben ist, so
nennt man die Darstellung

v = Z (v, v,) Uy

auch die Fourierreihe zu v beziiglich des gegebenen Systems. Die Sprechweise
wird insbesondere bei periodischen Funktionen der Periodenlénge 1 mit dem
trigonometrischen Orthonormalsystem verwendet, siehe insbesondere Satz
23.6. Bei anderer Periodenlédnge ist der Sprachgebrauch nicht einheitlich.

22. ARBEITSBLATT

22.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 22.1. Bestimme die optimale Approximation fiir den Datensatz
f(0) =0, f(1) = 2, f(2) = 2, durch eine konstante Funktion beziiglich der
folgenden Normen des R™.

(1) Summennorm,

(2) euklidische Norm (L?-Norm),
(3) Maximumsnorm,

(4) LP-Norm fiir p > 1.

Aufgabe 22.2. Es sei xq, ..., z, verschiedene reelle Zahlen und seien yq, . . .,
yn reelle Zahlen. Bestimme die optimale Approximation fiir den Datensatz
f(z;) = y; durch eine konstante Funktion beziiglich der folgenden Normen
des R™.

(1) Summennorm,

(2) euklidische Norm (L?-Norm),
(3) Maximumsnorm,

(4) LP-Norm fiir p > 1.

Wann gibt es eine ,,geschlossene Formel®“, wann nicht? Wie sieht es bei n =
1,2,3 aus?
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Aufgabe 22.3. Bestimme in Beispiel 22.4 die optimale affin-lineare Appro-
ximation im Sinne der Summe der kleinsten Quadrate mit Lemma 22.2 unter
Verwendung einer Orthonormalbasis von U.

Aufgabe 22.4.*
Beweise Satz 22.5 analytisch.

Aufgabe 22.5. Bestimme in Beispiel 22.4 die optimale affin-lineare Appro-
ximation im Sinne der Summennorm.

Aufgabe 22.6. Bestimme in Beispiel 22.4 die optimale affin-lineare Appro-
ximation im Sinne der Maximumsnorm.

Aufgabe 22.7. Es seien x4, ..., x, verschiedene reelle Zahlen, n > 2, und
Y1, ---,Yn reelle Zahlen. Bestimme analytisch die optimale affin-lineare Ap-
proximation ax + b fiir den Datensatz f(x;) = y; beziiglich der p-Norm im
R"™ fiir p eine positive gerade Zahl.

Aufgabe 22.8. Es seien x1,...,x, verschiedene reelle Zahlen, n > 2, und
Y1, ..., Yp reelle Zahlen. Es sei & = # und § = Z%l Vi Zeige, dass (Z,7)
auf der optimalen linearen Approximation im Sinne der kleinsten Fehlerqua-
drate fiir den Datensatz liegt.

Aufgabe 22.9. Bestimme die optimale affin-lineare Approximation im Sinne
der kleinsten Fehlerquadrate fiir die Messdaten (2,8), (5,14), (7,20).

Aufgabe 22.10. Bestimme die optimale affin-lineare Approximation im Sin-
ne der kleinsten Fehlerquadrate fiir die Messdaten

(Il,O), ey (Ii_l,O), (l’i, 1), (CL’Z‘_H,O), ey (l‘n, O) .

Aufgabe 22.11. Fiir die Bewegung eines Teilchens in der Ebene liegen zu
verschieden Zeitpunkten die gemessenen Ortspunkte geméfl der Tabelle

0 1 2
P(t) | (5,1)](5,2)](4,3)

vor. Aus theoretischen Griinden ist klar, dass es sich um eine Kreishewegung
um den Nullpunkt mit konstanter Geschwindigkeit handeln miisste, die sich
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zum Zeitpunkt 0 auf der z-Achse befinden miisste. Die Bewegung sollte also
von der Form

g(t) = (acos(ct), asin (ct))
sein. Bestimme (a,c) derart, dass die zugehorige Kreisbewegung mit den
Messdaten im Sinne der kleinsten Quadrate optimal {ibereinstimmt.

Aufgabe 22.12. Es sei v;, ¢ € I, ein Orthonormalsystem in einem K-
Hilbertraum V. Zeige, dass man das System zu einem vollstdndigen Ortho-
normalsystem ergédnzen kann.

Die folgende Aufgabe verallgemeinert Lemma 22.2.

Aufgabe 22.13. Es sei V ein K-Hilbertraum und sei v;, i« € I, ein Or-
thonormalsystem mit dem davon erzeugten Untervektorraum U und dem
zugehorigen Abschluss W = U. Dann gilt fiir die orthogonale Projektion

pw(v) = Z(v,vi>vi.

el

Aufgabe 22.14. Es sei v;, © € I, ein vollstdndiges Orthonormalsystem in
einem Hilbertraum V. Es seien v,w € V Vektoren mit den Darstellungen

v =3 . cvundw = Y. dv;. Zeige

<U’w> = Zczd_z

el

Aufgabe 22.15. Zeige, dass zwei separable Hilbertraume von unendlicher
Dimension zueinander isometrisch isomorph sind.

22.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 22.16. (3 Punkte)

Bestimme die optimale affin-lineare Approximation im Sinne der kleinsten
Fehlerquadrate fiir die Messdaten (—2,10), (3,5), (4,8), (7,15).

Aufgabe 22.17. (5 Punkte)

Bestimme die optimale Approximation durch ein quadratisches Polynom
vom Grad < 2 im Sinne der kleinsten Fehlerquadrate fiir die Messdaten

(=1,1), (0,0), (1,1), (2,10).



197

Aufgabe 22.18. (5 Punkte)

Fiir die Bewegung eines Teilchens in der Ebene liegen zu verschieden Zeit-
punkten die gemessenen Ortspunkte gemafl der Tabelle

3T

0 5 T 2
P{) | (9,0) ] (2,30) [ (—2L, —1) | (L, -32)

vor. Aus theoretischen Griinden ist klar, dass es sich um eine Bewegung
auf einer Ellipse mit konstanter Geschwindigkeit handeln miisste und die
Bewegung durch eine Funktion der Form

g(t) = (acos(ct), bsin (ct))

modelliert werden sollte. Bestimme (a, b, ¢) derart, dass die zugehorige Be-
wegung mit den Messdaten im Sinne der kleinsten Quadrate optimal iiber-
einstimmt.

Aufgabe 22.19. (5 Punkte)

Es sei V' ein unendlichdimensionaler K-Hilbertraum. Zeige, dass V' keine
Orthonormalbasis besitzt.

23. VORLESUNG - FOURIERREIHEN

23.1. Fourierreihen.

Unter den periodischen Funktionen spielen die trigonometrischen Funktionen
cosz und sinz bzw. die komplexe Exponentialfunktion e* eine besondere
Rolle, die die Periode 27 haben. Neben diesen enthélt man weitere peri-
odische Funktionen, indem man das Argument z bzw. z durch ganzzahlige
Vielfache nx bzw. nz ersetzt. Diese haben die kleineren Perioden 27”, aber 2w
bleibt eine Periode. Im Rahmen der Fourieranalysis (man spricht auch von
harmonischer Analysis) mochte man periodische Funktionen als Reihen von
trigonometrischen Funktionen darstellen. Eine periodische Funktion mit Pe-
riode T ist vollstandig bestimmt durch ihren Verlauf auf dem Intervall [0, T7[.
Wir arbeiten im Kontext von Hilbertriumen und insbesondere in L*([0, T7),
der Ubergang vom halboffenen zum abgeschlossen Intervall ist fiir diesen
Funktionenraum unerheblich. Besonders wichtig sind die Periodenlédngen 1
und 27, wir werden zumeist eine beliebige Periodenlénge T zulassen und

dann w = 2% setzen.

Die Funktionen e 7" sind auf [0, T] quadratintegrierbar, wie sofort aus der
Beschranktheit folgt. Daher sichert Lemma 21.3, dass die folgenden Defini-
tionen sinnvoll sind. Insbesondere kann man sie auf messbare beschrinkte
periodische Funktionen und auf stiickweise stetige Funktionen auf [0, 7] an-
wenden.
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Definition 23.1. Essei 7' > 0 und sei f: R — C eine auf [0, 7] quadratin-
tegrierbare T-periodische Funktion. Dann nennt man (zu n € Z)

1 T 27i
n = — t)e T "dt
= 7 /0 f(t)e
den n-ten (komplexen) Fourierkoeffizienten.

Bis auf den Vorfaktor ist dieser Koeffizient gleich dem L?-Skalarprodukt
< f,e%”nt> = [T f(t)eFrta,

Definition 23.2. Es sei 7" > 0 und sei f: R — C eine auf [0,7] quadra-
tintegrierbare T-periodische Funktion. Dann nennt man (zu n € N bzw.
n € Ny fiir die b-Koeffizienten)

T
a, = %/0 f(t) cos (Q%nt) dt

b, = %/OTf(t) sin (Q%nt) dt

die n-ten (reellen) Fourierkoeffizienten.

und

Nur wenn f reellwertig ist sind die Koeffizienten a,, bzw. b, reell, die Koeffi-
zienten c,, sind auch in diesem Fall nicht reell.

Lemma 23.3. Es sei T > 0 und sei f: R — C eine auf [0,T] quadratinte-
grierbare T'-periodische Funktion. Dann besteht zwischen den reellen und den
komplexen Fourierkoeffizienten von f die Beziehungen

Qo
CO_Ea
1
n — = n_bn7
c 2(a ib,,)
L (an + i)
C—pn = Z\An 10n, ),
2
ap = 2co,

Beweis. Unter Verwendung von Satz 15.10 (Analysis (Osnabriick 2021-2023))
(1) ist
I omiy,
Cn = fe T™dt

T Jy
— %/Tf(t) (cos (—%nt) + isin (—%nt))dt
0
— %/OTf(t) cos (—Q%nt) dt + % /OT f(t)sin (—%nt) dt
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= %/OTf(t) Cos (2%7125) dt — %/OT f(t)sin (%rnt) dt.

Bein > 0ist dies %an+ %ibn, bein < 0 muss man zum Negativen iibergehen
und noch einmal Satz 15.10 (Analysis (Osnabriick 2021-2023)) (3) verwenden.

Il
Lemma 23.4. Es seiT" > 0 und w = 2% Dann bildet die Familie
1 winz
n = — =€
=17
zun € Z ein Orthonormalsystem im Hilbertraum L*([0,T],C).
Beweis. Es ist
T —
<fmafn> = / fmfndx
0
T
| —_—
— _ewlmx_ewmxdx
0 TT
1 . .
— T /0 ewlmme—wlnzdx
IR
— T/(; €w1(m—n)xdx'
Bei m = n ist dies
e I
—/ eodx:—/ ldx = 1.
0 T Jo
Bei m # n ist dies
1t 1 .
- w1(m—n)wd — wilm—n)z\ |T
T /0 ‘ ’ Twi(m —n) (e Jlo
1 .
— : (eTwl(m—n) o €0>
27i(m — n)
1 o
— mi(m—m) 0
27i(m — n) (e <)
1
= ——(1—-1
2mi(m — n)( )
= 0.
U

Lemma 23.5. Essei T > 0 und w = 2% Dann besteht die von den

1 .
= _pwinz
v
zun € Z erzeugte C-Algebra aus allen endlichen Summen ) 1, f,. Diese
Algebra enthdlt mit jeder Funktion auch ihre komplex-konjugierte Funktion
und trennt die Punkte aus [0,T].
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Beweis. Wegen
I 1 1 .
fmfn — ewimz ewine ewl(m—l—n)x

VT VT T

ist die Familie (bis auf den skalaren Vorfaktor) unter Multiplikation abge-
schlossen. Daher sind die endlichen Linearkombinationen der f,, auch mul-
tiplikativ abgeschlossen und bilden eine C-Algebra, der Fall n = 0 sichert,
dass auch die Konstanten dazu gehéren. Wegen

f n — f —n
ist die Algebra auch unter komplexer Konjugation abgeschlossen. Die Tren-

nung ist allein schon durch die Funktion e“* gesichert. U

Ausdriicke der Form
§ § T'n winz
rnfn = \/Te

zu einer endlichem Indexmenge nennt man auch trigonometrische Polynome.

N T ,winz

Zumeist schreibt man sie als > " N

Satz 23.6. Es sei T > 0 und w = 2% Dann bildet die Familie

f _ 1 ewin:c
n = ——

VT

zun € 7 ein vollstindiges Orthonormalsystem im Hilbertraum

L*([0,T],C).

Beweis. Die Orthonormalitétsrelationen wurden in Lemma 23.4 gezeigt.
Nach Lemma 23.5 ist die von den e“"® erzeugte Algebra punktetrennend
und stimmt mit dem erzeugten Vektorraum iiberein. Nach dem komplexen
Satz von Stone-Weierstrass gibt es zu jeder stetigen Funktion

h: [0, 7] — C
und jedem € > 0 ein trigonometrisches Polynom p mit
h(z) — p(z)] < €

fiir alle x. Die entsprechende Approximationseigenschaft gilt dann auch in
der L?-Norm. Die beschriebene Algebra ist also dicht in C([0,T],C) C
L*(]0,T),C). Nach Korollar 20.10 ist die Algebra dann auch dicht in

L*([0,77],C).
0O

Aus Satz 23.6 folgt mit Satz 22.10, dass jede quadratintegrierbare Funktion
f:10,T] —C
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eine konvergente Darstellung

1 . 1 .
f — <fn7 _ewmt> _ewmt
Znez VT /T

besitzt, die Konvergenz ist dabei im Sinne der L?-Norm zu verstehen. Im
Allgemeinen liegt keine punktweise Konvergenz vor. Es ist

1 wint o T 1 —wint
_ 1 T —wintdt

I . , .
f — ZT(/O f(t)e_wmtdt> ewint chewmt

neL nez

und somit

mit den komplexen Fourierkoeffizienten c¢,. Diese beziehen sich also nicht
unmittelbar auf das Orthonormalsystem, sondern auf eine skalierte Version
davon. Die Darstellung >, _, ¢, ™ nennt man die Fourierreihe zu f, auch
wenn iiber Z aufsummiert wird. Man spricht auch von der Fourierentwick-
lung. Die Umformung

E :Cnewmt — CO+ § (Cnewmt_i_cinefwmt)

nez neNL
= ¢+ Z (cn(coswnt 4 isinwnt) + c_p(coswnt — isinwnt))
neN
= ¢+ Z ((en + c—p) coswnt +i(c, — c—p) sinwnt)
neNL
S + Z a, coswnt + b, sinwnt
2 neNL

unter Verwendung von Lemma 23.3 ergibt die Darstellung mit den reellen
Koeffizienten.

Satz 23.7. Es ser f: R — C eine periodische stetige und stiickweise stetig
differenzierbare Funktion. Dann konvergiert die Fourierreihe von f gleich-
mdafig und insbesondere punktweise gegen f.

Beweis. Es sei 2r die Periodenlédnge. Die stiickweise existierende Ableitung
von f ist stiickweise stetig und ebenfalls periodisch, daher gibt es eine Fou-

rierentwicklung
f/ _ Zdnemt-

nez
Dabei ist
1

27
d, = — "(t)e " dt
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2

e

0

Es ist
dy,
Sl = YU < 557 (1 5).

wobei die Abschétzung rechts summandenweise auf (|dn| — %)2 > 0 beruht.

Nach der Besselschen Abschiitzung sind die Betragsquadrate |d,,|*> summier-
bar und nach Beispiel 9.12 (Analysis (Osnabriick 2021-2023)) sind die Qua-
drate der Stammbriiche summierbar und somit sind die Betréige der Fourier-
koeffizienten zu f summierbar. Da die Betriige der Exponentialfunktionen et
auf [0, 27] durch 1 beschrénkt sind, ergibt sich die gleichméflige Konvergenz
aus Satz 16.6 (Analysis (Osnabriick 2021-2023)). O

Auch wenn f nur stiickweise stetig und stiickweise stetig differenzierbar ist,
liegt auf jedem Teilintervall ohne Sprungstellen gleichméflige Konvergenz vor.

23.2. Bernoulli-Polynome.

Jedes Polynom kann man auf [0, 1 einschrénken und dann 1-periodisch fort-
setzen. Wir wollen verstehen, wie die zugehorigen Fourierreihen aussehen.
Die Bernoulli-Polynome B,,, n € N, bilden eine Familie von normierten Po-
lynomen vom Grad n mit vergleichsweise iibersichtlichen Fourierreihen. Aus
diesen kann man die Fourierreihe zu jedem Polynom linear berechnen.

Bernoulli polynomials

Imlmlmlmlm Im
o 0T WN

Definition 23.8. Die Bernoulli-Polynome B, fiir n € N sind Polynome vom
Grad n, die rekursiv definiert werden: By ist das konstante Polynom mit dem
Wert 1 und Polynom B, 1 ist durch die beiden Bedingungen festgelegt: B, 11
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ist eine Stammfunktion von (n + 1)B,, und es ist
1
/ B (x)dz = 0.
0

Die ersten Bernoulli-Polynome lauten.

Bo(t) = 1,
1
Bl(t) — —57
1
By(t) = t2—t+6,
3 1
Bs(t) = 2 — 2t + =t
3(t) 5 +2,
f 1
Byt) = t* — 23+ — —
4(1) + 30"
5 5 1
Bs(t) = 7 — =ttt 4+ =3 — =t
(1) 5t T3t T
5 1 1
Bg(t) = 0 — 385+ =4 — —2 — —.
6(t) +2 2 42
y
1.0 k=1
0.5t :
0.0
_05t :
05 10 15 20
y
1.0
0.5t
0.0
—0.5-
—1.0-

Lemma 23.9. Die Identitit auf dem Einheitsintervall (die Ségezahnfunkti-
on) besitzt die Fourierreihe

. sin (27nt
55 sin (2rnt)

n

1
t=-——.
m

N | =

n=1
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Beweis. Mit partieller Integration ist fiir n # 0

1
Cp = /te_%mtdt
0

i b
— z56—27r1m€ (1) _ 6_2mntdt
2mn 0 2mn

1

2mn’

da der hintere Integrand eine periodische Stammfunktion besitzt. Ferner ist
co = % Somit ist geméafl Lemma 23.3 a,, = ¢, + ¢, = 0 und

. . 1 1 1
bn = ilen = cn) = 1(27rn B 277(—71)) T

Die Fourierreihe ist also

1 1 2wint  __
2 + Z 27m6 a

n#0 n=1

1 i sin (27nt)
T n

N | —

g

Satz 23.10. Die Bernoulli-Polynome besitzen auf dem Einheitsintervall die
folgenden Darstellungen als Fourierreihen.

Boy(t) = 2+ (—=1)F! ((;k));k ; cos g:nt)

im geraden Fall (k > 1) und

B 1 (2k + 1)1 = sin (27nt)
B2k+1(t) =2 (_1> (271')2’”‘1 n2k+1

n=1

im ungeraden Fall.

Beweis. Es seien Fy bzw. Fyyy 1 die rechten Seiten der Gleichung. Wir zeigen,
dass diese die gleichen Rekursionen wie die Bernoulli-Polynome erfiillen und
daher mit diesen iibereinstimmen miissen. Zunéchst ist

1 = sin (27nt) 1 <= sin (27nt) 1
Al =2 - (-1)—S 222 o NP 2 = Bt
(0 =2y T IEm 15 L )

nach Lemma 23.9. Es ist

Fy = 2 (=1)F! &k));k (Z cos 7(2;:@)

n=1

= 2

= (2k) Py

n=1
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und
/
oy (2k +1)! [ SN sin (27nt)
F2lk+1 = 2-(=1) (27r)—2k’+1 ZW
n=1
L2k + 1) K cos (27nt)
= 9.(—1 k 1(
(=1) (2m)2k ; n2k

Ferner ist F5(0) = For(1) und Fori1(0) = Fory1(1) = 0, woraus die Nor-
mierungseigenschaft iiber das Integral folgt. U

Korollar 23.11. FEs ist

oo
1 w2

— )
—~n 6

Beweis. Satz 23.10 fiir & = 1 besagt

1 1 & cos (27nt)

By(t) = ?—t 4+ = =.y ———/

wobei Konvergenz im Sinne der L2-Norm vorliegt. Wegen
B,(0) = By(1)

kann man Satz 23.7 anwenden, die Konvergenz liegt also auch punktweise
vor. Fir ¢ = 0 ergibt dies

1 1 1
6wl

n=1
also
o0
1 w2
— = —
n
n=1 6

23. ARBEITSBLATT

23.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 23.1. Bestimme Fourierkoeffizienten c¢_1, cg, ¢1, ¢o fiir die Funktion
t? — 3t + 4 auf [0, 27].
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Aufgabe 23.2. Es sei
fi R—C
eine Funktion und sei T" > 0. Zeige, dass f genau dann T-periodisch ist,
wenn es eine Faktorisierung
R -2 5t L5 ¢

gibt, wobei p die Quotientenabbildung modulo der Untergruppe ZT C R
ist.

Wenn man S C C auffasst, so kann man p als ¢t — e7 ! realisieren. Wenn
f ein trigonometrisches Polynom zur Periode T ist, sagen wir

N N

f — Z Tnewint _ Z 7,,n(ez,uit)”’
n=—N n=—N
soist f = fop mit
~ N
fiz) = ) et
n=—N

Man erhélt also f, indem man in die rationale Funktion f fiir die Variable
die Funktion e“' einsetzt.

Aufgabe 23.3.*

Essei T > 0 und w = 2% Zeige, dass ein trigonometrisches Polynom
f =N | c.e™™ hichstens 2N Nullstellen in [0, 7] besitzt.

Aufgabe 23.4. Multipliziere die beiden trigonometrischen Polynome
f=4e7 457 + 7+ 3¢ + 6™

und
g — _26_2it + 36—it - 3 + 6€it o €2it.

Aufgabe 23.5. Essei f € L*([0,7]) mit den Fourierkoeffizienten c,, n € Z.
Zeige, dass die konjugiert-komplexe Funktion f die Fourierkoeffizenten

d, = ¢,

besitzt.
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Aufgabe 23.6. Essei T > 0 und f € L*([0,T]) mit den Fourierkoeffizien-
ten ¢,, n € Z. Zeige, dass die (zu s > 0) umskalierte Funktion

g(t) = [f(st)
die Periodenlidnge % besitzt und dass die Fourierkoeffizienten von g eben-
falls gleich ¢, sind (die sich nun aber auf ein anderes Orthonormalsystem
beziehen).

Aufgabe 23.7. Essei T > 0, w = 2 und f € L?*([0,7]) mit den Fourier-
koeffizienten ¢, n € Z. Zeige, dass die im Argument verschobene Funktion
g(t) :== f(t+a) zu einem a € R die Fourierkoeffizienten c,e™* besitzt.

Aufgabe 23.8. Es sei 7' > 0 und sei
fr R—K

eine T-periodische Funktion. Zeige, dass f genau dann eine gerade Funktion
ist, wenn der Graph von f auf [0,7] achsensymmetrisch zur Achse durch
(£,0) ist.
Aufgabe 23.9. Es sei 7' > 0 und sei

f: R—K

eine T-periodische Funktion. Zeige, dass f genau dann eine ungerade Funkti-
on ist, wenn der Graph von f auf [0, 7] punktsymmetrisch zum Punkt (%, 0)
ist.

Aufgabe 23.10. Es sei 7" > 0 und sei
fir R—K

eine stetige T-periodische Funktion. Zeige, dass folgende Aussagen édquivalent
sind.

(1) f ist gerade.
(2) Fiir die Fourierkoeffizienten gilt ¢, = c_,.
(3) Die reellen Koeffizienten b, sind alle 0.

Aufgabe 23.11. Es sei T" > 0 und sei
f: R—K

eine stetige T-periodische Funktion. Zeige, dass folgende Aussagen dquivalent
sind.

(1) f ist ungerade.
(2) Fiir die Fourierkoeffizienten gilt ¢, = —c_,.
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(3) Die reellen Koeffizienten a,, sind alle 0.

Aufgabe 23.12.*

Bestimme die Fourierreihen zu den Funktionen e™
auf [0, 7] auffasst.

' m € Z, wenn man sie

Aufgabe 23.13. Zeige, dass die Funktionen
1,V2cos 2mnt, n € N, V2sin 2mnt,n € N,

ein vollstéindiges Orthonormalsystem von L?([0, 1]) bilden.

Es sei T > 0 und es seien f,g: R — C T-periodische messbare Funktionen,
die auf [0, T'] L*-integrierbar sind. Dann ist die periodische Faltung f*g durch

(Fea)t) = 5 [ 1= s)gls)as

definiert.

Aufgabe 23.14.*

Es seiT" > 0 und es seien f,g: R — C T-periodische messbare Funktionen,
die auf [0,7] L*integrierbar sind und die Fourierreihen Y _, ¢,e™" bzw.
Y onez d, e besitzen. Zeige, dass die periodische Faltung die Fourierreihe
> ez Cndpe™ " besitzt.

Aufgabe 23.15. Es sei T > 0. Zeige, dass L*([0,T]) mit der Addition von
Funktionen und der periodischen Faltung zu einem kommutativen Ring wird,
in dem allerdings das neutrale Element fiir die Multiplikation fehlt.

Aufgabe 23.16.*

Die sogenannten Bernoulli-Polynome B, fiir n € N sind Polynome vom
Grad n, die rekursiv definiert werden: By ist das konstante Polynom mit
dem Wert 1. Das Polynom B, ; berechnet sich aus dem Polynom B, iiber
die beiden Bedingungen: B, ist eine Stammfunktion von (n+ 1)B, und es
ist

1
/ Bpii(z)dz = 0.
0

(1) Berechne Bj.
(2) Berechne B,.
(3) Berechne Bs.
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Aufgabe 23.17.*

Es seien ¢, ,, die Fourierkoeffizienten zu den Potenzen ¢™ (auf dem Einheits-
intervall). Zeige, dass diese die rekursiven Bedingungen

Co0 — 1,
Con = 0
firn > 1,
1
c - —
™ 1
fiir m > 1 und
e—27rin

Cmn Cm—1,n

2min + 2min
fiir m,n > 1 erfiillen.

Aufgabe 23.18. Bestimme die Fourierentwicklung zu ¢* auf [0, 1] unter Ver-
wendung der Fourierreihen der Bernoulli-Polynome.

Aufgabe 23.19. Zeige

> 1 T
S =
— 2k +1 4
mit Lemma 23.9.

Aufgabe 23.20.*
Zeige

mit Satz 23.10.

23.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 23.21. (4 Punkte)

Bestimme Fourierkoeffizienten c_1, ¢y, ¢1, ¢ fiir die Funktion 3t? — 5it — 1 auf
[0, 27].

Aufgabe 23.22. (5 Punkte)

Bestimme die Fourierkoeffizienten der 2-periodischen Funktion, die auf
[—1, 1] durch die Betragsfunktion gegeben ist.
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Aufgabe 23.23. (3 Punkte)
Zeige

mit Satz 23.10.

Aufgabe 23.24. (3 Punkte)
Zeige

mit Satz 23.10.

24. VORLESUNG - LEGENDRE- UND TSCHEBYSCHOW-POLYNOME
Wir besprechen weitere polynomiale orthonomale System in L?-R#umen.

24.1. Legendre-Polynome.

Definition 24.1. Unter dem n-ten Legendre-Polynom P,(t) versteht man
das Polynom

1.00

0.75

0.50

0.25 4

0.00

—0.25

—0.50 1

—075 A —-n —pP —P
/ —Pn —pr —P

—1.00

o om om om o 0B om om 1k
Die ersten sechs Legendre-Polynome im fiir die Orthogonalitsérelation
entscheidenden Intervall [—1,1].

Aus der Definition ist ablesbar, dass das n-te Legendre-Polynom den Grad
n besitzt. Die ersten Legendre-Polynome lauten.

Po(t) = 1,
Pl(t) - t7
Py(t) = %(31&2 - 1),
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1
Ps(t) = 5(5t3 — 3t),
Py(t) = %(35# — 30t* + 3),
Ps(t) %(63755 70t% + 15t),

1
Ps(t) = 1—6(231t6 — 315" + 105t* — 5).

Satz 24.2. Die Legendre-Polynome P,, n € N, bilden ein Orthogonalsystem

in L?([—1,1]). Die normierten (im Sinne der L*>-Norm) Legendre-Polynome

ventl 2"+ P, entstehen aus den Potenzen t° t1, t* mit dem Orthonormalisierungs-

fuerfahren und bilden ein vollstindiges Orthonormalsystem.

Beweis. Wir schreiben

es ist also
o
2n(nl)’
Fir n > m,1 ergibt sich mit iterierter partieller Integration und da
qun_k) fiir & > 1 den Faktor t> — 1 enthalt

2"(nl) (t™, B,) = {(t™, f™)

= / 1 ™ F (1) dt
-1

1
-1
t

:_m/tmlnl d

(1pmin 1) [ e

— (—1)"(m) / RO

Beim < nist dies gleich 0, da "™ " (t) eine Stammfunktion von £ ™ (t)
ist und den Faktor (¢ — 1)? enthélt. Es liegt also ein Orthogonalsystem vor.

Bei m = n ist der Ausdruck nach Aufgabe 25.2 (Analysis (Osnabriick 2021-
2023)) gleich
2™(n!)

() [ = )12 e e
2"(n!)?
@n+1)@2n—1)---5-3-1

P, =
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Somit ist insbesondere
n!
2n+1)(2n—1)---5-3-1

und daher ist unter Verwendung der bewiesenen Orthogonalitdtsrelation und
von Aufgabe 24.2

(PP — <(2n)m(n+1)t”,Pn>

(" P) = 2.

2n(n!)

@2n)! .
= g
~ (2n)! n!
o) T 2n4+1)(2n—1)---5-3-1
B (2n)! 2
- 2n-2(n!)-(2n—1)---5-3~1'2n+1
T 41

Somit bilden die —VQ\"EHPn ein Orthonormalsystem. Wegen

@ttt = (Py, Py,..., P,)

und da die Leitkoeffizienten der P, positiv ist, ergeben sich die normierten
Legendre-Polynomen auch beim Orthonormalisierungsverfahren. Die Voll-
standigkeit ergibt sich aus Korollar 20.12 und aus dem Weierstrassschen
Approximationssatz. O

24.2. Tschebyschow-Polynome.

Wir betrachten das Intervall [—1, 1] als Mafiraum mit dem Maf p, das durch
die Dichte ﬁ beziiglich dem Lebesgue-Mafl gegeben ist. Diese Funktion
beschreibt den Kehrwert des oberen Halbkreises, dadurch werden die Réander
stark gewichtet, eine Stammfunktion dieser Dichte ist arcsint gemafl Aufgabe
21.7 (Analysis (Osnabriick 2021-2023)). Die Zugehorigkeit einer messbaren
Funktion f zu L*([—1,1], u) bedeutet

O
/1 —1—t2dt < 0

Dieses mafitheoretische Integral ist fiir eine stetige Funktion f ein uneigentli-
ches Integral, dessen Existenz aus Aufgabe 31.10 (Analysis (Osnabriick 2021-
2023)) folgt. Das Skalarprodukt auf L?([—1, 1], u) fiir beziiglich der Dichte
quadratintegrierbare Funktionen f, g ist durch

(f.0) = / a0

1

Wop

gegeben.
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Definition 24.3. Unter dem n-ten T'schebyschow-Polynom versteht man das
Polynom

n/2|
n\
T.(t) = ) <2k)t k2 - 1)k
k=0

= To(x) Ti(x) = To(x) = Ta(x) == Ta(x)

Die ersten fiinf Tschebyschow-Polynome im fiir die Orthogonalitétsrelation
entscheidenden Intervall [—1, 1]. Der Wertebereich auf diesem Intervall ist
ebenfalls [—1, 1], obwohl die Leitkoeffizienten grole Zweierpotenzen sind.

Aus der Definition ist ablesbar, dass das n-te Tschebyschow-Polynom den
Grad n besitzt. Die ersten Tschebyschow-Polynome lauten.

To(t) - 1,
Tl(t) - t,
Ty(t) = 2t* — 1,

Ty(t) = 8t* — 8t +1,
Ts(t) = 16t° — 20¢° + 5t,
To(t) = 3265 — 48" + 18¢* — 1.

Satz 24.4. Fiir das n-te Tschebyschow-Polynom gilt

T, (cosz) = cos(nz)
fir alle z € C.
Beweis. Nach Satz 15.10 (Analysis (Osnabriick 2021-2023)) (1) und Satz 15.7
(Analysis (Osnabriick 2021-2023)) ist

cos (nz) +1isin (nz) = €™ = ()" = (cos(z) +isin (2))".

Wenn wir die rechte Seite ausmultiplizieren erhalten wir mit Satz 3.9 (Ana-
lysis (Osnabriick 2021-2023))

n [n/2]
Z <Z) i‘sin’ zcos" "tz = Z (—1)k (272) sin?* z cos" 2 2

(=0
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[n/2]
n
+i E (—1)* ( > sin? ! 2 cog" "1 2.
2 2%+ 1

Der Vergleich der Realteile bei z reell und Satz 15.10 (Analysis (Osnabriick
2021-2023)) (6) ergibt

Ln/2]

n k
— -1 k 1 — 2 n—2k
cosnz kz_;( ) (2/{;) (1 —cos®z)" cos" % 2
2, i
= Z <2k> cos™ Z(C082 z— 1)
k=0
= T,(cosz).
Als eine Gleichheit fiir analytische Funktionen gilt sie auch fiir alle z € C.

g

Fiir reelles ¢ zwischen —1 und 1 ist der Kosinus nach Korollar 21.4 (Analysis
(Osnabriick 2021-2023)) bijektiv und es gibt ein eindeutiges z € [0, 7] mit
t = cosz bzw. z = arccost. Somit kann man auf diesen reellen Intervallen
Satz 24.4 auch also

T,(t) = T,(cosz) = cos(nz) = cos(narccost)
schreiben.

Lemma 24.5. Die Tschebyschow-Polynome erfillen die Rekursionsbedin-
gungen Ty = 1, T(t) = t und

T (t) = 20T,(t) — Tpoa(2).

Beweis. Eine doppelte Anwendung des Additionstheorems fiir den Kosinus
ergibt mit Satz 24.4

Thi1(cosz) = cos((n+1)z)
= cos(nz)cos(z) —sin (nz)sin z
= 2cos(nz)cos(z) — cos (nz) cos (z) — sin (nz) sin z
= 2coszcos(nz) —cos(n —1)z
= 2cosz-Ty(cosz) —T,_1(cos(2))
fir alle z € [0, 7]. Daher muss iiberhaupt die behauptete polynomiale Iden-
titdt vorliegen. U

Aus dieser Rekursionsformel ergibt sich unmittelbar, dass der Leitkoeffizi-
ent von T, gleich 2"~ ist. Gelegentlich betrachtet man auch die normierten
Tschebyschow-Polynome, bei denen man einfach durch 2"~ teilt.

Lemma 24.6. Die Tschebyschow-Polynome T,, erfillen im Reellen die fol-
genden Eigenschaften.

(1) Das Bild von [—1,1] unter T,, liegt in [—1,1].
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(2) T, besitzt die n reellen Nullstellen cos (%W), k=1,...,n, die alle
in [—1,1] liegen. Diese Nullstellen sind einfach und T, besitzt (auch
in C) keine weiteren Nullstellen.

(3) Die Extrema von T,, auf [—1,1] werden in den Punkten cos (£7), k =
0,...,n, mit den Werten (—1)F angenommen. Firk = 1,...,n—1
sind dies die lokalen Extrema von T,.

Beweis. Wir arbeiten fiir ¢ € [—1, 1] mit der Darstellung
T,(t) = cos(narccost),

die sich aus Satz 24.4 ergibt. Die Aussagen folgen dann aus Korollar 21.4
(Analysis (Osnabriick 2021-2023)). Dass die Nullstellen einfach sind und dass
es auch im Komplexen keine weiteren Nullstellen gibt folgt aus Korollar 11.7
(Analysis (Osnabriick 2021-2023)), da 7T, den Grad n besitzt. Dass es nicht
mehr lokale Extrema geben kann folgt aus Satz 19.1 (Analysis (Osnabriick
2021-2023)). O

Korollar 24.7. Es sei P ein reelles normiertes Polynom vom Grad n. Dann
151

max ([P - 1< ¢<1) >

Beweis. Wir betrachten die normierten Tschebyschow-Polynome

1
Qn = Qn_—lTn’

die normiert sind und deren Bild von [—1, 1] nach Lemma 24.6 in [— 57, 5-7]

liegt, wobei die Maxima bzw. Minima in den n 4+ 1 Punkten cos (%7?) mit
k = 0,...,n abwechselnd angenommen werden. Nehmen wir an, es gebe
ein normiertes Polynom P(t), dessen Betrag auf [—1,1] iiberall echt klei-
ner als 5 ist. Wir betrachten das Differenzpolynom D(t) = Q(t) — P(t).
Dieses Polynom hat an den Stellen, wo (Q(¢) den maximalen Wert Qn%l an-
nimmt, einen positiven Wert, und an den Stellen, wo @Q(¢) den minimalen
Wert —Qn—l,l annimmt, einen negativen Wert. Da die Extrema von @) sich
abwechseln, besitzt D zumindest n Vorzeichenwechsel und somit nach dem
Zwischenwertsatz zumindest n Nullstellen. Da aber D die Differenz von zwei
normierten Polynomen vom Grad n ist, besitzt D hochstens den Grad n — 1
und kann nach Korollar 11.7 (Analysis (Osnabriick 2021-2023)) hochstens
n — 1 Nullstellen besitzen. U

Satz 24.8. Die Tschebyschow-Polynome T, bilden ein Orthogonalsystem in

LQ[—\lf,l] beziiglich des MafSes mit der Dichte ﬁ Die Familie 5—% = \/LE
3T,

und T 2> 1, bilden ein vollstindiges Orthonormalsystem.

Beweis. Es ist

(T, T,,) = /_1 Tn(t)Tm(t)\/%dt.
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Mit der Substitution (vergleiche Lemma 27.8 (Analysis (Osnabriick 2021-
2023))) t = cos z kann man dies unter Verwendung von Satz 24.4 iiberfiihren
in

/ T, (cos 2)T,,(cos z)dz = / cos (nz) cos (mz) dz.
0 0

Mit dem Additionstheorem fiir den Kosinus in der Form
cos (x +y) + cos(x —y) = 2coszcosy

kann man dies als
1

Q/OWCOS((H%-W)Z)CZZ‘F%/OKCOS((n—m)Z)dZ-

schreiben. Beide Integral sind gleich 0, aufler bei n = m, in diesem Fall ist
bei n > 1 das Ergebnis 7/2 und bei n = 0 gleich 7. Die Vollstandigkeit
ergibt sich aus dem Weierstrassschen Approximationssatz und aus Korollar
20.10. O

24. ARBEITSBLATT

24.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 24.1. Es seien m,n € N mit m gerade und n ungerade. Zeige,
dass die Potenzen t™ und ¢" in L*([—1,1], \!) orthogonal zueinander sind.

Aufgabe 24.2. Zeige, dass das n-te Legendre-Polynom P, den Leitkoeffizi-
enten
(2n)---(n+1)
27 (n!)

besitzt.

Aufgabe 24.3. Zeige, dass das n-te Legendre-Polynom P, bei n gerade eine
gerade Funktion und bei n ungerade eine ungerade Funktion ist.

Aufgabe 24.4. Zeige, dass die Legendre-Polynome die Rekursionsbedingun-
gen Py = 1, P, = t und

(n 4+ 1) Puir(t) = (20 + DtPu(t) — nPo_y(t)

fiir n > 1 erfiillen.

Aufgabe 24.5. Bestimme die Fourierentwicklung der Legendre-Polynome
Py, P;, P>. Uberpriife die Orthogonalitésrelationen fiir die Fourierreihen.
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Aufgabe 24.6.*

Bestimme ein lineares Polynom ax+b # 0, das im Lebesgueraum L?([—1, 1],
M) senkrecht auf der Exponentialfunktion e steht.

Aufgabe 24.7.*
Zeige, dass das n-te Tschebyschow-Polynom auf [—1, 1] die Identitét

(@ + V@) + (2 — Va2 —1)"

Th(z) = B

erfiillt.

Aufgabe 24.8. Skizziere die Graphen der folgenden Funktionen auf [0, 27].

(1) coszx.
(2) cos2z.
(3) cos®z.
(4) 2cos?z — 1.

Aufgabe 24.9. Zeige, dass das n-te Tschebyschow-Polynom P, bei n gerade
eine gerade Funktion und bei n ungerade eine ungerade Funktion ist.

Aufgabe 24.10. Zeige, dass das n-te Tschebyschow-Polynom T, die T'sche-
byschowsche Differentialgleichung
(1—t*)y" —ty' +n’y = 0

lost.

Aufgabe 24.11. Zeige, dass die von cos z erzeugte C-Unteralgebra von C(C,
C) mit dem von den cosnz, n € N, erzeugten Untervektorraum iiberein-
stimmt.

Aufgabe 24.12. Es sei f: R — R eine stetige Funktion und sei P € R[X]
ein Polynom mit

P(f(t)) =0

fiir alle t € R. Zeige, dass f eine konstante Funktion ist oder dass P das
Nullpolynom ist.
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24.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 24.13. (4 Punkte)

Fiihre fiir die Potenzen t°, ¢!, 2 t3 das Schmidtsche Orthonormalisierungs-
verfahren in L?([—1,1], A!) durch.

Aufgabe 24.14. (5 Punkte)

Wir betrachten die Exponentialfunktion e* in L*([—1,1],A!). Es sei U C
L*([—1,1], A!) das orthogonale Komplement der Exponentialfunktion und es
sei V' C L?([-1,1],A\!) der Raum aller Polynome vom Grad < 3. Bestimme
eine Basis von U N V.

Aufgabe 24.15. (3 Punkte)
Zeige, dass das n-te Tschebyschow-Polynom auf C\ {0} die Identitét

-1 n —-n
Tn(z+z ) _ Atz

2 2
erfiillt.

Aufgabe 24.16. (5 Punkte)
Es sei P € C[X,Y] ein Polynom mit
P(cost,sint) = 0

fiir alle t € R. Zeige
P=Q (X*+Y?-1)
fiir ein Polynom @ € C[X,Y].
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