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Elliptische Kurven

Arbeitsblatt 21

Aufgaben

AUFGABE 21.1. Bestimme die Hohe des Punktes (12—070, g—i, %) € IP%.

AUFGABE 21.2. Zeige, dass die Hohe eines jeden Punktes auf der projektiven
Geraden IP’}@ eine positive natiirliche Zahl ist.

AUFGABE 21.3. Zeige, dass die Hohe eines Punktes (z, 1) auf der projektiven
Geraden IP’}@ gleich dem Maximum der Betrédge des Zahlers und des Nenners
in einer gekiirzten Darstellung von x ist.

AUFGABE 21.4. Bestimme die Punkte auf der projektiven Geraden I%, deren
Hohe gleich 6,7,8,9, 10 ist.

AUFGABE 21.5. Zeige, dass fir f € Q, f # 0, die Gleichung
I 7. =1
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gilt.
Eine entsprechende Gleichung gilt fiir jeden Zahlkorper, siche Satz Anhang
4.3, der Beweis erfordert aber stérkere Hilfsmittel der algebraischen Zahlen-

theorie. Den folgenden Spezialfall kann man mit Lemma 7.14 (Algebraische
Zahlentheorie (Osnabriick 2020-2021)) beweisen.

AUFGABE 21.6. Es sei Q C K ein Zahlkorper mit dem zugehorigen Zahlbe-
reich R. Zeige, dass fiir eine Einheit f € R* die Gleichung

IT 171, =1
rEMg

gilt.
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AUFGABE 21.7. Es sei Q C K ein Zahlkorper mit dem zugehorigen Zahl-
bereich R. Zeige, dass die Hohe eines Punktes (f,1) € P} der projektiven
Geraden zu einer Einheitswurzel f € R* gleich 1 ist.

AUFGABE 21.8. Es sei Q C K ein Zahlkorper mit dem zugehorigen Zahl-
bereich R. Zeige, dass die Hohe eines Punktes (f,1) € P} der projektiven
Geraden zu einer Einheit f € R* nicht unbedingt gleich 1 sein muss.

AUFCGABE 21.9. Bestimme die Hohe fiir den Punkt (333.1) € I%[i] iiber
dem Korper Q[i].

AUFGABE 21.10. Zeige, dass in Lemma 21.8 die Abschitzung H(zy) <
H(x)H((y) fir die absolute Hohe im Allgemeinen echt ist.

AUFGABE 21.11. Zeige, dass es in der Situation von Lemma 21.8 keine (von

x und y unabhéngige) positive Konstante ¢ derart gibt, dass die Abschétzung
H(xy) > cH(x)H(y) fur die absolute Hohe gilt.

AUFGABE 21.12. Zeige, dass es zu jeder Schranke S € R, nur endliche
viele Q-rationale Punkte auf der projektiven Geraden I% gibt, deren Hohe
unterhalb von S liegt.

AUFGABE 21.13. Zeige, dass es zu jeder Schranke S € R, nur endliche
viele Q-rationale Punkte auf dem projektiven Raum Pg gibt, deren Hohe
unterhalb von S' liegt.

AUFGABE 21.14. Es sei P € IP’% und sei

p: Q—Q
ein Korperautomorphismus mit dem induzierten Automorphismus auf dem
projektiven Raum. Zeige, dass fiir die absolute Hohe

H(p(P)) = H(P)
gilt.
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