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Застосування способу моментів до розв'язання лінійних

диференціяльних та інтегральних рівнань

Акад. М. Кравчук

у
с
т

Sur la résolution des équations linéaires différentielles et inté

grales par la méthode de moments

Par M. Krawtchouk

ВСТУП

dy2

dx² + p (x )

Значна частина лінійних проблем математичної фізики в одному вимірі

зводиться на лінійні диференціяльні рівнання з граничними умовами ,

що мають за свій найпростіший тип задачу : визначити на інтервалі (a, b)

функцію у (х) з умов:

dy
+ q ( x ) y = f ( x)y ( 1 )

dx

у (а) =y (6) = 0 (2)

Таким задачам, узятим у найзагальнішій формі, присвячено першу ча

стину цієї праці. У випадку, коли ця задача є так звана самоспряжена ,

отже може бути зведена на задачу варіяційного числення, W. Ritz

( не згадуємо тут давніших авторів) перший чітко поставив питання

про те, щоб розв'язати її наближено, шукаючи функцію у (х) у формі

даного виразу від x та від довільної кількости параметрів а; :

y ( x) = y » (x, aj, a2, ... , am) ,

через мінімізацію певного інтеграла

т

6

л (ау ,

As....,am)=) = | F (x, ym (x, a ,, . .F ( x, ym ( x, a,,..., am), у'm ( x, a , , ..., am)] dx,) ,

a

що зводиться в даному випадку на мінімізацію функції ( а , а ... am)

від скінченної кількости змінних. Функцію ут можна вибрати , як лінійну

функцію від параметрів аз, і тоді її визначення зведеться на розв'язання

системи тлінійних рівнень щодо параметрів ai .

W. Ritz довів збіжність свого процесу, тобто рівність

та лу

lim Уm ( x, aj , a2 , ... , am) = y ( x)

тільки для випадку, коли J ( ау, а2 , ... , am) є означена квадратична форма

від змінних а ,, що накладає дуже тісні обмеження на сучинники p ( x).
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Не вважаючи на це, практика застосування його альгоритму зразу висту

Пила поза ці дуже вузькі межі . Пізніші досліди (акад. М. Крилов,

L Lichtenstein, Treffti , Courant, Mac Evans, автор цієї праці та інші) до

вели збіжність Ritz-ового способу або подібних до нього в усіх випадках,

коли розв'язка у (х) нашої задачі ( 1 ) — (2) існує. Із авторових робіт ви

явилося, що на те, щоб забезпечити цю збіжність, досить дібрати функ

цію ул ( x, a1 , а. , ... , am) у вигляді

Уm (x , ay , a2 , ... , am) = а1 . (x) + а2 P2 ( x ) + ... + am pm (х) ,: е x

11а клавши спеціальні умови на функції г. (х) ; найзручніше вимагати , щоб

функції фі (х ) були фундаментальними функціями другого, відповідно

дбраного диференціяльного лінійного рівнання з тими самими граничними

умовами (2) .

Автор далі показує, як , таке рівняння дібрати : тут завжди можна

обмежитися рівнанням з сталими сучинниками, отже функції та (х) легко

здобути, як раціональні комбінації з многочленів, покажчикових та три

гонометричних функцій. У наступних розділах показано також, як звіль

нитися від варіяційного Ritz-ового альгоритму, перейшовши до загальні

шого методу. Це має значіння поперше тим, що поширює застосування

методу й на задачі несамоспряжені, а подруге, вводячи, крім чисел ai ,

значну кількість інших параметрів , дозволяє добирати їх стосовно до

індивідуальних особливостей задачі та щоб підвищити точність висліду .

Нарешті, завдяки згаданому вище способові добору функцій фі (х),
щастить дати також і точні розв'язки для лінійних задач одного

виміру в формі певних рядів, у яких функції та (х) відіграють ролю

подібну до ролі фундаментальних функцій, маючи проте ту перевагу,

що їх завжди можна взяти точно і в простому вигляді .

Автор багато менше розробляє важке питання про докладну оцінку

похибки здобутих наближених розв'язок. Детально розроблені зразки

таких дослідів подано в численних працях акад. М. Крилова. У цій праці

подається переважно тільки оцінку порядку похибки, залежно від числа т

параметрів а4. Глибший розгляд питання про оцінку похибки приводить

до потреба вміти наближено (з перевишкою ) оцінити абсолютну вартість

Green- ової функції задачі , що своєю чергою веде до питання про виз

начення відповідних характеристичних чисел . У цій царині ще надовго

лишиться багато важливого матеріалу для дуже важких дослідів . За ос

таточно розв'язану цію проблему можна вважати тільки для випадків,

де Cireen - ова функція є відома точно, та для задач, що в них Fredholil

ова трансцендентна переводиться на стале число.

У розділі ІІІ діялектика розвитку поданого наближеного методу веде

до встановлення теоретично точних розв'язок, отже до побудови повної

теорії питання, незалежної навіть від загальних теорем про існування

тих розв'язок . Авторові здається, що таке поєднання теорії з практикою

мае методологічну цінність і обіцяе дальші здобутки на цьому полі .

Напр. , воно не раз може звільнити від надзвичайно складних обчислень

зв'язаних з характеристичними числами та фундаментальними функціями,

а крім того указуе шляхи утворити функції, що можуть заміняти собою»

характеристичні у випадках задач несамоспряжених.
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Другу частину цієї праці присвячено лінійним рівнанням з частинними

похідними математичної фізики. Тут, як відомо, Ritz- iв спосіб не дає,

взагалі кажучи, збіжного висліду навіть у випадку Laplace-ового рівнання:

д ?2 д?z

Δz 0

дх2

Тимчасом сам Ritz довів, що спосіб дає вислід збіжний для рівнань

вищого порядку, а саме для бігармонічного рівнання :

д'z д12 д12
ДА 2 = +2 + 0

дх4 дх? ды ? ду!

за умов типу

d2

= 9 (5)2 = 0 (s) , dn-Ө (6)

-

на контурі з обсягу, де треба визначити функцію 2 ( x, y). Подані в цій

праці методи, узагальнюючи Ritz - iв спосіб, дають змогу, відповідно до

бираючи функції фі (x ,y) , визначити збіжну наближену вартість функ

ції г (x,y) у формі

Im ( x , y ) = а , . ( x, y) + а2 9, ( x, y) + ... + am Фm ( x, y )

для обох зазначених задач та для великої кількости задач загальніших.

Проте в другій частині поданої тут праці не досягнено такої повноти,

як у першій . Хоч наведені методи можна звільнити (і в данііі праці іх

звільнено) від потреби базуватися на теоремі про існування розв'язок

досліджуваних задач, проте вони істотно базуються на існуванні розв'я

зок та Green-ових функцій певних лінійних задач із сталими су чинниками.

У перших параграфах першої частини це питання для задач одного ви

міру розібрано докладно. Щодо задач двох та кількох вимірів , то хоч

для випадку сталих сучинників (а почасти й для загальніших) маємо за

гальні методи (Cauchy) та загальні досліди існування основних розв'язок,

отже й Green-ових функцій (Zeilon, Hadamard ), проте це питання не можна

вважати за остаточно закінчене. Тому треба , вважати, що міркування

другої частини стосуються тільки до тих задач з частинними похідними ,

що для однотипних із ними найпростіших задач із сталими сучинники

доведено існування розв'язок або Green-ових функцій . Розвинено їх пере

важно на задачах еліптичного типу, як на найважливіших у застосуван

нях і незводних до задач меншої кількости вимірів. У решті— методи

та висліди другої частини аналогічні методам та вислідам першої частини

і доведено їх теж до розвинень розв'язок у ряди. Так само кінець-кінцем

функції 4 ( x, y ), що заміняють та взагальнюють фундаментальні функції,

дають змогу перейти від наближених розв'язок до точних у формі рядів,

обминувши важке подеколи обчислення фундаментальних функцій . Але

тут виникає нова трудність : практично може бути дуже важко дібрати

функції рi ( x, y) так, щоб вони справджували граничні (та початкові) умови

задачі . Тоді практичне значіння методу в такому вигляді зводиться майже

до нічого. Автор показує, як через належну відміну способу можна обме

житися обчисленням функцій і ( x, y) для найпростіших контурів, напр .

квадрата або кола. Застосування цієї ідеї до задач одного виміру може

дати інколи теж корисні наслідки , але, загалом кажучи, воно збільшує

Похибку висліду, знижуючи ступінь його точности .
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Подані в цій праці наближення розв'язок задач математичної фізики

мають ту властивість , що для звичайного диференціяльного рівнання

k-го порядку збігається не тільки саме наближення Ут, ай його похідні

до порядку k — 1 -го включно, а похідна k-го порядку збігається в серед

ньому, тобто справджує рівність:

lim ( ут -у) ? dx = 0

-

Щодо задач двох вимірів k - го порядку, то тут похідні відповідного на

ближення 2 m (x, y) розв'язки г (x, y) збігаються всі до порядку k — 2-го

включно, а похідні порядку k — 1 -го збігаються в середньому. Щодо похід

них k- го порядку, то можна твердити тільки збіжність у середньому

комплексу з найвищих членів відповідного диференціяльного рівнання;

отже, напр. , для рівнання

дзz дзz дзz д32 д22 д?z

ДAz + Азо , + Aoa + Аро + A1 +

дх?ду
дуз дх2 дхду

д?2 дz дz

+ A2 + A , 0 + Aot + Aг = f (x, y)
ду

dz

= (s) , 8 (s ) (на контурі ),
dn

дүз + А., + A12 дяду?

=

ду ? дх

маємо :

lim Em = 2

lim дz, дz

дх

lim дг )»
)

дz

ду
M =

дах 1 -
лу

lim д? гzт lim
д'zn

ду

д2

дхду

?zт д?z

т = vдх ?

lim д °zm

ду ?дх дхду дхду

2 2

дЗzт
lim

||
д32

дх?ду
dxdy= 0 , lim

д ?zт

дхду?

дz

дхду”,c)
dxdy = 0=

дх?ду
8

n rea

SS

ss

2 2

дz д32 д3zn дзz
m

lim SS dxdy = 0, dxdy = 0
дх3 дез lim

дуз дуз-)

Sse

8

lim (Alzт.. даг)* dxdy= 0.

т—
8

-

Із цих вислідів дещо тратиться, коли функції і (x, y) не можна дібрати

так, щоб вони справджували граничні умови задачі.

Кілька параграфів праці присвячено застосуванню тих самих ідей до

інтегральних рівнань, хоч практичне значіння цих застосувань — не велике.-

Якраз можна вважати, що подані в цій праці висліди мають, як одну

з цілей, показати, що не раз уживаний спосіб заміни диференціяльного

рівнання — рівнанням інтегральним у багатьох випадках не спрощує за .

дачі , і що Hilbert-ову ідею розв'язувати лінійні інтегральні рівнання рядами

ортогональних функцій можна, з відповідними змінами, застосувати

й безпосередньо до рівнань диференціяльних.

Одна з загальних думок, що лягла в основу цієї роботи, — було ба

жання і в практичних методах і в загальних теоретичних міркуваннях

-
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та конструкціях математичної фізики — звільнитися від схеми - постави

питання, як задачі екстремальної . Не зважаючи на великі послуги, що

цей обсяг завдячує принципові мінімуму та максимуму з погляду форму

лювання проблем та їх зв'язку з загальними принципами динаміки, з по

гляду формулювання й досліду питань, зв'язаних з характеристичними

числами та функціями, — автор уважає, що прийшов час переглянути цю

думку. Із одного боку обмеження науки самими самоспряженими зада

чами не можна не вважати за тимчасове та абсолютизувати його; настає

пора, коли це обмеження з чинника поступу науки може зробитися її

гальмом. З другого боку й для суто практичних потреб наближеної роз

в'язки навіть самоспряжених задач виявляється , що варіяційний принцип

надмірно обмежений ; це й не дало змоги на Ritz-овому шляху дійти ви

кінчених вислідів . І якраз авторові цієї розвідки на підставі поданого

матеріалу здається, що, розсунувши рямці цього принципу за вимогами

практичними, пощастило поширені практичні висліди вивести на рівень

теоретичної викінчености.

Ціла низка дальших питань чекає ще ув'язки з цією схемою. Тимча

сом, напр. , важко вказати, як поза схемою мінімального принципу скла

деться питання про характеристичні числа та фундаментальні функції

так воно натурально з неї виростає . Діялектика розвитку наукової думки

примушуе сподіватися та добиватися такого поширення мінімального

принципу, що поеднав би зазначені суперечливі моменти в одній вищій

цілості.

Назва цієї праці має на меті підкреслити її генезу та її орієнтацію

на методи математичної статистики . У математичній статистиці складніші

задачі вимагають не раз, залишивши принцип найменших квадратів, звер

татися до гнучкішого та придатнішого практично способу моментів ( що

являє собою певною мірою взагальнення способу найменших квадратів) .

Одна з авторових цілей е показати, що спосіб моментів у застосуванні

до диференціяльних рівнань має таке саме практичне значіння та відограє

ролю такого самого взагальнення варіяційного мінімального принципу.

Проте, заразом спосіб моментів являє й узагальнення того способу, вису

неного в працях академіка М. Крилова, що його можна назвати власти

вим способом найменших квадратів у розв'язанні диференціяльних рівнянь,

і що в випадку задачі ( 1 ) — (2) зводиться до мінімізації інтегралу

d ?утm

JA (a , a2, ... , am) =)

dym

+ p (x) +4 (x)ym—f (x) | dx ,
dx2 dx

а

як функції від параметрів аа. Ширше кажучи, спосіб моментів поєднує

спосіб варіяційного альгоритму та спосіб найменших квадратів, сперті

обидва на принцип мінімуму, рядом із безліччю їх варіянтів, в одному

загальному принципі. Крім того, він являє собою також пряме взагаль

нення звичайного способу моментів. Що своїм корінням поданий спосіб

спирається на принцип найменших квадратів, видно з його оцінок похи

«бок наближень : вони всі базуються на певних середніх квадратах.

Уважаємо, що на часі поставити питання про застосування загальних

вис підів та способів цієї праці до задачі про криві розподілу. Ті спрощені

1
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1

крайньою мірою диференціяльні рівнання, що в Pearson - овій теорії кри

вих розподілу інтегруються безпосередньо, ведуть, як відомо, до вуль

гарних, і методологічно і математично хибних вислідів. Є змога зв'язати

теорію кривих розподілу з диференціяльними рівнаннями загальніших типів,

що приведуть до задач типу ( 1 ) — (2) та до їх узагальнень. Особливо

доцільно для їх розв'язання взяти схему нашого взагальненого способу

моментів. У них має значіння випадок, коли інтервал (a, b) нескінченно

великий, що вимагає додаткового розгляду питань збіжности та деяких

інших елементів поданого способу..

Потреби внутрішнього викінчення методу ; нерозв'язані проблеми, що

мають своє коріння в звичайному способі моментів ; незакінчені питання,

зв'язані з застосуванням мінімального принципу в задачах математичної

фізики ; математичний апарат статистичних теорій сучасної фізики; кон

кретне розроблення методу в технічних застосуваннях, - ось питання,-

що промовляють на користь дальшої роботи над обсягом, що його на

черкнено в цій роботі.

Крім зазначених вище проблем, що чекають на розв'язання в рямцях

способу моментів, на часі практичне його розроблення на числових при

кладах. Для цієї мети катедра математичної статистики ВУАН організує

колектив математиків та дослідників з інших галузей науки.

Складаючи цю книжку, автор базувався переважно на власних роз

відках, друкованих, починаючи з 1926 року, в виданнях Всеукраїнської

та Паризької Академій Наук, Вістях Київського Політехнічного Інституту,

Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, Boletin Matematico, Atti del

Congresso Internationale dei Matematici ( 1928 ) та інших. Із загальних курсів ,

що можуть допомогти читачеві ввійти в цей обсяг, назвімо:

Mises und Frank. Differential- und Integralgleichungen der Mathema

tischen Physik.

Courant und Hilbert. Methoden der Mathematischen Physik , Bd. I ,

Автор обмежився переважно задачами з граничними умовами одно

рідними , бо загальний випадок умов неоднорідних легко зводиться

на цей . 11



ЧАСТИНА ПЕРША

. РОЗДІЛ І

Існування розв'язок у лінійних диференціяльних рівнань та іс

нування диференціяльних рівнань, що мають даного характеру

розв'язки

г ).

1

<

$ 1. Лінійна задача із сталими сучинниками та її Green- ова функція.

Візьмімо диференціяльне рівнання із сталими сучинниками:

М. [г] = 2 * + B , г *- + ... + Вх2 = F (x)[2 = ( 1 )

пошукаймо на інтервалі (a, b) той його інтеграл, що справджує на кінцяха

та ь лінійні однорідні умови :

az (a) + « Ф ( а ) + ... +a-): - ) (а) +8г (b) +38 2 (b) ++ г @ ?

ti.. +

« г (а)+ 4 г (а) + ... + a * - )1 / 2 * - ) (а) + г (6) + в 2 (b) +

.+ ... + B x -1) z(x -1) (b) = 06 =

(2)

agaz (@) +а21г (а)+ ... + 4 *- )2-? (@) + B212 (b) + ” г' (6) +

+ ре 2- ) (b) = 0

Ці умови обіймають, як частинний випадок, умови Cauchy :

+86 z{k 1—1)( - ) (b) = 0.

(0)

k—1 )

+ -

) ( ) ( 0 )

2k — 1

( 1 )

1

( k - 1)
k - 1

г (a) = 0

г(а) = 0

28-
1
)
( )(a) = 0 ,

умови періодичности :

-

г (a) = 2 (b)

г (a) = 2 (6)

z (4—1) (а) zlk— 19 ( b)

та всі інші , що раз-у-раз трапляються в практиці та мають зв'язки

з важливими застосуваннями .

Обмежившися зразу випадком, коли характеристичне рівнання

MM ( r) = rk + В, rk— + ... + B = 0
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не має кратних коренів, і зазначивши його корені через
1

ro , t ,
.

Тk -1 ,

(4)

де

(5)

запишімо інтеграл рівнання ( 1 ) у формі :

2 ( x) = Co (x) е + с (x) е"," +... + C - (x) erk -1° ,

Со ( x) , С , ( x) , ... , Ce- ( x)

є тимчасом невизначені функції від х.

Запровадивши зазначення

Уr(3)= C6 (5)e'• + с (+ ) е" *+ ... + ct- (1)ек

і знаючи, що функції (5) визначаються з умов :

с (+) er + ct (:)e's + ... + C -1 (3) e”-f= 0

с . :) r, e's --С1 ( ) hе'' + ... + с (+ ) { e_f = 0( , rhe'15 + = -

(6)

-1

)( 7).

Ре"os ri
k 1

1 k k—1

ek

С (5)rs **** + С{ ( ) ' e'** + ... + C -1 (3)rf= e's - = 0Ci " 5

Сб ( :) rs le's + c ( 6) r - e'** + ... + с = ( ) r = e't-* = F (3) ,- • le'15 -1 5 i ,

виводимо з (6 ) та (7) :

e"к-* |

е".-1 :

ru - je" к - 15

е" * , е " .

е ”.: .) > 9

re".

K 2

re"

ух( )

ro " -°e".5 , r *--?er ,* .

е*** ,

- (-1 )* . F( ) = (8)

е ** ,

roe" , rens ,

e " > :

rrie "к - 15

re's- irõe" }, re" ,>
. . .

>

ro * -le's , r, - е ,
1

е

1,2
е

к-1 r

rеr -les--15

е*.* –:) е ".( х - )„ r -3 e - n't - s)

1 1 1

ro f1 Үн - 1>

Х

rg *
к -2

r, *-2, riҮк - 1

- (-1 )* . F (4)1

1 1>

ro rx - 1

2

8 r rt - 1

:

K-1

fo

x - 1

rt --1
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Заведімо для скорочення зазначення :

e'sl®—.), е"( x - 3) e- ( х- - )

1 1 1

fo r1 ts
. )

к—2

то

к-2 K-2

r1 f—1

g ( x, 3) = ( - 1) * . (9 )

1 1 1
>

ro rs- 1t,

r ?
2

ra ra>
.

K-1 K - 1K - 1

fo rk. 1

Очевидно

|ct, ay)..g x
( x -0

дg ( x, 3)

дх \..
- 0

( 10)

д " -2g( x. :)*

—2

ܠܘ
ܟܐ

- = 0

дx1-2
і ;

д "- g( x,:)

""
1

дхк - 1

:js = x

Із (8 ) маємо:

vt ( $) =g ( x, 3) - F(Е)

х

+ Dк - e" к- *z(x) = {:} + Dhere+ Djerse + .

2 ( x ) = ig ( x, )F(1)4; + Dere + Des"-+... + D -re'

х

k- *

д
е

(1
1
)

(1
2
)

Do, D ,..., DeDr-1

є сталі числа . Їх треба дібрати згідно з умовами (2), отже з рівнань:

3D ( Фler:0+ . . +a®-1)r:h- le" a + Bo @ler ++ . . + В +-r.k-ler )) =)

-1

.

.

b

—іках.JF сласa

К - 1

2

D (a, 0er + .
+ + —1r,+- erta + 3,0er++... + pt- lbrik-ler,5) =a ( poler & —1) =

= f g (x,t) F(3)d ;

( 13)

PCаза



|
1
2

R—1

ED(49) е":" + ... + a - r -left" + B92, ert + ...+ - r -le ) -

- :)Fea
ge 1( x,3) F (€) ;

a

де

g(x,f)=
д'g ( x ,f)

- Дев) дxt

-- (j = 0,1,. ., • , k— 1 ) ( 14 )

Визначник системи лінійних рівнань ( 13) щодо невідомих ( 12) є до

буток із матиць:

або , ар(1),. ak— 1) , ро), ро( 1 ) , .

а ,(k + 1), p® ,— 3к1),

. , ро ( -1)

, р ( — )2,0 , а , ( 1 ), •

}

{ u } = ( 15)

g (0)
" k - 1 »

241) а (k-- 1) (0)
k -- 1 Рk -15 Р.

$ ( 1 ) Вік — 1)
k — 1 ? 1 ) • Ек 1

1

1

1
та

1

era ,rera,. ro - leri. . .. , rok-le" sa, er° , rver° ,

rk -ler a, ert , re",", .era , riera,
,

k -ler,. . .

{ v } =
( 16)

е " ,- °, referk- la ,
„r le"k-i“,е", - “,е ” .

. rrk — e",--1
.

k

має Очевидно ранг k . Ранг матиці ( 16) за неозна
що перша з них

чених

re , fi , tk -1 (.

є теж k; але можна в цьому випадку твердити більше : визначники k- ro

ступеня матиці ( 16) є всі не нулі і лінійно незалежні.

Справді, коли б хоч один із них був тотожний нуль, то це доводило б,

що існує лінійна залежність між деякими елементами якогось рядка ма

тиці ( 16) , чого, очевидно, зважаючи на неозначеність чисел ( 17) , немає .

Коли б, далі, між згаданими визначниками k - го ступеня була лінійна за

лежність, то , зважаючи на лінійну незалежність елементів кожного рядка

матиці ( 16) , мала б бути лінійна залежність між визначниками з k— 1

якихось рядків цієї матиці ; продовживши це міркування, дійдемо немож

ливого висновку , що є лінійна залежність між елементами якогось рядка

матиці ( 16 ).

Так бачимо, що за неозначених чисел ( 17 ) визначник системи рівнань

( 13) є не нуль, як лінійна комбінація з визначників k- го ступеня матиціз

( 16). Отже доходимо висновку, що задача (1 ) — (2) має одну і тільки

одну розв'язку. Зважаючи на ( 11 ), ( 13) та ( 15) , ( 16), цю розв'язку

можна записати так :

b

(18 )

2 ( x ) == i g(x, JF' d;+ ji (x,s ) F (6) d* ,Trts Psya a
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де функція

go ( x ,€ ) F (€);
1

a

{ u } · { v }

Ж.Ағза:(ge-t(x,s) F(8)d;
j ( x,s) =

е " (* , , . „ e " : - *

та всі її похідні є суцільні на інтервалі ( a, b).

Запровадивши тепер зазначення

G ( x, $) = g ( x, 3) +ј (x, $) (EK x)

G (x, $) =g (x, $ ) (' > х) , ( 19)

маємо :

2 (8) = fa (x, 3 ) F(c)a :
(20)

скрізь на інтервалі ( a, b та на його кінцях. Функцію (19) звемо

Green - овою функцією задачі ( 1 ) — (2).

$ 2. Властивості Green -ової функції

Згадавши рівності (10) , можемо твердити, що функції

G (x, t) , дQ(x,4),..
да , д -2G ( x , 3 )

дxk- 2дх

є суцільні функції змінних х та € ; щодо похідної

дk —1G ( x, 3 )
2

дxt - 1

–: x

то в точці

8

вона мае скінчену перерву.

Легко показати також, що функція G (x, $) , як функція від х справджує

всі ті умови (2) , що й функція 2. Справді, з (20) дістаємо рівності :

ь

>

2

( x)= 1
G. F (6)ds

а

2 (x) =

дG

дх
F (3) d ;

a

(21 )

дk— G

2k-1)(x)

- ја
F (3) d $ ,

дk- i

a

\

звідки :

аг(а) + ... + a - z(а )+ + a +- x(a)**– + : z(b)..( -1) ++ : z(b) +... + р!" -'z(b) "
)

1 ( )

* *-1)
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( )

-||-чеся, ) +
( 1 * :)

+ BGь, :) +
++- ) д - ' s(x, 3)

дхк– і
.

+

G(b,
:

+ a *-і) д*~
F (€)d . (22)

дьк - 1

А що, як ми бачили , функція G (x, 3) не залежить від F ( x), то по- ,

кладімо :

дk—1G (a, E )

F ( ) а ) G (a, :) . ! +
д аt-1

дk -1G ( , )
( 0)

+ G (b, t) + ... + °p

( k 1

= a; - а ."

- )
дb—

1

Тоді з (22) дістанемо :

b

[{" са 0+
9) G (a, t) + .

. + at-1) д *-1G ( a, ) + G (6, ) + .
p
(0)

дай
.. +

дk— G (b, E)
2

+ 26- ) а;= 0
d

дь

Коли взяти під увагу, що підінтегральна функція є суцільна на ін

тервалі (a, b, ) то з цього виникає :

( 0 ) (

a , G (a, t) +
. .

+ a *-і д* -1G (a, $)
+00) G ( b, :) + ... +

да?—1

дk— G ( b, 3)

-0

дь R+ - ) - 1

(i = 0 , 1 , ... ,( = 1 k—1) ,

що й треба було довести.

Нарешті покажімо, що функція Gх, $ ) , як функція змінного х , справ

джує рівнання :

Mх [G ( x, $) ) = 0 (23)

скрізь на інтервалі (a, b ), крім точки

Переписавши останню рівність (21 ) так :

х b

д -1G( x,3). F (:) d;} д - G ( x , E)

24—1) (x) = F (3) д )
дxk — дk-1

і прoдиференціювавши по х, дістанемо :

д - 1G ( x, 3)

z ( +) x) F (6)

"(x)= 12**

д - 1 G (x, 3 )3
F ( )

дxt - 1
+

Fax- + 0= x - O
дxt1 . -Гос .)ғо|--

a = |+ је
+

дk G (x, 3 )

дxk
F (3) d; +

дk G (x, 3)

дxt
F (E) dk
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{

або остаточно

ь

ә* G(x,3) F (:) at+ F (8)
%) ( x) = (24 )

дxk

Комбінуючи тепер рівності (21 ) та (24), легко дістанемо , використавши (1):

јм.
М. [G ( x, $)] F (€) d= 0 ,

ј

>

звідки , зважаючи на те, що функції F (6) довільні, випливає рівність (23)

скрізь, де М. [G (x, $)) е суцільна функція від $, а це й треба було довести .

Далі ми потребуватимемо оцього висліду з поданих тут міркувань:

Хоч би які були су чинники а , р!» лінійно незалежних

рівностей (2), завжди можна дібрати такі сталі сучин

ники В; рівнання ( 1 ) , що задача ( 1 )=(2) на інтервалі (a, b)

матиме одну і тільки одну розв'язку.

І цю розв'язку, і Green-ову функцію задачі (1) ( 2) можна збудувати

в скінченому вигляді через покажчикові функції.

.

0

- . .

$ 3. Частинні та особливі випадки

Найпростіший випадок серед задач типу ( 1 ) (2) є задача Cauchy,

коли в умовах (2) всі сучинники р ? е нулі , а сами умови зводяться оче

Видно на такі:

г (a) = 2 (@ ) = . = 21k - 1, (a) = 0

Тоді , як бачимо з ( 13) та ( 14) , буде й

D ) = D = ... = D==0

i ( x, 3 ) = 0

Цікаво, що тоді можна взяти

В, = B, Be= 0 (25)

не вважаючи на те що таким робом усі корені характеристичного рів

нання (3) стають рівніх

ro = t = • • = rh==0

і формула (9) стає непридатна . Але тоді, заступивши (4) через

2 = Co( x) +-C, (x) - x + ... + C = (x) x +- ,xk — (4 ' )

вираз ( 6) через

ya (3) = C6 (3) + c(3) x +... + C -1 (8 ) xt- 1,+ (6 )

визначимо - функції (5) з умов :

Сб(3) + c (:) : + ... + с = (3) 34–1 = 0-1

с (3) + (k— 1 ) + C -1 (3) 3-2 = 0

.

4 '

1

(k— 1 ) ! Сk- ( ) = 0
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6

і дістанемо :

>

1

1 , x, x* ,

1 , 2 , 32,

0, 1 , 2 , .

gt-1

(k— 1) Ek — 2

0, 0 , 0, - (k— 1 ) 18

Уz ( ) — 1 )* F (€) = (8 )

1 , 3 , 32 ,.

0 , 1 , 2 , .

0,0 , 2,.

(k— 1 ) 3—2

, (k— 1 ) ( # -2) 2—3

?

.

0 , 0 , 0, .. (k—1 !.

(х — :)*- F (3)

k —1 .1 !

Отже в цьому випадку

G (x, 3 ) = g (x, 3) = (- 1)
(£ — x ) -1

(k — 1 ) !
( < x ) (26)

G (x, $) = 0 (E > x )

Цікаво, що зручного добору (25) рівнання ( 1 ) вистачає не тільки в ро

зібраному простому прикладі , а майже за всяких умов типу (2) . Справді

бо все питання зводиться очевидно до можливости або неможливости ви

значити сучинники • , виразу

г2 (x ) = js (x,t) F(5)d: + D + Dix--... + D -1 хв 1d $ x- xk -1 (11 )

х

.

0

1

(0 ) ( ) ( (0 ) *--1

з умов ( 2) . Отож приходимо, замість системи ( 13) , до системи :

Do(a + ) + D (аба +рь+ a " pd ') + + D.- (ара + в'g * +

+ ... + a -1)( -1)! + в -к-1)!) = ...* х *

Do (а + в ) + D'(@a + 2° ь + 2 ° +359) + ... + Dк(аа*--Вь*-' +a +

+ + *-к-1)! + * - к -1)!)=a(1-1 (х () = (13)

( 0 ) (0 ) ( 0 ) (0 ) ( 0)

( K 1 )
=

(0 ) 0 ) O ) ( ) ( 1) 1
.

1

( ) ( к - 1

к—1 =

(0)

Do( + В -1) + Di (a, ta +pib +a1+ 1) + Dк (ана*- +a " +

+ Bx216 * -1 + + anteni )( -1)! + "(2-1)!)= ...+ ) к —1 ! +

Тимчасом її визначник тільки в виняткових випадках може бути нуль.

Нехай вираз Ма[2] є самоспряжений, отже з самими похідними пари

стого порядку. Тоді розгляньмо задачу :

М. [2] = Аг ( 1 )

за умов (2) з неозначеним параметром 1. Коли умови (2) не суперечать

рівнанню ( 1 ' ) , отже коли існує Green -ова функція G(x, $ ), то з ( 1 ) дістаємо:

2 (x) = JG (x, $) г (5) dé ,яв = 1а
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однорідне інтегральне рівняння Fredholm-ового типу, рівноважне з рів

нанням (1 ) за умов (2). Відомо, що воно має безліч характеристичних

вартостей параметра:

2 = , , , , As , ...1 А3

бо функція G ( x, 3) е симетрична. Кожному відповідає щонайменше

одна фундаментальна функція— розв'язка інтегрального рівнання :

5

2 (x) =ja ( x, ) 2 (1) а ;G d=

або задачі

М. [z] = 1,2

за умов (2) .

.

8 4. Узагальнення

Коли поставити задачу параграфу 1 добору сучинників В ; так, щоб

інтеграл рівнання ( 1 ) справдив умови (2), загально , то не треба конче

вимагати, щоб сучинники В; були сталі; вони можуть бути функціями

від х . Справді бо маємо взагалі

2 ( x) = Co ( х ) го (x) + сі (х) гі ( x)+ . + Сk = ( x ) грн (х) ,

де

20 , 21 , , 2k-1

€ лінійно незалежні інтеграли рівнання (2) , а функції

Со (x) , С1 ( x ),. Сk- (x)

справджують умови :

Со (€) го(€) + ct(6)21 (3) + ... + C -1 ( 3) 2-1 (2) = 0+ 0

Со (3) 26 (6 ) + с (0) 21 ( ) + . + с = (6) 2-1 (6) = 0

.

.

со (6) 206-9 (0 ) + с (8) г. - " ) .г 3 +- + Ct-1 (6) г (G) = 0
(k -- 1)

.

Отже вираз

A

У (6)= C6 (5 ) го (x) + ct(s)21 ( x ) + . +C-1 (0) 2-1 (x)

ВИГЛЯдає так :

го ( х ) , 21 (x) ,

г. (€) ,

гt (6) ,

2k= ( x)

г- (S)20 ($) , .

26 (Е) , 2- (€)

26—2) (€ ), za($)
(k - 2) -2 )

20 ( ), . г - ( 5)

у (8) - (- 1) F (8)

г. ($),> • , Зk - 1 ( € )20 ( 2) ,

го(€), гі ( ), 2 (6)

- )( ), 2-) (3) ,20 2.— ( :)
—2 )

. .

м. Кравчук - 2.



1

18

Тут функція го ( х ) , 21 ( x) , 2- (х)

• , гk - 1 (6)го (€) , г. ( 2) ,

24—2) ( ), z4k- 2)(E),
-2) ( -2)

.. , гki (6))

g (x , ) = (- 1 )* .

г. (6) , 2- (8)20 (E) ,

26(6) , 24(6) , 2.1 ( 6)

( k 1 -1

2 (6)
(k-1 )

26- )(4), 2-)(E) ,..

має властивості (10) .

Як відомо, знаменника цього дробу можна замінити, напр. , виразом

го (60), г. (во ), . 2- (ЕО )

го (to) , 21 (6 ) ,
E

( В. (6 ) dЕ,

.

- ( 60 )

- кора.
-

• е

( k 1 :-1 ) k - 1)

гk S ' (€о)24--1) (€о), 2-9 (50 ) ,

де tо є довільне число в межах (a, b) .

Далі очевидно:

а

г (х) = f g (x, 3) F (6) d + Dого (x) + Dzi (x) + ., )
.

+ DK- 12- ( x),

де сталі числа

Do , D , ... , D-- 1 (12 )

треба визначити з умов (2) . Коли визначник цієї системи рівнань щодо

невідомих (12) є не нуль, то матимемо остаточний вислід (20) з тими

самими властивостя
ми

функції G ( x, 3) , що й у параграфах 1 та 2.

Далі скрізь задачу ( 1 ) — (2) вважатимемо за розв'язану, отже її Green-ову

функцію — за відому.

85. Існування розв'язки загального лінійного диференціяльного рівнання

за довільних лінійних однорідних граничних умов

Візьмімо довільне лінійне диференціяльне рівнання k-го порядку.

Його завжди можна подати в формі :

L, [ у] = Mg[ у] — АN [ у] = f ( x ) , ( 28)

де й е числовий чинник, а N [у] має вигляд:

—1

dy

N, ( у) = а ( х) + а2 (x) d =2 + ... + ax(х) у ( 29)+
dxk2

E - 2

d y
-

dxt - 1

Лишивши число Анеозначеним і вимагаючи, щоб функції

a, ( x) , а ( x) , ... , as ( x ),
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інтегрувалися на інтервалі (a , b) разом з своїми квадратами, доведімо .

наступне твердження :

(0 ) ( 1)

( 1)

Задача

L [L ] = f ( x ) (30)

9 y (a) + " у ( а) +... + - )у- )(@) +
( 1

а 1

+ в39) y( 6) + g'y (b) +... +:-)y = (b) = 0у (31 )

(i = 0, 1 , . . k—1 )

мае на інтервалі (a, b) одну і тільки одну розв'язку для

сіх вартостей параметра і, крімдеяких ізольованих.

Справді, розгляньмо систему лінійних інтегральних рівнань

.

= 1

aУ(x)= а ( х, 3 ) - N: I'la + (x, )/ ( ) at

yo -- - Lj ++

ь

у '( x ) ==

дG (x , 8)

дх

дG (x, E )

дх

.

N: [ у] d } } f (s ) de (32)

a

ь

дk– G (x, 3 дk-1G (x,

y %- (x) =-.jе аж.) - bla: +feat D) (0)at ,
.

f 3дxt - 1
N ; [] d

дxt

що е вислід із ( 30) — (31 ) та з (21).

Як відомо, ця система має на інтервалі (a, b) якраз одну розв'язку для

всякої неособливої вартости параметра ), при чім очевидно невідомі

функції

у (х) , у” (x), . у( - ) ( x)

якраз е перша, друга , . k — 1 -а похідні від невідомої функції у (х).

Утворивши, далі , з (32) лінійну комбінацію :

«° y (а) + ... + a +— — (а) + g y (6) + .) @ " b . + *- у- ) ( ) =

.

( ) -1 )

-1) *
(

- |сеочдо4Г
(0) (0)

9 G(a,t) + .
+4 %– д - G (a,:)

+-р G ( b, 3) + ..
.

+
даk—1

д -1G ( b, E)

+ - )
}{» Ne vl + fty } at)NE (

дье - 1

і нагадавши , що Green -ова функція справджує умови (2), дістанемо

залежності (31) .

Нарешті, перепишімо останню рівність (32) так :

д - G ( x, )( )

у ( x )-1°- ж. +
-1G ( x , )

на-раһермли+ла је јаколhжи+row aMA D ()
-

{ м ] )}
de

дxk



20 -

тa пpoдиференціюймо її в довільній точці х інтервалу (a, b) , де функції а ( х) –

суцільні ; дістанемо :

– G (x, ) дk— G (x, )

дxt - 1 X + 0
у

дxt
-

у»(8)= {[" . * 2] - С.2].- ..}{эм.Bi +ht }+**,

+ј
+

дk G (x, $)

дxt
{AN, [у + f ( 6) } d ;

Комбінуючи цю рівність із рівностями (32) та нагадуючи, що

дk - G ( x , 3) дk - G ( x, $)
-1

– “ ..
= l ,

дxt
15—0

дxt
– +0

дістанемо легко :

М. [ у] = N [у] + f ( x ) ,

тобто (30) .

Отож розв'язка y (x) системи рівнань (32 ) є заразом розв'язка за

дачі (30) — (31), в усіх точках інтервалу (a, b) , де сучинники a (x) — су

цільні . Другої, істотно відмінної розв'язки у нашої задачі не може бути,

бо тоді різниця цих двох розв'язок

3 =у — Уи

мусіла б справджувати систему інтегральних рівнань:

3 ( x ) = f G (x, 3) N ; [ 8 ] d :

дG ( x $)

8 '(х ) = ( әс их, м, 13 , 14, .N (8) d

ъ

дь- G ( x , E)
-1

3 * — ) (x) = А N. [3 ] d ;
дxt-1-је

м-

Звідки ми вивели б :

N(8) = f y ={ G (x,s ) N:18]ds ,
-

отже

N (8] = 0 ,

а тоді й

Ме[3 ( x ) = 0

8 (x) = 0
=

ѕ 6. Існування Green-ової функції у загальної лінійної задачі

Лінійною комбінацією з рівностей (32) здобудемо:

[у].N +( y) = f (G(x,0) N:[w] ; + j N»(G( x.t) f(6)dt ( 320)
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Пошукаймо невідоме N [ у) цього інтегрального рівнання у вигляді:

N_ID] = Г.( x, n; )f(7)dn,/ 47
(320)

де функція Г (x, 7 ; A) , так зване розв'язне ядро рівнання (320), е тим

часом невідома. Запровадивши вираз (320) до рівняння (32 ), дістанемо:

Сүгія, зә) — м.[G(х, уга , үзэмас — NA ( Q ( x, эд ] / vjan = 0;

отже, зважаючи на те, що Г ( x, 7 ; 3) не залежить від функції f ( n , розе

В'язне ядро Г ( x, 7; 3) повинно справджувати інтегральне рівнання:

Гі(я, ;4) - y= 1j N [ G ( x, $)] Г (€, т;.) d; + Na[ G ( x, n )],
-

Чим воно і визначається.

Запровадивши тепер вираз (326) до рівностей (32) , дістанемо :

G Г

y(x) = p a ( x, yј г., п ;2)/(1)&nd: + в(%,2) /(0)a

Уо -.j eaьоја7 «+(x) =

дG (x, 3 )

дх
г. ( , 7 ; ) f ( 7) dn dt +

је
дG (x, $)

f (6) dk
дх

дk— 1G ( x, 3 )x де-1G(x,3),
ун ) (x)= А– г , (, п ; ) f( 7) dvd;+ ( ) de

Oxb - 1
дxt- f($) d
дх

або

x ( x, $ ) Гі ($, 7 ; 1 ) ds +6 (x, n) } f(7)dn

» »је его јгалзээлдача4

У(2) = (aja )– в(к,

yu -jt.

-на -jivje- иям класума - это .

дG (х, п)

у ( x ) =

дG (x, E)

Г (€ 7;2) dk +дх }/{m dnw4
(32)

дх

дG ( x, ) д1 G(x, )

ун(x) = ; ) d + }дxt дxt 7(7)dn

Отож функція

гж,ту — в ( x, y г. 4. 7 : 3) at +8( x, y)
- G

(32 )
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відограе для задачі (30) — (31 ) ту саму ролю, що функція G (x, 3) для за

дачі ( 1 ) — (2) . Справді , насамперед, як бачимо з рівностей (320), буде:

а

У (x) = іг ( x, y, x) f(т ) dn

У (x) =
ӘГ(x,1 :1)f (т) dn

(32e )

,дх

ь

ул- ( 8) =)
) x

дk -1Г (х, п; 3)
f ( 7) dn

дxk -1

0

Утворивши з цих рівностей лінійну комбінацію :

« ® у (а) + .
(0) + a ya .e-1) -1) + 3 ° y( 6)+ .ула

(0 )

+8+
-1 ) (k - 1 )

д - Г ( a, n ; 2.) .

+

-js"ге » ...{
г(a, n; )+

+ в г(b, т ; )+
**

- )
даk -1 3.

- Гев.тм \/(+)41+ в +- ) дь -1

і взявши під увагу , що функція f ( 7) довільна, бачимо, що Г (x, n ; ) , як

функція від х справджуе граничні умови (31 ). Той самий вислід випли

ває йз (32а) .

Із рівности (32а) бачимо, що функції

дГ д *-2г

г ,
дх дxt - 2

є суцільні, а функція

-г(х, т; )

дxt - 1

має одну перерву — в точці

х = 7 ,

ot -lG (х, т) .
1 ця перерва є скок на 1 , як і у функції де –

Диференціюючи тоді останню рівність (320), дістанемо

у (*) (x) =

-jere.co
д*г (х, п; 2)

f ( 7)dn + f ( x )
дxk

Звідси та з (32,) , через лінійну комбінацію, доходимо рівности:

b

.rtst 1 уа

| L [ Г (x, n ; A ) ) f (7) d = 0

і остаточно :

Le [ (x, n ; ) ] = 0 (х + 7)

Отже функція Г , як функція від х, справджує однорідне рівнання

L [ ] = 0
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Отож ми довели існування Green -ової функції гу задачі (30 ) — (31 ) , так

само , як давніше існування Green - ової функції G у задачі ( 1 ) — (2) , для

всіх вартостей параметра і, крім хіба деяких самотних.

37. Повна система многочленів, що справджують певні лінійні умови

на кінцях даного інтервалу

Для наближеного розв'язання задачі (30)— (31 ) ми далі потребувати

мемо систем функцій

ро(х) , ( х) , ра(х) , ..

можливо простої будови, що справджують граничні умови (2). В цьому

параграфі ми збудуємо функції ра ( х) у формі многочленів.

Ясно, що всякий многочлен від х можна подати в формі суми :

Ф (x ) = x(x) + 8(x) (x — а)= (х — b ) ,

де х ( х) та (x) е теж многочлени, при чім ступінь першого з них не біль .

ший за 2k — 1. А що добуток (x) (x — а)* (x — b)* очевидно справджує всі

умови (2), уся сума справджуватиме їх тоді і тільки тоді, коли згідно

з ними дібрати сучинники многочлена х(х) :

х (х) = %o + х х + ... + x2 - x2kXo x Ха х2k -1

Цей добір лишить у сучинниках многочлена х(х) якраз неозначених

параметрів.

Щоб у цьому пересвідчитися, заввaжмо, що матиця

« ,...,
(0)

2-1), po , ..
Ik - 1)

ао . BO

( 0)

а;

(k - 1)

ai

( 0)

2 - -
, В , В- ). >

(327)
.

(0 ) ( k + 1 )
O.K - 1 ,

(k - 1) ( 0 )

a.k - i , BE- 1 ,
..

9 Sk - 1
» :

з сучинників рівностей (31 ) має ранг .

Із другого боку на сучинники 4 многочлена х(х) , що справджує умови

(31 ), накладено , очевидно, такі умови:

(2 ) + в2 ) +(ano + bp9)+1) + (a q9) + ь ?g, 0 + 2an ! + 2bg + 2а2+

+2642) + + x? p = ? ( @26—0 + b2%— (0) + (2k — 1)a2k -2 + (2k — 1962—2g(4) +

1
+ ... ++ . +

К ! k !

( 2k – 1)!okka - 1)
-

a® (2k —1)! **- ) = 0
вд-"

—(i = 0, 1 , ..., k — 1)( i = ,

Отже ранг цієї системи однорідних лінійних рівнань щодо невідомих

10 , 11 , . Х2-1
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О).
( 0) (1) 2k-10)

а

(0)

22 ( 1)

(2k — 1)! =p = )
#

є такий, як у матиці:

а + в ), а+ bps +а2+ ро" , ... 280 +628 – B6 ?+

+(2k— 1 ) « -2 ° + (2k— 1 ) ь? -? р ? +а ” а ( - ро +

(2k — 1 ) !
+ at ast-1) +

k ! k1

«0+ в 0 , aa9) + ь30 + 1 + 34, @ %- 0 + ь - в +)
«

+ (2k — 1 ) «**- 9 + (2k — 1)ьм– gt++ а а) - ** +

(2k — 1 ) !
+ а * {%– +)k ! k !

(1 )

ai

(1 ( 1)
.8

(2k — 1)1ъв gt 1 )
-

(320)-1 .

() (0) ( ) ( 0 ) ( 1) ( 1 ) 2k 1 (0)
a

(+ 62-20
10

)
ь

2

ар . +B1,an2 + Бр + 2+ . , . 0821+

в . + (2k — 1 ) « *-?a . + (2k — 1 ) 6+-2 + .а .t

(2k — 1 ) !1 !
аkаk- ) +

(2k — 1) !) !
k !

b* e-)

а-1 1 628–2012)

+
Е !

Pь

Тим часом очевидно

8 = 21 @ ,

де матиця

1 , а ,. q - 1 а * , at + , Q22--1. 1

kaн , ( k + 1 ) a * ,0 , 1 , ' . (k — 1 ) at -2 (2k — 1) а2 %-і

k !
(k + 1)1 а?+

.0,0 ,. (k — 1 ) ! *,Па ,

(2k — 1 ) !

k !

а:

2 !

ht - -1
+ ; ht +1 ,1 626-1

.1 , 2 , .

0 , 1 , (k — 1 ) Ek-2 kbk--1 , (k + 1) + (2k — 1) 622 2-

0,0 , ... , (k -- 1) !

k !

11

k

нь , ( +1)!ь ,* ь
(2k— 1 ) !

.6k

k !

.

має очевидно ранг 2k. Отже ранг матиці 8 е такий самий , як і матиці Я.

Отож остаточно маемо вислід: усякий многочлен, що справ

джує умови (2), елінійна комбінація з лінійно незалежних

многочленів :

хо ( x ) , 11 (x) , хр- (х) ,

(33)

(х — а)* (x — b)* , (x — а)* (x — В )* x , (x — а )* ( x — b )* x *,.

де ступені многочленів 4 всі не більш і за 2k — 1 .

Нехай якась функція г ( х ) на інтервалі (a , b) диференціюється р разів

і р-а її похідна справджye Lipschitz - ову умову а-го ступеня ( а < 1 ).

Тоді, зазначивши через

ф -х (х) , — + ( x) , .,..., p = ( x), фо (x) , p.( x), pa (x) ,.. ( 34 )
.
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повну систему многочленів, тобто систему многочленів, дібрану так, щоб

вони були лінійно залежні і вичерпували всі степені змінного х , можемо

( 34 ) дібрати так, щоб система

то (х) , та ( х ) , ф2 (x) , ...

була тотожна з системою (33), а ступені многочленів

— ( x ) , p. 2 (x),. ( 35 )• , р- ( x)

були всі менші за 2k.

Як відомо з теорії наближення функцій многочленами, існують рівності :

Km (x)
2 - 2m

mpta

Kmi (x)1

2' – 2
mp + a - i

(36 )

-1

216-1). 244-1)
К»,-1 (x)

mp + z - k + 1

.

2Р) — гр. )
Km,p ( x )

та

де

Km ( x), «Kmi (x), ... , Kmp( x)

. .

є обмежені функції від т та х , а

( ) ( а )

2. =ap-+ + a ""} + - ++ tam om (м 2 Е) (37)

з відповідно дібраними сучинниками

аша ), а " +1 ,.
( m )

Визначивши

2 , г , .

із перших k рівностей (36) та запровадивши до умов (2), дістанемо k

лінійних залежностей між сучинниками а такого типу:

am

. 2 ( -1 )

( аа

Toai+ or a ) + .. + то, - a' .к
K.

mp + a - t +

710a® + а2+ ... + t.k- a® =
( ) Ki

mp +q— +1

(38)

К - 1( m ) 1

7-10 а + т =1,1 a® + .
.

+7-, на =Е

m + a - k + 1

де

Ко , Кі , . . К - 1
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( m (а)

at

€ обмежені функції від т, а тау — сталі числа, не залежні від м . Із самого

утворення системи рівнань (38) щодо невідомих

а" , а ), .ат ( 39)

«видно, що вона не суперечна . Кӧли б вона була неозначена, то знай
шлися б відмінні від нуля числа

bo, b1,..., b -1,

що справджували б відповідну однорідну систему:

Toobo + ... + Toyk- b==0

Yobo + + 1, k - b == 0
. .

.

— фk —

Үk—-1 ,obo + + YE - 1,2 - bg- = 0

Отже многочлен

bo Po + bi ++... + bx- 1 pkp .

справджував би всі умови (2) , що не можливо, бо тоді він був би лі

нійною комбінацією з

Фk , ek+1 , +2 , .

а тим часом функції (34) — лінійно незалежні. Так бачимо, що

Too , Yo1 , . • , Yok — 1

Т10 , 711
.

• 71 , k - 4

# 0 ,
.

Тk—1,0 , 7L - 1, 1, .

, 7k— 1, k-.

І

отже числа (39) є ступеня мализни щодо не слабшого за

m

р + а+ 1 — k > 0+

А тоді рівності (36) показують, що різниці

2 — (а'' po + .г. a'm
( m )

++ame")

2 — (am pot .- + + am pm)

.

( ) )
.

. .

( ( ) ( m ) ( Р ) ,

-

2 (Р) — (@m P + ... +ар)

мають усі ступінь мализни не слабший за р + а + 1 — k.

Ми називатимемо систему функцій (34) повною в тому розумінні,

що на інтервалі ( a, b) з довільно малою похибкою можна лінійною ком

бінацією з них представити всяку функцію Z , що k разів суцільно дифе.

ренціюється і справджує умови (2) :

( )

2 = lim (або + +ame") ,am'Ф

при чім одночасно правдиві й рівності

2 = lіm (a® фо' + . + am pm')

( )

( 40)
т лу

( ) (n)

z®) = lim (Q ) * +
( m ( )

= )
„(m) (В) ,

. (41)
+ am” ст.
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58. Зв'язок з теорією замкнености

Часом , заступивши вимогу суцільности попереднього параграфу для

похідної гр) вимогою, щоб похідна 2 ) інтегрувалася разом із своїм ква

дратом, доведеться заступити останню рівність (41) такою :

ь

lim ( m ) ( +)

а ) , то
- .(ее)

( m ) (

am ” Фm')? dx = 0 (42)

Ось які міркування доводять, що вона правдива. Розгляньмо функцію

+ »

1 Z (х+ h) — 2 (x)
z dx

h hJ.
20

де

Z (x) =0 г dx– јга (43)

.

а

Вона, очевидно, має k-у похідну :

zh - 1) ( х + h) —2—9)( x )

h

суцільну, а різниці

2 ( x ) — 2 ( x) , 2 ( x ) - г'( х) , Zk -1) ( x )— 2—9(x) (44)

Ідуть до нуля разом із һ .

Те саме можна сказати за вираз :

Г ( 2 %) — 21 %) 2 dx , (45)

як це видно, коли повторити відомі міркування Стеклова в доводі його

теореми замкнености.

Із другого боку, як відомо з теорії наближення функцій многочленами,

існує таке наближення

Дm = A "k p -k + A + р- + + ... + АЖет+ (46)

функції I, що, подібно до рівностей (36) , буде :

Lm ( x)
2

h.mk+1

2 — 2' =
Lm, 1 (x)

h.mk

Zm=
( т )

4 )

-Zmi

1 (4
7
)

Lyk (x)

zt) — z
h . m

Із перших ё рівностей (47), згадавши величину різниць (44 ) та (45), ви
водимо , що

сучинники

Am , A %),А Am

так само , як
сучинники

( т)
( m )

асі , а 2 ,

( т )

2,.. ak
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ідуть до нуля, коли

h-> 0 ,

1

hm
→ 0 ( m -> ~ )

Отож виходить, що тоді й

lim (z® —Am) Фо . —Ат)— =0

телу

Зіставляючи цю рівність із (45), виводимо:

lim

је(2%) — А "р
( т ) ( 1) ( m ) ( +

.

Am pm')* dx = 0 ,ис лу

а

що треба було довести .

Головний висновок для дальшого з міркувань цього параграфу е такий:

функції

Фо= Мw[ o), Ф = Mg[р], Ф , = M [ ), ..' (48)

є лінійно незалежні і творять на інтервалі ( a, b) систему

замкнену.

Справді, з їх лінійної залежности випливало б, що рівнання

М. [ 2 ) = 0

за умов ( 2 ) має інтеграл відмінний від нуля, типу:

аро +ар+

що неможливо, бо задача ( 1 ) — (2) мае едину розв'язку, отже в даному

разі нуль. Замкненість системи (48) є вислід із рівностей (40), (41 ) та (42).

Справді, хочби яка була суцільна функція F ( x), завжди для неї, зважаючи

на рівність (1 ) та на згадані рівності, буде:

{ . - [ү ]

+ an ,

m

lim min ( F ( x ) – Sa,M - 1 } dx= 0
-

mo

-

.

8 9. Частинні випадки

Коли умови (2) є умови Cauchy :

г (а) = 2(a) = 21k 1) (a) = 0 ,

то очевидно за систему функцій р можна взяти :

(x -a), (x — а)*+1 , (x — а ) +2, .

або

(х — а ) , (x — а)*x, (x — а )* x?, .

За систему (48) у першім випадку можна взяти :

2) (х-а)?

1 ,
Е!

(k+ 1 ) ! 1 (k + 2)! 21

Нехай

k = 21

і граничні умови виглядають так :

г (a) = 2 (a) = 20—2( a ) = 0

г (0) = г ( b) = .. · = 212–1) (6 ) = 0

Ф. (%)
x— а
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Тоді можна взяти :

Po= ( х — а) (x— b) Ф,
(х — а) ( x - b)

-

ага

dx21

d22 + 1

dx24н- ( х— а ) + (x + b) +

d

71= ( х— а ) + ( x - b) +
dx

.

ари +

- .

( х — а ) + ( x — b ) + м
dxm

dx2 + я ( x - a) + mix — b) + лm

Нехай ще для к паристого буде

г (a) = z (b) = 0

г" (a) = 2" (b) = 0

1

za - 2) (a) = 2 ( -2) (b) = 0

Тут натурально за те взяти вже не многочлени. Візьмімо

фо —
sin a

x— а

b. а

Фі = sin 21

x— а

ь a
-

(49)

aх

фт= sin ma

b . a

і знов

Фо= 90
( k)

Ф,

(50 ).

( 3)

Pin

Справді, ми бачимо, що система (49) за поданих граничних умов є повна,

а система (50) — замкнена (бо вона повторює по суті систему (40 ).

Нарешті, пошукаймо функції ф« та Ф , за умов періодизму :

z (a) = 2 (0)

2 (a ) = z'b)

2-124k — 1) (a) = 2–9(b)

Тут за функції чи можна взяти:

х а х - а x — а

1 , cos 211 • cos 4 л , cos 671
b a b а b а

.

а aх— а

sin 27

b a

х

sin 4.21

b

х

sin 61

Б

.

a
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( k )

а за Ф, вирази типу :

Ф , = p!* + t* рі (t # 0)

Ми бачимо, що далеко не завжди зручно , добираючи функції в та Ф.,

обмежуватися многочленами. У наступному параграфі, де ми починати

мемо цей добір не з функцій Фі , а з функцій Фі , це виявиться особливо

яскраво.

$ 10. Повні системи функцій, що справджують дані граничні умови

Візьмімо довільну замкнену систему лінійно незалежних функцій

Ф. ( x ), Ф. (x), Ф. (x), . (51)

на інтервалі (a, b) і розгляньмо рівнання

М. [?] = Ф. (52)

(i = 0 , 1 , 2, .. . )

з граничними умовами (2) . За цих умов вона має одну єдину розв'язку ри.

Доведімо, що система

то (х), ф ( x ), p. (x) , . (53)

є повна в нашому розумінні.

Справді, маємо очевидно :

ті G x d (54)
=

* (x) = а ( х, :) Ф. (:) as

= ja(x,1).
2 (x) = [ G (x, $) F (6) dk (55 )

А що система (51 ) замкнена , то minimum виразу :

[ aF(1)— $« " Ф. (c)
( m ) 2ds ( 56 )

1
.

( ) ( т )
2

- - .

( )( m

– Тв «с" ,
(

-

іде до нуля разом із • Лінійна комбінація з рівностей (54 ) та (55) дає :
m

a® po — a®) . -am pm =

- TG (x, 3) { F() — а”) Ф % (6) —a® Ф. (1) — — am Фm (0) }df, (57)

звідки, за допомогою нерівности Буняковського, виводимо :

{ z — а тоФо ај 21-... — am pm } ? <

G?(x,c)d ( F( ) — а ”) Ф% (6 ) — a®)Ф1 (4) - am) Фm(3)}• df

.

( m ) ( т ) )
-

ia®<је(x,y аt itF(!
(

а
-

0

а

і остаточно , зважаючи на властивість виразу (56) ,

2 = lіm ( а " po + a*) er + ... +am) ф )= +
( ).

pm
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Запровадивши далі зазначення :

та(1)= F( ) – a " Ф (в)

I
M

Q
a

zm (x) = > am) : ( x )
1

та диференціюючи k— 1 раз рівність (57) , дістанемо :

Ź

-هب-
дG ( x, 3 )

дх
трт ( ) ds

дk —1G ( x, E)-16(

г (2-1) -
Zn
-1 )

-ja
nim (E) de-

дxt

За допомогою нерівности Буняковського ці залежності дають :

2

( г' — 2 )?

дG (x, $)

дх
ds - 1 ч . (6) de.

Пm

а

г. < J(rejt Pa -
E) 0 ae- S

<i(tаву јога)

b

дk- G (x, 3)
2

(2-) — 2 )? <
(k - 1)

m
q "

дxt - (

Отож, зважаючи на залежність

b

lim 2

ти (€) d $ = 0 , (58 )

маємо остаточно :

2 = lim 2m

' liń z'm

(59 )

2—1)
( k — 1 )

= lim zm

MDN

Роблячи лінійну комбінацію з рівнань ( 1 ) та (52) , доходимо висліду:

м.[ - «" ]= F (8) – $ «" Ф.(x)= = (8)
2

Ф4
x - mm x

або

М. [z - гл. ] = Пт (x )
Звідси

д-1G ( x, 3)

в) — 2 % = ( x ) —
( )

Пm (6) ds — .
dxk -1 .face

..— px | G ( x, E) m (0) dє ,mm dk
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а на підставі нерівности Cauchy :

G2

г ) < (k + 1 ) { лh (x) + в? Oxk 1
Пm ( ) |дxt - пт ( )

(-? nig ела + ...~~ :) + : fe| I'

+sljeына
Gnm (5) de

Застосовуючи тут нерівність Буняковського, доходимо залежности :

( 2 *) — 2 )? < (k + 1 ) + (x) +

2

2

+Java-tsjee Ja+...+sfoale+}
( ) ) @d 1 )

1дxt
(60)

a

Зінтегрувавши цю нерівність по ху межах (a, b ), дістанемо, зважаючи

на (58) :
ь

lim

(2 %) — 2 )* dx = 0,?
„

(39 )
m

а

що доповнює систему рівностей (59) .

Зауважмо тут, що коли система (51 ) є не тільки замкнена, але й повна,

і коли обмежитися суцільними функціями F (x) , отже й г ) вважати за

суцільну, тоді замість (58) матимемо :

lim

тел
Пm ( x) = 0 (61 )

(t)

=

b )

Із (65) тоді виводимо :

2%) ,= lim zm (59)

Отже в цьому випадку ми маємо повну збіжність суми 2 % до 2 * ,

а у випадку (59) тільки середню квадратичну збіжність.

Коли вираз М [2] є самоспряжений і Creen -ова функція G ( x, 3 ) симе

трична, то за р зручно буває взяти фундаментальні функції задачі

М. [?] = ke

за умов ( 2) . Коли характеристичні числа

Д = , 1 , 2 , .

е всі не нулі, то й за систему (51 ) можна взяти ту саму систему фунда

ментальних функцій фі .

. .

S 11. Частинні випадки

Відомо, що, система функцій

- ах

1 , cos at
b .

cos 2г .

x -- а

b .

cos 3

x — а

b – а
(62)

(

- а
-

е замкнена на інтервалі (a, b) .
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Візьмімо

x— а

Фm (x) == COS mat

b а
( n = 0 , 1 , 2 , ... )

Доберiмо тепер вираз М.[1 ] так, щоб рівнання

М [2] = F ( x )

мало на інтервалі (a, b) единий інтеграл за умов (2), а рівнання

ме[ г] = 0

яе мало інтегралів типу етла , де т ціле число. Тоді

x— а

An sin na
b - а

x— а

+ bn cos пт
b — а

Pa ( x) = +
(63)

) .

ck—1

(n) (n) ( n )

Ссі

+cm erx + cm er, +c®) @ + се , е* - *,

де числа

ар , пья , со" , с® , . c2

для k паристого та

паn , b , c , c " ,.

Для k непаристого е обмежені функції від п .

Отже добутки

(k 1)

Пр» (x), пр (x) , пр - ' (х)

є обмежені функції від п .

Коли за систему функцій Ф , узяти

(64 )

1 , x , х?, (65)

то функція фn із рівнання

М. [ en] = Ф.

має вигляд:

k—

«" ,Рn = 0, ( x) + Ес" e'te,

де е , (x) е знак многочлена .

Спинімося ще на доборі функцій р. та Ф у випадку, коли задача,

( 1 ) — (2) е самоспряжена, М. [2] e диференціяльний вираз із самими пари

стими похідними від г.

Розгляньмо випадок, коли всі корені характеристичного рівнання

M (r) = 0 (66)

€ недійсні, а всі характеристичні числа

p = 1 , В2 , В3 , (67)

рівнання

Мz [z ] --- p.z

від'ємні.

(

.

м Кравчук 3.
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2 9

t- 1

( )

Рn —
10

Щоб корені характеристичного рівнання були недійсні, досить умов :

В. > 0 , B, > 0, B6 > 0 , ... , Bх > 00 В > (k = 26)

Тоді

Ус;m cos(rin x + en) ,, +

де fіn та іn дійсні числа .

Ці функції є, як відомо , ортогональні. Тому, коли їх знормалізувати, то:

сучинники ат ) наближення

г (х) = am) p. (x)

можна визначити формулами :

am)= 1 г ( x)dxQi ( )

і вони не залежатимут
ь від т . Огжe для функції г дістаємо розвинення

= a, Po + a, pr + a2 2 + .

типу Fourier. Його можна k— 1 разів почленно диференціювати . Зау

вaжмо, що вимога, щоб числа ( 67) були всі від'ємні та корені рівнання

(66 ) недійсні , для цього загального висліду — не істотна . Коли її зректися,

то в будові функцій үn , крім тригонометричних виразів, можуть узяти

участь це й покажчикові типу :

erin + Pin

b

),
а

.

х$ 12. Про добір виразу Mx [0

Коли функції і шукаємо в формі многочленів, а сучинники виразу

Мz | беремо сталі , то функції Фі мають теж форму многочленів. Для(

того, щоб вони творили замкнену систему функцій лінійно незалежних,

досить усім функціям і бути многочленами та мати ступінь не нижчий за Ё..

Справді бо тоді многочлени

zo ( х ), х4 (x) , . xt ( x ).

параграфу 7, як лінійно незалежні, можна дібрати відповідно ступенів ::

k , k + 1 ,. . , 2k — 1

Далі многочлени

Фі (x) = М. [ ps) (i = 0 , 1 , ... k — 1 )

будуть, очевидно, ступенів

0,1,..., k - 1 ,, —

В ногочлен

Ф+e = Mg ( (x — а)* (x — b)* x*]

ступеня е . Отже многочлени

Ф , (j = 0 , 1 , 2 ,...)

Tзгратимуть за всяких сучинників в систему не тільки замкнену,

а й повну.

=
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У цьому випадку можна взяти , напр., просто

-

М. (3) = 3 %)

Але для цього, очевидно, треба впевнитися, що ні один многочлен типу:

Ҳо + zi x+ . + xt-ixt

не справджує умов (2) , коли він не є тотожний нуль. Ці умови для нього

мають вигляд :

zo (20) + в )) + zi ( az ) + bg(0) +1) +1)+ . +

+ ( t- 1 (a *-a + b+ -18 ) + (k – 1 ) a + -24 ) + (2-1) 6+ –? B(1) + .

+ (k— 1 ) ! ! -1) - (k -- 1 ) ! egt -1) ) = 0— +

+

+

.

( i = 0 , 1 , . . . , k – 1 ) , -= -

і на многочлен їх може справдити тоді й тільки тоді , коли

10+ B9 , an + bg + a " + в ), .) а (1 ак-а? + - E00 +

+ .... + (k — 1 ) ! - ) + ( k — 1 ) ! ;-)

10+ (0),a + bg + z ) + E ) , . at-o0) + b %-1 во) +

++ . + (k — 1 ) ! — + (k — 1 ) ! B- )

x ( 0)

.

# 0 (68 )

o2, + в21 , ал.2, Eb32 + + , . at -1 « 0 , +

+ b+–192 , + ... + ( k — 1) ! - + (k — 1 ) ! = )1

Якщо

b = 2

і умови (2) е

2 (a) = г (b) = 0 ,

то вимога (68 ) справджується . Замінивши ці умови такими

г (а) = г' ( b) =-0 ,

бачимо, що вона не справджується.

Найпростіший добір виразу М. [ ] , а саме:

Mr (8 ) = 3 *)

ли , згідно з параграфом 1 , можемо дозволити собі тоді, коли диферен

діяльне рівнання

3(k) = 0

за умов (2) мае тільки тривіяльну розв'язку :

Ž = 0

А що його загальна розв'язка має вигляд многочлена :

Ҳо тих-+ ... + x - xt- ,
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( k )
=

=

то умова (68) взагалі конечна і достатня , щоб функції ре та Ф, можна

було однозначно дібрати, зв'язавши їх рівністю:

Ф, (x) = (x)

Справді бо, загальний інтеграл рівнання

(*) = Ф (x) (69)

за умов (2) е

рі (x) = 04 (x) + zo + zi x + ... + zk - xt- ,x (70)

де 04 (x) е якийсь частинний інтеграл цього рівнання . Щоб функція (70)

справдила умови (2) однозначно, треба, очевидно, щоб було додержано

нерівности (68 ) .

Отже, коли хочемо, щоб системи лінійно незалежних функцій фі (x)

та Фі (х ) були зв'язані простою рівністю (69) і цілком одна через одну

визначалися, треба і досить нерівности (68) . Ця нерівність , зважаючи на

ранг матиці (32) , взагалі, крім випадків виняткових, справджується.

аа



РОЗДІЛ II

Наближене розв'язання звичайних лінійних диференціяльних

та інтегральних рівнань

s 13. Форма наближеної розв'язки

Пошукаймо наближену розв'язку задач (30) — (31 ) у формі

ym = a " po + а,(т) + ..
(т).

Уm ,
(71 )

із рівнань :

Le [ym] • Ma (qi) dx = jt . Mr [ga]dxMo (72)

( )
-am''фт

.

ь

)-
т) ,.( i =-0, 1 ,.

що докладніше перепишуться так :

ь
ь

=

a [ о]
а

0Ў«"{ м.(уд м.lvд ах —ім . (+) м. Гудач) – у м.Г.)ax) ) dx} = dxN .

S«" ( м.{ М.(г) м.Ігдах ( м.lrjax}
- .N [7] Melanlax = if-M, [ z ] dx (73)

m

dx

m

S «" ( м. Ігдм.lva) ax — ім.Ігд м . Irajax} = 31. м . Гralaxм М-ГР» ] [
f [ ) dx

(74)

Ця система рівнань щодо невідомих

ат) , а ),
)

ат , ,am

е означена для всіх вартостей , крім деяких особливих.

Справді, для

2 = 0

визначник цієї системи є

ј ме [ о] Ма [ о] dx , .] ] ,. ім» [en] Me lol dx

A ј ме [ о] M№ 121 ] dx , . Meln] М.ГР. ] dx

. .

ь

(75).

ь

ј м.lv ) м.lvalax, ... ім. Іг ) м.l + ) ax[ ] [ m] dx Mæ [ pm Ma[ dx

Коли б він був нуль, то це значило б, що існуе лінійна залежність типу

а а

Eks Mr [ d] = 0
(76)

10
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із сталими чинниками ќі ; отже , що рівнання

М. [2] = )= 0

має інтеграл типу

(

(77)

Σki φι
( 78 )

T

Коли функції та взято як інтеграли рівнань

Их[ ]= Фі ,

де функції Ф, творять замкнену систему лінійно незалежних функцій

то неможливість рівности (76) ясна сама собою . Коли ж ми фа дібрали

наперед, як лінійно незалежні, то треба тільки нагадати, що рівнання (77 )

за умов (2) не має інших інтегралів, крім

2 = 0

Поза тим , коли рі є многочлени, то досить 24 дібрати так, щоб корені

різнання

ek - Birk -1 + .... В = 0

всі були не нулі .

Отож упровадивши зазначення

| L., [ о] Mх [ о] dx , Š L« [pm] Mx [po ] dx

.

ь

х

b ь

А " (1) LE [po] М. [ ] dx , Š Lx [9m] M » [91] dx (79)

aMatr ,.

ft.ly) м .17 цах,

.

ь

] [ .X Lo [ipm ] Ma [ m ] dx

матимемо для неозначеного :

0О , фо , 3 , Pm

0

ау ...Ф , dx, L « ГrdlФ, dx, Lte:1 Фo dx ,. , јL [ m] Ф, dx

(fФ,dx, f L. [ о ] Ф , dx, Lt[ r ] Ф , dx , .

ь

1
2

y = Lx | Le [pm]Ф, dx ( 80)1

Дm ( ) а

ь - ь

ff@ mdx,fLx [?]Pmdx, f' Lx [ 7 ] Pmdx,, [ [ ] , . Lx [cm ] Omdx1

а a

Ми хочемо довести , що

lim Vmzy (81 )

ma

для всіх тих вартостей ), для яких задача ( 1 ) — (2 ) має єдину розв'язку.

S 14. Збіжність наближеної розв'язки

Візьмімо такий замкнений обсяг S на площі комплексного змінного ),

де нема ні одноїхарактеристичної вартостицьогопараметра. Ясно ,

що множина s точок, які справджують рівнання

А , (1) = 0 , 1 , 1) = 0, ... , ... (1) = 0 , ... ,Дm
(82)

-
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-

та їх точок скупчення е ніде не щільна. Умовмося надалі брати в об

сягу S— ѕ, але заввaжмо зразу, що кожна точка множини з є точка

скупчення для множини S— S.

Забезпечивши таким способом існування функцій у та ут , перепишімо

рівності (73) так :

L --у [ ] = 0 ( 83 )
$ [ ym --y] Me [vi] dx

т) ,(i = 0, 1 , .

або, що на одно виходить, так :

ь

ГL [ym - y] Ф dx = 0L [
(84 )

( i = 0, 1,..., т)m

(т)

Помноживши рівність (83) на am і просумувавши по і від одо т, ді

стане мо очевидно :

S Lv [ym — y}Me [ ym ]dx = 0 ( 85 )

З другого боку, зважаючи на те, що система функцій Ф ; замкнена , впро

вадивши зазначення

т

bm) Ф. — М. [у] = am (х), (86)

за умови :

[am ( x )] ? dx = min , (87)

дістанемо :

b

lim [ m(x)] dx = 0? ( 88 )

Помноживши далі рівність (83) на bm) і просумувавши по і від 0 до т ,

дістанемо :

јL [ ] ]Lx ( Ym — y ] (Mx [ y] + am ( x ) ) dx = 0 ( 89 )

Нарешті з рівностей (85) та (89) виводимо :

ГL » x 0L [ ym - y] ( М. (ут - у) — am ( x ) ) dx = 0 ,
-

(90 )

а

що можна переписати так :

У.IL: [y » — у]dx = Le [ym — 1 ( N [ym — у) +am (x) } dx (91 )

Застосовуючи до правої сторони цієї рівности нерівність Буняковського,

-

а

доходимо залежности :

LX [ Y'm — y ]dxу ( , ]АN [Уm — у]+ am (x) ) 2 dx, (92).
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що далі гратиме основну ролю.

Розглянувши тепер диференціяльне рівнання:

М. [ w ] = Lх [ym -у) +AN [ym — у]

щодо змінного @ (х) за умов

ЕР«идео)а ' w &0) + Дв! ww(6) = 0

(i = 0 , 1 , .. k – 1 ) ,

бачимо, що воно має одну єдину розв'язку :

Ym — y70) =

Очевидно, аналогічно до системи (32), маємо :

ь

Уm — у = ja . N: [Уm — у] « + G. L; (у» —y] dA JG — dt + JG [Уm—

.

дG

ym—у= А

—y
( 93)

дx - N: [Уm — у]d;+

дG

L: [ Уm —у] d ;
дх

-yla: + а

b

( k + 1 )

Ym

*

-је 12+je – ја—— у = )=

ak G

дxk

.

N: [ym -у] d ; + LE (Ym -y) de
дxk- 1

а а

Через те, що функції
* ,

д-G (x, 3)

G (x, E),

дG (x , E)

дх

.

де—

. Ст

розглядані, як функції від інтегруються разом із своїми квадратами,

то визначивши сучинники

Cor , Cr ,.

(1 = 0 , 1 ,.. k— 1 )

так, щоб різниці

д! G (x, E)

С " Ф. ( )
дх?

• ,

m

Tm ( x, $) -

d
(94)

справджували вимоги :

b

J xmt (x,t) d } = min
a

(l= 0, 1 ,. . , k — 1)

матимемо, що

ъ

lim Г (Үmi (x, $ )) ? d; = 0
(95)

( l= 0,1 , ... , k — 1)—>
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Помноживши рівність (84) на СР та просумувавши по і від 0 до т

дістанемо, зважаючи на (94):

јчь »(те
Lę [ym - I{]

дG (x, 3)

дх! Tws(x,за
d $ = 0

(l = 0,1,..., k - 1 ),= ) ,

або :

ь

і ғаль,в 4 р.– а- ядни - ула
дG ( x )

дх
L: [ — у d = Үmi ( x , $ ) L; [ут —у] d; ( 96 )

.

b b

(l = 0,1,..., k - 1)— 1

Це дає змогу заступити систему (93) такою :

Уm —y= Aja . N:(Уm —y] d' + , Tmo L ; [Уm — у]ds:

y'm — y = OG . N ; [ym – y] dě + į im Lş [ym – y]dě

a

ь

(97)
адх а

д -16

у - — у -1)= , ія - N : (Уm — у]«+ irm , - L; [ У »—y) at!) — dź k 1 [ ] dęm

дxt - 1
о

G. ,

Звідси , беручи під увагу скінченість функцій

дG дk-1G

дх

і застосовуючи знов клясичні Fredholm- ові результати щодо лінійних

інтегральних рівнань та систем таких рівнань, доходимо вислідів :

дxt 1

(Уm — уу?< /20(x, :) at - it? [Уm — у]at$4

( y . — уу < г., (x, :) az it?(У — у] a :

ь

-

т (98)т 1

о

( у -од — уу < ira... ( 1,0) « ity. –2јав., c .| [У у(y -1 ) — ? т 1
а

де

lim jГmi (x, 3) d = 0ml (99)
a

.( l = 0, 1 , . . . , k - 1)—

Перепишімо ці рівності за допомогою залежности (92) та нерівности

Cauchy так:

Г- * ?( -

b 2

о !—улуғ = fr.r at• $ az te )I • — у -ор +2 (c) at (100 )j
(y ) ) tml

Гm » (m

a

( 1 = 0,1 ,. .., k - 1) ,
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де гml обмежені функції від т. Із рівностей ( 100) , зважаючи на (99),

дістаємо :

ь

у ! —у = sw / 4 в)а:V «2.(Smi d (101)m т

-

>

(k - 1 )

• , Ут

( l = 0 , 1,.. - 1 ) ,

де Smt є обмежені функції від т .

Рівності ( 101 ) доведено для всіх вартостей і , належних до множини то

чок S— S. Але зближаючи і до одної з точок множини s так, щоб не зійти

з множини S — s, бачимо, що різниці

Уm —y, ym — у .. . - у * -1

при досить великому т лишаються обмежені. Це показує , що мно

жина s не має жодної точки скупчення і що для досить великого т

скрізь у обсягу S буде

у = lim ym
( 102)

( l = 0, 1 , . , k— 1)

Це доводить збіжність способу наближеної інтеграції даного рівнан

нями ( 72) або (84) для всіх неособливих вартостей параметра ..

(1)

т алу

3 15. Інший довід збіжности

Довід попереднього параграфу можна провести трохи інакше, засто

«сувавши теорему замкнености в обсягу двох змінних. Із рівнань (93) ,

застосувавши Fredholm-ову теорію, дістанемо :

Уm — у= јг(x, ; ) :: [ У » — у]d; .

b

2:1 .—yја

(его.. –ym — у

дг ( x, 3 ; 4 )

дх
L; [ Vm — y )ds ( 103)

a

ь

дk — Г (x, E ; 2)

у +- ) — у +- )- |
m L: [ ym - у ] ds ,

дxk-

.

дxt

де функції

г ( x, ; 4) ,
дг (x, $ ; 2) дk - г ( x , $ ; 3)

дх

є обмежені та інтегруються разом із своїми квадратами. Отож можемо

дібрати числа

(i, j = 0, 1 , .. m)

l = 0, 1,..., k - 1—

так , щоб різниці

дг

h (x, 3)
дх! с Фі ( 3) Ф , (x)

ml ,

jl

т

---
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Е! :: справджували” вимоги :

bь

Г ) [ hmi ( x, $ ) ] ? dx d } = min

11аа

( l = 0, 1,..., k - 1)ќ— 1

Тоді матимемо :

ь ь

lim ГГ (hmi ( x,s)]=dx d $ = 0
m'va a

( 1 = 0, 1 ,
Е — 1 ). >

он:

Помножи вши рівність ( 84 ) наУС Ф ( x) та просумувавши по і від о"

до т , дістанемо 1

що !

L

д' Г

дх!

=

або :

41.– (2 -ha) 4 ; — о[ 1

;= ( .— ја
ᏧᎱ

дх!
L; [ym -у] d = Нmt L, [ут -у] d

р.:

ќ — 1 )( 1 = 0, 1 ,. .l

Отже з системи (103) вводимо легко

ь ь

( 104)S S hm: dx dź · S L[ ym—y] ds
.

»!—yor ax ci {\* а

НЬ
аа

( l = 0 , 1 , . „ k — 1 )

Звідси висновок, що вирази

ь

! уу
)

m

а

ь

a

( [ m — уmi ? dx

(l = 0 , 1,..., k - 1 )0,1 — 1 )

є ступеня мализни не слабшого, як число ба (:) : . А тоді за допомоd

гою нерівности (92 ) дістанемо з ( 103) , що

УА - y = ts ( x ) / 2(2-аяY'm – = tm ( аз на

ym - y' = tm -1 (x )( / )Sam (s)de

b

-

-1 )

b

2

an

а

mу –1) — у * ) = tm,e - . ( x) jam(3) ds ,

де mi(x) обмежені функції від т та х. Це й дає відшукувану збіжність
способу.
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Наприкінці зазначмо, що ті самі висліди дістанемо, коли за р узяти

фундаментальні функції задачі

М. ( 8) = p. 8

за умов (2) і покласти

(i= 0, 1, 2 ,...)Ф. = pi

ь ь

( k )

т

( )

$ 16. Збіжність старших похідних наближеного інтегралу та докладніша

оцінка ступеня мализни наближень

Звернувши увагу на нерівність (92 ) , легко виводимо з неї за допо

могою рівностей ( 101 ) ще й таку рівність :

[sm — у® 72 dx = Smi i ст. ( 8 ) ," "үз ав.j am ( 105 )

де Smk є обмежена функція від т.

Отже маємо й збіжність похідної уж до у®) тільки не точкову, а середню

квадратичну.

Але розглянувши величину аm (x), легко бачимо, що за існування, напр . ,

суцільних r - х похідних у функцій

ач (х), а2 (x) , ... , ах (х) , f ( x )

і при доборі системи функцій Фі у формі повної системи многочленів, на під

ставі вислідів про наближення функцій c. Бернштейна та de la Vallée

Роuѕѕіn , можна з формули ( 105) або з рівности

.

1

2
-1

yk-1) — у * - ) = tm . к
- = k = 1

- =

/
am ($) d

вивести, що й

lim
* ( k )

ym
- не

і алу

lim Утk +1) — ув +1)
( 106)

lim жr-1) — у*Ут
уп алу

( 107)

й установити ступінь мализни та горішню межу різниць абсолютних

вартостей

++ ) — у *44)
( k

(u = — k , — k + 1 ,..., 0, 1 ,..., r- 1)= — —

Для цього доведімо помічне твердження :

Коли р - та похідна функції Г ($) е скінчена на інтервалі

( a, b) та справджує Lipschitz-ову умову на інтервалах

(a, x) , ( x, b), а многочлени

во (х), ө , (x) , 9 , (x) , . .
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творять абсолютно повну систему, то є таке наближення

т-

Гm( )=2а ” 6 (1)
„ ( )

.

цієї функції, що

ь

Mm Mm

је--г .
(Г– Гm)* d } =$ або ( 108)

2
т?р

з( p + 1)
m :

де м, є обмежена функція від т.

В усякій точці інтервалів (a, x — h) та (x, b— h) можна заступити Г (€ )

функцією :

+

F (0) =

(г
1

h
г (6) d ; ( 109)

з похибкою hPm (6), де Ря величина обмежена . З другого боку, на інтер

валі (a, b) функцію F ( ) можна представити лінійною комбінаціею Гm (6)

з функцій

8.() , 0 ( ), 0 , ( ),. , Өm- ( )

з похибкою типу - m-p- 1 Qт ($ ) , де Qт е величина обмежена. Огже

й різниця г—Гm на інтервалі (a, b) , крім хіба проміжок (x — h, x) та

(b— h, b), є величина типу

hPm (6) + h-1 т - р - 1 Qт(6) ,

а тоді

Tr - ; m 4r ,( г-Гm)? d} = (Pm h + qmh-1 т - Р -1)2 + rm h ,

2

де рт , Чт , гm е обмежені функції від т. Взявши тут тэр+ ) за h, діста

немо перший вислід твердження. Другий просто випливає з існування
такої суми Гm (6), що

Мm (6)
I'- I'm

mP

Зауважмо, що коли

дG (x, )

г (6)
дх!

(l = 0,1 ,..., k - 1) ,–

де G (x, 3) e Green-ова функція лінійного диференціяльного рівнання k-го

(k > 1) порядку, то напевно за р можна взяти 0, а коли G (x, ) ще й си

метрична щодо x та , то при 1 - 0 можна взяти р = k — 1 .

Запровадивши зазначення

Mim

( 110)
то
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де Mim є обмежена функція від т, можемо очевидно тепер рівності ( 103)

за допомогою ( 104) та ( 108) , використавши нерівність Буняковського, пе

реписати так:

( 5)
(ym— у )? < eom

b

( уу? (1) ( x ) ( L: [ym —у]atе
(

( 111 )

(w) ( [У » —у]at

6. - » « Роль -да

dows- - -у < ... » (edt».– ја2 ( ) {[

(сег"-у-у, 42.wjels-yat,« » ( L»

100 % 2 - Sar" « с» at

( у 2 y * 2
()
k- 2,

( k 1 )

у — * )?
( )
ek , т ( )

де

= min
E

Im
Фі ) |

(2) д'Г(x, 3)
з ? (x)

дх !

щодо змінних а .

Заступивши інтеграли на правих сторонах нерівностей ( 111 ) за допо

могою залежности (92) і назвавши через м найбільшу вартість модулів

функцій

at (x), ( x) , ... , as ( x),а а

дістанемо:

( y ) - ург ( 2k ? м? »(w).(х) . ( Уm — уу? + .x [ ) + + ( y +- 1 ) — у * - *) d +

(2) - ( 112)

+2 ° ° (4 ) d '
| .

( = , 1(1 = 0 ,' 1 ,..., k- 1)1

Звідси:

(Су) — уу? +... -м р .( ) + -+(y+- ) — у -- 1 ) ) ? ] dx < 2kh?М?

5 [(Уm
( )

v ) - yk- ] de ( ) . .

Clm т

b

т

а

о

( k 1

( 3) ( x) dx .-

sim02

-1 —уу+...+4-р — ичује +22«уаt - Tez(6)а
3

- у м

Отже

bk

2

ь

а ?
m

a

ь im

0

(3) ( x) dx ja ( x ) dx

Тут — у)? + ... + (y +-1) — уж—!))?] dx <[ -

1—2 * M* '(x)dx— ? | У
. ( 3)

(113)
bk—1

m

(2)
Eim

al - 0

для всякого значка т, для якого

2њ?ме іѕ a (x)dx <
( )

2k ? М ?
3

1
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-

Отже )

ь

2

(3

4њем . )(w [3 сра Cya
ејт (8) d $ | a2, (6) d$

Im

a (1)a

(y )-у ) ? -2 ° im
а2 (€) dk =

лолаIm

1 — 2kh?М? ( ?) ( $ ) d ;
а

п

b

2
etm ( x) | a2, (6) dfw ( ()

m

0а

( 114)

1— 2kh ? м ? | У ( ) ( x) dxЕ
y= 0

jm

( l = 0,1 ,. k — 1 )

Припустивши тепер, що існують і справджують Lips chitz- ову умову

і - го ступеня функції

d'a (x) d'a (x),.. d'ak(x) ,d'f( x),
dx" dx " dx " dxi( "

можемо am( х) дібрати так, що буде

Теги d( Е ) d = en( 2r + 27)

А тоді з (114) виводимо:

1» — уi< вт
(r++ )

(115 )

(l = , 1 ,..., k— 1) ,1 1

Тим часом, як найкраще наближення функцій у сумами у мусіло б

мати похибку типу :

е ++ t - 1)
.

1

( 116)т

(1 = 0 , 1 ,. . , k — 1)

Нерівності ( 115) показують, що крім того й

Ту - 1 + u) — уit- +ui< "+5+ -

(и = 1 , 2 , . r )

Отже , що взагалі

у") = limym

(s = 0 , 1 ,..., k + r— 1 )

{ s )

6-17. Увага про випадок задачі самоспряженої
Коли

Г (x, $) = f ($ , х) ,

то першу з нерівностей ( 111 ) можна заступити такою :

ут ) - )
(ym —уу? < «2 (x) L (У — ] a * ,{

Eom
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за тоді замість ( 115) дістанемо:

[» — у® < eft +r + --' ( х)

(1 = 0,1 ,. . . ,k— 1)

(117)m

Отож випадок, коли задача (30) — ( 31 ) е самоспряжена, як може зда

ватися, дає кращі наближення для функції y(x) та її перших k— 2 похід

них, ніж випадок загальний (пор. ( 115) та ( 117) ). Алеж справді для такого

твердження нема досить підстав у вислідах попереднього параграфу.

Справді, взявши нерівності ( 104 ) , заввaжмо, що

min | i him (x, t) dxd; ce(22—21 )( ;
ь

m

а a

Це випливае з того, що, зважаючи на ( 108) , буде :

min 1 nin ( x, :) ax < « аяS hîm dx
( 2k - 21-2)

( 3)
(118)

та

(2k 2

min Shima
( 2k - 21-2)

(€ ) d $
max[ - 1-27

m
2

m
з

Отож із згаданих нерівностей ( 104) виводимо :

2k

[ У » — у9)* dx < en (УА уу аVI (а-а- ) S 4— » +«гарах}
2

-

dx ( 119)m

-

(1 = 0 , 1 ,...,1 k — 1 )

Сумуючи рівності ( 119), дістанемо :

( )
am dx

Бk—

Е од — улуғах < s» («зах,( y ) dx jE

a

1 тоді рівності (103 ) за допомогою ( 118 ) дають :

!» — y " ( - ?) јадаху®

( I = 0, 1 , ... , k - 1)l 1 )

andx
* ( 120)

3
am

(121 )

$ 18. Самоспряжене лінійне диференціяльне рівнання другого порядку

Розгляньмо докладніше випадок рівнання

у ” — А (x) y = f (x)

на інтервалі ( 0, 1 ) за умов

у (0) =y ( 1 ) = 0

Тут можемо взяти

Мz [2] = ?" (x)- 2

Фn ( x ) = ( х — 1 ) х + (n = 0, 1, 2,...)= 1

(122)

5
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!

Як відомо , коли 7 та 2 є інтеграли однорідного рівнання
3

т ” — А (3) n = 0

й справджують вимоги :

7 (9) = 0

72 (1) = 0 ,

то Green -ова функція задачі ( 121 ) — (122) е :
-

для g ( x1

G ( x, 3) =

та ( ) 2 (x)

та (0) 92 (0)

72 (5) na ( x )71

mi (0) 12 (0)72

( 123)

для £ х

Способом ступеневих наближень знайдемо :

де

са

Отже

ті ( x ) = ni ( 0) ~ (x)

(x) =(0) (1 — х) ,

o(x)=х+ A an+ i iAci i ax:)dx + .iia * Ас
...

max | |< 1 + M +M+ .
еум + e - ум

v

еүм е - ум

max| |< 1 ++з.+w 2 ум

М?

+4 !

te
v

2 ! 2

m

М?

!

дг

д :

max | v | max | |

| v ( 1 ) |

ем— е-м

4 | v ( 1 ) • ум

де

M=max | A ( x) ,

а | v (1) | можна взяти наближено з недостачею .

Перша з нерівностей ( 111 ) тут має вигляд :

( )

( у » — уу?< 222 ( A*() Гу » ( ) —y(6) + (6) } at ,
am ( 124)

де, як відомо з теорії наближення функцій многочленами,

max

( 8)д
КQ.

(ем —e - M)?
КQ .

16 мм? о?(1)
( 125)

т ?

М. Кравчук -4.
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а ще числовий чинник, незалежний ні від т , ні від А (x), ні від f ( x).

Із другого боку, припустивши, що існують і справджують Lipschitz -ові

drA drf.

умови 8-го порядку похідні
dx dx

та маємо :

Галесеam dx < R? -

max |y (2+ )

mrti" ),
(126)

де R теж не залежить ні від т, ні від А (x), ні від f(x), та скористував

шися з рівнання ( 121 ), легко дістанемо, що

max | y2 +r) | <

К многочл. (max |A| , max |A1, ... , maxЈА “ ), maxIf, max [f ],...fl

max 1f\-)|, max lyl, maxly' ),

де max и тa max |у беруть участь лінійно.

А що у ' ( х ) на інтервалі (0,1 ) у якійсь точці а напевно анулюється,

зважаючи на умови ( 122), то з ( 121 ) маємо :

У ( x ) = f(A(x)2( x ) +1 ( x) dx ,

звідки

max Jy'] < max |A | - max |yl + max|f

Отож остаточно

max ( y2+r) многочл. (max |А , ..., max | А " ] , max (f , ..., max|fr), max y =

Nmax (yl + P

Напр., коли

r= 1 ,

то

N= max |A| + max А ?

Р= max [ f] + max |A| - max | fl
.

Отже нерiвнiсть (126 ) переписується так:

ја
a , dx < R? .

( N max (у) +P)?

m2r + 25

Із другого боку, нерівність (124), за умови

2мг 42 < 1 ,
( )

дає :

)

am2.2 J - dx

(ym —у)? <
1—2 м е

0

2 ( 2 )
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або

lym-y <
R (N max lyl + P )

1

- М?
mrti

,
(127)

2 cm
(2)

Отже

RP

y < /max lyml+. 1

и ( ---)(---.-- Jomм< + )

RN

1
mr4

1

( 2 )

– М2 mr +

Vi
(128)

М2

2 22 )ет

коли

RN

mr +

у

K1

—М?

1

( 2 )
2en

Запровадивши в праву сторону нерівности ( 127) верхню межу | iз ( 128),

дістанемо :

R RN

у» -у
1 1

МЗ М ?

{Nmaxју + P}:
11

mr +

✓ чу,V2 е .
( 2 )

2 en
( 2 )

RNNR : P

+
1

m2+28
( 2)

2 (1
М? mr +

у
1

( 2)
М ?

2 em

RNmax [ym!
|ym - K

mr + 0 ,
1

М? — RN
( 2)

+

у 2cm

mr + 6
1

( 2) М ? + RN
RP

2 cm

+
/ ,

v ,

(129)

mr + 0 .
1

( 2 )
- М? mr+ 8

1

( 2 )
- М? — RN

-

2 ет

Коли фактично визначено ут , то ( 129) і дає горішню межу похибки цього

наближеного інтеграла. Отож оцінку похибки зведено, як показує фор

мула (125), на обчислення нижньої межі | v (1 ) . Ця порівняно проста за

дача мае розв'язання цілком тривіяльне , коли на інтервалі (0,1 ) minimum

функції A ( x ) е число додатне. Бо тоді, зазначивши його через р , матимемо :

ур
р erater
2! 4 !

2

Для цього випадку ще W. Ritz довів збіжність свого способу, що являє

частинний випадок поданого в цій праці.

(1) > 1+ + +.

1

$ 19. Узагальнення.

Міркування, застосовані в прикладі попереднього параграфу, можна

узагальнити . Справді, давніше показано, як обчислення Creen-ової функ

ції та її похідних у задачі (30 ) — (31 ) можна звести на обчислення
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частинних інтегралів відповідного однорідного диференціяльного рівнання.

Спосіб ступеневих наближень або якийсь інший наближений спосіб, що

визначав би горішні та нижні межі розв'язок задачі Cauchу, визначить

тоді наближені вартості цих інтегралів та їх похідних і дасть змогу ви

значити maximum модуля функції Г (x, 3 ) та її похідних до порядку k — 1 -го

включно. А тоді теорія наближення функцій многочленами дасть нам

величини

(1)
'im (1 = 0, 1 ,..., k — 1)

у рівностях ( 112) .

Далі маємо :

max| y++)
am dx KR?

m'to
( 130)

2

2

2

Jude < (п

де Rе стала величина незалежна ні від т, ні від функцій :

a , (x) , а , ( х ), ..., а (х), f ( x) ( 131)

А що диференціяльне рівнання (30) визначає yik + r) як лінійну функцію від

y, y ,..., Mk-1)"

і як многочлен від функцій ( 130) та їх похідних до порядку r -го включно ,

то ( 114) можемо переписати так:

(e + max yl + max y1 + .
| y - у < Li • пе •

+ max ly(k - 1)]

mto
( 132)

yt

.

m

(l= 0,1 , . . . , k - 1) ,

де Lі та р легко визначити через R та через модулі функцій (131 ) і їхніх

похідних, а

(1)
2 €

im

7. –

v
---- 1

1— м 12
а) dx1 — 2k ? М ?
im

Узявши число т таке велике , щоб було

Limi

---
L : 1mr + Кі ,

бачимо з ( 132), що

р + max y } + maxy1 + . + max | y |<

р + max |ym ] + maxy+1 + ... + max[yk— 11

1 — L

m

. .

Отже нерівності ( 132 ) можна заступити такими :

Lini р + зах |ym + max |yml +

1 — mr+ б.

( 1 = 0,1, ..., k -- 1 )l

12—Туа — у |< i — L
+ max |y-)

що дає відшукувану оцінку похибок.
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8 20. Застосування тригонометричних сум.

У параграфі 18 дано таке наближення розв'язки у (х) задачі ( 121 ) —

(122), що його можна r + 1 разів диференціювати. Тепер ми хочемо дати

таке саме наближення в формі не многочлена, а тригонометричної суми.

Нехай періодична функція у ( х) з періодом 2 має похідну r + 2-го по

рядку, що справджye Lipschitz-ову умову д - го ступеня. Тоді, як відомо,

Цю функцію можна представити тригонометричною сумою:

Ym = (assin a ix + bicosa ix )
siп и

( 133)

1

з похибкою ем
(r++2)

( х ) ступеня мализни щодо - не слабшого за r+ 6+ 2: :
т

r + 6 + 2

у= Үm + ( 134)

Очевидно , отже, що вирази

ΔΥη Δ'Ym

Ах Ах ?

A ДҮm Дr +2ym Ar +зүт

Axr + 2 Axrto

.

• >

((ax ~ я)m

є обмежені.

Візьмімо відомі формули:

дү,

- Ү # + a hr + ) + hr++2) + ts her ) + ...Axt

( h = Ax, k = 1,2,... , 3 ),= = . r + )

m ( 135)

де множина чисел :

ya,J, VB ), Іта ,...

мае границю нуль, бо вони визначаються рівністю :

(eh— 1) = h * + ak h+++ вк ht +2 + Үk ht+3 + ../

Можна дібрати таке додатне число 1 незалежне від т, що буде :

1

| а | i+ lpk | P + Irk | ° + . 2

( k = 1,2,..., r + 3) ;

тоді , зважаючи на відому теорему С. Бернштейна, що коли

то Үml ( L ,

|Ү | < m . L ,

з (135) для

h < .h

т

випливає нерівність:

1т

max

дү,

hk
max |Үі

( k = 1, 2, r+ 3).

Отже , зважаючи на ( 134) , вирази

Ү , Ү %, Y+2) , Y+32 . т- ,. .
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як функції від пт , е обмежені. А тоді з очевидних рівностей:

у— Үm + kh ( у — Ү %) + .
(kh)r+2

+
( r + 0

y 2) Y et
(r!

(k = 1,2 , ... , 1+ 1 ) ,1 , „ +

( + 2);(у"+ — rt +2 ) = +2)

( r +6 + 2 )

де ekm

1

має щодо

m
ступінь мализни не слабший за r+ + 2, ді

станемо :

inу ) = Y + emi + 2- )
(r++

( 136)

( j = 1,2,..., 1 + 2)

для всякої тригонометричної суми Ym, що справджує умову (134 ) 1 ) .

Легко збагнути , що цей вислід цілком застосовується й до неперiо

дичної функції (x) на інтервалі (0,1 ), коли вона справджує ті самі ди

ференціяльні умови , анулюється на кінцях цього інтервалу та має вла

стивості

Уо) = y1)= 0

8) - = y = 0
( 137)

6)=y=0

IVIV

У (о

VI

(2р) .(28 )

УЗР = y ??? = 0 , (138)

де

Р = |p- liltp =[
r

2
+1 ;

т

для цього випадку всі сучинники bу формулі ( 133) є нулі.

з наведеного доводу також очевидно, що подані висліди лишаються

незмінні, коли періодизму функції у (х) або умов ( 137) та ( 138) додер

1

жано не точно, а з похибками ступеня мализни щодо
не слабшого

за r + +2 .

Також ясно, що коли б замість рівности (134) існувала рівність

у = х + + +5),
(r
Em (139)

( r+0)
1

де ет є ступеня мализни щодо не слабшого за r+ д, то в обох за

значених випадках формули (136) дістали б вигляд :

у » = r + e ».у
(r+0+1-)

( 139a)

(j = 1,2 , ... , 1+ 1 )+ 1

Розуміється формули (139а ) вимагають, щоб існувала похідна у ' +',1)

яка справджує Lipschitz- ову умову -го ступеня.

m

tem

1 ) Цей вислід випливає також із загальної теорії наближення функцій тригонометричними

сумами.
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Нехай тепер у (x) е знов розв'язка задачі (121 ) — (122). Візьмімо на
цей раз

Ejm

м (2) = 21 %)

р. (x) = sin птах (n = 1,2,3 , ... )

Тоді

у ) = yi + emiн-)

( 140)

(j = 0 , 1 , 2 ,. . , 1+ 1 ) ,r+

отже й тут збіжність перших r + 1 похідних від наближеного інтеграла

у забезпечена ,

Покажімо тепер, як звільнити ці висліди від обмежених умов ( 137)

та (138).

Щодо умов (137), то їх очевидно завжди справдимо, заступивши у (x)

функцією :

f( 0 ) + 2f( 1 ) 2f0) + f( 1 )
у — х? ( 1 — x) x ( 1 — х)? ( 141 )

6 .6

Далі скрізь уважатимемо, що їх справджено.

Знаючи (напр. , визначивши способом попереднього параграфу) досить

точно числа у (0 ) та у ( 1 ), знайдемо кінцеві вартості дальших похідних від

у (х) з рівнання ( 121 ), напр.,

у" (0 )= f (0 ) — А (0 ) y ( 0)

у" ( 1 ) =f( 1 ) — А (1) (1)

уY (0) = f" (0)—2A' (0) y' (0)

ylv (1) = f" (1) —2A" ( 1) ' (1)

.

-

a, —

Заступімо тепер функцію у виразом:

у + 4х4 ( 1 — x) + в2 х3 ( 1 — x )++ . . + ар х ? е ( 1 — x )=e ~-1 + pp x® — ( 1 — x )*е,

що не порушує умов ( 137) і дає змогу здійснити умови (138) з довільно

малою похибкою. Елементарні обчислення показують, що для цього слід

узяти, напр.

f"(0) — 4f' (1 ) —2 А(0) y (0) +8 A (1) (1)

360

"(1 ) — 4f'( 0 ) — 2 А ( 1) y (1) +8 A' (0) (0 )
В2 :

360

Отже, знаючи досить точно у' (0 ) та у ( 1 ), довільно точно справдимо всі
рівності (138).

Щоб звільнитися від попереднього обчислення величин у(0) та ( 1),

можна просто шукати суму типу :

У.- gla, —x , ' ' "1+
y , [ а, х' ' ( 1 — x)2-1 + ь, х?! -1(1 — х)? 1 + ут»
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DO

m

не

m

з неозначеними сучинниками а ), ), а) . Очевидно, в цьому випадку наші

загальні міркування так само доводять збіжність виразів у та у відпо

1

відно до у та у з похибкою ступеня мализни щодо
слабшого

від r + . Але не важко довести й рівності

0 = 5 % + 13+
r4 1 - і

( j = 1, 2, . .2 r+ 1 )

цілком подібні до рівностей ( 140) .

Для цього заввaжмо, що функцію у ( х) можна на інтервалі (0,1 ) пред

1

ставити з похибкою ступеня мализни щодо не слабшого за r++2

(2)
E

: , +

4

m

виразом :

m

У =$ 4,8' ( 1 — x) + + в,х-(1 — х "1+ A4 sin mix
mi

При тім числа А , В , не залежать від т, Отже досить довести рівності

lim ā ; = Āj, lim b) = Bj,A Вay

щоб мати право застосувати до суми Уm всі ті висліди, що для суми Y ».

Для останнього доводу досить завважити, що різниця

Уm = У % –у=

має ступінь мализни не слабший за r+ , а її сучинники Fourier>

pi = Фm cos ix dx,

почавши з

j = m +1

є ті самі , що у многочлена

j

(( А , — а) х'' ( 1 — x)2 - + ( В, -- Б) х=-1 ( 1 — х)?//

8 21. Спосіб найменших квадратів та варіяційний альгоритм.

Коли взяти

Mх [ у] = L [ у ],

Отож покласти

N [ ] = 0,

то рівнання (72) перейдуть у

( 142)
(L [у») —f(x) } Left]dx = 0

(i =: 0, 1,..., т ) ,
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Отже в умови minimum-у інтеграла:

{L [у»)—f(x) *ах,

і ми дістанемо спосіб найменших квадратів м. Крилова ..

Щодо добору функцій та та Фі, то починати його практично можна

тут тільки з функцій рі , бо визначення фі з рівнання

L. [pi] = Фі (x)

та відповідних граничних умов, в така сама важка задача, як і (30) — (31)..

Уявімо тепер, що умови (31 ) можна справдити для рівнання

М. (3) = F (x) ,

де М. [ ] е вираз самоспряжений , при чім його Green-ова функція є симе---

трична . Тоді за ре можна взяти фундаментальні функції задачі

М. [] = are

за умов (31), а за Ф — добутки в рі , де є її характеристичні числа.

Розуміється, треба так добирати М [ ], щоб усі були відмінні

від нуля .

Рівнaння (72) тоді запишуться так :

( L. p . ) - (0) ( 0) dx=0Фі (143)

(i = 0, 1,..., т)0 m

Коли й вираз Lх [ ] е самоспряжений, то цей спосіб можна справді

не раз згідно з Ritz-овою думкою звести до мінімізації певного інтеграла..

Справді, в цьому випадку рівнання 2 - го порядку

La [ у] = f ( x )

€ Euler-ове рівнання інтеграла типу

{ [ " + A, ( x )( yir - voje + ... + А,(x)у'– 2 f(x) у } dx1»
Щоб дійти рівнань (143), досить мінімізувати суму :

D [ у ] = (Ly:T + A(x) [y -op +...А, (x)у — 2f(x)y»)4х+; от ym dxm m

m

( ) ( m )

-- ga®аалау" bj,
1,J = 0

де квадратичну форму

m

amam.bg

1 ,ја1

дібрано так, щоб частинні похідні

дD[yni

да ")"

(i = 0, 1 , ... , т )
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—

звелися відповідно на вирази :

ъ

T

{ L [Уm) — f( x)} e dx

(i = 0, 1 ,..., т),

що можливо в багатьох випадках, але не завжди.

Так буде, напр. , з задачею попереднього параграфу, коли та шукати

зумов

Ф"(x) = (x)

Ф (0) = p ( 1 ) = 0 ;

вийде :

On = sin a nx

Нехай загальніше

Lх [ ] =f(x)

• є довільне лінійне диференціяльне рівнання паристого порядку, а граничні

умови нехай виглядають так :

v (0) =y ( 1 )=0

v " ( 0 ) = y (1 ) = 0

. .

( 145)

yk- 2 0) = yt- 2)(1 ) = 0

Візьмімо за фи фундаментальні функції задачі

( *) ( x) =p (x)
( 144)

за тих самих граничних умов. Вони будуть:

sin ппх (n = 1,2,3, .. . )

Найлегше переконаємося в цьому так : нехай на інтервалі ( — 1 , +1 )

Фn (x) = a sin піх + 2b; cos mix,
" Цей ряд можна, очевидно, довільне число разів диференціювати, бо үг

є елементарна комбінація з тригонометрич
них

та експотенцiяльн
их

функ

кцій . Запровадивши ( 145 ) до рівнання ( 144) , дістанемо :

— p4 do + ga { (пі)к — pa ) sin піх + 2. (+ ті) — м) cos пix = 0

Отже виходить, що повинно бути :

а ) = 0 , а = 0 ,. а - 1 = 0 , ai+ = 0 , .

b = 0 ,. 6-1 = 0 , b = 0 ,

p4 =+ (ті) ;

а тому

4 = a sin пix + b, cos піх

Алеж із граничних умов видно зразу, що тут

b4 = 0 ,

А тому

( i = 1,2,3 , ..= . )

а ;
-

.

7

1

Si = sin a ix .
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Коли не вимагати, щоб число k було паристе, а граничні умови

взяти такі:

у(0) =y (1 )

(0 ) = y (1)

yf = ) (0) = y = ) (1 ) , ( 145 a )

то, узагальнюючи трохи ідею використання фундаментальних функцій ,

зв'язаних із виразом М. [ ] , заввaжмо, що функції

фо (x) = 1, 2n (x) = cos 2т пх
-

Ф2nы ( x)= sin 2п пх

1

( n = 1 , 2 , 3 ,. . )

справджують умови ( 145а) і залежності:

Фотро = Фо

( 92 — + (2пп)* Ф2n = (k паристе)
( )

фЯ- + pan==
реля (21n) * pn (k непаристе)

фh +pm=
(Ph + (21 п } * 2n (k паристе )

pen + (2пп) *pm=. ( k непаристе)

Отже взявши

M(8) = 3*(x) +3 ( x) ,

Ми бачимо, що функції

Фі ( x) =М. [р]

€ лінійні комбінації з функцій фі і навпаки. А тому й тут рівнання (72)

можна заступити такими :

(t)

—

L [у..) –ля)(0)ax—о
(i = 0, 1,...,0 1, . 2m)

Коли ми [ 1 вибрано так, що

N , [у] = y ( x) ,

а е фундаментальні функції задачі

Мm [ ] = ,

то узагальнений Ritz-iв спосіб (рівнання ( 143)) , очевидно, дае в набли

женні ут перші т+ 1 членів розвинення функції у по фундаментальних

функціях задачі (30 ) — (31 ). За цих умов він покривається способом най

менших квадратів; справді бо рівнання ( 143) можна заступити такими:

-

(w— 1) ( La [ym) –f(x)} pa dx = 0= (146)

(i = 0, 1,..., т) ,
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бо рівність

Хам

показувала б, що задача (30 )— 31 ) не мае розв'язки.

Рівнання ( 146) далі переписуються так :

{L [у») — 1(x) } - { ме [e] — Арх) dx = 0

і , нарешті, так :

{ L [Уm] –f(x) } Lх[ 1] dx = 0 ,

що й доводить наше твердження.

$ 22. Наближене розв'язання лінійних інтегральних рівнант

Нехай функція у ( x) є на інтервалі (a, b) єдина розв'язка інтеграль

ного рівнання :

L11L @ [ у ] = y ( x ) — jК( x, t)y (3) d =f(x)
, л ( 147)

а

із змінним параметром А. Щодо функцій К(x, $ ) та f ( x ) ми ставимо тим

часом вимогу, щоб вони інтегрувалися на тім інтервалі; отже вони можуть

бути, напр., і необмежені. Але заввaжмо, що коли к та f, як функції -

дРК

від х, мають р-ті похідні, при чім похідна е суцільна, то існує й по
дҳр

dPy
хідна

Справді бо тоді, як бачимо з ( 147) :
аҳр

дРК (x, $ )
у(P) ( x ) —x » - y (3) d = fP)( x)

дҳр

Загальніше, коли похідна дРК (x,3) існуе та е суцільна , то різниця у( x ) = f(x),

має р-у похідну, бо тоді

.

L'[у] = [ y (x) f ( x)] P) —LP'ty —f .
€ $

дРК (x, S)

= -f(€) d } = F ( x)
дхр

ӘРК (x,4) [ y (3 ) — f ( )] d'=
дҳр

( 148)

a

Наступне твердження показує, як спосіб моментів можна застосувати

до розв'язання рівнання ( 147) :

Сума

у"=a® ro + a * + ... + «жеп ,) фа

де функції

) )

am pm ( 149)

ро, Фі , Ф2 , .
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творять повну систему, а сучинники

(mm)(

on), am), am, ..а ar amат)

справджують рівнання

ſ Le[ym]q«dx = ff(x) po dxLæ
( 150)

(i = 0 , 1 , . т ),

має властивість :

lim ју» ( x ) dx =(8)dx =jy(x)
у dx

( 151 )

( а (схKb)

для всякої вартости параметра , для якої існує єдина

розв'язка рівнання ( 147). Коли до того функція (x) має р-у

похідну змодулем суцільности Ф ( х ), то

Mw

(Я )m

.

у — Уm =
mp

де ме обмежена функція від т, отже

limy=y
mani

ь

m )

Prop ,dx -
x

о

.

. Ф dx Samur dx_ ^
а

ъ

Розписавши рівнання ( 150) докладніше :

gar freyax – :«"ісі к ( x, bre (C ) а ) (и ) ах– іftw)= (8) axў = if(
( j = 0, 1 ,. , т ) ,

бачимо, що визначник: цієї системи

Am (0) =

Фо o dx —.jpo dxјК(x,3)то( )dt,... , і утро- ік dx->
po dx ік ( x, t ) Фm (t )а :кiя0 a

Гүл ах- jen axi куя. Тусдаа... - ar- rаяікіх. )P-( ) atТрор — dxК €) ( ) , aj dx ( )
( 152)

Po @mdx —.jpmdxјК(x,t)го( ) dt, ... , јететах —1x R , ço -aſ pm dx keФm dxf K (x,$) »(6 ) dk. села
t pm 6

е многочлен від 2:

Дл (0) = A. + A, A + ... + Amw kn +

При тім , зважаючи на лінійну незалежність функцій ри , визначник

to to dx,.. ., so dx

Тегиах,...,Теренах
( 153)

ropa de en fandt

Pmpmdx

,. Фm.

А) =: dx šampıda

.

b

dx , . $ pm max
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є, як відомо, істотно додатне число. Тому взагалі рівність

Дm ( ) = 0 ( 154

е правдива тільки для обмеженого числа вартостей параметра і в об

сягу всякої вартости цього параметра е такі, де система рівнань (150)

є означена.

Упровадьмо тепер зазначення :

Um = Ym - y ( 155 )

m (x ) = ўк (x , c) um(1)dt,Nn К .

обмеживши зміну параметра і обсягом якоїсь його неособливої вар

тости. Хоч би яке було т, завжди можна і в тім обсягу вибрати

так, щоб було

A ) (0) +0 ,

що в дальших міркуваннях само собою й розумітиметься. Тоді, взявши

під увагу, що

. ( ш

if( dx- i -lizhax1

L. [ ym ] - Lx [ y) = Lx [Um ],

можемо рівнання (150) переписати так :

L @ [um) pdx = 0La() 0 (156 )

.(i = 0 , 1 ,..., т)

Помноживши обидві сторони рівности (156) на @ %) та просумувавши по
і від 0 до т дістанемо :

Lх [um) ym ( x) dx = 0 ( 157)

Нехай далі сучинники bm) е такі, що різниця

у— (65%) фo + ь ") + ... + bm)+ьpm) = ( x)Фm

справджує рівнання замкнености :

( w
(158)

lim je ( x ) dx = 0 ( 159)

тама

то

Якщо існуе суцільна похідна укр) з модулем суцільности Ф ( x),

можна навіть уважати, що

м- (5)m
(160)

mp

Mw

6m ( x) <

Помноживши тепер обидві сторони рівности ( 156) на b " та знов про

сумувавши по і від одо т, — дістанемо :

TL lu 10wLх [ um] ( у — вт) dx = 0
= (161)-
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Нарешті, віднявши ( 161 ) від ( 157 ) та використавши зазначення (155 ),

дістанемо :

[ a [ u= 1 { Le[ ] +Am. + } dx = 0 (162)

За допомогою нерівности Буняковського легко дістанемо:

| Lm [um) (Атт+ •m) dx =

—22/12 шә)ax - Vico" ++ )ах,/
. L , (um ) dx (?

m

де

2. < 1 ,

отже залежність ( 162) перепишеться так:

ь

e

звідки :

Lifa.jax =2 / 2(uajax- v/ fo+2 + 3)ах,[um] dx 24 V$24 um]dx

L % [um) dr < 2 ] (em + °) dx2. ajce 2. чў
L2 dx (163)

а о

Із другого боку, зазначивши через Г ( x, €; ) розв'язне ядро (noyau ré-

solvant) рівняння ( 147) можемо, зважаючи на очевидну рівність :

L, [um) = La [um)Um [ ]

написати:

Иm= L [um) + . JГ(x,€: 1 ) L: [um] ds , ( 164 )г,

де LE [um) е вираз, що постае з Lх [um) через заміну скрізь змінного х

змінним і, або, зважаючи на другу формулу ( 155) :

Пm ( x ) = JLm [um) Г ( x, ; ) d $= г ( 165)

( )

Зважаючи на теорему замкнености, існують такі чинники cm), що

різниця

Tm ( x , $; 4 ) = Г ( x, $; А) — C®) ро (€ ) —cm (t ) — . – Cm pm (3) (166 )

має властивість:

lim | 7 ( x, f; A) de = 0 ( 167)

m mo

Помноживши тепер ліву сторону рівности ( 156) на с{ m , просумувавши

Пю і від 0 до т та віднявши від правої сторони рівности ( 165), дістанемо:

т » ( x ) = L: [w] Үnd; ( 168 )

ь

або

Um = L@ [um) +2 L: [um) Үm d;,ta $ ( 169)
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звідки через нерівність Буняковського доводимо :

т.(x)< iriaDEŠ Lļ [ um ] de ,ти

і остаточно , нагадавши нерівність ( 163):

да ( w ) <?p =a: ? :)ax2 Ў е °

Для досить великих вартостей т, зважаючи на (167), маємо нерівніс

гўзае ў : ах2
2

Em

а

т » ( x) K (17
b

1— 27* ГҮh d
а

Отже за наших загальних умов буде:

lim mm = 0 ,nm ( 17

а коли (x) мае р-у суцільну похідну, то й

Mw

m( А) (17

Inm <
MP

Далі, зінтегрувавши рівність ( 169), дістанемо:

C 2

и dx = L [um) ax +. Ү«L'lum) at dxUm 5 L« [ dx
с с a

(а ( с < x < ь) ,

звідки, за допомогою нерівности Буняковського, виходить :

C

Um dx

)< /je(ua)as jax +в

+1/asVei шараз) axја ( VS (173( dx[
Нагадавши нерівність ( 163) , що за умов ( 171 ) дае:

lim S L'& [um]dx = 0 , (174

м

а за умов ( 172) веде до

?

jam . Now (1).)-
m

"
( 175

]
т

де Nе обмежена функція від т, дістанемо з ( 173) відповідно :

limſ um dx 0 ( 175

!
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або

C

Po

[.al<P-G)
m ( 177)

Um dx <
mp

де Рє теж обмежена функція від т . З цих формул ясно, що в обсягу

всякої неособливої вартости параметра і, при досить великім значку, т,

20

нема нулів у визначника д» (0) , бо поблизу такого нуля | undx був биſ umm

необмежений.

Формули ( 176) та ( 177) доводять обидві частини нашого твердження.

Крім того, ми показали , що особливі вартості параметра Лє границі ну

лів визначника А ( ), коли т нескінченно росте.

$ 23. Узагальнення та додатки

Заввaжмо, що цілком подібні викладки можна було б проробити на

ріванні ( 142), виходячи, замість системи рівнань (150), , із системи :

ъ

( р )

а
up [ у ] «Pdx= F(x) ¢ ? ах

(i = 0 , 1 ,..., т) ,

аби лиш похідні P творили систему повну. Тоді замість висліду ( 176)

ми дістали б такий :

lim j ug dx = 0,

х

( р)

лус

аз нього рівності :

yP- 1) = lim y% 2
-.1 ( р — 1 )

=
maN

ур- 2)
( р

= lim yn- 2)

у= lim Ут

Зробімо тут ще дві додаткові уваги .

Замість рівнань (150) можна було б узяти трохи загальніші :

TL [у] Фdx= f(x) Ф , dxL ( =
а

(i = 0 , 1 ,...,. , т ) ,
де

M
М »[8 ] = ( x) — i Q (x, t) 3 ( 1 ) аё ,) 1 ) d ,

аби лиш функції Фі були лінійно незалежні та творили систему замкнену.

Ця увага, сама по собі не істотна, тільки відзначає повну аналогію на

ведених у параграфі 22 міркувань із теорією попередніх параграфів.

М. Кравчук - 5
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Остання увага приведе нас до деяких нових вислідів. Піднісши оби

дві сторони рівности ( 169) до квадрату, застосувавши нерівність Cauchy

та зінтегрувавши, дістанемо :

ь

1 2

j uh(x)dx< 2 La [um] dx + 22° i { L [um) 1nd;}*dx:о

Звідси , за допомогою нерівностей Буняковського, рівність

lim Jum (x) dx = 0 ,w
( 178)

а

що з неї знов випливає залежність ( 176) .

Ця рівність доводить середню квадратичну збіжність суми ут до функції у.

Розгляньмо тепер нову функцію Үm(x ) :

Y » ( x) =f K (x, t)Уm (6) ds +f(x)
"

( 179)

а

Віднявши рівність ( 147) від ( 179) , дістанемо:

Үm ( x) —y (x) = j K (x, t) um (€) ds»јк(я,2)ш.()аз
( 180)

Зробивши звичайне припущення, що ядро К ( x, $), як функція від :

інтегрується разом із своїм квадратом, дістанемо з ( 180) :

( ғ.с ) – (0)!!< к ' ( x, y аt u : (0) atw —y ' 3
-

т E

Отже

у ( x ) = lіm Ym (х) ,
( 181 )

тобто точкову збіжність функції Үm ( х ) до відшукуваної розв'язки у ( х).

Тому, що для інтегральних рівнань у двох та кількох вимірах усі мірку

вання цього параграфа по суті лишаються ті самі, то ми в другій частині

цієї праці до інтегральних рівнань уже не вернемося .

$ 24. Характеристичні числа та фундаментальні функції

Для всякої точки обсягу S комплексного змінного А (пор. $ 11 ) , що не

е точка скупчення для коренів рівнань (82), є правдива рівність (80 )

що її напишемо так:

Д. (x ; )
Уm (x) =

Дm ( M)
( 182)

або так :

fa (x, c) am (0) at

Уm ( x) = ( 183)
Дm ( 0)
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е

0, m (8)

.

Ф % (€ ) ,

foodx, f Lv[ po]Podx, . ... Le[Em]Фоdx

Ф, ar, t.ly/Ф,ах, . . . . lr.Ф,ахfrø i [ ] ſ La ] dxбm ( 3) , dx | L [ о] dx, ( 184 )

ь

fФmdx, L[20] Фmdx, .. . . ,Lw [ m] Фm dx

бо ще й так :
L

b

Ym

Гm( x, t; )/()ds ,
( 185)

е

0, Po (х) , Qm (x )

Le )

1

Гm ( x, 3 ; 3) =
Дm ( )0

Ф. е.). І.JФ,ах, . . ., .lyw) Ф,ах(€ ) , j L dx»[ ] Š [ipm]

Ф, с . ft.ly/Фах, . . .ly-JФ,ха ( 186)) dx

( ...- j Lalem] Фm dx

(Lx [ po
а

b

Фm($), [ Lх[ ро] Фm dx, ..
а a

рипустимо, що функція

y (x) = lim ym( x ),=
тел

(1 — j = +... +

к функція змінного , має полюси. Нехай поблизу полюса

X = ,

она виглядає так :

ф , (x) у ( x )

+
фhi (x)

у (x) = + .
(1— , * = X,

(187)

(4 ) # 0),

е ненаписані члени е реrулярні щодо — у .

Уявімо, що полюс , не е точка скупчення множини ѕ . Тоді, почавши

досить великого значка м, в обсягу цього полюса не буде полюсів

функцій уn ( x). Отже, зінтегрувавши вираз :

[ v ( x) — Уm (x) (0 — А)- = ,(x) + фу ( x) + .
ф

y – ( 187a)
X — X,

.

е ненаписані члени е регулярні щодо — ; по нескінченно малому кон

гуру, що оточує точку

= ),
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ми дістали б :

0 = 2пі ( х ) ,

що неможливо. Отже , є одна з точок скупчення нулів рівнань (82 ) .

Нехай обсяг Sє круг з центром у початку координат та радіюсом ,

|| KR ( 18

Викиньмо з нього круги, визначені нерівностями

| — < r ,

де rє таке мале число, як хочемо, а , перебігає всі характеристич

числа , що належать до обсягу ( 188) або його границі. Тоді в новом

обсягу, що справджує нерівності :

|| KR
( 189

1. — Лугr,

при досить великому т, буде

| y — Уm | Kem , ( 190

де ет є таке мале число, як хочемо ; докладніше його визначено в па

раграфах 14 — 16. Нехай, крім того , число гузято таке мале, що кола

| — , = r ( 19 )

не мають спільних точок. Тоді, інтегруючи рівність ( 1870) по колу ( 191 )

ми дістали б, завдяки нерівності ( 190) :

1 ) (x) | en rh , ( 1914

коли бу цьому колі Уm( х) було регулярною функцією від .. А що не

рівність (1910) неможлива , то існує бодай один полюс у функції уіх

як функції параметра ., у колі ( 191 ) . Цей полюс і є наближена вартіст

характеристичного числа .

Щодо фундаментальних функцій , то вони визначаються наближено,

очевидно, рівностями :

1

| ,(2)
фk, (x) –

—$ » .афу (x) (1 — ) а) < emrt - ,
2ті

де інтеграл ф береться по колу ( 191 ) .

Нарешті, функція ( 186 ) є наближення Green- ової функції Г ( x, $ ; ) наша

задачі такого роду, що

1

E

lim ГОГ – Гm) d$ = 0
manna

Справді, віднявши від рівности ( 185) рівність

y = | Г ( x, $ ; 2) - f ( ) d$ ,

дістанемо :

ург , 2 19а .

Уm — у= ( Г..–г» — Г) f (t ; d;€

а
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оклавши тут

( 9 )
( € х )

($ х ),о

станемо :

{

so

in : (2 –2)=-0

lim J (Гm -Г) d = 0— $ ( 192)

ак само

т

m =

д'Г, д'Г

lim ds ( 192a)
дх ! дх!

( l = 0, 1 ,. .. k – 1)

Питання про визначення фундаментальних функцій , коли відомі характе

истичні числа ,, зводиться , очевидно, до розв'язання однорідного дифе

енціяльного рівнання

L , [ у ] = M (ул) — ,N[) = 0 ( 193 )

а однорідних граничних умов (31 ) . Припустимо, що ми знаємо л, тільки

аближено :

., (т),

к нуль визначника Дm (1) , і пошукаймо наближену вартість відповідної

дундаментальної функції уј :

уух уЈm = cm) po Han) , + ...

1

. + am em »)

зазначивши її до кінця такими двома умовами :

Le (Уm] Mefeal dx = ( т) — 1) јN:[ y m)М. [ ]dx ( 193)

(i = 0, 1 ,..., т )

р ? (У») 4х = 1dx ( 1930)

Тегко бачити, що умова ( 1930) не вимагає знати число , бо вона зво

Циться на таку систему лінійних однорідних рівнань :

b

м. Тут) м . Іг) dx = " " ім. Гу ») м -tғд ах
( m

що має
визначник

(i = 0, 1 ,..., т),

Дm (0%) = 0

Припустивши для простоти, що ут) е простий корінь рівнання

Дm (0) = 0 ,

бачимо, що умови ( 1934) та ( 1936) цілком визначають сучинники

,am, ..

Комбінуючи вже відомим способом рівності ( 193) та ( 193.) і називаючирізницю ујт -у, через ијт, дістанемо:

L. [и m]M [ 21] dx =(1.5т — X) | N [ym | MEle] dxо » Mх[ а ( 193.

(i = 0 , 1, ..., т)

( т ) ) ( т )
do , am

b
ъ

it.ru» . " ім.1L.
( )

о
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Ці рівності для неоднорідної задачі

Le,fujm) = Lri [ym) — Lх, ( у) ( 192

з невідомою функціею ијт за однорідних умов (31 ) грають ту саму ролк

що рівності (72) для задачі ( 30 ) — (31 ). Треба тільки пам'ятати, що роли

Green-ової функції Gв задачі ( 193а) грае так звана Green-ова функції

в поширеному розумінні (im erweiterten Sinne ) ; назвімо її н (x, $ ).

Повторюючи в основному міркування параграфа 14, виводимо легкі

3 ( 193a)

Lu/ lum) (L.)(в ml + ., Nym[um) + sm(x)} dx =

=(х – » ) « ГУm) ( L.) (ш » ) +3, N.(ило)+ « » ( x)) ах ,(

«2, ( x ) dx= 0

Звідси, застосовуючи нерівності Cauchy та Буняковського, маємо нерівність:

j L323) (шт) dx =(a,N., lum) ++ ( 8 ) dx+ cum)— ) ,«Т [ am x (

що в цій задачі грае ролю нерівности (92) .

Далі маемо, очевидно, подібно до рівностей (93):

Уm — у = », јн ( х , t) N ; (Уm —yjd: + ін (x, 3) . L : / ( У ) — у ]&#
H

Н $ у m ))

де

lim

талу

а

a

m = A

дН

дх N : [Уm —у] d : +—yjat )

ОН

дх
Lejlyjm - y ,]de

У - у ,~»,

»
дk - H

( 1)

ут" -y - = ,'jm

дk - H

1дxt- N : ГУmУ ] d * + |;[ дxt-, L: [ym - у)) dk,

је
а

і з них, як із рівностей (93), виведемо остаточно :

у —у = арна- у је (0)ax +( —ър
(1 )

јт

(1)
Ojml (1930)

-

(l= 0,1 , .. , k — 1 ) ,

де оjmi e обмежені функції від т. Так показано, що до фундаментальної

функції у, можна необмежено наближатися через функції ујт . Умова ( 1935 )

істотна не тільки тим, що вона до кінця визначае сучинники a®), ай тим,

що без неї не можна було б запевнити обмеженість чинника оуті .

( )
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Застосування ортогональних функцій до розв'язання та роз

вивання в ряди розв'язок лінійних диференціяльних рівнань

$ 25. Hаdаmаrd-ова нерівність

Нехай

Халу х.
x xj

4,

е додатна квадратична форма. Відомо, що її дискримінант

а а ? . ain
.

a , a22 . . . azn

А : ( 194 )

ani ana ann

та всі його підвизначники, належні до головної косини, є додатні.

Усяка неособлива квадратова матиця В 1-го ступеня е квадрат другої

квадратової матиці стого самого ступеня . При тім, коли матиця Вє

дійсна 1 мае полюси додатні, то матицю сможна теж добрати дійсну ,

а коли В е симетрична, то й за С можна взяти матицю симетричну.

Тому матиця :

а11 a12 . din.

a2 a22 a2n

A =

.

ani ana ann

визначника ( 194) е квадрат якоїсь дійсної симетричної матиці:

Y14 Yua Yin•

Үы

Y=.

Ya

Y +1,1 Үн, 2 .

Yen

Үн, = )
ќ рядків

1— k рядків

( 195)
. .

Ym Yna Yon
2 .

Огже

А – ҮҮ?

(
Y , Ү , ҮҮ,

:)
Y , Y , Y, Y , 1 ," ),

( 196 )

1
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де

Yи
.

Yn !R1YA Y+1 , 1

Ү. Үk+1 , 2
Ү ,Y2

Ү— ( Y, Y )

В стовпців п k стовпців

Yan Ynn)
nYin Y2+ 1, nY 1

Із другого боку, розвиваючи визначник :

Y , Y ... Yin

Ү . Ү . . . . Yan
Ү—

22

Yni Y n2.. Ynn.

по підвизначниках перших k рядків, дістанемо:

ү= X Y (it, i2 , .. ik yix) - у (і , і ,..., ін) , ( 197 ).

і , 1 ,...sk

де

YnikҮ , Үн, .

Y2, Y21, . Y ziz

Y (і , і ,...,, ik) =)

Үн, Үн,...
Ykik

Із ( 197), за допомогою нерівности Cauchy, дістаємо :

ү ? < ХҮ?(ii, iv , . .ү i2 іх) . Ху?(ii, iv,..., ік).
4 , ,... , k

( 198)

1. , 1k

Алеж відомо, що

1 , 2 ,..., k

1. ,

Ү?( , , . . . silk ) = | Y, - Yі |і

УУ?(4, 6 , ... , і ) = | Y, Y. ,у і і I
і

де | | е знак визначника; а тому ( 198) . дістає вигляд:

ІҮ . Ү | < Y, Y. |ҮҮ ,

що за допомогою (196) дає :

a11 , . aji ak+1, +1 , ak + 1 , п9

АК .

Hak1 , • . akk an, k+1 ) • , апп

Звідси випливає й загальніший вислід :

at . . ajk ak+1 , k+1 а+ , 2. . .

ар +1, +1 .
.

. ар+ 1 ,

A < (199). .

ak1 akk. an, p+1 ann. . . .ai , k+1 . au

klk < l < ... <pn
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Зосібна маємо :

АKai1 122 . апп, ( 1999 )

тобто так звану Hadamard-ову нерівність .
Нехай ще

A = AA ,| T

де

811 012 ain21,

, 021 022 dan

9 - (теп)
.

9.
am1am2 . Omni

Тоді із ( 199) дістаємо :

| ,[22x"|<|2012 | - |20,9t " . . . 2,21; |

Зосібна

(200)

|2х2х | < (@і, + а2 + ... +ain)202x н (201 )

in1

На цю нерівність ми звичайно й посилатимемося, як на Hadamard-ову.

Нерівності ( 199) та (200) є узагальнення Наdаmаrd- ової нерівности . Вони

обидві є, як бачимо, висліди з нерівности Cauchy :

(Eaь)?</a> Хь?

8 26. Інший довід

Інакше нерівність ( 199) можна довести так.

Нехай

А, А12
A

А. А. ) ,)
де

a11 ajk. .

ak+1, k+1 •
. ах+1, п

А, - А, =: (2 k < n ).

а1 akk an , t + 1 ann. .

Відомо, що симетричну матицю А, можна ортогональним перетворенням

звести на дiягональну. Отже можна дібрати таку ортогональну матицю Р

порядку ќ, що буде

...

О

P о
Р

А. (202)
о

B12

19-69-01
) ).

00 .

B12 A,
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де че полюси матиці А., отже числа додатні.

Із (202), розвиваючи визначник правої сторони по підвизначних першого

рядка, виводимо :

220.0

50
00..do

А = ,
-

Q1

А,

де Qi e додатна квадратична форма. Отже

, ..0

0 ..

Αλι

A2

Продовживши цю редукцію, дістанемо :

Аг , , . . . . | А , |е • ( 203)

А що

А, ... ... = | А, 1 ,

то з (203) і маємо :

| A | < | A1 ] . | A, ,

що безпосередньо дає нерівність (199 ).

8 27. Деякі теореми про нескінченні визначники

Доведімо тепер таке твердження :

Коли ряди

21aul, gal,, 1 ( 204)

збігаються, то нескінченний визначник

ај3 ,

a21 ,

1 + 011 , 212,

1 ,1 + a22 , 223 ,

1 + азз ,
А = d31 , a 32 ( 205 )

ДА

та підвизначники збігаються абсолютно не обме
да ,

жені в своїй сукупності 1).

Справді, запровадивши зазначення

1 + a1 , ауз , aim

1 + a22 , а 23, арт

Am=

a 18,

a21 , .

am1 , am2 , am3 , 1 + атт ,

1) Nop. Riesz, Les systèmes d'équations linéaires à une infinité d'inconnues, pp. 35 – 39.
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маємо на підставі Hadamard -ової нерівности :

m

1 ka1

72 т

11 k1

(
ДА,

даи

1A2 < i(1+2|aul + gl@i. 1 )| | a D

П (1 +2 |aul + yla )?!!

1
1 + 2 arl + gla !

П ( 1 + 2 | asi| + P

)
( 1 +2jah»! + gate ) ( 1 + 2janul + gazil)

m m

а : /?)2

t 1ДА,

дам
lanil ,

т

I
M

що доводить обмеженість сукупности згадуваних визначників.

Окрім того, маємо :

m+1

Am + — Am=

дAm+1

даm +1,1

am +1,4

Σ

А. — Аты- у

т+2

дAm+2

даm+2,4
an+2, 1

т + p

дAm+p .
amp, і

Amte- Am + p -1
датр, і

Звідси , сумуючи, дістаємо :

р р т+t-1

дAn+)

Amp — AmAm=
.

дAn+)

am+ , ідamp, *
am+j , m++

даm+ j, m+ 1 ΣΣ

Застосовуючи нерівності Cauchy та Буняковського, маємо :

( Amp — Am) |< 2410 2 max

OAm + )

даn +j, m + 1
| am + , m + 1 +

jal

Cla... !-

1 Х2 ..

р т +/- 1 т + j -- 1
2

+2

Σ

дAm+)

даm + ), 4
| aht, | (206 )

На підставі Hadamard -ової нерівности виходить :

т + т +

( -н.) < $ (1 ,

22Am + 1+

даm +), .)1даm+),«даль Σ
(k ki),| al
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що дає змогу заступити формулу (206) такою

2

T (Amp — Am)? < 2 max| |

дAm+j

даm +j, т +
ат+і, т +

+1) -
+

т+p р т + ја
2

+2 max

д ? Az-Fi

+)
lamtil

yazА -
.

( 207)
дат- даik

t, ka1

А що ряди (204) збіжні, то якраз виходить, що

т+j-1

lim
ah+. I = 00а

lim |am+j, m + = 0

Отже (206) дає :

lim (Am+p— Am) = 0
п :

Це доводить, що існує границя

A = lim Am

Ті самі міркування застосовують і для того, щоб довести збіжність під

дА

визначників, бо, напр. , Бизначних відрізняється від А тим, що всі еле
дай )

менти і-го рядка та ј -го стовпця, крім . їхнього спільного елементу, що

дорівнює 1 , є нулі, отже справджує умови теореми,

Як висновок, з цієї теореми випливає, що, за самої умови збіж

ности ряду

Ха?)
(208)

визначники

a42 а з

1 ,

1 + 291 1 + 011

a21

1 + a22

1 ,
аз

1 + a22

(205 )

a12 а, 3

1 ,
ܕ

>

a24

V/(1 + aj.) (1 + a22 ) ' / (1 + a ) (1 + азз)

а23

1 ,

V( 1 + а22) ( 1 + азз)/ (1 + a ) (1 + a22)

та їх підвизначники збігаються абсолютно і є обмежені

в своїй сукупності, якщо тільки

lim inf1 + diil# 0 (i = 1 , 2 , . . . ), )
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s 28. Другий довід теореми попереднього параграфа

Інакше збіжність визначника (205) можна довести так.

Розкладімо визначник Amp за підвизначниками перших т рядків . Вийде

Am- p = SA(і , ір , ... , im) • a (i , i2 , ... ,-а і im) +

1 + am +1, m +1 , • • , am + 1, т +p

-- Am (209)

amp, m + 1 , 1 + amp, m + P
.

де А ( , iv ,. im ) є один
один із тих визначників (тільки не Am) , а

а ( in, b ,...,iv . , im ) його доповнення. Ясно, що бодай у одному з рядків

усякого визначника а (і , ір , . im) нема елементу типу

1 + am+ ), т + (j= 1 , 2 ,..., р) ;

нехай нумер цього рядка є і.

Те саме буде правдиве, коли (209) перепишемо так :

Amp — Am = 2A (і , і ,.- ia) . а (ii , iv , . im), ( 209 )

тобто до визначників а ( , ip , . im) зачислимо всі ті, що постають

із визначника

т
.

1 + am +1, m +1 , • . , an +1 , т-+ p

.

ат-+ p, m + 1 , 1 + am + p, m + p

через зменшення на одиницю одного або кількох елементів його голов

ної діягоналі.

Застосувавши до рівности (209а) нерівність Cauchу, матимемо:

1 (Amp — Am)? | < 12m24m | - | 24.р. 21'pk | (210)

де

n

( ,
.

т т pk

ka1

1 + a11 , • . ; a1, т . ај , тр

Am . .

т

am1 , 1 + атп , ат , т + p

9.и =

am+1 , т + pam+ 1 , 1 . .. , am #1, т , 1- + am +1, m+ 1 , ... , am +1, т + k- 1 ,am+1, т + k + 1 , ... ,

' pk s

an+ p, 1 ,
... , am+p, m , am + р, т +1 , .

.

ат + p, m + k -1 , am+p, m + k + 1 ,

або :

m т

2

( amto, it +

тр

|(Am+ — Am)? |КП (1 +2 } aa |
4 ) | + 8 ай ).

+ | ask, m +n ) ii (1 +2 | am +), m +7 + | am + , і+ 1 11 2 аль )

| (Amp — A ) 1 (1+2 ] adl + X аз )ІІ || | (|ай ) - $ 3 а... ) .

ја1 l = m + 1

mtp mtp

2

( Am ? | | amts
11



-- 78

що знов дає існування

lim Am

тсалу

Так само легко пересвідчитися, що за умови збіжности ряду ( 208)

збігається абсолютно визначник :

ал
.e - ans (1 + а ) , e- as a 2 , e - as a ; 3 ,

e -ms (1 + a22), e - an Q23 ,e - aas d21 ,

( 205 )
. .

.

що всі його підвизначники теж збігаються та є обмежені в своїй су

купності:

8 29. Застосування ортогональних функцій

Нехай функції

Ф , ( x) , Фі ( x ) , Ф. ( x),. .. (211)

розділу І є ортогональні й нормалізовані , тобто справджують рівності :

f

foods 11 -Ф , Ф , dx=
{
о (і + j)

1 (i =))

(212)

Тоді для всякої функції F(€ ) , що інтегрується разом із своїм квадратом

на інтервалі (a, b), існуватиме такий ряд сучинників

ао , ај , а2 , . (213)

що

Г { F (0)— а , Ф ,( ) — а, Ф,'') — а , Ф ,(6 ) } ' d = 03 - ? ;
(214)

або, зважаючи на (212),

F ?(6) d = аб + ai + a : + .. (215).

а

Рівності (214) та (215) являють собою в цьому випадку теорему зам

кнености.

Візьмімо знов функції

G (x, $ ) Фо (€ ) d'Po =

-Ta tva;

P = ja (x,3) Фі ( ) d ;
C

фа = ja(x, 3) Ф, (0 ) d= »

(215)

Ф2 G

Тоді для функції 2, що справджує рівнання

М. [2] = F (x) , (216)
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за умов (31 ), замість рівностей (59) та (59а) розділу І буде :

г = do po + ai рi -- az pp + .

z' = ao po + a1 qi + а2 р. + .

.

(217)

( k 1) ( k 1 )

( )

at =

2--1) = ao po
(k-1 )

+ a1 - " + ase- + ..а

tee40)—{ xP (8)— ao de (€ )—ао фо* (€) —ар*( )— . }? d = 0 (218)

А коли система (211 ) е не тільки замкнена, але й повна, а функція F ( x ) —

суцільна, то замість (218) матимемо й

е ( 2 )( *) = ao * + а ф®+a2++ , (219)

Приклади замкненої системи (211 ) ортогональних функцій :

( ) ( ) ( )
0

1 х— а a

ру .- ...vi сов . — у.аV
1 )

21

b а

21

b a

cos 21
х

b

.

b a

(220 )
-

.

2) Legendre- ові многочлени

1 an

[ ( х -- а)" (x—b ) "]

2n (2n — 1 ) (2n— 2) . ( n + 1 ) ( b — а ) dx ?

( ,(n = 0, 1 , 2, . . .. )

Коли за ра взяти фундаментальні функції самоспряженої задачі

М. [+] = pp

за умов (31 ), то й вони і функції

=

(220a)

Ф. = фі

творитимуть системи ортогональні й замкнені.

Звернімося до задачі (30) — (31 ) розділу 1 :

L [у] = M [ ] — Але [»] =f (x) (30)

«Р 20t@)+ в у (b) = 0 (i = 0, 1 , ... , k — 1 ),
(31 )

що її наближена розв'язка

(m). ( ). m )

” ( 221 )Уm = a * qo + a® + ... + am pm

Визначається з рівнань :

Lelyw) Фdx = ffФ,dx(i= 0, 1 , ... , т)]
m (222)

Вони в даному разі, зважаючи на умови ортогональности ( 212), дають

(пор. формулу (80) розділу II ) :



-
-

80 -

Ym (x) =

öm ( * ; ^ )

Am (a )

öm (x ; )
Y'm (x)=

Δη( λ )

( 223)

of the1)(x;2) ,
-1 )

m

ym " (x)
Am (^ )

де

bom
>1 + boo , bor ,

blo , 1 + 611 , bam.

Am (2 ) =a =

bmo , bmi , 1 + 6mm

0 , 80 ( x ), , Pm ( * )
b

(224 )

f0 ,dg, 1+ boo , • . . ,bom
.

b

8m ( x; A) = fb, dị, bo, ,bim.

a

b

$ ,føm dę , bmo ,, ,1tbmm

( 1 )

0 , 9 m

b

fø , - , ,
a

b

; = , , , bim
(225)

fö 'poo!(x) , . . . ,pen?(x)

$ 16.35,i + bw .... bom

hot (x; 2 ) = $f0, de , 610)

$ f Pm dệ , bmo,,

bij = [p]- $N.199dx (0,3-0,1 , ... , m )

.

, 1 + bmmO

i j = , ) ( 226)C .

(

8 30. Розвинення розв'язок у ряди

Ми вже знаємо, що

y = lini ym

y= lim ym
men

(227)

--1

j (k -1) = lim ymi
,(k-1 )

ME

lim Š CM) – *dx = 0(
,,( =ni

my
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Перепишімо тепер рівність (226) за допомогою залежностей ( 215а) так:

by= . м ( 6 (x, :) ) Ф ,(0) Ф. ( x) d dxN [ G (228)

bь

)
аа

.

(i , j = 0 , 1 ,..., т)m

Беручи під увагу, що м % [G ( x, $) ] , як функція змінних х та 3 , інтеrру

еться разом із своїм квадратом, а функції

Фі (x) - Ф1 (6)

(229)

(i , j = 0, 1 , 2, .. ))..

Творять замкнену нормальну ортогональну систему на прямокутнику

ахсьa

ag b ,

отже справджують вимоги :

(i , J) + (i , A )

(і , ) = (ii , A ) ,

пошукаймо, minimum виразу :

ь

Ф , (0) Ф, ( x) Ф., 3 ) Ф , (x) a ; dx == {
аа

bь m

ift»м.( G ( ж. 3 ) – $ с., Ф. ( ) Ф ( 8 ) * a *ax > 0
Г { N x )x ] x ;dx

аа 1, j = 0

Дістанемо :

Сj= bi
Отже

m

61

і , і

лі ?(G(x,3)] ;dx > Хь:),N )@ (230)

а тому ряд

(231 )

,
збігається.

Так само візьмімо суму квадратів усіх елементів визначника (225) ,

зменшивши вперед на 1 усі елементи головної діягоналі ; дістанемо:

1 + 2 ві)+2 ( fФ, d:) + [ " (x)] ? (232)

i, j = 0

Алеж

m т о

1=0 a

m

во »

ГС: a ; > УсifФ, 4 :):

= '' (+) = | е едия

f ?( ) d (232a)
а

Ꮐ

x Фа ( ) d ;
дх!

(

( l = 0 , 1 , ќ — 1 )

2

Әa(x,3), diz
2

Радова «Убеа со сла:"- Хt+Pler° )Фа )
дх

(2320 )
дх

а i 0

(l = 0 , 1,...,k— 1)1 )

М. Кравчук — 6
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Тому сума (232) е не більша за

1

+ +Глаа +ј( )
d , ( 233)

дх!

і,

тобто є величина обмежена.

Замінивши отже визначники Д. (2) та 8% (х ; 3) відповідно такими :

e- Б.» (1 + boo), e - b bor ,

e - bu bjo , e - b. (1 + b ) ,
Дm (0 ) = ( 234)

Doo bom
i
e

...
б

e
bim

e - bmm bmo, e - bmm bmi, e - mm ( 1 + bmm)

та

o ,
(0)

ф ° (х) , pm ( x )

e - b. ЈfФоd , e- b.. (1 + boo ) ,... , e - bo bom
Г

(1)

а b»( x, 4 ) = e- » . јfФ, d , e- a bло ,
e-

babam
. , е.

(235)

eomm S f Omds, e - bmm bmo, . e - bmm ( 1 + bm ) ,

бачимо, на підставі вислідів попереднього параграфа , що існують границі:

д ( ) = lіm Aim (0) ( 236)

80 (x ; ) = lim cm ( х ; )
( 1)

-

l(1 = 0, 1 , . . . ,k— 1),1
мам

(1 ) (1) ( 1) ( 1 )
=

а також границі всіх підвизначників визначників (234) та (235). Отож

сучинники Арт розвинення визначника (235) елементами першого рядка :

if (x ; 1)= Арт ү02 (x) + Am ф " ( x ) + ... + Ammf ( x)% Aom ( 237)

(1 = 0, 1 , . k — 1 )

усі мають границі :

lim Am= A, (238)

таом

Переписавши нарешті рівності (223) так :

т

(1)
( 239)m

Aim

у ( x ) = - ф (х)
eo Дim (1)

( l = 0, 1 ,..., k— 1) ,, — 1

порівняймо цю суму з рядом :

Ai (

Д ( )

( 1 = 0, 1 , . k — 1 )

Р° ( w)-Ўу"( 8 )
x =

( 240)

до +4
1
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Що цей ряд абсолютно збігається, видно з нерівности :

{ r° (+) } ? < А?88]
(x)

д ( )

Справді бо другий чинник на правій стороні збігається, зважаючи

на (2326), а перший е (2I ) , де

e-offmode,
b Фоdѕ e - b " ( 1 + boo ),... , e- Б.• bон ,- bot e - bubo, +1, e Doobom , .

e - bu (fФds,
« e - subю, ... , e - bu b , н , e - 4b4, 1 + 1,bib4 e - bd bm ,...bu

e - Omm ,fømds, e - Omm bmo,
і
( , e e bm , 4-1 , e - , bm, 1+1 ,... ,

мм,
e

1
mm mm bmm ...

Але на підставі Наdа mаrd -ової нерівности, буде :

121 2X"
п .

204 2 |

- 2ai

19 1 < -->ы(1+2 aul )+ e -w ( ) Фав)Д{

+e-за (@% +ай +... + аг . + ...)

ХА?

Отже ряд

А?

збігається .

Розгляньмо тепер різницю :

т

( 1 AimAi

Д (1)

Ai

ДAim( 1-4 4 ( ) *т + 1

ү0 ( x) — уж ( x ) =( x)- ( - 5) ?(0) + $, фу °w)—! (x

- )"te) + 5.( ) )tw+ўyt° (24 )
Am ° ) А.

т

Ai

Д (0)

AiAim

Aim( 1б « ( ) —.%
Ai

Д
x)

i = k Aim( - ( )1 - т + 1

(

9

Зважаючи на збіжність ряду (240), третя з сум Σ останнього ви

інт + 1 ,

разу при досить великому т є така мала, як хочемо. Так само, на під

ставі (236) та (238), для всіх вартостей параметра , крім особливих , перша

сума при довільному, але незмінному к теж така мала , як хочемо. На

решті , щодо другої з цих трьох сум маємо :

2 2

5.(1 ) а ) rew)" < $ 1 ) - )) $ 1+ " + " <
А, Aim

ДА (0 - Aim
»

-

А,

Д ( 1

Aim

Дm( 1 i = k +
{ { x } ?

jak +1

т m

( 2
А?

1- 41 42(0 )Σ
Alm

1.Е+ Am(0 )

Se"( )
( )

+ х ;

irk + 1
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( 1 )

:

тут перші дві суми обмежені, а третя — для досить великого ќе така

мала, як хочемо. Отож остаточно з (241 ) маємо :

ү0 ( x) = lim y (x)( (242)

l =(1 = 0 , 1 , ... , k — 1)
або :

у (x) = bото( x)+ biрi (x) + .

у (x) = bo Po ( x)+ hipi ( x ) + . (243)

( k— 1 ( 1 )

у *- * (x) = bord- ) ( x ) + bipt- (x)+ ..*

Отож виходить, що коли функції Фі ( x ) е ортогональні і творять систему

замкнену, то розв'язка у (х) задачі (30) — (31 ) розвивається в абсолютно

та одностайно збіжний ряд із функцій

-

в(x,:) Ф4 ( ) а;
a

(i = 0, 1, 2 ,...) ;

цей ряд можна k — 1 раз почленно диференціювати .

Су чинники

bo, b , b ,,... (244)

цього ряду, очевидно, визначаються з нескінченної системи лінійних рівнань:

L boo+ bx + b2+ ... ] Ф , dx = f fФdx[ + s (245)

ь

4

0 2

[ ]

( i = 0, 1 , 2, . :)

з безліччю невідомих .

Нехай система (212) є не тільки замкнена, але й повна . Тоді, за пев

них обмежених умов щодо функції f (x), буде :

f ( x ) = b „ Ф . (x) + b ,Ф , (x) + byФ, ( x ) + . (246)

Звідси

М. [ 1] yь, ( х) — NLP] =

= yь. ( Фі — No { 1}
.( = ў был!.12.1

Скомбінувавши цю рівність із рівностями (243), дістаємо остаточно ще й

k) (x) = bor ( x) - bg (x) ++ .. ( 243 )

у додаток до рівностей ( 243 ) . Так, напр. , буде, коли функції є фунда

ментальні функції рівнання (220а) .

Ми бачимо, що, почавши з наближеного розв'язання задач матема

тичної фізики , наш виклад прийшов до точних розв'язок у формі рядів.

Ці розв'язки спрощують та узагальнюють теорію розвинень по фундамен

тальних функціях , що являє собою найістотнішу частину класичної те .

орії лінійних самоспряжених задач математичної фізики . Узагальнення

0

( к ) ( 2 )
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йде в двох напрямах : на задачі несамоспряжені та в напрямі великої до

вільности в доборі функцій та та Ф., що грають тут ролю фундаменталь

них функцій. У випадку самоспряжености довільність добору функцій ф

править за істотний засіб до спрощення, завжди бо функції е можна

мати в точному вигляді в скінченій формі, у випадку несамоспряже

ности — дає змогу поставити, в тій самій формі, як і для задачі само-

спряженої, задачу про розвинення розв'язки в ряд. •

$ 31. Інтеграл від Green - ової функції в формі нескінченної суми

та нескінченного визначника

Наближений вираз Гm ( x, € ; ) (формула ( 186) ) для Green-ової функції

має для випадку, коли функції Ф , є ортогональні тає нормальні, вигляд:

0 , е ( х ) , • • Фm ( x)ро(х) ,

Фо (3) , 1 + boo , bot ,

Ф, (€) , bio , 1 + b1,.

bom

Гm ( x , 6 ; 1)

1

Дm (M)

bim (247)

Фm (€) , Вто ,
bmt , 1 + ьт т

Розгляньмо інтеграл:

.

o , po ( x), . (x) , .

0 , 1 + boo , bot ,

• , Pm ( x)

bo

.

b; — 1 , т.

> ( 248 )

г

e
g

1

ГФ. ( ) d ==
Дm (1)

0 , b, -1 , o, b- 1 , 1 ,

1 , bo , bit,

0 , b + 1, o, b+ 1,1 ,

bim.

bi b + 1 , т.

0, Вто , bmi, 1 + 5mm.

Отже

үг.Ф.(c)at– злоу " Фо)
1

Дm ( )

)

( х ; )

(

а на підставі Hadamard-ової нерівности буде :

(249).

mi(г.Ф. (C ) a :ГmФ, (3) d; } < { t? (x) +3, + ь. +? . . + bs } М ?,

де множина чисел м е обмежена. Виходить, що інтеграл

т

Г2, d; :
2

г.- } г.Ф.()at j ' < max м ?- gettw)+ 2 , ) (250){ ( 26{ (т

е обмежений, як функція від т . До цього ж висліду можна дійти, помно

живши обидві сторони рівности (247) на Гm (x, € ; ) та зінтегрувавши по 3.
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Загальніше, помноживши обидві сторони рівности (247) на якусь функ

цію + (€) , шо інтегрується разом із своїм квадратом, та зінтегрувавши

по $, дістанемо, що визначник

0, фо (x) p ( x )

€ $ bomfe (6) Фь(6)ds,1+Boo,... , бр.

г.*(1)at- +(0)
1

Дm (0)Dm
ф ( 6) Ф. (€) dѕ , bо, bim1

(4) Фm (€) dѕ, bmo , 1 + ьттmm

є обмежена функція від т. Узявши зосібна

Ф (t) = 1 для t < 3

ф (t) = 0 для t> Е ,

дістаємо, що визначник

0, фо ( х), • , pm ( )

E

bom

( dt
Ф,(5)de , 1+bo,..., Бот.

Гm ( x, € ; ) d } =..:) во Ф. ( at .

5

d $

1

Дm )

$

Ф, ($) dѕ , bio , . , bm

Фm (€) dt , bmo, 1 +ь,ьт

збігається до нескінченного визначника :

0 , фо ( x ), . ( x ),

JФ%(€) d $, 1 + boo , bot ,
1

Дm (0)

ГФА (1) df, bro , 1 + b11 , . .

А що з другого боку (формула 192) :

E

lim

[ dг. - газ.

г
.

I
илм
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то виходить:

0, фо ( х), Фі ( х ),

E

Кл.сла -ды

JФо (€) df, 1 + boo, bot ,
1

А ) | ГФА (3) dѕ, bо ,( 1 + ь ,

s
(251)

Так само з формули (1924 ) маємо:

0 , р, ( x ) , ; ( х),

8 Ф , (0) d $ , 1 + boo , bot ,0

Ꮁ 1

d ; = (251 )
дх!

А (1) | ГФА (1) dѕ, b10 ,bio 1 + b11 ,

( l = 0 , 1 , .. k— 1 ).

Повторивши тут міркування попереднього параграфа щодо розви

нення в ряди функцій у (х), дійдемо висновку, що визначник ( 251 ) роз

вивається в одностайно та абсолютно збіжний ряд:

і гім,Г (x, ; ) d = Со (4) Qo (x ) + c ( ) (x) + С (1) фэ ( x ) + ... (252)

із функцій фs ( x). Цей ряд можна k — 1 раз почленно диференціювати :

$

д'Г ( x , $ ; 3)

dx '

( )

d ' = Со(€) 60 ( x ) + с (6) °(x) + Ca (6) ° ( x) + ... (2520)
(1)

(l = 1,2,..., k - 1)1

Так само, розвинувши визначники елементами першого стовпця ,
дістанемо розвинення вигляду :

$

4 ; ) dk = eo (x ) | Фо ( ) d€ + ei( x) | Фі (3 ) dk + ... (253)

E

(ги, ә1 0at

жардам -горла-его оста+ је

E E

д'Г ( x , ; )

- eod; = es? ( x ) | Фо(8) d + e ) ( x) | Фі (€) d + ... (2530)

(l= 1,2 ,. k — 1 )
-

.
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C

Особливий інтерес мае випадок, коли задача (30) — (31 ) е самоспряжена,

або коли бодай вираз М. [ ] можна дібрати так, щоб він був самоспря

жений, а його Green-ова функція G (x, 3) симетрична. Тоді бо, взявши за

функції я фундаментальні функції рівнання

М: [W] = pp,

а за функції Ф — добутки мре , де я е відповідні характеристичні

числа, 1 пам'ятаючи, що

0

ФФ, dx :

(i #j)

(i =ј)

(254)

0 ( i #j)

, -1{

-va

( м.htme,ar-1°

Фі у dx=,
1

( i = ))2

fi

[ ] Ф ,

(i #j)

( i = j) ,.

( 255)

матимемо:

1Ф. ( x)
1

0 , ДФ, (x) , 1 Ф, ( x) ,.
о

Фо ( €) , 1 + boo ,

Ф, (3) , bo, 1 + b11 ,

flom

bombo,1 ,

bim

Фm ($) , bmo , bmt , 1+ 6mm

Гm (x , $ ; 2) = ( 256 )

bom1 + boo , bot ,

610 , 1 + b11 , bim.

.

bmo , bm , 1 + bmn

Тут напевно матимемо

Гm (x , $; 2) = Гm ($, x; 3 ) ,

коли

p , by = pubв

Достатня умова для цього, як видно з формули (228) , е

N » ( Ф.] Ф=N ( Ф ) Ф,?

або

N [G (x , 3 ) ] = N ; [G (' , x)]
(256 )
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Отож у цьому випадку ми, замість рівности (256), можемо написати :

0 , Vpo po (х) , ve (x) , Vilm om (x))

vovo (6), 1 + boo , ✓/
fla

bot ,

ро VV/
p.m

bom

ро

.

Ү % г. ) . // ... / ь() Vom
о

Рет

p1

fm

Бnt , . . 1+ 6mm

Гm : =

(257 )

1 + boo ,
V/

felbona

V

flm

Ho

bom

flo

Vь, .
b10 , 1 + bus , у

flm bam
)

.

1

po bmo

/
1bnt ,

.

flm

1+5mm

Вт

Отже бачимо, що

Гm (x , $ ; 2) = Гm (£ , x ; 3 ) , (258 )

тобто функція Гm є симетрична функція аргументів x та € усякий раз,

коли правдива рівність (2560).

У частинному випадку, коли

N. [2] = 2,

Отже Ф , фундаментальні функції задачі (30) — (31 ) , і ця задача є само-

спряжена, очевидно буде :

2

b ) = 0 titj)
м

Отже формула (256) тоді дає:

Ф. (x) Ф3 ( )
Гm (x , ; 2) = —= ( 259 )

Х=— р ,--

2

bu

fita

У випадках , коли ряд

2

+..о +

Фо ( x) Фо(€) Фі ( x) Ф1 (8) Ф. (x) Ф. (3),
+

р. +
+ (260)

В. +

збігається , він дорівнює Г (x , $ ; 2) — вислід відомий.

Усі міркування цього параграфа та нашого способу можна було б

подати трохи загальніше, коли бумову ортогональности

Ф, Ф , dx = 0 ( і + j)

заступити трохи загальнішою:
>

jp x xТр(8)ФФ,(0)=0 a + i , P ( x) > 0 )(i
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$ 32. Теорема замкнености для Green-ової функції

У кожнім разі маємо :

E

т

lim

{le + ортогоо
д'Г

дх!

Ф * ( x) Ф1 (6 )

} * = 0+

(261 )

(l = 0,1,..., k— 1),

кщо є частинний випадок рівности ( 192 ) розділу II , 1 загальніше :

lim

је
д'Г ( x, e; 3)

дх! +3 Ф"( ) Ф.(0)+ (в.2) d = 0 (262)
толу

+ л

.

( 1 = 0,1,..., k – 1) ,

де + ( x, t) е довільна функція, що інтегрується разом із своїм квадратом.

Покладімо :

ф (б, у) = Г ($, у ; 3)

1 нагадаймо, що ге симетрична функція від (6, y). Тоді (262) перепи

шеться так:

lim Ф. (x) Фі ( у)
) (263)

( + Х) ?

т

{ па»(x,y; ) +$ РФ )}} = 0 ,
мном

де [2) е терована функція Г. Звідси:

т

lim Ф? (x)
г ) ( x, x ;) +2 ( + ) .{ » 8 3 -J

= 0 ( 264)
mo

Можна перевірити, що ця рівність є рівноважна з такою:

lim

іг( 8,5;2) — г. (x, 4 ; ) } * @z = 0
(265)

Справді, з огляду на симетричність функції г ( х, €; 3 ) та ортогональність

«функцій Фі (х) , маемо:

(г(х, ; 1) — (x, t ; } } *4 = і г ( x, ; ) (, х1 )4;+
m

т

+ .греке» ря
+2 (x, ; )

Ф. ( x) Ф. (8)
) )d; +

Ф ? (x) Ф? (0)
de

(4 + 1)

( 266)

+

т

Перший член цієї суми е якраз Г2) ( x, x ; 1), третій дорівнює

" ФФ ?

е ( + )?

Щодо другого, то, поклавши

ф (€, y) = Ф. ( )
=



- 91 -

в рівності (262), дістанемо:

Г
д'Г

Ф (3) dt =
дх!

Ф ? (x)

+4
(267)

i = 0 , 1 , .. m

m

I = 0,1 ,. . : , k - 1 ;l — 1 ;

а тоді видно, що другий член суми (266 ) дорівнює:

Ф : ( x)
2

в ( +4)?

Отже

( F (x, f; А) — г ) (x, 4 ; 5) } ? «= гог» ( x, x; 2 ) — % (x,x; 5).г t Г2) —ГЖ (268)

що й доводить рівноважність рівностей (264) та (265) .

Подібною ж викладкою можна довести цілу низку рівностей, подібних

до (75), а саме:

lim d'Гmi?
d : = 0 (265a)

дх! d x '

т т

д'Г

|
-

( 1 = 0,1 ,. ќ — 1 )

Ми доведемо їх у загальнім випадку, коли Ф , є довільні ортогональні

функції. Із рівностей

уe-r-ji : - ноя
у ),

дх!
f ( ) de

дх!
(269)

(

( l = 0, 1 ,. . . , k - 1 ) ,k—.

поклавши

f ( 3) = Ф. (6) ,
дістанемо:

Ꮁ lim
ᎧᎱ m

Фі (3) dk = Ф. (6) d ; (270)
дх! дх!

а

( 1 = 0,1 ,.

Запровадивши зазначення

k— 1 )

u ( x ) =
дг

дх!
Ф. (6) d ;

а

b

д'Гm

u2 ( ) = |: Ф. ( ) dk (271 )
дх!

I = 0,1 , ..., k - 11

i = 0, 1 , 2 , .
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запишемо (270) так:

u " (x) == lim USA (x):
ugh . (272)

ma

Завваживши, що

д'г. ,$;1)-22(8) Фc) (273)

( 1 = 0,1 , ... , k – 1) ,

покладімо в : рівності (269) :

д'Г (x, $ ; 2 )

f($) ;
дх!

дістанемо :

2

I asfa . Ўтолалын} 0

d'T

dx
ds : lim vf (x )um ( x) (274)

1(I = 0,1,..., k - 1 )k— 1
1

1

Тепер обчис лімо
1

2

I- Tra-ji ra- Ўието като Ўели ,се} .Σ 12() ету
д'Гд'г

дх!
d ; : d : 2 (x )

дх! дх!

а 0 10

З огляду на (274) , з цієї рівности дістанемо :
1

ъ

2 2

lim
ᏧᎱт

ᎧᎢ

дх!

д'Г,

дх!

d ; = lim=

7
> 0 (276)

т— лу дх!
c

Крім того, очевидно ,

12- « - » ў хату– « э)} "

ji : «»ўсечо!} {u

т

2 2

Ꮁ

dx '
> (277)

а 0

Із (276) та (277) маємо :

ь

д !Гm
2

аг агааt< Hm
т

д'Г

дх!
lim df < lim X ({ v} } (x)}? — { U (x)}?]

(278)

дх!
M ~ la )

a

( l = 0, 1 , . , & — 1 )

Відомо, що для досить великого значка i > k буде

1

( Un(x)}? < зве( т)

( u"(x)}?< 4+(т),

(279)

1

Ek т
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де зz (т) є довільно мале число . З другого боку, для даного k можна

дібрати таке велике число т , що теж буде, зважаючи на (279) :

1

Хttul2(8 ) ? — {u (%) 1 < + (т)
(280)

..(1 = 0, 1,..., k - 1)— 1

За допомогою (279) та (280) нерівність (278) перепишеться так :

lim

1( - )
д'Г

дх!

д'Гm

дх!
de < limex (m ) ,

тям-v

a

що й дає залежності (265а).

У загальнім випадку можна довести таку рівність :

lim r2= [2)

тау

та подібні ж рівності для похідних :

т
д'Г

дх!
( 1 = 0, 1 , . . k — 1 ).

S 33. Частинні випадки

Візьмімо задачу

у”— А (x)y = f (x)

(281 )

у (0) =y ( 1 ) = 0

на інтервалі (0, 1 ) , що за неї вже говорено в розділі ІІ . Нехай система

функцій Фі є

1 , y2 cos x , y2 cos 2 пx , y2 cos 3 пx, .

Вона є не тільки замкнена, але й повна на інтервалі (0, 1 ) . Лінійною

комбінацією з перших т +1. функцій цієї системи довільну суцільну

функцію на інтервалі (0, 1 ) можна представити з тим самим ступенем0

точности, що й многочленом т-го ступеня. Визначивши функції фі з умов :

ф – Ф.

Qi(0 ) = pi(1) = 0 (282 )

i(i == 0, 1, 2, ... ),
-

.

дістанемо :

.Р
О

ll

х2 — xх

2

C
N

рі = V2 .
1 — 2х - cos x

12

Ф2 = V2 .

1 - cos 2 пх

42

з = V2 .

1 — 2x — cos Зах

9-2



-

94

1

Отже

:
.у= ao po + aiрi + a2 2 + .

у = ao po + аар + а2 3 + .
( 283)

( у ”

у –- Що Фо— ај Ф
-

а ? Ф, – . . . ) * dx = 0

з останньої рівности випливае :

1

у ах — at + at + at +....dx = +=

отже ряд
І
М

?

Σαι

а

збігається ; а тоді перші дві рівності ( 283) дають :

(у— ao po — ўрі <
j - m + 1 i - m + 1

ma
amem)' < xat. Ў

мя

am em) ? < 2 at. $ ( )?мін ,pm « ў«< .(у— ao o — ..
Mim

ао
.

q ? ( 284)
im + 1 { }

m

де Мm та Mim е обмежені функції від т . Отож остачі рядів ( 283 ), коли

спинитися в них на т-му члені, є відповідно ступенів мализни не менших,

як числа

1 1

та

m2 т2

3 1

Можна було б зробити докладнішу оцінку цих похибок, але вони не мають

практичного значення, бо сучинники

ao, a , a2, ,

визначаються з системи безлічі лінійних рівнань, що є задача мало

приступна.

Можна було б тут за Ф , взяти Legendre-ові многочлени

dn

( х? — x)*
.dxn

Сп.. (r? —

(n = 0 , 1 , 2 ,...)>

Тоді функціями Фа, згідно з умовами (282), були б

х3 х dn-- 2

х”* , **** та с.
х2

23 6
dxn - 2 ( x® —x)п

(n = 2 , 3 , . )

Нарешті за ри та Фі можна взяти й фундаментальні функції задачі :

Ф"= p. Ф

Ф (0) = Ф ( 1 ) = 0 ,

(285)
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що дає :

Фk = y2 sin ппх

(n = 0 , 1 , 2 ,...)

Візьмімо загальнішу задачу

La [ i] = yar + A4 (x) y ?r= ) + . . + А , ( x) y = f (x )

у ( 0) =y ( 1 ) = 0

у(0) =y ( 1 ) = 0
(286)

у "-1) (0) = yr— 1) ( 1 ) = 0

на інтервалі (0, 1 ) . Спробуймо за ме [г] узяти простий вираз 2+) . Тодь

зразу видно, що , взявши

=

an

" den ( х – x)" ,

матимемо :

Ф. ( x ) – с

Рn (x ) — c - tte—ху"
dn 2

=
Cn

(х?

n= 2r , 2r +1 , 2r +2,..

при чу

фо , ф1 , . • ф2 — !

Фn

є певні многочлени відповідно ступенів

0,1 ,.0 , 1 , ..., 2r - 1
Узявши

= COS NTX ,

дістанемо т у формі суми :

( — 1) cos плх +++ (х) ,
(пn)

де , (x ) е многочлен ступеня не більшого за r . Очевидно, він обчисля

ється однозначно за допомогою узагальненої Lagrange-ової інтерполяцій

ної формули.

S 34. Другий довід збіжности шуканих наближень

Існування границь :

lim Y'm , lim y'm , . . lim yЖ-1)
( k

, т . ym>

талу там

ми доводили досі, базуючися на існуваннi Green-ової функції задачі

( 30) — (31), або на існуваннi Green-ової функції задачі (1 ) — (2) розділу I

та на основах теорії лінійних інтегральних рівнань. Тепер за допомогою

вислідів параграфа 27 щодо нескінченних визначників ми можемо цей до

від провести незалежно.

Нехай

Фо ( х ) , Фі (x), Ф. (x) ,... ( 287 )
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• е система ортогональних та нормальних функцій на інтервалі ( a, b , ) при

" чім ми тим часом не вимагаемо, щоб вона була повна або замкнена. Ви

значивши функції « з умов

M[ ] = Ф. (288)

(i = 0 , 1, 2 ,...)

та

k - 1

У' + ' (@) + 2 в/ 2(6)= 0
(289)

(1 = 0 , 1 , .. k — 1 ) ,

дістанемо :

ф: (x) = f a ( x, t) Ф. ( ) atG ( 290)

(i = 0 , 1 , 2 ,...)>

Доведімо, що для всіх вартостей параметра і, крім деяких виняткових,

сума

Уm ( x ) = am po (x) + a® ( x ) + ... + am pm (х) ,Фі + +

визначена зрівнань :

( т ) ) т )

it.ly. fix{ L (Уm) — f( x)} Фі ( x)dx = 0 (291 )

(i = 0 , 1 , ... , т ) ,

для

т - >

збігається абсолютно й одностайно до певної функції Y (x) :

lim ym (x) = Y(x) (292)

при чім одночасно :

lim ym (x) = Y ” (x)

(292a)

lim y = -1)( x) = x ^ - ^ (x),

та існує границя

lim J (у (x)] ? dxvocht ]?
( k )

( 292 )

m= ca

щоразу, коли сучинники

C

ao ( х), а ( х), ..., as( x), ,

виразу N O інтегруються на інтервалі (a, b) разом із своїми квадратами .

Цей довід уже майже закінчено в параграфах 29 та 30, але ми тут

про зедемо його трохи відмінно, щоб здобути вислідів глибших.

Нехай

ит + p = ym+ p - Уm= bo'p + bx +-Уm — + + om + p Pm + p (293)
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Замінивши в системі рівнань (291 ) значок т значком т +р, матимемо :

(291a)(Le [Уmbl - f (x)} Ф (x) dx = 0

(i = 1,1 , ... ,= 0 . , т+p)

Замість системи (291 ) напишімо таку :

{LLУm) —f( x)} Ф. (x) dx = 4 (2916 )

(i = 0, 1 , . . . , т +P) ,р.

де оче видно

во = E1 = Em 0

Доведімо, що

lim s2

т + 1 = 0
(294)

Справді, маємо :

т

-

-

аа а

т оъ 2

Сту= » ){AN [Уm)—t} Фm+)(x)dx =

– ({» No [G ( x,3 ) 2 ®? Ф.(1) d; —f(x)} Фm + ( x ) dx =bm ;

=0 N. [G (x, y) $ 6" Ф.(1) Фи + / ( x ) ;dx — if(x) Фи+(x)dx

Звідси, за допомогою нерівностей Cauchy та Буняковського, виходить :

city < 22г Хw")* 8 м . (0(x,2) Ф. (:) Фm+7(8)a ; ax} +(6!

+2•$ { }) )!"f ( x ) Фm + ( x ) dxc dx}

Сау «2»Хw")• $11ім.(а(я,2)Ф (6) Фин(8)Фах" +2x ? N G x $) + x d
/

+23 1 f(x) Фnt (x)dx}?

2

+
dx

аа

Звідси

т т

2

Emti N

аа

2

(295)

Алеж, як видно з розгляду визначників та застосування узагальненої

Наdаmаrd -ової нерівности, сума

Хь"(6{m ))2

е скінчена. Тому в формулі (295) сума

-Х (6$M )) ?

м. Кравчук— 1

Mm
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е обмежена . Щодо суми

g ім.( ;N [G(x, )] Ф. (1) Фm+ј(x)dk dx} * , (295 )
аа

то це є сума квадратiв деяких сучинників Fourier функції двох змінних

N [G (x, $)] у її розвиненні по ортогональних функціях :

Фі (6) Ф , (x)

у квадраті :

ахь, а < < ь

Через те, що подвійна сума
1

XXI w.tg(x,3) Ф (0)Ф(9)ағах ? < { N. [Q ( x, 9 )}*ax&:Σ jj
аа аа

збігається абсолютно, то сума (2950) іде до нуля при

тэм

Нарешті те саме треба сказати за суму
>

ў { f(x)Фm +7 (x )dx }* ,

бо вона є остача ряду :
1

girs) Ф. ( 8) as): < ir(8)axf ( dx

Отож виходить із нерівности ( 295 ) залежність ( 294). Віднявши тепер рів

нання (2916) від рівнань (291 ) дістанемо систему :

ь

Lх [ump] Фі ( x) dx = 4
a

( i = 0, 1 , .. тр), ( 296)

при чім

lim E =0 , (297)

а зосібна

во — E = = Em =-0.

Переписавши систему (296) так :

т

(298)
b . + 2 bn by = 6

(i = 0, 1, ... , т p)i

і дописавши до неї рівність :

bot (x)+ be + . . + ъm- pep (x) = ump (x)

(l= 0, 1,..., k - 1),0 1 )

( 1) ( 1 ) ( 1) (1)

(2
9
9
)

(

.
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визначимо з (298) та (299) :

o , p° (х) ,

0 , 1 + boo,

р
(1)(1) ( 1)

• , cm (x ) , Çm + ( x),р

bom ,

• , Фmp( x)

bo, m+1, бо, тр

1
Ump

.

Дn + p(0) 10 ,
ти-| 0 , bmo,

em +1, bmh, o ,

1 + 6mm, bm, m+1 ,

1 + bmb, m +1 , .

bm, m + P

bm + 1, mtpБm +1, т..

bm + p, mi 1 + bmp,mp

(300)

Вmp, bm,+ р, о , m, bmp,т+,

Dmp(х ;2)

Дm+ра)

( l = 0, 1,..., k - 1)k— 1

Нагадуючи, що існує

lim e - boo - b11 - . —Вm + p,m + p Amp (1)

треу

.

(301)

і застосовуючи Hadamard-ову нерівність до визначника

e -boo- 11 -...- m+ р, т-+pDp(х ; ),—m

що дасть

m + p

{ e –доо - 11- . бортуD4 (x ; ))' " | л , эх 4р ,+ + ) 21 2
( )

m+p

—т—

де

e - boo (1 + boo) ,
-boo

bro»
e20° ( х),

° (x) , e-bii bot ;

e - boobmp, о

e-b11 bmp, 1e - b11 bml ,

e +p (x) , e- n +p, m +r bo,m + р, ... , e - m +p,m +pbm,n +p , ... , e - m +p, m + r (1 + bm + p, m + n))х m р т p

бачимо, що

lim ( e- bo — ву. —... —Уm+p,m+rpy(x; ))?— lim x = 0Dm PDmp11
( )

ܶܐܶܨ -

= =

телу теті

Отже, коли границя (301 ) не е нуль, то :

lim [ + ? = 0,
(1)

lim ump= (0)

( l = 0, 1 , . k — 1 )

Звідси випливае існування границь (292) та (292а). Що останні постають

із (292) через диференціяцію функції Y ( x ), випливає з одностайної збіж

вости суцільної функції Уm ( x) та її похідних. Візьмімо під увагу, що фор

мула (300 ) є правдива й для

l = k ,
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і що лінійною комбінацією з рівностей (300 ) можна утворити рівність :

0 , Фо ( x) , ..., Фm(х ) ,) Фm + p (x)

0, 1 + boo, . bom , bo, mte

Ma [ump)

1

Amtp ( a)
bmo , 1 + ьтт, . bm, mtp

(302)0,

2m+1 , bm +1, 0 , . , bmw, m ) . bm+1 , тр.

ет-+ p , bm + p, o , ., 0 bn + p, т, 1 + bm+p, m + P

х

Із другого боку очевидно

М. [ump) bo Фо (x) + bi Фі ( x) + ... + bm +р Фm +р (х),

звідки

Šм :[ mr)dx = b;+ +7 + ... + вън,u mp
b tonte

b

= ( 303)

Отож із (302) маємо, помноживши обидві сторони на Mх [ump) та зінте

грувавши :

bo,

0 , 1 + boo, .

0," bm, bmtp

bo, m + pbom,

м:(в.)14х = ...о - , ,
ј ump ] dx

1

Дm p (1
bmo 1 + b mm, . bm, mto.0

+m+1 , bm + 1, 0,. bm , m , bm+1 , т + p.

ет + p , bm-+ р, 0, .p p,, bm+р, т , 1 + bm+ p, m + p

Em+1 Вmi + em+2 Bm2 + .+ Em +Emp Bmp ,êm Втр (304)

де

be, bm, bm+p

1 + boo , bom, bo , т + p.
.

1

bmo 1+6mm, . bm , m+p.
•

1

Bmi=

Дm-+ p (0)

Стр, 1 (0)

Amtp (a)

. . .bmw - 1, 0 ,

bmiн , о , .

Бn +1-1, т, .

bm++1, т,

bm + i - 1, m + p

bm + i + 1, m + p.

bm+p, o, bm-+ р, пm , .. 1 + bmp,mp

На підставі теорем параграфа 26, добутки

еe- boo — В11 -... — bmp, m + PCmp, (0)
-

00

та

е — boo — bi : -bm + p, m + p Amto ( )
.
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при

т 2

мають границі і ці границі є обмежені в своїй сукупності, отже для всіх

вартостей параметра і, крім особливих, буде

В КМ( ),

де м(1) e стале число, незалежне ні від і, ні від т. Тоді з рівности (304)

виводимо:

2

emti ,і м? (штр) ax } ? < M (1) - 2ах см() -
Отже

lim J м2 [ump) dx = 0 (305)
талма

Нагадавши зазначення (293 ), виводимо звідси :

о

2

м ? (Уд) dx+ м ( » ) dx — 2 м. ( y + 0] M. (Уm) dx < у.Тут

lim mm = 0 ,

або, застосувавши нерівність Буняковського,

-

а

2

2

ym-+
-

Пт

звідки існування

м:[w.max + м:[w.jax- zviм:[Удахім:IP-зах<dx+ ім ( 2 [ ] <+p ]dx [ym]dx

{ M ) dxViм:[wwjax - м [w.jax'< ya .VM? } ,

M [ )dx

lim fm [ym ]dxŚmią

lim S [y? (x) ] ” dx(

lis/Tм:І».jа.
Отож існуе

(306)

А що існування

(307 )і

а

( 1 = 0,1 , .. k — 1 )

випливає з рівностей (292а) , то, комбінуючи лінійно (306) та (307), виве

демо легко й існування границі (2926).

$ 35. Другий довід існування шуканої розв'язки

Міркування попереднього параграфа довели , що сума Уm, її похідні

до порядку k — 1 - го включно та інтеграл від квадрата k -ої похідної ма

ють границі. Але вони зовсім не показують, що lim ym є розв'язка за

дачі (30) — (31 ) , та це й не правдиво, взагалі кажучи, бо систему (287)

ми вибрали дуже довільно (вона могла бути не замкнена). Тепер ми до

ведемо, що ця границя справджує рівнання (30) щоразу, коли
стема функцій (287) е замкнена.

талу

си
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)

Перепишімо рівності (291 ) так :

{ м [ym] + N ( Уm) - f(x)} Ф. ( x) dx = 03N ( 308)

(i = 0 , 1 , ... , т)i

Очевидно ,

М.[ ym]= bmФо ( x) + . + ьж Фm(x)

Далі функція

AN [ Y] -f(x) (309)

інтегрується з своїм квадратом. Справді бо таку властивість мають

функції

а ( х ) , а2 (x ) , . ак ( х )

та функції

Y (x) , Y' ( x),. ү(k=) ( x )

Отже існують такі сучинники

„ т),am),..., от ,
( m )

що

lim J {N (Y] = f ( x) —a® Фо (x) — ..
( m( )

.

а ) Фm (x)}• dx = 0 ( 310)
талма

А з другого боку

lim ( Na [ Y] -N [y ]} = 0 ( 311)

Отже бачимо з (310) та (311), що існує величина am (х ), яка справджує

рівність :

lim (x)dx = 0
(312)

та вимогу

No [ym) –f(x) — от Фо ( x) -- . Фm ( x ) = an ( x )( = am

Помноживши тепер рівність (308) на

bm)+ mm)

та просумувавши по і від одо т, дістанемо :

( м. [ym) +AN (у») —f(x) } ( м . ( у ) +AN ( у ») — ау ( x)) dx= 0

( m) ( т )
-d

ъ

Звідси :

( [у.) — ) – (8)(L-ly )-18) ах тоТа

2

(313)-

Застосувавши нерівність Буняковського, легко дістаємо :

( <=Le [Уm) –f(x) } * < | с .(x)dx,

звідки, з огляду на (312) :

lim {L [ Уm] -- f(x)}? dx = 0
2

(314)
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Із нерівности (313 ), за допомогою нерівности Буняковського, виводимо :

.

{L [У]–f(x)} dr <it.ly. < / ь— ау(Ь — а) ? | a x) dx» 2
-

(a < xo < x < b)

Отже

lim { L [ ym) –f( x)} dx = 01
(315)

або :

х

:-1 ) --1 )

in { y - x) — уя-" (хо) +1(B,у=- (x)+ ... + В Уm ( x ) + 3N [Уm) dx} = 0,( 0

тобто :

ү- ( +- х-x)–(ж.) + (в,Y-(x) +... + в. Ү(x)+ N-In - f(x) dx = 0,(316 )
, [ }

де хо та хє довільні точки інтервалу (a, b). Для всякої точки х, де під

інтегральна функція

B,Үн (x) +... + B , Y (x) +AN ( Y) —f(x) (317)

є суцільна , рівність (316) можна почленно диференціювати, і вийде :

ү® (x) + в, Үt- ) (x) + ... + В+ Y (x) + N ( Y ]; - f ( x ) = 0 ,) Y

тобто

L [ Y } = f ( x) , (318)

отже в усякій такій точці функція Y (х) справджує рівнання (30). Оче

видно також, що Y (х) справджує всі умови (31 ). Щодо виразу (317) , то,

як установлено в попереднім параграфі, першi k його членів е суцільні

скрізь .а інтервалі ( a, b) ; щодо виразу N [ Y] f ( x ), то очевидно він

може мати перерви тільки в тих точках, де їх мають функції

,а (х) , ... , as(x) , f (x ) (319)

Отож остаточно функція Y (x) е розв'язка задачі (30) — (31 ) в усіх

точках, де сучинники (319) є суцільні , а загальніше в усіх тих точках, де

функція (317) суцільна.

Наведімо тут коротко інші міркування, що ведуть до того самого

висліду. Вони базуються на такій відомій теоремі : коли ряд функцій

v v4 ( x), 9, (x) , vs ( x),...

на інтервалі (a, b) має властивість :

lim

{ m- p ( x ) — Фm (x)}* dx = 0' =

для всякого р, то існує функція (х), що інтегрується разом із своїм

Квадратом і справджує рівність :1

Нm ( um (8) — т (x) = ax = 0

me

U

ъ
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Переписавши тепер рівності (296) так :

м [ump) + 2N , (штр)} Ф. ( x) dx = 4
(3.0 )

х

(i = 0, 1, ..., т + p)=

1 зaвваживши, що функція

am ( x ) = N [ump)

іде до нуля, коли

т ,

утворімо з рівностей (320) таку лінійну комбінацію :

{M [ump) + am ( x )} Me [ump] dx = bово + bв. +t
.

+ bm + p em- pх

Звідси ,
ь

M [u mp + + +ім:(ш.)jax-ум:(а.) ах eziejax< [ba + ba +... + Бирок

< / ge ya

m + p m + P

(321 )

А що

lim Ja (x)dx = 0
тал

lim

тvр

s2 = 0,
MN

то з (321 ) виходить :

lim S M [ump]dx = 0м ( = 0

або :

lim ( М ,[Уm + n) — М :[Уm] } ? dx = 0j *
талма

і остаточно

lim J { y ,(x) -Y (x)}^dx = 0( ye — Рече •тр
топта

Отже існує функція YE ( x), що справджує рівність :

алма

C

o

lim : { y = ( x2 – x +( x)} ^dx = 0,

звідки

Гr+(x) dx = ү = (x ) — ү(k=1»( хо)| Ye ү0-1) ru-

( a < xo < x < b)

Отже скрізь, де функція Үк ( х) суцільна, вона дорівнює үъх. Тепер ясно,

що функція Y(х) справджує рівнання (30) скрізь на інтервалі (a, b), крім

хіба множини точок нулевої міри. Але функція Z (х) визначена з рівнання

М. [Z] + AN [Y) =f (x)
( 322)
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ва тих самих граничних умов, що Уm (x) , справджує рівнання (30) і гра

ничні умови (31 ) цілком . Справді, сучинники

см. ( ) Ф.(x)dx

.

у функцій 2 та не відповідно рівні, отже

zt ) = 1 )

(l = 0,1,..., k - 1) ,1 ,

а тому в рівнанні (322) можна Ү заступити функцією 2 :

М. [ 2 + AN[Z ] = 0 ,

що й треба було довести. Маємо вислід :

Коли су чинники задачі (30) — (31 ) разом із своїми квад

ратами інтегруються, то вона має на інтервалі (a, b) одну

єдину розв'язку для всіх вартостей параметра і, крім тих,

що справджують різнання

А (0 ) = 0

Корені цього рівнання

o , , , , , ,

є характеристичні числа задачі (30) - ( 31 ). Поблизу точки

= 4

(i = 0 , 1, 2 ,.... )
маємо :

W ; ( x ) Whi (x)
2= ү= t t .

(X— м)ht (1 — 4)hi .

Запровадивши Y до рівнання (30) і поклавши у за ., дістанемо :

М. [Фkil +4 Nm [№ki] = 0

( k = hi , h — 1 ,.. 1 )

Розв'язки рівнання

M [E] + N [V] = 0

за граничних умов задачі (30 ) — (31 ) 1 за тих вартостей параметра I , коли

вони не е тотожні нулі , є фундаментальні функції задачі (30 ) — (31 ).

-

+-1

{

8 36. Узагальнена ортогоналізація

Очевидно систему функцій « (х) можна заступити системою функцій

(х) згідно з рівностями :

1

-

фо ( x ) = po (x)
ko

фі (x ) = k po ( x) + (х)

1

k ,

1

k,
фа ( х) = k po (x) + k?” №1 (x) +2 (x)

( 2) ( )

(323)

.

( ) ( т )
1

km
Фm ( x) = km) o (x) + km №t (x)+ ..x +km1 т - 1 (x) + pm (x )
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де числа km) визначаються з рівнань :

| Lg [ m] Ф% ( x ) dx = 0Ф.а

.

L, [ m] Фі ( x ) dx = 0Per

(324

L [Фm) Фm= ( x) dx = 01 )

( m = 0 , 1 , 2 , ... )

Визначник цієї системи лінійних рівнань щодо невідомих

km), km) ,..
( ( т )( т

km -1 (325)—

е

ь

а

[ L [ро) Фо ( x) dx , JL [en ] Фо (x) dx ,Le ]

( L+ [ ] Ф (x)dx, Lelen ] Ф. (x) dx,[ о ( La[

. . )ГL, [pm= ) Фо (x) dx

јL Ipm =1] Ф. ( x) dxLz
а

(326)

Le[ x dx ] 1-te] Ф.-(8)аѕ,it.l+) Ф.- (0 ) ax, . . . .lym-1Ф.- ( юрак. , [ 1 x) dx
а

А ми знаємо, що для всякої нехарактеристичної вартости параметра
2

та для всякого досить великого значка т цей визначник є не нуль.

Отже числа (325) є взагалі цілком визначені, аз системи (324) випливає:

| Le [ ф » ) M ( %) dx =0

ъ

j Le [Фm) M , [ ф ] dx = 0LE =
(327)

ГL MLE (Фm) М. [фт -1) dx= 0

(n = 0, 1 , 2 , . . )

Крім того , визначмо неозначений досі чинник km так, щоб було :

бLL: [ m] М. [ m] dx= 1 , (327 )
a

що зводиться на вимогу :

{ м} [ + ] +2N [+m) M (Фm] } dx) Netw =0
Звідси :

k I {k " Ф%(x) + ... + km2, Фm - 1 (x) + Фm (x) + Ne[ h m]] Ф.(x)dx1 }
( )

ст
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1я всіх вартостей параметра і, крім деяких виняткових . Коли функції

( x ) є ортогональні та нормальні, то

()

% = 1 +1 ( N»[k ” (x)+ .% ... +k==
+ESpm= (x) + pm ( x )] Ф» ( x) dxфты

м

оли б вимогу (3270) не можна було справдити разом з рівностями (327),

2 тоді існували б рівності :

3 ]Le [Фm) Ф, dx= 0

L [ ф ] Ф, dx=0

JL [Фm] Фm dx= 0 ,

тже було б :

b

Le (po] Ф.(x)dx, ...
а

5 L [em= ) Ф % (x) dx, JL [ m ] Фо ( x ) dxt.l Lult

Le•lre-) Ф , ( 0) ax , «IrelФ, (8) axdx [ mL№ [ ] dxL ( po] Фі ( x) dx , .

= 0 ,

b

JLe [PW] Фm (x) dx, L „ ) dx-17--1Ф.(хуах, Т.lva] Ф. ( арахLe (pm x)dxLx

супереч згадуваній властивості визначників (326 ) .

Отож існують дві системи лінійно незалежних функцій :

фо (x) , ( x ) , ф. (x) , . (328). .

ra

Що( x), ( x), №2 (x) , . ( 329).

цо справджують залежності :

M (ф») = +7 ( x ) (330)

(h = 0 , 1 , 2 ,...)= > 9 .

k-1

•40 (0) + Т ?0 (0) — о0(@ ! (331)

i = 0 , 1 ,..., k — 1

h = 0, 1 , 2 , .
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при чім система (329) є замкнена , 1 ' що для їх функцій правдиві т

рівності :

L (Фm] wo (x)dx = 0

JL [ m ] , ( x) dx = 0,1
=

(3

ь

т — 1

b

.

Le[m] Фm = ( x)dx = 0- 0

Lх [ m] Фm ( x ) dx = 1w =
( 33)

т( m = 0 , 1 , 2 , ... ) ,,

що їх зватимемо умовами взагальненої ортогональности .

Бажаючи заступити функції

фо , фі , ф2 ,

Фо , Ф. , Ф. , .

відповідно функціями :

фо , і , ф. ,

Фо , 1 , 2 , .

доведеться розв'язати одно лінійне рівнання, щоб визначити kg ", систе

"двох лінійних рівнань, щоб визначити к та ќ нарешті, систему

лінійних рівнань, щоб визначити km ,m , k"
( т )

kmet . Крім того, тре

буде добути т +1 квадратових коренів, щоб здобути ko , R. , .
1

Ці операції можна полегшити, коли шукати Фm (х) із рівности :

1

-m (x) = 420 (x) + * + (x) + .1 *) , +tm2 m -1 ( x) ,?
(32

вважаючи всі попередні функції :

фо ( х) , ф (x) ,. . . , фт -1 (x)

за вже визначені. Справді бо тоді система (332) перепишеться так :

— | Lх [Фm) Ұо ( x) dx — Kr» L ]$ 1x [ fo] Y. (x) dx

(1 )

( 2 ) ( 2 )
.

( т )
.

?

).

km

ъ

)
а 8

–Т.1-) , ( 8 ) ax — с.л.(0 ) ax +- L (Фm] x dx L-leJ*(x)dx +1" L.{%) , (x )dx) + ]m)
(33

6 b

(
- 7

а a

17),C® , .
Im),
т — 1

L» [ w ] Wт- ( x) dx =t®|Lel %)8m - 1(x)dx +... + +Фm-1 x zm) La [ ] + 1 L (+m-1 ] Фm- (ха

Звідси сучинники

)

визначаться легко один по одному ; а тоді km здобудемо з умови (332).

Долучивши до рівнань (334) рівність :

t ) o (x) + 1 *) (x) + . + 'm=( x) + pm ( x ) = Ит ( х ),
km

1
( т ( т )

т- 1
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-
-
-

станемо :

— pm( х ) ,Pm фо ( х) , (x ) , Фm= ( x )

6

m- 1 т - m

а

Ғm [ фо]Чm- ( x )dx, L.(Фо)№n-f(x)dx, Lijn-1(x)dx, ... , Lten- v-(х)ах$ | ]Ұm JLIm 1] 1

ч х Lolm: x.-48) ax, ft- l +J. (9) ax, f.lvje. ( х)ах, ... ,L ( -

о

-0,
о

. -

. ( x) dx, | L [ +0 ] , (x) dx , 0 , о

а1. ) - )

Т -1%) .(x)ax . . . .- ). ( )dx Amte)–[ * L ( Ф - .

о

L [ о] dx

1

фт (x =
km

Pm ( х), фо ( х), Фm = a ( x )

b

Le fem ) - ( x ) dx , L (+) * -(x)dx, .m 1 0[en] , | L | Фm-i]*m-a (x) dxLa –. m--1

а

b

Lх (Фm] Wn-2 ( x ) dx , JLE (фо] Wn - s ( x ) dx,., 0
(335)

m

а

5 ь

Lz [ = m] v )dx, L.(4.)To(x)dxx) , [
0

0

a

о

явімо, що за граничних умов нашої задачі, для функцій у та г справ

жується тотожно рівність :

-lb м. E - 1.2Ś L« [y] Ma [ z] dx = S L [2]M2 [ y ] dx (336)

егко , напр. , переконатися, що так буде, коли сучинники виразів La

в М. О ] сталі , а згадані граничні умови мають вигляд :

у (а) = y (a ) = ... = y(h—1) ( a ) = 0= -

у (b) =y (b) = . .y = y(t - h -1) ( b) = 0

Тоді й виходить :

Le [ d] ,(x)dx = L [? + (x) dx (337)

ь

а

що

* (338)Lz [ ] , ( x ) dx = 0

(i> ј) ,

О, зважаючи на (337), ця рівність в правдива взагалі для

ifј ,
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РОЗДІЛ IV

Наближене розв'язання систем звичайних лінійних диферен

цiяльних та інтегральних рівнань

8 38. Система лінійних рівнань із сталими сучинниками

та її Green-iв тензор

Візьмімо систему диференціяльних рівнань :

Мје [2 ) = 2 + Bir 2 + B12 Z2 + ... +В+ 2= Fi (2)= B1 21 22 Bit

М. [2] = 2 + B, 21 + B22 22 + ... + Bь2= F. (2). + =
( 347)

Me (2) =2+Вын 21+ B222+ .kac . + Bre 2x = Fe (2 ) ,

де ві, є сталі числа , 1 пошукаймо на інтервалі (a, b) ту її розв'язку :

гі21 ( x ), 22 ( x ) ,..., 2x ( х),

що справджує на кінцях а та ь лінійні однорідні умови :

( 1)

«9 г. (@) + в г. (6) = 0
g " za b

« ° = (0) +ў в ° = (b) = 0?
(2 )

а
(348)

( t ) ()

о: г. (а) + 2 ° z (b)= 0Е

Частинні випадки цих умов є умови Cauchy :

21 (а) = 22(a ) = . = 2 (a) = 0 ,

умова періодичности розв'язки :

гі (а) гі (b)

22 (a) = 22 (6)

2. (а) = 2 (6)b

та інші, що трапляються в застосуваннях .
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Відомо , що система (347) має загальну розв'язку типу:

21 (x) = Ci uzu (x) + С, 12 ( x) + ... + Cruit ( x)x

2 ( x) = C u1( x ) + Ca u22 ( x) + . +C uze ( x ) (349)

2 ( x) = С Их (x) + С , Иn(x) + ... + Crus (x),)

де

Uli, Uzi , O Uti

(i = 1 , 2, k)

є частинний інтеграл однорідної системи :

и + B1 , , + B2B2 + . + Bik up = 0

и + Ви + B22 + . + Bize UK = 0. =

(350)

2

CK

и + Вени, - Big uz + + Bek ux = 0 ,

асучинники

) .с , с. ,..., С.

є функції від х, що справджують рівнання :

С(3) и (3) + c (3) u12 (€ ) + .. . + Ct ($) uz ( ) = F ( )= 6

с ( ) и (3 ) + C (E) 2 ($) + . : + C (3) Lak (3) = F. (3 )

(351) ,

С (6) uni (3 ) + C (€) uka (3 ) + . + Ct (3 ) Ике ( :) = Fe (5)-

Запровадивши
зазначення :

У (Е)= C (6) ust ( x) + c (€)42 (x) + .. +C ( ) иіх (х)+ Uik

( i = 1 , 2, . k ) ,

виведемо з рівностей (351 ) та (352 ) :

.

(352)

!

0 , u 1, ( x ) , иі? (х) ,

F1 ( $ ) , uz (€) , и12 (€) ,

F. (Е) , uz ( ) , из2 (€) ,

lik (x)

илк (€)

U22 ( E)>

Fk ($) , uka (6) , uka (€) , ukk (8 )

yir ( ) =

п , (3). .41 ( ) , 12 ( ) ,

и24 ( ) , Е22 ($) , > ust (3)

ust (3 ) , и (6 ) , . ukt ( S )1

АМ , Кравчук :
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.., И '.ust (x) , ... , uk( x) изи ( х), ..., ust ( x ) и ( х ) ,

и21 ( ) , ... , uz(6) un ( ),... ,uk (6) u , 1 (5 ),

Fa (5) ss(6) , ... , Из (€) —F (3 ) изя (€),..., ust (8) + ... + (- 1)* - Fr ($). ust ( ) ,

..., tk :

... , ик"

uki ( ) , ... , Иkk (5) Иer (€) , ..., ukk (6) Uk-1,1 (E ) , ... , U*1 (

и 1 ( ) ,..., uk(3)

124 ( ) uze ( )
(353

uk ( , ..., ukk (6)

Зазначмо для скорочення :

4: 1 (x)

и ( 3) ,.

, ... , uіt ( x)

uk (E )

и; - 1,1 (€) ,..., из -1, Е (5)

иј + 1, ( G ) , ... , из +1, k ( 3)

ust (5 ) ukk (3 )

Gy (x, 3) = ( — 1 ) -1 , (354)

иun( ) ,... , uk(3)

uz ( ) ,..., uz (5)(3

Их ($) ,... , ukk (5) |

) ,( i , j= 1 , 2 ,
•

де знаменник, як відомо, є не нуль.

Очевидно

[G., ( x, 3)] = 0
(355)

2

для

ifi

та

( 356 )
[ Gif (x , $)) - = 1

Із рівностей (352) та (353) маємо :

2 =fa. (x , 3) F, (3) 4; + ... + jaas(x, :) F.(:) ; + D, uz (8) + .d x x

а

. + Duk(x)
(357

(i = 1 , 2 , ... , k ) ,

де сталі числа

D , D , ,..., Dк (358)

{
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треба дібрати згідно з умовами (348), тобто з рівнань :

Ўр.[Q ” ш ( а) + .
( 1 ) ( 1)( )

. + a * uki(а) + в ин (6) +
( )

+ в * Bri(b)) =Uki

къ

Уf h }} (x , 3) F (6)d:

(1 ) ( k ) ( 2 )

SD.[49 ил(а) + ... + a® uz:(а) + 359 us ( b) + ... + в и ( )) =+32 uki b =

$ Fj h ?? ( x , 3 ) F (6) d ;

(359)
( 2 )

( 1)

Уря (а ин (а) + .
( 1 )

+ a * ик: (а) + ° us (b) + .. +- в ин (b)).6 ] =Uki.

кь

( )

2 ) h * (x, E ) F (3) d ,
= 1 а

де

t ' (x, :) = в Gui (x , :)
(360)

Визначник системи лінійних рівнань (359) щодо невідомих (358) є добу

ток із матиць :

а ,
(1).
ai ) • , а * , pf1 ) ,2 » р *

, B%)а) , .
( 1 )

. , а ,) е !
.

(361 )

( 1 ) ( 1 )

, %)
a, , P, е• , аk »

та

.и ( а ), . uki ( a ) , 11 ( b),. 1 ( )

u12 (а ),. ue( а) , u12 ( 6) ,. Иk2 (6)

(362)

lik (a), . Иkk (a) , us(b ),. . , ukk ( 6)

Перша з них, очевидно , має ранr k . Щодо другої, то сучинники В ,

системи диференціяльних рівнань (347) можна дібрати так, що всі ви

значники k-го порядку матиці (362) будуть лінійно незалежні . Справді,

нехай

ust ( x ) = -1 e” ,

1,2 ( x) = e' ' , uz (x) = rе'ѕе .
М12 122 "

Иk2 (x) =re's®

(363)

12

ин (х) = ее, в. (x) = ne" ..
k

-1

lik ( x) = e'k* , uz (x) =re"k ”, Ukx ( x ) = r - 2"**: еra
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Тоді система ( 350) має вигляд :

uí = 42

и, з= us

uk -1 = UK,

1
и ( х ), 1 ,

u (x) , ri , rk

—

= 0

ue (x) , r- ,.
rk !

их , ri ,

Узявши числа

ri , f2 ,.. rk ,

як незалежні змінні , бачимо, що лінійна залежність між визначниками k

ступеня матиці (362 ) вимагає одного з двох :

1 ) або лінійної залежности між елементами якогось (напр., першої

рядка цієї матиці , чого нема , зважаючи на добір (363), бо функції змінногі

era, rera, . rk -1 ета, еъ, re "),... , rk - 1 ero

є лінійно незалежні ;

2) або лінійної залежности між визначниками якихось k— 1 ряд!

цієї матиці .

Ця остання можливість вимагає тоді лінійної залежности між визн?

никами з якихось k — 2 рядків нашої матиці, і т . д. , аж поки дійде

до вимоги лінійної залежности між елементами якогось рядка цієї мати

що, як зазначено, неможливо, зважаючи на добір функцій (363) .

Тим часом добуток із матиці (361 ) та (362) є якраз лінійна комбінат

з визначників матиці (362 ) . Отже він — не нуль.

Отож можна на безліч способів добрати сучинники .

системи (347) так , щоб задача (347) — (348) мала одну і тіль !

одну розв'язку.

Зважаючи на (357 ) та (359), цю розв'язку можна записати так :

2

x k Е

(3

а . а 1--ГУ «.У sa (x, 3 ) Fr ( 5 ) d + yili (x, :) F (6 ) d ;d F

(i = 1, 2,..., k ),i 1 ,

де функції

jil (x, $ ) ,

як видно з (354) та (360) , є суцільні на інтервалі (a, b) .

Запровадивши теrер зазначення :

Cut (x , 5 ) = git (x, $ ) + jil (x, 3)- $ (EK x)

Gi (x, 3) = jil (x, $ ) (> х ),

Gil ( ,

( 36
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маемо :

b k

24 = 2G)( x,3) F (3) d;2 а (366)

( i = 1 , 2 , . k)

скрізь на інтервалі (a, b) та на його кінцях. Тензор

G11 ( x, 3) , G12 ( x, 3),. Git (x, 5)

Go1 (x, 3 ), G2 (x, $), . Gok (x, 3)

.

.

Gи (x, $ ) , G2( x, $),. Grk (x, 3)

звемо Green - овим тензором задачі ( 347) — (348).

8 39. Властивості Green-ового тензора

Нагадавши рівності (355) та (356), бачимо, що функції

G; ( x, 8 ) ( i + j)

є суцільні скрізь на інтервалі (a, b) , як функції змінних х та 3. Щождо

функцій

Gi (x, 6) ,

то в точці

Вони мають скінченні перерви .

Доведімо , що кожен стовпчик Green -ового тензора справджує всі ті

самі граничні умови, що й функції 24. Справді, з (366) маємо :

ь к

( 1) ( ( 1 ) ( 1)

(G9 Gla, t) + . +49 Gr (а, 3) + a ( b, :) + .

+ p Gr ( b, E) ] F (5) d = 0 (367)

(1 = 1 , 2 , : : , k)

А що, як видно з нашої викладки , функції Gy(x, $) не залежать від

функцій F (€), то можемо тут покласти :

F5(:) = a Gj( а, ) + ... + 1 ° Gк (a, t) +e avy (b, 3) + ... + e 'axy(6,3) (368); + pg at b

( 1(j = 1,2, ..., k )

і тоді з (367) та з суцільности функцій (368) вийде :

a Gy(a,t) + ... + a: ax, (а, ) + 2 ° Guy ( b, 3) + ... +10 at ( b, 4) = 0 (3684)2. +9а +32

( i = 1 , 2 , ... , Е) ,j ,

що й треба було довести .

Доведімо ще, що система функцій

G, ( x, $), Gos (x, 3 ) , .. ary (x, )

аргумента x справджує систему рівнань (350) скрізь на інтервалі (a, b ) ,

крім хіба точки х = $.

-
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k ь k

Переписавши рівність (366 ) так:

24 = Хаа, ( x, ) Fi (8) « + Г Xat ( x, 3) F (1)d ;; Easy :

тa пpoдиференціювавши по х, дістанемо :

2

E о

dzi

dx .

дGF, ( 0) d; } }
дGij F (6) d + .

-

дх дхa

+{ $ aF,0). - { $ar(o) -..,G ( E) Gij Fi )

або ,

dz — да , Fy(6) d: + F.( x) (369

dx дх
а

в усіх діточках, де функція Fi (x) є суцільна. Комбінуючи рівності (369) та

(366), дістанемо :

UNS

о

agi)

+ BaGii +
дх

+ Bik Gк, ) Fi (c) d =0о .) Е ()
Звідси, поклавши

F (6) =

дGiy

+ Bi, Gi + ... + ВікGьј,+
дх

виводимо для всіх точок, де функції G , (x, $) , як функції від $ , є суцільні ,

рівність :

дау ( х; $)
+ Bit G4 ( x, $) . . + Big Gey (x, 3 ) = 0 (369 )

дх

(i = 1 , 2 , ... , k)

Отже ця рівність правдива скрізь на інтервалі (a, b) , крім хіба точки :

=

У випадку задачі Cauchу, коли граничні умови мають вигляд :

z (a) = 2. (а) : 2. (а) = 0,
-

. .

можемо взяти :

Е) ,
)

.

Bij = 0 (i, j = 1 , 2 , ..

a Green- iв тензор задачі (347) — (348) має тоді вигляд:

x— $
+1 0. 0

| x — 3 |

2

x — $

+1

0 , 0

2

x — $
+1

x — Ё | 1

0 , О , 2
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Той спосіб конструювати та доводити існування Green -ового тензора ,

що його подано в попередньому параграфi, без змін переноситься на за

гальний випадок, коли сучинники ві, системи (347) можуть бути змінні .

Треба тільки вимагати, щоб задача Cauchy для цієї системи розв'язува

лася і щоб ранг добутку з матиць ( 361 ) та (362) був k.

8 40. Існування розв'язки у системи лінійних диференціяльних рівнань

за довільних лінійних однорідних граничних умов

Візьмімо довільну систему зRлінійних диференціяльних рівнань 1 - го

порядку.
Їх

можна записати в формі :

Ljx [ y] = Mx [ y] - à N1w [y ]= f1 ( x)

L2x [ y] = M2x [ y] - N2x [y] =f (x)

(370)

1 Lke[ у ] = Mх [у] — АNex [ у ) =f (x),

де і є числовий чинник, а вирази Nim [у] мають вигляд:

Niz [ ] = as (x) + а2 ( x) у2 + . +dik (х) ук (371 )

( 1 = 1,2, ... , k )

Лишивши тим часом чинник і неозначеним і обмеживши функції ау (x)

вимогою , щоб вони інтегрувалися на інтервалі ( a , b) разом із своїми ква

дратами , доведімо таке твердження :

Задача

L [ v ] = f (x)

Le [У] =f (x)
(372 )

( ) ( 1 )

Line [ у] == f (x)

+ a * ук (а) +ya (b) +

+ * ук (а) + 3 °у. ( 6) +

а ул (а ) + .

ауі(а) + .

.

+ 3 * ук (b) = 0

+ в ук (b) = 0
.( 1 )

.

( 373 )

( 1) ( ) ( t )

Уkа у (а) +... + a * ук (а) + 3 °у (b) + .уч + в ук ( b) = 0

має на інтервалі (a, b) одну і тільки одну розв'язку для

всіх вартостей параметра ., крім деяких особливих .

Справді, розгляньмо систему лінійних інтегральних рівнань:

у ( x) = 2а /(x, 3) Ny :[ У] d : + 2ay(x,3)f (6)dха" ) ; ўay в #

У : (x) =| Eas, (x, t ) N/f (y) d + Xay( x,3)/ ( ) at,3 ] ; 1 ( 374 )

а a

ъ k

a а

Уk (x) = avy(x, 3) N/t[ ] d : + 2aef(x,3) ,(:) ds,Eas v 1 xas / a
)

а а
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що випливає з задачі (372) — (373) . Як відомо, ця система має на інтер

валі (a, b) якраз одну і тільки одну розв'язку

1 , У2 , ... , Уk

для всякої неособливої вартости параметра ..

Доведімо, що ця розв'язка і в якраз розв'язка задачі (372) — (373) .

Із рівностей (374) через лінійну комбінацію маємо :

а " у (а) + +a * ук(а) + в ул ( 6) + ... + e®y (b) =° b
(k )

:

= 3+4 ° avy(a, ) + ... + a2 ava,:) + BR Gy(6,1) + .
{ * Gр ( b

. + 3 * a , b,:)} { N }; () + f/ ( )) ds ,

що, зважаючи на ( 3680), дає рівності (373) .

Далі , розписавши рівності (374) так :

( 1 ) ( )
.

( k )
.

( )

ј

Yr ( x )

а

.

ал(x,1) { if (9 ) +10 ( 6)} + I2 (x,:) ( Nt [» ] + f ( ) «
:) iN »] +5 ds Gh A x dị

l(1 = 1, 2 ,..., k )

тa пpoдиференціювавши їх по х, дістанемо :

зі ( ) – ( 0 ) (x, y) {int1+1,8) } +у x = 3 ] N [ у] f (x +

ЈЕ+ l a ;

E = x + 0

joc
Grex — 0

bk

дау (2N , [ у] + f) ( ) d$ (375)

дх

G ) (x, x+ 0) — ау (x, x —0) = {

.

Нагадавши, що

1 +0

( l + j)
Cy (x, $) - ) , =

1 1 (l = j)

та скомбінувавши рівність (375) з рівностями (374), дістанемо легко :

Mix [ у ] = Niz [ у] + fi (x)

(l = 1,2,..., k ),

тобто (374).

Отож функції

у (х ), y2 ( x), ... , ук ( х),

визначені з системи (374), являють собою розв'язку задачі (370) — (371 )

в усіх точках інтервалу (a, b), де сучинники ај (x) е суцільні . Другої

істотно відмінної розв'язки

Ү4 ( x), Y2 ( x), ... , Үк (x )

бути не може, бо тоді система функцій

81 = yi — Y,

42 =y2 - Y.

ôt = " k - Yk
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справджувала б рівності :

(x) = 2 а , (x, t) 3 (6) d ;
а ја1

0 k

32 ( x ) = A JEG2, (x, 3) 3, (6) d;x
a

ак (x) = 2 avy ( x , :) 8 (8 ) ds,)
(1

звідки

31 = 32 :
.

= 3k = 0

$ 41. Повні системи функцій, що справджують завдані умови

на кінцях даного інтервалу

Нехай k-кратна система функцій змінного х :

Фіо, Ф11, ..

Ф20, ф.1 , . , Фрт ,

(376 )

1тm 2 :

... )

Ф0, Фа ,..
Фkm

є замкнена на інтервалі (a, b) , тобто нехай для всяких к функцій

F ( x ), F ( x),..., Fk ( х),

що інтегруються на тому інтервалі, minimum виразу

1 (t , t ,...,
tm) = 2 { Fo ( x ) — to Фо( x) — .— —-... — tm Фjim (x)} *dx- )} (377)

1

іде до нуля разом із Нехай функції кожного стовпця системи :
m

910, 211 , . . фіт,

T20, 21, .
.

» 2т,
. .

( 378 )

СЕ0, C1, . pkm,

справджують на кінцях інтервалу (a , b) наперед дані однорідні лінійні

залежності :

k 2:

2. Щm (а) + S Pem ( b) = 0
( 1 )

k

( 2 ) ( 2 )

У«Р'em(а)+Х 7'ет ( 6) = 0
а + b

(379)

$ » = о
( k ) ( 2)

а * Фm(a) + SE, m (b) = 0
jeet

1

(n = 0, 1, 2 ,...)1 ,
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та якісь диференціяльні рівняння типу :

M , [pm) = pin + В, pin + .

Mar [en] = ppm + В, pin + ..22n

+ B, pkn = Фін

+ Byk pn=
-

2n

( 380)

Max [ ]Mer [en] = "t + B1pm + . + Фін+ Bek pkn =

(n = 0 , 1 , 2 ,...)=

Слід зауважити, що функції (378 ) завжди існують, хоч би як було

дібрано функції (376) , бо в системі лінійних диференціяльних рівнань із

сталими сучинниками типу (347) :

М ; [en] = Фіп

M2x [ en ]= Фn
(381 )

Mkx ($n ] = Φα

можна, як показано в параграфі 38, дібрати чинники В, так, що її

інтеграл

“in ( x)

Ф2n (x)

:

fan (x )

справджуватиме умови :

? +
(і)

Фm (a) + se ,*m ( b) : = 0

>

-

(i = 1,2,..., k )

Отож функції завжди є змога визначити з рівнань типу (380) на

безліч способів, відповідно дібравши сучинники тих рівнань (практично —

в формі сталих чисел ) . Щодо системи (376) , то її можна, напр. , ви

брати так :

1,0 ,. .., 0 , x , 0 ,.. 0 , х ”, о , .. ..0, x3, 0 ,...

0 , 0 , х? О , о , х3 ,х3 , ..

(382)

0 , 1 ,. 0 , 0 , x ,. о 0 0 ,. .

>
.0,0 ,. 1 , 0 , 0 , х , о , 0 x ?, 0 , 0 , ...

. Тоді кожна з функцій үн буде проста комбінація з експоненцiяльних

функцій та степенів змінного х. Але можна зробити й навпаки , а саме

зразу утворити систему функцій (378) ; коли, напр. , її збудувати з усіх

многочленів, що справджують умови (379) , то її можна звести до ви

гляду :

210 , 211 , ... , 1, k- (х — а )( x — b),0 , ... , 0 х ( х — а) ( х -- b), о , ... ,- (
0

Ф20 , P21 , . . , Ф2 , - | 0, ( x — а) ( х -— b) , ..,оо, х (х – а ) (x — b) ,.—
0

»
.

010

.

фko , pk1 ,..., , но, о ,.Сk E 0 . , ( x — а ) (x — b) | 0 , 0 , ... , x ( x — а) (x—b)— —
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х*( x — а) ( x — b) , о , ... , о

0 , х ? ( x — а) (x — b) ,. 0

х3 (x — а) ( x — b) , 0 ,.

0 , x3 ( x — а) ( x — b) ,. .
-

Чsi ( x)

0 ,О , о , ... , x ( x — а ) ( x — b ) 0 , 0 ,

де функції

(383)

(i = 1,2,..., k, j = 0,1,..., k— 1 )

є всі ступеня не старшого за 1 ; справді бо, тоді всяку систему функцій

F (x) (j = 1 , 2 , ... , k) ,>

що інтегруються на інтервалі (a, b), можна представити так :

MAz [0] = F ( x )

М2 (0) = F. (x)

Мkz [0 ] = Fk ( х) ,

де функції 6, ( х) справджують умови (379), при чім

lim min| 9, (x) — thes (x) — . Ет Фm ( x ) = 0 (384)

lim min 1 4 6 (x) —tier (x)— .{ , then tm pm (x) } * dx = 0јт
M

(j= 1,2 , .. k),

і тому за Фк можна взяти вираз :

Фs (x)= Mј% [2] (385)

У випадку, коли всі чинники В, е сталі числа, функції (376) будуть

тут многочлени , якщо в многочленній формі вибрано функції (378) .

Нарешті припустімо, що за умов (379) можна систему рівнань (386)

дібрати так, щоб її Green-iв тензор :

G , (x, E) , G12 (x, $) , . Gк (x , $)

G ( x , 3 ) , G22 ( x, 5) , G2k (x, 8 )

(386 )

>

. .

>

Gи (x,3), G2 (x, ), ... ,$ , Gkd(x, 5 )

був симетричний . Тоді за функції Фі можна не раз узяти просто е , коли

визначити їх як фундаментальні функції задачі :

M, . ( ) = p 1

Мух ( ) = p 22] =

(387)

с

-

Мk [?] = p.Сk ,

за умов (379) . Треба тільки , щоб ні одна з особливих вартостей пара

метра р. не була нуль, що легко здійснити .
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8 42. Форма наближеної розв'язки

Нехай треба зінтегрувати систему лінійних диференціяльних рівнань:

L, [г] = M [ z ]— N1 [ ] =f (x)

L2 (2) = Mar [2] — N2 [2] = f ( x )=

( 388 )

Lke [2] = Mer [2] — New [z] =f (x)

за однорідних лінійних граничних умов :

к

( 1)

а) г, (@) + Х в г (b ) = 0

« г (а)+ 2 ?? < / ( b) = 0г г
( 2 )

а гі
(389)

к k

( k

) г ( а ) + 2 * 2 , (b) = 0
=

на інтервалі (a , b ).. Знаючи , що ця задача має одну єдину розв'язку

( 390)г. (x) , г. ( x),. г. (x) ,

пошукаймо цю розв'язку наближено в формі :

( т ) ( т )

21m = a " P10 + a pin + . + am " фіт

( т )

+ am” ф2т22m

( )

:

( m )
- ао " Ф20 Тат).

Ф21 + (391 )

( ). ( т )
. . .

( т )

2km = a " pko + ampki+ . Tam” фkm ,

визначаючи сучинники

zem ), а1

із рівнань :

Ljx [zm] -- f;(x ) } Mjx [fo] dx =0

( т )

ао 9

( m ) ( т )
am

bk

{ Lје [2m) f ( x) } ме [ ] dx = 0 ( 392)
a

х

{ Lim [en] —f (x) } M w[' m]dx = 0,jх

а

або, що на одно виходить , із рівнань :

b k

{ Lје [zm) — f (x) } ФА ( x ) dx = 0 ( 393)

a jeat

(i = 0 , 1 ,..., т ),

де функції лі, Фі взято згідно з указівками параграфа 41 .
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У наступнім параграфі буде показано, що для досить великого значка т

функції (390 ) довільно мало відрізняються від відповідних функцій (391 ) .

Але вперед ми повинні були б довести, що система лінійних рівнань (392 )

або (393) щодо невідомих а т) не є суперечна і визначає цілком ці сучинники .

Для цього заступімо цю систему загальнішою :

$ { м} [2m] — AN ) [zm ] } M је [р ] dx = 01 jx (394)
а

(i = 0, 1 , .. m)

або, що на одно виходить, такою:

b k ъ

Le I=1Ф , (0) as - Si (0)Ф , (0) ax[ x dx= ( 394 )

(i = 0 , 1 , .. m)

Система (394) зводиться на (392), коли = 1 , і має визначник Дm ( .. ) ,

що для A = 0 дорівнює :л

k ь k

Фjm Фp dx
1 а

ЎФФоdx, SiФФоdx,

ЎФФn dx , УФ, Фndx,

܀,

܀

ъ k b

Σ / Φ,ј0 11
im Фn dx
jm

k b

Хі ЎФ . .
јФФmdx, У ФФmdx, ЕЈ ФmФmdx
а

j 1

Цей останній визначник міг би бути нулем тільки за умови , коли б

між стовпцями системи функцій (376) була лінійна залежність, чого завжди

можна позбутися. Отож рівнання

Да (1) = 0

має щодо л найбільше т коренів. Тому для всіх досить великих вар

тостей т можна вказати таку вартість параметра , довільно близьку до

= 1 ,

що буде :

Дm (0) + 0

Отож, коли взяти замість системи диференціяльних рівнань (388)

систему

Мjz [ ] — ANjar [2] =f (x) (395)

( j = 1, 2 ,..., k)

за тих самих умов (389), то визначник Дm (.) не буде нуль для вартостей ),

вескінченно близьких до

IN

— 1
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А тим часом зауважмо, що за таких умов інтеграли систем (394 а) та

( 388 ) відрізняються нескінченно мало і є обмежені . Тому в той момент ,

коли доведемо для системи (395) рівності

z = lim zam

1 = лу

22 =
lim 22m

(396)

2k = lim Zkm

вийде само собою, що й

Дm ( 1 ) # 0

з цього випливає , що далі досить припустивши правдивість остан

ньої нерівности, довести для функцій гіт , визначених із рівнань (393) ,

залежності (396) . Отож у дальшій аналізі вважатимемо, що система рів

нань (392) або (393 ) із невідомими а” є означена .
( m )

$ 43. Збіжність наближеної розв'язки та ступінь мализни похибки

Упровадивши зазначення

г) — 2m= йјт; — jm = Ujm ( j = 1,2,..., k ), (397)

можемо переписати рівнання (392 ) та (393) так :

o k

ELm [um] Мух [ ү ] dx = 0:

.
jac

(398

a

(i = 0 , 1 ,..., т); m

XL [um] Фn (x) dx = 0jх ( 399)

(i = 0 , 1 , ... , т)

Очевидно, з рівностей (398) можна утворити таку лінійну комбінацію:

Lja [um] Mix [cm dx = 0
(400)

а ја

З другого боку , визначивши сучинники

bim , bm), 6+)т

із вимоги

o k

2

Jm Уmdx = min ,

де

* m = b " Фо + ьт)Фа .@jm + +
)

. + bm) Фm— М , [z ] ,м

матимемо :

lim J. 0
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1

Отже з рівностей (392) та (400 ) можна утворити таку лінійну комбі

націю :

1 $ =2Ljm [um) { ме[um) +sm} dx = 0 , (401 )

E

jm

а

що дає :

b k

TEL: [um] dx + TELје [um) { N} [um) + 5 m{ dx = 0 ,$E)» fаоl аs +
jm

ај 1 ajr1

і остаточно, використавши нерівність Буняковського :

ь к
b k

Ljx [um] dxL ] = Qт= am |S { N} [um} + Im} = dx,- *jх (402)

де qm є число обмежене.

Тепер зазначмо через

ги ( x , $) , Г12 (x, 3) , .

Гал (x, $) , Г. (x, $) , .

ГЕ (x, 3 )

Гt ( x, E )21
2k.

k2 > kkГ. (x, S) , Гka (x, 3) , . Гks ( x, E )

Green- iв тензор системи рівнань (388) . Тоді , як легко бачити ,

( 403 )
ијт ( ) ТУг (t, x) Lut [um) dx

ада)

(j = 1 , 2 , ... k )= 2 E

Визначивши далі сучинники Ст (G) так, щоб для різниць

17 (4, x) =Г (6, x)—cm (t) Фю ( x )—Cт ( 3) Фл ( x ) — —С Фm(x) (403 )

( = 1,2,..., k)(

справджувалися вимоги:

Σ {im ($, x) } *dx= min,
( т )

791

a g=1

утворімо з рівностей (402 ) та (403 ) такі лінійні комбінації :

ь t

( т )

и m (3) = | Уm( , x) Le [um) dx = 0 (404)
jm

a ge1

( j = 1,2, .. k )

Нарешті, з рівностей (402) та (404), за допомогою нерівности Буня

ковського , виводимо :

О к

2

(405)
Ujm

ији иф»
( 3) < cm | Sum(x) + pm}dx

( j = 1, 2 , ..1 , k) ,

јт

a

.

де

lim 2 = 0

тілу јт
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Звідси висновок :

liin um(x ) = 0

(j == 1 , 2 , ..1 ,, k)

Так доходимо основного висліду :

Спосіб наближеної інтеграції системи лінійних дифе

ренціяльних рівнань (388) через визначення сучинниківа "

із рівнань (392) є збіжний щоразу, коли система має роз

в'язку. Отже

lim Z јт

(j = 1 , 2, . . . , k ), 2 ..

Щодо мализни різниць

и јт = 2 — 3јт

( j = 1, 2, . , k),

тобто Швидкос
ти збігання поданого процесу наближеної інтеграції

диференціяль
них рівнань, то , напр. , при доборі функцій (376) у формі (382 )

або в формі:

х x— а X— а

1 , 0, ... , Осоѕсh – а ,b
. , ocos 21

b o cos 3ть а , 0,...37
а ? b

- а

o , 0, ... ,
!

»

x— а

0, 1 , ... ,oo, cos пь — а

x— а

00, cos 210
b

х— а

00, cos 2 . b — а ?!b а » .....,

a х а

a
2 b— а

х

0,0, 1 о , о , ... , cos т ь 0 , 0, , ... ,cos 2ть 0 , 0,

коли існують обмежені похідні гур , буде за певних граничних умов :

M

| z, — гіт | <

( )

mp - Тут

( i = 1 , 2 , . k) ,

талу

де м є число обмежене, а

liin njim = 0

Справді бо, за згаданих умов, як відомо з дослідів над наближеним

представленням функцій многочленами , маємо :

M

| =m | < mp -1jm MP

з

бо функція Myr l ' ) має р — 1- шу обмежену похідну, а з рівности (405 )

видно , що тут є число ступеня мализни не слабшого за ступінь мализни

числа біт . Отож дослідімо докладніше число бm, або, що на одно вихо

дить, число

/ S «
( т )

(17 (x) )* dx
a
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Через те, що функція

Г) (x, $)

з обмежена на інтервалі (a, b ) і суцільна на інтервалах (а, 3) та (ё, b),

го функція

| Гоу (x, 3) dx

х +

г.
1

h
C

M

має похідну з модулем не більшим за де м є число обмежене, неза
h '

( )

лежне від һ. Отже існують такі часла кт, що

< th

1

h [ Pojdx — Ky"'°,30 (*)
КАФ x)

Ат

km) Фут (x)

M

hm
(406)

3 другого боку, скрізь на інтервалі (a , b) , крім хіба проміжки ($ — h,

-h), буде :

4h

1

( 407 )
hв ) Гоёх — Га < hN,

де Nє обмежене число, бо скрізь на (a, b) , крім хіба точки , існує

д Год .
похідна Тому

дх

M

г.
го -- К. Фо ( x) —.

(т) ( m

ка)Фm(8)}'ax < ( m +hx) + hP , (408)jm

де Рє теж число обмежене. Поклавши

h (409)>

1

2

п
3

дістанемо остаточно, що

и к

ГУ ?(ст ( x))* dx <Σ >
-т

та

R

Тут К (410)
1

3

п

де Qта Rє числа обмежені . Так дістаємо остаточно нерівність :

М.

| г; - 2јт | < ( 411 )
1

тр 3

Розгляньмо частинний випадок, коли система (388 ) сходить на одно

диференціяльне рівнання k- го порядку (пор. s 16 , розд. ІІ ) :

Lz [ ] = 21%) + А , (x) =(k - 1 ) + ... + AE (х) г = f( x)2 x (

ч Кравчук .- 9
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Тоді рівності (403) дістають вигляд :

и„т (1 ) — un ( ) = fr ( , x)L+ [ur) dx

ирт ( ) = um (6 )
дг( , x)

L, [um) dx
де

• а

4

- ) (E) = ИтUkm

(k - 1)

» e)( E) =
дk -1 F ($ , x)

L.. [ um ) ax ,
дkt-1

де

um— 2 - Zm

( )

+ am фи:
)

.

( k - 1 )

2n = a " eo + a®) +

тіп үп , Реп Е Рn , . • , pkn

При тім нехай гm визначається з рівнань :

.

b

| L |2mg x dx = f(x) x dx« [ \ *

-

( i = 0 , 1 , .. m ) ,

-отже функції та (х) — з рівнань :

М .: ( ) = х*

(i = 0 , 1 , . , т)

за граничних умов тих самих , що поставлено для функції 2, де М. !

є належно дібраний лінійний оператор k-го порядку . Тут буде знов

R

Nkm

3
m

Але вже різницю

дk—2Г( x , 3)
( т )

— кт)— KK )к " x
(

- к'm хт-

Үki
дxt-2

1

можна дібрати так, щоб абсолютна вартість її похідної була менша :

Rm -3, коли

a + h < ь — h

(h = m - i ) ,т 3 )

(41 :

|
2

що видно з формул (406) , (407) та (409 ) ' ). Отже за умов (412) матимемс

KA

,,ск,
( т )

7k - і, і
4

т 3

1 ) Пор. Стеклов, Основные задачи матем . - физики, ч . 1 , ст. 16 — 17 .
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дек, е число обмежене. Для решти вартостей параметра на інтервалі

(a, b) матимемо, згідно з загальною теорією наближеного представлення

функцій многочленами та тригонометричними сумами :

( т )

7k—1

f1

m

де , є теж число обмежене. Тому

Vitze, < !/ {{ " (x) } * dx
( ) R,

K
4

m

R.

mпk - 1,тK

т з

je R, є число обмежене . І т . д.

Отже коли існують і є обмежені похідні

A * ( x), Ar (x),...,Ах), fr( x)АР

сучинників рівнання

L [z] = f (x).

на інтервалі (a, b ), то

S

|z — 2m | < 2 >

mr + k
3

де Sє число обмежене .

$ 44. Використання ортогональних функцій для розвинення

розв'язки в ряди

Уявімо тепер, що функції (376) параграфа 41 справджують умови ор

тогональности та нормальности, що в данім разі мають виглядати так:

.

ј { Ф Ф. + Фі Ф. + • + Фик Ф., } dx = 0 (i ki)

(413 )

( Ф. + Ф: + . + Ф2. } dx = 1

(i, j = 0 , 1 , 2,...)

Тоді для всякої системи функцій

Fi ($) , F2 (6), ... ,
F (0) ,

що на інтервалі (a , b ) інтегруються разом із своїми квадратами , існува -

тиме такий ряд сучинників

k

ао, ај , а2 , .

що справдить рівність :

Ўi { F} (t) — афФо(3) — а, Ф,( 3) — ... )?а: = 0Ф € - } * d( (414 )
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Iі можна переписати так :

ь

XJF ;( ) d = аб - at + а2 + ... (415)

ja1 a

/

Рівності (414) та (415) називатимемо в цьому випадку теоремою

замкнености.

Візьмімо знов функції (378 ), що їх можемо записати так :

2.

jata
і = > :Тату (х, :) Ф.(:)«

ea = ў а. (x, 3) Ф (3 ) .
al a

(416)

b

Pki | Gк, (x , :) Фун(8) d€ $

( i = 0, 1 , 2 , ... )

Запровадивши зазначення :

А ЈУ Ni; [ Фs ( ) d' =

b k

(417 )

- Е

ГУf (x) Фі, (x)dx = C; (418)

. , т ),( i, j = 0 , 1 , ..

можемо, зважаючи на умови ( 413) , переписати систему рівнань (394 а) так

т

( m ) (

а " +2 biam) = c; (419)

m(i = 0 , 1, ..., т )

Долучивши сюди рівність

( )

S a'miy ( x ) = zim ( х) ,а = (420

дістанемо з (419 ) та (420 ) :

o , po ( х),

Co , 1 + bоо ,

"Pla (x) ,. . • $tm ( x)

bot , bom

c , b10 , 1 - bit , .. bim

cm, bmo ,
binti, inm

Zım (x )
(421)

1-boo , bombou,

1 + b11 , .b10 , bm

. , 1 banbno , bmu

( l = 1 , 2,. . • k)
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Щодо елементів визначника

1 +boo ,

bio ,

Am ( 0) =

bou , bom

bim1 - bit , .

(422)

bmo , . >Бmi , 1 + bлт

то, зважаючи на загальну залежність (415) , маємо :

m k

$, $ siлеlеле?(ғда :h?,
2 (423)

Далі, зважаючи на (416), маємо :

b k

N: I ' ] = 2H) (x, t ) Фі (3 ) dx ,[ j ( 424)

де функції

ні) (x , ;)

(i, j = 1 , 2 , ... , k ;, l = 1, 2 , ..., k )

інтегруються разом із своїми квадратами . А тоді з (423) та (424) маємо :

> >

т
bь E

Хь,У КJJ { H }(x,t ) } *dx ds , ( 425)
1,30 ( are 1

де ке обмежене число .

Щодо елементів визначника

0., 010 (x ), 911 (x) ,

Со , 1 - boo , bot ,

бmt (x; 2) = ci , 1 ь ,

) х .. ,. Tim ( x )

bom3

bo ,
1

bim (426).

ст, bmo , bmi , 1+ 6mm>

то , зважаючи на (418) , буде :

m

$ fity at1Уf' ( ) d; ; (427) .
1 а

а зважаючи на (416 ), буде :

т къ

Sei(x) = Xiai ( x, 3) а;tli (428)
j= 1а

( 1 = 1 , 2 , . k)

Цих нерівностей досить, щоб довести існування границі виразу (421 ) .

Справді бо, тоді напевно існують границі добутків

e - b.»(1 + boo) , e - b . • bo1 , .
e - boo bo

m

e - bas bio, e - b » ( 1 + b ) , e - 0, bim

ru- .- ... -Утт . Дm () =
(429)

e - bmm bmo, e - mn bnt , e - n: т ( 1 + b mm)

.

>

10
.

5

,
mm

>
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та

e - ba-by-...-утто ( х; 2) -

(l = 1 , 2 , ... k)

0 ,
to (х) ,1 pin ( x)

-boo Co ,

и ( х ) ,

e - bov ( 1 + boo) , e-boo bot ,

e -bu bio , e - b1 ( 1 + b ) ,

e-boo bom•
.

>

e - b , C ,
,

11 -Bu bom (430). .

e - mn Сpt , e - bmm bmo ,, e - Ommbmt, e - mm (1 + bmm )

для

mт—v,

як випливає з теорем розділу ІІІ про збіжність нескінченних визначників,

а відношення цих добутків якраз дорівнює zim (x) .

Зазначмо границі визначників (429) та (430 ) відповідно через

д(0) та di (x; 2) (431 )

Взявши розвинення визначників

e - b.. -Отт • фіт (х ; 3) = Aom po (x) + Aimpи (x) + + Атт РІт (x) (432)

( 1 = 1 , 2 , k)

.

2
.

+

та

Фіо ( х ), Фle ( x) ,

e - bo bo2 ,

0 , фи ( х) ,

e- bov Co, e - bov( 1 + boo) , e - boo bot ,

да ( х ; 2) = e-buci , e-by bo , e-b.. (1 + bu), e - bor b12 ,

e - ban C2 , e - bus bgo , e - bas ba , e - b. (1 + b22) ,

11 11

( 433)

-b .. b20
7

- (433 ).= Ao vw(x)+А , и (x) + А, его (x) + .фіо

( 1 = 1 , 2 , ... , k)( )

і поділивши їх відповідно на e -bon -- b1 —6 mm Дm (1) та А 1), дістанемо :

m

Zim (* )

Aim

s, e - boo - b .. - ... — mm

(434)
- "тт Д (0) (х)

.» 1 *

та певну функцію :

Zi (x) =

А ,

0 A ( 1)
i ( x)

(435 )

Що цей ряд, як і ряд (433а) , абсолютно збігається, бачимо з не

рівности :

{ 21 (x) } * УА? Уz ) - Ess!}

2

id (x)

А ( )0
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Справді бо другий чинник другої сторони цієї нерівности збігається

з огляду на нерівність (428 ) , а перший є 1 2 . 9 ' , де

к

e -b. | EfФ% dx , e-b .» ( 1 + boo ), e- .. bor ,
+

00

e - boo bo2»

k

е »» | Хі ,Фdx , e-br bло , e -br ( 1 + b11 ) , едi. b12 ,
11

о

9
» E

e -b .| УfФ,dx, e -b. bəо , е bаѕ bət , e - bo ( 1 + b22) ,
a

.

а що, на підставі Hadamard -ової нерівности, буде :

| 912x" | < п { e =26 ( 1 + 2b ) + e-2bit ci #e-2011 (bo + b + . . . )},

то й сума SA? збігається .

Розглянувши тепер різницю

Zi( x ) — 2 m ( x ) =
–г) 3

Ai Aim

{ Д ( ) e - boo—— -Umm ( )

Ai Aim

оттA ( ) -ooo--b1 А. А.o)« (0) +x

А. А. ) n(8) +Хеуw (8 ) . (436)бо)

7

А,

+

фн x x (i = m + 1 A faj t

бачимо, що, на підставі збіжности ряду (435) , третя з написаних тут

сум є , для досить великого т, така мала, як хочемо. Так само,
= m + 1 /

зважаючи на існування границі виразу (429) та на залежність:

( 8 )

А. = lіm Am

т алу

для всіх неособливих вартостей параметра 2, перша сума для всякого к

є теж така мала , як хочемо. Нарешті, друга з цих сум справджує не

рівність :

Пі

AimА,

Д (1)

<

e - boo — b..
"тт Am(2) / Pi ( x)

a

2

| $. }ен( )

5. А. 1 $ {ru(8)?<

< ?!Я, бу +... сегке 2.0). { r.cow)}".до $ (s

m

<

tаk 1

Ai

Д ( )

Aim

-0,e - b.. - .- ..bos b бул.1, i=k+1

2

А?
2

Aim

-2 (boot.but . - тт A2 (+
(437)

i= А ? ( ) = k + 1

де перші дві суми є обмежені, а третя для досить великого ќе до .

вільно мала.
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Отож остаточно маємо :

Zi (x) = lim Zin (x) (438 )

( 1 = 1 , 2 , . )

або

.

21 (x) = bo 10 ( x ) + bi put (x) + by Q12 (x) + .

2. (x) = bo p20 (x) +-bt 21 ( x) + bə " 22 (x ) + . .

(439 )

гk (x) = bo pko (x) + b eki (x) + by pk2 (x) + ..

Отож, коли функції

Фі, Ф . , . .

є ортогональні і творять систему замкнену, то розв'язку

21 ( x) , 22 ( x ) ,..., гk( x )

задачі (388) — (389) можна подати в формі абсолютно та одностайно

збіжних рядів (439) . Cучинники цих рядів, очевидно , визначаються з Нё

скінченної системи лінійних рівнань:

b k ь

У L. (boo + b, a + bѕ a + . . . ) Фn( x)dx = if (x)Фt (x) dx (440)
( 1

}

(i = 0, 1, 2 ,...)

з безліччю невідомих :

bo, b , b,, .

За певних обмежених умов щодо функцій fi (x) буде :

f ( x ) = boФо( x ) + b, Фn ( x) + byФ2( x ) + .

(l = 1, 2 ,...k )

А тоді, в додаток до рівностей (439 ) , легко виводимо й

21 (x) = bopto ( x ) + bxpa ( x) + by p2 (x) + ..

2} (x) = bo гo (x) + by pot (x) + by po2 (x) + .

.

1

(439

гk (x ) = boeto ( x ) + b pk (x) + by pi2 (x) + ...

S 45. Спосіб найменших квадратів та аналог Ritz-ового альгоритму

Коли покласти

Mją [ ] = Ljx[ ]

j(j= 1,2, ... , k ),к ,

то легко бачити, що рівнання для визначення сучинників ат наближеної

розв'язки :

гт ( х ) = as=от o(x)+ d's pa (x) + ... + am )m(x)" +

(j = 1, 2,...,

(m )
( т) )

К),9
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переходять в умови minimum -у інтеграла :

ь к

J (ао, а,, . am) = | У { Lyr [2m) — f (x)}* dx;
= 1

отже дістаємо спосіб найменших квадратів.

Тут добір функцій pm та Фm можна , загалом кажучи, починати тільки

з фjn •

Найближче до Ritz-ової ідеї в цьому випадку був би добір функцій ерт

та Фm, як фундаментальних систем функцій у задачі :

Мje [t ) = , (x)jx ( 442)

((j = 1, 2, ... , k)

за граничних умов нашої задачі (388) — (389) . Справді, коли б система

фукцій Фm (або Фm , що тут на одно виходить) була повна або замкнена .

то сучинники а: було б доцільно визначити з системи рівнань :
( m ) * 1

ъk

a
У Le [cm ] en(x)dx = f (x)= (x) dx< ) , 0

Lja [2m ) ел ( x)dx = ЈУf(x) " n (x) dx .

b k

$
(1 (

bk ь к

x4
a j= 1

JELја [zm ] jm ( x)dx = | Уf, (x) pm (x) dx

Ця система цілком заступає собою систему (392) в загальнім випадку

і забезпечує збіжність суми 2јт (х) до функції г, (x) .

Треба відзначити , що цей варіянт можна здійснити тільки за умови ,

коли система фундаментальних функцій задачі (442 ) існує і є замкнена ,

отже застосування його, як і Ritz - ової ідеї , е обмежене.

Міркування щодо безпосереднього застосування варіяційного альго

ритму до систем рівнань подано далі в параграфах 47 та 48 .

“

S 46. Система лінійних рівнaнь 2 - го порядку

Спинімося на системі типу :

Lja [ г] = Mir (3 ) + Na [ 3 ] = f (x) (443)

0 , (3) = 0 , V. [2) = 0

( j = 1, 2 ,..., k ) ,

де

Мz[2) = B 2 + B22 . +- Biгi + C 2 + C2 32 --... + C 22

Ne (2) = ba(x) 2 + b2(x) 2 + ... + b k (х) гk -ca (x)2 + c2(x) 22-н... + ct(x) 2

U,[x] = {ay ( @ ) + чуги ( а ) + ві, ( 0 ) + yz ( ) }

T 12] =2 ( tivгі (а) + yzi(a ) + суг (b) -- дууг (b ) }

( j = 1 , 2 ,..., k ),

.

.
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маєзона бо часті застосування . Коли сучинники bg (x) та сі (x)

є довільні функції від х, то система (443) є загальна система 2-го порядку.

Припустімо, що вона має одну -єдину розв'язку на інтервалі (a, b) :

21 ( x) , 22 (x ),..., гk (x)

Узявши за

Фю, Фл, Фа,

( j = 1, 2 , .. . , k )

замкнену систему функцій на інтервалі (a, b) , можемо дібрати сучин

ники Ва та Сні так, щоб розв'язка

Тjn , P2n , . • , Тkn

системи :

( m ) ( m ) ( )

Mix [ ] = Фn (x)
( 444)

Ult ) = 0, V , ] = 0( : -

енува на і була єдина . Щоб у цьому переконатися, довелося б повто

рити з відповідними узагальненнями міркування розділу І щодо випадку

одного рівнання k - го порядку .

Тоді наближену розв'язку системи (443 ) у формі :

= a * Фю (x) + a * en (x) + ...co + a'm Pm (x)

(j = 1 , 2,. . . , k )

визначаемо, з рівнань :

EL.mi:Lyr [2m] Фю( x)dx = 1 Ул. (x ) Фю (x) dx

2 Lje [ »] Флд (x)dx = .л ( x )dx= | Уf , ( x ) Фл (x)dx

Zjm ( x ) (445)

ь к

a j= 1

E

EL [2 ] Фm( x)dx = ГУf (x) Фm ( x) dx»a = 1

збіжність ::

lim 2 јт

z; = lim zim
тал

па алма

lim jíz", — zim )?dx = 0)

(j= 1,2 , ... , k)= k)

доводиться цілком аналогічно із збіжністю способу для системи рівнань

1 -го порядку .

S 47. Варіяційний альгоритм для систем рівнaнь 2-го порядку

Спосіб найменших квадратів тривіяльно поширюється й на системи

типу ( 443) .
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Щоб вивести наближену розв'язку, задачі (443) із задачі варіяційного

числення, згідно з Ritz-овою думкою, зробімо такі обмеження,

1. Припустімо, що задача (443) є самоспряжена . Без істотного обме

ження загальности в цьому випадку можна покласти :

Bj1 = B2 = Вk 0

bn (x) = be (x) : = b =(x) = 0
(446 )

(j = 1 , 2,..., k ) ,, )

=

.

шо ми й зробимо.

2. Припустімо, що систему (444) можна замінити такою самоспряже

ною однорідною :

Mre [] = 21
(444a)

o , [р] = 0 , V [ ] = 0,

Отже, що за Tim , Фn можна взяти
взяти системи фундаментальних функцій

задачі (446).

Тоді наближена розв'язка (445) визначиться з системи рівнань :

b k

а а ја1
$ Le [2] es(x)dx= ) + (х)ах

Lје [2m] Фл ( x)dx = Ef (x) + ( x ) dx$ 1,

b

( 446 )
а

Е bk

Ljе |zm]em( x )dx= | Ef (x) +'m( x )dx
а

лінійних щодо невідомих

( т ) ( т )

а )

( m )

ај
ат

Пам'ятаючи , що , зважаючи на самоспряженість задачі (443) та задачі (44 4а) ,

крім рівностей (446), маємо ;

Ch = CD, Ch (x) = chi (x)

(j, h = 1, 2,..., R) ,

розгляньмо інтеграли :

Y (@n),a" , ..а а
( т

т)
( т )

а т

k
2 :

Zjm ( 447)

«2) = J S = (x)}" —
У { г. * -

- {С». +іс »(x) } {z m (x) =hm (x)} +2 Ef (x) 2 pm(x) dx( = e

-||$ 15еур – 2 с .+ ле , ) дарыло +2( g (С.Ғ.ch(x) = (x)= (x)+2 Ef, (x) = (x) [ax (448)} Ўf г)

j.ht = 1

k
R

(

ј,h=1
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Умова стаціонарности другого з них є :

боY= 3; (х) az' ( x) + У { C + сул (x) } { 2 (x)82h(x) + zh (x) 82, (x ) } -

ji3|| $ 8 ў . . глө

- $ Тух dx

ј, = 1

f ( x) iz, (x) | dx = 0 ( 456

або, після частинної інтеграції :
{

E

8 , (0) + ў с.+ зел ( 8 ) г. (8) — л сојег (8) =,x ( . x x - x =

к2

{ г; (b)г ; (b ) — г; (а) аг, (а) )
( 454

Коли умови

U [2] = 0, V (2) = 0

зводяться на

г; (а) = 0, г (b) = 0

(i = 1 , 2 , . k) ,

то бачимо, що вимога (450) і веде до системи (443 ) . А тоді рівнання

дY(а " , ат , .
( ) ( т ) ( т ) .

а )
= 0 (451

дат)

1

веді

(i = 0 , 1,..., т)

Зводяться на ( 446а), отже мінімізація інтеграла (447)

до розв'язки нашої задачі .

За інших типів умов

U , [z ] =-0 , ( 2) = 0

4

( т ) ( т ) ( ) ( )( т ).

0 am ) +

т

доведеться замість інтегралів (447 ) та (448) брати відповідно :

Y (а "), а ” ,... ,а « @m ) = Yasn'; a " , ... ,

+ ө(2)m (а) , 3 / mla ), ) m(b), 3 m( b))

Y = Y+ ө(z, ( а ) , г ; ( a ), 2 (b),г; ( b ) ) ,

де өє належно дібрана квадратична форма від 4k величин :

г, (а) , г ;( а), г, ( b) , г; ( 0)

( j = 1 , 2 , ... R)

Дібрати її треба так , щоб перша варіяція інтеграла У звелася , по ви

користанні умов

U , [z] = 0 , Р ( х) = 0 .

1

(452)

На

25 + агда(8)(x ) + " (С. + .с. ( x) =» (x) — Т.(x) = (x)
21 -fu
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1

Це не завжди можливо. Для випадку, коли умови (452) мають вигляд :

г ; (b) = 0г; (а) = 0 ,

( j = 1 , 2 , , ќ ) ,

можна ще покласти
2

B = 0

8 48. Додаткові уваги

1. Відзначмо тут, що варіяційний Ritz-iв альгоритм у властивому ро

зумінні цього слова деколи буває можна застосувати до диференціяльних

рівнань та систем рівнань непаристого порядку .

Візьмімо для прикладу задачу (388)— (389 ). Прoдиференціювавши рів

нання (388 ) по х та вставивши у вислід вирази похідних г; із рівнань

( 388 ), дістанемо систему типу :

2 = а11 (x) 2 + 12( x ) 221 .. + 1.1k (х) гk

22 = 121 (x) г +22 (x) 2 + +a2k (х) гk
.

•

гi = 1,1 (x) 2 + 1.2 (x) 22 + . + akk (х) гk

Коли до граничних умов (389) додамо ще умови :

La, [г] =f (a)

( i = 1 , 2 , k ).

або умови 1

Lь (2) = f ( b )

>

>

(j= 1 , 2 , . К ) ,

то очевидно система (452) дасть ту саму розв'язку

21 ( x) , 22 (x) , . 2k (х) ,

що й задачі (388) - (389 ) . Як до неї застосовувати варіяційний альгоритм,

і коли це можливо — з'ясовано в . попередньому параграфi .

2. Можна було б міркування цього розділу зробити цілком незалеж

ними від теорем про існування розв'язок не тільки у систем диференці

яльних, але й у систем інтегральних рівнань. Але нічого ідейно нового

проти міркувань розділу III ці міркування не дають, і тому їх опущено.

3. Безпосереднє застосування способу до систем інтегральних рівнань,

Зосібна з використанням ортогональних функцій, можливе , але ідейно

не нове. Думка бо цієї праці якраз і е поширити безпосередньо на дифе

ренцiяльнi рiвнання той апарат, що його Hilbert та його наступники утво

рили для рівнань інтегральних.

4. Скрізь у цій частині праці функції і та рi добиралося так, щоб

вони справджували ті граничні умови, що їх справджує й відшукувана

розв'язка задачі.

1

(
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Можна наперед цього обмеження не ставити , вимагаючи тільки , щоб

наближена розв'язка справджувала умови на кінцях інтервала (a, b ) не

точно, а наближено, з таким ступенем точности, з яким вона набли

жається до точної розв'язки в середових точках інтервала . Але тому, що

добір функцій үч та е , і поза цим — дуже зручний, такого узагальнення

не введено : воно ускладнило б деякі міркування . Натомість у другій

частині праці це узагальнення використовується широко, бо для дифе

ренціяльних рівнань з частинними похідними воно має істотне значення,

5. Поданий метод має ширше застосування, ніж те, що виявлено

в попередніх розділах. Він без відмін у основних своїх рисах придатний

і для нелінійних задач . І основні рівнання, щоб визначати параметри

виразів ym та 2 т. і доводи збіжности цих виразів , засновані на загальних

вислідах теорії інтегральних рівнань, лишаються істотно ті самі , що й для

задачі лінійної. Але по суті і практичне використання методу і його

обгрунтування в кожному окремому випадку задачі нелінійної — задача

дуже складна за сучасного стану розвитку цієї важливої, але надто не

розробленої галузі аналізи . В тому або тому варіянті, на тому або на

тому ступені процедури обчислення — в нелінійних задачах доводиться цей

спосіб комбінувати з застосуванням принципу ступеневих наближень.

Можна сказати більше : при фактичному проведенні обчислень навіть

у застосуванні до задач лінійних ступеневі наближення можуть бути

корисні, а не раз практично і неминучі, щоб визначати параметри наближень

Уm та 2jm

-

i



RÉSUMÉ DE LA PREMIÈRE PARTIE

( équations différentielles ordinaires et équations intégrales)

§ 1. Fonction de Green pour quelques cas particuliers

Considérons le problème :

dkz dk-12

M. (2 ] = + B1 + + Bkz = F ( x)dxk itdxk
( 1

k -- 1

Boris2 ( ) = 0
[ = Σα (a) + ΣU.[ ]= 2 20.5")zl (a)+Bota.zº(b) = 0

U, ka) = 0,()21"/a) + 38,6" ) 5 ( b ) = 0

k - 1

(2)

i = 0

k- 1

[] = " E64
Uk- 1 [2] on the 2(*)(a)+ P 2,260,(b)= 0,

k - 1

où les coefficients B1 , B2, ... , Bk sont constants et les conditions (2) sont

linéairement indépendantes. Les égalités ( 1 ) et (2) déterminent la fonction

cherchée z (x ) dans l'intervalle (a, b) sous la forme suivante :

2(x)

,ſgtx,e)Fleyd:8(x, 4)F(8)d8 + } (x,4) F (e) dė,
(3)

a

où

e ":(2-6), e":(2-3),..., ex- 1(4-5)-

1 , 1 , 1

ro, ر, 1k - 1

.

ok?, k - 2,
-

一” r
k - 2

Pk1
... )

g (x , E) = ( - 1 )*
(4 )

1 ,

1,

1

ros ? Nk1

r.2; ri ?, Vk1²

rok ; r *- ! ... ,1 k
k - 1

gk ?
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go( x, 5 ) F ($) dſ
ax,3M5i go

£
( u ) . ( D )

igi (x, 6) F (E) de

j ( x , ) = (5)-

ſ gugk-1(x, 5) F (6) de

eerd,... , ek -- ** 0-1

( 0) ( 1) ...
0.0 2016-1) 3.0) Born ... Bol — I)

7,60) 27(1) ... and ke - 1) ,(0) B , " " ) ... Bi(k - 1)

(6)

(k - 1)
k - 1

Q (0 )

Pk - 1

8(1 )
k - 1

BA_
*k 1 -1

er. re", rok lero , erib, roekol, ... , rok - lero !

e " :" ,

1-10
rea ..., r ,k -1e* u,le : erb, ryer, rikler,

.

{ v }
( 7)

.

k 1
k - 1

ek- 1“, pk - lek--- ", ... , ek - 1 ", ex - ", rk -lek - 1 ,... , nje"k --10'

les nombres

), 71 , ... , 7% -1
( 8)

étant les racines de l'équation

M (r) = pk + Big * -- + ... + Bx = 0 (9)

En introduisant la fonction

G (x, ) =5
g (x, :) + ; (x , €)

g ( x, 8))

( x )

(6x),

( 10 )

on peut écrire la formule (3 ) comme il suit :

2 (x) = f' (4,51Ft)diG ( ( ex
( 11 )

La fonction ( 10 ) est la fonction de Green du problème ( 1 ) - (2 ). Elle satisfait

aux égalités:

N1x [G] = 0
( 12)

U. [G ] = 0

U , [G] = 0 ( 13 )

Uk- 1 [ G] = 0
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ans tous les points de l'intervalle (a , b) , à l'exception du point

x= $,

l'égalité ( 12 ) est dépourvue de sens , parce que dans ce point la derivée

Ok - 1G

Oxk - 1

st discontinue , notamment:

ok . 16

che non con-Goh Ce:-): )

ak - 1G

oxk-1

1 ( 14)
Oxk-1

F =

Le résultat ( 11 ) peut être obtenu par l'application directe du procédé

lassique de Lagrange de l'intégration des équations linéaires non-homogènes .

I reste valable (mutatis mutandis) dans le cas, où l'équation (9 ) a des racines

nultiples , ainsi que dans le cas où les coefficients Bi sont fonctions de x.

Dans ce dernier cas, pour la construction effective de la fonction de Green,

In doit avoir un système fondamental d'intégrales de l'équation :

M [2] = 0 (15)

§ 2. Existence de la solution dans le cas général

Toute équation différentielle linéaire peut être présentée d'une infinité de

nanières , sous la forme:

Lx [y] = Mx [ y] – Nx [y ) = f (x )] ] ) (16)

ou , est un facteur numérique et

dk - ly

Nx [y] = 0 ; (x)
dk - 2y

a + (x) ( 17 )dxk-ita:(x ) dxkzt ...tak

A condition que les fonctions ai ( x), f (x) soient de carré intégrables dans

’intervalle (a, b ) , on a le théorème suivant :

le problème

Lx [ y] =f (x) ( 18)

U. [ ] = 03 -0

Ul [ y] 0

( 19 )

UK - 1 [ y] = 0

a dans l'intervalle (a, b) une solution unique pour toute va

leur du paramètre a, à l'exception de certaines valeurs sin

gulières .

Pour la démonstration , considérons le système d'équations intégro -difieren
ielles :

61. Кравчук-10
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a (x) = 1 Í G(x, 4) N ; [u ]de + j G(x, 4) f (6)d ':e
bag ( x , )૬) - дG (x, 3 )

u'(x) = 1 N : [u ]děts -f ( ) ds
дх дх

a al

OG
-

a

uk- 1) ( x ) = )

=ܐܬ

- дG (x, )

дх N ; [u] d8 +

Jk - 16 ( x , )

f (5) de
дxk -1

( b a

A l'aide des égalités ( 12) , ( 13 ) et ( 14) on en déduit :

b .

dha

1+ 1 ( ) = 1.N «[u]+ f(x) + (* *+) Oxk { 9. N [u ] + f(6) as
a 270 /

En se servant de (21 ) et (20) on parvient à l'égalité:

Mx [ u ] = Nx u ] + f (x ).

et aux égalités :

Us [u] = 0

U [u ] = 0

=

•

Uk - 1 (u ) = 0,

ce qui démontre que la solution du problème (20) est égale à celle du pro

blème ( 18 ) — ( 19 ) . Or, il est connu que le problème (20) a une solution unique

pour toutes les valeur de ), à l'exception des valeurs caractéristiques.

Le théorème démontré prouve par ex . l'existence du système fondamenta

d'intégrales de l'équation générale ( 16 ) . Il en découle l'existence de la fonction

de Green du problème ( 18) — ( 19) , c'est à dire de la fonction l ' (x , % ; à ) çu

pour x + 6 satisfait aux égalités :

Læ [ T'] 0

U. [1] 0

U[ 1 ] 0

Uk - 1 [ 1 '] = 0,

la dérivée

dk-1 (x, 6 ; 2)

Oxk- 1

ayant forcément la discontinuité dans le point

x =

Comme fonction du paramètre à , la fonction I a pour pôles tous les nombres

caractéristiques du problème ( 20 ).

Notons en passant que le problème (20) se réduit immédiatement à ur:

équation intégrale de Fredholm :

t b

v (x) = | G ( x, € ) v (3) dg + | 6 (x , :) ( )fdịaj
-à ( 2

01 d
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et aux quadratures :

a

u(x) = 1 G ( x, 5) v (8) dě + f (x,£)f(s)də£ x

- x S) ( 5) dE + ; oo ,ere)diu'(x) =

OG ( ,

дх
v E)

дG ( x 3)

дх
f ( de

(24)

dk- G ( x , )

u(k+1)(x) = { oxk- =

bok - G (x, )

( ) j f ( ,

vendi +1 sce)di,-- 1 Ox - 1
a a

§ 3. Systèmes complets de polynômes

Nous nommons complet un système de fonctions

Yo(* ), 41 (x) , 602 (x ) ,... (25)

dans l'intervalle (a, b), si pour toute fonction z (x) ayant k - ème dérivée con

tinue et satisfaisant aux conditions (2), on peut indiquer les nombres

colm ), a , m ) .... am
m

)

qui vérifient les égalités
m

Z ( x) = lim 2 am ) qi (x)==
min 20

m

Z ' ( x ) = lim amci (x )= ( '

(26)

72

Z (k - 1) (x ) == lim ailm) polk-1 ) (x)
man

M

Zik ) (x) lim ar(m ) cpifk) (x)m
)

MDN 4220

Si au lieu des égalités (26) on a seulement:

Z (x) = lim 3 a.;! ).çi ( x )\m

man ( 0)

m

Z' (x) = lim a (m)opi' (*)a ;(
m = 0

( 27 )

m

Zk - " ( x ) = lim

Š

aim) içi(k - 1) (x)oc,
man

b

lim ' –
[Z(* ) (x) – amp;* (x)]?dx= 0,

nous nommerons le système ( 25) un système fermé.
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Tout polynôme qui satisfait aux conditions ( 2 ) , a la forme suivante:

K - 1

$ (x) = kiZi(x) + (x − a)* (* — b)* 0 ( x) (28)

imo

0 (x ) étant un polynôme quelconque et Xi (x) les k polynômes linéairement

indépendants , dont les degrés ne dépassent pas 2k - 1 .

Démontrons que le système

-

7.0 ( x ), X ( ) , ... , 7k-1 (x) ,

(29 )

%* (x) = (x — a) (x — b)",

Xk+ 1 ( x) = (x— a)* ( x — b) *x,

** +2 (x) = (x – a )* ( x — b ) * x ?, ...

est un système complet.

Il est bien évident que, si les systèmes de fonctions

2 -k , X_k + 1 ,..., 70, 74,..., xk
Toke ۔ے (30)

et

1 , x , xa, ... ( 31)

sont équivalents , le système de polynômes:

qo = l_k, $ 1 = _ * + 1,..., 9k-1 = X-, ox = % ,96-1 =

Qk +1 = % ,..., 92k — 1 = % * -1,+

(32 )

$ 2x +1 = lt1;...

est complet. En considérant les égalités (2) pour les fonctions (26) dans le

cas ( 32 ) , on en déduit :

7.k ,
-

$ ?k = % k,

lim (700 a ,(m ) + You ax(m ) + ... + Yook - a " ) ) = 01am ,1

MV

lim (710 a ,(m ) +994 (m ) + ... tý13k-1 am ) = 0 (33)

lim (ík –1900, m ) + Yk- 1,4Q ,(m ).+ ... + rk 1k-1a ) = ,
m

où les nombres hij ne dépendent pas de m.

Par conséquent

lim alm )) = 0

lim a , (m ) = 0

lim am ), = 0,
m

ce qui déinontre notre assertion.

Si la fonction 2 ( x) possède la dérivée k + p -ième continue dans l'inter

valle (a , b) , alors , d'après les résultats fondamentaux bien connus de la répre
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sentation des fonctions par polynômes, on peut compléter les égalités (26)

par les égalités suivantes:

m

Z ( +1)(x ) == lim akm) opalk +1)(x)
man iso

mt

Zik +P )( x ) = lim a.(m )eço(k +P)(x)
m = imo

§ 4. Systèmes fermés de fonctions

Prenons dans l'intervalle (a, b ) un système quelconque de fonctions

Φο(x) , Φι(x), Φ.( x ),... (34)

fermé dans le sens ordinaire de ce mot, c'est à dire satisfaisant à l'égalité :

b

min lim $ ( F ( x) – 2 a.m @:(*)]?dx = 0 (35)
ma

pour toute fonction F (x ) de carré intégrable dans cet intervalle. Prenons

les fonctions

Po (x), Qı(x ), 02 (x) , ... (36)

comme solutions des problèmes

Mx [ p ] = 0; (x) (i = 0, 1 , 2 , ... )

U % [p1] = 0

U [0 ] = 0 (37)

-

Ux- 1[ p ] = 0

D'après ( 11), on a évidemment:

b

90 (x) = G(x, t) P: (6)a
(38)

a

Des égalités ( 11) et (38) on déduit:

m m

G ) ( ) - ;( ) i
)

(39)

ce qui donne:

2 - game = jg(x,4 [ro - Samo(Ce)]«:,d

[z- « < j «,9di-j[rm - game)*4I: poljo] : (G * ( * &)

m

z
)i F ( α ( ) Φ ()Φ .( ) dξ

De cette dernière inégalité et de (35) on obtient:

m

2 (x ) = lim 2 a,6m ) (x);( çi x 140 )

M =
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En différentiant l'égalité (39) on obtient de la même manière :

m

z ' ( x ) = lim Lampi (x )( '
ma

( 40 )

2&k= 1/ (x ) = limam)op.(k=1}(x)- ) ;
-1 )

x

La condition (35) pouvant être transformée en

m
2

min lim

uim } {M=12 – gar~ M:14:14[ =[ ]
(m )M dx = 0,

me a

résultat suivant:

on en déduit, à l'aide des inégalités de Cauchy et de Bouniakowský, le

lim $ (2« RY(*) — 2msk(x)]"dx = 0 ( 405)

Zm (x) = a (m)« ( x )

mawa

in

Les égalités (40), (40a) et (406) montrent que le système (36) est fermé au

sens du paragraphe 3.

Si, au lieu d'être fermé, le système (34 ) était complet au sens ordinaire

du mot, on aurait l'égalité:

m

lim F -2 a ,m®: (x) = 0,(m ) «) ] -0
(34 )man/ ( x )-9

plus forte que celle de (35) . Dans ce cas le système (36) serait non seule

ment fermé, mais complet au sens du paragraphe 3.

Supposons par exemple que le système (34 ) a la forme:

1 , x, x2 , x3 , ...

et que la fonction F (x) a la p-ième dérivée avec le module de continuité

w (4x) . Alors, comme il est connu de la théorie de la représentation des fon

ctions par polynômes, il existe l'inégalité suivante :

m

-(4)
m

тр
\F (x ) -- a (m) Qi(x )} < R2 akm }

où K ne dépend pas de m. On obtient alors sans peine:

( 4)
|z(x)–a) (x)}< Ko

0

in
m

m?

(41 )1
1

加 m

| z"(x) - 2 ampi(x)} < KI) '
MP
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m

тр

-
1 21k - 1)(x ) – È agim çok=1 (x) < Kx-1

(

| x 2 < K «
-(

1 244)(* )– a ; m ) polk ) ( x ) |

m

mp

(41 )

m

m

12(6 + 1) ( x ) am) pilk +1)(x ) < Kit1;(
mp- 1

:

m

z(k +P) (x ) – į akm)« g k+P)(x) < Kx + p w m

) n aura un résultat analogue, en prenant pour (34) le système:

a aX a

1 , cos 21
ba

X

sin 21

b

X

COS 40
b

X-a

sin 42

b . a '
>

a a

a a

cos 621

X

b

x

sin 67

ba

Enfin , dans le cas particulier où le problème ( 1 ) est self - adjoint , l'on peut

prendre pour çi ( x ) et Di (*) les fonctions fondamentales du problème :

Mæ [ ] = has! )

Uo lo] 0

U (7) 0
( 42)

Uk - 1 = 0

§ 5. Sur le choix de l'opérateur Mx []

Si l'on cherche les fonctions gi (x) sous la forme de polynômes, en prenant

pour coefficients de l'opérateur MxD ) des nombres constants ou des poly

nômes, les fonctions Oi (* ) sont alors aussi des polynômes. Pour qu'elles fas

sent un système fermé (et complet), il suffit que les degrés 'de polynômes (30 )

ne soient pas inférieurs à k .

Si cette condition est compatible avec les conditions (2 ) , on peut prendre

simplement:

Mx ( ) = (43)
dxk

Dans la suite l'indépendance linéaire des fonctions Di ( x ) jouera un rôle fon

damental . Pour qu'on puisse prendre pour qi (x) et Di (x) des polynômes

linéairement indépendants il faut et il suffit que le problème

dk
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Mx[ 2 ] = 0

U. [ C ] = 0

U , [ 2 ] = 0

(

Uk- 1 (2 ] = 0

n'ait pas d'autre solution que triviale . Cette condition sera satisfaite , si l '

prend par ex.

d

Mx () = dxK

où v* est un nombre arbitraire différent des nombres caractéristiques

problème :

dkz

dxk

= v2

3 U. [2 ] = 0

U [z] = 0

Uk - 1 [2] = 0

Dans tous les cas on peut prendre

0. (x ) = x ( i = 0, 1, 2,

Les paramètres arbitraires de l'opérateur Mæ [] peuvent être utilisés po

la diminution des secondes parties des inégalités (35) et pour diverses simpl

fications concernant les fonctions di (x) et les sommes (26 ) et (27) .

-

$ 6. La résolution approchée des équations différentielles linéaires

Cherchons la solution approchée du problème ( 18) - ( 19) sous la form

suivante:

Ym = a,(m )po + a (m )opet... tamm)em ,tar )
14

où les coefficients a;(m ) sont déterminés par les conditions:

(

Ls ym] Maly) dx = { (x)Ma [76 ) dx1 ]

IMz[ ] x) Mx , (i = 0,1,2, ... , m) ,
a

formant un système d'équations linéaires dont le déterminant Am(a) pour

A= 0

est égal à

b

.Dodx,j®,0, d.: ,..., jem0dx

$ 0.0 ,dx, j 0,01dx, ... , 1 om®,dxf

b

ΦΩΦ,

al

b b 6

ſo „Podx, jem0,dx, ... , 10m9mdx„
m

ܗܸܢ a
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Ce déterminant est différent de zéro , parce que les fonctions Di (x) sont

choisies linéairement indépendantes.

Démontrons que la somme (45) pour m suffisamment grand diffère aussi

peu qu'on veut de la solution y (x) du problème ( 18) — (19) .

Pour cela , transformons les égalités (46) à la forme :

Š Lx [ym —y] M2 [p ]dx = 0
0 ( 47)

(i = 1,1,2 , ... , m) ,

ou bien à la forme

b

ſ » — ]; 0Læ ( Ym — y ] Didx = 0 ( 48)

donnant immédiatement :

b

Lx ( Ym — y ]Mx [ ym ] dx = 0
— =

(49)

D'autre part, vu que le système de fonctions Di (x) est fermé, on a pour

l'expression

an ( x; bom), bm),... , bàn)) = b ) ( x) – Me[ v]bm m ) (m Qi — Mx[ y] • (50 )

l'égalité suivante :

m

b

lim min s [am (x ; b, m) , bylm ),..., Omim )] dx = 0bm ( 2 = 0 ( 51 )

man a

Des égalités (48) et ( 49) on déduit à l'aide de l'inégalité de Bouniakowsky

la relation fondamentale de la démonstration :

2

Í y]L"[ym–u)dx'<j { Na [ymn --21+xm}'$ -— y]am'dxOm ( 52 )

La solution unique

W =ym - y

du problème :

-

Mx [w ] = Lx [ym -- y )+ Nx [ym — y )

U. [w] = 0

U , [ w ] = 0
( 53)

Uk- [W ] = 0

et ses dérivées will peuvent être représentées comme il suit :

Ym = GO

aÝm –y = rj g ( x, £) N ; [ym — y1d3+ ( x, :) [ym — y]dě

ym’—y=1
'

PaG ( x ,)i

дх N ; [Um — y]d5 +1 OG (3,9) Lę [ym-y) de ( 53.)
a a

( k - 1)

Ym yoxk1) = Oxk
dk - 16 ( x, )

N [ym - y]ds+ S
дxt - 1 ] +1 OF 1917,6)Oxk_1 " Lş ( Ym – y] daLę [

дxk
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En déterminant les coefficients

Cor(m )( x ), Cqilm (x ),..., Cm (m )( x ) (l = 0, 1 , ... , k-1 )

par les conditions :

"mi?(*,¢; Colm),C, 1m ) , ... , Cmom )dě =min,( I = 0, 1 , ... , k — 1 )( x, y ) ), ) 1 = , , 1)

b

où

O'G

Ym1 = Cir(M )(x) 01(f ) ,
dx '

on aura évidemment:

lim min ſymi? ds = 0 (I = 0, 1 , ... , k - 1)

Alors , en combinant les égalités (48 ) avec les égalités (53) , on obtient sans

peine :

— = h

b

a a
Ym –yra | GN [ym — y] dě+Imo Lş (ym — y]dě

Ym = Ox N; [ym — y]dě + im Lg [ ym — y]dě-y =35 $ Lş

b

- да

дх
a

(54)

bok -1G b

ym
(k - 1)

01x1) = 1š Oxk - 1 N ; [ Ym — y]dě + Siimik–12 [ym — y]de,--
-1

2 a

1 ) b

ce qui donne, analogiquement au paragraphe 2, à l'aide de l'inégalité de
Bouniakowsky:

(Ym — y): < f rm * (x, 6 ) ds.[ L?? [ym — y]dě— 2 di —

(ym?-yy:<< $Imºlx, e ) ds. 4 " [ ym – y]di ( 55 )

( 1

b

2

m

a

, où

(y,m(*=1) — y{k=132< Š I'mık – 1° ( *, £) de. f L [ Ym — y]dě,)e j = x ° -–- :
LE?

lim † mi”(x,£)ds = 0 (l = 0, 1 , ... , k – 1 ) ,

b

(5
6
)

mize

Les relations (52) , (55) et (56 ) donnent , à l'aide des inégalités de Cauchy et

de Bouniakowsky, le résultat cherché:

b

Ym — y = Smo

V.
2

Onn ? dą > 0

b

2

ym’ — v'= smi y { m * dě → 0
(m700 )

(57)

w ce-i jie= -1
- J (k -1)7 Sm , k-1

m

V samºdě→ 0,

où sme sont fonctions bornées de m.



155

En particulier on peut prendre pour qi et Øi les fonctions fondamentales

iu problème :

Mx[2 ]= 12

U.[z] = 0
.

U, [2] = 0

U - 1[2 ] = 0,

pourvu que le problème ( 18) – (19) soit self- adjoint.

§ 7. Sur la convergence des dérivées supérieures de la solution

approchée Ym

Supposons que les dérivées

d'aidrau (x) , d'az (x ) , ..., d'ax (x)

dxd

d'f ( x )

dx²
(58)

dxt dxr

existent dans l'intervalle (a, b) et vérifient la condition de Lipschitz d'ordre è,

Prenons pour les fonctions (i (x) polynômes et pour les coefficients Bi des

nombres constants.

Alors, comme on sait de la théorie de l'approximation par polynômes,

l'égalité (50 ) peut être précisée comme il suit :

b

2

Omn ? dx =

M (m)

2"+ò
(59 )

m

où la fonction M(m) est bornée. Il s'ensuit que la suite des égalités ( 57)

peut être prolongée par différentiation jusqu'à l'ordre ktr - 1 :

M (m)

Yok(*) —y(k )
m" -1+o

y , (k + 1).- +1)
M2+1 (m)

Mr .2+
( 60 )

in

Mx+r- 1 (m )

ym(k + r - 1) -- Jilktr - 1) >

mo

- l'exposant de

les Mi(m) étant fonctions bornées de m. Une analyse plus détaillée permet

d'augmenter de l'exposant dem dans tous les dénominateurs de ces

formules.

Dans le cas, où les fonctions Pi (x) font un système complet de polynô

mes, on a évidemment :

Mm )

Mx [ym — y ] ( 61 )
m'to
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ce qui donne :

My (m)d

Mx [Ym y] =
dx mr_itô

M2 (m)d2

dx
MxTym — y ]

-

nº - 2 + ồ ( 62

M , (m)1dr

Me [ym -.y) =
dxr mo

les M; (m) étant fonctions bornées de m . De (61 ) et (62) on déduit de nou

veau , à l'aide de (57), les égalités du type (60).

§ 8. L'intégration approchée par sommes trigonométriques

A cause de l'usage très répandu de sommes trigonométriques dans divers

problèmes de physique et de sciences appliquées, une attention spéciale est due

au cas de représentation approchée de la solution y par la somme trigono

métrique. Une telle représentation s'impose naturellement dans le cas des

conditions frontières du type :

y (a ) = y ( 6 )

y ' (a ) = y (6 )
( 63)

j (k - 1) (a ) = y = 1) (b)

permettant le prolongement continu et périodique des fonctions y, y ', . ., Jak- 11

au delà de l'intervalle (a, b). Alors on peut poser:

aX - a

po (x ) = 1, 027-1 (x) = cos 2h a
b . a

32 (x )

x

= sin 2h of

6
(64)

(h = 1,2,3, ... )

Dans le cas plus spécial , où l'ordre k de l'équation différentielle est pair

et on les conditions ( 19) ont la forme :

- 0y (a) =y ( b)

y" (a ) = y " (6 )
0

(65)

ju(k 2)(a ) = ylk — 2)(6 ) = 0 ,

on peut poser

aх

Cu (x) = sin ha
b a (66 )

( h = 1 , 2, 3, ... )

et la somme Y'm sera celle des sinus seuls .
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.

Pour que les dérivées supérieures Ymk- 1 + 1), ( i = 1,2, ... , ') convergent, il( ~

faut et il suffit qu'on ait :

D(k)(a ) = y ) ( 6 )

Julk + 1) (a ) = uk+ 1) (b )

(64 )

[k

1

>

ula+aláb)(a) _ylk+2[ ] (b) = 0

yk + r- ) (a) =ykt»–1 ) ( 6)

dans le cas (63) et

yſk) ( a ) = yk)(6) 0

Ju(2 + 2):(a ) = j(k + 2) (6) 0

(660)

5 X

dans le cas (65) .

En général, les conditions (64a), resp. (66a) , n'ont pas lieu . Alors, dans le

cas (63), il suffit de poser par exemple:

Ym (x) = (x -- a)* (x – b)* [a__ (m ) +)

+ a_r**) (* — a)» (x — b ) + ... + a_ {m} (x - a)" (x — b )" } +(m x , ) — * ] (67)

+ a ,(m ) epo (x) + a, (m) : (x) + ... + amim ) cpm (x) ,)

où les fonctions Pi (x) sont celles de (64) . La somme (67) vérifie toutes les

conditions (63). Quant aux conditions (64a), elle doivent être changées en

celles de la forme:

tarti

„ (
Sm

a (m )

(mn ) =

An (m )

a (m) 0.n - 1 ta (m) . - of im)

o + 1

am), a_rt1( m )
>

>

a_ (m )onta
fonctions linéaires de

- +1 ( 68 )

a.(m) , a ,(m ),... ,

-2 + ... tat

construites conformément à l'équation ( 18) et aux conditions (63) . En ajoutant

aux équations (68 ) le système (46) on obtiendra un système de m + r+ 1

équations linéaires qui déterminent ( uniquement en général ) les coefficients

, ..., a_ , mh,,a, m), a (m ),..., (mm ),(

car le déterminant de ce système est différent de zéro pour a = 0. La somme

I'm ainsi définie converge, de même que ses dérivées jusqu'à l'ordre kto - 1 - ème
vers y et ses dérivées correspondantes .

On peut appliquer des considérations analogues dans le cas ( 65) , si l'on

prend

Ym = (x− )*(x— b)"[almen ata
= x -- a —b)*[ami ] + a_215 ]+1 (+ — a)? (x — b) ? + ... +

26 ]
ta_1 (x- a) (x - 6)=0}}]] + a.simefu(x) + a, in qı(x}+... + 0,6mm( ), ( 69)

où les fonctions on (x) sont celles de (66) .

1

( ) ( )
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$ 9. La méthode de moindres carrés et l'algorithme variationnel

Si l'on prend en particulier

M & [ ] = L . ),[ ]

les équations (46) revêtissent alors la forme :

b

j { L« [ ym] -- f(x)}L « [qu] dx = 0-f

b

a

( i = 0,1 , ... , m)

Ce système est équivalent à la condition :

[ { 1x [ ym ] - f(x)}"dx = min–

et nous arrivons à la méthode de moindres carrés de M. N. Kry ! off. De deu

voies diverses de construire les , fonctions wi (x) et Di (x) il reste dans ce cas,

en général , une seule: celle du choix immédiat des fonctions (ilx ) fi123

un système complet aux conditions frontières ( 19) ; car la résolution de

équations

Me [ p ] = ♡i (x) (i = 0, 1 , 2,... )

aux conditions frontières susdites est un problème pas plus facile que.

problème ( 18 ) -- (19). Dans le cas , où le problème ( 18 )-- ( 19 ) est self-adjoint

et que l'opérateur Mx [ ] l'est aussi, on peut ordinairement en déterminant les

fonctions pi ( x) comme fonctions fordamentales du problème :

Me ( ) = hop

U. [ ] = 0

U [el = 0

Ux-11p) 0,

réduire le système (46 ) à la condition de minimum d'une somme du type:

72

[[vw(5) +4(60) y + ...+ A yn?–2f(x))." I'm 2421 bamix ,
2

I'm x ym Ymdx + Shilli
2

ce qui correspond à l'idée fondamentale de W. Ritz (algorithme variator ll.

§ 10. La résolution approchée des équations intégrales linéaires

Des considérations analogues peuvent être appliquées à l'équatic int -

grale linéaire :

b

Læ [ j ] = y(x) – ; Kix, € ) ) ( 3) ds = f ( x )v = ( |
a

On a le résultat suivant:

La somme

Yme ( x ) = aomlen ( x ) + a ,(m )o£1( x) + ... to an
, (m ! mirl
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où les fonctions ci (x) forment un système complet et les coefficients sont

définis par les équations

b b

Lx[ym ] pi (t) dx = j f(x)si (x) dx= = 160= (
(70)

(1

( i = 0,1 , ... , m) ,

vérifie l'égalité:

lim yu(x) dx = f'v (x)dxjy
(71 )

Mac

(a < c < x < b )

pour toute valeur non- singulière du paramètre à. Si les fonctions R (x, 8 ), f(x)

ont de plus les dérivées p-ièmes avec le module de continuité cold x) , on peut

obtenir le résultat plus précis :

Mion ( ,
( 72)

y ( x ) = Ym ( x ) +
-

MP

où M est une fonction bornée de m .

Pour la démonstration de la première partie de cette assertion , introduis: :: S

les fonctions :

Um (x ) = Ym (*) — y ( x )

Alors de (70) on obtient:

Ś Lx [11m ] i (x) dx = 0 ( 73 )

( i = 0,1,... , m )

et

Lx (um ]Ym ( x)dx = 0 (74)

b

=

b

(

a

En définissant les paramètres bilm ) de la différence

2» (x) =y(x) - [b,(m )ço(x)+ b (m )p : (x) + ...

par la condition :

+6,(m) om (x )] (75)11

b

{* ?(x)dx =min,
em )

on aura :

= ( t

lim.Sem (x)dx = 0

Des égalités (73) , (74) et (75) on déduit aisément :

S Lv[um ] { Lx [um] + 1.7m (x) + em(x) } dx = 0,
La ( }

1

2

] 2} ( ) * *( 12em (76)

ce qui donne à l'aide de l'inégalité de Bouniakowsky :

| Laº [ m] dx < 2 {*(x) + hºwº (x) ) xj Lx [um }

D'autre part, on a évidemment :

Um = Lx [um] +ajr (x, & ; 4 ) Lę !1m} di

n2

b

(7
7
)

)
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où l' ( x , &; 2) est le noyau résolvant de notre problème, ou bien :

nm (x) = ( Lę (um ] l ' (x, 6 ; 9) dy
)= { [ ] x &;2) :

( 78

Déterminons encore les facteurs C :(0 ) ( x ) dans l'expression

Im (a, ś ; 9) = f (x, $ ; 1) - Colm ) (x) p (s ) — Cylm ) (x) 01 ( ) –« ... -- Cm (m (x ) ®m ( )

par la condition :

b

[ { m ” (x,6 ; ; ) d ; = minx I
a

et donnons à l'égalité ( 78) à l'aide de (73), la forme :

Tim (x) = f L- [u] Im di,

ou bien la forme:

Um = Lx [um ] +1 | Le (un ]tim d' ,
] -a

( 79)

a

d'où l'on déduit :

b

Tm * (x) < jimºds ? [um] dě,(
(

et définitivement, à l'aide de l'inégalité ( 76) , pour m assez grand:

2 ſim de ſem ? ( ) ds
2

2.3 ***
nin? (x) < h

1 --- 222

5 im” dizŠ
2

Par conséquent on a :

lim nm (x) = 0

ma

et l'on déduit sans peine de (79) et (78) l'égalité :

lim fumdx = 0=

équivalente à l'égalité (71 ).

Il est presque évident que la fonction :

b

Ym (x) = K (x, ) Ym (6 ) d's +7(* )

1

0

satisiait à l'égalité :

lim m ( x ) = y (x )

c'est à dire est une solution approchée convergente de notre équation

intégrale.
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§ 11. Nombres caractéristiques et fonctions fondamentales

On a pour la somme (45) l'égalité suivante :

Ś G x £ )G (x, ).Om (E ) de

Ym ( x ) = ( 80)

Am (̂ )
où

0, 0. ( ), Φ , (ξ) , Φm (5)

b

0$f(x)”.(x)dx, | La[ 6 ]Po( x )dx, ( Lu [9 ] (x)dx, ſ Lx [mm ] P, ( x) dx

(14x)6,(x)dx, (Lkr.] (x)dx,{lalp.]P (x)dx,..... Loppm)P<(x)dxf( La[7 @ L 1.2[ ] () ]

(8
1
)

1

0 b

$/(x) Pm (x) dx, į La [fo ] Pm ( x )dx, L«[fi] P.m(x)dx,..., įL x| L « [pm ]Pm ( x )dxm] )

En introduisant la notation :

0 , po (x) (x ), Pm ( *)

b

. . .Po (s), La[9 ]Po(x)dx, L«[41]Po(x)dx, of La[pu ?«Po(x)dx

be inom ,(6),12(7.1%,( )dx, (Lulp.]$/Xix,... In} $ :( 8 )dx (82)
Po ]® x ( Lokm] *

20

(.*, $; )

1

Ama)
[ |
i .

1

Pm ), Pm , f [ ,ou (9. f L[po] >(x)dx,{L_17.)®mix)dx....,ftatim] ou (x)dx[ Pm

on obtient :

Ym (x) = f rm (X, 6;9) ()dey (83)

On peut démontrer que la fonction (82) satisfait aux égalités :

lim ; [ - [ m " )? dě = 0"" !

(1 = 0, 1 , ... , k -- 1 ) ,

lim J ( T ) – Tw ]d: = 0

man

5

m2

mana

et que ses nombres caractéristiques dx(m ) convergent vers les nombres caracté
ristiques di de la fonction l'.

En développant la fonction (82) suivant les puissances de 2 -- hym );

Vino) (x)
)

im (1)( x )
+ + ...

(1 - 2x1m ))" (a - Armijn - 1-dorm )h1
J'm ( +) =

Кравчук - 11
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on démontre que les fonctions

lim Yim (* )

existent et représentent les fonctions fondamentales du problème ( 18) - (19 .

$ 12. L'inégalité de M. J. Hadamard et ses conséquences

Soit

as;X ;X ;

une forme quadratique positive définie . Alors on a l'inégalité suivante:

au a 12 ain. .

ali 12 alk Ak+1 , k+1 Ok+1 , k12 ak +1,91

das aan aan. . agn 222 A26 Ak+2 , k+1 Ak+2, k+2 ak+2, n1

<
(84 )

. .

ani ana . ann. . aki ak2 an, k+2Akk An, k+ 1
.

Ann

(0 < k < n)

Nous la citerons dans la suite comme celle de M. J. Hadamard, qui l'a

donnée pour le cas particulier très important k = 1 .

Les théorèmes suivants présentent des conséquences presque immédiates

de l'inégalité de M. J. Hadamard:

1. Le déterminant infini :

• ain, .1+ 211, 212 ,0110 ,

221 , 1+ 222,
ann, .

A =
031 , 032 , azn ,

дА

converge absolument ainsi que ses mineurs
si les séries

Jaij

laul, | asja

дА

sont convergentes; l'ensemble des mineurs est borné.

daily

2. Le déterminant infini :

e - :( 1 + au ), e - 91012, e
ds .
13 ,

1 + 611, 612 , bia,613 , ...

e Andris e-0,1 + a22) , e - 7023, b21 , 1+122 , by3,...

A = e-maizi , e - and32) e - 4 (1 + ( 33),... bai, b32, 1 + baa ...
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дА?

converge absolument ainsi que ses mineurs si la série

obij

Σας 12

DA

est convergente; l'ensemble des mineurs est borné.
Obij

§ 131 Application de fonctions orthogonales

Prenons le système (34)

Φο (x) , Φ, (x ) , Φ. (x) , ... (85 )

comme un système complet de fonctions orthogonales et normales dans l'in

tervalle ( a, b) . Alors les équations (46) donnent :

Om (x, a)
Ym (x)

Am(a)

Ym' (x) =
om ' ( x , 1 )

Δη( λ).1

(86)

g(k -1) ( x, 1) ,
I'm (k - 1) (x ) =

Am( )

où

1 + boo, bou, bo2, bom

b10, 1 + 011 , b12 , bim

( λ) :Am(A) = b20, b21, 1+ b22, bam.

bmo, bmi , bm2, 1 + bmm•

0, ( ), Sm ( *)

bote bom

Po ( x ),

jfpodx, 1 + boo,

Bm ( X, a) = jo, dx,om = , 610 , 1 +611, bin
(87 )

. .

froadt,
bmo , bmi , 1+ 6mm

d?

dxom (x, A)om ( ) (x, ^) = . ( l = 1,2, ... , k — 1 )

bij = 2 |Na ,] P (x ) dx == ).= Ne 19) : ) -2. SIN: [ G (x, :)) ° (6)P (x)dědxIN ] 9 x (88)

(i, j = 0 , 1 , ... , m)

a a
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La formule (88 ) démontre la convergence de la série

bija

Il s'ensuit que les limites des déterminants

e - boo ( 1 + boo), e-bo. bor , eb.. bom

e bu bio , e-61 ( 1 + 0,1) , ... , e -b, bjm

Alm (1)

1

e-Umm bmo, ė Umm bmas e - mm (1 + 6mm)

Sm !( x)0, por' (x ), { " ( x)

e-boffPodx,0 , dx , ,er bor(1 + boo), e -boo bos,... , e-boo bom

b

ôn ( x, A)= edu

jsø,dx, 1
e -bobo, e - b1 (1 + 61 ), ..., e - babım-

mm ; f Omdx, e - bmm bmo,fe
mn

-bmm bmx , ... , e Ommi1 + 6mm)

existent .

En donnant aux formules (86) la forme:

m

Yo!" (x) = į Aim Girl "( x )
-

(l = 0, 1 , ... , k - 1 )

on peut démontrer l'existence des limites A, des nombres Aim et la validité

des développements suivants :

y (x) = Apso (x ) + A1q4 (x ) + A262 (x)+ ...

y'(x) = Appo' (x ) + Aqvi' (x )+ A22' (x)+ ...

julk — 1) (x) = Anspolk - 1)( x) + Apopo(k - 1)} ( x) + A262/4–1) (x) + ...

Les coefficients A représentent la solution du système d'une infinité d'équa;

tions linéaires suivantes:

$ [ ] x) = } (x)Ⓡs(x)dxLx (A090 + A101 + A24P2 + ... ] Pi (x) dx =

( i = 0, 1, 2 , 3 ,... ).

En approfondissant l'idée esquissée ci-dessus, l'auteur a montré comment on

peut s'affranchir de la théoriedeséquations intégrales et construire une théo"

rie tout à fait indépendante du problème ( 18) — (19) .
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On peut aussi se servir des fonctions Fi ( x ) satisfaisant aux conditions

d'orthogonalité généralisée:

5 1.8 ( 91) Mar (90) dx = 0 ( 2 > h)

b

L= ( %) Mz [91]dx = 1
a

Pour construire un tel système de fonctions Qi (x ) (i = 0,1 , ... , m) il faut

en général résoudre une série de systèmes d'équations linéaires resp. à une,

à deux, .. à m inconnues. Dans ce cas on a

y (x) = dopo (x) + 0.784 (x) + 42p2 (x )+ ...

'( x ) = arepo' (x) + apops" ( x ) + Agepe' (x)+ ...

joldt - 1) ( x ) = coopolk - 1)(x ) + 01qz(k -1)(x) + 29%26d ) (x )+ ... ,
( -

où

= jsf(x) Mx [91]dx

§ 14. Système d'équations différentielles linéaires

On peut indiquer d'une infinité de manières un système de fonctions

Φο Φ . , Φ. , ..

Φ20 Φ .
022 .

(89)

Фео Фон Фа . .

satisfaisant à la condition :

k

lim min Σ [ 」ゆー[ F , -t, 0,1-tºjs— ..- tm jm )?dx = 0
( 90)

ou F , est une fonction arbitraire de carré intégrable dans l'intervalle ( a, b).

Soit

Pin

an

kni
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la solution d'un système quelconque d'équations différentielles

M1% [con]
dipin

+ B11910 + B4202n + ... + Bikçkn = " in
dx

depan

M22 [on] + B2101n + B22% 2n + ... + Bakpkn
020 (91 )

dx

Mki [ on]
dokn

+ Berpan + Brzepan + ... + Bukkn = 0knBkipin Bk2 2n
dx

vérifiant les conditions:

k

Q 1)

Us [ y ] = $ 4,99 (a) + /" m (b)= 0
= ¢m B )«

U2 (ợn] = 92,1994pm / «0.,(?) of yn ( a ) + 3B,1 ? ) of yn (b) = 0

k

(n = 0, 1 , 2 ,...)

(92)

k

Uk

Ut [ym ] = , m(a) + /4.0 m (b) = 0B ¢
(k)

3

Si l'on prend par ex .:

Bij == const,

le problème ( 91 ) — (92) peut être alors effectivement résolu par les f nctions

élémentaires .

La solution du problème général :

1
La[ ] = M1 [ 2] —À Nữ[2] = f (x)

L2x [2] = Max [z] – ^ N2x [ 2] = f2 ( x )=

(93)

Lkw [2] = Mkx [2] - a Nkw (2 ] = f* (*)

U, [2] = 0

U2 [2] = 0

(94 )

=

Um [2 ] = 0,

ой

Njx [2] = An (x ) 2n+ Aj2 ( x) 22 + ... + Ajx (x )Zk

(j = 1,2, ... , k) ,

peut être présentée approximativement sous la forme:

Zim = a ,(m ).p10 + a ,(m ) + ... + amm)411 pim

Colm ) $ 20 + a (m ) 21+2.2 m tam
( m )

p2m

( 95)

'fko +- ( 27 (M ) ". + + am2 km = 0 "
, (m )

km )
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où les coefficients

ao(m ), ay(m ), ...,

satisfont aux équations linéaires:

Am
m

)

bk

2

E { Ljoo [ 2m] — f1(x)} ji(x)dx = 0 (96)

( i = 0, 1,..., m )

Á condition que les dérivée 2 P) existent et soient bornées, on a :

M

12 ;-2jm / <
(97)

mp3

où M ne dépend pas de m . L'inégalité ( 97) démontre que la fonction 2jm

converge vers 2 , et indique l'ordre de l'erreur 12 , — Zjmi.

Si le système (89) vérifie les conditions d'orthogonalité :

0 ( i + j)
Φ,

1 ( i = j),

on peut prendre au lieu de (95) les séries :

2 , = 20p 10 + 21911 + 02412+ ..

Zy = 20$20 + 21621 + a2022 + ..

f($spus+ DsOns+... + PwPx)dx {a

2 = Qopko+ 10 + Anpka + ...

dont les coefficients se déterminent par les conditions :

{ Lj» [ z] - f;( x)} º ji (x) dx = 0

(i = 0,1,2, ... )

La démonstration de ces résultats se fait à l'aide de la théorie des équa

tions intégrales linéaires ou bien à l'aide de déterminants infinis .
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Розділ у

Існування та форма розв'язок деяких лінійних рівнянь

з частинними похідними

$ 1. Лінійне рівняння з частинними похідними другого порядку

з двома незалежними змінними еліптичного типу

Назвімо через g (x, y; $, п) Green'ову функцію рівняння

д?2 д?z

Дgyz (x, y) = + = F (x, y)
дх? ду ?

( 1 )

в будьякому обмеженому обсязі S на площі ху , за будьякої лінійної

однорідної умови на межі з цього обсягу. Ця умова може напр. бути

така :

-

г / s = 0 , (2)

де знак / s показує, що змінні х, у треба міняти вздовж контура ѕ. Коли

напр. також через s назвемо довжину дуги цього контура, раховану

від якоїсь точки (вважаємо контур за односпійний) і коли рівняння цього

контура є

х= p (5)

у= +(s) ,

то рiвнiсть (2) має вигляд:

2 [ (s) , (s)] = 0

Загальніше замість умови (2) в задачі ( 1 ) .— (2) може фігурувати умова :

дz

a . (s ) z/s + p (9) Ən Is,(
: 0 (2a)

дz

де а s) та p(s) є якісь функції від s , а означає похідну по нормалі до
дn

кривої ѕ.

Як відомо, функція g (x, y ; $ , п) має вигляд:

1

g ( x, y; t, n ) = Inri(x, y; $, т) ,
2.

-

де (2 )

r = f (x — £)2+(y — n)”,
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а функція 1 (x, y; , т) справджує рівняння:

д ° і д ? ]

Дryj ( x, y ; €, т) = =0

де
г

ду ?

скрізь , крім , очевидно, точки :

х = $; у= 1, 11

де вона стає нескінченно-великою; крім того, функція g (x, y; $, п) справ

джує ту саму умову на межі обсягу Ѕ, що й функція 2 (x, y), отже

умову (2) :

g /s = g [ P ( s ), ф (s ); &, n) = 0 (3)

або умову ( 20):

а(5)g/,+ в (s ) де 0 ( 3)
S

при довільному положенні точки (€ , п) в обсязі S.

Коли відома функція g (x, y; $, п), то розв'язка задачі ( 1 ) — (2) або від

повідно задачі ( 1 ) — (2а) дається формулою:

2 ( x, y) = g (x, y; 6, 7) F(4,1) dfd: n ( n dędn (4)

( 9 )

Візьмімо тепер задачу загальнішу :

(5)My [2] = F ( x, y)

и [2] = 0, (6)

де

дz дz

B )
дхМер [2] = Axyz + в, (x, y ) ax + в , (x, y) + Ba(x,y)2 =ду г =

+B4 дx + в. до + Вәг = 0

(7)

д ? z
дz дzд22

+
дх2 ду ? ду

и [z] = a (3 ) z/s+ B ( )

дz

дn / s\
(8)

і припустімо, що відома Green'ова функція g ( x, y; $, 7) задачі

Дzy2 = F (x, y)
(84)

и [z ] = 0

Щоб виявити, чи задача (5) — (6) має розв'язку і чи вона означена, роз

гляньмо поруч неї систему рівнянь :

дz

2= д $ n)

дz

on

+

( 9)
( S )

- g(x,y; , 1 ) ( В. (6,18, + в.(6,)

+ B. ( , 1 ) г ( $, 1 ) ] d'dn + g(x,y; 4, 7) F(4,1)dfdn
7 . $ n n dę3

( S )
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дzдz

дх

дg ( x, y; , т

дх ( , ( )

дz

ди

( S )

F (6,7 ) d$dn
дх

( S)

+ --|| ester6 )1в. 46. wі +вас. » ,+SS

+ B. (6, 1 ) = (1 , 1) Jacdn + ( əg(x,y,6,7)

+-- If учрай за 1 , + в . +(* ,

+ В. (6 ) = ( 6 м ) ata " + || ests, K. )

(9)

дz

ду , )
дz

[ B , ($ п)
д ;

дz

B2 ( , 7)
ду

( S )

3

(S )

де
(S)

дg(x y ; , 7
, т $, n) F ( , n) dedo

ду

( S)

та рівняння :

и ( x, y) = - h(x, y; t, ) и (€ , т ) dfdn +JJ $ т
( 10)

+ x 4
h ( x, y; $, п) F (6, 7) dädn,

; $ п
дg(x, y, , 7 ) + в, ( x, y) дg(x, y; 6,7)h ( x , y; $ , n) = B, (x, y)

$ т

B ( , +
дх ду

( 11 )

+ B3 ( x, y) g (x ,y ; Е, т )

Ядро інтегрального рівняння ( 10) — особливе , але цю особливість можна

знищити ітерацією.

Нехай рівняння ( 10) має одну-єдину розв'язку и ( x, y). Тоді розв'язка

системи (9) виглядає так:

Јg (x,y; $, т) и (*, *) dédn +J g (x, y; €, 1) F (6,7) d { dn

дg ( x, y; $, т)п
F($, 1 ) d ; dn

dx дх

( 12)

2-—

( S )

дz

- ||Г ...

[[ ее и (, ) az dh + || g(x,y,, )F (4, ) аѕ аn,ч

(S) (S)

и (6, 7) azdn + ffee(*, , , )

« т

дz
дg( x , y; Е, 7) 6 7-

ду ду

(S)

у чому легко пересвідчитися через безпосереднє підставлення вира

зів (12) у рівності (9) та використання залежності ( 10) .

Нехай розв'язне ядро інтегрального рівняння ( 10) є Н (x, y; $, п). Тоді

з (10) виводимо:

и ( x, y ) = H (x,y; p, 4) + ( р, ; *, *) F (6 , 1) dp da dfd7
x JJJ q q 7 7 ( 13)

(S ) (S)

або так:

и (x, y) = JJ H , (x, y; $, ) F ($, т) d ; dт,
= 6 6

( 14)

( 8 )

ввівши зазначення

H, (x, y; t, n) = ( x, y; p, Q ) К ( p, q ; $, т ) dpdf,
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Тоді рівності ( 12) перепишуться так:

[ п). g ; , p ; (
( 8) ( S)

дz дg (x, y; $, п) дg (x, y; p,4)н, (р , q ; Е, т) dp dqq
H p 9 F (6,7 ) dędn

дх дх дх

г = Lg (x, y, , 1) — Дв (x, y , p, 4) H (P, 95 €, т) dp da IF %, ) dfd7

[ •EP.2,SS 41 | atво

- | - [[ as Pho),- SS es(* |

Ј | 6. ) ( 15)
(8) ( S )

67
дz дg (x, y; $, п)

ду ду

(8)

або нарешті так:

дg (x, y; p, Q)
HI (P, 9 ; 6, 7 ) dp dq F (8,9) dedn$, т) .

ду

, ( p

()

SS G (x, y ; & , ) F (€,n) dę dn
( 8 )

дz

дх

дG (x, y; $ , т )
F(€ , n) dę dn

( 17)
(S)

- ||бах.5.ТеSloc

- Говае 6.Мғи
дz

дх

дG (x, y; $, п)
F ($ , п ) dş dn

ду

( S)

при зазначенні

G (x, y; t, n) = g ( x, y; &, т ) - JJg ( x, y; p, q) H, ( p , 9; & , т) dp dag —
( 16)

( S )

Доведімо тепер еквівалентність систем (5) — (6) та (9) .

Для цього досить зауважити, що система (8а) еквівалентна системі :

JJ ( )g (x, y; $, n) F (5, n) dę dn
( 8 )

дz
дg (x, y; $, 7 )

дх
F (€, n) dę do

дх ( 18)

2 =

-ESSosix

((@et*,

(S)

дz дg (x, y; & , т)( $
F (€, n) dę dn ,

дуду

- В. ($, т ) дт
дz

якщо напр . припустити у функції F($, т) існування суцільних перших по

хідних, що ми далі робитимемо.

Замінивши тут F (8, 1) через

дz

—В, (6 , 7) B3 ($, п) 2 ($, п),
д;

виведемо (9) як висновок із (5 ) — (6), і навпаки . Для останнього, очевидно,

досить вимагати, крім суцільності перших похідних функцій F ( x, y ), —

снування та суцільності перших похідних функцій

B, (x, y ), B, (x, y ), В. (x, y ),

що далі? скрізь і робитимемо.
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Отже доведено для задачі (5) — (6) існування Green-ової функції. Це є) -

функція G ( x, y; $, п) формул (16) та ( 17 ) .

ра

$ 2. Властивості функції G ( x, y; $, п)

Як показує формула (16), функція G (x, y; $, п ) має таку саму логариф

мічну особливість у точці х = t, y = 7, як і функція g ( x, y; $, 1) . Щодо

похідних

дG дG

дх ” ду ?

то в тій самій точці х = $, y = 7 вони стають нескінченними
так само ,

як функція

1 1

f ( x — £)? + ( у — n)?

Покажімо, що G ( x, y ; $, ), як функція від x , y , — справджує рівність (6) -п —

скрізь на контурi s, крім , розуміється, точки ($, п).

Справді, з рівностей ( 17) , через лінійну комбінацію, дістаємо:

дG

F ($, 1) dk dn
да

r

дz

100 .- || « А= (2)«(8) als + в (3) )
a.(5)z/s + в (9)да

( S

Звідси , через незалежність функції і від завдання функції F (x, y) ,

легко виводимо:

дG
0 ( 60)

дn /sа (вуа / s + в (6) 884

Доведімо ще, що функція G (x, y; $, п) справджує рівняння

My [ G] = 0

скрізь, за винятком розуміється точки

х= $, у= 7

Для цього передусім із рівності ( 16) через диференціювання та лінійну

комбінацію виводимо:

Дry a ( x , y ; $, п) = Axy s (x, y; $, п) - Axy J3 (x, y, p , 4 ) H ( p , 9; &, т ) dz dn;

( S )

або :

Дzy G ( x, y; $, п) =-= — =— Н, (x, y; $, т) =

( 19)

= SH
JJ H (x, y; p, Q) h (p, q ; 3 , 7) dp df
( S)

Так само :

д; д;

B , (x, y ) + в,(x,y)6 + В ( x, y) G =дх B3 ) =
ду

( 20 )

= h (ху; 6, 1)—h(x, y ; p, 4п h (x, y ; p, q . Н. ( р, q ; $, т) dpdf
, &( S)

-
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Додаймо ( 19) та (20) ; дістаємо

9Mху [G (x, y ; €, п) ] = h (x, y ; $, п ) H , ( x, y ; $, п) -

— Hғр тJJh (x, y; p, q ) н ( р, 4 ; 6, 7) dp da

(2
1
)

( S )

З другого боку , завівши вираз ( 14) до рівності (10), маємо

H , (x, y; €, 1) F (€, п) dş dn =

( S )

JJ JJ1 (x, y; p, Q ) H, ( р, q; , п) F (€, п) d} dn+
h

( S) (9)

+ $Sh (x,y; £, n) F ($, m) dě dn
( 8 )

Звідси , через довільність функції F (6, 7 ) , виводимо:

h (x, y; $, 7 ) — Н. (x, y; , п) — 11 (x, y; p, q) H, ( p, 9; $, т) dp dq = 0
( S )

Отож рівність (21 ) , переписується остаточно так:

May [G] = 0,

що й малося довести .

8 3. Загальне лінійне рівняння з частиними похідними еліптичного

типу з двома незалежними змінними

Нехай відома і є єдина розв'язка якогось еліптичного рівняння

дk 2 дkz

+—1

k— 1 , 1 1,2 дх ду k

дk 2

+ B (x,y) дxk =2 ду
---2,1

д: 2

xu [ ] = Bxy) + B (xy) дx k - ду
+ ... + B ( x, y)

1 k - 1

дk-12 дk - z

+ B ( x, y) + B( x,y) + ... ++
дух0, k k -

дx k -T

дk - 12 дz дz

+ B (x, y)
+ ... + B (x,y)

+ B ( x, y)
дх

0 , k -1

+ B ( x, y)2 = F ( x, y)
0,0

+

dyk1 0,1
ду

(22)

в обсязі S за всякої функції F (x, y) та за певних лінійних однорідних на

контурі s обсягу S умов, що включають функцію г та її похідні поряд

ків менших k:

UA [z ] = 0
(23)

(1 = 0, 1 , ... )

інакше кажучи , нехай відома Green'ова функція G (x, y; t, n) задачі ( 22 ) –

(23) . Вона справджує рівність:

M xy [G] = 0 (22 )

в обсязі S скрізь, крім точки

M

x = s, y =

ху
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та

U[G] = 0 (23a)

на контурі s — скрізь , крім теж точки

х = €; у = 7

Сама функція с та її частинні похідні по х та по у— усі до порядку

"k — 3 включно є суцільні функції змінних

x, y; $, п

| Те саме стосується й дальших похідних порядків k— 2 та k— 1 , але

Виняток дає точка

x = t, y = 1,

де ці похідні стають нескінченними. При тому похідні (k — 2) -го порядку

мають нескінченність такого характеру, як функція Inr, a похідні ( k – 1 ) -го .

1

порядку — такого , як функція де

2

r = f (x — £) * + ( у — n) ?

Нарешті існують формули :

= G x ;$
( S )

дz (x, y ) ; $ )

дх" ду 1 - 2 дх2 ду 1 — 9

2 (x, y) – да (*, y , 6, 7) F(6,1) dfd7
(24)

дһG
ƏMG(x,y,5, 10 F ( , 7 ) at dчn dęh h

( S )

h = 1 , 2 ,2 , .. k — 1

( " )& Sh

Навпаки , з формул (24) , за певних вимог щодо диференціальних влас

тивостей функції F (x, y) , випливає рівність (22) , а також рівності (23) .

Візьмімо задачу загальнішу . Нехай

дk-12 дk - 12

Nху [z] = a (x,y)[
+

x + a(x,y) + ... + a ( x, y)
дхк- 2 ду

д 2

k— 1,0 .
дxk - i

k— 2, 1 o, k - 1 ° ду 4

дk-22 дk-2 2

+ a ( , y) дx k —3 ду

E-2 2

+ a(x,y )
) дх

+
+... + aw,у ду - +

д

( x, y)
0, k

и - 2 -3 k—2

k—2,0 -3, 1

1,0 0,1 0,0

xy ху

LxУ

дz дz

+ a ( x, y ) + a (x,y) + a ( x,y)2
дх ду

Le, [z ] = May (2) —AN @y [2 ] .L 2]

Розгляньмо задачу :

Lry (2) = F ( x, y ) (25)

Uі [г] = 0 (26)

(I = 0,1 , ....)

Покажімо, що система (25) — (26) має одну-єдину розв'язку завжди, за

винятком певних дискретних числових значень параметра , та збудуймо

ії Green'ову функцію.
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Для цього розгляньмо систему рівнянь:

г(x,y) = G (x,y;$, т) . N :h [2] dfdn + jG(x, y; 8, 7) F(%,т) dfdn.JJG & ; , n 6 7 ;
( S ) ( S)

дh z ( x , y)

дх” ду 1-3

дh G (x, y; Е, т )

Nen [2] dednt
дх ” дуһ-9

is

(27)

+

д * G (x,y; 6, 7)
F(€, п) dk dn

дхо ду 1-2

( S )

--[[".

+-Soho

( , -1)1- *

и я N- a

(@JF

h = 1,2 , ... , k

gSh

та рівняння

( *,2)= || Ney [G ] и (6, 7) dtdn+= )

( S )

+ SS N xy [G] F (5.7 )de dn (28 )

( S )

де G (x, y; &, т ) є Green'ова функція задачі (22) — (23) .

Хоч ядро інтегрального рівняння (28 ) — особливе , але цю особливість

можна знищити ітерацією. Знаємо, що завжди, за винятком особливих

значень параметра , рівняння (28) має одну - єдину розв'язку и (x, y). Тоді

розв'язку системи (27) можна подати в формі :

2 (x, y) = JJG (x, y; $, 1) и ( , п) dk dn +
y = 7 +

+ SS G (x, y ;$, n) F (5,7 )de don

( S )
( 29)

( S )

дhz (x, y )

дх' ду 1-
h -- ась, таа,( °

дh G (x, y; €, п)
и (6, 7) dk dn +

дҳо ду1-2

(S)

дh G (x, y; $, п )
F ( , n) dę dn

дх” ду һ-

(30)

+

+ Je",
( S )

(* = 1,2
h = 1,2 ,..., k - 1

« «g< t

як пересвідчимося, завівши вирази (30) у рівняння (27) та використавши

залежність (28).

Назвавши через H ( x, y; 8,7; 3) розв'язне ядро інтегрального рівняння

(28 ), маємо :

и (x,y) = JIJ H(x, y; p, q ; 2) h ( p, q ; $, т) F($,7)dpdq d ; dn7 F
або

и (x, y ) = (JH, (x, y; 8, 9 ; 1) F (6,n) d } dn,

( s ) ( S )

=

(3
1
)

(s )

де

н, ( x, y; t, n ; 2) = | Jн (x, y; p, q ; А) h (p, q ; Е, n) dp dq ( 32)

(s)
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Тоді рівності (30) дістають остаточно вигляд :

2 (x, y) = JJ F (x, y; , ; ) F (6,7) d} dn
( S )

дh z (x , y)

дх дуһ- 2

д* Г (x, y; $, т)

F (6,7) dk dn ,
дх9 дуһ - 2

( 8)

(33)

(

(*)

( A ')..

Г(x,y, 6, + 1) = a ( x, y, , 7) — Ca(x,y, p, 9 ) Н. ( Р, 4 ; 6, 6 м) dp da (34)

k = 1,2, ... , k

g = 0,1 , ... , h

де

; $ п; G , ; $ п G ; q H р q 7; dq
(S)

Не трудно довести еквівалентність систем (27)—(28) та (25) — (26) за пев

них умов щодо існування та суцільності похідних функцій F (x, y) та

коефіціентів оператора Lxy [ ] ( пор . $ 1 ) . Так доведено існування Gre

en-ової функції у задачі (25)-(26) при всіх значеннях параметра і, за ви

нятком деяких особливих. Ця функція є Г ( x, y; 8, 9; 1) у рівності (34) .

S 4. Властивості функції Г (x, y ; $, 7 ; 3)

Як показує формула (34), функція Т (x, y; t, n) та її похідні мають

розриви того самого характеру , що й розриви функції G (x, y; $,7 ) та від

повідних її похідних . Усі ці розриви є тільки в точці

x = $, y =

Покажімо, що Г (x, y; 8, 9 ; X) , як функція від x, y, справджує всі рів
ності (26) :

(35)Uі [ Г] = 0

(l = 0,1 , ... )

скрізь на контурi s , за винятком розуміється точки

х = 3, y = Т ,

Якщо в рівностях (26) фігурують похідні порядку вищого за k — 3.

Для цього досить застосувати оператор Uі ( 1 до обох сторін рів

ності ( 34); дістаємо

Uі [ Г ] = U [G] — JUG (x , y; 2,4)] H ,( р , q; с, т , 1) dp dq
(S)

А ЩО

UA [G] = 0 ,

то звідси й випливає (35).

Так само можна довести , що г ( x, y; $, 7 ; 3) справджує рівняння

Lxy [ Г ] = 0

скрізь в обсязі Ѕ, за винятком , розуміється, точки

(36)

х = $, у = 7
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Для цього нагадаймо рівність (22) і застосуймо до обох сторін рівності

( 34 ) оператори Mху ( та Nху [ ] :

My( Г ( x, y; t, n ; А)] = > AH, (x, y; t, n ; A)

; 8 9; ] G q ] q dp
Nev (Г (x, y, , , 1)) = Nav [G] — New ( Q ( x, y; p, 4 ) Hр, 4; , ч , л) ар да(S)

Лінійно скомбінувавши ці рівності, дістанемо:

2.zy ( 7 ) = Ney [G] — H (x,y, 4, т 1)
Lxy

(37)

( 8 )
– JJ H 4 7- , Nev [ G ( x, y; p, )) Н (p, 9; $, ; 2) dp dq

З другого боку, завівши вираз (31 ) до рівності (28), дістанемо:

H, ( x, y; $,7; 3) F (8,7) dk dn =
т (

= JJJJ Ney [G (x, y; p, «)] H, (р.q ; $, ; 3 ) F (67) dp do dz dn +

+ SS Nxy [G ] F (5,9) de dn ;

( S )

ху

(S) ( S )

( 9 )

а що функція F (€, п) довільна, то звідси виводимо:

Ney [G] — H, — л Ney( G (x, y; p, )) H , (p,9 ; 3,7 ; 2) dp dа .[ ] - H Nху , $
(S)

Це зводить рівність (37) на таку :

Lxy Г] = 0 ,

що й малося довести .

$ 5. Випадок, коли кількість незалежних змінних довільна

Ті самі результати переносяться на еліптичні рівняння з частинними

похідними при будькількох незалежних змінних. Напр . у випадку трьох

незалежних змінних , коли

д ? д ? д ? до

Mxyz [v] =
--

δυ д

+ Ba
ду дz

+ В ;
дх2 + ду

г да + в, dxt B ,

до да до

Nxyz [ U] = A , + А, + Аз
дх ду

azt Au

ду

U [ v]= av + Pan[ +
ди

2)

шукаємо функцію v (x, y, г) в певному замкненому просторовому обсязі 1

так, щоб у ньому скрізь вона справджувала вимогу :

Lxyz [v] = Mxyz [v] — ANхыг [v] = F ( x, y, z)

а на його поверхні з вимогу :

U [ w] = 0

(38)

(39)
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Ця задача дає розв'язку для всіх значень параметра , за винятком

деяких особливих, якщо тільки є означена задача

Мюуг [u] = F ( x, y, z ) (40)

U , [z] = 0 (41 )

Знаючи Green -ову функцію G (x, y, z; $, п. С ) задачі (40)-(41 ), легко зна

ходимо Green-ову функцію г ( x, y, z; €,n,t) задачі[(38) - (39). Обидві вони мають

одну -едину особливість, а саме в точці

х= $; у = 7; 2 = t · (42)

стають нескінченно - великими, як функція

1

V (x — Е)* + (у — n )? + (z - t)?

Крім того, існує рівність :

U ( ) = 0

скрізь на поверхні о, крім точки (42), та

Lxyz [ Г ] = 0

скрізь в обсязі т, крім точки (42). Нарешті, за певних широких умов си

стема (40)-(41) еквівалентна системі:
|

( x, y , 2) = JJJ FF(6,n.t) d dm dr
(1)

до дг

F (5,7,5) dę dn ds
дх

(v )

да

F (6,7,3 ) д € dm df (43)
ду

=

-

dxSSS

SSSR

ESSSEF
до

дz
F(5,7,5) dę dnd

дz

(1)

та системі :

.

(7 )

дGдо

дх

дG

дх
dn (44)

( ) (7)

o (ж. у, 2) =( a - М::[ о ]ddчас + Гағ(67.3) at dvdz

100% st:lojagdas + F(ст.)azdvacSSS ] dn

.SS Sen Negl lo] dedn dc+ SSSOM

SSS Nent [u] dě dn di + SSS:

до

ду

- )
[ ] d }

( 0 )

F (8,7,5) dę dnd

(v )

да

F (5,7,5) dę dn
дz

(7)

dv

дz

—

дG

дz
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86. Деякі окремі випадки

}

BA

1. Коли задача

Mg, [z] = F ( x, y)

параграфа 1 самоспряжена, то

В, = 0 , В , = 0

і система ( 9) заміняється одним рівнянням :

2 JJ g 8 9 z 1 dz g y $ n
( S)

Нетрудно довести, що тоді Green'ова функція задачі — симетрична , тобто

не міняється від заміни аргументів x, y на $, тй навпаки.

2. Рівняння

дz дзz дz
AA2 Bao + Воз +

дуз

== || 8(x,y; , 7) В ( , т ) = ( 1, 1) d dn + J в (x, y; , 7) F(6,7) atd( S)

дзz

да + в ,,
дх? ду

В12 дхду

д?z

+ Вго + B1
дх?

д?z

дхду
+ Bo2

д ? z

ду?

дz

+ Bio
дх

+

дz

+ Bor + Boo 2 = F ( x, y) ,
ду

де

1

д12дz

ДА 2=

дх4дx1 +2

да

дх ? ду?

tayt

що є узагальненням бігармонічного:

АДz = P ( x, y) ,

має Green'ову функцію в вигляді :

Г(x, y; t, n) = r? Inr+j (x, y; $, п)

r = V (x — £)? + (y—7)?,n

при чому всі похідні функції і (x, y; t, n) до 4-го порядку включно— су

цільні в обсязі Ѕ, якщо суцільні коефіціенти рівняння .

В найважливішому — самоспряженому — випадку буде:

Bзо = B = B12 = Bo3 = 0= =

Во = Box = 0 .= .

3. Самоспряжене еліптичне рівняння 2- го порядку з з незалежними

змінними, коли комплекс старших членів є

д?v д ? д ?

ДО = + +
дх? ду? д22

>

виглядає так :

До +Вv= F ( x, y, 2)+ = z

Для нього система (44 ) замінюється одним інтегральним рівнянням :

( x, y, 2 ) = JJJ GB ($, , C) ($, т, с ) dz dn d ; + GF($,, ) dk dvdу z л 7 +35 ~ 5)п

( 7 )

п
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8 7. Повна система многочленів, що анулюються на сторонах

даного прямокутника

Для наближеного роз'язання задачі (25)-(26) нам далі потрібні будуть

системи функцій:

Фоо (x, y), pio (x, y), ф20 ( x, y)

фін (x, y), фан (x, y) (45)

Рог (x, y) Q12 ( x, y) , ф22 ( x, y)

Ф20

Pot ( x, y ),

,

можливо простої будови, що справджують граничні умови (26) — точно

або наближено, з достатньою точністю.

Припустімо зразу, що обсяг Sє прямокутник, обмежений лініями

х= а, х = b

y=a, y= p ,

і що умова (26) має вигляд:

z / s = 0 ,
тобто

-

1 -

( :)

г (a, y) = 0; г (b, y) =0

г ( x, a) = 0; 2 ( x, B) = 0

Тоді систему функцій (45) можна вибрати так:

Poo ( x, y) = ( х — а ) (x— b) ( у — а ) (у— В)

Фs ( x,y ) = Poo ( x, y) х*

i = 1, 2, 3 , ...1

j= 1 , 2, 3 ,...

Для доводу звернімо увагу на те, що всякий многочлен від х та у сту

пеня, не вищого за т-й щодо кожного з цих змінних, можна подати

в формі:

2m (x, y ) = ( х — а) ( x — b) Pm ( x , y) + ( x — а) Am (0 ) + Bm ( ) ,= (46)

де Pm (x, y), Am ( y), Bm ( y) е многочлени : перший від x та у, а другий

і третій від у— усі ступеня не вищого за т щодо кожного зі змінних.

Щоб у цьому пересвідчитися, досить поділити 2m (x, y) на x — а. Очевидно,

остача не залежатиме від x; зазначмо її через Вт ( у), а частку через

Cm( x, y) . Подiлiмо тепер многочлен Cm (x, y) на x— ь та зазначмо знов

остачу , що не залежатиме очевидно від х, через Am(у), а частку через

Pm (x, y) . Тоді й прийдемо до рівності (46).

Так само очевидно, можна 2m (x, y ) подати в вигляді:

2m (x, y)= (у — а) ( у — В) Qm (x, y) + (y— а) Dm(x) + sm ( x ) (46)

де Qт (x, y), Dm ( x ), Gm (x) — многочлени — перший від x та у, а другийQm

та третій від у - усі ступеня не вищого за т щодо кожного зі змінних.
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Нехай гm (x, y) е многочленне наближення якоїсь функції 2 ( x, y) в об

сязі, що обіймає прямокутник Ѕ, при чому на сторонах того прямокутника

ця функція є нуль.

Нехай похибки рівностей

2m (x, y) х 2 (x, y)

дzm

2

дz

дхдх

дат

ду

дz

ду

д° 2
дzm

+
дх?

Дzm ~ Az

ду?

є на всьому прямокутнику S, включаючи сторони, відповідно не більші за

т

Ет, ехт, Еут, Пт ( 46")

Тоді з рівностей (46) та (46 ) маємо :

zm ( a, v)| = | Bm ( v) | 5êm

2m (b, y) = ( b −a) Amy) + Bm ( y)] < êm

< m ( x, a) = em ( x) | < em

| zm (x, в) 1 = 1 (В — а) Dm (x) + em (x) | < Em

Із цих нерівностей випливає, що в межах зміни у від а до В много

члени Am ( у) та Вm ( у) справджують нерівності:

2em

| Am ( 9 )), [ Bm(y) | <
(47)

b
+Em

а

tem (47)
а

Так само в межах зміни х від а до ь буде :

2em

[ Dm (x) ] , [ êm ( x) ] <
р

Далі, на основі теореми про maximum модуля похідної многочлена

дістаємо з нерівностей (47 ) та (477) в заданому прямокутнику та на його

сторонах:

| Am (y) ], [ B'm ( y) ] < m
b —а

em
( 48)

2єт

| Dm (x) I , I cm (x) | < т
..

(48)
а

m ( 2+ + )(

т-(02 , + ow)

m* ( 23mm+ om

ID : (81. 1 = ( 8 ) < m ' (,2 , +..)

2ет

| A» (у ) , [ B% ( y) | < m?

(4
9
)

а

2em

| x) , в x ) < (49)
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Отже за умови, що функція г двічі суцільно диференціюється по обох

змінних, при чому другі похідні, напр ., справджують Lipschitz -ові умови

будьякого порядку, виходить, що при необмеженому зростанні числа т

функції

Am ( y ), Am ( w), АЖ (у)
на інтервалі

Bm ( y), Bm ( y), в» (0)
[a, B)

Dm (x) , D , (x) , D % (x)
на інтервалі

Em ( x), Em ( x ), Em (x)
[a, b]

am

дz

ду

т

одностайно йдуть до нуля.

Звідси висновок, що наближено можна покласти

гэ (х — а) ( x — b) Pm (x, y ) (50)

або

2 = ( у — а ) ( у — В) Qт ( x, y) (50 )

з похибками відповідно не більшими за

(b — a+ 3) ет та (в — « +3) етв a (51 )

При цьому похибки наближених рівностей

дz
дQт

= ( у — а) (у— В) дх~
дх

B ~ ( x — а ) (x — b) + (2x— а — b) Pm ( x, y)
дх

др. дQm

=( х— а) (x— b) ~ (у— а) (у— В) + (2у — а— В) Qm ( x, y)
ду

Дху г ~ Дmy (( у — а) (у — В) Qт } = Ахv {( x — а) ( x — b) Pm}

ідуть теж до нуля при необмеженому зростанні т.

Представмо тепер многочлен Pm (x, y) у формі

Pm ( x, y) = (у — а) ( у — В) m (x, y ) + ( у — а ) dm (x) + im ( x )

цілком на зразок формули (46 )

Отже маємо:

2m (x, y) = ( х — а) (x — b) (у — а) (у — В) 4m (x) +

+ (x— а) (x — b) ( у — а) dm (x) + (х — a (x — b) Im ( x ) ++ х . -a

+ (x — а) Am ( у) + Вт ( у )

Звідси

0 = z m ( x, a) = ( х — а) (x — b) 1m (x) + (x — а) Am (а) + Bm (а )

0 = 2m ( x, p) = (х — а) (x— b) ( (в — а) dm (x) + im (x) ) +

+ (x — а) Am ( ) + Вт(0)
Отже вирази

(х — а) (x — b) Im (x)

( х — а) (x — b) am ( x)

2. Кравчук. 910.

-

-
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на всьому інтервалі [a, b] одностайно йдуть до нуля при необмеженому

зростанні т; докладніше, вони мають той самий порядок малості, що й

число Em, або вищий.

Отож остаточно наближена рівність

2 (x, y) = (х— а) (x — b) ( у — а) (у — В) qm (x, y) (52)

“ має того самого порядку похибку, що й рівність

z (x, y) 2m ( x, y) ,

або й вищого. Отже многочленне наближення функції 2 ( x, y) за допомогою

самих многочленів типу (45 ):

(х — а ) (x — 2) ( у — а) (у — В) х* yi

( i, j= 0, 1 , 2, ...)

при належному його доборі, має щонайменше похибку того самого

порядку і стільки само раз диференціюється, як і найкраще многочленне
д?z д2,

наближення. Зокрема коли функції суцільні і справджують Lip
дх ? ду?

schitz-ову умову якогось порядку, то його можна диференціювати двічі

й утворене таким способом наближення виразу Дz буде збіжне .

Коли вважати, що функція 2 (x, y) має вищезазначені диференціальні

властивості тільки в прямокутнику

x= a; х = b ;

(52)

y= a; у = В ;

та на його обводі, тоді, як відомо, нерівності (48), (48) , (42) та (49 ) до

водиться замінити такими:

| A» ( у ) ) , | Bm ( 9) | < m?) ] 1 ( y (53)
ь

та

2 ст

Em
а

Em

| D ( x) , ( Em( x ) | < m? + єт (53)
- d

14.091 < :( a + -)

(2

" (a+ )

( 24. +on)?

2є т

| A » (у ) , IB% ( у )) < m4 ет

(

(54)
а

| D % ( x) I , IE% (x) ] < m* Em (54)
а

Отже виходить , що при наближенні функції г (x, y) виразом (52) можна

забезпечити одностайну збіжність тільки перших похідних по х та по у

цього наближення .

Щодо других похідних, то в цьому випадку їх збіжність теж забез

печена, але неодностайна, бо, як відомо, нерівності (53), (53 ), (54) та (54)

можна замінити й такими :

| A ( у) ) , | Bm ( y ) | <y
(55)

- у

m Етъ

у)| < V (у — а)(2 — ); (2 +..)
b a
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m еу

| D % (x)J, JEm( x)]<
V (x— а ) (b — x)

(55 )

Уя аль- (24+.)
| A% ( 9) , | B % (у) 1 < ( у — 1)(3—y) \ ь

2є

.

a

ID % (x) 1 , | Е» (x) | < іх — а)(b — x)
-

т?

( у — а)(3 — y) 6 — а +вт (56)

т? 2en

( ( в
(.+ ..) (56 )

Як бачимо з цього, одностайність збіжності других похідних може по

рушуватися на межах нашого обсягу S.

Систему многочленів (45 ) називатимемо щодо функцій

z (x, y ), які задані в прямокутнику

х= a; х = b;

повною

y = a ; у = В

та анулюються на його обводі.

58. Повна система многочленів, що анулюються на сторонах даного

опуклого многокутника

Узагальнiмо результат попереднього параграфа на будьякi многокутні

обсяги. Нехай опуклий многокутник на площі обмежено прямими:

y = a(x+ bo

y = a ( x + ь,

(57)

у = ahx + bn

Нехай 2m (x, y) є будьякий многочлен ступеня не вищого за т щодо кож

ного зі змінних х та у. Можемо очевидно переписати його так:

Zm ( x , y) = y - dox– b) up ( x, y) + (x),( у — аох - ит) ъж х (58 )

де vm (x) е остача від ділення гm ( x, y) на у— ах — bо. Коли вважати,є -

що zm (x, y) е наближення якоїсь суцільної функції 2 (x, y), що анулюється

на сторонах многокутника (57) , 1 назвати похибку рівності

г (x, y) Zm (x, y) (59)

в якомусь обсязі, що обіймає наш многокутник, через вт, то одержується:

| z (x , a, x+ bo) = 0 ~ | ( x) |
=

з похибкою не більшою за en для всіх значень змінного х у межах зга

даного обсягу .

Отже наближену рівність (59) можна замінити такою:

z (x, y) ~ (у — ao x — bo) и (x, y) ,u (60 )
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( 0 )

(0) ) ( 1)

( 1 )

при чому похибка цієї рівності є не більша за 2 ет :

| z ( x, y ) - (y− ao x– b ) um ( x, y) < 2 m
(0)

(60)

Далі, на зразок рівності (58) , через ділення um (x, y) на ( у— a , x — b ), ді :

станемо:

» (x, y) = ( у — aj x — b ) um (x, y) +( х)

і перепишемо нерівність (60) так:

| z ( x, y) — (у — a, x — bo) ( у — анх — b1 ) um (x, y) -—

— ( у— a, x — bo ) + (x) | < 2em— а » | ( 60")

Звідси, поклавши

у= а(х + b,

виводимо:

| (а , — а ) х + (b , — bo) J - 1 ( x) 2 (60 ")

Отже для всіх значень змінного хунашому обсязі, де

| а , — а ) x + (b, — bo) / > Н (1) (61 )

( H1) є будьяке стале додатне число) , буде

2 епт( 1 )

| Н ( x) | <
Н 1)

Отже для всіх точок нашого обсягу, що справджують нерівність ( 61 ) ,

маємо

( 1 ) ( 1)

| z (x, y) — ( у — аох — bo) ( у — ajх — b, ) um (x, y) ! (62)

( 1 )

де

.

(2 ) (2)

( 2 )

(2 )

Ет того самого порядку малості, що Єm

Далі, поділивши um (x, y) на у— ayx — b, і провівши знов цілком ана

логічні міркування, за умови (61 ) та аналогічної умови :

1(а — ар) x + (b, — bo) | Газ — а ) x + (b, — b ) | > H ?), (61)

де Н2) є будьяке стане додатне число, виводимо:

| z (x, y) — ( у — ах— bo) (у —ах — b ) ( у — ayx — by) ия (x, y ) | < em (62 )

Тут um (x,y) е многочлен від х та у ступеня не вищого за т щодо кожного,

зі змінних , а ет величина того самого ступеня малості, що em . На

решті, по скінченному числу кроків , дійдемо нерівності:

| z (x , y) — (у — аох — bo) ( у — ajх — b , ) ... ( у — анх — bn uh ( x, y)) < * (63)у
( )

де um (x, y) є многочлен ступеня не вищого за т щодо змінних х та у.

Ця нерівність має силу для всіх точок (x, y) нашого обсягу S , за винятком

щонайбільше тих , які справджують нерівності :

| (а , — а x + ( b — bo) / > Н 1 )

1 (а, — а ) x + (b, — bo) 11 (a, — а ) х + (b, — b. ) / > H2)— а -

( h )

-

(64

1 (ан — а ) х + (bh — bo) | (ан — а ) x + (6 — b ) | ... | (ан — ah -1) x +

+ (bh — bi- ) / > Н )- ) (1
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Збільшуючи т, ми можемо зменшувати величини

н "), н2), ... Hh)

- Такі самі висновки можна поробити, помінявши ролями змінні х та у,

отже вимагаючи замість нерівностей (64) — таких нерівностей:

1 bo

у
н,

а ao ao

-

.
b , bo

1 1 b ,
(64)

y
у —

ао ао а а а . ai ,

1 (1,2 )» -( ) >| -

( a, A)»- ( - )1-1(a, A)»— ( ) | н.а . E а.

1 (1, 2) -( - 5) - (а ) - ( :) ..а . » . 1 ,- A » -

... ( а. - ) - ( - )/> н.1

bn bo
1 bn

y

b

а
an

,
а, an

an

та

bral

у :

an ah - 4 an — 1

Так виявляється , що нерівність (63) може не мати сили, тільки коли

одночасно не справджуються нерівності (64) та (64 ), що може бути

в околі вершини многокутника (57) .

Так доходимо висновку:

Можна утворити наступ многочленів типу

( у — аох — bo) (у — ajх — by ) ... ( у — анх— bh) um (x, y), (65)

що при наближеному зростанні т іде до функції z (x, y)

скрізь, де вона суцільна, на полі на обводі много

кутника

( у — ах— bo) (у — ajх — b ) ... ( у — ajх — b ) = 0,—
(66)

на сторонах якого функція ганулюється .

Через добір величин н в нерівностях (64) можна зробити згадану

збіжність одностайною скрізь на полі й на обводі цього многокутника ,

за винятком довільно малих трикутників , відрізаних прямими лініями від

вершин нашого многокутника .

Із нерівностей (60") та (60") випливає :

| z (x, y)— (у— ах— bo) ( у — ajх — b ) um (x, y) 1
, ( 1)

| <

у — ах— bo—

( 2em 1 (67')

(а , — а ) x +b—во

й аналогічно, помінявши ролямих та у:

| 2 (x, y) — (у— аnx — bo) ( у — ах— b ) um'x,y) | <
z -

б
о

1 +1 ta,Pastore |

y
х

ао

( 25m 1+

bo

ао

bi

+
ар

(67')
1 bo

(а )
у :

; do а;



|
2
2

Як би не мінялася точка (x, y), завжди менша з двох величин:

х .

у—аох— bo

(а — ам) x + 1 ( b, — bo)

у

ао

1-Б ) |

h ,

ао

b, bo

+

та

.
-

)»
у

а . ао , au ар

(1-1,2 *)
.. , k

"

не перевищує на полі многокутника певної сталої межі. Справді бо ,

з точністю до сталого множника ці величини є відношення віддалей від

точки ( x, y) до першої сторони нашого многокутника та до одної з прямих ,

проведених паралельно координатним осям через один із кінців цієї сторони.

Продовживши ці міркування в зв'язку з нерівністю (62) і дальшими

подібними, доведемо одностайність нерівності (63) для всього нашого

обсягу без винятку.

Коли функція 2 (x, y) суцільно диференціюється к разів по обох змін

них, i k-ті похідні справджують Lipschutz -ову умову якогось порядку,

то цілком подібно до міркувань попереднього параграфа виведемо одно

стайну збіжність усіх наближених рівностей :

д'z (x, y ) д!

дх"дуч * дх'ду!– { ( у—аох— Бо) ( у —ах — b, ) ... (у— анх — bh)и( x, y) } (67)' — ahx — '

= ,

i < l

у кожній замкненій частині поля нашого многокутника (66), вільній від

точок сторін многокутника. Коли обвід многокутника мае спільні точки

k

з межею цієї частини, то для похідних порядку нижчого за одно

2

стайність збіжності не порушується.

Систему многочленів

( у — арх — bo) ( у — ajх — b, ) ... ( у — анх— bh) x'yiх (68)

(i, j = 0, 1 , 2, ...)

на основі доведеного, будемо називати повною систем
ою

много

членів, що анулюються на сторонах многокутни
ка

:

( у — арх— bo) ( у — ajх — ь, ) ... (у — анх — bh) =0

Зауважмо, що серед множників у — а4 x— bу можуть фігурувати й множники-b

типу x— а, що не порушує теорії, бо такого множника можна перетворити

до типу у— ах — b . поворотом координатних осей.

Як бачимо, властивість опуклості многокутника (66) в наших мірку

ваннях не була використана. Ми її вимагали, маючи на оці застосування

результатів цього параграфа до інтегралів рівнянь з частинними похід

ними, що існують у даному обсязі та анулюються на його межах. Коли б

відкинути вимогу опуклості, то на функцію з цього параграфа її набли

ження многочленами типу (65) наклало б вимогу анулюватися вздовж

певних прямолінійних відрізків, що лежать на полі даного обсягу S.
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8 9. Інші приклади повних систем функцій , що справджують певні

лінійні однорідні умови на межах даного обсягу

I. Не зменшуючи загальності, можна прямокутний обсяг взяти в формі

квадрата:

x= 0 , xe 1

y = 0 ,
(69) 1

y= 1

31

Повною системою функцій, що анулюються на сторонах цього квадрата,

буде:

sin kax sin lady

(k, l = 1 , 2, 3, ...) (70)

Це видно з того, що всяку суцільну функцію г (x, y) на цьому квадраті,

що анулюється на його сторонах, можна суцільно непарно продовжити,

як функцію від x та як функцію від у. Тоді система (70) стае повною

системою для представлення суцільних періодичних функцій двох змінних.

ІІ . Повна система функцій, що їх похідні по нормалі до контура (69)

анулюються, може бути, цілком подібно до попереднього, дана в формі :

cos kax cos lay

(71 )

(k, l = 0 , 1 , 2 , 3, ...)

III. Повна система функцій на крузі :

х? +y2 = 1 ,

що анулюються на його обводі, може бути дана в формі :

( r— 1 ) rt cos Lр , (r — 1 ) rk sin lеlo ( -

( k = 0, 1 , 2, ...

\ l= 0, 1 , 2, ...( 0 ,)
де

r = x ° + ye ,

х

cos p = ; sin p =2

Це легко виявити, перейшовши в наближеній рівності :

zzayx+y)

(i, j= 1 )

до полярних координат та нагадавши вимогу, що

г/= = 0

IV. Повною системою функцій , що анулюються на обводі прямокут

ника (52) разом зі своїми похідними по нормалі до цього обводу, буде:

фу ( x, y) = (х – а )? ( x — b)? ( у — а )? ( у — В) ? ) х * у
(72)

(i, j= 0, 1 , 2, 3, ... )3

Справді, як знаємо з параграфа 7, можливе многочленне представлення
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функції г, що анулюється на сторонах прямокутника :

x=a; х = 6

(72)
y= a; у= В

у формі :

г (x, y) = (х— а) (х -- b) ( у — а) ( у — В) ит( x,y) , (73)

що на всьому прямокутнику
(72 ) одностайно має похибку оттого самого

порядку малості, що й найкраще загальне многочленне
наближення

цієї функції.

Очевидно иm (x, y) можна переписати так:

um ( x, y ) = (х—а) (x — b)um (x, y) + (x— а) rm (y) + sm ( у )

де ит (x, y) , rm (y) , sm (y) — многочлени. Тоді припустивши, що функція2

суцільна разом зі своїми похідними до третього порядку включно в об

сязі, який обіймає наш многокутник, маемо:

дz ( x, y )
х [(x — а)? ( x — b)? ( у — а) ( у — рит ( x, y) +

дх

+ (x— а)? ( x — b)? ( у — 1) (у — В) + (2 ( x — а) (х -- b) + (x — а)'].
дх

( у — а) ( у — В) rm( y) + (2x — а— b) ( у— а) ( у — В) sm ( у ).

одностайно з похибкою тот, що йде проте до нуля при необмеженому

зростанні т. Поклавши тут

х = а та х = b,

.

дит
-

дістанемо відповідно:

(7
4
)

( у — 2 ) (у — В) sm( y ) = 0

( b — а)? ( у — а ) (у — В) rm ( y) + (b — а) ( у — а) (у — В) sm ( 9 ) = 0

з похибками < т от. Звідси бачимо, що такий самий порядок малості

мають многочлени

( у — а) ( у — В) rm (y) , ( у — а) (у — В) Sm (у)

Отже можемо написати

г (x, y) = (х — а)? (x — b)? (у — а) ( у — В) um (x, y)

дz д

дx = ax { ( x — а)? (x— b)? ( у — а) ( у — в)иm(x, y ) }
дх дх

з похибками порядку не більшого за порядок числа тот

Далі ит(x,y) можемо записати так:

ит (x, y) = (у— а) (у — 3) шт(x,y) + (у— а) Rn (x ) + Sn ( x)

де ит (x, y) , Rm (x), Sm (х) многочлени. Отже

г (x, y) = (x— а) ? (x — b)? ( у — а) ? ( у — В)= um(x , y)+

+ ( x — а)? (x — b)? ( у — а)? ( у — В)? Rm ( x) +

+(x — а)? (x — b)? ( у — 1) (у — ?) Sm( x )
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дz д

дx =x { (x— а )? (x — b)* ( у — а)? (у — В) ? üm ( x, y ) } +

д
-

+{ (x— а)° (x —ъ)* (у— а)? ( у — В) Rm( x) } +

-

дх
Um

д

+
дх

{ (x— а)? (x— b)? ( у —а) ( у— В) Sm ( x)}

з похибкою < т бm . Звідси

дz ( x, y) д

— а)? (x— b)? (у — а)? (у — В)? üm (x, y ) +
дх "

+ (2 ( у — а) (у — В) + (у — а)?1 (x— а)? (x — b)? Rm(x) +

+ (2у — а — В) (у — а)? (x — b)? Sm ( x)

з похибкою < m ?от . Вона йде до нуля при необмеженому зростанні т.

При

y = 1 та у =

маемо відповідно :

(1— В) (x— а )? (X— b)2 Sm (x) = 0(

(?— а)? (x — а)? (x — b)? R » (x)+ (3 — 1) ( x— а)? ( х - b)2 Sm ( x) = 0

з похибкою т ?ст. Звідси виводимо, що порядок малості многочленів

(х— а)? (x— b) Rm (x), (x — а) ? (x— b) 2 Sm ( x ) (75)

є не слабший за порядок малості числа т?ст . Те саме стосується похи

бок рівностей:

2 (x, y) = (х— а)? (x — b)? (у — а)? (у -- B) ? ит (x, y)

дz д

дхэдх<a f (x — а) = (х — В)? ( у -- « а )? (у — р)? üm( x, y) } (76)

-

--

дz д

{ (x — а)? (x — b )? ( у — а)? (у — р)ит(x, y) }
дуду

Так доведено повноту системи функцій (72) .

V. Певна система многочленів в середині опуклого многогранника :

(2 — ao x — boy — co) (z — а4 x — b, y — с) ) ... (2 — ah x — bh y — ch) = 0 ,an =

що анулюється на поверхні цього многогранника, е

Pijo (x, y, 2 ) = (z -- ao x — boy — co) ( 2 — ах— by— с )...

...- (2— ah x— bhy — ch) x'yiz ?-

( i, j, g = 0, 1 , 2, 3 , ... )

Усяку суцільну в цьому обсязі функцію можна з довільною точністю
представити як лінійну комбінацію з многочленів:

m

Хају рі), (x, y, z)

(i, i, g = 0 , 1 , 2 , ... )

1
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8 10. Повна система многочленів двох змінних, що анулюються

разом зі своїми всіма частинними похідними до 1-го порядку

включно на сторонах опуклого многокутника

Нехай функція 2 (x, y) в обсязі, що обіймає многокутник:

( у — ao x — bo) ( у — a, x — ь )... ( у — ah x — b) = 0а b (77)

суцільна і має суцільні перші похідні, які разом з нею анулюються на

сторонах цього многокутника та справджують Lipschitz-ову умову якогось

порядку .

Як знаємо з параграфа 8, її можемо наближено представити в формі

2 (x, y) ( у — аох — bo) ( у — ajх — b ) ... (у — анх— bh) um ( x, y), (78 )

де ит (x, y) е многочлен ступеня не вищого за т щодо кожного зі змінних ,

при чому похибка < em рівності (78) при наближеному зростанні числа т.

іде до нуля — так само, як і похибки Стят рівностей :<

дz д

{ (у — аох — bo) (у — ajх — b4 ) ... (у — анх — bh) um (x, y) } (78)
дхдх — ahx ит

дz д

{ (у — ах — bo) ( у — ajх — bh ) ... ( у — анх — bh) um (x, y)} (78ду ду

Можемо ит ( x, y) переписати у формі :

и m ( x,y) = m (x ) ++ m ( x) (у—ах—bo) ++) ( x) ( у — a, x — bo) (у—аях— bh ) --

+ ... + um (x, y) ( у — арх — bo) ( у — ajх — b, ) ... ( у — анх — Ві)ит . –

Нехай тепер на сторонах нашого многокутника буде

дz дz

0; = 0

дх ду

Переписавши рівність (78' ) так:

дz

=(у — аох — bo) ( у — ajх — ) ... ( у — анх — bh)
ду

д

+ [(у . -ах — bo) ( у — ajх — b ) ...( у — анх — bn)) . { um ( x) +
ду

, (0)

+vs' ( x) (у — аох — bo) + ... + v » (x) (унах — bo) (у — ач х— bi)...

( у — анх— bh) }
і поклавши послідовно :

y = ax + bo

№
1
8

В )8

е tо

(0

-

aum t
-

ду

т

y = a , x + b

y= anx+ bn,

дістанемо наступні рівності — всі з похибкою ( тє m :

[a, -- а ) x + bo — b )] [(а, — а . ) x + (b, — b.)] ...- (

... (ао — ал) x+ (bo — bn)) vm ( x) = 0
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[(а — а ) x + ( b — bo)] ((a, — а .) x + (6 — b.)] ...

... [(а — ah) x+ (ь, — bn)) { m ( x) + ((a, — а ) x + ( 6 — bo))+ (х) } = 0( a , — + bh @ b, = x

[(а , — ад) x+ (b, — bo)] ( ( a , — а) x + ( b, — b)).

[((a, — а ) x + (b, — bs)] ... ((а — ah) x+ (b, — bh)].,

{ m ( x ) + (а , — а) х + ь , — b)) ) ( x) + (а, — а ) х+ (b, — Бо)) .( (b um + [ @ bo

[a— а ) x+ (b, — bo)) Я (x)} = 0

31 -

(0 )

-

m

[ bh((ah — а ) x + (6— bo)] ((ah — а ) x + ( bh — ь .] ... (( a , — ah - 1) х .+ - .

bh — bh-)) . { mm (x) + ((ан — ад) х + (bh — bo)] (x) + [(ан — а ) х +

+ (bn — bo ] ((ан — а ) х + (b, — bo)] ~ ( x ) + ... + [(ан — а )х +bh ) [

+ (6 — bo ] ( ah — а ) x + bn — b )] ... [ ah — ah- ) x + (bh — bh = )] ( -1) ( x )} = 0bh ) ( + ( 1 -1 ~

Із цих рівностей — так само, як у параграфі 8 , виводимо, що скрізь

у нашому обсязі за виключенням околів вершин многокутника (77),

Многочлени

Фm (x) , « Я ( x ), ..., »- ( х)

мають порядок малості числа тєт або вищий. Це показує, що рівності

(78) , (78) та (78) так само можна замінити такими :

2 (x, y) = ( у — аох — bo) ° ( у — ajх— b)?... ( у— ahx— bn )* ит ( x, y) (80)z ах— ?

дz

, tw—а ах * x{ y — ayx— bo)? (у — ajх — b )? ... (у — ahx=bh? um (x, y, ) } (80' )

1—1

дх

дz д

店ду ?((у— аох — bo) ° (у — ах— b ) ? ... (у — анх — bh) и m(x,y)} (80)
т

з похибкою ( тет, коли обмежити зміну величини x так само, як для

функцій % ( х). Помінявши ролями х та у (як у параграфі 8), виявимо, що

рівності (80 ), (80 ), ( 80 ') правдиві одностайно з зазначеним ступенем точ

ності скрізь на нашому многокутнику та на його контурі, поки точка

(x, y) не попадае в окіл одної з вершин нашого многокутника .

Нарешті, з допомогою міркувань та нерівностей, аналогічних нерів .

ностям (67) та (67”) параграфа 8, можна звільнитися від обмежень щодо

околів вершин нашого многокутника.

Так доходимо висновків:

1 ) Існує наступ многочленів типу

( у —ах — bo)? ( у — aj x— b )? ... (у — анх — bh)? ит (x, y) (81 )

( т = 0, 1 , 2 , 3, ... )
такий, що в

многокутнику

( у — аох— bo) ( у — ajх— b, ) ... ( у — ahx — bn) = 0 ( )

-

(8
2
)
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та на його контурі збігається до довільної наперед даної суцільної зі

своїми першими похідними функції г, якщо на контурі многокутника

справджено умови :

дz дz

2 = 0, 0;
х

або

дz

z = 0, =0

дn

= 0

ду

та .

Одночасно наступи з похідних многочленів (31 ) по х та по у збіга

дz дz

ються на полі та на обводі многокутника відповідно до
дх ду *

2) Функцію г висновку 1 можна наблизити одностайно з довільно

малою похибкою многочленом типу (81 ) на полі та на обводі многокут

ника (82) . При тому перші частинні похідні від цього многочлена одно

стайно наближатимуться в тому самому обсязі до відповідних похідних

від функції.

Цілком подібно можна довести такі загальніші результати:

3) Існуе наступ многочленів типу :

( у— a, x— bo) * ( у — ах— b, ) " ... ( у — анх— bh) ' um (x, y ) (81)

( m = 0 , 1 , 2 , ... )

такий , що в многокутнику

( у — ах— bo) ( у — а х — br ) ... ( у — анх — bn) = 0— ( 82 )

та на його контурі збігається одностайно до довільної наперед даної

суцільної зі своїми похідними до (1—1 ) -го порядку включно функції 2 (x, y ),

якщо на контурі многокутника значення самої функції г та зазначених

похідних є нулі.

Із поданих міркувань випливає ще такий результат .

Припустимо, що функція 2 має всі суцільні похідні до порядку k-го

включно , де

k >

в тому самому обсязі, що обіймає собою многокутник (82) , при чому k-ті

похідні справджують Lipschitz-ову умову якогось порядку. Тоді з теорії

наближення функцій многочленами не трудно вивести існування рівностей :

дz z (x, y) да

= lim { ( у — аох — b )' (у —ax- b,):...(у—ahx– bh) ' um (x,y)}

дXP дуа - р дха ду ?-В

m

(Q = 1 , 2 ,..., l, ß < a )

S 11. Зв'язок з теорією замкненості

Нехай функція г суцільна в якомусь замкненому обсязі т, що обіймає

поле S многокутника (77) . При тому нехай вона анулюється скрізь на

лініях (77) . Нехай, крім того, її частинні похідні перших двох порядків

суцільні в усіх точках того обсягу за винятком щонайбільше вершин того

Многокутника .
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—

Покажімо, що тоді похідні

дzдz

дх

та

ду

анулюються в цих вершинах.

Справді, похідні

( %). (%),
від 2 , узяті в напрямах сторін

ds
,

y= a(x+ b)

y = a( x + ь ,

у точці іх перетину, е нулі, бо

= 0

скрізь на цих сторонах. Коли зазначимо напрямні соѕinus-и цих сторін

відповідно через

ао, во

ая , ри

то в названій вершині матимемо такі зв'язки між похідними :

дzда

дх (os).

дz

дѕ
0.0 +

( %).
д .

os

дz

ду

дz

до)
.
Во +

дz

ds
В.

Ці рівності доводять існування похідних

дz дz

дх' ду

у вершинах многокутника (77) і показують зразу, що в тих вершинах

дz

- 0
дх9

8
8
8

: 0

ду

дх

та

Візьмімо тепер функцію (7):

д22 д?z дz дz

My [2] =2
дх?
+

ду? + в. + B. a + Baв

дz дz

в тому самому обсязі ті припустімо, що в ньому функції г ,
дх ” ду

May [2] абсолютно інтегруються
разом зі своїми квадратами . Доведімо тоді ,

що при належному
доборі многочлена

2m (x, y) = ( у — аох — bo) ( у — ajх — b , ) ... ( у — ah x — bh) ит (x, y) (784)

інтеграл :

SS Mły [zm — z] dx dy ((782)
i

( S)

іде до нуля при необмеженому зростанні т.
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Для доводу розгляньмо, крім функції 2 , ще функцію 2 що визна
,

чається так:

1 ) 2 = 2=

скрізь в обсязі т за винятком круга досить малого радіуса Rз центром

у вершині многокутника (77) ;

2) на цих кругах нехай

(R — )

R3
(792)2 2 .

- :-(1 - ®e ").

( rja

де rе віддаль змінної точки ( x, y) від центра круга.

Назвавши через в кут між е та якимось сталим напрямом, поведеним

через центр круга , маємо

дz (R—

де R8 R3

(80 )

дz дz ( R — r)

дө дө R3

Подібно ж :

дz д22 (R— ) дz (R— r)? R-

1 -62

дr2 dra dr Ra

(810)

д ? z д?z (R —r) дz ( R - r)?

деде дедо R3 де R3

д; - :(1 –®Е " ) +3 = "

5-(1– ® : ")-2

Er") + P— .

-2

во -(1–ве ")

3

Ra

-

(RE ')+
3

д ? z

?

д?z

де ?

(R

R3

Поклавши у рівностях (79а), (800) та (81 )

reR

побачимо, що скрізь на обводі нашого круга буде :

2 = 2

дz

ar

дz

де8
8

9
1
8

дz1
дz

де

дэ ,

dr

д?z

dr2

д?zдz

дгдө дедо

д ? 2

дөг

-

д?z

д62
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Отже

дz дz

да - - 5
дz

ду ?
;

дх дх ” ду

д?z д ? z д ° 2 дz

дха- дха і ду? - ду?

при
+

2 I = R
1

дz

Далі, очевидно, похідна
де

у центрі круга існує і дорівнює

дадz

де

cosot jy
дz

+ sin 0 = 0

дх

Так само :

дz

дө

дz дz

r sin 0 +
дх

ду?cos в

або:

1 дz

r " дө

дz
дz

дx sin +
COS O

ду

А тоді з (80 ) маємо при r = 0:

дz

де, - 1 =0; (+ )-• 21,0

1 дz

r до

о

r = 0

e
l
&

Отже зокрема існують у точці

r= 0

похідні

дz
та

дх dy

які дорівнюють нулеві.

д ? 2

Нарешті, з рівностей (80а) обчислiмо похідну
де?

(та одночасно дове

дімо її існування). Маємо :

дz дz

or де 1 дz

lim

- + 0)

Тим часом перша з рівностей (80а) дае :

1 дz 1 дz
— r 2

r dr
R? Әr (3R®—ЗRr+r) + 3 2 (R r)?ЗR? ?R? or R3

Зробивши граничний перехід та пам'ятаючи, що

- ( r-0

r

= lim

r- r dr

r

2

lim

дz

де
-0 ,

r = 0 r
r=0

дістанемо звідси :

(+).

(" )
д ? z

0
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Отже зокрема

д22

( )Cons) .- ( *) _ . = 0,-0 ,

д ?z

ду?дх? r =

Використавши тепер рівності

дz

( +)

дz

дх
0 ; =0 ;

ду / r =0 ( 6+).
= 0

де

або, що на те саме сходить, рівність

(

(6) -.
= 0

:-( (®к") +

утворімо лінійною комбінацією з рівностей (79а), (80а) та (81а) у нашому

крузі

К
11xy (2) = Mey [2] . ( 14

R3

R— r( R — r)?
+ му[2] + му [2]

R3 . Ra

де

дz дz

му [z] = a (x, y)i+ as (x, + аз (x, y) г
дх x y)

r)* + му [2] .- (810)

му (2) = b (x, y) - 2,

при чому коефіціенти

a, (x, y) , а2 (x, y) , аз (x, y), b (x, y)

суцільні.

Отже :

(R — r )3 (R — r)? R — r

М., [z - z] = —My [2]2 +му [2] (
R3 R3 R3

на нашому крузі та

My [z - z] = 0
(81 )

скрізь поза ним .

Далі будемо називати через 2 функцію , утворену вищеописаним спо

собом з урахуванням усіх вершин многокутника (77 ) і з таким малим

радіусом R усіх h + 1 кругів описаних з тих вершин , щоб ці круги не

перетиналися.

Ми обмежимося випадком, коли функції

дz дz
г , ra- i ra

i
ra ~

дz

dr

(82. )

дх ? ду ?

д? 2 д? 2 д?2
F
a

pa pa (a < 1 )
дҳ2 2 дуг » д?r

обмежені. Тут а. — будьяке число менше за 1 .

Такий, напр . , випадок буде, коли ze Green'ова функція задачі (1)в об

сязі, обмеженому обводом опуклого многокутника , продовжена поза цей

обвід. Тоді її легко продовжити одночасно в усьому обсязі т так, щоб
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додержати й суцільності перших та других похідних скрізь, за винятком

хіба вершин нашого многокутника . Справді бо, задача зводиться до по

будови функцій в обсягах, обмежених прямими з заданими (нулевими)

значеннямн цих функцій на тих прямих і заданими суцільними значеннями

похідних по нормалях до цих прямих , при чому ці похідні анулюються

в точках перетину названих прямих.

Відома формула Schwarz -a — Christottel- я, що здійснює конформне відоб

раження круга на поле многокутника, доводить суцільність виразів (82а)

скрізь на контурі нашого многокутника, включаючи й вершини, коли на

лежно добрати число а < 1 .

Із обмеженості виразів (82) випливає, як показують формули (80) та

(81), суцільність похідних

дz да дгz дгz

дх ” ду дх?” ду?

скрізь в обсязі включаючи й вершини нашого многокутника . Звідси

висновок, що для певного многочлена 2m (x, y) типу (78) існує нерівність

(83 )

( S)

де

М°ey[2» —z]dxdy < m
ху т

ет 0 ,

ау

при необмеженому зростанні т. з другого боку, рівності (81 ) та (81 )

показують, що при досить малому вбуде :

M?ay [z— г] dxdy < тв,
(84 )

(S)

де тв довільне додатне число; отже можна зробити

TR 0,

коли R необмежено меншає .

Застосувавши нерівність Cauchy, легко здобуваємо:

Mu* [2m — г] < 2 (6n + в),
zm < (Єm

( S )

— z] (85)
( S )

Ця рівність і є теорема замкненості для функції May [2] .

2

Отже

lim min Mxv [zm — 2) dx dy = 0

8 12. Повні системи функцій, що справджують граничні умови

Сист ему функцій

Ф% ( x, y) , Ф ( x, y) , Ф, ( x, y) ( 86 )

в обсязі S називатимемо замкненою, коли для всякої функції F ( x, y ,.... ) , що

інтегрується в цьому обсязі разом зі своїм квадратом, можна належним

добором коефіціен тів

ат), ат ата ( т , а,(т), ... , am(т ) (87)
справдити вимогу :

lim min || [F (x, y) — а (т)Ф% (x, y) — а ( т) Ф (x, y ) —...- , y
( S )

... — am(m)Фm (x, y)] ? dx = 0

3. Кравчук . 910.

0
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Розгляньмо систему функцій

фо ( x, y) , p . ( x, y) , P2 ( x , y) ( 88)

що визначаються однозначно зумов :

May (РА) = Ф.[ p ] (89)

U ; [ р ] = 0

(пор. З цього розділу) . Тоді

e: ( x, y) = ga (x, y , 6 , 7) Ф. (1, 1) { dn= SG ; n ( n dę
( S)

(i= 0, 1 , 2, ...)

Коли функція 2 (x, y) є розв'язка задачі

Mху [z] = F (x, y) (90)

Uі [z] = 0

2 (x, y) = a (x, y, 6, 7 ) F (6 , 7 ) dn
y - ; d (91 )

( S )

Звідси виводимо легко

а". Po— a" -
(92)

=J Ja ( x, y;6, 7).{ F(6, 7) — a®)Ф% (6 , 7) — a®) Ф1 (6, 7) - @m) Фm (67)} ; d",

що, за допомогою нерівності Буняковського, дає:

( z— a " po —” а ) Фі -... —аж Фm)? < G*(x,y; &, т) d dn7

JJ (F(6, 1 ) — ад? Ф% (6 , 7 ) —amФ1 (6, 7) —п - а 7 .-... — am? Фm(t, т) ? dz dnn d

і остаточно, на основі рівності (87), виходить :

2= lіm (a " po + amp+ + ... + am pm)
(93)

то

(т)
т

2 -

( m )

афт

(S)

(

0

( ) ( m ) т )

( т ) ( ) )
.

( n ) ( ) ( m )

m →

Bвівши зазначення :

m

-

т

1m (6, 7) = F(6, 7)—«*» Ф. (1, 2)6 7 .

Zn ( x, y) = a®: (x)2 x

та диференціюючи # — 2 рази (k— порядок оператора Му) рівність (92),

)

дістанемо:

д'zтд'z

!-а =
дG(x, y ; $, п)

дха ду! —а
Пm(6, 7) dkdn

ду! —
Sазрынахборот-10°

( =0 ).
>1 = 1 , 2 ,... , k - 2

a = 0, 1 , ... , 1
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З допомогою нерівності Буняковського звідси дістаємо:

д'z
d ти (6, 7) dk dn

дхду !

2

(инфинобу- )< JJ(але у «а»[f= .".) (J 6. ) ,+«
-a

(S)

Звідси, зважаючи на залежність

· lim $ Swim , m) dędn = 0)
тэр ( S)

2

(94)

2

та на те, що функція

да

дходу!-а
інтегрується, маємо:

д ! z

дх ду!-а

S

(9
5
)

д'zm

дхду!–а

lim

m →
.

I= 0, 1 , ..., k - 2

a = 0, 1 , ... , 1

Рівність

дk —1zтд -lz
= lim

дходук - 1- дхаду!-а
(95 )

таким способом вивести не можна .можна. Але припустімо, що можна вираз

та (6, 7) утворити так, щоб він одностайно йшов до нуля в обсязі S; тоді

можемо написати :

дk - lz

(96)
дхаду — на

( S )

ak - 12m

дхадyk- i-a
Slovou mm ( 6, 7) dedin

звідси, застосувавши теорему про середню :

дk - lzm

д| -| < тах ) -- >|JJlar ,e-laa,| ISSTE
de do

––а дхду а

(S)

дkHz дk- G

max | mm (6, )

дхаду - на дхаду?--

виводимо (95 ) ( пор. Додаток 1 ).

Можна поставити до функцій F (x, y) та (86) вимогу слабшу, а саме

можливість здійснити рівність

lim ss mmdedn = 0 ,

m -sm ( S)

де

42

Тоді застосувавши Hölder-ову нерівність

Ela]-[6]< (El@P) .(Elbeyi

+ 2
1

.

1

4р

(р < 2, q > 2 )
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у формі :

ГА(x,y),B(x,y)axdy < ( 5JAPPaxdy) ( IBjax ay)
dx

( 8 ) ( S ) ( S)

дk-izm

=( 10 ] горе. [ atan ): (05.Гага,)ionГ. )
d dn Am dn1

дістанемо з рівності (96) :

дk - z д

дхадyk - i -a дx°дyk - a1

(S)

дk-G

Функція стає нескінченністю в точці

дхдyk - i -a

-1

дx°ду —-а

( S)

х = $ , уап

так само, як

1

r - 1 =

V ( x — $)? + (у — 1)?

Отже інтеграл

Q =

-ESSI
дк 1 G

дха дy --1 - аГ.
dşdn (p < 2)

( S )
1

збігається , і з нерівності (97) знов випливає (95) .

Комбінуючи лінійно рівності ( 90 ) та (89) , дістанемо:

Mху [z — 2m) = Tm (x, y)

Звідси

lim SS \Mxy [2m— z]|2dxdy = 0| г

-

( 95")
т ( S )

а також, урахувавши рівності (95) та (95), ще рівність :

lim SS Izm—г | dx dy = 0 (95")
тэю ( S)

Якщо ж система функцій (86) та функція F (x, y) такі , що в усьому обсязі Ѕ

одностайно

Пm (x , y) -0, ( 98)

то замість рівностей (967), (95”) матимемо (пор. $ 3) :

Mry (2) = lim Mху [2] (99)

(

xy

та

д * 2 дk z

+ B2—1 , 1 дxt-1 ду

дR 2 д *
Zmk

BHO
+ Box дуб+ ... + Bok = (lim | В ко дxk

дxt
тэр

дk 2 т. ak zm

+ Bk-1 , 1
дх-ду

+ ... + Bok
|

( 100 )
-1

дуk

Ми будемо називати систему функцій : (x, y) повною щодо задачі (89 ),

коли вона мае властивість для всякої суцільної функції F (x, y) з суціль

ними першими похідними — справджувати рівності (93) , (95) та (95 ).) '

Спосіб добору повної системи функцій рі , виходячи з замкненої системи

функцій Ф, цього параграфа , цілком загальний . Проте практично він мало
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не

коли зручний, бо вимагає розв'язати вперед задачі (89) або збудувати

Green-ову функцію G (x, y; $, п ) . Натомість способи добору функцій рі,

особливо в формі многочленів, дані в параграфах 7—11 , хоч такі

загальні , але цінніші, бо вони дають змогу ці функції побудувати практично.

Щодо виразу Mar (0), то пізніше , для розв'язання диференціальних

рівнянь з частинними похідними математичної фізики, ми його добирати

мемо найчастіше в формі :

дkz

May (2] = Bko
дxk

+ ... + Bok
dyk

або в формі

дkz д: 2 де 2

+
дух

* 2

+ B -101 дь — ду

дk 2

>

R

Mxy [z ] = Bro D xH+ Bk -1, 4

д - 2

+ В.— 1,0 Әxk —

dxk -i dyt ...+ Bok

дk - 1

дук - 1»
+ ... + Bo,k—

при чому обмежимося сталими коефіціентами

Вko, В - 1, 1 ... , Bok ,

не накладаючи такого обмеження на коефіціенти

В - 1,0, В-2, 1 , ... , Во,кн-

Викладене в цьому параграфі тривіально узагальнюється на випадок

довільної кількості незалежних змінних . Вже саме узагальнення з випадку

одного змінного (розд. 1 ) на випадок двох змінних являє ідейно мало нових

моментів.

Bo
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РОЗДІЛ VI

Наближене розв'язання рівнянь з частинними похідними

еліптичного типу за однорідних лінійних граничних умов

S 13. Форма та збіжність наближеної розв'язки

Ми обмежимося одним лінійним рівнянням з двома незалежними змін

ними ; але подані нижче міркування є цілком загальні, придатні для лінійних

завдань із будьяким числом незалежних змінних та й для систем рівнянь .

Нехай за певних граничних умов, що всі є лінійні та однорідні, в об

меженому обсязі S на площі ху функція гє єдина розв'язка рівняння:

k — 1

Lxy [2 ] =ў Ар-а, а (x , y) axtaдр. + 2 Ap-t-a , a(x,y)a a

дkz

дxt -на дуз
+2 i ,

дk- z

дх ——аду

+

а0
a = 0

+ Aoo (x, y) 2 =f (x, y)

Візьмімо будьякий лінійний вираз типу:

дk- z

Mry (2) = Ak-a, a (x, y) + 2А -1-a,a(x,y)
дх -адуа дх" -1 -аду?

k-1
k

дk 2 +

а k 1

а
a=0

k—2

( 102)

дk-22

+S B (x,y) 2 + ... + Воо (x, y ) г ,k - 2 - р

a = 0a, k –2- а дх ” ду

де всі члени порядків k та k — 1 є ті самі , що у Lху [2] .Lay 2

Тоді різниця

Ney [z] = Mху [2 ] — Lxy [2]
( 103)

матиме вигляд

k—2

( 104)

a = 0

дk -22

Ney [2] = С -?-a, a(x,y) --а + ... + Coo ( x, y) г,
ду ?

де

Сja (x, y ) = Bja (x, y ) — Aja (x, y)

Впровадьмо ще зазначення

д : 2 д -lz

Pey [2 ] = 2Al-a , a (x, y )] ХА а
ду" дxt-1 -аду"

і доберiмо систему лінійно незалежних функцій

ex (x, y), 2 (x,y), з (x, y),...),

що задовольняють дві вимоги :

2 k-t

+2 Ak- 1 - а,а
(105)

axkaa = 0 a=0

(106)
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1 ) Кожна функція ps ( x, y) справджує ті самі граничні та

початкові умови, що й функція г.

2) Функції

My [ ] = Ф (x, y) ( 107)

(i = 1 , 2 , 3 , ...)

утворюють замкнену систему . ,

Доведімо теорему :

Хочби які були коефіціенти рівняння ( 101 ) та функція

(x, y ), вираз

(т)

2m =amp (x, y) + a p2 ( x,y) + ... + am pm (x,y) ,. - ,

де числаа справджують систему лінійних рівнянь

| | Lvv (en) —f) May ( 1) dx dy = 0

(i = 1 , 2,..., т ), ( 110)

є наближення функції г таке, що

2 = lim 2m

І:

( ) )

( т )

( S )

1
т=

д'zт

= , 2)

д!z

lim
( 111 )

дх"- "ду? m = ю дх! -адуа

( i= 1,2 , ... , k 2

la= 0,1 , ... , 1

Щоб довести рівності ( 111 ), впровадьмо зазначення :

ит = 2— zт ( 112)

і перепишімо рівності ( 110) так :

Lxy (Um] Mwy [ci ] dxdy = 0 (113)
( s )

(i = 1 , 2,..., т)

З огляду на замкненість системи функцій May ( 1), маємо з рівностей

( 113 ) при належному доборі чинників вст) .

SS Lxy (um] (May [z] + €m ) dx dy = 0,
[2] + ) ( 114)

( 8 )

де

lim jemdxdy= 0 ( 115)
m = p (S)

З другого боку, з рівностей ( 113) маємо :

m

( т )

$ 1 —( S )

=

am) SS Lay [um] May [ips] dx dy a

( 116)

Lev [um] My [2 ] dxdy = 0

Відняви (116) від (114) і взявши на увагу ( 112) та ( 103), дістанемо :

Lay ( ) ( Lxy [um) + Ney [um] + -m } dx dy = 0
am { , ( 117 )

( S)

sf
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Останню рівність, на основі нерівності Буняковського, переписуемо так:

SS Lầy (um] dxdy - PmV SS Lazy (um)dxdy SS (Nry (um ]
+ em ) dx dy( m = 0,(118)( 8 )

(S) ( S )

де

( S )

0pm K1

Звідси :

Lầy (um ) dx dy < SS (Nxy (um] + 6m)? dx dy( ] ) * ( 119)
( S)

Тепер звернімося до рівняння

Lxy [w ] = Lxy (Um ] ( 120)

Як знаємо, ит є лінійна комбінація з функцій

рі , Ф2 , ... рт ,

що всі справджують однакові однорідні лінійні (граничні умови. Тому

Єдина розв'язка задачі ( 120) за цих умов є:

W = Um

!
( 8 )

SSLER
(8) дx -а ду"

-a

і може бути записана так із допомогою Green-ової функції, спільної для

задач ( 101 ) та ( 120):

ит =Иm (x, y)= ( L: [um] Q (x, y; & , i ) dždn ,ті ;

Звідси (121)

d'um (x, y) діG (x, y; $, п)

L: [um)дx - а ду"

1 = 1,2 ,...,k
,k

(122)

a = 0, 1 , ...,

З огляду на замкненість системи функцій (7), зазначивши через біат різниці

дG (x, y; $, п )
ві: Ф. (6, 7)

дх -аду? у

= 0,1 , ..., k - 2

a = 0,1 ,...,

за умов

s s aža dễdn = min ,

( - )

т

Διαm

-?)2

( S )

матимемо:

тво ( 9 )

lim s soiam dedn = 0
{

Отже, утворивши з рівностей ( 113) такі лінійні комбінації:

0 = JJ LEm [um) $ в Фі ($, т) at dn
?. 1

т

( m )

Soo,

( S ) = 1

т

( S )
o = Len [um) B14 Ф1 ( , );& #dn

- ?)
( 1 = 0,1, ... , k - 2, —

\ a = 0 , 1 , ... ,= 1
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( 9 )

( 9 )

( ан

у

та віднявши їх відповідно від ( 121 ) та вiд (122) , дістанемо :

и» ( x, y) =L : [um] доо, md ; dnJJ

d'um (x, y )
[$$ 45, [um ] @la, mдх!—ду °

de do

1 = 1,2, ..., k - 2

( 123)

a = 0, 1 , ...,= 1 , ,

Звідси, на основі нерівності Буняковського та залежності (119), випливає :

d'um (x , y )x
de ?

дхнадуа { dia, mdě dn {if (Nay [um] + sm)* dx dy( S)

1 = 0,1 , ... , k - 2

( 124)

a = 0,1 . , l

Нарешті , застосовуючи до виразу

( Ney [um) + єт)?

нерівність Cauchy та до інтеграла від цього виразу нерівність Буняков

ського, доходимо рівностей:

д'um ( x, y) drum (6, n )

дхна дуа д ;" - тди ?
ds dn + Пla,m JJ et dé dn ( 125)

| <Т ( 9 )

=

2 1 = k - 2, Y =

( )

Еп,
2

Em

r = 0 , Y = 0
п:2 (x, y)||

( 4 .

( 8)

1 = 0,1,..., k - 2

a = 0 , 10,1 , ... ,1, - ?).,
де

lim п{ , x,y) = 0
( r , 1 )

n = op

( 126)

lim Пla, m= 0

теор

в усьому обсязі S. Із рівності (125 ) легко виводимо всі рівності ( 111 )

Похибки наближених рівностей

d'am д !,

дх!–аду" дх!- ду

( - ?)
1 1 , 2 , ... , k — 2

a = 0,1 ,... , 1
1

всі є ступеня малості не слабшого за ступінь малості числа

V
s sém de do

Може виникнути сумнів, чи завсіди коефіціенти ат» визначаються (і то)

цілком) рівняннями ( 110) . Щоб це виявити , перепишімо систему рівнянь

( 110) так:

І. { Me» [um) — Nху [um] } May [w:] dx dy = 0] Nxy ]

( S )

( S)
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і заступімо її загальнішою :

( =
My [um ) — Nху [um] } My [ d] dxdy = 0,

( 8)

де у є параметр; визначник останньої системи є

Su S12 Sim

S21 S22 S2m (127

Smi Sm2 Smm

де

Ski

{$ ph] vMxy (pf) May [ pl] dxdy- ~ SS Mxy (px] Nxy [91] dx dy
( s ) ( s )

Тим часом Gram -ів визначник

ISS May [po ] May (p;]dxdy = 1S 0: 0 ;dx dy|Mæy [ j Ф, Ф ( 128)

( S) ( S )

(i, j = 1, 2 , ... , т)

є нуль тільки тоді , коли рівняння

Mry (2) = 0

за тих самих граничних та початкових умов , що й рівняння (101), мга

інтеграл типу

c, p + C2 C2 + ... + cm ет,
І

відмінний од нуля ; тобто коли між функціями Ф, є лінійна залежність,

але це суперечило б єдиності розв'язки задачі ( 101 ).

Отже визначник ( 127), що має вигляд:

1 , | *
ISS Di D ;dxdy |+ vAy + y2 A2 + ... tym Am,
( S)

за неозначеного у не є нуль. Легко пересвідчитися також, що точка

y = 1

не може бути точкою скупчення нулів многочленів ( 127) при нескінчен

ному зростанні числа т . Справді бо, в противнім разі можна було б 10

брати такий ряд значень числа т :

ті , т. , т3

і відповідний ряд значень числа у :

91 , 92 , 93 ...

lim Уk

= OO= 1 ),

для яких відповідні визначники ( 127) були б не нулі, але max | zт | був би

необмежений — усупереч першій із рівностей ( 111 ) .
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( S )

$ 14. Поводження наближених похідних функції г

порядку (k — 1 )-го та k-го

Із рівностей (121 ) та (122) утворюємо таку лінійну комбінацію :

Nay[um] = {$ L$, [um] · Nav[G ]dědn
( ) JL ] - [ (129)

відси цілком подібно до того, як виведено нерівності ( 123) та ( 124) ,

станемо відповідно:

Nay [um ] = {$45, [um].@mw dě dn
) ). Òmn ( 130)

"

Niv ( @m ] < | | isdfdf ( New [ um) + cm)* dxdy
Nxy ) ( 131 )

е || mg dşdn, є мінімум середнього квадрата виразу:

( S )

( S )

Дm = Ney [G] – 5 bmy , Ф. (6, 7)

обто

оту = Am

а умови , що числа bmw , 4 справджують вимогу:

2

Snydidn = min ( 131 ')
( S )

Звідси не трудно виводиться , через інтеграцію обох сторін та застосу

ання нерівності Cauchy:

lim JJN [um) dx dy = 0 ( 132)
=

тэр ( S )

А тоді бачимо з нерівності ( 131) , що й

lim Nху [um) = 0 ( 133)
m →

1

р

( 8 ) ( S )

Нарешті застосуймо ще до рівності ( 129) нерівність Holder-a :

| Ney (и»] l < { | Ln[um) |°d; dn } , { | Nev ( G] ["dx dyNху um |
] it 13 11 ( 134 )Nxy ]

1+* + -1 (р < 2)

{ \ fledx dy } < { \ f dxdy }193 } a jeIf[ SS1f| ( 135)

1

р 9

Знаючи, що 1 1

= const

( S )

при

р < q,

можемо нерівність ( 134) переписати так:

| Ne» [ { ( } | [ ]
[um ]]° < const { SS Lay [ um ] dx dy }g/PSS 1Nxy [G ] l'dx dy

( s )

Звідси нетрудно вивести , спираючися на нерівність ( 119) та на ( 135) , що

|Nry (и » )| < const ( 10 | Nху (um ) |°dx dy + zm } || N.» [G] [" dx dy ( 136)um { |

q > 2 , lim nim = 0

(S)

Nm

( 8 )

эр
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Нагадавши, що Nх [G] має в точці

x = $, y =

нескінченність того ж типу, що

1g f ( x — 3) * + ( у — 1) ?,

бачимо, що останній інтеграл на правій стороні нерівності (136 ) існу

Так само з нерівності ( 130) маємо:

| | { ,
( S )

беручи тут за отм те значення виразу ДmN, що визначаєтьо

зумови :

SS (Amn )" dědn = min

| Nev [um] < const | ! Ne» [um) | dxdy +1m } | отм| d'd , (19)( S )

Знов

( 9 )

Із нерівності ( 137) виводимо, як узагальнення рівності ( 132) :

lim S S 1 Nxy [um ]" dx dy = 0 ( 138

( S )
9 > 2

Тепер нерівність ( 119) легко дає :

lim SS Lay[um ]dx dy = 0
тър (5)

lim S SMžy[um ] dx dy = 0
тър (S

Зокрема, коли

My = Реу 0 ,

то й

lim Pay [um] dx dy = 0
=тю ( S )

Отже ми довели середню квадратичну збіжність виразів LE »[ 2 ) та

Mху[zm) відповідно до Ley [2 ] та Mху [2].

ѕ 15. Деякі самоспряжені задачі

І. У випадку самоспряженого рівняння другого порядку :

L [z] = Дgyz + A (x, y) 2 = F ( x, y)

можна взяти

д?z
-

дz

Mey[z] = Pay[2] = Друг +
дх2 ду ?

Тоді, визначивши наближення 2m функції г за схемою параграфа 13, ма

тимемо :

z = lim zm

тэр

()lim SF ( Azyz — Aay7m )? dx dy = 0Дxyz ? 0

Крім того, очевидно з рівності

G(x,y; , 7) { F(6 , т) — Ltn Izn] } &# d ,
2— 2n=т

( S )
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2G є Green-ова функція нашої задачі , маємо

дzmдz

дх

дG

дх
.

дG

A ( , n) (2--2m) de dn
дхдх

(S) (S)

- SS(1 2–Aspam]+ SS{ 214 -даг.)

Jeg { Ден 3-деңг ) + ) 20

1

дz дzm дG

ду

дG

А ($, п) (2—2m) dk dn
ду ду

( S ) ( 8 )

Не зважаючи на те , що квадрати функцій

дG дG

дх ” ду
( 139)

е інтегруються , можна в цих рівностях замінити їх такими різницями :

хт

дG

дх ( )
дG

дх

да

ду8 ).gym =

дG

ду

().
та

(20),т
да да

е через названо т-ті суми Fourier- ових похідних ( 139)
дх

щодо функцій ( 107) , які ми тут вважаємо за ортогоналізовані та нор

новані . Ці суми існують , бо похідні ( 139) інтегруються . Отож дістаємо :

дz

дх

дzm

дх 1 Bem(Д: ? — ДЕ m)d; dn + , Cen A (6, 1 ) ( z - zn ) azdnSæm 45m2—4572m + gxm 5 7 zm dş
( S ) ( S )

( 140)

дz

ду

дzm

ду У Er(4-ке– 4: m)azdn + 55 gym A(5 , 1)(2 –:n)azd( S ) ( S)

Нарешті, зазначивши через Pm[2] різницю

Pm[z] = ДЕ, —(А; г) ,

m

дzm

дx Pm[2] dédr

( S) ( S )

де (4 : 3) m е т-та сума Fourier-ової функції Дуг, нетрудно збагнути , що рів

ності ( 140) можна переписати так :

дz дG

1) Ben A(",") (2-3m) at d1 + )) [дх дх
дх

( 141 )

J ) smA(G. )(2-г.)at dh +TJ- || 24.Pm [2] de do

Нехай тепер функції Ф ( x, y ) мають ту властивість , що

{ \ fm (x, y ) = f (x, y)}" dx =»0 (p > 1 )[ P ( 141 )

дZrt,дz

ду ду

(S) (9)

(S )
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$

при т = » 0 , де f(x, y) є будьяка функція , що її р-й степінь абсолютно

інтегрується , а fm ( x, y)-її т-а сума Fourier . Так буде , напр . , коли обсяг

є прямокутник з сторонами :

х = 0 ;

у = 0 ; у = b,

x = a

а функції Ф. (x, y) мають вигляд :

kax

COS

a

COS

lay

ь

>(l = 0 , 1 , 2, 3 , ...)

Тоді з рівностей ( 141 ) , застосовуючи Holder-ову нерівність та нерівність

Міньковського :

( Ela + by Iglaje + Elbe(
(p > 1 ) .

виводимо :

1

oz dzm

х дх
am SS18 \ dn

р
de dn

(S ) ( S )
( ЛlgemIPadv}*| AG, эд (а-г.)/*@sa ) +А( т git

+1 2

< Is 113,New]atall# 11 1Act, »( -г.)Pazahli+( ) х

дG

Pm [2] dş dn
дх

(S )

(1410

дz дzm

ду
{ gym |de )ду ( 8 ) ( S)

+

dG

Pm [2] dş dn
dy

(S

|am| S1 , pm|K1

Звідси далі :

дzm
4

SSI
дz

дх

;dn

дх
( S ( 9 )

дG дz дm2

+ const dx dy

дх Pm [z] dě dn
dx dy =

ду ду

axdy =const (1) axdy Sls-rl"atan)*JJAce, v) ( 2 - гоу #drt

{ SSJJasay J1 | 2 | Parjatah! ||+ - Гаясу

= const ( 5 dxdyJ | sym! ” ddn ) * A ( , 1) (2-1» ) dz d1 +
JJ 6 z dm

{SSaxaySS15 | P.13 4: an!"] ".

(S) (S) (S)

{SS
р

S) ( S ) ( S )

dG

+ const dxdy Pm[] de dr
ду

( ( )
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леж цілком подібно до рівностей (142) маємо :

{$lz -zml* dxdy= const{ $$18ml dě dn } { | A (€ , n) ( z – 2m )° dě dn +- | ғ 11A46 -= *{ | as
| ?

+ {ISS GPm [ z] dź dn la (142 )

( S ) ( S )

( S)

3 рівностей (142) та (142 ) виводимо :

lim SS12—2m 19 dxdy = 0
тър( S )

т

дz
дzm

а

1

lim SS dx dy = 0
т-> ( S |дх дх

dxdy = 0

oz dzm

lim SS
тюіѕ, ду ду

А тоді нерівності (141 ) дають :

дz

дх
= lim

дzm

дх
тэр

дzm

ду

дz

= lim

ду тор

дz дz

Отже в цьому випадку маємо збіжність наближених похідних
дх ' ду

чого загальна теорія попереднього параграфа не дала .

Обмежна вимога (141 ), накладена на функцію Фі (x, y) , щоправда , змен

шує значення цього результату (загальніший результат див. у Додатку 1 ) .

II . Для рівняння 4-го порядка :

д?z д ? д22

Lay (2) = Дуу Дry 2 + A (x, y)
дх ? +B (x, y) x 0, + C (x, y)+ c ( x, y) дегi +дх ду

+ D (x, y) 2 = F (x, y )

за належних лінійних однорідних граничних умов, поклавши

д1 2 д+ 2д12

Mry (2) = Axy Ду 2=
дх4

+ г
дх? ду?

+
ду ,

маемо ( m— ою ):

zm -22

azm dz

dxдх

дzт
2

ду

dz

dy

д? гт д ? z

дх2дх2
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д? zт д?zт.

дх ду дхду

д? zт д? 2т

ду? ду ?

згідно з загальною теорією . Але за умови ( 141 ) щодо функції Фt

дістаємо так само , як у попередньому прикладі , ще збіжність усіх на

жених третіх похідних , і нарешті

lim IJA, Ary 2-ду ду 2m)*dxdy= 0
тэр ( S)

8 16. Інший довід збіжності способу

R

Використавши міркування прикладу І попереднього параграфа , мояI

довід збіжності способу , даний у параграфах 13 та 14 , змінити , ві

нувши нерівність ( 119) , а натомість використавши деякі прості вла

вості розвинень функцій за ортогональними функціями .

Будемо вважати , що систему функцій

Ф % ( x, y) , Ф. (x, y) , Ф, (x, y) , .. ( 3)

um =т

( s )

( 8 ) ( S )

т

(8) ( S ) ( S )

ортогоналізовано та нормовано в обсязі S.

Додержуючи зазначень параграфа 13, маємо очевидно

JJ G (x, y ; $ , т) LEm [um) d dn =

= G , т55 a (x, y ; } , ч) М:, [um] dfd7 + a ( x, y ; € , т ) New [um] d dч (
G п ) dk

Назвавши через fm (6 , 7) суму Fourier m-го порядку -функції f, утвор !

з функцій ( 143) , можемо з рівностей ( 113) утворити таку :

Tam Le, um) d d = Tom Melum) & d -JamMk, lum) atd — 0 (1)SS Om ( dě Gm d; dn — N [ ] )

Зазначивши різницю 6 — Gm через Вт, виводимо з рівностей ( 144) та ( 1 .

gm { м [z]= - M (zm] } dę dn - SS 8m Nên [um] dę dn

і звідси :

и га ( +, 12 ] )) ad — Вw New lum) adС в [ m - & m ; [ ;
(14

де (Ps, [z] )т означає різницю між М [2] та сумою перших т членів рі

Fourier цієї функції щодо функцій ( 143) .

Далі , з рівності ( 144) маємо :

Nху [ m] = || Ney [G] М:, [um] d ; dz — TNху (G] N: [u] d * ds ,

um

( 9) (S)

( S ) ( S )

m

( 1
т

( S ) (S )

аз рівностей ( 113) виводимо:

( Ngu[ G] m M ,lu] dị dn - ( Nay [G] m Na ung dị di = 0 ,SS ( [G ]) ( 0 Nev ( ) [um] dn = ( 1

( 8 ) " ( 8 )
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2

( 8 ) ( 8 )

( S )

ay

S) (S)

де ( Nzy [G] )m є знов сума перших т членів Fourier-ового ряду функції Nхр[ G]

щодо функцій

Фо(€, п) , Ф. (6 , 7) , Ф, ($, п) , ... ( 143)

Із рівностей ( 146) та ( 147) , увівши зазначення :

km (6 , 1) = Nay [G] — ( Nху [G] )т ,

дістаємо :

Nev [um] = n { M :„Izm) — М: [z ] –Нm NEm [um) ¢¢ ¢тNæy ( fhm ( n ] z - SShm Nen dn

і остаточно :

Nх» [um] = Nху [G] (M: [2 ])mdzdn — JJ Km NE, Tum] dédnNxy ( ( 148)

Звідси , за допомогою нерівностей Cauchy. та Буняковського , виводимо

Nay* [ um] < const {ſ N3, [G]dě dn NS( P&n (z) dědn +
? < , G] ( ] ,

+ Const {i 43, dě dn iş NË, [um] dě dn
+ SS Nên

Нарешті , проінтегрувавши цю нерівність по обсягу S, маємо :

IN2, [um] d £ dn < const { j, [G] dědndx dy sis (vn (2 ) , de dn +N2 < N2 ] - [: ]( s ) (S

+ const SS SS h2, de dn dxdy SS Nay [um] dx dyf )
(S) (S)

Звідси виходить , що

{Ş N3, [um] dx dy < const {s Is N ,[G] dě dn dx dy { (usn [z ] )? dě dn
SS N2

ху IN( 8) ( S ) () ( 8 )

Через те , що функція

м [2) = F (xy) + N [ 2]

інтегрується разом зі своїм квадратом в обсязі Ѕ, права сторона оста

нньої нерівності йде до нуля при необмеженому зростанні т . Отже

lim JJ Nay [um] dxdy = 0 ( 149)

( S ) ( S )

ху ту
m

( 9 ) (S)

т

(S )

ху

=

тысо

и <const Ja® dfds 5 (в:n le=))» dfdn +( S)

( 150)т

Тоді з рівності (145 ) маємо :

G° ] m £
( 8 )

+ const S S 8m dę dn SS N2, [um] dě dn
( S ) (S)

та звідси :

и ; SS GP dn lean [z ń de
( S) ( S) ( S ) ( S )

SS "
( S ) ( S ) ()

що на підставі щойно одержаного результату дас:

lim zm = 2

2

5 и dxdy < const 15 Са ddy dxdn g (P:1 (2) &$ dn +

+ const side dndx dyCSN&* [um] dedn,

m → 0

lim SS (2—2m )?dx dy = 0)
т » m (S)

4. Кравчук, 910,
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д 'zт

-a

Цілком так само можна вивести , що

д! 2

lim

дха ду" дха ду!—

I = 0,1 , ... , k --- 2l = k

a = 0,1 , ... , 1

та

limss ?dx dy = 0

т - >m si \дха ду? - дхаду! -с

I , 2

0,1 , ... ,

Важливе питання про одностайність збіжності виразу zm та його похідних

при зближенні точки (x, y) до границі обсягу лишається тут нерозв'язаним .

( ?)e

)

(1

д ! 2 д ! 2 m

-

-о......")

ту

Дry

.

8 17. Використання Green - ової функції оператора Mry ( )

Оператор М.ry [ ] може мати простішу форму ніж Ltv [ ] . У ві!

падку еліптичного рівняння 2 -го порядку його не раз можна взяти в формі

Laplace -ового оператора:

д? д?

дх2
-

ду ?

Відповідно до цього аналітичні властивості Green-ової функції задачі

Mry (2) = F (x, y )

( 151 )

U [ ] = (0)

( 1 = 0,1 , ... )

будуть простіші за аналітичні властивості Green -ової функції задачі

Lxy ( ) = F (x, y)

( 151)

U. [ 2] = 0

l(1 = 0,1 , ...).

Назвімо Green -ову функцію задачі ( 151 ) знов через

G (x , y ; $ , п)

Отже , напр ., коли Mary | | є Laplace - iв оператор , то G (x, y ; $ , п) — аналі

тична функція всі хчотирьох змінних скрізь у обсязі Ѕ, за винятком точки

x = f, y = 7

При тім , коли контур з аналітичний , то можна однозначно аналітично

продовжити поза цей контур у довільній його точці . Коли контур склада “ .

ється зі скінченної кількості аналітичних дуг , то через них це продов

ження можливе скрізь, крім хіба кутових точок (точок сполучення цих дуг ).

Отож покажімо, як у міркуваннях доводу збіжності способу можна

обмежитися використанням самої Green -ової функції G задачі ( 151 ) .

Маємо очевидну рівність:

m= jG ( x, y , 3 , т.) М: [nn] ddin; $, 11m
( S )

и т
7
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т

Um = Umm

Um

( S )

або :

um = f G (x, y;t, n) L: [um] dédn +1 G (x, y ; , ) N :[um]d dn ( 152)

У вівши тепер зазначення

G (x, y; $, т) N: [um) dk dn ,
is)

маємо замість ( 152) рівність:

= (
G (x, y ; & , ) Ley [um) ( 153)

Далі з (152) маємо :

Nху [um) = Nх» [G ] L: [um] dé dn + || NE [G] NEm [um] d dn

або , по зазначенні

@m = Nху [um) — ГN: [G] NEm [um] dédn,

рівність :

SS Nxy [G] Lən (um) dę dn
[ ] : [ )

( 154)

т

ст .
(S) (S )

( S )

Wm

(8 )

Далі тут , як і в параграфа: 13 та 14 , через використання основних рів

ностей ( 113) , дістаємо :

Omn Len (Um ) de dn
(S )

s s, m ( ] dn (155)
(S)

(0)

d ¢

Im = 1 Зво, m L.mn |um) d¢ ¢ т
Um

al Um

«дх-а дух! S Sola ,m Len [um] de dinт

(9)

1 ,

(42

2

( S) ( )

k— 2

a= 0,1 , ... , 1

Тут величини ўтм, боорт, Glam, для нової функції Green-а утворено так само,

як у параграфах 13 та 14 для Green-ової функції задачі ( 151 ).

Із рівностей ( 155) виводимо

W < $$ omy dędn- S$ , [um] dě dn
бmy dé L ,

um < SS 600 ,m de dr.SS LE, [um] dę dn

( 157)

Lê< $50 a.mdledn. $$ $, [um] dědnдх!-18ya
[

I = 1,2,..., k - 2:

a = 0 , 1 , ... , 1

Використавши ще нерівність ( 119) , звідси виведемо, що

( 9 ) (S )- , )

( ) -

2

дот 2

( S ) ( S )

21

| @mWm

1 -.. I < const / if in die do ly {}x"\ ]dxdy + ]+ ch
N? [nm)

(S)
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Звідси, назвавши через г (x, y ; , т) розв'язне ядро інтегрального різг y

НЯННЯ :

t (x , y) = JJ Ney [ G ] t (6, 7) dé dn + F(x, y) , .
( S )

дістанемо :

Nxy [um ] = const r (x, y ; 6 , n) Wm (€,n) dę dnт

(s )

( S) ( s )

Nix [um ] = const Г ? ( x, y ; 6, 7) d $dn . If wіt (x, y ) dxdy <
8 - (

< const {ſ 12 (x, y ; & , n) dě dn. Lf 15 ému dědndx dy.
Г? ,

( JJ Ney [um) dxdy + с )

( 8) (S ) ( S )

(8)

Звідси :

Niy (um) dx dy < const SS SS 12 (x, y ; 6 , n) dę dn dxdy.
( 8 ) ( S ) ( 8 )

.

SS SS omn de dndxdy. (SSN y[um] dxdy+ń)Nu в )
( S ) ( S ) (8)

Це показує , що

lim SS N3, [um]dxdy = 0N2, )
м - т ( S )

Тоді друга та третя нерівності (157) дають

2

|Um | Kconst Обо, m dşdn : 700, тm

(158)

dium

дх! —аду ?
const 1 ,Var mai anniam

1. 2)
-

( E
1 = 1, 2 ,

a = 0, 1 ,

k

1 ,

де

Тоо , т→ 0, Пla, m -0

при необмеженому зростанні т. Ці нерівності дають :

[ um | < JJ Гво ( x, y ; € , ) dé dn - Є00т

д'um

дх!-адуа
< JJ Ita (x, y ; t , n) d; dn - Є1а,т

де

Гоо (x , y ; $ , т) та Гta (x, y ; $, п)

є відповідно розв'язніядра Fredholm-ових інтегральних рівнянь з ядрами:

д'G

G (x, y ; $ , 1) ,
дх!-дуа
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а сталі воо т та єlаm ідуть до нуля при необмеженому зростанні т. Звідси

виводимо, що

lim SS (2(2 — 2m)* dxdy = 0
( 9 )тэр

д'zn
2

lim

z

дx - а дуз!
dx dy = 0=

дxt- a дуа

1. " - }SSO ) ax

( .. )

( 9 )

1 = 1 , 2 ,..., kk — 2

a = 0, 1 , 1

та

• lim zm = 2

д'z

lim

тюдх!-адуа дх'-' ду "

d'zm

-a

( E
I = 1 , 2 , ... , k

a = 1,0, ... , 1: 1 2 )=

2=

$ 18. Застосування способу до рівняння гіперболічного типу

Довід збіжності способу в цьому розділі ми будуємо на заміні даного

рівняння з частинними похідними певним інтегральним або інтегро-дифе

ренціальним рівнянням , де бере участь наближення гm шуканої функції г.

Самий довід щастить провести завдяки існуванню та певним властивостям

щодо суцільності , диференційувальності та інтегрувальності Green-ової

функції задачі . При тому основна властивість Green-ової функції, яка

використовується , є джерельне “ представлення інтеграла рівняння

Ley (2) = F (x, y) ,

тобто представлення у формі :

( ( ; (6G (x, y ; &, n) F ($ , n) dę dn
S)

У задачах гіперболічного типу 2-го порядку роль Green-ової функції

грає так звана Riemann-ова функція , що ми її називаємо теж Green-овою.

Покажімо коротко , як основну ідею способу можна застосувати до

рівнянь із частинними похідними другого порядку гіперболічного типу

д? 2 дz дz

Lay [2 ]] = + a (x , y)
дх ду

+7 ( x, y) + [c (x, y)—.с ( x, y)] z = f (x, y) (159)дх ду

Обмежмося такими простими граничними умовами :

= ( 0,y) = 0
( 160)

2 (x,0) = 0

для інтеграла г у квадраті

0 < x< 1

Ку( 1 о
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9

ху

um

ху dytcz ,

*

Коли функції үе утворюють повну систему щодо функцій, які справ

джують умови ( 160) , напр . систему :

х1 + 1 у

( i, j = 0, 1 , 2 ,...),

то система функцій

Ф. = Mry ( 2)

( k = 0 , 1 , 2 ,... ),

де

д2, дz дz

May (2 ) +
дх ду

+ a + ьдх

за певних широких умов щодо коефіціента с (x , y), є замкнена .

Навпаки , коли замкнену систему :

( x, y ), 4 ( x, y) , p . ( x, y),

взяти довільно , а функції к визначити з рівнянь

My frk ) = Ф. ( 161)

( = 1(k = 0 , 1 , 2 , ... , )

за умов ( 160) , то вони утворюватимуть повну систему для функцій, щУ

справджують умови ( 160) . Розв'язати рівняння ( 161 ) легко , напр . , коли взяти

да дь

c = ab + або : ( = ab +

дх ду

бо тоді

a дz дz

Mry (2 az +

або відповідно

д (дz дz

Mry (2) =
dx

Покажімо , що за наближену розв'язку задачі (159) — (161) можна взяти

суму:

Em = a'z o + amp + ... + amem ,
а

Визначену рівняннями:

SLry [zm ]May [pl] dxdy) -- іMry [fi] dx dy

(i = (), 1 ... , т )

або, що на одно сходить , рівняннями:

|| | ] Ф =Lry (2m- 2] Didx dy = 0

( i = 0 , 1 , ... , т)

Назвавши Green-ову ( Riemann -ову ) функцію виразу May (1) через(

G ( x, y ; $ , 7) та приписавши їй нулеві значення для

f ( x

або

пу,

дістанемо

ху

dyа (25 + а) + ь(а -- аг)

.+ ь:) +a ( +6:)
bz

дуdy ( oxt bz )ta

( ) ( т

1

1 1 1

| .од оо

'11

(162)

(0 )

zm— 2 —

== ||ом |-- --jazan,[ – ]
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або

1 1 1 1

2n - 2

- , ја i s .аг. [?» —г]a;d = ia C( , ) (2 (6, 1)-2 (1 , 1)) az dn ( 163)
M2 т

оо оо

Узявши на увагу , що функція G інтегрується разом зо своїм квадратом

через комбінацію рівностей (163) та ( 162) , легко прийдемо до залежності :

y

in-1 +2ја C ($ , 1) (2 m(6,7) —z (4 , 1 ) d¢ dm=sm+1 я т / ul-L : Izm — г\ dfd7 ( 164)
т

0 0

де

emlim 6m = 0 ( m + )о т - оо

Із другого боку, зрівностей ( 162) можемо очевидно зробити таку

лінійну комбінацію :

sf Laylim-2] (Mxy [2m – 2]+ am )dx dy = 0),—z] [ 2) ) 0

1 1

оо

де

1 1

1 : m dx dy = 0,|
оо

що з неї легко виведемо керівність:

1 1

2

m т
(0) ( )

IfLy(zm - z] dx dy < { .С (? т -2) -- ..[ ] Г z 0.m } ? dxdy

Тоді ( 164 ) дасть :

(2 m—2) ? ~ en i { . С (zm — 21 - 1} = dx dyz | ] am }

1 1

2

Отже

1 1

za 2-3 tjedan dizdy
- 2

~ т і/ asdy( )

2 linn Zm

то

8 19. Спосіб найменших квадратів та спосіб Ritz-a

Взявши за оператор М .: сам оператор LхуO , зведемо спосіб момен

тів до мінімізації інтеграла

1.(ат. .am') = S S Lky[z--Zm ]dx dy,an 1.y2 — ] , ( 165)
( } ( т )

( S )

( 1) ( m ) ( m )

як функції від а ai ain .

Тут очевидно для того , щоб спосіб був корисний, треба вміти до

брати функції ( , y) незалежно , а не визначати їх із рівностей

Meyler) = Ф: (x , y)

U [ ] = (0)

(I = 0,1 , ... ) ,

бо це звелося б на розв'язання самої даної задачі.

Цікаво тут зауважити , що деколи спосіб найменших квадратів дає

могу зробити гостріші висновки щодо збіжності виразу zт та його по
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хідних , аніж зроблено в попередніх параграфах . Переписавши рівність

(165) так: .
т

1 =

ESS [F««F(x, y)- $ « Ф(x, y)" ахау" »
( т ),

а ; dxdy

(8)

і припустивши , що функції Ф: (x, y) утворюють в обсязі S разом з його

межею ( s) систему не тільки замкнену , але й повну , не раз будемо мати

F(x, y ) = lim L [#m]= 2m ] ( 166)

тр

одностайно в обсязі S. Тоді з рівностей

2–2m = ja(x, y ; & , т) L: [2—zm] d ; dn
( 8 )

( 166)д'z

дх"-а ду"

д!zm

дх"-аду"

д'G (x, y, ,1) Lez—zml dѕ di
дх'–аду°

—а

( S )

(de) } ).

da

ә

д'zm

дx - а ду"

m

d'zm

1 == 1 , 2 , k— 1

Q = 1,2, ..., 1

де фігурують також похідні порядку (k— 1 )-го , виводимо :

| z-zm | < max | LEm [2—2ml | \ & # d
( S )

( 1664)
д ! z да

< max | L:n[2 — zm] 01- de do

дх!Наду дх - 1 ду*
( S )

Отже маємо не тільки

z = lim 2m

тър

д ! z

= lim

дх!-аду°
(167)

тэр дx1- дуа

i = 1,2, ..., k - 22

a == 0 , 1 , ... , 1

але й

дk-z

= lim

дxt - 1 -аду ? тәсо дxt - 1 -адуа

(a = 0, 1 , ... , k- 1 ) ,

д:-16

бо функції інтегруються в обсязі S.

дх *-1 -адуа

Так само з формул ( 166) та (166 ") можна вивести, напр . , крім рівностей

lim SS 12- z \m dx dy = 0

-

( E
>

д - zт
( 167)

)

:.

тэр (s)

д ! 2 m

dxdy = 0

д'z

lim SS
тоіs) |дх! -адуа дх! -а дуа

I= 1,2 , ... k - 2

0 = 0,1, ... 1=

2

(
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па акож рівності

дk-izm

І”.
дk -lz

limss
дх: -1 - адут » ( 3) Јдхен -аду ?

dxdy = 0

(a = 0,1 .. , k — 1 )

5 :
ля довільного р0, отже й для р =2.

123
Із рівностей ( 166), ( 167) через лінійну комбінацію випливає й рівність :

дkz

= lim

4

Ў Аз -а,а дxt-aду“

a²zm

А ; —п,а дxt–ду°
Q = 0 ә

також

т

Ак-а,а
a

m

д* (z—zm)
IP

lim dx =0

т » ( S ) дxk— "ду"

1

Коли порядок похибки рівності (166) щодо високий , то при доборі

функцій Фі (x, y) у формі многочленів , звичайних або тригонометричних,

та й у багатьох інших випадках поруч рівності (166) існуватимуть такі

рівності :

дF (x, y ) д

= lim
дх дх

= L (zm]
тэр

д2д°F (x , y )

дх?

= lim ( ]
? х

тодəx Lizm)

( 168)
д2д?F (x, y )

дхду

= lim

дх ду
L (zm)

m > 00

д°F (x, y )

dyel[zm
m-> 00

д2

= lim L )
ду? ду

одностайн
о

в обсязі S та на його межі .

Тоді, застосовуючи Green-ове перетворення до останньої з рівностей

(166 ), матимемо :

д % -1 (z-zm) дk— G

d;

дxt - 1- а ду " дxk - 1 а
[ z Zm ]

дуа

( 9 )
-(Janety«)« І ? -- . 14 , —

-10 (J... у.« ) 2-1= -=-а,SS

дk— G

:
: ] d;а

( S )

Отже в довільній внутрішній точці обсягу S буде, в результаті дифе

ренціювання цієї рівності по змінному х :

д* (2—2m) д Едk-16

дxt-аду дx ) дxt -1 - адуа
(S )

4)(. d : ) : |:-2»)ат –

So (Senegadela

1
дд

дх

()

oxk-1 dyz de)45 [2—2m] Ldě dn
ду

Len Zm
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і

д

:

ak zm

Через те , що Len [z— Zm ) та Lm [z—zm) одностайно йдуть до нуля , 10
д :

йдуть до нуля й обидва інтеграли правої сторони нашої рівності , отже

дkz

lim

дх -адут д хk - a дуа

Таким самим міркуванням можна встановити рівності:

дk -1 +32 дk -1+3z ,
lim

dxk --14 3 адут дk- 1-3- а дуа

k 3

( 169 )

B = 1,2 , ... ,

тор

= 0,111 ... )

(; -1+ ).1

де є найвищий порядок похідних від F (x , y ) , що фігурують у рівно

стях ( 168) .

У випадку самоспряженої задачі

Lxy { x } = 3.yz - A (x, y) 2 = F (x, y )

z /s = 0

можна спосіб моментів звести Iі" мінімізацію інтеграла:

2dzm
2

1 ( а "), а
( т ) ( n ) .

d in

-Т –( 6 )+ ()+ Алу г.
дът

ду

2Fzm dxdy (170)

m} axдх

( s )

дzm де - Асу 2 mm ?

якщо можна належно добрати функції он (x , y ).

Справді, умова minium- у цього інтеграла :

11 д/ дzm до

+ Zmpi F. ) дх ду = 0
дхоҳ dy dy

(i = 0, 1 ,... , т )

через застосування Green -ового перетворення , може бути переписана так :

2 д.т)
+

Feдм
(

(S)

д? Ет д ? zni

Sse " + Али га -г)(x, y)ах ду на о
( 171 )

+
дх? ду?

т. : dx = 0

( S)

Отже , коли функції ри є фундаментальні функції задачі типу

My fr ) - 2
( 172)

- Вz

U [ ] --- 0 ,

де

д ? д?z

Mry (2) = --
0х2 ду?

( В — довільне), то рівності ( 171 ) перелишу
ться

так :

SS Lry [Zm] Mwy (çi ) dx dy 0

( S)

(i = 0, 1 , 2 , ... , т),
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тобто в формі рівнянь для визначення коефіціентів аст) у способі момен

тів . Так виявляється , що Ritz- iв спосіб є окремий випадок способу мо

ментів; при тому показується , як можна напевно зробити цей спосіб

збіжним : досить , щоб функції і були фундаментальними функціями за

дачі типу ( 172) ..

Хоч цей результат дано на окремому прикладі , але він є загальний .

S 20. Спосіб найменших q-их степенів

(

Міркування , цілком аналогічні до міркувань попереднього параграфа ,

ховодять , що спосіб визначати коефіціенти а” ) із умови

1 , (а ), а" am)) = " S 1Lxy (z zm ] ]" dx dy: min , ( 173)
( т ( т ) ( )

ат 1 .
( S )

де q є будьяке додатне число > 1 , дає теж збіжний процес для набли

Женого визначення функції і та її похідних. Треба тільки зразу зауважити

До навіть у випадку, коли 4є ціле парне число , умови minimum- y :

д1 ,
0

дан)

(i = 0 , 1 , ... , т )

ЯВ.Тяють собою систему нелінійних рівнянь, малоприступну практично.

Припустивши, що minimum (173), при необмеженому зростанні т іде

до нуля ( що буде напевно , коли функція F (x, y) взята згідно з нашими

Вимогами, а функції Ф. ( x, y ) утворюють систему повіту ), можемо зрів

Ності

2-2т SS G ( , Y ; 6 , 7) L ; [ 2—2m ] d'ę dn
(S)

В допомогою Hölder-ової нерівності вивести :

1

| z- Zm | d
q

(5 ) ( S )<td | aPa;an | | 1.1= --.1"atah!а "& d ={

(2 = 1

1

-1

р 4

в відси й випливає

2 lim zin , ( 174)

па50

о функція | G | інтегрується при всяколу додатному показнику р . ,

Так само маємо з рівності:

дz д'zm д'G

дх! — ду? дх! 1дуа дх!-аду
- L » [2—2m] д£ дт

( S )

( )1
I = 1,2,... , k - 1

0 = 0,1, ... , 1
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| камер lt-aparay
т

таку нерівність :

д'z д'zm дG д дт
( 175 )

дх!-адуа дх!-аду? дх —ду

( S)

і звідси

д ! z д'z

дх!-а дуа
= lim ( 175

тэрт» дх! -адуа

д'G [p

інтегру
для тих значень показника lek— 1 , для яких вираз дх! -ауа

ється . Взявши цікавіший випадок 4 > 2, отже р2, бачимо , що можна

за 1 взяти всі числа до k— 1 включно :

l = 1,2,..., k - 1= 1 ,

раз|

Крім рівностей ( 174) та ( 175), маємо з нерівності ( 175) таку :

1 1

p

д [ z — zm)

дх

dx dy

Ꭷ G

дх -аду°е \ в -
dx dу dn

! |Astrao rало да

|

a

L :»[2—2ml d}dn|

(S)

Отже виходить , що

д!zm
lim

пізор SSI

д ! z

дx - а ду" - "а .
dx dy = 0

дх -аду"

(S )

("
1 = 0,1, ...,k— 1

a= 0, 1 , ... , 11

21. Узагальнення

( S ) ( S )

Перепишімо рів:: iсть ( 129) так :

Neylun] = n
um JJ Nху[ G ] - М : [um] d ; dn- JJ Ney[ G ] N : [um] d } dr ( 176)

та замінімо функцію Nху[ G] остачею hm її т- ої суми Fourier щодо

функцій

Ф; (3, 7)

(j = 0 , 1 , 2 , 3 , ... , т )

Ця сума має вигляд :

Sья )Ф;($, т)

Коли відповідну остачу для м z] назвемо pm ( , т ), то рiвнiсть (176)

перепишеться так :

Neylumn] = Nxy [ G ]}.m (€, m) dę dn- 55 hmNě,[um]dě dn
( s)

m

ст

(177)

( S )
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Далі будемо вважати, що існує інтеграл

=

== { g Igle| Nxy [G ] | P dędnP dx dy ,
S) o}( S )

та що

се

- + - 1,=

( S )

lim {} { $\hm|Pdědn
| } dxdy= 0,

( S) ( S )

хочби для будьякого одного значення числа рв межах :

1 < p ( 2,

при чому

1

р 4

що в кожнім разі має силу для деяких систем ортогональних функцій

Ф, (x, y )

Через застосування до рівності (177) нерівностей Holder-а та Мінь

ковського дістаємо легко :

| Nortual r ={} | : 43[um] const {} \ Nay[ G ] ] dě dnde Р»(, т) / dsdn

+ const { $$|hm|P deden!2. 14,1ш| N : [um] d$ dn ,
" ,

що , по інтеграції, дає :

| |
| Nxy [um ] | dx dy< const Tim(5, ~) |9dędnt

mê

+ const { if | hm | p dễ dn}P dx dy. Nay[um]” dx dy| de |
S ( S)

Звідси виводимо, що

| [
1Nay[um] la dxdy< const { pem( €, ) ] dě dn

TEm € п (178)
( S )

Через те, що функція

Mey[z] = F (x, y) — Nху [2]

суцільна та диференціюється в обсязі Ѕ, то в багатьох випадках буде

lim SS1p.m (x, y) | dxdy = 0

.

( S ) ( S )

g

(S)

.

( S )

(S)

тэт (S)

не тільки для

9= 2

що є напевно), але й для

42,

особливо коли різницю 4—2 взяти малу .

Отже з нерівності ( 178) дістаємо :

lim SS INæv [z — 2m ] 14 dx dy = 0| [z zm]
т » (S)

( 179)
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1

Далі , з рівності

д'unt ᏧᏩ

-fi.SS M :, [um] de da
dxl- a

да

дх -аду*
дхнаду" -SS

Nin (um ) dź dn ,
ду "

яка має силу не тільки для

1 = 0,1, ..., k - 2 ,

але й для

1 = k - 1 ,

на зразок рівності ( 178) , дістаємо :

Olum

дx-а дуа -ГГ дх -аду. 2 - т (5,7) :dn - Jf hua , m Nm [um] d ¢ ¢т ,d dn—

д! G

!--

( 180)т

( S)

де һа, т є , подібно до һт , остача т-ої суми Fourier-ової функції

д'G

дх! - ду?

щодо функцій

Ф. ( , т)

(i = 0 , ... , т)

Припустивши , що існують інтеграли

4 .

р

Qia

кг 1
д!

дх!-1ду*

d; dn dx dy
а

« ,S)с.-(у | Гаоло

(2= )..

Lл ct

>I = 0, 1 , ... , k -- 1

a = 0,1 , ... , 11

та що

4

lim SS { $$||19,m \" dędny dx dy = 0,
р

тэр (8) ( S )

d

Тр
р

застосуймо Hilder-ову нерівність до рівності ( 180) , використовуючи по

руч нерівність Міньковського ,

Одержується

д' и д!

const d7
дх -аду? ?

( S ) (S)

|
const , d; dn N: [um] dz dn

( S ) ( S)

По інтеграції, звідси дістанемо :

дх -а ,| " Ген. ", а інше.«Гал( 1) +,

+re y/.../ ear /, мынала( &

$ •3* , M'akay conta il nu se vor as oneix avfl-crafteint0 ) Г (

+ инсулин канареноSS

р

dum
d'Edat

dx dy< dy.

д !

дx1- а дуадх-аду дх |
(S ) ( S )

р

+-const L14,mids dry

q

Nxy[11ml dxdy

( S )
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остаточно, з допомогою нерівності ( 178) :

0 in

SSI
dx dy < const | | | pm (x , y) dx dyдх -аду

( ( 181 )

(S) ( 9)

Звідси

д ! 2

lim

тър ( 1)

д! z

дx1-аду?
dxdy = 0

дх : а у
a

( 8) .

|

(6 = )
1 = 0 , 1 ,... , k - 1

( 182)

0 , 1 , ... ,

Звідси ж , як відомо , зокрема одержуємо :

d 'zm
2

lim

тəm

(9)

SSI

д ! 2

дx - а дуа ax
dxdy = 0

дх!-аду ?

( 182)

I = 0, 1 ,1 : 0 , 1 , ... , kk- 11

( 0 = 0 , 1, ... 1

такі ж рівності для всякого показника ", не меншого за 1 і не біль

шого за ч .

Щодо похідних до порядку (k -2)-го включно , то, крім рівностей ( 182),

Для них це маємо :

2 := lim 2m

тэр

д! 2 д! zт

а

lim

дх!-аду" тоо дх"- " дуа

1 1 , 2 , ... , k - 21

а . = 0 , 1 , ... , 1

до випливає просто із застосування нерівностей Cauchy та Буняковського

со формули (180 )

a
2

de

дx дуу
Me on ( , n) dę dnt

| o - y[ « соня (ї у Гага,((s:16рата ,+| |

(( w, at

дх!-4 ду *

( ) (8 )

- const

(( ... ) &# dч
Lila , т d ; N ?: [um) d ; dn

( s ) (S )

Ця залежність, на основі рівностей (182 ), дає :

д: 2 д ! 2

дх" - " ду

lim

тю дх' -аду?

( , -?
1 = 0, 1 , ... , k - 2

0 = 0,1 ... , 1
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Щоб одержати таку саму рівність для

1 = k – 1 ,=

потрібне здійснення умов :

lim SS Thoa,m \" dędn = 0
тыр

Подані тут результати узагальнюють нашу теорію не тільки щодо збіж

ності (k— 1 ) -х похідних наближення 2m функції . z Як видно з наведених

міркувань, давніша вимога щодо оператора New бути порядку не

вищого і за k—2 й тут відпадає . Оператор Ney | може бути порядку

(k— 1 )-го щодо похідних-так само , як у випадку звичайних диферен

ціальних рівнянь (див. випуск 1 та Додаток 1 ) .

Із нерівності (119) виводимо тепер , розуміється , такі результати :

lim S S Lxv [2—2m) dxdy == 0)
тəm (5)

lim SS Mxv [z — Zm dxdy = 0
тэт (5 )

І:
У Ak- a

та
-0 ,

дk (z-zm)
lim dxdy=0

дxt-aдуатар

(s)

і подібні ж рівності

lim S S 1 Lay (z—2m] 19 dxdy = 0
то ( S)

lim SS | Mzy (z — 2m ]] 'dxdy = 0
то ( S)

дk [z—zm]
lim dx dy = 0

тэр

( 8 )

для всіх показників а' за умови :

q ' ( 2

| g
А-а, а дxk- адуа I

$ 22. Характеристичні числа та фундаментальні функції

Доведімо тепер , що поданий спосіб наближеного обчислення інтеграла

2 рівняння

Mxy [2] — N [z] = 0
(183 )

заразом дає , з похибкою того самого ступеня , наближенн
я

харак

теристист
ичних

чисел л та фундамент
альних

функцій

задачі .

Взявши для скорочення простий випадок, коли розв'язка 2 задачі

(183) має вигляд

(184 )

— А ;

i(x, y) ,

0

де всі числа , різні , обмежмо параметр нерівностями :

| | < R, 1—2 | гr ,

(185)
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—

}

2m =
т; т

( S )

де число гвибрано так, щоб для всіх м , лі, що справджують нерівність

R> 4 || , І
було

2r> | А,—м, І

Нерівності (185) обмежують зверху модуль функції G (x, y ; $, п) .

Із нерівностей ( 110) дістаємо наближення 2 т у формі :

= >Σ
ф« ( m) ( x, y)

(186)
(А–А, (m ) pm)

де рт) є цілі додатні числа , афт) не тотожні нулі .

Якщо нерівності (185) заступити такими :

| | |
111 < R, 12-181 > h s sem dedn , ( 187)

то стале число и можна ще добрати так, щоб було :

| 2-2m | < k ( 188)

де ќє теж стале число , незалежне від т. Тим часом , коли б якесь із

чисел Ат) належало до обсягу ( 187), то в тому обсязі були б точки , де

наближення 2т стає необмежене , що суперечить нерівності (188). Отож

для всякого числа ( т) маємо або

| | > R ( 188)
або

| " — ] <hed dn ( 4 | < R) ( 189)

Взявши одно з чисел 2 m), що справджують нерівність ( 189), проінтегруй"

мо тепер різницю

Ф т)

2-zma

(m)

11

2

Em

(8)

(т)

-ki
X—Ат)

( )

( т )

по змінному і, взявши за путь інтеграції коло

| —м | = r ,

де є одно з чисел, що справджують нерівності (185). Дістанемо :

1

фи – У'm— Ф[2-2») ал: z — zm
2ті ( 190)

де сума поширено на всі значки і", що справджують нерівність ( 189)

і для яких при тому

Pi
1

Звідси

( 191 )

де не стале число , незалежне від т. Формули ( 189) та ( 191) доводять

наше твердження .

Зауважмо , що коли б для якогось значка і при необмежено

кому т під знаком суми с не було ні одного члена, то це привело б

до неможливого висновку:

(192)

( )

1 —g'® < н ••d¢¢т,(S )

вели

di =0
e

5. Кравчук. 910.
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Отже поданий спосіб при досить великому т дає кінець-кінцем збіжне

наближення до всякого характеристичного числа , і до всякої відпо

відної фундаментальної функції .

Щодо обчислення фундаментальних функцій , то тут по схему й довід

збіжності доведеться просто відіслати до аналогічної задачі для , звичай

них диференціальних рівнянь (випуск 1 , $ 24).

$ 23. Повніше використання ортогональних функцій для доводу

здобутих результатів

Візьмімо знов задачу другого порядку :

( 193 )
ху

( 194)

Lxy [z] = Mg, [z] + 2Nay (2) =f(x, y)

U , [z] = 0,

де NeyOєоператор порядку не вищого за (k—2)-й :

Візьмімо тепер функції

ро , 1 , P2 , ... (195)

та

( m ) ( ) ( m )

Zm +ажет ,

( S ) ( S )

Ф. Ф. Ф. , ...Фо (196)

так, щоб Ф. (x, y) становили замкнену ортогональну нормовану систему .

Пошукаймо наближену розв'язку задачі ( 190) у формі :

2m= a po +a® р +а +
( 197)

визначивши коефіціенти a®) з рівнянь :а

Lay (2 ) Фі ( x, y )dx dy = JJ fФ, dxdy
[ ] y

(198)

(i = 0, 1 ..., т ) ,

що їх можемо переписати так :

SS Lay ( 2m — 2) May [po]dx dy = 0

(i= 0, 1 ... , т )

Легко впевнитися , що для неозначеного визначник системи лінійних

рівнянь ( 199) щодо невідомих :

ат), ат),

( S )
( 199)

(

.. ,am
( m )

не є нуль, отже що ці невідомі умовами ( 199) цілком визначаються .

Визначник цієї системи є

1 + aoo, а 01, ... , o2 mIN

0109 1 ,1 +941,..., 0.1 mm

Д. ( ) (200)
.

ат), Omi, 1 атт



67

де

а4 = |JG (x, y ; t, n) Ф, 16, ) d; dn
(

Він має таку властивість , що величина

( S )

т

2

ді )

ij=0

( S )

є обмежена для обмеженого х. Справді , тому що

y = f a (x, y ; 4 , ) Фy (6 , 7) dfds) ,G t n п

де G (x, y; $ , т) є Green -ова функція виразу Мzy 1 , маємо : 1

[ J Nay [G (x, y ; $ , 1 ) ,( 6, 7 ) ¢(x, y) dtdn dx dy ,
(3) ( 3 )

dij ту

Отже

m

şu an му [а] dxdу dsdn>> ai),
di (201 )

( 3) ( 8)

а тим часом функція Ny [G] , як функція двох пар змінних (x, y ; t, n) ,

інтегрується в обсязі S. Отож існує скінченне число

a = lim

тър $
aij

Звідси випливає , що для досить великого значка k буде :

|akh | Kr< 1 ,

а в визначнику :

е “ (1 + apo) , e e do dom

e - a .

да)=e
e

Дm (0) =
е “ (1 + a11 ),

-doo
do! »

м

—
21ii

во
0.10 , afm

a
mnamo ,

e
emmoms e m(1 + a.mn)

1 + ao0 »
dor, dom

ај0 , 1 + a11 , dim

amo,
ami , 1+ amm

суми :

т

Х| aul |
та Σ α

2

dij

мають для m - > певні границі .

Коли ще зважимо на нерівності :

m

У()0 fФ, dx dy)? < J f? dx dy (202)
( S ) ( S )
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та

$ - $ 'Els GP: ( , n) dɛ dn } ? < { Gº dě dn,
(203)

( S ) ( S)

що їх праві сторони є теж скінченні величини, то вийде, що й вираз

pm
0 ,

ро , Ф1 ,

JJ fФ, dé dn, 1 + a-oo, a10, ....
( S )

-2 ° |JJ fФ, d dn, 1 + 011 , .....

арт

m

- Eail
d40 ,

( 204)
Olym

бm (0) = e i = 0
( S)

ffomdźdn, amos
fФmdka ami, .. 1 + a.mn

для то іде до певної границі . На крузі

| | = R

довільного, наперед даного радіуса R, вирази

Am(0) та бm( 0)

ідуть одностайно до певних аналітичних функцій від А.

У такому разі вираз гт, що на основі рівнянь ( 199) має вигляд :

pm0 , Ро 1 , ....

SSfФ, d; dn, 1+ оо,1+doo, 2018
У at +

dom

(S)

2 ?

1

Дn ( 1)
fø , dę dn, do1 , 1 +0.41,... ат

бm (0)

д »(0)

( 205)

fФmd¢¢т, что ,,
ant, 1+атт

( 8 )

розгляданий як функція від і , має своєю границею мероморфну в крузі

| = R

функцію . А що R можна вибрати таке велике , як хочемо, то бачимо ,

що границя

z = lim 2m (206)

тор

нає мероморфна , площі комплексного змінного і, функція від А.

Отже lim zm може не існувати тільки для певних поодиноких значень і,

що є полюси тієї мероморфної функції .
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—

Переписавши рівність (205) так :

0 ,
GФ. (*, )d d ,...., JJ{GФm(6, ) dz dn, n dn de

fФ, dşdn, 1 + do0,..
1+

Дm( )

( S )

си.
1 арт

2n :

fФm dé dn, amo» . 1 + a.mn

тa пpoдиференціювавши її по х та по y k—2 рази , виведемо легко , що

існують також границі

lim

м - т

дzm

дх!-а дуа
(207)

a

>

( E
I = 0, 1 , ... , k - 2

la = 0 , 1 , ... , 1

Далі візьмімо різницю :

мZn + 2—2m = bo Po + biрi + ... + bm + р фт-+2m

що її коефіціенти , зважаючи на (199), очевидно справджують систему

рівнянь :

b, = 4jb, = и=

mtp

di]

(i = 0 , 1 ,.. , т + p ).6

де

алу = Nev [ ] Фdxdya SS p ]
( 5 )

( 208)

сі

( 5 )

(i = 0, 1 , ..., т )

= ( f« Ф, dx dy{

( i = m +1,... , т + p )

fm = f - ANху [2m)

Визначник цієї системи є Am + р ( 1). Припустімо , що існує

lim Am (a)

тэр

Якби цього не було , то досить було б заступити до + р (0) через

тр

— Да,

i = 0

e Дm + р ( 1),
p

чого не робимо для спрощення дальших записів .
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Із рівнянь (207) дістанемо :

o, JJ GФ. (6 , 7) az dn, ... , . аФ» ( , 7) dz dn,... СаФnte ( , т)4;&
, "(8 )

aomp

0 ,
aom,

1 + doo,

1
am, n +

2m+p—Zm =
1 + amm,

Дm + p (0) 10,
amo, • ,

am+1 ,ту .
am-н , мне

Ет- +1 , am + , 0, ..

1 + amp,mp

en + p , am + р , 0, ... am+p, m ,

Так само напр .

& G

Глая
* Ф.6.т),ават ... | Фън(6,т) at a,

дG

дх0, %(
p ( 7 dk

0, 1 + coor
ao ,mp.

дzn+p
( 209)

дz

дх

1

(дх AM) | о, ато,
ат,тр

am + 1,тр9

Em+1 , am + 1,0 , .

1 + amp,тр
em + p , đa + p , 0,••

- $ у.
by Em+1

-

да

дх
bij Em tossa Фm +1 (5, 1); &# dn +ч $ SS

дG

Ф. (6, 7) dt dn
дх

(5)

(s)

(i #j)

Користуючися з формули :

| a+ ь|* < 2* | a |++ 2+| Ь|

та Hölder-ової нерівності, дістанемо з (209):

дzm\a
+

дzn + p

дх

де

дх
de

( 24- max|bg
е Ф ($, n) d; dn

i = i m=1 m=1
дх тах во “ : dě dn{ ,

*|a-da (ХУ Ф.Флмаған
+ p

+ 2
дG

дх

de
bij Em+1 :) de dy

(q> 2)

Проінтегрував
ши тут по обсягу і взявши q = 2, матимемо :

+ p
2

дzm-p
дzm

2

SSC е dx dy < k .k.k Em + 7 + 4 . У (bulem++
( bat em++... + bipema)*,

дх дх

(5)

( i + j)

де ќе стале число .



-

- 71

Інакше це напишемо так :

2

02m P
дzm

дх

2

dxdy< k .
дх

еті em +

( - )Г) аг. < S$ +4. 2 ой + ... , 3-4 <в

< (++. «...) £...Σ

( 3 )

L

i = 0 = 1

2

, м +1

2

Em+1 »

де Lє стале число . Отож остаточно :

ІІ (*-GE) гаxey < A {} №14 Ф,адалахар ,
дzm

дх dxdyх
8

( 3 )

де А є стале число . Звідси висновок, що існує функція те, яка інтегру

ється разом зо своїм квадратом та справджує рівність :

дzm
lim

тэтс ( - )гахду
2 2 dx dy=0

дх

( 8 )

-

Так само існують функції 2- ", що справджують рівність :

a'zm
lim

f (ән-:-)ax.SSC *дх!
г * ) 2 dxdy = 0

-a

m

-

(2= , * -?)

0,1 , ... , k 2

a 0, 1 1

Ясно , що скрізь , де функція гz-ау" є суцільна відповідно щодо x та у,

вона дорівнює

д!

дх !-а ду*

(5)

де

тър (8 )

2

пт

Із основних рівностей тепер виводимо легко :

У Lay —f m
(Lxy [zm) — f)( L » [zm] - f + пт)dxdy = 0,

lim SS nam dxdy = 0

Звідси :

S * dxdy =»0
(Lxy (2m ] -- f) 2 dx dy < (210)

( т - )

Тепер легко показати , що функція 2т , за певних умов суцільності та іс

нування похідних у коефіціентів операторів Мюу 0 та No 1 і функцій f,

справджує наше диференціальне рівняння для всіх значень і, за винят

ком деяких особливих, з похибкою , що йде до нуля разом із

Справді , залежність (210) можна переписати так :

SS { May [zm] +2 Nxy [zm] } ? < r2 SS nin dxdy,

( s) ( )

т

де rє число обмежене .
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2

(8)

a'zm

Звідси

1 ) ( Xam)Ф, + NE» ( 0 ) } } dxdy < P / 5 ч dxdyIx уар

де під Nev [0] розуміємо результат заміни в операторi Ney усіх похід

дх!-а ду
відповідно на 2 -аа2 "

Узявши за Ф ; повну систему многочленів або тригонометричних функ

цій і вимагаючи , щоб згадані коефіціенти були суцільні разом зо своїми

похідними першого та другого порядку, дістанемо звідси :

a®) Ф. Елеу ( ! ) -f= 0] —f (211 )

них
1 -

т

lim

m = 0 i = 0

а ; т

Коли тепер взяти задачу :

Mxy [w] + ANxy [ ! ] =f
за умов

U , [ w ] = )

( l = 0,1 , ...)

на контурі Ѕ, то її розв'язка напевно існує . А тоді очевидно

lim Mwy (w— Zm] = 0
m = 0

що легко дає :

0= lim zn

οι των
= lim

дx - а дуа дх!-аду,

д 'zт

( E ?)
l = 1,2 , ... , k - 2

a = 0,1 , ... , 1

З другого боку , нетрудно пересвідчитися , що @ справджує рівняння :

Lay [w] =f(x, y)

Отож, уважаючи за доведене існування функції G, ми довели існування

розв'язки у задачі ( 193)-( 194) та заразом ту розв'язку визначили.

Лишаємо тут без докладного розгляду особливо простий випадок,

коли Mху [2] є вираз самоспряжений, і коли зосібна за ре можна взятиz

фундаментальні функції задачі :

Mху [ ] =

Зауважмо в кінці , що, заступивши рівності ( 198) нескінченною системою

рівнянь :

SS Lxy [z] Pi dxdy =Ssf 0.dx dy
( S )

( i = 1,1,2 ... ),

2 = 10 Po + a1 +2р.+ ...,

прийдемо до висновку, що ряд (212) збігається та майже скрізь в обсязі

S являє собою інтеграл нашого рівняння за певних умов щодо існування

та суцільності похідних від функції f (x, y) та коефіціентів рівняння .

] Ф fФ( S)

де

( 212)



РОЗДІЛ VII

Задачі з неоднорідними граничними умовами

$ 24. Спряжені звичайні диференціальні рівняння

Вернімося до звичайного диференціального рівняння (див . випуск

$ 13 ):

L [ у] = F(x) , ( 213)

де з неоднорідними лінійними граничними умовами :

Uoly 0

UA [ у] = g. (214)

.

UH [у] = gk—

ут

LE ( y) =M [у] — AN. [ ]

dk - ly
М. [ у]

'dy

dxk
+B dre- + ... + B, у

1
By

N , [ и] = а, (x)
dk-y dk— ? у

+
-

axt =i + a? (x)
dxk ] dxk

axt=2 + ... + as (x) уа

(0 )

,
_1)

w 1) )

U , ( у) = а, у (а) + « у (а)+ ... + a *- y = (a ) +a®y "

+ВО y (b) + в " у (b) + ... + B4%- у *-Р(6)° у '

(i = 0,1 ,..., k - 1).1

ag: є сталі числа . Нехай на інтервалі [a, b) задача (213) — (214) має

одну-єдину розв'язку у. Хоч можна неоднорідні умови (214) перетво

рити на однорідні через заміну у на у + ( x), де ф (x) є відповідно діб

раний многочлен , але далі ми будемо трактувати цю нову задачу безпо

середньо .

Наведімо всамперед ще деякі властивості Green-ової функції задачі

(213) H (214 ) (пор , випуск. І , розділ 1) . Увівши зазначення

Lх [ у] = y® + A , (x) ye- + ... + AE( х) уx + + (215)

Л. [ ] = zm) — ( А, ) -1) + (Az) 2)... + ( - 1) *) Akz ,— г (216)

будемо називати оператори L [ ] та A [ ] спряженими . Безпосередня

викладка показує що спряженість є властивість взаємна : А [ ] так само

=
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утворюєтьсязL [ ] , як Lз А [ ] . Через частинну інтеграцію дістаємо
6

Az - zy " dx =

| Ak - zyl- ) — (Ak — 2 ) y1-2) + (Ak-i 2)" yil 3) —... +

Глазу»

+ (-1)- (А - 2)='y + (-1) (Ангу»yax

t

Сумуючи ці рівності по значку 1 :

I = 0,1 , ... , k ,

де

А , = 1 ,

дістаємо :

ь

{zL(9)- (- 1)+ улс [z ]} dx = ( A - Zyt-)—(A -12) yt-) += l}

a

+ ( Ак- 2 ) "y1-3) —... + ( - 1) -1 (А– 2) — у}= X { [А.- 2y(1-1)— а — yz(1z y1—3
/$(14 изуч-)—а-ул

— ( А – 2) y1-2) – (ak- y)24-2 ) + ... + ( - 1 ) -1 (Анг) -y=(а —y)-z]}(215)

де функції аs (x) є коефіціенти оператора (— 1 )ЕЛz [ ] :

Лr (2) = ( - 1 )* 24%) + а , ( x) 21—1) + ... + ae ( x ) 2

Отже зокрема

a , ( x ) = — А , ( x)

а2 (x) = А2 (x)= (k— 1 ) А1 (x)

(k— 1 ) (k—2)
аз ( x ) = -Аз (x) + (k— 2) А ( x)

1.2
А" ( x)

Коротко , ввівши зазначення

Р у гPly, z] = «Ар- 2) yt- )—(az-ty) - )z ] — (А - 2 " yil -a)—(а - у) x -2) +...

+ (- 1 ){ [( А - 2) y = (ak - y) г) ,

запишемо формулу (215) так :

С { zLх [ ] - ( - 1)* ул. [2] } dx = | P [ у, г)

(216)

6

(217)

-C ° A }.rep.alа

де Py, z) є білінійна форма від змінних

y , y ,..., y = -1),(k

2, 2 , ..,2-),z1ks 1

Поруч лінійних однорідних умов :

U , (у) = 0

U, [у] = 0 (218)

Uk - a (y) = 0
--
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удемо розглядати лінійні однорідні умови з ними спряжені :

V. [z] = 0

V , [z] = 0
(219)

V- [z] = 0 ,

цю визначаються так: білінійна форма

| Pu. а
Р [ у, 2) = P [ y (b), z ( b)—P[ у (а), г ( а )) (219)

1

1

Від 4k змінних

у (а) , у (а ),. yle = " ( а )
(220)

у ( b ), у' (b),у' (b), ..., y(t - 1) ( b)

z (а ), га), ..., 2-)( а)
(221 )

z (b) , г ( b), . , 24–2 (6)

но використанні зв'язків (218) стає білінійною формою Зk змінних ; а саме ,

переписавши залежності (218) у будьякій параметричній формі, дістанемо :

y (a) = xt.У
0t

t- 1 (222)

у " a)= t - t

9 (b) = 2 ; 14

k-1

y =- (6) = 2 - ti ,

де

to, t , ..., t) tk_1 (223)

еє параметри , а 2 та 2 — числові коефіціенти ; замінивши тоді у формі

(219) змінні (220 ) через вирази (222) , дістанемо :

P (у, 2 ) =
t .

{ -40° z (а ) + 4 ° 2 (a) + ... + 4 °12% ) (а) +

( ) (1) ( 224 )
+ o'z ( b) + ? ? (b) + ... + 22—1)+ a o 2 +

k

(0)},
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де

q6 , 41 ,... ,42,
( 1)

'

( 1

Оо o1 О - 13) , 9, ...,а

(i = 0,1, ..., k ' - 1)=

є якісь числові коефіціенти, що залежать, взагалі кажучи , від способу

вибору параметрів (223). Вирази V ; [2] у спряжених з (218) умовах (219)

визначаються рівностями :

V , [z] = 6° z (а)+ 4 ° ? (а) + ... +42121-1 (а) +
( )

qo

+ 6° z (b) + 3 ° 2 (b) + ... +a212-1(6)
(225)

Oі

Отже рівність (224) можна записати так :

E-1

| Ры.Р [ у , 2 ) = 2t V4 (2)да
(226)-

a

за умов (218) . Навпаки, легко показати, що вона записується так :

|
k-1

су

( 227)

Р [ у , 2 ) = U (у)

за умов (219), де є параметри аналогічні параметрам ti, введені для

реалізації в явному вигляді залежностей (219) .

Дві задачі

Lх [ v ] = F ( x)

U , [ у] = 0
(228)

(

U , [ у ] = 0

U-1 [ у] = 0
=

та

A [2] = Ф (x)

V [z] = 0
=

(229)

V , [z] = 0

Vk - z] = 0

називатимемо спряженими (спряженість є властивість взаємна).
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Коли замість однорідних умов (218) взяти неоднорідні (219) , то рів

ності (222) заміняться такими :

(0)

y(a) = tti +

а)=art++0)
і

ya- a) = ! " + - )7-
( 230)

( b) = ot,+0)

Т
И
І
Ї

i
И
І

у'(b) =6 = Sat= 2, (0)=

y @— (b) = ys -"t +st-1,

де ү0), 50 ) є певні числа . Рівність (224) перепишеться так :

}

t-1

Ple, w] = $ tv(2)+VI:1),Pz u tV ] 2 (231 )

a

де V [2) має таку саму форму, як Va [2].

V [z ] = anz (a) +az (а ) + ... + a2—20—1 (а) +

+ boz (b) + by ? (а)+ ... + bx -iz- ( 6)

Аналогічно маємо :

( 232)

2—1

|
(233)

?

Р[z , U ] = > < U,[у] + U[ у]

а

за неоднорідності умов

Vo[ z] = go

V , [z] = 31
(234)

(235)

V— [2] = дk —1,

де U [ ) має форму :

U [ у] =ay(@) +ay(а) 1... + 2–1yt- a) +a4 у' + )(а

+ Boy(6) + ві у'b) + ... + B –у. —19( b).( (

Неоднорідні задачі

L [ у ) = F (x, y)

UA [ у] = gi:

( i = 0, 1 , ... , k— 1 )

(236)
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та

1 Лх [z] = Ф(x, y)

Vi [z] = gi
(237)

( i= 0, 1 , ..., k - 1),

де числа gi тa gi довільні , теж зватимемо спряженими.

Коли функції у та г справджують спряжені лінійні умови на кінцях

інтервалу [a, b) , то , як видно з залежностей (217), (231 ) та ( 233), існу?

рівність

( zL (y) - (— 1 )#y Al2 } dx= 0 ( 238)ft -а

у випадку однорідних умов, і рівність :

b

{zL [У)- ул.[2]} dx = gtgi + v [2] = 2 •g +Uy) (239

у випадку неоднорідних умов .

$ 25. Деякі властивості Green-ової функції звичайного

диференціального рівняння

Green-овою функцією G (xi, E ) неоднорідної задачі (236) називатимем

Green-ову функцію відповідної задачі (228) . Одночасно зазначмо через

Г ( х; $2) Green-ову функцію спряжених з ними задач (237) та (229).

Поклавши в рівності ( 238 )

y = G(x, )

2 = F(x, 32),

дістанемо :

=

і ( г (x, .)L. {a(x,t. ) –(-1)+a(x,t) -( Г(x, s.))) dx = 0Г ( 240)

-

Коли тут виконати інтеграцію , врахувавши , що

Lх [G (x, $ ) ) = 0 (х + 5 )

Лх [Г(x, $2)) = 0 (х + $2)

та що (k- 1 )-і похідні від Green-ових функцій мають відомі стрибки

в точках відповідно

х == $ .

перша, та

EX =

друга , то дістанемо з рівності (240) :

Г(€1 , 2 ) = (- 1 )*G (€2 , 4 )

Отже, коли в Green-овій функції поміняти місцями аргументи, то вона

переходить у Green-ову функцію спряженої задачі з множником (-1 ) .

Будемо називати і самі Green-ові функції G та г спряженими .
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Можна висловитися й так : Green-ова функція G (x, 3) , розглядана як

ункція другого аргумента , є з точністю дознаку Green-ова функція

іряженої задачі .

Коли

L [] = Ar ( )

іЁ число парне , і коли "при цьому умови (218) та (219 ) тотожні, то ви

едить звідси , що

G(x, $) = G (t, x)

обто симетрія функції 6. Задача (236) називається в такому випадку

амоспряженою .

Коли

L [0] = - л . (0= — 1

і

ак
непарне , то виходить

G(x, 3) = -G ($ , x)$

ернувшися тепер до рівностей (227) та (231 ) , припустимо , що у справ

жує однорідні граничні умови (229) , ау - неоднорідні (214) . Тоді рів

ість (231) очевидно дістане вигляд :

ь

I P [у, 2) = V [2]

І що тут параметри є лінійні комбінації з величин

zг (а ), 2 (а ) ,...,2-)(а)2k— 1

z (b) ,26) ... ,2-1) (6),

го остаточно в цьому випадку

z)Ѓ Рју , 1 –С.2 ° ( а ) +229( b) =

QlaQ ( 2) = ақ, 29 (а ) U , [ у] — by z ( 6) U , ( у) ,
1.3 =

де 83 , 84 , aj , bу є певні числові множники .

Такий випадок , як ми довели , матимемо , коли взяти
.

2 = F(x, 3) = ( - 1) * G (6, x)Г $ €

Тоді рівність (217) дасть, по виконанні інтеграцій та урахуванні перерв

похідних (k— 1 )-го та k-го порядків функцій Г та G :

у (€) = f G ($ , x) Lх [ у] dx + Q [G (€; x)]Tact 2. y +010 (241 )
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—

де

i=0

-

{
1=

Q10 (. *) -go,a"(@)+ Swa! ( ) =( x =

Е ( a , G9(6,a)+ by, G9 (6, 6) } ш , ( 9) =€

Е { ady GS (6, a ) + byG2(6, b) } 8

а? ( , а )– (* *)...

с ? ( , ) - ( * *) ...

G t a =
д G (Е,

дх

G =

д G ( , x

дxt

Рівність (241 ) і є загальне „джерельне “ представлення розв'язки зада

(213)- (214 ) . Відміною проти випадку однорідних граничних умов є при

сутність у правій стороні члена ө [ G ($, x)) .

Ми волітимемо писати рівність (241 ) , помінявши взаємно змінні х та

У (x) = ja (x, г) L : [ 9] a; + Qla (x, 2)
-

x $ d [ G $

Отже

k-1

Q [G (x, 3) = У { a , G : 0) (x , a ) + bi, G. (x, b) } 8

s 26. Наближене розв'язання способом моментів звичайного лінійнога

диференціального рівняння за неоднорідних граничних умов

1 - й випадок. Уявімо , що повна система функцій

po ( x ), p . (x) , р2 ( x) ,...

якими наближено хочемо представити функцію уу формі :

( )

Ym ат)ро (x) + а ( т) + ( x) + ... +am pm( х),

має властивість точно представляти на кінцях інтервалу [a , b] скінчен

ними сумими одночасно всі функціонали

U , [ у], U, ( у ) , ... , Uk- 1 ( )Ur [y]

при довільному у.

Так буде , напр . , у випадку, коли

e (x) = x

(i = 1( i = 0, 1 , 2 , ... )

Тоді спосіб моментів у застосуванні до задачі (213) — ( 214), можна звести,
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1

1 ) передусім до параметричного розв'язання неозначеної системи лі

нійних рівнянь :

U : [ym] =g:

( i= 0, 1 , ..., k – 1 )

исел а т ( m > k)
()

Щодо чисел а mk

2) до введення цих параметрів

tm),

у вираз (243):

)

Уm= фо (x) + * + (x) + tm 2 (x) + ... ,

ет),..

-при чому виявиться, що

U , [to ( x ) = gi

( i = 0, 1 , ... , )

(" ,

и : [ n ( x ) = 0

' i = 0, 1 ,... , k -=

h = 1 , 2, 3, ...1- )

3) до заміни у на Y — фо ( x ) та ут на Үm — фо ( х), що зведе задачу на

однорідну .

2 - й випадок. Спосіб найменших квадратів. Визначаємо

числа ат) із умови :

Im = 23 [ym— y]dx = min

ь

( у

з додатковими умовами

UA [ ym) = 0

(1 = 0, 1, ... , k -- 1 )

отже зводимо задачу до розв'язання системи т + k + 1 рівнянь :

b
k-1

( Le [Уm — у]L [en] — Дми (фn] = 0

(n = 0 , 1 , ... , т )

U : [ y ] g;

( i(i = 0 , 1, ..., k – 1 )

з т+ k + 1 невідомими :

„(т) (т)

ар am

То , , ... , 2—1

Шуканий minimum очевидно завжди існує.

6 Кравчук, 910.
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Задача

L: [w] =L (z — zml

Uо | | = 0W : ( 242

U- 1 [ @ ] = 01

має одну-єдину розв'язку :

W =Y - Ym

Звідси :

Уm - y = G (x, $) L : [ym — у] d $,= ја

що відомим способом , через застосування нерівності Буняковського, дає

у = lіm ут
м әр

Так само виходить :

y = lim ym
m>0

y1d - 1) = lim y me 1 )yk- 1)
m00

Цей спосіб можна перенести і на системи рівнянь і на рівняння з ча

стинними похідними , але ми цього не робитимемо , бо взагальнення йде

цілком тривіально , а тим часом одна з основних трудностей у задачах

частинними похідними математичної фізики — точно справджувати3

am pieграничні умови скінченними сумами

3 - й випадок. Спосіб моментів. Визначаємо числа а ” з рівнянь :
( т )

..ly. +L [ Уm — у]Me [»] dx -EU[n] = 0– y ] [P
( 243)

(n = 0, 1,... , т )

U [ym) =g ( 244)

i =(( i = 0, 1 , ... , k – 1 )1

Коли

LED = М. — N ) ,] ) ANх [ ]

то ця система може стати неозначеною або суперечною тільки для скін

ченної кількості значень параметра А. Міркування , що вже наводилися ,

показують, що для досить великого т значення

= 1

серед цих значень трапитися не може, якщо воно не є характеристичне

число задачі (213) — (214) .

Лінійно комбінуючи рівності (243) та пам'ятаючи, що системи функцій

То , 1 , 2 , ...
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та

М.[ о], М.[ т ] , ...

легко можуть бути дібрані , як абсолютні повні , дістанемо :

L [у » — у] { м } [ ym — у + n } dx - ч { U % [ Уm — у] + em } = 0 , (245)La Bm - - Уч
т Eim

d

де

lim Eim = 0

-р

( i = 0, 1 , ... , k - 1 )i )
(245 ')

2

lim Je, dx= 0
тэр а

ь t-1

Σλι είη
а

За допомогою рівностей (244) можемо (248) переписати так :

SL [Ym - y] {Mx[y'm - y]+ sm } dxLu ] } (246)

При тому очевидно з властивостей функцій і, що можна зробити точно :

0,

не порушивши рівності ( 245'). Тоді з рівності (246), як відомо маємо :

Eim =

Lify - jax <constfo.N. (yn- y) +1»)"ах,m

де

lim s nim dx = 0
тыю а

Далі маємо :

Уm - y =y - GLæ [ym -- y )dx[

де і є Green-ова функція задачі (242) і все міркування закінчується

відомим уже способом .

Цю схему теж без ніяких принципіальних змін можна застосувати і до
i

системи звичайних диференціальних рівнянь і до рівнянь з частинними

похідними , але й цього в дальшому ми не зробимо з тих самих міркувань ,

які висловлено з приводу випадку 2-го .

8 27. Узагальнення способу найменших квадратів

Через те , що ми шукаємо наближену розв'язку Уm задачі (213) — (214),

нема потреби граничні умови (214) здійснювати точно , як це досі у нас

скрізь роблено , не виключаючи й попереднього параграфа . Дозвольмо

собі і граничні умови здійснювати наближено . Для цього принцип спо

бу найменших квадратів застосуймо так. Поставмо задачу про minimum

виразу

= L ( у] dx :Ўu?[ym y (247)1 . ( @ ", « ", ...:) – :ly.– 4х + $ uily-- .
( т )

)
(

am

a
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де множник с? будемо необмежено збільшувати зі зростанням т.

Про minimum інтеграла Im a"
( m ) „(m)

am можна напевно сказати , що він

є величина обмежена , якщо функція у обмежена, функції р взято, напр . ,

у формі

1 , x, x2 , x3 , ...

а число с росте не дуже швидко при зростанні т. Справді бо, можна взяти

за ут таке многочленне наближення функції у , що вирази

Ty - ym ) , [ у — у 1 , ... , Ту -1) — уя- 1| ,
(-1)

| |
та

Това –увуу ах
( Е

• dx

Re:– -
а

всі необмежено меншатимуть при зростанні т. Звідси виходить, що

const

UA [ymy) < (247')
с2

Так само й

| L; [ym - y] dx= 0

при т ю .

Взявши далі для задачі

L [о] = L [ym - y)

U , [w] - Le [Уm - y][ym ]

(i = 0,1 ,..., k - 1)0 —

формулу (241), маємо :

= у] d

(248)

{a , G ) (x, a) + by G9 (x, b)) U , [ уы— у]

Прoдиференцію
вавши

цю рівність k — 1 разів, дістанемо аналогічно :

У» —y =a(x, 3) с.(У»—yja€+- а

2—1

i , E

3) •Pa)

-|
дһG (x, 3)

L: [ym — у] d $ +
дх за ,)

дG (x, a)

+
дxt

а

Σ

ә* Pu У.: }
д1G (x, b )

+ bij U, [ym — у]
( 249)

дxt

(h = 1,2 , ... , k— 1 )

Ці рівності мають силу скрізь на інтервалі [a, b) , за винятком хіба його

кінців .

Застосувавши до рівностей (248) та (249) нерівності Буняковського та

Cauchy, дістанемо :

[ym у]? k d J L [ym у] dxТУ. —yr < (0+ ) јачае ў сі . —yjax +je

+( + + DE (Sayaf (x, a) + 3»,а"(я,»fly. –k 1) ” x uf у]

k-1 k—1 k+ 1

dij

i = 0
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( 6)
ang

дхћ
ds

1» — умр<(6+) (28) at. :1 » —эjax +

+ (6+1)XEa.

k—1

+ ӘчG9(x,buf [ У » —y)
дh Gl® (x , a )

+ 2b)дxt

а;

Отже, з огляду на формули (247) та (247), виходить

у = lim ym

тэр

у = lim y'm
тър

y(k-1) = lim yomуж-
(k - 1)

vk = -1
тэр

Цей спосіб безпосередньо узагальнюється на випадок систем лінійних

диференціальних рівнянь . Візьмімо (розділ IV, $ 40) систему :

L, [z] = M , [z] — АN, [z] =f (x)

L2 [2] = М. [2] — AN2 [2) = f ( x ) (249 )

12

=

Lee [2 ] = Мье [2) — A New [ z] =f (x)

за неоднорідних граничних умов :

U, [z] = gя

U , [z] = g2 (249)

UA [ 2] = gk

Нехай k-кратна система функцій

910 , 911 , .. sim

Ф20 , Ф21 , ... рет , (249'')

фko , ф.1 , ... рет ,

є повна в звичайному розумінні слова .

Нетрудно показати , що мінімізація виразу :

E

jх

=ia2. Lje Izm — г]ax + 2 + Ulz— 2 » )[zт dx

визначить коефіціенти наближень

zm = a + атеј, + ... + am Фут

(j = 1,2, ..., k )

розв'язки г 0i = 1, 2 , ... , ќ) так , що буде

( т ). „ ( ).

1

( т ).

>

2 )
lim 2m

тэор

(j = 1,2, ..., k ) ,
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коли числа с належним способом необмежено збільшувати разом зм ,

а числа і залишити обмеженими .

S 28. Узагальнення способу моментів

( m )

t- 1

Замість мінімізувати інтеграл (247) , визначмо коефіціенти а із рівнянь ;

SL [Уm — у]M» [ »] dx+2 : UA[Уm — у] UA [ P ] = 0
( ( 250)

( n = 0, 1 , ... , т) ,

де числа с необмежено ростуть разом з т, але не швидше за т. Система

рівнянь (250) означена для

л 1

0

(i = 0, 1,..., k - 1 )

Отже вона означена взагалі за винятком деяких дискретних особливих

значень параметрів л та т .

Лінійно комбінуючи рівності (250 ), як це роблено вже не раз , дістанемо:

ъ

$ Lo [ym - y] { Mo [ ym — y] + em }dx +т

(251)

+2U [ym — у { [ym — у] + nm )

Тут можна добитися , щоб було

lim ja dx = 0
( 252)

Em

тэораі
та

ท ->
( 253)timm 0

(i = 0 , 1 , ... , k – 1 )

хоч ч і необмежено росте разом з т . Отже будемо вважати , що 4 ро

стуть повільніше ніж т, напр . , нехай

anym

Через застосування нерівностей Cauchy та Буняковського з цієї рів

ності дістанемо :

бL:(у — у]dx+ Eut [у — ]<

< const { aN (ут — у) + cm }' dx,

ь

(254)

де

lim som dx = 0
търа
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Далі розгляньмо рівняння :

M: [ g » ( x, c)] — д*a(x,3)
дх

(h = 0, 1 , ... , k - 1 )

з невідомою функцією gth) ( x, 3) .

за умов

U , (g"] = 0

( i = 0,1 ,... , k - 1— 1

Sh = 0, 1 , ... , k - 1—

Функції g(x, $) як функції від £ усі суцільно диференціюються не менш

Як по k— 1 разу, і тільки у випадку

h = k— 1

k-та похідна функції ув—19) (x, 3 ) має скінченну перерву. Отже є

наближення

( )

gЖ (x, ) = а *)(x)фо (6) + ... +am (x) pm (3)a аж х 6

функції g *) ( x, 3) , що

g ' (x, ) -gt) (x, t) -0

д

таке

m )

& ' $

(

( 6 )

(g (x, 3)– g»( x, ) ---0
( )

(t)

ә* -8)
—

lim

тър

d } = 0

a = (g (x, 0) -g»(, ) -о

при необмеженому зростанні т. Крім того,

дR (gm - g )

| гад ;

Тому, утворивши з рівностей (250) лінійну комбінацію:

Le[У»—y]М; [kW ] at + E UA[ m - ylus [e %) = 0

та віднявши її відповідно від правих сторін рівностей (248) та (249), ді

- т.2: ,уУ»—y= xm_{[Уm — у]at + 2 * U [Уm– Easy G ' (x, a) +

+ Eb Gf (x, b) -с. U , [ } }

у?—y»— тю . L. Lyn- y)at + - U,[У»-и { : gay дәа' (%, а ) +Үmh : [Уm — у] 2 «
ау деп x

+ goosa®Cж, )—-0 (27)Дь., G9(x 1}

( h = 1 , 2 , ... ,k— 1) ,

станемо :

1 k — 1

ті
а = 0

1 k — 1

ті

b t 1
ah

-y]

1 да
( h)

.

" )



88

де

lim Trd; = 0
тыю

lim Symn de = 0

т - р

(h = 1,2 ,..., k - 1)

Нагадавши , що т росте повільніше за т та застосувавши до цих рів

ностей нерівності Cauchy та Буняковського, дістанемо :

1 k - 1

( ym - y) • < const

2

7m а b4 b —

k—1 д

{ir.az+SE ga,G ( ,а)+ g ,d°(x, ) -

— чули le=1]'){tuІ»,–уја: + Evlyu-y}

(у — ут)?<const?—y +st + Сх +К. ds+ΣΙΕΣаудxt G '(x, a)+

+ Eьд а ° C *, 6)-гуа,teen]'}-{iLily -уја: +b

+ } ;[У. – 1}

2

Ymhт

а

1 k— on
-( h).

)

j = 0

(h = 1,2 ,..., k - 1)

На основі нерівності (254) та нерівності Cauchy, ці формули можна

переписати так :

-

( --

а(у — уу< consic .. { » м: [ w . —yjax+ .)

(w2) —уу? <const =.. { xN: [У. —y) ax - + :)dx

(225)

уж <

=

(h = 1,2, ...,k— 1),

де

lim cm (x) = 0
m - 0

lim Smh (x) = 0
тэр

(h = 1 , 2 , ... , k – 1 )

Звідси , через лінійну комбінацію та інтеграцію , маємо :

јN (у» — у]dx < const.(с . + sia + ... + ch.- ).[Vm— ( * smit cm

{ ағN:N: [Уm — у]dx + cm
] г.

(256)
a

2

2

і остаточно

$
2

т1jani[y – y]dx~ const - Ed (C# + im + ... + ( x-1)

lim jN (ym — у] dx = 0

ь

тэта
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Завівши цей результат до рівностей (255) , дістаємо звідси знов висновок:

у нут

у -у'т
( 257)

yk- 1)
- *y

-1 )

при необмеженому зростанні т.

Для системи диференціальних рівнянь (249') - ( 249 ) це взагальнення

зводиться до визначення коефіціентів ау із умов

к

Ўе, .. [г. – гім»trеlаx + u12.– 1urlen)= 0Σ г U 0
Lје т

(n= 0, 1 , ..., т )

Тут числа lj, т, треба вибирати так само , як у попередньому параграфi .

Цей спосіб не має великого значення для звичайних рівнянь . Але він

має особливе значення для рівнянь з частинними похідними, бо там основну

трудність являє як раз добір функцій фі (x, y) , що справджують дані

умови на границі .

Розуміється , цей спосіб може бути застосований і до задач з одно

рідними граничними умовами , як до окремого випадку .

8 29. Одностайність збіжності поданих наближень

дk

Зауважмо , що несуцільність функції g(%-) (x, 3) на кінцях інтер
дxt

валу [a , b] не позбавляє змоги вивести з нерівностей (255) через інтегру

вання та використання нерівності (256) такі результати :

lim j ( у — Уm)*dx = 0
т

ь

lim S (v — ym)?dx = 0
=

тэта

lim jyt=) —у =='')= dx = 0J( – M

тэр а

m

тобто середню квадратичну збіжність виразів

Уm, ym, ..., у
. (k- 1 )

Далі , очевидно, одностайна збіжність залежностей (257) забезпечена

в усякому внутрішньому інтервалі [a , b] інтеграла .

Виникає сумнів , чи граничні умови задачі при необмеженому зро

станні т справджуються досить точно для наближення у функції у .

Щоб у цьому пересвідчитися , досить зауважити , що , на основі нерів

ності ( 254 ), * маємо :
b

const

U? [ у — у] <

const

? N [ym —у] dx + o mdx
22

т;

а
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Отже

lim Ui (ym] = UA [ у] =g

(i = 0 , 1 ,..., k — 1 )

Щоб забезпечити одностайну збіжність залежностей (257) на всьому

інтервалі [a, b] , можна зразу за поданою схемою розв'язати нашу задачу

на інтервалі

:Д= (а — є, b + c ),e

-

продовживши суцільно за цей інтервал коефіціенти та вільний член

нашого диференціального рівняння та встановивши в точках а — e , b + :

ті самі граничні умови , що було дано для точок a, b. Тоді наближена

розв'язка ут такої зміненої задачі на інтервалі [a, b ] збігатиметься одно

стайно до точної розв'язки у. Те саме буде правдиво відповідно щодо

похідних

Уm, ..., yt-1)yk
' т

та

у",..., y(t-1)

Тим часом , узявши число є досить мале , матимемо в точках a тa bra

на всьому інтервалі [a, b різниці

у - у, у — у , ... , y (t= ) — у € — )
досить малі .

Справді, різниця у-у справджує на інтервалі [a, b ] рівняння :

L [ 0 ] = 0

та умови :

UA[w ] = UA[у— у]

(i= 0, 1 , ... , k- 1 )

Отже , застосувавши тут формулу (241 ) , маємо :

E-1

y( x) — y (x)= } {ayG ( x, a ) + by GP(x, b) } , { y — у]-

aij

i j = 0 ( 258)

( h ), " дћ
dij

ді ?

У ( 8 ) –у ”(8)- Kaw afts, a )+ byots, vely- у(x у® x 2 ден (x bii art (x bulyi,j = 0

(2—1

( h = 1 , 2 , ... , k— 1)

Через суцільність функцій

y, ..., y =-1)у

на інтервалі [a- e , b + c) виходить , що вирази

u (7 ) -( - gi

i = 1(i = 0 , 1 , ... , k — 1 )

будуть досить малі при досить малому а . Отже , через обмеженість
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функції G та їх похідних , із рівностей (258) , дістаємо , що

lim y ( x) = y ( x)
E->

lim y ( x) = P ( x)

€ - > 0

lim y = -1)( x) = x ^ - (̂ x)
E-> 0

одностайно на інтервалі [a , b] . Так виходить , що функції у справджує

з довільно малою похибкою на кінцях інтервалу [a, b] умови

UA[ ym) = gi

(i = 1,1 , ..., k - 1)= 1

Отож на цьому інтервалі маємо одностайно :

Уm »y

Уm y"

y(t ) – у — 1)

при необмеженому зростанні т, коли одночасно належно зменшувати

ЧИСЛО Е.

8 30. Спряжені задачі еліптичного типу з частинними похідними

другого порядку

Вирази

д ? z дz дz дz

Lxy [2] : + + A(x, y)
ду?

+ B ( x, y) + C ( x , y) 2
дх? дх ду

та

» + x

( А ( x, y) и] – , (B(x,y) | + C(x,y)и
д?и

t
дх?

д?u д

Azy [u ] = ulду ? дх

звемо спряженими
.

Застосуймо Green-ове перетворення до виразу

І := $5 uLxy [z] dx dy,[2

де інтеграція ведеться по обсягу S, обмеженому контуром s. Маємо :

дz да ди дz ди

Azudx dy = и ds +
дп дх дх ду ду

( 9)

( 8 )

SSJJ левахау-1

-

SSC )
dx dy

(s)

dz

и

dn

ds 12

du

dn

. dst SS Auz dx dy
( 8 ) ( 8)

JJ44чакау --Jen ay- ||+ +(лар алау
дz

А. u dx dy
дх

Azu dy

д

2 Au) dx dy
дх

( ( s) (8)
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дz

SS= )

-

=dv
В- udx dy = Bzu dx 2 . (Bu ) dx dy

ду
(S) ( 8)

SS Czu dxdy = Czu dx dy

( S ) ( S )

dz du

Тут є похідні по внутрішній нормалі до контура s, a ds — ди
dn'dn

ференціал дуги цього контура .

Додавши ці рівності, дістаємо :

du

ху

dz

dn

2

dn(S)

51 ful..»[ 2] -zА » [ w]] dxdy=--Ј{(«+- )+

+ (A cos (nx ) + B cos (ny)]2 .--u } a

(s)

ds (259)

Тут

cos (nx) , cos (ny )

є напрямні соѕinus-и внутрішньої нормалі до контура S.

Нехай функція у справджує якусь лінійну однорідну умову на контурі :

dz

P (s) + Q(s) 2 = 0 ( 260)
dn

=

Ми можемо її записати в параметричній формі :

2 = r ( s) t

(260)dz

dn
8 (s ) t

де 7 , 8 — дані функції дуги s, at параметр . Завівши її в вираз

dz du

R[z, u] = u -2- + [Acos (nx) + B cos (ny )]zu ,
dn dn

дістанемо :

du

R [z , u] = { (s) -u - r (5)s
dn

Назвімо умовою спряженою щодо умови (260) або (260 ) таку залежність

на контурі для u ( x , y) :

du

— r (s) +3( s) + [(A cos (nx) + B cos (пу)) (s) +(s )] u = 0 (261 )
dn

{2 (6 )-и — + 1A cos (пх) + B cos (пу) * ( 6 )-и }

або , симетричніше :

u= g(s) , t

( 261)
du

= 5 (s) , с
dn

де т— параметр , а функції g(s) та 5 (s ) добрано так, щоб вираз R [z, n)-

при довільному t тотожно ставав нулем . Тоді рівність (259 ) перейде

в таку :

5 { u Lхv [2 ] — 2 А.» [u] } dxdy = | RIz, u] ds = 0SS Lxy z 2 SR [ ,
(262

( S ) (8)
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Задачі

Lxy [2] = F ( x , y)

2 = (s) -
( 263)

dz

=(s) -t8
dn

т
а

—

Ла» [u] = Ф ( x, y)

и = g ( s) - t
(264)

du

= 0 (s) - t8
dn

зватимемо спряженими.

Нехай ще функія 2 справджує умову на контурі 3 :

dz

s s
dnP(8) + Q (6 ) z = ( 3) (265)

або в параметричній формі :

2 = r (s) - t + то (2)
(265 )

dz

dn
(s) t + co ( )

쥠де

t (s) , то (2) , (s), бо (3 )

є дані функції дуги s, at— параметр. Тоді умовою спряженою з (265 )

або з (265 ) назвемо залежності

u = g (s) t + go ( s )

( 266 )
du

8 (s) . + 50 ( s),
dn

де g (s ) та 5 ( 5) є ті самі функції , що в рівностях (261 ) , go (s ) , бо (s ) —

довільні функції і т — параметр .

Тоді рівність (259) дістає вигляд :

и Lev (2) — zЛху [u] } dxdy – (so (s) o (3) — bo (s) o (3 ) +
(8)

(266 )

+ (A cos (nx) + B cos (ny )) go ( s) 7. (s) ] ds

Задачі

Lxy [z ] = F (x, y)

2 = r (s ) - t + zo (5)• s=
-

( 267)

dz

= (s ).t + co (s)
dn
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та

Лху [u ] = F (x, y)

и = g (s ) • c + go (3)

( 268)

du

dn
g (s) - + go (5 )

• Т

5 ( u L. 121 – 2 Л . » [ а] ) ax dy = - 19 (0) 8. (0 ) — 6 (0 ) 16 (8 ) +(S) (5)

( 9 ) (s )

зватимемо знов спряженими .

Нарешті візьмімо випадок, коли функція 2 (x, y) справджує умови не

однорідні (265) або (265 ), а функція (x, y) — спряжені з ними однорідні' и

(261 ) або (261 ). Тоді формула (259) залишиться так :

{ Axy{ ] гz } = o s то

+ (A cos (nx ) + B cos (ny) g (s) то (s) • dsg ( 269)

або :

du

{ и Lev[2] — 2Axy [u] } dxdy= - |(ша (8)( z z w -{ Үo ( s) +
dn

(270)

+ (A cos (nx) + B cos (ny) иҮo ( s)] ds

Нехай 2є розв'язка задачі (267) (вважаємо , що вона є єдина), а

и = Г ( x, y ; 6 , 7)

є Green-ова функція задачі (268), отже, як функція від x та у, справ

джує умови :

Г (x, y ; t, n) = g (s) ::

(271)

dг (x, y ; $, т )

= g (s) с
dn

-

на контурі з завжди , за винятком хіба точки

x = $, y = 1 ,х $
( 272)

( 273)
та рівняння

ЛЕ [ Г] = 0

теж скрізь у обсязі Ѕ, за винятком хіба точки (272) .

Коли , через G (x, y ; Е , 7 ) назвемо Green -ову функцію задачі (267), то

з рівності (262), застосованої до випадку

2 = G

и = Г,

виведемо легко :

(274)

Г (ві , ті ; $2 , 72) = G($2 , 72 ; & і , т )п

Це показує , що кожна з функцій Г , G , розглядана як функція змінних
та т, є Green-ова функція задачі спряженої з задачею даної Green-ової

функції .
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Зокрема , коли

Lxy U = Ary (1 )

go = 10)

8 ( = ò ( ) ,

го задачу (267) або (268) називаємо самоспряженою . Тоді маємо з фор

ули (274 ):

G (x, y ; $ , ) = ($, п ; x , y ) ,

тобто Green-ова функція самоспряженої задачі є симетрична функція

Двох пар змінних

( x, y) Ta (6, 1)

Гепер з рівності ( 270 ) виводимо легко :

2 (x,y) = G (x, y ; t, n) L: [2] dédn + [A cos (nx) +
( S)

=

( S )

+ B cos (ny) To (s) + so(s)) G (x, y ; $ , п) dos Гаа(*,
da ( x, y;6,1) ro ( s) ds (275 )

dn

Тут похідна
dG

dn
береться по зміні величин 5 , п .2

Зокрема напр . , коли умови (265) на контурі зводяться на

2 = to (s),

тобто коли

до (5) = 0,

то (275) дістає вигляд :

:(x,y)= al.nle]adm + { [Acos (nx) + Bcos ( пу ) а ах—x :
dG

dn

ds ( 275 )
( S )

У випадку умов

dz
-

= до (3)
dn

на контурі , коли

To (s ) = 0,

Виходить :

(s) ( 8 )

dG

г ( x, y) = аlѕnlz] d ¢ ¢т — то (s) andsGL [ (275')

Основне для нас у цих формулах те , що під знаком і фігурує білі

нійна форма від двох пар величин :

(s )

G,

dG

dn

та

2 ,

dz

dn
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s 31. Узагальнення способу найменших квадратів у застосу

ванні до рівнянь з частинними похідними другого порядку

еліптичного типу

Будемо тут шукати наближену розв'язку названої задачі так, щоб

вона й граничні умови справджувала теж наближено з похибкою, що

нескінченно меншае (хочби в середньому) при необмеженому зростанні

ступеня наближення .

Запровадивши зазначення

д?z д?z

+ (276)
дх2 ду ?

Дz =

Nху [z] = c (x, y) 2, (277)

(278 )

ми обмежимося зразу рівняннями типу :

Lxy [2 ] = Дz FANхv [z] =

Нехай в обмеженому обсязі Ѕ, що належить до квадрата

0 < x < 1

0KyK1 ,

(279

рівняння (278) має один єдиний інтеграл г, що справджує на границі з

цього обсягу умову :

2 = ( x, y) (280)

при чому функція ф ( x, y) має в квадраті (279) та на його границі суцільні

перші та другі похідні і сама є суцільна .

Ми будемо шукати інтеграл 2 наближено в формі :

2m = a*) фо (x , y) + amer (x, y) + ... + am pm: (x, y),
( т )

+ y ( 281

де система функцій

po , p1 , Ф2, ...
(282

( ( )

є замкнена на полі квадрата . За таку систему можна взяти , напр . ,

sin kax sin lay, sin kax cos lay, cos kax sin lay, cos kax cos lay
(283)

(k , l = 0, 1 , 2 , ...)>

або

xt y!
(2830

(k , l = 0, 1 , 2,...)

У кожному разі , припустивши існування обмежених та суцільних других

похідних у функції f (x, y) у якомусь обсязі S ', що належить до S і має

віддаль від його границі з більшу за нуль , будемо вважати за можливе

для всякого т так добрати коефіціенти а " , щоб сума

tm( x,y ) =am vo (x, y) +am 1 ( x , y) + ... + am oms (x , y)y + p ? Фm

( т )

( ) ( т ) )
(284)
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-

( ka (m)

скрізь у S справджувала умови :

Гt—I t - tml

dt дtm

дх дx <keта ( т )mo m

дt

ду

ді,

ду
< ky mo (m)

<

- |

д?t

дх?

д?t,

дх ?
< ke? т?а (m)

(285)

д?t

дхду

д ? t ,

дхду
< kxy mºo (m )

д ?tmд?t

ду ?
ду ? < ky т ? а ( т )? т

де

1

а ( т)

---( ),
lim o

Im. (А)
= 0,

m2 т m

з числа

k, kx, ky , kx , kxy , kys

є сталі обмежені . Така гіпотеза є , напр . , правдива , коли за функції рі

взято (283) або ( 283a).

Покажімо насамперед, як можна до нашої задачі застосувати спосіб

найменших квадратів.

Розгляньмо задачу (278) — (280) в обсязі Se, , що цілком належить до

квадрата (4) , включає в собі S і має границю ѕ, віддалену від s на сk (x, y) ,

де ќ (x, y) та k-1 (x , y) є обмежені функції від x та у .

Пошукаймо коефіціенти

(286 )

суми (281 ) із умови :

D, [zm) = JJ Ly [zm) dxdy + с? J (zm — ф) ds = min (287)

(m)

do ,
( m)

а )

( m )

ат?

( se) (se )

де

=

lim c = 0

тор

Це дає систему лінійних рівнянь :

1 .[2ODc [Zm]

IS Lxy [zm] Lxy [ci]dxdy+ s (zm - %) spids = 0 (288)
2 даст) (S) (se )

(i = 0 , 1 , ... , т?)

з невідомими (286) .

Очевидно можна , зважаючи на (285) , так добрати ці невідомі, що буде

на S, та на ѕ. :

zm

г.- 1< ...
om ,

1. Кравчук, 910.
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де lє обмежене число . Отже напевно вираз D. [zm] у рівності (287) е

число обмежене .

Доведімо тепер , що сума (281 ) , визначена рівняннями (288) , справджує

вимогу :

2 = lim 2т , (289

тэр

1

коли вести е та

m
до нуля , отже що спосіб найменших квадратів , засто

сований у формі (287) до рівняння (278) , збігається . Для цього розгляньмо

рівняння :

Lxy [ w ] = Lxy [Zm — z]
( 290)

в обсязі Ѕ, при умові , щоб на контурі ѕ. було :

W= Zm о
(291

Коли зазначимо через G (x, y ; $ , 1 ) Green -ову функцію цієї задачі , то ма

тимемо для всякої осередньої точки обсягу S. :

W= 2т — 2 = (2m

dG
ds

dn

(SE) ( 8 )

dGx( дzm

дх

дz

ду
: n [ ] (zm Ф) ds

dn

( ) (c)

(292

— ГLI= — г ] a(x,y, , t) atan; –|

Сен =)»-[futSférizm – 2]Gądzan - J

( 5- 2)-- || 21 :. – да,ага,–SS4n [ēm –2]0 S( -

(«- »,-ise)

C

azm

Si
дz

дх

dx=
Len (zm

dGy
Ф)
dn

ду
а ( Ss )

(36)

х

Gr

да

дх dy,

B

до

x

ду

Візьмімо ще рівняння :

Ln(t ) = G ( x,y ; &, т)

L: (t ) = G

1.: (1) = Gy

за таких граничних умов на контурі S :

t ( , п) = 0 ; te ($, т) = 0 ; t, E, п) - = 0

Застосовуючи нерівності (285) до функцій

t , tx, tyC

в обсязі S звиключен
ням

круга радіуса є, що має за осередокточку( ,
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-

можемо добрати коефіціенти

( ( m

bim ), CM), akm)

(i = 0,1,..., m2)

так, що різниці

m ?

t blom ( , =
( ) Em

ma

- ' )=Σ 6 " φε(ς, η)

to - c!"< ( ) =(.)

Rure:")

Oxm
cm)1 Si n

m

ty d ;" pr (6, n) =
ym

та різниці

G

26(m)Len[si ] = 'm

m?

G - Edmo Len[ou] = ram= Yxm

G,- domi) Len [vi ] = Yum3 =

справджуватимуть умови :

lim SS ym dę dn = 0 ; lim som ds. ; = 0=
m= ( sc)

meo (st)

2

lim SS Täm de dn = 0 ,

m = 00 (38)
lim sozmds = 0

m = o0 (se)

2

lim SS Tym dę dn = 0 ,
( se )

lim Söym ds= 0
m = 00 (88)

Тим часом із рівностей (288) та (292) можемо утворити такі лінійні ком

бінації :

dG
2m = [ 2m dn - zm

— -4
(293)( Se)

(8)

SS LEN

dnt
troom2--2-1547 \ = z] zmdi da – f(zn-4)( + ron) ds

di) dy= ff < ln=2] endida- Jiza- * ( ** +-+m) ds (293)*,

( дzm

дх

дz

дх 4) dGo rôzm
dn

( se)
(SE)

( dzin
m

Set -)ax=1344
дz

ду

dx =

ESS 2* Izm — 2] ium di dn f ( zm
LEN

ду

dGy
[ - dę

v) ( ik + com) as ( 293 ")
♡

dn ds ')
Se)

( 88 )
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Звідси , застосовуючи нерівності Буняковського та Cauchy, дістаємо :

(zm — 2 ) ? <

1

с2 dn

(294)
I'm dn + 4 :) !• }

)ds De[zm ]]

( SE) (

dGx
2

|дzm

дх

дz

дх

2dy Yam de dn +4-

<!:[[s-atah ++||}( 8)-+--| ||/2|

І (:-Е)•lt<t( ла+JI: ( %)+ =- la.lp..E a» /?|| тim ) ( 8 )

Іс-%)« •<!? а.але ні[-123-+ -Jeloлaтeа ] { [ ( ) в }

2 dn

(SE)
( )

B

дzm

ду

ут
dędn +4

дz

ду

day

dn

| ds D. [z ](294")

(SE) (SE)

Отже , на Ѕ, буде : ( 295

2 = lim zm

m = 0

дz дz
az m dy
т

( 295)
де « у .

lim

m = 0

B

дх

дzт

J
дz

dx =

ду

lim
dx

ду

(295"

m=

а 2

Тому, хочби яке було мале є , завсіди можна добрати 13

кі числа с та т, що скрізь у обсязі S та на його граници

ѕрізниці

дzm

дzmdx

2 — 2т ,

(( - )» . « -% ) .|(
дz

дх

дz

дхдх ду

матимуть ступінь малості не слабший за ступінь мало

1

сті числа є , та йтимуть до нуля разом з .
т

Коли в таких міркуваннях скрізь замінити обсяг S , на Ѕ, а контур

на ѕ, та ми знов прийдемо до рівностей :

у
х

х

дz
дzm

azm dy

z= lim zm ,
dx = lim

ду

dx ,

ду

дz

dy := lim

дх тэр

B B

дхm - 00
теор

а

в обсязі Ѕ, але одностайність цієї збіжності не буде забезпечена при

зближенні до ѕ .
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8 32. Узагальнення способу моментів у застосуванні до рівнянь

з частинними похідними другого порядку еліптичного типу

Маючи на меті узагальнити висліди попереднього параграфа , візьмімо

рівняння

Læy (2] = Mæy [ z] + ÀNxy [ z] , (296)

де

дz дz

=
дх дуMy [2] = Az+ A (x, y ) ax + B (x, y) ay + c (x, y)2

Нехай воно має в обсязі з один-єдиний інтеграл 2, що на границi s

справджує умову :

= (x, y)

„ (

Коефіціенти a®) суми (281 ) шукатимемо з системи лінійних рівнянь :а

SS 2m ( pv| Lay [2 ] May w ] dx dy + ? | (zm — +) { ds = 0Ф p (297)
(S) ( 8 )

(i = 0,1 ,..., т?) ,

що за певних нерівностей для с та х є означена , бо її визначник для

= 0 , C = 0

!

є так званий Gram-ів визначник.

Лінійно комбінуючи рівняння (297) , можемо дійти рівності :

SS Lxy [mm] { Lxy [2m] — 2 Nxy [zm] – May (4] + -am dxdy +
( . }

1

( SE )
т

(298)

1

+ :? Г (zm— Ф) (zm — + — Вm)ds = 0,
(8 с )

де

2

lim SS am dx dy = 0 ; lim pm ds = 0
т=р ( SE) m = co (se )

Узявши зазначення (287) , із рівності (298) та застосовуючи нерівності
Буняковського та Cauchу , виведемо :

D ? [en] < и су N [2m — 2] d dn + v,zm - ; (299)NEn
(SE )

де и та оє обмежені числа .

Узявши далі допоміжні рівняння :

M : [ t = G (x, y ; $ , т )] =

M: [t ] = G ,

Men [ ty] = G ,

за умов

t ($, т ) = 0, tg(E, n) = 0, tу (E , n) = 0
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}

на границi s: зможемо, як у параграфі 31 , добрати коефіціенти в{m) , C "

та Dm) так, що різниці

t )
am

т?
1

- Хв" = ..В е

- $ce--...

ty – CD® үн =- )

tx )
Дет

1

|
Дут

m?

G - Ув" м , Сүх] = Гm[
=

т?

Go -ус" м [ ] = ГетC ) ф

т?

Gy
(т)

2D ” М: ГР. ] — Гут

справджуватимуть умови :

lim SS I'm dędn = 0 ; lim S Am ds = 0-

m = oog (SE) тео (8)

тер ( S ) твор (se)
lim | г m dz dn = 0 ; lim | Am ds = 0ssrcem =

lim $S Tim dědn = 0 ; lim S Aim ds = 0-
ут

то (Sa. т = ) (8)

Отже рівності (292), комбінуючи їх лінійно з рівностями (297) , можемо

переписати так :

2 =Zm

dG

+ тДm ] ( zm — Ф) ds
dn

-
-

т

(SE ) ( 8 )

( 300)

---ff21( I = | г.azdy – Г( a +«... ..|аа

f( - )4 » – [ [.ltai r. , ага, – [ +..]| |

(G:2 :) ar- (1 ию- Lt -JГ.- tay – [ + ]-- --(

дzm

дх

дz

дх L ]

d Gx

dn

+Дzm] (z - ) dsm 4

( S ) (83 )

C

дzm дz

dx =

| Lin

dGy

dn

Am (zm ) dsИym

ду ду
а ) ( 8 )

Застосовуючи до цих залежностей нерівність Буняковського й Cauchy

та нерівність (298), дістанемо остаточно :

2

1 dG

-«{\fran +=||()] ] ( мы, - гале»2р +2 [ 48 +... as+... |as } [ w [ г)u = – +(2m 2 )?
и

dn

( ) (SE )
(SE)
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1

2

2

дzm дz

дх

dy ram dedn +
dG

dnдх с2

( s ) (88 )

2

|( |% - :) <![[ ( +azah +2|| ( ) +az-lasSI

| < 10ft -E)«[ [ .an +zg[2 ( 8 ) + -1»{
Isfrömdědn 2

« : г.)«}

{+||_|-- – грава,++}u ме, 2]

2

дzm 1 dGyдz

ду

dx ds
ду dn

( SE) ( )

4

т

(SE)

Звідси знову робимо висновок , що в обсязі S та його границі

ѕрізниці

дz
дzm

2 — 2т , Г(
дz

дх E)4. f( -)а
дzm

дх
dy , dx

ду
а

T mдля відповідно дібраних чисел та мають ступінь

малості не слабший за ступінь малості числа е .

Замінивши тут обсяг Se на S та контур ѕе на Ѕ, прийдемо теж до

висновків :

z == lim zm

тэр

lim

дzmдz

дх )
dy = 0

дх ,
тэр

х

дz

lim

m-> 00 | (
дz

ду

dx= 0,

ду
а

.

але ці наближення будуть одностайні тільки в усякому обсязі , серед

ньому для обсягу S.

Міркування , подібні до поданих вище , можна застосувати й до дифе

ренціальних рівнянь з іншими граничними умовами.

Напр . , цілком подібно приходимо до аналогічних вислідів щодо загаль

нішого рівняння :

Lxy [z] = f (x, y)

за граничних умов типу :

dz

lay [ 2] = P ( x, y) + Q (x, y)==ọ( x,y)ап
Q ,

на контурі ѕ . Для цього досить у способі параграфа 31 заступити ви

могу (287 ) такою:

$S (Lxy [zm] - f)?dxdy +52 5 (lxy [zm] — «) ? ds = min ,
“ (SE) (s )

В
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а спосіб цього параграфа в цьому випадку зводиться на систему рівнянь :

SS (Lxy [zm] — )May [oi] +52 $ (lxy [2m)— «) lay ( pulds = 0
(se (se)

(i = 0, 1, ..., т?)

S 33. Узагальнений спосіб найменших квадратів для контурів

спеціального типу

Нехай границя з обмеженого обсягу s на площі ху складається із

скінченної кількості дуг, що даються рівнянням типу :

х=F (t)

(0 < t < 1 ) (301)

у = Ф (t)

де F та фє многочлени 1-го ступеня — звичайні або тригонометричні.

Усякий інший суцільний контур можна, очевидно, розглядати як границю

контурів типу (301 ) , напр. контурів многокутних .

Узявши зазначення :

д22 д?z

Дry 2 = (302)
дх ?

tay².

()

New lef = a (x, y) + ь (x, y)+ + с ( x, y) г,а х ;

дz

дх

дz

ду
+ ,

(303)

розгляньмо в обсязі S рівняння :

!
Lxy [z] = Agyz + ANху [2] = f ( x, y)

( 304)

за умови

2 = ( x, y)
(305)

на границі з того обсягу, при чому функція + (x, y) має перші та другіФ

суцільні похідні в обсязі , що обіймає собою Ѕ, напр . у квадраті

04x41 (306)

Осу 1

Очевидно всяка суцільна функція двох змінних в обсязі ( 306 ) є границя

функцій типу + (x, y) ; те саме можна сказати за всяку функцію, суцільну

на контурі S.

Коли u (x, y) є функція суцільна в обсязі (306) разом із своїми першими

та другими похідними , то існує її наближення um (x, y) звичайним або

тригонометричним многочленом т-го ступеня щодо x та щодо у, яке при

нескінченному зростанні т збігається — разом із своїми першими та дру-

гими похідними — до u (x, y) та до відповідних похідних від ш (x, y).
Назвімо через

фо ( x, y) , 4 (x, y) , p . (x, y) , ...

повну систему лінійно незалежних (звичайних або тригонометричних)

( 307)
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многочленів у квадраті ( 306). Припустивши , що система (304) — (305) мае

одну -єдину розв'язку г, пошукаймо її наближено в формі :
}

m?

2т - т)

-

(sk )

де
m

amps ( x, y) (308)

із умови:

D [zm] = Pix, y) (Lev Izm) —f) dxdy + re Je (s) (zm — ф)* ds = min ,= , ( ] Sp s ( (309)
( SE)

1

- іде до нуля разом із a P (x, y) та p (s ) е додатні функції .

Очевидно для

К.
k

де ќе додатне стале число, вираз (309) є обмежений , бо з огляду на

властивості функції ( x , y) належним добором коефіціентів а вирази

т ? (zm — ф )

m2m

( т )

та

Lxy [Zm]- Lay [4]

для досить великого т можна зробити такими малими , як хочемо .

Отож із (309) випливає :

JJ P ( x , y) ( Lxy [zm ) —f)* dxdy < Q
CP x

Jр (s) (zm — ¢ ? ds <<' Qp ) 2

(310)
( 88 )

(311 )

(se )

де Qє якесь стале число .

Із (311 ), переходячи до змінного і через рівняння (301) , дістаємо :

}

Гr (1) [2m ( t) — + (t)) ? < r?Qrto rg (312)
а

Тут 2m (t) є звичайний або тригонометричний многочлен ступеня , не

вищого за 21m , де іm стале число , а

ds

r (t) = p(s) > 0dt

Нерівність Буняковського дае :

t

[zm ( t) — ( 0) dt | <--0--10а < frof -() 10на( t) [ zm ( t) — 4 (1)]? dt.

dt

r (t)

а

що з допомогою (312) можна звести на

1

[zm (t) — + (t)) dt < .
CR ?

(313)

де Rє стале число
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Коли зосібна , як припущено, F (t), Ф(1) є звичайні або тригонометричні

многочлени , ат взяти так, щоб було :

1 1
=

«(А).
(314)

m m

де

1

limo = 0 ,

т = р т

при чому функцію (А)(А) дібрано так,
дібрано так , щоб порушити обмеженості ви

разу (309) , то , як бачимо з (313 ), вираз

m

а ,

Szm (t)dt

є теж (звичайний або тригонометричний) многочлен , що являє собою

наближення функції Јzm (1) dt з похибкою ступеня малості , не слабшого

за ступінь малості числа (314) . Як відомо, похибка похідної від цього

многочлена , як наближення похідної ф (1) від функції је(0) dt, іде до нуля

а

t

не повільніше за о

(m)
Отже

m

| zm (t) — (t) < Тао
(m).

( 315)

m

де Т— стале число . Остаточно , за умови (314) , маємо :

( t ) = lim zm (t)(
( 316)

тэр

Дальші міркування та викладки цього параграфа повторять у значній

мірі міркування параграфа 31 .

Коефіціенти а” визначаються з системи лінійних рівнянь :

( т )

дD [zm)

да"

әрсе.- рк »=JJP (x,
y) Lxy [ zm — z] Lxy [? i] dxdy +а ] +

( т )

(S)

+ :? | p (s) (zт — )« ds = 0p ? q (317)

( 8 )

1( i = 0, 1 ,..., т ?)

Розглядаючи рівняння :

Lxy [d] = Lxy [zт — г]- (318 )m

в обсязі S за граничної умови

W= 7m -

на контурі я, бачимо , що його розв'язка є zm — 2. Зазначивши відповіднуs , —
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Green-ову функцію через G (x, y ; $ , п ) , дістаємо :

2m - Z =

0 GL zm dedn

dG

zm Ф ds
dn

(8) (8)

als [2. — 2 ] azan — G (г. — ) аѕГ

(( -) -1 с.ay f

(( - )---|с.listes– длаач-|) Gulml Г

дzm

дх
GxLan (zm —2] dednдх

dG,

(zm — ф) ds (319)-
dn

(s)

ді . дz

dx=

ду

dGy

(zm — ф) dѕ , -
dn

-

m

ду

(S ) (5)

Где

Gr :

дG

dy, Gy =
дх

дС

• dx

j dy
а

Візьмімо на увагу , що

G= 20 u Inrto

де

r = f (x — ?)2+ (y — n)?

аи та те функції пари точок

(x , y) та (€ , п ),

правильні в обсязі S та на його границi s , тоді , як показує легке обчис

лення, для всіх точок обсягу за умови (315) буде :

dG

(zm — ф) ds = Tm- =
dn

-

- ~ (А) .
(320)

m

де Tm є обмежена функція від т .

Подібно ж можна показати , що за цієї умови для всіх точок (x, y)

довільного обсягу , внутрішнього для Ѕ, буде :

dGx

(zm — Ф) ds = Тут=
dn

@

m

(8)

dGy

dn

321)

S (m)m
(zm — 4) ds = Tym w

( s)

де Тхт та Тут є обмежені функції від т.

Отже рівності (319 ) , за умови (315) , можемо переписати так :

Zm - 2 =

m

(S)

Jjаlаn lаn — г] 4:44 — то в( 2)

( е:- )– о., Е.-1 .Г. ( А)
дzm

дх

дz

дх dy
-

Go Lan [2m — z] dě dn— Txm W (322)
т

(s)
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20

дzm

)( -)ax »(Га 41 дала (2)
дz

ду

dx =
ay L , [zm— 2) dk dn— Tmy Фду m

а S)

Нехай тепер , узявши рівняння

G

:

(323)

L, [u ] = P(x, y)

Gr

Len [ua) = P(x, y)

Gy

Le,lub1 = P (x, y)

:

відповідно за граничних умов

и = 0

uq = 0 (324

(

-

x= 0

на контурі з можемо дібрати наближення функції ш , их, та и, у формі

лінійних комбінацій (307 ) так, щоб їхні похибки

1

З .. ... .
&

들 에
дут

т

та похибки величин (323) :

Үт , Тахт , Тут

справджували умови :

lim SS Por mºde dn = l ,2 =
(S )

lim JJ Prm? d; d = 0

lim Гръm*ds = 0 .?
m - 0 тэх (8)

2

т lim S poæm * ds = 0
2

(325)

тәр (s) тър (5) ,

lim JJ Pum ?dgdn =0, lim J paym* ds = 0=-

тэт ( S) m-> (8)

У творімо далі з рівностей (319) та (317) такі лінійні комбінації:

ds

| | Paym Lên [zm — z] dě dn (zm — ) ds
dn

( S) (S)

2m -

--ГР.
C

Зm — ф)бm d,

( 3 )

. 2ја — forzem

( -2) »-
3 SS Lsm [ –z

–Геа ( + — 2) ds(2m — 4) ds- < | p12m – 4)8am ds( zm

дzm

дх

дz

дх
dy Przт L, [zт — г] dédn —

(S)

)
dn

( 5)
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дzn дz

dx= [ г) (zm—) ds—
dn

dy( -2) - чора.---
Prom Lin (2n –z]dědn - Scale

-ГР . –
P (zm— ф) дут ds

( S )

Застосувавши тут нерівність Буняковського та залежності (310) і (311),

дістаємо :

2 ) - 2 Am
(8)- = /А.y/ Prm*dfdn + B» V

Гръm?ds

у вif Prym ?dỆdn + Bem у , "

1

дzm

дх

дz

dy = Axm
dx V

pôym ? ds

( 9 )

(327)( :)

f( - )
дzm

ду

dx= Aym-V is Prom?dz dn+ Bom? в / | Ръm* dsут

( S)
( 5 )

де

Am , Aam , Aym, Аут

Вm, Bхт , ВутBam , BymBm

є величини обмежені .

Узявши ще на увагу рівність (316) , доходимо висліду , що в обсязі Ѕ

на його границі s буде

2 = lim Zm
(328)

тр

та що в обсязі S буде

дz

дzmdy

- lim
dx dy дх

теор

р

(329)
C

azm dxдz

dx= lim

ду дуn=0

Ступінь малості різниць

д (2m- 2) dy
2т-2 ,

д (zm—2)
dx

дудх ,

можна тоді визначити із рівностей (322) .

В кінці зазначмо , що обмеження , покладене на функції F(1) та Ф (t),

мало істотне , бо всякий суцільний контур можна з довільною точністю

представити такими рівняннями , як (301 ) .
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(330)

=

р = 0

.

( m )

8 34. Окремий випадок узагальненого способу моментів для

спеціальних контурів

Розгляньмо окремий випадок нашої задачі , а саме коли

(x, y)= 0 ; a (x, y) = 0 , ( x , y) = 0b

Крім того, нехай функції « (x, y) є фундаментальні функції задачі:

Ахир = pp (331)

в обсязі S за умови

( 332)

на контурі S.

Для скорочення записів візьмімо скрізь далі

p (x, y ) = 1

Тоді умова (309) звелася б на таку простішу :

|| ( Lxy [zm] —f)? dx dy = min ,
(S)

що значно спростило б і всі дальші висліди параграфа 33, а подекуди

й загострило б їх . Але тут ми хочемо коефіціенти a " визначити з рів

нянь ще простіших :

(Lxy [Zm] - f)si dx dy = 0)
( 333)

(i = 0, 1 ,... , т ?)

Ця система рівнянь є означена для всіх значень параметра , крім де

яких особливих .

Не роблячи наперед припущення , що існує розв'язка задачі (304) — (305)

за умови (330) , розгляньмо задачу таку :

Axyw = Lxy [Zm ] - 1Nxy (zm) ,
(334)

що має розв'язку

0= Zm

за умови

0

на контурі ѕ. Зазначивши через G (x, y; , 7 ) Green-ову функцію задачі

Dirichlet для обсягу S, матимемо :

2m = JJ G (L ;n [zm) — AN;n [zm] ) { dn

Узявши на увагу (331 ) , дістанемо , як лінійну комбінацію з рівностей (333):

| J (Lxy (2 ) - ) (Ary 2m —f+ am) dxdy= 0,

де різниця

cm = f – yь ") = (x, y)

4 1 ] -1( S )

0 =

(335)

( S )

(336)

( S )

?

---
(

справджує вимогу :

(337)

|| m? dx dy
min

( S )
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( S ) (S)

=
SC

( S) (9)

Із рівності (336) легко виводимо :

{ ( v žm )
(Lxy [2m) —f) ? dx dy = r? I J (ANху (2m) — am ) 2 dx dy ( 338)

( 0 < r? ( 1)

Із другого боку, лінійно комбінуючи рівність (335) з умовами (333),

дістаємо

Zn + ja ( N: n [en] —f)d'dn= m (L:n [2m] —f)dfdn (339)

lim JS tm? d ; dn= 0 (340)

Нарешті , рівність (339) , за допомогою (338) , та (340 ), перепишеться так:

< a +1 Ja ( New (2) = dd=pm/ 0 (Lulym—у]) ax dу —2m G ( [2m ] —-f) dę = V SS ( [ y] dx dy

V isanay[zm] —«m) dx dy
(341 )

тыр (S)

S

(S ) (S)

pm

( 8)

де

lim pm 0 (342)
m = 0

Звідси виводимо , що для всіх значень , крім деяких дискретних, існує

функція

z= lim 2m ( 343)
т =CO

А тоді з (333) можемо зробити таку лінійну комбінацію

JJ (Lxv[zm) - ( NEvlzm]+ Вт) dxdy = 0,
( 344

( 9 )

де

2

т = р ( 8 )

lim Jam? dxdy= 0

Сполучаючи (336 ) та (344 ), легко дістанемо рівність типу :

JJ (Lxy [m] -f)(Lxy[2 ] -f + em)dxdy = 0
( S )

Звідси

2

( S ) ( S )
. ( Lev [2) - dx dy < dxdy (345)

Зробивши граничний перехід т— у рівності (41 ), дістанемо :

2 + 2 G ( N; [2 ] -f) dédn = 0

Отже 2є розв'язка нашої задачі .

Ми бачимо, що , не роблячи наперед припущення про існування роз

в'язки у нашої задачі, ми базувалися тут на тому , що рівняння

( 9 )

!

Дry 00 = 0

за умов на контурі s типу

) = ( x, y)
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має одну і тільки одну розв'язку та що існують фундаментальні функції

задачі (331 ) , які становлять замкнену систему.

На задачу цього параграфа зводиться всяка задача типу (304 ) = (305), де

a ( x , y) = 0, b ( x, y) = 0

Справді , досить для цього замість 2 узяти

g = z + ,

а рівняння ( 304 ) — (305) заступити такими :

Lхv [E] = f— Lху (! (346)

& = 0 (347)

=

9

-

Практична трудність тут-у визначенні функцій фі з рівняння (331) за

умов (332) . Але для контура прямокутного, напр . (307) , маємо очевидно:

ф = sin птx sin ппу

(т, n = 1 , 2 , 3,...).

при чому

А =— (т? + n?) т?

Замість рівнянь (333) можна взяти :

SS —( Lxy [zm] -f) Ф, dxdy = 0

(i = 0 , 1 , 2 , .. т?) ,

де функції

Ф % (x ,y) , Ф. (x, y) , Ф. (x, y), ...

утворюють повну систему . Але тоді за функції фі в сумі (308) слід узяти

розв'язки рівнянь типу :

Дry p = Ф. ( 348)

(i = 0, 1 , 2 , .... )

за умови , що на контурі обсягу S має бути

(S )

1

р = 0

Результат щодо збіжності 2т на контурі (301 ) тут лишається в силі .

ху

S 35. Узагальнений спосіб моментів для контурів аналітичних

Щоб укоротити записи та міркування , покладімо надалі скрізь

Mry (2) = Axy 2

та Green-ову функцію цього виразу зазначмо через G ( x, y ; , т)

Обмежмося, крім того , скрізь далі випадком, коли контур є аналі

тичний , що практично не зменшує загальності задачі .

У такому разі функція

v (x, y ; $, 1) = lgr— G,
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де

r = f (x — €)2+(y — n)?

є гармонічна щодо кожної пари змінних :

(x, y) та ($, т)

5

і може бути аналітично поширена скрізь поза контур ѕ.

Таке саме поширення очевидно можливе і для функції , G ( x, y ; $ , 7) .

Розгляньмо тепер ще рівняння

Дng (x, y ; &, п) = G ( x,y ; $ , т ) (349)

в первісному обсязі S за умови

g ( x, y ; $, n) = 0

на контурі я. Легко перевірити , що

3

g= 0)- Igr + ...
1

r?
4.

r ?, ( 350)

де №w (x , y ; $, п) є аналітична функція , що справджує рівняння

Aen ?

1

70 — —

2.

(x, y ; $, п), (351 )

70)

= rler- r
r2

за умови

1 3

2 —
4. 8п

на контурі ѕ .

З другого боку, ясно з властивостей функції ъ, що існує така аналі

тична в обсязі Si на контурі з функція і , що справджує вимогу :

Aš, M=

1

о

2.

@

Це дає змогу заступити рівняння (351 ) однорідним:

д :in (w—1) = 0

за умови

1 3

0 – r? - Да
4. 8п

1

r? Igr

-

на контурі ѕ . А що функція 00 — є гармонічна в обсязі і набирає

на контурі s аналітичні значення , то і функції № тa g , як перед тим

функцію и, можна аналітично поширити поза обсяг S.

Звідси бачимо , що має суцільні похідні

δω до

дх ду

скрізь на контурі ѕ.

Отож можемо на безліч способів поширити @ суцільно, разом із

першими похідними на довільний обсяг S ' з контуром s', що цілком обій

має S. У цьому поширеному обсязі другі похідні від 0 скрізь існують

та

8. Кравчук. 910 ,
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і суцільні , крім хіба лінії ѕ , а перші похідні скрізь у ньому справджують

Lipschitz-ову умову . Будемо вважати , що поширення функції 00 зроблено

так, щоб для g справджувалася вимога

g= 0

на контурі з поширеного обсягу .

Візьмімо рівняння :

Lxy (2) = Дry 2 + с (x , y) 2 =f(x, y) ( 352)

в обсязі S за умови

2 = 0
( 353)

на контурі ѕ. За функції рі візьмімо повну систему функцій у пошире

ному обсязі S '.

Через те , що вибір цього обсягу в нашій волі , можемо його взяти

напр . у формі квадрата :

0х1

( 354

0 <y < 1
або круга :

x2 +y < 1 ( 355)

що зразу дає змогу збудувати функції фі та

Ф. = Дry" .:

Пошукаймо суму 2т із рівнянь :

{Lxy[2 ]—f}AxyФy dxdy +2 | zmez ds = 0
( 356)

( k = 0 , 1 , ... , т)

Ця система рівнянь очевидно цілком визначає zт

Запровадивши зазначення :

D [zm ] = SS { Lxy [zm ] - N 'dx dy+2 Szmds[ ] [ » —
(357)

через лінійну комбінацію рівнянь (356) , дістаємо :

D [zm ) = f { Lxy [zm) —f } ( czm —f)dx dy,
+

( S )

( S )

-

( S )

що дає остаточно :

zm (à
( 358)

( S )

Із рівності

D ] =ml < ( с » —f) *dxdy

-- : - }} a (42, г. —А,грақа, - а-а(2m G :, 2m -- 2

( 359)

Д ) d

'dG

dn

(8 )

2т ds

( S)

виводимо :

d

( 359)

Зm — 2+, ac (2» — 2) 4 ; d = ја | Lin (Zn ) —f} &#d —zm (zm
{ zm d;

Г:

( S) ( S )

dG

dn

Zmds

(s)
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Zm
=

Лінійно комбінуючи рівності (359) та (356) і нагадуючи властивості

функції g , здобудемо рівність :

-z+ A | Gc (zm — 2) dz dn = |JYm { L ;n [zm) —f } d;dn- ( 360)
( S )

dG

+ тот ) 2m ds,
dn

-

( S )

-)( 8 ),( 3

де

(361 )lim SS ym dędn = 0Хm
т=р ( S)

lim cm = 0

m = 0O

(362)

Із (360 ), з допомогою (358) , виводимо:

z+ A SỞ Gc (2m - 2) dị dn }^ <
is )

{ zm

( 363)

dG
2

< 21 }}=- алаһ + J (1@+г.)« ГГ+г.) as}fo.cz/Yaxdy{ S 7m dedn +
(S

ôm ds

I dn

( S )

Проінтегрувавши обидві сторони цієї нерівності по обсягу S, доходимо

висліду :

lim SS (zm( — z)* dx dy = 0 .

Тоді (361) дає :

z = lim 2m ,

т=р ( S )

теор

якщо зі зростанням числа т число с теж необмежено росте . Маємо

теорему :

Сума 2т, визначена рівняннями (87), є збіжне наближення

розв'язки задачі

Lxy | 2 | —f ( x, y)
за умови

2 = 0

на контурі S.

Нетрудно довести ще й рівності:

дz
lim

дzn

дх
dy = 0

дх
от гою

lim

тнор

дz

ду

дz

dx = 0

ду).
та і рівності 1) :

дz 1 2
lim

тар

(

SSO

( а-в )||

дzm

дх
dxdy = 0

дх

( S )

дzm дz \ 2
lim dx dy = 0

m = 0 ду ду

1 ) Пор. Додаток 1 .
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у формулі (359) може порушувати одностай

dG
Множник під знаком

dn
(8)

dG

ність збіжності до нуля члена
dn

Zmds

(s )

Але для широкого класа контурів з типу :

х = F(t) ,

у = Ф (t),

де F та фє знаки многочленів, ця одностайність є забезпечена , коли

функції р взято напр . у формі многочленів. Справді, з (358 ) бачимо , що

величина

T ==? | г ds
( 8)

е обмежена . Нехай

т? = та? ( т ),

де

lim o (m ) = 0

-

m0

Коли

lim
а (т)

= 0

(«< 3)ma 2
1

то це не порушує рівності (362), бо з огляду на те , що функція ю та її

бm

похідні справджують Lipschitz -ові умови в обсязі Ѕ, число
можна взяти

с

1

менше за А тоді з (365) легко дістаємо , що скрізь на контурі 51

с+

m
2

| zm |т

R

о ( т ) *

де R— величина обмежена . Отже член

dG

dn
zm dѕ у формулі (359) іде

( 8)

1

до нуля одностайно разом із Узявши тепер замість (360) нерівність :
m

2

Zm Gc (zm —г) dkdn +

dG

zm ds }
dn{ --+++ ||се(г . -2 ; +

< {2 10 :4a: ah + 2 asas} - {{ oez-yaxay,
ds

( s ) (s) ( S)

виявимо , що гm iде одностайно до г в обсязі S.

Нема раці ще раз повторяти вже знайомі міркування , щоб показати
збіжність у випадку неоднорідних граничних умов та для загальнішої

форми оператора Mху .
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8 36. Можливі взагальнення одержаних результатів

1. Одержані в останніх параграфах результати взагальнюються безпо

середньо на задачу визначення функції из рівняння

д ? д ? д ? ди ди ди

+ + +A + Du = F ( x, y, 2 ) ( 352a)
дх2 ду ? дz? дх

tоду
* с

dz

в обсязі у так, щоб на поверхні у цього обсягу ця функція справджу

вала якусь лінійну умову :

du

U (u) = Pla, B) и + Qa, B) R (a , B) (353)
dn

де (а, в) є криволінійні координати точки на цій поверхні .

Справді , ввівши вираз

д ? д ? д ? д д д

Леуг (v) =
дх?
+

дz? ду(Av) ,(Вт) Co) + Do,дуг Я dx

ди

спряжений з виразом

д?и д ? ди ди ди

L + + + А +B
дх ? ду ? дz? дх ду

легко встановимо формулу :

хvг [u ] + С да
+ Du,

SMS { uLoyz [u] – u dxyz[ v] } dxdydz =[ [w S T[и,оја
]

де т [u , v) є білінійна форма від двох пар величин ;

и,

du

dn 1

do

0,
an

а знак

ESSS G - L[u]dfd7ds + To (a, P, Q, R] a2 ,
( 0)

d

означає похідну по (внутрішній) нормалі до поверхні Е.
dn

Коли назвемо через G (x, y, z ; 3 , n , t) Green-ову функцію задачі (352а) —

(353а), то цілком подібно до того, як у параграфі 30, установимо рівність :

U ( x, y, z ) == (354)

(2)

де ө (G , P, Q, R ] є лінійна комбінація з величин

dQ
G , P , Q, RR

dn

Ця залежність , цілком аналогічна залежності (275), дає змогу цілком

застосувати до випадку трьох змінних усі основні міркування пара
графів 31 –35.

ІІ . Так само вся теорія переноситься на випадок задачі еліптичного
типу будьякого k-го порядку :

Lxy [2] = F (x, y) (3540)
-
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з неоднорідними лінійними граничними умовами

UA [z] = ' / s (355.

(l = 0, 1 , ...),

якщо існує Green-ова функція цієї задачі . Справді, замінивши у виразі

L» [2) усякий член

д

дх" був

виразом

да + B

(-1)248 (356.)

Ang

дх” дуз"(Aug 2 )

встановиМОназвавши через Ary (2) утворений так многочлен, легко[ ]

формулу :

|| { uLxy z] — z (-1)* Axy [w] } dxdy = | P [2, u ] ds ( 357 )

(5)

де P [z, u] є білінійна форма двох рядів величини :

2 ,

дz дz

дх ду»

д -—12

ду

(358 )

2

дk - lu

э

ди ди

дх ” ду
9

ду -— 1

Ця основна формула й тут дає змогу, назвавши через G(x, y ; Е,7) Green -ову

функцію задачі (3546) , через встановлення поняття про спряжені задачі,

дати формулу:

a (x, y; t, 1) L:n [2] dxdy + 6 ( G ,... ] ds , ( 359 )
2 =

( S) (5)

де вираз оє лінійний вираз , аналогічний уведенному в формулі (354 ).

Так знов здобуто основний засіб до застосування до цієї задачі спо

собу моментів .

III. В кінці зауважмо , що подана теорія може бути поширена й на ін

тегро-диференціальні рівняння та взагалі на всі задачі , що зводяться до

системи рівностей :

L [21 , 22 , ... ) = 0zi . =

(360 )
(j= 1 , 2 , ... )

де L, є знаки будьяких лінійних операторів , а 21 , 22 , ...—шукані функції

будьякої кількості змінних.
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РОЗДІЛ VIII

Точність наближення способом моментів

$ 37. Ще про деякі властивості Green-ової функції звичайного дифе

ренціального рівняння зі сталими коефіціентами

Мета цього розділу — точне визначення верхньої межі порядку похи

бок наближень розв'язок рівнянь математичної фізики способом момен

тів . Деякі результати , подані в розділі ІІ та ІV, стосуються звичайних

диференціальних рівнянь та не мають остаточного характеру. Тут ми

переважно теж беремо це питання в обсязі звичайних диференціальних

рівнянь , але в певному розумінні розв'язуємо його до кінця , показуючи ,

що шукана точність така сама , як при наближеному представленні функ

цій методами гармонічного аналізу .

Нехай корені рівняння

M (r) = rt + B, rk— + Brk - 2 + ... + B = 0 (361 ))

є тим часом незалежні змінні

ro , r , r2 , ... , ri: =1 . (362)

Пошукаймо інтеграл лінійного диференціального рівняння із сталими

коефіціентами :

dk z dk-12 dk - 22

Mх [z]) = + В, + B2 + Вk z = F (x) (363)
dxk dxt - i dxt -it .

( 0) ( 1 )

(

на інтервалі [a , b ] за лінійно незалежних умов :

Uо (2) = а г (а) +a z' (а) + ...z :

taa zk- ) (а ) + 0°) z (b)+ g'z (b) + ... + es ( 6) =0

(364)

U [z] = a ° z (а) + 1,9 г (а) + ...U = +1

+ а " : *- ' (а)+ в © 2 (b) + " г (b) + ... + в * - )2-)(b) = 06 =

-
-1)2-

1
)

( ) ( )

(0 )

2

( ) ( 1 )

U-1 [2] = a © 2 (a) -- г (а)+ ...

. + a *-22- )(а) + go z (b) + go z (b) + ... + 2 *+ в +- )2-1) (6) = 0
1 ) ( k 1 ( 0) (0) ( 1)
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Для цього розгляньмо вперед вираз :

е "• (-) , е*(- ): 5

1 1

№ ..,ex- 1(2-4)

1
>

ro Г rk-12

го 1-2
E-2

riЕ

g (x, $) = ( — 1) . (365)

1 1 1

ro t - 1

2

ro т ru

t-1

ro h*~ rts

Він справджує рівності:

g (x, $ ) :0

дg (x, $)

дх
- 0 (366)

де —2g ( x, $)

дх- . |_ -о
= 0

х

Але

дk-g ( x, 3)

дх —- кв. |--
1

Далі

д*g(x, $)
=В,

дх: t = s

д++ig( x, 3)
( 367)

=-в + в,
-

дх++

Останні рівності легко довести , коли , згадавши рівність (361), зро
бити такі заміни :

—1 k - 2

-

ri

— Br: —Br- —В

+ = -Bri — В,rt- — Bert =

= ( В - В,) r -l + (ВВ, — Ba) r - + ...
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в детермінантах :

1 , 1 , 1 1 , 1 , 1

го , f41 , re ti , rs -1го ,

та,*,ro, 2 . ri,

:
:

:

*
*
I
t

th
e

ro ri — 1-2 , -2 ,re f1 Ү—1• • • -rồ -2, r6-2 ,

,fo ,

* + 1

fofi .

IF

++ ,
1 + 1

ri

Шуканий інтеграл рівняння (363) за умов (364) буде :

z (x) = J g ( x, 3) F(3) dk + De'® + De's® + ... + DE-me't- *,+ - ( 368 )

якщо числа D, справджують рівності

5-1 ь

i = 0
spu.era)= ѕ .( x, yFC) a:

Eputes) - JR ( я, фFC)at

E 1

(369 )
а

}

1

ЕриDU.- (er 2)=D &k= (x, $)F(0) d *,к- yFityat
де

8 ( x, 3) =-2 во д'g(x,3)). (370)
)

(j= 0, 1 , 2 , ... , k- 1 )

Рівності (369) дістанемо , завівши вираз (368) в умови (364) . Детермі

нант системи лінійних рівнянь (369) щодо невідомих

Do, D , D , Dk - 1

є добуток и матриць :

( 0) ( 1 )

во , о »

(k - 1)

а ) В - 1)- , В , - р ”,

* р
(0 )

ar ,

( 1 )

di

( k

11%-1) С0 , ",
( )

в * - )• • •

и — (371 )

, рі, р
( S - 1) ( 0) ( 1 )

a :-1, O.k - 1 , а:-1

(-1 )

5 -1 ,
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т
а

e's",
eva e - ja

.

foe'sa, reria re-he'– 1а
>

re" , riea ri -e't-a
>

rs - era, He'ra re".—ја
> • • •

1372

е 10 e '.- 10
.e °•°,

rero rie
ri

rõe".b , riero,

r2_1e klo

rt - e":-1

2—1

r - e's, r -le's , • • •
Pie

k
- 10

Ранг матриці (371 ) дорівнює Ќ , тому що умови (364 ) є лінійно не

залежні .

Про детермінанти 1- го порядку , утворені з перших і стовпців матрица

( 372), де і є будьяке число зр :ду

1 , 2 , k,

0 ro.

можна довести , що вони є лінійно незалежні функції змінних

ro, 1, ... , ri

Справді , це зразу видно для

1 = 1 ,

бо в противному разі існувала б тотожність

(со + c, ro + cərč + ... + се- в- )era +

+ (с+ + сх+ го + сх+zro + ... + Сак- ri- )erb = 0,

де числа с не залежать від змінного го і не всі нулі ; ця ' тотожність

неможлива, бо веде до рівності між трансцендентною та алгебричнОЕ

функціями :

Со + су ro + cəri + ... + ce- ra+

Сk ci + to 2ск + синго + ck + + ... + Су - ri

Припустімо, що назване твердження правдиве для перших 1 стовпців

матриці (372) , і доведімо його правдивість для перших 1 + 1 стовпців .

Коли бміж детермінантами (1 + 1 )-го порядку , утвореними з цих стовпЦІЗ

існувала лінійна залежність , то розвинувши в ній усі детермінати за еле " !

ментами (1 + 1)-го стовпця, ми одержали блінійну залежність між функція.Мі

е " ( 6 - а)

the „
orib (373eriae№te, re'lq rie"[", ..., rt-left", re't ne" Ф, rie": ,,

змінного з коефіціента
ми , що являють собою лінійні комбінації детер
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мінантів 2-го порядку, утворених із перших 1 стовпців матриці (372) . Че

рез лінійну незалежність функцій (373), усі названі коефіціенти повинні

бути нулями . Тим часом це неможливо , бо так вийшло б , що існує лінійна

залежність між детермінантами , утвореними з перших стовпців матриці (372) .

Так виходить, що детермінанти k-го порядку матриці (372) лінійно

незалежні . Тоді детермінант добутку

T= 10,

)

як лінійна комбінація з детермінатів k-го порядку матриці , є нуль .

Отож систему (369) можна розв'язати щодо невідомих

Do , D , ..., D - 1

Завівши їх значення до формули (368) , дістанемо розв'язку задачі

(363) = (364 ) в формі

= (374)2 (x) = fg (x, 3 ) F ( ) a ; + бі(x, 3) F :) ai,at ( айд
е

U , ( er "),

UA ( er(*),

2U6 (er(1)

U (er, )

, ... , U (erk -12), go (x, $)

g ( x, 5)U , (erk—1*) ,

Uz » (е *(*), U (e" :")

era , etix

і (x , 2) =

. , U- 1 (е”k—1%) , gk- (x , $)

е"k- ” , 0

U , (е"k-*)

,..., U , (ек—1 %)

(374 )

U , (ero ”),

UA ( ert),

U , (er* )

UA ( er® )

Uk- ( er(*), Uk- (et.k i*) , . , Uk-. (ек- *)

Увівши зазначення :

G (x, E) = g ( x, 3) +j (x, 3 ) для < х

G(x, E) = j (x, 3) для іх

перепишімо формулу (374) стисліше

(375)

ь

=(8)– і сця, yF (уа:x == (x ) ) (375)

Так доходимо висновку : хоч які були б лінійно незалежні лінійні од

норідні умови (374) , завжди можна дібрати коефіціенти В; рівняння (373)

так , щоб задача (373) — (364) мала розв'язку і при тому єдину . Ця роз
в'язка е (375) .

Єдина вимога щодо добору чисел в, є та , щоб детермінант

U , ( er«Ф), Uо( er ®) , ..., U, (е”.-1 *)":"

UA ( er *) , UI ( er®) ,. U, ( е** - *)

0

U.- (ero*) , Uk- ( er ) , ... , Uk- ( erk —17)
не був нулем .
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Очевидно , функції g (x, 3) та і (x , $) , як функції аргументів x та ;

є аналітичні без особливих точок на скінченній віддалі . Отже існують

для всіх значень змінних похідні

д"g(x, 3) д ” ј ( x , 3)
(376)

дхтдzn—т ” дхт дел - т

всіх порядків.

Функція Gє Green-ова функція задачі (363) і (364 ). Рівності ( 375) дають

змогу щодо неї та її похідних зробити такі висновки .

Функції

G (x, $)

дG (x, $) дG (x , $ )

дх д:

(377)

дэG (x, 3 ) д?G (x, $ ) д?G (x, 3)

дх ? дхда де ?

>

д - 2

д -2G ( x, ) дхх -2G (x, $ ) дk—2G ( x , 3) д - 2G (x, $)

дxk - 3 д дхенд.2 дzt - 2

існують і є неперервні функції обох аргументів .

Щодо дальших похідних

д - G(x, ) д -1 a(x,3)E G E д --16 (x , 3)

дxt - 1 дxk - 2д •

дRG (x, $) д -G (x, $ ) дG ( x, E)

дх дxt - д : д ;

>

де
-1 (3

7
8
)

(3
7
9
)то вони теж всі існують і неперервні , але на прямій

х= $

вони мають скінченні розриви , залишаючися обмеженими .

Справді , як видно з виразу (365) , маємо

g ( x, $)] =5 = 0

дg (x , ) дg ( x, 3)
0

дх д Eg

д ?g (x,3) д ? g (x , ) д ? g ( x, $) -о
0

дх? дх д Т : де?

— о | -о

О , О ,
(380)

ФЕ

дk— 2g ( x, 3)

дxt - 3 де
0 ,

0 ,- = 0
0д-?g(x, 3)

д ; -2х =|

дух(я.1--1, epk( ) = +1

— В,; --В,,

дk--2g ( x, 5)

дx4—2

Але

—1g x )

дxt - 1

д x , $)

2 д

д* -Ig ( x, 3)E
— , ! = -: ( - 1)

д

д -g (x , $)

дxk

д * g ( x, 3)
-

д* g(x,2) = (-1;-1BE
= ) ;

дxk —1д х = д
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Тим часом , як бачимо з визначення Green-ової функції, тобто з (375),

д ? G ( x, E ) 15-40 дng ( x, $)

(380 )
дхтдап - т дхто п — mler

&=x_0
$

1 - m

Отже для

пk- 2

охідні

дпG (x , 3 )

дхт деп т

е мають розривів , а для

пk — 1

они неперервні скрізь за винятком прямої (379), на якій вони мають

озриви першого роду .

Зокрема

дв -1G ( x, E ) дk— G (x , 3 ) дk— G ( x, $) 15 140= X + 0

= 1

дxt
E - - o

дxk
дхен

E = x - 0

д * G (x , ) дk G (x, $) д * G (x, 3) 75 ---+0 (381 )
E - B ,

дxt дxk дх
x = xto 5——0

е

-Dº

Через диференціювання рівності (375) дістаємо :

ь

1 2(x) = ja (x, $ ) d ¢ F(1)d

ь

2 (x)=:

дG (x , $ )

дх
F ( ) de

(382)

? ” ( x ) =2 =
д? G (x, E)

дх2
F (E) dę

a

ь

zt- 1) (x)

дk -1G ( x, )

F (6) d ;
=

dxk - 1

а

Звідси

Ulzi фuU [z] = ju, (a (x, $) F (6)d= 0= JU

Функція G (x, $) не залежить від F; тому з останньої рівності маємо:

U % [ G ( x, $)) = 0 .

U , [G (x, $)) = 0
(383)

Uz- [G (x , $)) = 0

Отже Green -ова функція , як функція змінного х, справджує умови (364) .
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|

дх - 1

Бажаючи останню рівність (382) прoдиференціювати ще раз по х, мусимо
дk - 1 ( x , 3)

урахувати розрив функції

дістанемо :

д: G (x, 3)

F (x, $) d + F (x) (382 )
дх

z ( -) (x)

- әа
-

а

b

Лінійно комбінуючи рівності (380) та (380 ) дістанемо :

М. [2] = f Me [G] - F ($)d + F ( x )м
Звідси

М. [G] F ( ) d = 0

а

р

Через довільність функції F (6) остання рівність дає

М. [G] = 0 ( 384)

скрізь на інтервалі [a, b] , за винятком хіба точки

х= 8 (384)

Отже Green-ова функція (375 ) є розв'язка однорідної задачі (383)— (384 ).

відповідної неоднорідній задачі (363) — (364) . Ця розв'язка має в точці ( 384')

особливість , з'ясовану вище .

8 38. Green-ова функція будьякого лінійного диференціального

рівняння і її диференціальні властивості

Введімо зазначення :

( 385)dzk- i + a2 ( x)
dx5--2

(386)

dk - ry d -- ? у

N , [ у] = а, ( x ) а2 + . + a: ( x) у
dxk1

Будемо вважати , що коефіціенти

a , (x) , а, (x) , ..., as( x)

інтегруються на інтервалі [a , b]

Тоді довільне лінійне диференціальне рівняння k-го порядку :

dk-ly d ? у
L [ у] = + А, (x) + + А. (x ) y = f ( x),

. dxh

d:у

dxt- i + A (x)
dx4—2

( 386 )

де дані функції

А , (x) , А. ( x ),... At( x ), f (x)

інтегруються на інтервалі [a , b) , можна на безліч способів записати так :

Lх [ у] =M ( ) — AN [ у]

де і є числовий множник , а оператор М П має той самий вигляд , що

у параграфi 1. Як там показано , коефіціенти цього оператора можна

(387)
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ібрати так, щоб задача

М [ у] = 0 ( x)

Uо [ у] = 0

U , [у] = 0

U-1 [у] = 0

пор . задачу (363) - (364 )) мала одну-єдину розв'язку . Далі вважатиметься ,

що МО саме так і дібрано , і що Green-ова функція цієї задачі є G (x, 5) ,

ік у параграфi 1 .

. Диференціальне рівняння ( 387) за умов

0 %[ у] = 0

UA[ i ] = 0у =
(388)

U ).- [ ] = 0

кає на інтервалі [a , b ] одну і тільки одну розв'язку тоді і тільки тоді ,

соли одну-єдину розв'язку на тому інтервалі має система інтегральних

рівнянь :

y (x ) = ja (x, :) N: [ ] at + ja(x,c ) / (6 ) d

h

а Hao

y ( x ) =У - jeat.D)мі ») а2+joor

( . |• feats ма[ ]N : ( 9 ) а ;+ Госся )aeј

дG ( ,

дх
N [ d Гоо

дG (x, 3)

f ($) dk
дх

у ” ( x ) == )

Ге
д?G(x, 3 )

дх2

д?G(x, 3)
f (E)

дх?

(389)

ytk - 1) ( x ) =
д-—1G (x, $)

N = [ y] ds+
дх :-1

): + )

д - G ( x , 3)

—
дх~~ f() dg

а

1

Справді , на підставі результатів параграфа 1 , переписавши рівність (387)

у формі

Mх [у] = XN (y) +f(x) (390 )

і припустивши , що задача (387) — (388) має розв'язку у , виводимо з рів

Ності (390 ) залежність

y (x) = jG (x, 3) { N: [у] +f($) } d;+7 :а

що постає з формули ( 375 ) через заміну 2 на уi F(x) на N [ y ) + f ( x). Ця

залежність є перша з рівностей (389 ) ; решта постають з неї через послі

довне диференціювання по змінному х. Отже всяка розв'язка системи

(387) — (388) справджує систему інтегральних рівнянь (389) .
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Припустімо тепер , що навпаки , у (x) є якась розв'язка системи (389) .

Диференціюючи її останнє рівняння по змінному х, дістаємо :

(2)

y(x) =

жа».ј
дG (x, 3)

[ ] d;дх NALP) & +Г два(ж.:)",-f(6) dk + AN [ у] +f(x) (389)
дх

а а

д - G ( x , ; )

Тут при диференціюванні враховано перервність функції dxs-1

і зокрема використано першу з формул (381 ) . Через лінійну комбінацію

рівностей (389) та (389 ) дістаємо далі :

М( ) = м.[G (x, E)N :[ »] d + [ Q ( x, ) f (6 ) @ + AN Ly ) + f(x)-Ал,1
C

а а

Звідси на основі рівності

Ме[ G ( x, $ )] = 0

виводимо, що у справджує рівняння (387) :

M [ ] = XN [у] +f(x)y ] y]

Лінійно комбінуючи рівності (389) при

х= а та у = b,

22

дістанемо так само легко залежність :

ь

UA[ » ] = , і= jui(G(x, SJN:[»] as +TV(G(x,3]fis)а;

А що функція G(x, $) справджує , як функція від змінного $ , умови (388):

U ; [G (x, $)] = 0

(i = 0, 1 , 2 , ..., k - 1),

то виведена залежність дає :

U , (у) = 0 .

(i = 0 , 1 , 2 , ... , k—1)

Отже всяка розв'язка системи (389) є також розв'язка системи (387)-( 388 ).

Так бачимо, що системи (387) — (388) та (389) еквівалентні. Тим часом

відомо , що система (389) має при довільних коефіціентах

В. , В , ..., В ,

a , ( x), а2 ( x ) , ... , as ( x )

одну і тільки один розв'язку , яке бчислове значення не дати множни

кові і , крім хіба деяких дискретних значень

1, 22, 23, ...

характеристичних чисел задачі , при яких вона стає або суперечною або

неозначеною .
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Збудуймо тепер Green-ову функцію г (x, 3) задачі (387) — (388), тобто

функцію, що скрізь на інтервалі [a , b] крім точки

х= $

справджує рівності :

L , [г(x, 3 ) = 0

U , [ Г ( x, $ )] = 0

U , [Г (x, $)] = 0

(387')

(388 )

Uk- [Г (x, $ )) = 0

Лінійно комбінуючи рівності (389) дістаємо :

N [ ] = N [ G (x, 3) N; [у] dt + N [G (x, t) f(! ) а» ја (390)

Розглядаючи цю рівність , як лінійне інтегральне рівняння щодо неві

домої функції Nх ( у виводимо звідси :

N (у) = f (x, n) f ( 7) dny ]. Trix off , (391 )
а

де г (х, т) є так зване розв'язне ядро рівняння (390) щодо N [ ]. Завівши

вираз (391 ) до рівності (390) , дістанемо :

{ г. (x, 1)-ијм. (а (я, 2 ) / (6 , ) at + м. (G (x, x )+ } a = 0
х Na f (х

a

a

-1

Звідси через незалежність функцій г та с від f маємо :

г. (x, 1 ) = јN (G(x, $ 1 ] ( 8, 7)at + N + [Q (x, 1) )м. , а2 .
(392)

Це є інтегральне рівняння , що визначає функцію г (х, п) . Розберімо

ії диференціальні властивості і зокрема поводження її та її похідних

у точці

7 — Х (393)

Функція

дk—1G ( x, n) дk -2G (x, n)

N [G (x, n) ) = а, (x) + а2 (x) - + ... + ак ( x) G (х, п) ,
дх дх*-2

як функція змінного п, є неперервна разом з усіма своїми похідними

дт

dym
N [G (x, n)

( m = 0, 1 , 2 , ... ) ,

бо така є властивість функції G (х, т) (див . $ 1 ) . Виняток становить точка

(393) , де маємо , на основі формул (380 ) та (381 ) :

г. (x, n)1 =1 +0—Г (x, n) Int-o = (ГА (x , пJ,ETERГ , = = )] =

= [ [ G ( x, 1))J7 * = а, (x)Ne т ] = (394)

в усякій точці інтервалу [a, b] , де функції ач (х) неперервні.

x +

9. Кравчук. 910 .
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Далі , диференціюючи рівність (392) по змінному ти маємо :

дг (х, т)

да

дг ($, т )
= | N [G (x, $) ] +N [G (x, n)) - [г (€, п

ди

бо

+
=-

дG (x , 7)

-.Їхлацк )
( (

+ v . [eam]-

= ( v . (G (x, 3 ) әг. 6.7) ; +a (1) N » ( (x, x ) } + ,
.јула . да алом а ».[ва,у]

дг ( ,

- )

N
дп

= N x $

дG (x )

диди

Звідси

ЭГ,(x,n) 1 **0 = af (x) + c ° a (x) + c as (x) (395)
dn

17——0

в усякій точці х інтервалу [a, b] , де функції ач (х) неперервні . Тут сталі

множники C , C визначаються через коефіціенти В , В2,..., але і

вирази нам далі не потрібні . Те саме стосується й усіх дальших кое

фіціентів С ° Обчислімо ще

д?г (х, т) д° (4, 1) de? Г

= | N[ G ( x, )
да ду ?

(x,
д г ($, т) | --

+

д р - н

дG (x, )

[ G

дG ( x 1

δη
N

д ?

--(хлаклуP", "а+мдакли |Pr 2] .

+a: ( ) N. (0 (x, x ) + a, (ум.[оа , |+ м.Гега да »-

-.jялалуе грам.

м. [а ]+s.[* 1]"

= | N [ G ( x, $)) д° Г ($, т)+ { ai (0) +са, (1 ) +са(т) + a (7 } { a (x, l] +)NG
ди?

дG ( x , n)

"" 10 - х — о

( 396)

д?G (х , т)

+ a, () N. N
ди ди?

Звідси :

( д?Г (x, y) ] = 1 + 0

=a ( x ) + С ? а ( x) + c ) at (x) a( x)+
дт ?

+ с ? а (x) + С ? а . ( x) + с аз (x) + СР а4 ( x ) at ( x )c ^ ĉ ) a

в усякій точці інтервалу [a, b] , де функції

а (х) , а . ( x), as ( x ) , ... , as ( x)

а (x)

існують і неперервні .

І т . д.

Так можна показати існування всіх похідних

дт

г. (x, n)
дът

( т = 0 , 1 , 2 , ... , )

( 397)

>
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скрізь на інтервалі [ a , b) , крім точки

хат,
(398)

at (x)

Якщо функції

a (x) , а, (х) , аз (х),

а (х), а ( х),

а ( х ), ау (х),

ai (x) ; а + ( х ),

ai— (x)• • •

а ” , ( x )

(399)

-2) -3)

а - 2 (x) , а- ( х )х x

@H) ( x )

існують і неперервні на цьому інтервалі .

Зокрема перерва похідної ( 397) 1 -го порядку, у точці (398) є перерва

першого роду, а саме вираз :

д " г ( х, п) 77=x+0 д! г (х, п) д' г (х, п)

dn' дn' dn '
=х+о =

е ціла раціональна функція від функцій

ач ( * ), ai(x), ... , аx а -2) ( x ), а -1) ( x )

а (х) , а х), as (x)

аз (х) , а х), —3) (x)

(400 )

" . әг. | ----neano

-1

1—2)

(

at - 1 ( x) ,ai- (х)

а( х), ai+1 ( x ) , а: (x) ,

Коли ці функції існують і неперервні.

Завівши тепер вираз (391 ) до рівностей (389), маємо :

Aja (x, 3) Г , ( 6, 7)d: + G(х, т){f(7)dn.( x = .Уts)- да ая }/а » a(x, ) г. (с.,

ІІ.
y ( x) ==

дG (x , $)

дх

дG( x , n)
г. (6, 7) d $ + .

дх f (7) dn

а

у " ( x) =
д? G (x , $)

дх2

д? G (х, т)

г , (6, 7) d+
дх2гаж,

afromen)

aronia

тоа,

Уto- .

со- 1. је

( 401)

у — (x) =
дk - G ( x, $) дk—1G (x, п)

г ($, п) d € + .
дхі - ідxk— f( 7) dn

Покажімо, що вираз
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aja (x, ) г. (6 , ) at + a(x, 1) = f(x,1) (402)

і є шукана Green-ова функція г(x, 7) задачі (387) — (388). Справді, рів

ності (401 ) можна записати так :

y ( x) = | г(х, т)f(7) dniгix t
ь

у'(x) =

дг(x , 7 )

-f (7) dnдх) )

roy-jecta foya,
у )

д? Г (x, )

дх?
f ( )

(403)

y(t - 1) ( x) =- је
д - Г ( x, n)

f (n) dn
дxk

На основі досліджених у параграфі 37 диференціальних властивостей

функції G (x, $) рівність (402 ) показує , що функція Г ( x, п ) та її похідЕ:

дzk - 2

дг (х, п) д? Г (x , ) дk- 2Г(x , п)

дх дх2

е неперервні функції обох аргументів x та т на інтервалі [a, b) . Щожло
похідних

д*-Г( x, 7) д* Г (x, 7) д++ Г(x, 7)т д++ Г(х,т) ... ,
дхдх2—1 дх4+1

то всі вони існують і неперервні скрізь , крім точок прямої

7 = x

де вони, лишаючися обмеженими , роблять скінченний стрибок.

Зокрема

д +—Г( x, п )

-.|
дk -16 ( x , $)

дxt
г ($, п ) d$ +

дxt

a

( 404

1 =х+о

д -1G( x , n) | д% -1Г(x , п)
+

дxk-1
1

дxt - 1

max_o

Тому , диференціюючи ще раз останню рівність (403) по змінному 4.

дістанемо

д- Г(х, т) f (1 ) dn + f ( x)

- Гель
у (2)

(403)

дх
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Через лінійну комбінацію рівностей (403) та (4031) маємо :

Lww] = jL [Г(х, ) f ( ) dn + f ( x ),y x 1 7

що на основі рівності (387) , дає :

ГЕГ(х,т) f(t) dn = 0

а

а

х

Звідси , через незалежність функції г (x, n) від f (n) , випливає

LE [ Г ( x, n) ) = 0,

тобто рівність (3877). Далі, даючи змінному х у рівностях (403) значення а

та ь, можемо з одержаних рівностей утворити такі лінійні комбінації :

UA [9] = juГ (x, x) f(1)dn) =

(i = 0, 1 , 2 , ...,k- 1 )k— 1 )

Ці вирази є нулі на основі рівностей (388) . Тому звідси , знов на

основі незалежності функції Гвід функції f, виходить :

U (г (х, т)) = 0

(i = 0, 1 , 2 , ..., k – 1 ) ,

тобто рівності (28) .

Так доведено існування і єдиність Green-ової функції у всякого ліній

ного диференціального рівняння (387) за довільних лінійних однорідних

умов (388), якщо не рахувати особливих значень параметра ( характе

ристичних чисел) , коли такі існують. На цій підставі далі оператор М. О

ми зможемо брати в загальніший формі , ніж у параграфі 37 ; за коефі

ціенти

в , Ba, ... , В. (405)

можна буде брати будьякі функції від х. Коли ми схочемо забезпечити

цьому операторові існування і неперервність усіх похідних

дG (x, 3)

дхт д $n —т

( n = 0 , 1 , 2 , ... , k – 2 ; тп)( ,

до порядку k – 2 включно , то досить буде забезпечити коефіціентам (405)

існування похідних досить високого порядку, як це докладніше вия

виться з наступного параграфа .

Вз B

-

8 39. Дальші диференціальні властивості Green-ової функції

Дослідімо тепер питання про існування та неперервність похідних усіх

порядків по обох аргументах Green-ової фунції Г (x, n) задачі (387 ) — (388) .

Для цього візьмімо рівність (402) :

Г (x, 1) = J G(x, :) Г , ( , 7 ) d;+ G (х, т) (405)

ь
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і прoдиференціюймо її т разів по змінному х :

дт Г(x, )

дхт

дт G (x, 5) г(х , т ) d : +$
= 1 +

дтG (x, n)

дхт

( 406)
дхт

при чому нехай буде :

т Kk - 2

Ми бачимо , що ця похідна існує скрізь на інтервалі [a, b ) і є непе

дтG (x, 7 )

рервна , через неперервність функції
Як ми бачили в поперед

дхт

ньому параграфі , на лінії

7 = x
(407

ця похідна теж не має ніяких особливостей .

Продифренціюймо тепер рівність ( 406 ) по змінному n :

дm+1г (х , т)

дхтда -.j
дт G (x, 3 )

дхт

дг ($, п)

δη

Әт + a (x, y) +д
d $ +

дхп д
а

+
дт G (x, $ )

дхт
г. (5, 7).

дт G (x, $)

га (6, 7)
дхт .= - o

5-10

(408)

- накло, .а
д " G ( x, $) дг ($, т ), п дm+1 G (x, n)

$ +
дхт ди дх " дт

+ ..
дт G (x, п)

дхт
а ( 7)

Цей результат здобуто за припущення, що

mт +1k– 2

і що функція а ( х ) неперервна на інтервалі [a , b) , через використання

формули (394) .

Через неперервність функцій

д » G (x, 7) дтна(x, 1),
дхт дхт дт

a , (x)

дт+1 г (х, т )

від аргументів хта бачимо, що й функція
дхт да

неперервна для

всіх без винятку значень змінних хта тв прямокутнику :

ах < b

(409)

ать
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Прoдиференціюймо рівність (408 ) знов по змінному :

д +? Г ( x, n)

дхт ду? јаде.),г
дm G (x, 3) д? г, (€, 7)Г дm + 2 G (x, n )

d;+
дхт дn ? дхтду?

ld
Әт-+ G (x, n) ar ( 7)

+
дхт дn

a

+

дт G (х , п)

а (7) +
дхт

дт G (x, $) | Ог, ($, п)
15 -то

дхт ди Јs - n + o2|

-jera.o).

+

}

+.. (1) +а?(0) +са(1) +С" az (1)} "

дт G (x, $) д? г (€, п) дn + 2 G (х , п) дn + 1 G (х, п)

ds+ + hai ( 7)
дхт ду? дхт ду? дхт да

дт G (х , п)
(410)

дхт

Цей результат здобуто за припущення , що

т +2 Sk— 2

та що функції

а ( х ), ai ( x)

а (х)

існують і неперервні скрізь на інтервалі [a, b] . При тому використано

формулу (395) .

Неперервність функцій

дт G (х, п) дт+1 G (x , п) дт+2 G (х , п)
a, (x), а2 (x), ai ( x )

дхт дхтда дхт дт?

дт + 2 Г (х , т )

від аргументів x та п показує , що й функція неперервна
дхт д?

для всіх без винятку значень змінних х та тв прямокутнику (409) .

Так само маємо з формули (410) :

>

дт + 3 F ( x , т)

дхт для ---
дт + 3 G (x, n)дт G (x, 3) дЗ Г, ($, п)

d$+ . +
дхт диз дхт дъ3

—

11дт+2 G (х, п ) дт+1G (x, )

+ да (1 ) + ла (7) - + ла
дхт ду? дхтди

д тG (х , т)

+
дхт

+

aí

дт + G (х , п)

дхт дт
+

1

+

дG (x, 3) г д?, Г(Е , т) 1 -то

дхт д ?

+ { 1) , c ? (a (а:( +2а (1)at (1) + C ° di (0 + с " astro } "ах,т)

+ { ai (1) + ai ( 0) +са,( ) + c ?а.(1)n }

Р |---.frал.

+ 2а (т) + at (7) + C ” ач (т) + c a. (1 )} д" (","). .1 ai " "

+ { 2at(1) + с а: (т ) + c a, + ...

дт G (x, $) 03 г ($ , п) дт + 3 G (x, п)
de +

да дхт да
+дхт

= + а

д + 2G ( x, п)

+la, (7)

дm+1 x т
, n

дхт ду ?

+

От G (x , y)

дхт ду
(411 )
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1

Цей результат має силу за припущення , що

т+3 Sk— 2

і що функції

a, ( x ), ај (х), а ( x)

а ( х ), а х)

аз (х)

існують і неперервні скрізь на інтервалі [a, b) . При цьому використано

формулу (396) .

З неперервності функцій

дт +3G (х , т)

д" a (x, ) дта(х, т) дта(х, т)
дхт дхт дт дхт дт? дхт дуз

а (х) , as (x) , as ( x ), а х), а х ), а (х)

дт+3 ГОх , п)
аргументів x та п випливає, що й функція неперервна для

дхт дn3

всіх значень змінних у прямокутнику (409) .

Продовживши ці міркування далі , прийдемо остаточно до висновку ,

що функція

д!+т Г ( х,п )
(412)

9

дхт дут

lk—( l < k— 2, т < k— 2, 1+ т < k— 2)

існує і є неперервна , як функція обох аргументів хі п , в прямокутнику

(409 ), коли існують і є неперервні скрізь на інтервалі [a, b] функції

a, (x) , а ( х), а” (x) , ... ,а- (х)

as( x), а ( х), ..., а ,(1—2) ( x)

аз (х) , . а;
(413)

-1)

(1-3) ( x )

a = ( x ), а - 1 (x)

а (x) , а н (х) , ... , as (x)

Треба зауважити , що в наведених обчисленнях і міркуваннях припу

скається , крім того , існування похідних

Әг (х, п) д? г (х , т) а! Г ( x , n)

(414)
дт дт? ди!

і їх неперервність скрізь у прямокутнику (409), за винятком хіба пря

мої (407) . Але умови щодо функцій (413) , як бачимо з записів (419) та

(400 ), якраз забезпечують існування і згадані властивості функцій (414) .

Візьмімо для 1 верхню границю, а саме k—2 . Тоді доходимо такого

результату :
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Коли існують і є неперервні [(пор . формулу (386) функції

А ( x), А. (x) , Аз (х) , А.-1 (x) , А. (x)

A: ( x ), А, (x) , А. ( x),х А- (x )

A '( х), А. ( x), Af (x),Af А. -2 ( x )

(415)

А -2) (x) , А - 2) (x)

A -1) (x)

на інтервалі [a, b) , то похідні всіх порядків до (k— 2)-го включно Green-ової

функції задачі (387) — (388) є неперевні функції обох аргументів у прямо

кутнику (409 ). Отже функції таблиці

г(х, п)

дг(х, п) дг(х, п)

дх ду

д?г(х, т) д ° Г ( х, т) д?Г(х, т)( ? Г (416)

дх2 дт?дх дт

> > .
k3

, A ( x),

д +—2Г ( x, n ) дв–2Г ( x, п) де — Г ( x, п) дв–2Г(x, y) дв— 2Г ( x, n)

дxt - 2 дх -3 да дxk -4 дт? дх д * д - 2

не мають розривів .

Коли для 1 взяти нижню границю , тобто 0, то дістанемо такий ре

зультат :

Коли неперервні функції

А. ( x ), А. ( x), А3 (x) , 417 )

то неперервні скрізь у прямокутнику (409) функції

дг(x, n) д ? Г (x, 7)г д -2г ( х, т )

Г(x, п) , (418)
дх дх2 дх - 2

Нехай в оператора L [ е спряжений оператор Л.U , тобто нехай існує

day
dh -- 2

х у
dxk

Це вимагає якраз існування функцій (415) , отже при неперервності

цих функцій забезпечує існування і неперервність функцій (416) . Зокрема

існування функцій (416) забезпечене(416) забезпечене для випадку ,для випадку , коли задача (27)

є самоспряжена , отже коли

A [ у] = ( - 1 )* Lх[ у ],

як часто і буває в задачах математичної фізики .

Коли припустити існування і неперервність функцій (413) , то похідні

д1 + тГ ( x , п) д ?-+тг ( x, n) д!-+т Г(х, т)

дхт дт дхт дт* дхт дт

А.[ )=(- - - ( A4(8)»)+ (А.(ж))—... +(-1)-А,(x)»}( 1) = { х у
d : —

dx--- 1 х у dx - 2



138

існують при всякому значенні т, для якого існує похідна , отже напевно для

т k—2

Взявши

т = k— 1 ,

ми вже повинні замінити рівність (406) такою:

дR - F ( x , т)

-

д - G ( x , 3) д -- G ( x, n)

г. (6, 7) dk + +
дxk - дxk - 1дxt -- 1

Ган-ая,2)г.»x $

+ ,

ak-1G(х,т) + Га (7)

78 =10

, т)
15 = + 0-

-.jе
д-—2G ( x, 7 )Ә — 1G ( x , $)

Г(6,7) dk+
дxk — 1

(419 )
-1

дx4—1 дх+—2

a

Тут в перетвореннях використано формулу (394) .

Диференціюючи рівність (419) знов по змінному х, дістанемо аналогічно

дk F (x, n)

...jea-
ә+-1G(х,т)а+ G (x, y) + хал ( 7)д+ G (x, E)

дxk

т
г. ($, п ) d } + .

n
+

дахь дxk дxt

b

дk - G ( х , т)

+ АГ, (x, ) +ла, (7)

-.
дk G (x , 3)

dxk
г ($ , т) d ; +

дxt - 1
(420

д+ G ( х, п)

+ + 2Na, (7)
д - 1 ( x, 7)

+ ГА (x, 7)
дxkax

Тут у перетвореннях взято на увагу, що підінтегральна функція

дk -1G ( x , 3 )

г, (€, п)
дxk - 1

має розриви в точках :

$ = х та = ,

і використано формулу (394) .

Так само

Ә # G (x, 7)д-+Г (x, п)

дх + 1 .
E

дk+1G (x, 3) дk + G ( х , т)

г ($ , п) d ; + + 2Na (7 )
дxk + 1 дх+1

+
дх

а

+
Ог, ( x, 7) а: G (х , т) дk + G ( x, $)

+ ACTi (x, т) + ла,( 7) Гt, т)ds +
дх дх*

д (
дг

*ах,т) + .c г (x, x) + . Әг,(x,y)+
(421)

-.) дх1 + 1

Ә+-+ G ( х, т) + 3.ај ( )
дrk + 1 дх

де є певна стала.
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1 т . д . Нарешті - вийде :

ъ

авна ( x, 3 )д++г (х, т )

дх++l

дk + G ( x , п)
г.( , п) dk

óxkt !
+

дх !+

... + 204 +1)+ C )

G
ден - а(х, т) + АС, г, (x, y)+ ACr əг, х,т)

( x

+ 1 + 2) Ха (7) +
дxk +i - i дх (422)

Ә! Г (х, п)

дх!

Звернувши увагу на рівність (392) , бачимо , що за умови , що існують

функції

а ( х), а х), ... , в: (х (422)

(i = 1 , 2, ..., k ),

похідні

Ог(х, т) д? г , (x, n) ә'г, (x, n! .

дх дх? дх

2

... )

теж існують, хоч і мають , взагалі кажучи , розриви на прямій

п " x (423 )

Тоді , як видно з формул (420) , (421 ) , (422), існують похідні

Әt-г ( x,п) а* Г (х ,т ) Әвнг (x , 7)

axk—1 дх дх +

розривами на прямій (423) і без ніяких інших особливостей . Звідси виво

димо існування похідних

Әт - т гх, п)
(424)

дхт ду"

ДЛЯ

т ( k+ 1, пі

за умови, що існують функції

а (х) , а, (x) , ..., as ( x )

а ( х), а, ( x),.. , а, (x)
(425)

?а (х), а (x) , . , а, а ( х )

Похідні (424) неперервні при

т + пk – 2

S 40. Збіжність способу моментів

Нехай коефіціенти рівняння:

dk - ly d5—2 у

L, [ у] =y + А. (x)
dx

ark= + ... + А. y = f (x)d* y + AA (x) axt=1

1
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є неперервні функції на інтервалі [a, b] . Доберімо й коефіціенти оператора

ай d . —

М. = +В,

dk — 2

dxk dxk - 1
+ В,dxk- + ... + В,

ам . ( ) = (а ( 0 )+ a, ( 0)+ ... +N a, к - x = as(x))+

(426)

теж як неперервні функції на тому інтервалі . Нехай, нарешті, ту саму

вимогу справджує і функція f (x) . Очевидно, тоді те саме буде правдиве

і для коефіціентів

Хас (x) = B ; (х)—А, (x)

(i = 1,2, ... , k )

оператора

ak— dk — 2

dxk dx * 2

Пошукаймо розв'язку задачі (387)-(388) :

Lх [ у] = Mх [ у] — AN (v) = f ( x)) –

U , [ у] = 0

U , [ у] = 0

(427)

Uk- (y) = (0)

у формі суми :

Уm (x) = a *) ро ( x) + am 1 (x) + ... + am pm (х),

де функції

o ( x), p . (x) , р2 ( x), ... (429)

є відповідно розв'язки системи :

М. [fi] = Фі ( x) - q (x)

U % [ ] = 0

U , [р ] = 0 (i = 0, 1 , 2 , ... , т )
(431 )

Uk - 1 [fi] = 0

при чому функції

Ф , ( x ), Ф, (x) , Ф. ( x ), ...
(432)

утворюють повну або замкнену систему на інтервалі [a, b] , а множник g (x)

є якась невід'ємна на цьому інтервалі функція . Для дальших міркувань

зручно буде вважати, що система (432) ортогоналі
зована і нормована на

інтервалі [a , b ) з характери
стичною функцією

( ( ) )
(428)

(430)

P (x) > 0,
(433)

отже що

0

ГР(х) Фь (x) Ф,(x) dx== {
(k = 1)

(k + 1)

( 434)

1
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( ( п ) (m)

) (435 )

Коефіціенти

ат), ат , а , ...am

суми (428) будемо визначати з рівнянь :

(L [у ) –f (x) } Ф%( )r(x)dx = 0

i ( La Lyn) - f(x)) Ф, ( x ) r ( x) dx = 0 (436)

ГL [ym] =f(x) } Фm (x)r(x)dx = 0

(437)

де r(x) є якась невід'ємна функція на інтервалі [a, b] :

r (x) > 0

Назвімо через Єm (х) різницю :

м . [ym — у]— [ ь ) Ф *' + ь® ФА ( x) + ... + bm) Фm ( x) ] q ( x )) ]
( т

(438)

за умови, що

да
2P ( x )

q? ( x)

em ( x) dx = min (440)

Тоді , лінійно комбінуючи рівності (434) , легко дістаємо :

fre
r ( x )

{ L [ ym] –f(x) } { M [ym — у] — €m ( x) } dx= 0 (441 )

q (x)

або

је.
r (x)

-L втL [Уm — у] { м . [ ym — у] — Вm (x) } dx = 0
q ( x )

(442)х 7

або

Г
r (x)

L [ym — у] { м }[Уm — у] + N, [ym — у]— Вm (x) } dx = 0 (443)

ч ( x)

Звідси, з допомогою нерівності Буняковського , виводимо :

r ( x 2

[ y]dxа)t Р. – jas<ј: ( м. р . –1 - )аз
( x)

( x)
[ у Вm(x

-

Em ( x dx

q ( x
а

або остаточно :

Б

r ( x) r (x) 2

Е [ Уm — у]dx = 21? |
r (x)

N [ym — у]dx +2
q (x)

— |( ас
- em ( x) dx (444)

f ( x) 9 (x)

Взявши

q ( x) • r (x) = p ( x ) , (445 )
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матимемо :

p ( x ) r (x) ( 445)

* ( x ) q (х) ”

отже останній член формули (444) дорівнюватиме величині (440).

Із очевидних рівностей

Уm - y = Г ( x, 3) L : [ym - y ] d ;- = 3 y
г

У-у- Гегел.:)
(446)

-fər ,2)« .– 14ym- y
( x

дх
L [ [ ym - y ] d

a

ь

a== F(x,3 ) L( ym- y) at,— $
, ( - 1)

у» — у =-1)y ( = ] dsm

a

лінійно комбінуючи їх з рівностями (436) , дістаємо :

ь

- F EУm - y = jГе [Уm — у]Үm, o ( x, t ) d '

y. – = ге[ )at
( ym - ylym, (x, 3) d $

( 447)

а

(2—1)

ym —yt-1)= jГ [Уm - y]тты (x, 3) dt,
-

де функції

Tm,h ( x, ) =

)дъГ (x, $)

ах,
(c % с )Ф.() + С. Ф. () + ... + С. Ф.(0)ris)« )

,

( h = 0, 1 , 2,..., k— 1)

визначено зумов :

р (x)= ( x, E) d= min
2

r (x)
" m,h 3 $

( h = 0 , 1,..., k — 1)

Далі з залежностей (446) воводимо :

N [ym - y) =[ ] -TN [ Г(x,$)] L Lyn - yjdt,

( 448)

(449)

a

що за допомогою рівностей (436) заводиться легко на

(450)

Ne [ym - y ] = L:[ Г(x,:)) Vm ( x, t) d-

Тут за V (x, 3) беремо функцію :

x,Vn(x,3)= N. (Г (x, : ) ) — (2) Фо(:)+ ə" Ф1 (1) + ... + a2» Ф.( ) (8)
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IHзначену зумови :

jeis it —
р (x)

v, (x, $) d= min
r ? (x)

(451)

Застосувавши до рівності (450) нерівність Буняковського , маємо :

ь

N% [ym - y) <<јаиvk (s, yat j;
p (x)

V % x $
r? (x)

Li [ym - y] de
p (x)

P(x) (452)

Взявши остаточно

m

q (x) = r (x) , p (x) = q ? ( x) (453)

використавши нерівність (444) , дістаємо з (452) :

V:[y.– lеаг бv (ym - y] dx va(x,s)а: +2 jch (x) dx i v (я, ја ; (453 )

Отже величина N [ym—у] має порядок малості однаковий з порядком

малості добутку

Т.: x(x)dx ſ Vin(x,£)de

а а

або в усякому разі не менший . Тоді нерівність

с . Гу - у )dx < 2 » ім.І.–jax + 2ја: (x )dxјс -y јw [ (454)

Показує, що порядок малості числа

Š Lm[ym - y ]dx-

ь

а

не мен ший за порядок величини

Jet (x) dx

ь

2

em

a

Нарешті, рівності (447 ) дають тоді :

а aТУ » -у|< к. / .:(за»іthоtѕ.)а:—y у x) (

|ys-y << / 2(хахіт .(x,yat

b

2

( 455 )
а

12-) — ук- < к.- / steyax - (x, yat()dxі 2
) |

2

em )
а



144

В'TT

Звідси випливають рівності :

у = lim ym
m0

y = lim và
тэр

( 455

y(k-1 ) = lim yomon ")>
m > 00

що й дають обгрунтування способу моментів . Але наша мета—визначити

якнайточніше порядок малості різниць :

(k 1)

унут, у'– уп, . ун ) — у =-1),

чого нерівності (455) не дають .

• • • т

8 41. Використання тригонометричних функцій

У цьому параграфі ми розглянемо деякі важливі окремі випадки за

гальної задачі (387) — (388).

Випадок 1. Не обмежуючи загальності , можна за інтервал [а, |

взяти (0, 21] . Нехай граничні умови (388) зводяться до вимог „ періодизму " .

Uy] =y (0)-у (21 ) = 0

U (y) =y'(0)-у'(2) = 0
(456)

=

COS nx

Uk -i [ у) = y — (0)-y(6—1) (21) = 0

Тут можна взяти :

p (x) = f (x) = r(x) = 1

1 sin nx

Фо (x) = Фл- ( x) : pan( x) =

ут VT

отже ряд (432) взяти в формі :

1 sin x sin 2x

2 νπ. VTE ут ? VA

дG ( x, $)

Фур'єрові коефіціенти функції
дх !

1 д'Г( x, $)
go ( x ) =

y/27
дх!

COS X cos 2х

Є

2 .

d ;

2.

1

82n -1 ( x ) =

д'Г ( x, 3 )
sin ne de

дх!

(457)
-1

ya ,

-тясе

2

1

gen ( x) :=

1 д'г ( x, 3)

дх

ng dg

ут

0

(n = 1 , 2 , ... )
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Застосовуючи в двох останніх виразах частинну інтеграцію , дістанемо ,

пам'ятаючи , що функція Г ( x, 3) задовольняє умови (456) :

=

ев-(8)-ели en ] sy."
(

x =

1

пут

д“ Г (x, E) 15 = 2тд'Г

дх!

д'Г( x, 5) =to COS Nx

дх!
+

-- пу

2

Ә + Г (x, 2)sin n ; ds1

+

пүт )

д

дх! д$

(458)
2

& я( x)
д'Г ( x , 3) = sin nx 1

дх!
+

| -- пут пут)

д + г ( x , 3 )
cos ne de

дх! д $

(n = 1 , 2, 3 , ...)

Назвімо через Ch Фур'єрові коефіціенти функції L [ym - y). Починаючи з

h = m +-1,

вони є ті самі , що Фур'єрові коефіціенти функції

—AN [ym-y) —М [ у- Ме

Теорема замкненості дозволяє написати замість рівностей (447) такі :

(459)

k— 1 ) ,
.

>

yЖ— у = 2 g ( x) Сп
„ (1)

n = m + 1

(1 = 0 , 1 , 2,

що , на основі рівностей (458 ), дає :

1 1д'Г ( x, 31-21
у

ут дх!
= 0

п V.
n=n+1

[ д'Г( x, 275-140$)

дх!

2

Cen Cyn 1

sin nx nx

У-у- д PE Сан +2] . а

— согла)+ E ( 1)* )

-j

Can

п

дінг(x, $)
cos ne dg -

дх ! d :n п

Va= m + 1 n = n +

2

C2 д + Г ( x, 3)
sin ng dig

дх! дп

(l = 0 , 1 , 2, ... , k- 1 )> >

Звідси

,()
Con +

у ” |
1

ут

д'ГҮх €)] = zт
дх! n

+

Сал

15. – I< Гела, | | Е | +

- [ |-| (".

SТема: « ..(c.e)V

+

дГ (x, 3 )15-20

дх!
E = 0

sin nx

Con = 1

cos nx ) + (460)
(nп

пат +

2т

2

+
д-Г(x, 3)

дх д
,}

.
Củn − + .

n?
1

10. Кравчук. 910.
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Щоб виявити порядок малості цього виразу , зауважмо , що сума

Срь Ce=1

8 (
sin nx

os nx)-ім.)
Nx Mx [ y] dx

n n

е Фур'єрова сума функції

Сл

ј . — +{ xN [ ym— у]—Ме[ у]} dx — Cox + 2
(460

n

яка має період 27 і справджує Lipschitz-ову умову. Отже на підставі ві

домого Лебеггового результату в теорії наближення функцій сумами

Фур'є , маємо :

$
Cen In m

sin nx

Con = 1
COS NX

п ) const
(461)

п
n = m + 1

m

При х = 0 ця нерівність дає :

| -
In mC2n - 1

const
(4617

n = m +
п m

Нарешті сума

C(С- + сі,1

Ет +
n?

є середнє квадратичне значення остачі ряду Фур'є для функції (460),

отже

С
const

Са с
2n-1

$ (Cr+C ) <
2л (462

пъм +
n? m

Нерівність (460) з допомогою нерівностей (461 ), (461 ) та (462) дає

остаточно :

A. B .Тут -у | < A, Inm + В,
-y

const

m

mУm -у | A,In m + в,
lým

const

m (463)

( ) А.- Inn+B+
..const

t - 1

19-1 - у(1—1) |
m

Тут числа A , B, є абсолютні сталі , а множники соnѕt визначаються

через maximum модуля похідної у(% ) .
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Припустімо , що за тих самих умов „ періодизму “ (459 ) задача (387)“

є самоспряжена . Тоді функція Г (x, $ ) є симетрична функція аргументів ?х

та 3 , і тому справджує рівності :1

-

|Р

Г ( x, 0)-г(x, 2 ) = 0

ог( x, 3) 75 = 2т.а Г

де

д? Г ( x, 3) 15—2.
0

д£?
JE = 0

= 27

(464)
1

Ган-Г (x, $) 75 = 2п

of e

Формули (458 ) у цьому випадку для l = 0 стають такі :

2

1

{ 2n - 1 ( x)

саг( x , 3)
sin ng de

деnyaп

2.

1

gan (x) =

аг( x , )

дk
cos ne de

пу.

Звідси частинною інтеграцією виводимо остаточно :

2.

( 0)
1

gen— ( x ) = +

дь--1Г( x, 3)
sin ne de

дел-1
-1

Vank -1

2т.

1
( 0 )

est ) -g» ( x ) =+
уп.ne

дk-1Г( x , $)
cos ne de

де

Проробивши тут ще одну частинну інтеграцію, дістанемо, цілком

подібно до формул (463), таку нерівність:

Alnm + B

lym- y <
const, (465)

mo

де 4 та * є абсолютні сталі .

Звідси, за допомогою загальної теорії наближення функцій тригоно

метричними сумами , виводимо :

A, m

| - "|
const

(465)
Az In m + B2

| ym - y " | < • const

У»—y ] < 2.In т + в,
mk- 1

ma

|y 1 ) — ув- 1)|
21.— Inm +3;— .

,

• const,
т

m
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коли оператор Mх 1 узято так, щоб було

В1 = B3

бо тоді функції фk (x) матимуть форму

-0 ,

В.

sin

kx
COS

Ці наближення функції у та її похідних — того самого ступеня малості,

що наближення Фур'є . В окремих випадках вони і зводяться на набли

ження Фур'є . Тому нерівність (465) дає справжню верхню границю порядку

точності наближення інтеграла рівняння (27) способом моментів.

Випадок ІІ . Нехай ќепарне число, інтервал [a , b] зведено [0, :)

а граничні умови нехай будуть

у (0 ) = 0, y (1) = 0

у " ( 0 ) = 0, у ” ( т) = 0"
(466)

у(-1) (0) = 0, yt- 1)( т ) =0

При тому нехай задача буде самоспряжена . Тоді

Әг (x, $)

де

=

0,

әг (x, $)

а:

= 0

S =

дз )

г.P = o.*|-
г ( x , $)

аз

= 0

анг(x, 3) 1

д- |:-)
-0,

дk - Г ( x , $)

де — .
0

В такому разі зручно взяти

Ф. ( 8) Ф.(8)= ?у

1 2

% x =) : COS NX

νπ

(n = 1 , 2 , 3 ,...)

р (x) = f (x) = f (x) = 1

vs y/
=

Тут Фур'єрові коефіціенти функції F (x, $) є

& o ( x) :

1

г(x, E) dg

ут .- і

с (6-v/:

т

2

gn (x) =
I ' ( x , $) cos ne de

(k = 1 , 2 , ...)
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Частинна інтеграція дає :

2

Vуrе ма
/ дг x $Әг (х, :) sin n ; d =

gn (x) $
п

2 т

V С д ? Г ( x , 3 )

Ә3 °
cos ngаk =

n2

2 2 п

у једнаалаты СредавтауV д - г ( x, $)
sin nede= COS NX

дk F ( x , )const

+
nk

cos ne de
nk-i nk

-

Назвавши знов Фур'єрові коефіціенти функції

0 (x) = — AN [ym - y) —М [ 9]= Nx [ y

Cn

через Ср ( n = 0, 1 , 2, ... ), бачимо, що числа= є Фур'єрові коефіціенти
nk

функції, яка відрізняється від

=(x) = ji... Гө ( x ) dxс :
оо

тільки невним многочленом .

Далі знов маємо:

х ♡

Ym - y =

n=m+1

Уgn(x) C = const i Com cos nx +
n == m + 1

1n
e,

д*Г(x,3) C cos nd:
2 :

+ / : әреквс.V :

V ||Prestorags
Ә Гx, )Inm

|ym - < const.— ( +
m:

= + n21

(467)

Alnm + B const

mk

Отже і тут удалося досягти такого самого наближення , як сумою

Фур'є .

Випадок III . Нехай інтервал [a, b є [0, т), — число парне , задача

(387) - (388) — самоспряжена з граничними умовами (28) типу :

у (0) = 0, у (%) = 0

у" (0) = 0, у” (Ф)= 0
=

ytk—2)(0) = 0, у ( -2) ( )= 0
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Тоді й

г(x, 0) = 0 г (х, т) = 0

д? Г (x, $ ) д? Г (x, $)
= 0,

—

г. \,: *283
= 0

Ә — 2Г ( x,E )

age-2

0 ,

де —2Г(x , $)
= 0

д - 2

Беремо

Ф ,(x ) = 0, Ф. (x) = y/2 in nxФ =
-

>(n = 1 , 2 , 3 , ... )

p (x) = f ( x ) = r ( x ) = 1

Дальша викладка та остаточний результат — цілком аналогічні випад
кові ІІ .

Переходимо тепер до загального випадку .

8 42. Використання ортогональних многочленів у загальному випадку

Нерівності (453) та (455) дали загальний довід збіжності способу

моментів, але не дали остаточної оцінки похибки т-го наближення у

інтеграла . Проте рівності (455) були істотно потрібні при виводі резуль

татів параграфа 41. Переглядаючи викладки параграфа 40 , легко виявимо ,

що остаточний результат, а саме рівностірівності (455) , можна Встановити ,

відкинувши рівності (445) та (453) і замінивши їх такими умовами : дроби

q ( x) r ( x) p (x) r? (x)

r (x) q ( x) ' r? ( х ) ” p (x)

є обмежені на інтервалі [ a, bi на цьому інтервалі інте

груються .

Справді , за цих умов із рівності [(див . форм . (440 )

(468

1

p (x) 2
lim ch (x) dx = 0

то ) q? (x)
а

випливає :

ŠГ. - оо
2

en (x) dx-0 (m »)
а

і рівність (84) може бути переписана так :

b

iz:w.- lего»ім:[».—y)as +2ci2 серая,І
2С 2

(469)
m т Em

r (x)
де с верхня границя функції на інтервалі [a , b] ; із рівності (48)

q ( x)

виводимо :

ъ

т .. (x , 1) а
2

т , (x, $) d ; -0 (m –»)
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Так само із рівності (91 ) маемо :

ở về x (m200)v , (x, $) ds -0 то

Нарешті , з (92) маємо :

N 3) d; jL; [ym - y ] ds,w:[w.-y < /u.tx,A yat (470 )

P ( x )
на інтер

En

a

де D та де відповідно верхня та нижня границі функції
r '( х )

валі [a, b] .

Із нерівностей (469) та (470) виводимо легко

м :[w. — y — 2CP tww.ly. –уах +ја:(8)aw) Tv.(x, yanN ym у]= { ( 3)

Це показує , що порядок малості величини N% [ym — у) є не менший за

: порядок малості величини

jech (x) dx rh ( x, 3) dsj ra

Тоді далі нерівність (469) показує , що порядок малості

•[у» — у]ax е не менший за порядок малості величини

Тch (x)dx

ь

Em

а

величини

L?

ь

2

а

Нарешті, з рівностей (446) виводимо нерівності (455) цілком так само,

як у параграфі 40, і приходимо до результату (455 ).

Будемо називати узагальненими Фур'єровими коефіціен

д! г (x, E )
тами функції інтеграли

r (€) дх !

g' (x) =
р (3) аг (x ,3) Фn (8) dk
r? (0) дх!

(471 )

a

( n = 0 , 1 , 2 , ... )

Відомо, що тоді

ъ

2

р ( 3) Jә' Г(x, E)

axl
de

r ? () n 0

і що

ъ

Тә0(2делоза-£(ko)Esse)

Socol . — anФ. (с)' at —

- ее оf+}els+Lense . - Е. Пеемј" «га{ (x } +{ ) {g?(x) (472)

min
1 д' Г ( x ,3)

r (6) дх!
a,Фо (€) — а ,Ф (0) - am ) d :

a

2

(0( )

+ 1

(

+ gm +2 ( x) } + { gm +3 ( x) +
пет+1
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та що цей minimum досягається при

a =g !" (x)
.( )

= 1 ,(i=0, 1 , 2, ... , m)

Так само узагальненими Фур'єровими коефіціентами функ

L: [ ym — у
ції називаємо інтеграли :

4 (3)

р (3 )
C2n =: L; [ym - y] Фn (6) d

4 (6)

a

(n = 0,1,2,3, ... )
-

(473)

Тоді буде :

р (8)

LE [ym —у] d } =
q? (3 )

n = 0

та

Га улаt
Е ў с

min(pco (G24tv.-у)– , Ф . (c) — В, Ф, (2)—... - DuФ.(c)}ча«L»

1

bm 2d-

9 ( )

CA++ch+2 + cms + .. У ся ( 474)

пет +

Цей minimum досягається при

b = C ;

(i = 1,1,2, ... , m)

Нарешті

р (3 ) д'F(x, 5)

ах!
dЕ=

т

Cig ” (x)
(0)

4 (6) г(6) L:[ Уm - y). " (475)

Коли скомбінувати рівність (448) з рівністю (472) , то вийде

Үm,h(x,3) = y g ( x) Фn ( )=
-

пат+1

а рівності (87) перепишуться відповідно так :

b

р (8 ) (0 )

gX” ( x) C ,
пет +

р ( )

Ym - Y = D1m S L: [ ym - y] Tm,o (x, 3) d } = D1,т6
Ў С.

q ($) r (3)

Y'm - y' = D2,mјааво :(Уm— у]Үт. (x, 3) 4 ; = D . Хs(*)с ,L: ,1 d , т gs x
q ( ) r ( )

(476)

In °—yle== D - т Jacor(s) :[ Уm— у]Үm.e- (x, :) d = D - п

р ( )

јау — — 1, L y , ,—1, т gt=(x),
($) пе- т +

n = m + 1

а

Km
( 2-1)

m
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та

q (0) r (3)

де D,т є якесь середнє значення функції на інтервалі [a, b] . Ця
р (6)

функція є обмежена, як добуток із першої і четвертої функцій (468) .

1

Узагальненими Фур'єровими розвиненнями функцій
д'г ( х ,$)

r (8) дх!

1

8(3)
L: [ym - y) будемо називати відповідно розвинення :

5

1 д'Г ( x, 3 )

g (477 )
r (6 ) ах ! ух! (x) Ф » (6),

70

та

1

L; (Уm — у ~ ўс, Ф.(1),)
С $ (478)

4 ( 5)
n = 0

ат-ими остачами тих розвинень відповідно суми :

1 0 Г(x , E)
g(x) Ф. (3)r (6) дх!

п = m + 1

Rm ( 479 )

LE [ym (480)
( )

n=+1

Маємо :

E] = este 6

R-Litely.– ») - 8 с.( . с, Ф. (1)

eo - foto к.(-tra e).в.16:41»---Гос L [ — ]d =

- (Ўс

с (x)
-

( ) Rm
1 д'Г( x,$)
1

( ) дх!

Rm

On go on (x)
(O

(481 )

пет +

(1 = 0,1 , 2 , k— 1 ).

Отож оцінка точності рівностей

( k —

y = ym ; у = yan ,y = yt - 1) = y=-1)

зводиться до визначення порядку малості величини cm ( х ), що її , очевид

но , можна записати й у такій формі :

с (x=
1

r (6)

( x , $ )

дх!

Rm -y] (482)
(€)

a

Застосовуючи тут частинну інтеграцію і використовуючи рівність :

го)-Гло» но иливк., %,4vs- ja) а

әсок (ito -to -vla- C. c.jsor– с-Jәсоуб.4, а

-- ( )ил .D)Jнов. Ноw- |а]

1

R

1

( )
р (8) d=0, (483 )

пет 1

дістанемо :

ь

1 1

әго

д 1 д'г ( x )

д: \ r (2
(x) L [ de?

дх

а
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Далі так само :

Е

(х)

д2 1 д' г ( x ,

де \ ( ) дх!( р ( ) —
DES =

ааего»-Tetrasepisов. « о» -я]=, .– .

--- налеў знав дека -је| ) --

(484

E E

= 1)

дz——

д -I (,
1 ( x, )

r (6 ) дх!
( ) Rm Lelym y ]

q ( )cа

Ця рівність правдива для

k — l < т +3

Щоб її довести , досить пересвідчитися , що

E

р ( R

1

( )
L dgk = 0

аji - нов.Гочь - »] ---« ad

- ТР(1)-Р ағ

Для цього досить установити рівність :

ъs E

р (5) Фn (3) d ---1-1 = 0 ( 485)

для

k — l < n+ 2

Остання рівність стає очевидною, коли переписати її так :

ь

аГр (3) (6 — ) - Ф. (1) d= 0

і нагадати , що функції Фn (€ )— ортогональні .

Остання частинна інтеграція зведе рівність (484 ) на таку :

а: ~1-1

so y(x) = (- 1 )-1_1

1 ' г(х, с) 5-10

r (6 ) дх!

.

-

д £ . - 1 - і

3

p ( Rm
q (8)

L [ — у ] ] dst

( **

ji - ное-,1,ць.– феL :

Freeысочат с опит даль- alke

+

(486

૬ ૬ E

дk i 1

+ - 1)
1 Г ( , )

( ) дх! -
(E)Rm

L:[
Уm Јd ;

Очевидно , ці перетворення можна робити , коли коефіціенти заданого

рівняння (387) мають належні диференціальні властивості, як це з'ясо

вано в параграфi 39 .

Для дальшого перетворення виразу (486), розгляньмо функцію :

Е : 8 E 8

2((...
р (8)

q ( )
-LE (ут — у] dzt -i

1. Jr(6)2 С „ Ф (€) dk-t = Pey (487)п

аа а аа

|
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д
е

t > k— 1

Ця функція диференціюється k— разів, при тому її ( k - 1)-а похідна

обмежена на всякому інтервалі , де обмежена функція . Рівність (487)

можна переписати так :

E g

= р d ;" - ( 488)
n = + 1

Звідси

6 а d} = n

net

РИ (1)-ўс.) ... P ( 0) Ф. ( 0)aУс . € *

Тр? (0 ) (-а) &#– Ўс, - аз* ; c , e -ax (...)P(се) Ф.(с)аға-ан( Гр

- .--a" о| ... |p(6) Ф. (2) ag - 1 = 0

... p() Ф.(0)---

с
- а )

1
р ) dп

n = +

$ .

- 3 «Вечір .
+ . вівта а

( Е - a ) : +2

(2 + 1 ) ( +2)
р

п=1

-

= ( -1) - Cn
(6—а) +:

( 2 + 1)(в +2)... (2 + k — Р
р (5) Ф ( €) ds,

n = 1 + 1

Отож , з огляду на ортогональність функцій Фn (€) ,маємоп

$ )

(

=(- p- cont-a) —бP (2) Ф. (c) as

Pm (€) (t-a)* d $ =

6

+ k—

($ а ;+ k

р (489)
n=t+1

• • •

a

Звідси бачимо, що порядок малості остачі R. [ PR ( ) ] від узагальненого

Фур'єрового розвинення функції Р (5) той самий , що й виразум

૬

(Г.JPc)в..»[ % 40 -ml] ар
Rn +st !

4 ( )
аа а

т
т

Перепишімо тепер рівність (486) так :

C # (x) ~ Ст) Rm- w [P2(x) + с )н сује [Р!( )а:зын
(490)

де се та ст е обмежені (при зміні т) числа . Цей вираз дає порядок) Ст)

похибки наближеної рівності

y () =ym
( 1)

т
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8 43. Застосування

1. Візьмімо для прикладу

a = — 1 ; b = + 1

P (x) = f (x) = r (x) = 1

тобто випадок, коли многочлени Ф, (x) в Legendre-ові:

Ф » ( x) = n den (1 —x),

1 dn

п .

-

2n +1

225 + 1

Зробивши заміну змінного

$ = cos 6,

матимемо :

(491)
Rя н [РЯ ( ) d= | Rm- w [ P ] (cos 0)]? sin e do

Тому, що Rm-+( PR ( ) ] визначаються з умови :

+1

Em =

то

V Rh - + [ PG' ( ) d = min ,
(492)

а функція PR (€) диференціює
ться

k— разів , величина цього mini

mum-y e

Dm)
( 493)em E

mk -

2

С

де D" є число обмежене (при зміні т) . Далі , умова (492) показує , що

Rm- н (Pm (cos 0)] sin ө

є остача від розвинення функції

РЯ(cos 9) sino

в ряд Фур'є за функціями

1 , cos 6 , cos 20, cos 30, ...,

In m

Як відомо , ця остача є того ж порядку, що число Тому
mk

Rm- + (Pm (cos 0)]

Dm)т + Dm) in
(

ms- i sin 0

(494)
=

де числа D%) та Dm) є обмежені (при зміні т).

На основі рівностей (493) та (494 ) маємо остаточно

(1) (495)
бm ( x) =

Am (x) + Bm (x) In m

m - yi — х ?

де функції Am ( x ) та Вт( x ) є обмежені функції від хта т. Так доходимо

1
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висновку : коли Green-ова функція задачі (387) - (388) мае не

перервні похідні :

8 , ,
• Г ( x, 3) ә + Г (x, 3) ә +2 Г ( x, $)al ak- I (x,3)

(496)

ax ' дх! аз дх! # 2 дх! ОЁk——

>

то наближення ут розв'язки уцієї задачі, зроблене за до

"помогою Legendre - ових многочлені в :

ºn (x) =

11 dn

n ! dxn
(1— х ?) " .ху". у

2n +1

22n + 1

(n = 0 , 1 , 2 , ... )

справджує нерівності :

Am+ Bmin m

Тут —y| <
m* y1 — x ?

(497)

Тут —y1 < Am + BmIпт
Inm

m +-- yi — х *?

-1 )

| y + - ) — у -1){ <
-1 A # — + В.+ в-) Inn

туі — х ?

де

-

Am, Bm, Am , Bm , ... , A#-1) , в + -1)

є обмежені функції від т.

Ми бачимо, що наближення (497) — такого самого порядку, як в окре

мих самоспряжених випадках попереднього параграфа . Тільки на кінцях

інтервалу інтеграції (при зближенні х до +1 ) вони гіршають через при

сутність множника 1 — х ? у знаменнику .

Коли не всі похідні ряду (496) неперервні , а тільки першi ki ( ) з них,

то нерівності (497) заміняються такими :

Am + BmInm

| ym — у <
m*, y1 — х?

AM + BM Inm1
|yn — у

V1 — х?

т

| = -1 – ! <
1 » - ) — уб, < A -" + в+--Фіпт

1)
In m

туі — х?-

(498)
-

)Туя — уб.)| < A + в+ In mm

|
( )

m

туі — х- x2

тТ» - —yle=" I < A -" + в :-)-1

m ) у - .

In m

туі — х*
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І

-

В окремому випадку, коли

k, = 1

ці нерівності стають нерівностями того типу , що і (463) .

Коли задача (387) — (388) є самоспряжена, то напевно існують нерів

ності (497) .

II . Візьмімо

a = i, b =+ 11

1

p (x ) =

1 — х ?г ( - у

Тоді можна взяти (згідно з параграфом 4)

1 1

: g (x) : r (x) =

/1— х? 1 - х ?

Многочлени Фи ( х) стають многочленами Чебишова :

1

( )2 созV.?cos (arc cos x), y/ 2 cos (2arc cos x) ,V

V
2

cos (3arc cos x) ,
(499)

Мz (@n) =
(500)=

-

Відношення (468) всі стають одиницями .

Функції pn (x) визначаються тоді з рівнянь :

1

Ф, ( x)

ү1 — х?

(n = 1 , 2 , 3 , ...) ,

а коефіціенти a®суми (428)

(

Уm (x) = a*) ро (x) + a® (x) + ... + am pm ( x)

з рівнянь :

Ф, (x) dx

Г {Le [Уml - f( x)}
= 0

уінх?

( n = 0 , 1 , ... ,т )

Очевидно, рівність (490 ) і в даному випадку, і взагалі можна замінити

( )
(501)

+1

(502)

такою :

бm ( x ) (503)
(x) = Ctm) ( x) Rm-+ [PW ( x)],

де С(т) (x) є обмежене число (при зміні т) .

Звідси робимо той самий висновок, що в пункті 1 , бо похідна (k — 1)-го

порядку по змінному в від РФ (cos 0) sin 6 тут теж обмежена .

ІІІ . Ті самі висновки матимемо , коли взяти

p (x) = ( 1 — x ) " (1 + x)в

q (x) + r (x) = V(1 — x) (1 + х) ,
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Якщо

- , р <0Ka
2

(504)

Тоді многочлени Ф , (х) стають Jacobi-євими многочленами . Коли нижню

границю нерівності (144) ще знизити , то точність наближень

Уm, Уm, Уm, ...yn
погіршується.

S 44. Точність наближених розв'язок систем лінійних

диференціальних рівнянь

КолиОбмежмося тут випадком , граничні умови (249 ") є умови

періодизму :

у (0) =y (21)

у (0) =y2 (21)
=

ys ( 0 ) = yь (21)

Для простоти записів за інтервал [ a, b] узято (0,2п ).

Тоді й Green-iв тензор системи (249) (див. випуск 1 , розд. ІV ):

Г. (x, E), Г ,2 ( x, $) , ... , Г.(x , 3)

Г. (x, $), Гэр ( x , $ ) , ... , Г. ( x, 3)21 22

(505 )

Г. ( x, $) , Г :2 ( x, $ ), ..., Гks (x, 5)

справджує теж умови :

Гу (0, $) = Г (2п, $)

(i, j = 1 , 2 ... ),

Знаємо, що функції (а ) є суцільні та диференціюються скрізь за
Винят

ком точки

У цій точці вони мають скінченний розрив . Щодо похідних

г.– дГу(x,3)
ах

(i, j = 1 , 2, ..., k ),

то , як відомо , вони справджують рівності :

1x { Г ) = 0

L, [ ] = 0!

L. ( г.) = 0,
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де (пор . розділ IV, s 38 ) :

Mir ( F ) = дгу + В. Г.+ Big Far + ... В. Гу
ax

'2ј

Nit ( Г ) = а, Гу + aiз Гал + ... aikҒуTi] + Г.2i

(i = 1,2,..., k )

Із розгляду системи так званої спряженої з системою (2491), а саме

системи

Л. [2 ] = 64 (x)

А2 [z] = 02 (x)

-

і

Лkz [z] = 0+ (х) ,

де

Air ) = Мі О ) — АN: 0 )

дzi

М. [2] = + Ви 24 + B. 2 + ... + Bн 24= +дх

Niz (2) = aji 2, + а21 22 + ... + ан22

(i = 1 , a , ... , k) ,= а , Е

за тих самих граничних умов

21 ( 0 ) = 2 (21)

2, ( 0) = 2 , ( 2 )

2k (0) = zь (21)

легко вивести , через частинну інтеграцію виразу :

k 2

i=10

{zLix[ ] +y, A, [ у]} dx ,Air

що Green-iв тензор (а) має щодо другого аргумента $ ті самі властивості,

що й до першого , а саме він періодичний :

Гr (x, 0) = Г (x, 2п) ,

всі функції Гу (x, $) , як функції від $ , разом зі своїми першими похідними.

по 3 суцільні скрізь, за винятком точки

= X ,

ofij

i ,i ºp !де і самі функції Fi), і похідні мають скінченні розриви .
д

Систему функцій

пфо,пФ 1 , ...пФіт, ...

«Ф20 , « Ф24 п ,«Фәт , ..21

« Фko , « Фен ,..., « Фіт ,
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візьмімо в формі

30
0 ... 0

о .
cosx0... 0 sin x 0 ... 0 cos2x 0 ... 0 sin 2x 0 ... 0|

о .
cos3x 0 ...

1

о ... 0 0 2х |0 | 0 cosx... 0 | 0 sin x ... 0 | 0 cos 2x... 0 | 0 sin 2x... 0 | 0 cos 3x ...

00 ..

1

2

оо COS X оо sin x 10 0 cos 2x Too sin 2хТоо

Перепишімо тепер рівність (404) розд. IV (вип . I) у такій формі :

в 2 ь

( m ) ( )

Ujm (s)
-

a g = 1

1 >

гос ) ta'G
( )

agal aj =

- (%, x) Mge[z - zn]dx- JER'( , x) Nge [um ] dx

( j = 1, 2, ... , k ),)

що очевидно перетворюється так :

и m(t)= $ г /(t, x)Rm[ Мре [z]] ах – ЕР(6, x) New [um) ax (506 )

( j = 1, 2, ..., k ),

де знак Rm[ M gr[z]] означає остачу т-ої суми Fourier-ової функції Mglz].

Далі через частинну інтеграцію першого члена правої сторони рівно

сті (506 ), дістаємо

Гgi ( , x)
Ujn ( )(1 = 2 Rm Mgx[z] Rm

21R (%, x ) Nge[um) dx (507)

( j = 1, 2 , ... , k )j= ,

Із рівностей (507) виводимо, що порядок малості різниць :

Ujm [ z] = 2 ) — 2jm (508)

( j = 1, 2, ... , k)

є не слабший за порядок малості величин :

Б

dxconstRolfMcafe) dx].- Foreca en [iMalz]dx]–- ] )]

- се

age

k

( ),

agal

г. | 1 м . -lejas |[z]dx
Rm

(g = 1 , 2, k)

Звідси висновок, що коли функції

f , f., fo

суцільні на інтервалі [0, 2п) та справджують умови

f (0) =f (21)

f(0) =f (21)

f(0) =f(21)

11. Кравчук . 910.
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то порядки малості різниць (508) є не нижчі за порядок малості числа

In m

m

8 45. Про точність наближеної розв'язки у випадку рівняння

з частинними похідними

Обмежмося випадком , коли у даної задачі еліптичного типу :

.

Lxy [z] = F(x, y)

Uі[z] = 0
(509

(l = 0, 1 , ...)

з однорідними лінійними граничними умовами на контурі з обсягу S

існує задача спряжена :

Лху [ u] =Ф(x, y

V.[ 2] = 0

( l = 0, 1 , ... )

Тоді Green -ова функція G (x, y ; t, т) задачі (509) є суцільна функція

всіх чотирьох аргументів :

x, y ; , п

так само, як усі її частинні похідні до порядку ( k — 3 )-го включно . Щодо

всіх похідних

дь-26

Oxa dys azy ona

(а + в + + = k— 2)

(k—2)-го порядку, то вони скрізь в обсязі S суцільні , як функції від (x,y)

1 як функції від (€ , п ) за винятком точки

х= ; у = 1,

де вони стають нескінченними так само, як lgr, де

r= f ( x - 3) + ( y - n)?

Нарешті , похідні (k— 1)-го порядку мають ті самі властивості суцільності,

стаючи в точці

х= ; у = 7

1

нескінченними такого порядку , як

.

Нехай система функцій

Ф% ( x,y) , Ф, (x, y), Ф, ( x, y)...
(510)

є повна , ортогональна та нормальна в обсязі S.
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Нагадавши зазначення та результати розділу VI, бачимо, що порядок

малості виразів

2 — Zm

дz дzдz

дх

дzn

дх ду ду

(511 )

дь - 2 zm дz — 2 Zm д - 2 znӘ —22

дхі — 2

:-2

дxt-3 ду

ду -22—

ду * -2
9

ду - 2 д-зду ду - 2

( )

3

Am ху

( s)

є не слабший за порядок малості виразу

, SS Nay [G (x, y ; £ , ) ] Rm [M :n [z]] dě dn
(512)

де знак Rm [ ] означає остачу т-ої суми Fourier щодо функцій (510) ,

a NewUе оператор порядку не вищого зa k—2 (пор. Додаток 1 ) . На

правій стороні формули (512) можливе однократне застосування Green

ового перетворення в формі :

Дn = Nev [G (x, y ; 6 , 7] Rm | | Mn [2] d '] dn —
S ( , n z]

(513)

a

Nxy [G (x, y ; $ , n] Rm [ S M <q [z]dɛ]dě dn

або в формі :

Дn = Ney ( Q ( x, y ; , 1 ) R» ( м ., [2 ] dr) d ; —G n

(514)

|Rm [ ] dn dę dn: 0
ди

Звідси робимо висновок , що порядок малості всіх величин не слаб

ший за порядок малості величини :

Rm [SM:n[z]dn] (515)

- 1a y м = ,)PS д

Am $ -

ст

– 4 % . ( (x, y, 3 , )R- 13 м, ( 2) an] && anN Q tху

( S )

м 1=

Напр . в окремому випадку , коли Lху є оператор еліптичного типу дру

гого порядку, а умови на контурi sє

z/s = 0 ,

при чому сам контур s прямокутний , то величина (515) є остача скінчен

HOї звичайної подвійної Fourier-ової суми функції , що не менше як один

раз суцільно диференціюється в обсязі s (бо вважаємо, що F ( x, y) має

Цю властивість) . Тоді напр .

(S)som Nay [G (x, y ; 6 , 7)) Rm 1% M: [z]dědn* ( x , | М ; 2

ах | r. | 3 м1:14 - 13% Мtajjata,Mom N [
д

[ Am | < max | Rm сті [2] dn [
( S ) |
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Отже остаточно в цьому випадку рівності

za 2m

дzm

S
B
S

дz

дх дх

дzmдz

ду ду

д-22 д-2zm д - 2 zmдk -22

дxt –здудx4—2
9

де —22 дk —22n

ду —2 dyk ?дxt - 2 дх - 2 ду

мають похибки порядку малості не слабшого, ніж т-а звичайна Fourier

ова сума функції, що в обсязі S суцільно диференціюється по обох
змінних.

/

H
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Додаток 1

Деякі узагальнення при доборі операторів у застосуванні

способу моментів до рівнянь з частинними похідними

Наступне узагальнення схеми розв'язання загальної задачі параграфа 13 ( розд. VІ) може

мати значення для задач несамоспряжених, а також з погляду теоретичної викінченості

способу моментів .

Нехай дано рівняння [пор. формулу (101 )

х

Lay [2 ] =
Ak-a,a(x, y)
А

ak ,

дх * -адуа + 24--,,а(%,у )

-1,

t ...

dxk - lagyaa = 0

... + A oo ( x, y) 2 = f ( x, y ) ( 1 )
00

еліптичного типу з єдиною розв'язкою в обсязі Ѕ при будьяких лінійних однорідних гранич

них умовах.

Візьмімо оператор Mху [ ] з усіма тими самими коефіціентами при похідних вищого

порядку, що й оператор Lxy ) , а в решті членів довільно:

а * , ak — 1₂

Mxy [2] = 2A -a (x,y) + Be-i-a (x, y)декадуа д - 1 - ду?

k

+ ..

ад a = 0

... + Boo ( x , y ) 2 (2)00

(пор. формулу (102) ]. Отже тут не вимагаємо, щоб старші похідні в операторi Nху | | були

порядку не вищого зa k—2; вони можуть мати й порядок k—1 :

k—1

д - 2

Nху [:] = 2ck-1-a,a(x,y)t + . + Coo ( x, y ) : ( 3 )

дxt - 1 - аду
-1 - a

aa0

Нехай функції , (x, y) справджують ті граничні та початкові умови задачі, що й функ

ція 2, а функції

Mxy [ T ] = (x, y) (4 )

( i = 1,2,... ) ,

творять замкнену систему.

Тоді має силу таке узагальнення твердження, даңого на с. 40 част . II цієї книги :

Хоч би які були коефіціенти рівняння ( 1 ) і функція f ( x, y), вираз

* m= am) P1 ( x, y ) + am) 2 ( x , y) + ... + am) фт ( x, y),Ф1 © (5)т

хе числа от справджують систему лінійних рівнянь

JLxy I2ml - ) Ф , ( x, y ) dx dy = 0 (6 )

( S)

(i = 1,2, ..., т ) ,
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є таке наближення функції г, що

2 = lim 2 m
тэр

д ' ,

Ijm

o'zm

*ду ?

(7)

дх!-аду" тэрда

49

( E
= 1 , 2,

a = 0 , 1, ... , - ?)
та

2

-

ha
(8)

°

Для доводу

д - 1 , ak - Izm
lim

dxdy == 0

тэр дxt- 1-"ду " дх*-- ду" ,

( S)

- відомим способом (пор. розд. VI, с. 40—41 ) виводимо нерівність

SS ]55 22y(1m )dx dy < SS (Nxy [um ] + em ) dx dy ,+ )* ,
9

т

( S )

де

11 м
(10

m

Крім того, коли G (x, y ; Е , т ) в Green-ова функція задачі ( 1 ), то, як відомо, буде

ит ( x, y) = ( L: [uml - G ( x, y , i , т.d ; dn
( 11 )

(S)

Звідси :

Olum O'G ( x , y; 5, т)

L: [" m]
don

дх!--дуа

( 12)

dx - a aya
а

(s )

1 , 2, ...,

(а —
. , k — 1

O , 1 ,

Найстарші похідні функції Gв цій рівності є порядку k—1 . Вони стають нескінченністю
в єдиній точці:

x = y = 7 ,

і порядок цієї нескінченності не вищий за порядок величини :

( 13)

1

r

1

у ( х – с) + (у - ті ?

Отже всі похідні функції G до порядку k—2 включно в формулах ( 12 ) інтегруються разом

із своїми квадратами , і тому до нихможна застосувати теорему замкненості. Щождо полі

них порядку ( k — 1)-го, то доних цієї теореми застосувати не можна . Описавши з точки

( 13 ) круг традіуса р, введімо функції Н -1, ( x , y; 6, 7) та h -1, ( x , y; 5, 7 ) за такими умовахk

не - 1, а

ak - IG

дх* -1 ° дуа
скрізь поза кругом 7

1 ( 14)

н - 1, а
- 0 у крузі Ү

-

ht - 1.a = 0,

скрізь поза кругом у
( 15)

1-1,а

д - G

дxt--1 - аду у крузі т

Для функцій Н - 1, теорема замкненості має силу.
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Тоді, на основі рівностей ( 6 ), можемо переписати рівності (12) так:

a'um

дхнаду
Lan [um] .ôi ,c dędy ( 16 )

(3)--- .SS

( E * - *) ,

||.:n lu,1 4,-1.a +h - a)at ay.

2- 0 , 1 , 2 ,... , k

0, 1 , ... , 1а

1 attum

( 17)

де - - аду?
( S )

je

lim JJ roz., d; dn = 0 (18)
məю ( s )

im ra -..а «; d = 0
? drk— ( 19 )

( S)

Крім того, можна, збільшуючи число т, одночасно так зменшувати число р щоб, не по

рушуючи рівностей ( 18 ) та ( 19), добитися й рівності :

iim If rh -1, d; dn = 0 ( 20 )

р
ор

(S)

Через лінійну комбінацію рівностей ( 16) та ( 17) легко дістати тоді:

Nху [um) = ||Јун тал .
=

1

Len [uml - бет de dri,

vr
(21 )

( S )

еxe m є лінійна функція від величин үгй, , үг Ак-1,a, y = ht-1... Застосовуючи до ви

разу ( 5) нерівність Буняковського, легко дістанемо:

кол.:( +4,мал а . е . вт.( - | |Niy [um [um] d; dn
de dn

(22)

S) (s )

де

iim 550 ,d5 dn = 0
02,

(23)
pro

1

Далі, через інтеграцію нерівності (22) , доходимо результату :

2

w.tum) ax dy = 0 , tem ) at ay. (24 )т

( S )

Де

nm +0 ( 25 )

m - 00

Комбінуючи формулу (22) з нерівністю ( 9 ), остаточно дістаємо:

( 26 )

( S)

бm = JJ 2. [um] dx dy > 0
»

m = SS L'xy [um] dx dy → 0, ( 27 )

(8)

коли мэр.
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З другого боку, з рівностей (16) легко виводимо :

2

G
д'um

дх!-аду

(28)

2= 0, 1 , 2,

a = 0 , 1 , ... , 1

та з рівності ( 17):

( ) <... ,-- Ј

( * -*)

( 2) -! Зандаа тул м ++2лва. SS ;

ady << о - тан ( а: от 1- әре -сетиESS -

a * - ' um 1

dn : 2 ,
(29)

дxt-i- ду“.
(S) ( 8 )

звідки:

-um

-“ ду}
dx ht ) constmax

( 30)
-а

dxt

(8) ()

Нерівності (28) та (30 ) дають остаточний результат:

2m 2

a'zm o'z

dx' - aaya dx ' - aay

11 = 1,2 , ... , k- 2 (31)

"= 0 , 1 , ... , 1(... )

SS {
-13

dx*-1-aaya

д- ,

Oxk - 1-adyaа
dx dy-0

дуа

при т» Ф. Формули (31 ) являють собою довід збіжності способу моментів у нашому уза

гальненому випадку . Так виявляється результат:

Наближена розв'язка 2т задачі ( 1 ) , здобута способом моментів,

збігається разом із своїми похідними до порядку (k—2)-го включно. По

хідні порядку (k—1 )-го і вираз Мzy [2 ] збігаються в середньому.

Нетрудно оцінити порядки похибок формул (31 ) і взагалі розвинути для цього найза

гальнішого випадку всі подробиці, що їх дано в розд. V—VI цієї книги.

Подібні твердження можна довести для рівнянь гіперболічного та параболічного типу.



Додаток II

Про розвинення в ряди розв'язок лінійних диферен

ціальних рівнянь

81

Ця замітка обмежується такою задачею (див. випуск ): визначити розв'язку (x) рівняння:

L (y) = м ( у) + ( y ) =f (x) ( 1 )

на інтервалі [a, b ], де

dky d - y
и [у] = + А. (2 )

dr “
dxt -it ... + ARY

N [ у] = а ( х )
dx *

+ ... + ax ( х ) у, (3)

якщо розв'язка справджує лінійні однорідні умови :

he

Uily) = 2 a) + 2s22(6)= 0
(4)

(i = 0,1,2,... , k - 1 )

І коли відомо, що за цих умов така розв'язка існує та є єдина.

у формі ( 1 ) можна записати всяке лінійне диференціальне рівняння k-го порядку, і при

тому на безліч способів. Для дальших міркувань зовсім не істотно, щоб коефіціенти

А. , А., ... , Ak (5 )

були сталі числа. Досить тільки вимагати , щоб рівняння

м[] = F (x) (6 )

за умов (4) мало розв'язку і при тому єдину . Практично важливо, щоб ця розв'язка легко

визначалася , що здійснюється, коли коефіціенти (5) є сталі.

Ми покажемо, як можна фактично в скінченному вигляді, з допомогою самих елемен

тарних операцій , збудувати такі дві системи функцій:

Ф %( x ), фі (x) , Фо ( х ), ... ( 7 )

та

V.( x), ( x), №2( x ), ... , ( 8 )

замкнена ортогональна й нормальна, щоб розв'язку y ( x ) можна булощо з них друга є

подати в вигляді:

(9)

де числа

y = f ( x) +f(x) + f ( x) + ... ,

fo, f , f. , ... ( 10)

€ Fourier-ові коефіціенти функції f ( x ) щодо системи (8), тобто:

-і по
fi = | f (t) Wi ( 0) dt' i t ( 11 )
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При тому ряд (9) не тільки збігається , але диференціюється почленно k — 1 раз, отже
правдиві й рівності :

dy

-fo6(x) + ff (x) + f (x) + ..,dx

dy = +5+' s!fo? (x) + f ( x ) +f", ( x ) + ...
dx2

(

(12

« *-1

= fu ? - ) (x) +ft- (x) +ft- ) ( x) + ...dxtil

s 2

Як показано в розділі ІІ вип. І, коли належно добрати коефіціенти ( 5), то всякій замкве

ній системі функцій :

Ф.( x ), Ф.( x ), Ф. (x) , ...
(131

( 141

на інтервалі [a, b] однозначно підпорядковується система функцій :

Фо( х ), а ( х ), ( x ) , ... ,

що справджують вимоги :

М [ m] = Фm

Uі [ т ] = 0

—

( 15)

( i = 0,1, 2, ... , k – 1 ; m = 0, 1 , 2, ... )

Доберiмо систему ( 13) як ортогональну та нормальну . Тоді загалом кажучи , функція f(x) на

інтервалі ( a, b) розвинеться в ряд:

f ( x ) =СФ%(x) + с Ф.( x) + СФ- ( x ) + ... ,
(16)

що його можна почленно інтегрувати. Коли задати функцію f(x) надто загально , то розви

нення ( 16) може не існувати , але, як знаємо, досить функції f ( x ) бути інтегрувальною разом

зі своїм квадратом, щоб існувала рівність

lim усі[ {f (x) — Ус Фі ( * ) } ? dx= 0,
(16 )

m = 0р і- 0

де

b

сі f( ) ( 17)

тобто рівняння замкненості :

- злоу», уап,(1

ў -etd++

ь

f (1) dt = съ + c + c + ... (16")

а

Наступні висліди будуть однаково правдиві і в цьому загальнішому випадку.

Нагадаймо, що поруч рівності типу ( 16) або (164) повинна існувати така рівність:

y( x) = y% 20(x ) +1+ ( x ) + ya's( x) + ...

разом з наступними:

dy

- yos ( x ) + yet (x) + уу , (x) + ...
dx

(18)

( 19)

dk - ly

- у. ( - ) ( x ) + y =(*- )(x) + y ( - ) ( x ) + ...)
-1 1

dxk
1
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( див. розділ III вип . 1) . Ряди ( 18) та (19) незручні тим, що немає, взагалі кажучи, практичного

способу обчисляти їх коефіціенту уi. Щоб цьому запобігти, розгляньмо функції:

L [ m ] = Фm + N [ m ] (20 )

(m = 0, 1 , 2,...,)

що утворюють систему замкнену. Зортогоналізуймо цю систему, для чого очевидно досить

замінити функцію Фm ( х ) сумою

фт(x) = сто ( x) + ( т) ( x ) + ... + amm(x)m + а (21 )

з відповідно добраними коефіціентами ат), а саме за умовами:

ь

j )L )L [Фm ( x)) L [ Фо ( x )) dx = 0

а

L [m(x)] L [ (x) ] dx = 0

(22)

L (+m(x) ] L (@m-1( x)]dx = 0
аf.tem

j L em =
m )

L (Wт( x)] [#m( x) ] dx = 1

а

Очевидно маємо:

L (Фm( x ) ] = а(т) L ( +(x))+ ( т) L ( ? ( x )) + ... + am) L [w m(x))т

Увівши зазначення :

m ( x ) = L (9m ( x ) ]. (23 )

утворімо Fourier-ове розвинення :

f( x ) = Уfi Ti (x), ( 24)

1е очевидно

ь

fi = f ( x) : ( x) dxf:

ка
( 25)

Назвімо через G (x, 5) Green-ову функцію задачі ( 1 ) - ( 4 ). Тоді з (23 ) маємо:

Фm (x) = | a (x, 5) * m(5)d:
а

mix) =
дG ( x , 3 )

- Фm(5) d;
дх

(26 )а

т k — 1

дх*а

ра*-G( x,E)о

–(x) =) 5 Фm(6 ) d:

Помноживши тепер обидві сторони рiності (24) відповідно на

дG (x, 5 ) —1G (x, E)

(

дх Ox * -1

Gtx, 4 ). (27 )

(
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та проінтегрувавши, дістанемо :

ор

y ( x ) = f x)= ;

2 {* *)

dy( x )

dx
ул.:(x) (2)

0

d - y ( x )

Eff- (x),
xdk - 1

що й малося довести .

Цілком подібний результат дістанемо, коли за функції Ф, візьмемо фундаментальні фун

кції задачі:

м (+(x)) = ( x )

U , ( ) = 0.
(3)

( i = 0,1,2, ... , k -1)

отже коли визначимо і функції Фm (х) і функції Фm (х) з умов (29), узявши за і відповідно

значення

2.0 , 1 , 2 .. ,

характеристичних чисел задачі ( 29 ). Розуміється, це, загалом кажучи , можливе напевні

тільки тоді, коли умови (4) такі, що дозволяють збудувати задачу (29) як самоспряжену.

Ці самі міркування й результати правдиві і для лінійних рівнянь математичної фізики

кількох вимірів.

Нарешті, очевидно, що коли є змога розвинути функцію f ( x ) безпосередньо за фун

кціями L (+m) , то роль функцій Фm (х) можуть грати самі функції Фm(x), і спеціальна

ортогоналізація не потрібна .

s 3

В окремому випадку, щоб визначити розв'язку задачі самоспряженої:

L [ у ] = M ( y) — AN [ у] = f ( x )
(31)

UA [ у] = ) (32

( i = 0, 1 2, ..., k - 1 ) ,

можна вести обчислення за наступною схемою, цілком подібною до попередньої:

1. Визначити характеристичні числа м та фундаментальні функції самоспряженої задачі

М[*] = 0 (33)

Ule] = 0 (31)

= , 1 ,( i = 0, 1 , 2, ... , k - 1 )1

тут для скорочення дальших міркувань та записів уважатимемо, що сума

Σ Р.на |

збігається.

2. Ортогоналізувати та нормалізувати систему функцій L [ ( x ) ]. Нехай ортогоналізація

заступить ці функції функціями Wi ( x), а функції фі ( х) відповідно функціями фі ( x) — так, що

LIQ ( x)) = (x)
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3. Обчислити коефіціенти

1

fi = f (x ) ( x )dx

Тоді шукана розв'язка знов дістане вигляд нескінченної суми :

от

y ( x) =

2(*),

що k — 1 раз почленно диференціюється та справджує умову:

12 2

.ile_P- 2 )$ }
dky( x)

dxk

lim

m=0 a

fifatx)
dx = 0

Істотний пункт обгрунтування цього висліду в знову факт, що система функцій Lvi ( x ))

на інтервалі [a, b] в замкнена. Довід цього твердження, як відомо, зводиться на обгрунту

вання такої теореми.

Коли

Фо ( х ), Ф. ( x), Ф.( x ), ...

е будьяка замкнена на інтервалі (a, b) система функцій, а функції фі( х ) справджують рів

вості:

М[e] = Ф.

U [ * ] = 0

(i = 0, 1 , 2,..., k- 2)i = , 1 k—

(в окремому випадку задачі самоспряженої за функції Фі та фі можна взяти й розв'язки

задачі (33 ) — 34 )], то сума

ym ( x) = am) ( x) + am) ( x) + ... + am) • n(x)
(

Визначена з рівнянь

Г ( L [ym) —fix)} PAx)dx = 0, ( 35)

(i = 0 , 1 , ..., т )

гає властивість:

lim ym ( x) = y (x )

м=

Пlm
dym ( x) dy(x)

dx dx
mp

( 36 )

1 ym( x) at-y(x)
lim

—p dx4—1 dx - 1

lims( –
dtym( x) d = y( x)

dxk dxk
dx = 0 ,

тара

Ідки випливає ще й залежність:

ь

lim | L ? [ у —Уm] dx= 0,ģ ° - ym = (37)

тар ,

також

lim Mºly – ym) dx = 0 (38 )

(

мо
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Як бачимо, виходить на цій підставі , що замкнена не тільки система функцій L [ ? ], але й без

ліч систем функцій;

Л [ i] = Р (х) * (x) + Р ( х)= - (x) + ... + P (x) (x))

( P ( x ) > 0 , i = 0 , 1 , 2 , ... )

1Рівності (36 ) правдиві й для однорідної задачі, тобто для випадку :

f ( y) = 0,

якщо у неї є єдина розв'язка, коли коефіціенти ат) піддати , обмеженню напр.:

ь

| N ?[ ym) dx = 1

a

Поки ми обмежуємося випадком звичайної ортогоналізації функцій Det ( x)], ми не ви

ходимо щодо результатів поза межі способу найменших квадратів і використовуємо для визна

чення коефіціентів наближення у власне не рівності (35 ) (або їх лінійні комбінації) , а віз

повідні рівності, характеристичні для способу найменших квадратів:

{ L [ym) – 1(x) TL [ , ] dx = 0— Kr 0

(1 = 0 , 1 , ... , т)

Але ідея узагальненої ортогоналізації в зв'язку з наведеним тут загальним результатом (36),

(37) та (38 ) дає змогу надати вислідам цих трьох параграфів безліч різних інших і при

тому зручніших форм. В останньому параграфі ми повернемося до цієї думки, щоб спини

тися коротко на ортогоналізації функцій L [ * ] з допомогою функцій Ф , тобто до безпосе

реднього використання саме рівнянь (35).

Зазначмо, що з погляду принципіального ні звичайна , ні взагальнена ортогоналізація

в нашому розв'язанні задачі (31 ) — (32 ) . Але практично вона

може стати в пригоді в багатьох важливих випадках .

не являють нового елемента

$ 4

Спинімося ще на самоспряженій однорідній задачі

L [ у] = M ( y) — N[у] = 0 (39)

Uly) = 0

(i = 0, 1 , 2, ... , k — 1 )
Знаємо, що

y ( x) = а,Ро(x) + ain( x ) + а222( x ) + ... ,

де функція о взято згідно з умовами ( 33 ) - (34) та знормалізовано, а коефіціенти і справ

джують рівняння :

anал — (аох *) + a *) + asth + ...)
)

art

( h = 0, 1 , 2, ...)

якщо

11

( h)

" n

Щоб ці рівняння мали нетривіальну розв'язку , за 2- треба взяти полюс матриці:

(0 )

70 71 72

9 ):) :)
Г : (40)

- ) :) :)

ј м?, (x)Je»(x) dx

. .

. .

. .
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Детермінант

11- ari

збігається, що випливає із збіжності рядів
1

X (twi' » ў ?%
та

Σ |1
1 , һ.

Отож полюси матриці г- визначимо з рівняння ;

| 1- Г І = 0 (41 )

Щоб розв'язати це рівняння (в загальному випадку трансцендентне), можна застосувати ,

напр. , спосіб Craeffe, але обчислення були б, взагалі кажучи , надто важкі. Вони дещо полег

шуються тим, що звичайно в самоспряжених випадках , напр. , у найпростішому:

N [ у) = а ( х ) у,

маєКо :

10 = )

Здається зручнішим до застосування Laguerre-iв спосіб. Його якраз можемо тут з певністю

вжити, бо всі корені рівняння (41 ) дійсні; те, що воно, взагалі кажучи, не алгебричне, тільки

неістотно змінює схему обчислення .

Нехай в будьяке дійсне число, що його хочемо взяти за перше наближення кореня

рівняння (41 ) . Тоді рівності ( 39 ) перепишемо так:

' (autot) + arch) + .. . ) + ah = ( – ) (a,т . ) + a.r * + ... )1.

Бачимо, що досить систему функцій :

М ( №t ( x)) — ' N (Фt ( c)] =
-

L ( ( x )]

А = ?

-ортогоналізувати, щоб мати змогу переписати ці рівності простіше:

bn

— Х
b, th) + h,th) + bəzh) + ...,

1

е виразн ам) не трудно подати через 10. Отож числа :

1

і — !— ?

полюся матриці :

.

• а) со

4 4 :)

?? ?

!

и чому

1

( — ?

{ , }
Su= y - ХІМ"
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Якщо ? лежить поміж двома характеристичними числами, то звідси наближено визначима

двоє з чисел і, сусідніх з числом 1 ':

1

11. — 11 ~Д.
.

у 2 { {М }*
1 , h = 0

Узявши д ' за поправку для наближення , повторюємо з сумою:

2 " = ' + Д ?

те саме, і т. д. Коли дальші наближення вести монотонно, тобто раз-у-раз в напрямі збіль

шення або зменшення, то процес конче буде збіжний , і ми довільно зблизимося до характе

ристичного числа .

Отож визначення характеристичних чисел нашої задачі можна звести на такі операції.

1. Визначення чисел м та функцій фі ( х ) із умов (33) — (34).

2. Визначення інтегралів:

Ф,(0)— je,tx ) , ( x, yax
a

( h ,1 = 0,1,2, . . ) ,
.

де

0;(x, 2 ) = L [ ei ( x ))

3. Ортогоналізація та нормалізація функцій:

ві ( x, 1) = . М [ p ( x )] - N [ 't ( x ))

отже визначення коефіцієнтів а ) сум:

¥ ( x, A ) = а(% ) 0,( x, A) +') 04 ( x, 2 ) + . +a20) 0 ( x , A )
.

або самих цих сум із умов:

* ( x, y) Wh(x, 1 ) dx = 0едa 2) Для

«° udr» [v (ая, , 1) dx =

( 1 + b)

1( x, ) ө ( x, 1. ) dx = 1

Вони за зазначень:

(x) = а.с.) (x) + (1) +1(x) + ... + 90 )+(x)Ро

та

с" ( ) = fer(x, ) *.tx, 2) axW x
а

( 1, h = 0,1,2, ...)

дають залежність:

рь ор

$ 144 – і іtѕ,ѕ ) аѕ – ( «° әу» + « ә » + ... + « о » 1 .{ W = (xx dx = {( ( ) + («(0 )
?

+ (
1, —0 а

де обидві нескінченні суми збігаються для всякого А.

4. Обчислення суми :

А? (0) = {(а ))' + (as)* +... + (af) ))*}k's " а
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5. Обчислення чисел 2 " , ".. за формулами :

2 ' = ' +
1

A ( )

1?m = " + Ас )
1

A (

Задавшися наперед бажаною кількістю певних цифр, спиняємося в обчисленні тоді, коли два

послідовні наближення вже не дадуть різниці в цих цифрах.

85

Можна для виразу А* (0 ) дати остаточну формулу, зведену на самі величини Фі, 0 ). Зау

важко для цього, що з умов ортогональності та нормальності функцій Фh( x , ) випливає :

« 91) Фо (а ) +aw) Фо0) + ... +aw) Фю(0) = 0

« Р (1) Фо,- (0 ) + 9 а ) Ф ., - (0 ) + ... + с )(0) Ф ,-0) = 0

1

« ? ») Фо (1) + « ? »)Фu0) + ... + ='' )Фи( %) = 0)а

Назвавши дz ( 1 ) детермінант:

Фоо1) Фо( ) ... Фо( 1)

Ф10 (1 ) Ф (1) ... Фn (1)

' ю(1) Ф11) ... Фа ( 1)

Виводимо:

дд,( )

дфа )

a )(0)
VA, - (0)4,1)

(i = 0, 1 , ... , 1)

Коли ще зазначимо матрицю

Фо(1) Фо.. , Фю ( )

Фо (1) Ф1 ... Ф1 (1)1

Фо , 1-11) Фа , г- 1) ... Фі, г-(0)

1 4 До+

через 4,0), а її транспоновану через д'А), то дістанемо легко:

| А ,(0) Д )| |3,0)Дл)|
A9 % )

+ ...

До( 1)
+

До(1) Д , (1) Д400 ) A, ( 2 )

На підставі відомої Наdаmаrd-ової нерівності в теорії детермінантів виводимо, що

д- (0) Ф (1) < ДА)

12. Кравчук. 910.
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Крім того , очевидно ,

14,1 %) ДФ)| > д .- o) -

Перемноживши ці дві нерівності , дістанемо:

|41) Д. ) |Д 1

Д- (1) Д , ( 1) Ф (1)

Qтже

A * ( ) >>А?

1

Фоо ( )

Коли для одного з чисел х", " , ... остання сума є досить велика , то це й забезпечує

достатню близкість цього числа до шуканого характеристичного числа , бо

1

~ А(1)
А — (i)

ѕ 6

На підставі сказаного в параграф 3 покажімо, що неоднорідна задача ( 31 ) - (32)

маєрозвязку в формі ряду :

y(x) = foo( x) + ft + (x) + f, f (x) + ... ,
(42)

де функції

Фf(x) = L [2(x) ]

в лінійні комбінації з функцій

L[+ (x ) ] = p, ( x ) — AN[ 'f ( x )).

ь

=

визначені через таку взагальнену ортогоналізаці ю:

беля( * ( x ) M ( ( x ) dx = 0

ј м2( x) M ( x )] dx = 1
(43)

Ця ортогоналізація є можлива раз-у-раз, коли тільки однорідна задача (31) - ( 32) не

має розв'язки типуЎ Р.tP ; ( x ).

Так само можна було б перевести взагальнену ортогоналізацію функцій (х ) з допо

могою рівностей :

f (x) Mth(x) dx = 0
(11)

у

b

b

[ ]* ( x) м [ ' ( x )] dx = 1
а

Рівність (42) випливає з рівностей (35) , що їх можемо переписати так:

[{ LLУm) – f(x)} M[? ]dx = 0м 2
-

(h = 0, 1 , ...т) ,

поклавши

ym = bom o + ь (т) +, + ... + + +) , ьт)
m
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Із них та з умов ортогональності (43) виводимо:

ь

бо( m

6, ®) = f (x) MI№w lах- j f axТле ,

® 41 % мг,14х + ь, m) = f ( x ) м [ + ] as

ът” д %) мг,jax + ь" ( 11м(+jax + bm) = я») м ( + ) ax

М

(45)

f ( x [ + ] dx
а

Із цих рівностей визначаємо послідовно коефіціенти ьт); бачимо, що вони не залежать від т.

Цим доведено рівність (42) 1 дано спосіб обчисляти коефіціенти ft."

Коли б ми натомість звернулися до ортогоналізації (44 ) , то замість рівностей (45) при

Йшли б до не таких зручних:

j f ( x ) M ( m ] dx

b

( т).
m

Бm J LIm) M ( n - 1) dx + ь )= f f(x)M (?» — ]dxм m - 1

a a

» 4er) м( -дах + " - м )j Elm- ) M (№m-jax + bm- ) = f fix ) МФn -Әдах-
--- 1 )

м т — -

а

що не дали б коефіціентів ( т), незалежних від значка т.

Уявімо собі, наретті, що за фі узято фундаментальні функції задачі ( 33 ) ( 34 ) та що

задача ( 3 ) — (32) є самоспряжена. Тоді умови (43) та ( 44 ) стають тотожні, і їх запи

шемо просто так:

( h + 1)

| |(x) M +h(x)dx (46 )
1

(t = 1)

Справді бо, тоді , (x ) та Th(x) еT , ( x) є лінійні комбінації з функцій ( х) і умови (43 ) (крім

останньої) є, напр., рівноважні з такими :

( == {а

x, flete )L [ * ( x )] wh ( x) dx = 0 ( h ) (47 )

а

Зважаючи на самоспряженість задачі (31 ) — (32) , маємо:

ь

ј се lеh dx =f -ген Терах,AL

1 тому рівності (47) можна переписати так :

2. J L[ h] , dx = 0
( 1)

( h )
Jah

а

Це показує , що для цього випадку умови (44 ) є повторення умов (43).

Крім того, тоді система рівнянь (45 ) зводиться на таку:

ь

ьт
от) = f fix)MIYAx)dx,м ]

1 мн доходимо твердження:
І
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Розв'язку неоднорідної самоспряженої задачі (31) — (32) можна

подати у вигляд1:

y ( x ) = ( х) і ) мү®40) at

Щодо неоднорідної системи (39), то висліди параграфів 4 та 5 лишаються правдиві, коли

числа Фh ) замінимо такими:

Фh ) = f L.(x)) M[ x)] dx,

ъ

- Т.

але обчислення не раз значно спрощуються .

Цілком ясно також, що коли старший коефіціент у виразі L[ ] є не одиниця, а будь -яка

функція :

B ( x )>> 0,

то досить у виразі м [ ] узяти такий самий старший коефіціент, щоб усі наші висліди зали

шилися правдиві. Ця увага дає змогу замість звичайної ортогоналізації — ортогоналізувати

з вагою B(x)

8 7

Напишімо розв'язку самоспряженої задачі (31 ) — (32) у загальному вигляді, виходячи

з представлення в формі ряду:

У(x) = У1(*),
10

де функції фа ( х ) є розв'язки задачі ( 33 ) — (34), ортогоналізовані рівностями:

j LL.J}м( +))dx = 0 (i #3)

| LIV ) М ? )dx = 1

Увівши зазначення :

( 4 ) M ( ] dx = а) .

каємо :

00 Po1 Фоn

910 №11 Pin

° n 1,° n 1,0 n 1,1

Фо ( x ) фа ( х) P( x)

Тут , визначимо в умови:
b

4,1 мг,1 dx = 1 ,

що дає :

1

| Lt?l em dx =.+ Рn
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і остаточно

200 Poi Pon

10 911 Pn

in . 1

Рn

Un — 1,0 & n — 1,1 ... 9n - 1 ,n

1

Ono oni
.

Conn

Отож, увівши зазначення :

900 901 Фот

$10 911 Pin

An ( * ) =

On - 1,0 on-1,1 In — 1 ,n

Pol * ) 1 ( x ) .. On(x)

soo goi Pon

An =
901 911 , Pin

.

Фno Oni
.

Опп

маємо:

4m(*) – An( 4)
μη Δη

Так приходимо до висліду:

Mko )the money toy ( x ) =

4.(t)Δο( x)

Hono to
Δι ( α )

dt +

A. Mi A1

Δι (t ) 42( x )

f (t) dt +

A1 H2A2

f (t)S860)HAR
I
SA

Δε(t)

dt + ...
ܠܕ

b b

Ab(x)
y '( x ) =

Śro
A1(x)A.( t)

4.

dt + s ro
Δι (t)

Δι

dtt

A1(x)

N242 $FC
42( t)

A.
dt t ...

ܐܠܘܠܘ HiA1

164-1 (x)
18-1)(x)=

MoA .4.)

A.lt) 4,44–1x)
f ( t) dtt

4. MiA1e
A : (t)

fro
A1(t)

Sf(t) dt +

41

A (4-1)(x) :
fit)

H24 enero dt t ... ,

Δ,

а також:

lim

m = 0 {MU 4:09f ( t)M [y] – M [24;(*)
4 ; (1)

dt ]}'dx = 0
Midi

dky
m

^ {*)(x)lim

M = OO

-

dx * 5660
Δ ,( t)

f (t) -dt}'dx = 0
Δ,ܐܒܐܐܡܨܬܪ

$ 8

Розгляньмо кілька прикладів.

1.
dạy

L [ y ] =
-

dx2
- xy = 1
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За умов:

у ( 0 ) = y (1 ) = 0

визначити розв'язку на інтервалі [0, 1 ] :

Нехай

м
d ° у

M[y] =
dx?

Тоді

Ф: (x) = x

(i = 0 , 1 , 2 ,...)

ri+2

(i + 1 ) ( i+2)

(i = 0, 1 , 2, ... )

х + 3 - x

L [ "; ( x )] = xi —
(i + 1 ) (i + 2)

Фа ( х )

?

1

Практично тут можна зректися ортогоналізації, бо права сторона нашого рівняння розвива
ється в добре збіжний ряд із функцій L [ i]:

L [23) L (РА )
1 = L (eo) + + +

1.2 1.2.4.5

L ( eo)

1.2.4.5.7.8

+ .

t ...$ 1

2

1

1+ +
4.5

1

+
3.4

1

4.5.7.8

1

3.4.6.7

{
L [ 5 ]

L [ ре ) + +
3.4

L ( 2 )

3.4.6.7 + ...1+
+ ...

Отже

у —

х2 .— x

1.2

+

х

+
1.2.4.5

х3 — x

+ ..
1.2.4.5.7.8

+

1 + 3.4 +

1 1
1

+ + +1.2 1.2.4.5 1.2.4.5.7.8

1 1

+ ...3.4.6.7

+
х * — x

+
3.4

х? . x10 .

+
3.4.6.7 3.4.6.7.9.10 + ... } ,+

або остаточно :

y =

х?

1.2
+1.2.4.5 + t .

1

1.2

1

1.2.4.5

1

+

y - 2.5 + 12.4.5.7.8 +...=

+ 1.2.4.5.7.8 + ..
+ +3.4.6.7.9.10+ ... }

х10

+

1 + 3.4 +

х

3.41

3.4.6.7

х?

3.4.6.7

++ ...

що зрештою можна вивести й через розвинення у ( х ) у Taylor'ів ряд .

II.
dy

L [у] - ( 1 + 2a cos tex ) y =
ах?

1
3

= at sin пx + as sin 2х + as sin3х + ... = f( x)

у ( 0) = y ( 1 ) = 0

Визначити розв'язку на інтервалі [0, 1 ].

Нехай

d ° у .
M [ y] M [ ] = ?а

dr
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Тоді

Р. = — it?

sin nix

F ( x) =
і п?

(i = 1,2,3, ...)

п x

а а

L(+(x)]= (1 + ) sin тix +sin т (і — 1 ) х + sin т ( 1 + 1 ) хп +
і ? п ? і? п ? ??

Систему функцій L [ дуже незручно було б ортогоналізувати в звичайному розумінні

слова . Ми пошукаємо суми

Фn ( x) = p®®,(x) + p ???( x) + ... +px)
( n ),

такі , щоб справджувалися умови взагальненої ортогоналізації:

L [+] , dx = 0[ * = 0Ф;

(i = 1,2,..., n - 1 )

Р: а( -0,1 %, dx = 1L *
( n)

Для цього очевидно потрібно і досить, щоб L [ + ] мало форму:
i

L [ ( x)] = P . sin cnx + sin 1 (n + 1 ) x

3 другого боку

L [+(x)] = p L [ ",(x)) + pn)L [",(x)) + ... + pm L [en(x)) ,

звідки рівності:

а

„) = 0

4п?

а

в" ( ) + n",( а

р " + pl" (1+ ) + ",е

Р " , +r " (1+) + " ide

4 г
( n ).

92

= 0

а

)
1

99p )42
= 0

16n?

а

( n )
1 a

Pn2 =

(n ) т? ( * ? n ? л ?2. — 2yrat + 2 (1 + 1)= ) + r " - 0, m - )!

Р. "., (n - iya + r. ” (1 +ne )

а 1

.1 )
1) т? ?) + р

(n)

+p n + (n + 1 )̂ T

Так дістанено :

)
а п?

4п ? .9m

р " -- * (1 +a ) pl".

Р " – " . “ (1 + 3 )(1 + ) -9 p ")= { q+ 9

» –{ ".В.Тве (1 + 3)(1++)(1+ а) + 16 (1++)} "

1
-

( n

р .

pn)
92 9 .
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та

(руг= 2n'm An 1
п

де

1 а

1+

.

0 ,
4.?

0, 0 . о

а а

1 + .

1 + e

е, 1 + де , а , ... ,

1

4n ?п ?
0 , 0 ,

92
. о

An

=

1

0 , 1+
16.?

0 , 0

0, 0, 0 , 0,

( n — 1) та »

1

1+
na?

Взагалі

1+
a

0,
12 » 412

0 , 0 , 0

*
* а а

1+ 0 ,
12» 92»4n2» 0 , 0

пn y2 а а

0 , 4 , 1+ 0,
912 » 162

0 , 0

» ,-2,

1+0 , 0, 0 ,
o , o ... —2 . 1 + - 1 л .(1 ) ?п ? ( n — ) т п***

Ф, ( x), ( х ). (х ), №3( x),... , Ф , -2 (a ), Фn - 1 ( x), Фа (х)ºn ,

Тепер маємо:

?

,
(n)

47( x ) dx - рі

( ) а

212
р 2.4т* -Pn

an

2n?т?

11

ло ҳарак-- -и" зая
= — р ” ,

y(x ) = p =(8) + [ ", p ?» | + ( x ) +

+ [ " = +r "2. ба + ', siz ]+8) + ...р. (x +

p1 Pi
24 р.;

( 2 )
а.

2.16424

( 3) ( 3

Р

2.16
p3)

аз

2.8114

III. Ортогоналізація, взагалі кажучи , затрудняє практично. Ось як її можна уникнути

в багатьох випадках.

Визначити у ( х ) за умов:

d ° у

L [ у ] = + 20( x) y = f( x )
dr?

у(0) = y (1) = 0

Без Істотного порушення загальності можемо покласти :

f ( x ) = a sin пx + a sin 2х + a sin3х + ...

0 ( x ) = B% + Bi cos x + Ba cos 27х + Ba cos 3х + ..

та шукати у ( х ) у формі ряду:

y ( x ) = y sin x + y, sin 2 x +y sin3х + ...
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через ступневі наближення . Справді бо, існує на інтервалі [0, 1 ) така точка 5 -і, де для

двох наближень Ул-( x) та у ( х) нашої функції y ( x), які справджують подані граничні

умови, буде:

y, (во- ) — улы ( - ) = 0

Тоді згідно з ідеєю ступневих наближень, визначмо уh ( x) так:

улh(x)= f 200 ж) y,(w)ax + jf( x )dx
Звідси:

( n = 1,2,3,...)

C

yn+(x) —уn ( x ) = f 20 ( x ) [у , ( x) —yn- t (x )) dx
En

У + (x) — У, (x)= || 20(x) [ у , (x ) — ул- ( x)] dx - SJ 20(x) [y(x) — ул-( x)] dx,, x
-

o Бn 15n

Що дає :

ТУm + (x) — У „ (x ) ] < max | 20(x) | max Iy,(x) — у- (x)] . (x — ) - |
2

-

ТУ , + ( x) —y, ( x ) | < max | 20(x) | max y (x)—yn = ( x) 1 .
1 (x — 5)* — ( 1 — Е )° |

2

А що

1 ( x — 6)° — 3° | = 1 ( 25 – x) x < ="

1 (x – 5) – (1 –5) = \ { 2 (1 – 5) - ( 1 — x )} (1 – * ) < (1 — 5) ,

го раз- у - раз буде:

Ту+(x) — У ,( x) | <
max | 8(x) |

max İyn(x) – У = ( x)
4

Соли

max | e ( x) | < 4,

о поданий процес ступневих наближень є збіжний. Нехай ця нерівність справджується

ізьмімо перше наближення таке:

ya(x) = 0

ді, йдучи за пропонованою схемою , маємо:

I

y== a sin пx + a sin3х + as sin Зах + ...

У - -- a

sin tex

п?

sin 2nex

ар

412

sin 37 %

аз

9т?

лі

у = f ( x ) + 20(x) +( x)=a sin x + a sin 3х + a sin 3х + ... ,

коефіціенти а визначаються безпосереднім перемноженням та додаванням рядів. Тоді

А у - —
а а,

-sin2пх.уз sin пх

aa
sin Зах -...

За4n ?

д.

Нехай, як у попередньому прикладі,

1

0 ( x) = }
tacos тх ,
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-
—

sin Tex

al 2

при чому |а| < 3 . Тоді

у = (a, sin x + a sin 21х + as sin3х + ...) +

sin 2т х

+ ( 1 + 2 cos x ) ( -...)

= fa: (1- >) - art ][а E 1 sin x + l ( 1[ (1 - де ) - |

+ [.. (1- )[ #) -

42

аар аа1 a1s

, sin 2х + ... +
42 п ? 972

ап—1

an

1

n?т?
(n --- 1) ? г ?

aan+1

sinnx + ...
( n - 1)°°

an an

У.(x) = 2

aan - 1
aan + 1

+

(n - 1 )*n?п“ r? ( n + 1)**

sin nox

n * 4 n?т?
п - 0

Так само вирахуємо у4, і т . д.

d *у
1V. L[у] — 47. ( 1 + a cos 2т.х ) y = f( x ),

dx9

де

у ( 0 ) = y ( 1 ) = 0,

а ) мала величина .

Можна шукати розвинення функції у(х) за функціями :

sin пx, sin 2x, sin Злх, ...

або за функціями є :(х), що постають із цих через узагальнену ортогоналізацію типу:

1

L [ Фn ( x )) sinlx dx = 0
0

-
п(1 = 1 , 2, 1 )

1

JI (en(x ) ) sinnnx dx = 1 ,

1

Це очевидно дає й рівності:

o ( + n )

L ( en ( x )] Фm( x ) dx = ( n)
(m = n)

Коли зазначимо :

n( x) = a sinx + 2) sin 2х + ... + an) sin плх,
„ ( ( )

то умови ортогональності дадуть:

За день)часова - - --0 an

n

( 3 )

УГ,L (sin kax] sinlax dx 0

( 1 = 1,2 , ... , n - 1 )

L (sin kmx) sin x dx = 1

Обчислімо

1

L (sin ktex] sin lax dx 4. ( 1 + a cos 21x) — k?п?

$ р.

» (а +

- .

- 6 - е){

}
sin kax sin lax dx =

(2)

k?л?

+ 2 a cos 2 x ) (cos (k — 2) пх
2

cos (k + 1) пx) dx =

k2-3

4
cos (k — 1) пх cos (k + 1)пx + la | cos (k — 1 — 2) х +«+ »[com.

+ cos ( k — + 2 ) х — cos ( k + 1 — 2) пах — cos ( k +1+ 2) пх
|}ar-

dx =
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-(2- )
k ? n

2

sin (k — 2) п

(k — 1) п

sin ( k + 1)

( k + 2) п
+ 2а

sin (k — — 2 )

( k — 1 — 2) п

+

1.

sin (k — + 2) п

( k — + 2) п

sin (k + 1 — 2) п

(k+ 1 -- 2) т.

sin (k +1+ 2) т

( k + 1 + 2) т

Отож бачимо , що

( о ( k — 1 + 0,2, — 2)

k119

2.

—

(k = 1, k + 1 + 2)
1

2

L [sin knx) sin laxdx

27.

т?

2

- да (k = 1 — 1 )

λα (k = 1 + 2)

к доходимо остаточних умов ортогональності:

(1)

?

2

(3)λα

42

2

«(2. - - ) - gia -о

« (2st»—5 ) – « » а = 0

— « 2 » а + ?( -) – « ? а = 0...

«2» +«S (»—1)– села

2a

9л?

2
5 =

( ( 4 )
16

2

(6)ka — 0

— а

-14-2а+ (2» — ) - ( -2),а= 0—2 a *
( )

km2

2

-
n

(n
п .

а g ( n )-

0
п— « - »» » = « -» (2» – ( -1)**" — ) =

— 2-2 ,а + t " (2» — " *)) +

? ?

2

1

Візьмімо для прикладу за п число парне. Тоді взагалі:

(2k
an

* –n

(k =

-ам- )= " ( 2 - t ") -и-2)2-

(2

1-2 —«" (2 ) -

21?

ак)
λα

-2, 3, 4, . )

(2)
22

λα
«4) .4

a

п

a

( )
n ? 2 1

n

2ја да

( k = 0,1,2,3, ...)

a (2x + 1) - 0

саки, для п непарного буде:

(2k +1)
„(2k + 1) af24-1)= a

(2 +1") -
( 2k - 3)
ал

2а

(k = 2 , 3 , 4, ...)an
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(8 (1)

n
α 2λα! = ( - 1)(2 -

-2) α (2 - "" ")
2 1

αη
=

η π

2λαa

Ta ( 2k ) = 0
an

( k = 0, 1 , 2, ...
ΟΙxe Μα ηΞ0 (mod 2) 6yAe:

2π2
a

λα
- 1 , 0 , 0, ... 0,

O0 ,

2 8π2

-1 , - 1 ,
λα '

0 ,... , Ο΄ 0 , 0
a

2

0, 0, 0, 0, ... , -1 ,

(η - 2) π '

2λα
21 -11

Φη ( x ) =

sin 2πχ , sin 4πα , sin 6π.x , sin 8πα, ... , sin ( η - 4) πχ, sin (η – 2) πχ sln ππα

2 2π2

λα '
0 , 0 , 0 , 0-1 , ... , 0,

α

2

- 1,

8π2

λα
-1 , 0, 0, 0, 0

α

λα.

2

-1 ,0,

2

1872

λα

-1, .. , 0, 0 , 0

2

0 , 0,

0,

0, 0,

-

- 1 ,

η??

2λαα

a A8 ηΞ1 (mod 2) 6yAe:

2 π2

2λα
1 , -1 ,

0 ,

, 0, O, O, 0

2

-1,

9π2

2λα
-1 , 0 , 0 , 0, 0

2

0 , 0, 0 , .. , - 1 ,
( η – 2 ) ? π ?

. -1

2λα

- 4 ) πχ , sin (η – 2 ) πα , sin ππα
Ψη(x) =

sin ix, sin 3tx, sin 5.x, sin 7tx, ... , sin (n

2 π2

1 , 0, 0 ,
2λα

-1 , 0 0 , 0

2
21 ,

9π2

2λα'

1 , 0, .. 0, 0, 0

α

λα. 2

2

0, -1 ,

25π2

λα

1 ,

0,

, 0, 0

0,

0,

, 0, 0, 0, -1 ,

ηπε

2λαa
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Остаточно маємо:

У (x)= Фn(x) [f (t) sin not dt( пnt
n = 0

и обмежитися двома першими членами, то матимемо:

1

= ком.
sin пх

п ?

22

2

dt +

само
sin 2пх

22 - 2012

f (1) sin 2net dt

уте наближення визначимо , як суму перших чотирь і членів цього ряду. І т. д .



ЛІТЕРАТУРА :)

Галеркин Б. Г. , Стержни и пластины. Вестник инженеров, 19, 1915.

Гроссман Е. П. , Вибрации хвостового оперения самолетов. Труди ЦАГИ, в. 186, 194 .

Динник А. Н., О методе Галеркина для определения критических сил и частот колеба

ний . Техника воздушного флота, № 5, 1935.

Krawtchouk M. , Sur la méthode de N. Kryloff pour l'intégration approchée des équatre

de la physique mathématique. Comptes Rendus . Paris, T. 183, 1926.

Кравчук М. , Про спосіб м. Крилова в теорії наближеної інтеграції диферентфальен

рівнань. Труди фізично-математичного відділу УАН. Т. V, в. 2, 1926.

Kpa B 4 y K M. , Note sur une méthode de N. Kryloff pour l'intégration des équations d'i

геntlelles de la physique mathematique. Записки Фізично-математичного відділу УАН.

т. 2. 1927.

Кравчук М., Про похідні від наближених інтегралів деяких диференціальних рівн:13.

Вісті Київського Політехнічного Інституту, 1928.

Кравчук М., Про спосіб найменших квадратів та про спосіб моментів у теорії на

ближеної інтеграції диференціальних рівнань. Вісті К. П. 1 , кн . І , 1928.

Krawtchouk M., Sur la convergence de quelques procédés de l'intégration approche

des équations différentielles. Comptes Rendus, Paris, t. 187, 1928.

Krawtchouk M. , Sur l'intégration approchée des équations différentielles linéaires. 45

del Congresso Internazionale dei Matematici, VI, Bologna, 1928 .

Кравчук М. , Про наближене розв'язання лінійних диференціальных рівнань. Записки

Харківського математичного товариства. Сер. 4. Т. III 1929.

Krawtchouk M .,, Sur la méthode de W. Ritz pour l'intégration approchée des équatic :

différentielles. Buenos Aires, Boletin Matematico, 1929.

Кравчук М., Про застосування способу моментів до наближеного розв'язання інтег

ральних та диференціальних рівнань. Вісті К. П. І, кн . 2, 1929.

Krawtchouk M., Sur la résolution des systèmes des équations intégrales linéaires -

Sitzungsberichte der mathematisch-naturwissenschaftlich-ärztlichen Sektion der Ukrainischen Sets

čenko -Gesellschaft der Wissenschaften in Lemberg. 1929.

Krawtchouk M. , Sur la résolution approchée des équations intégrales linéaires.Comptes

Rendus, Paris, t . 188, 1929.

Krawtchouk M., Sur la résolution approchée des équations différentielles linéaires, Comp

tes Rendus, t. 189, 1929.

Krawtchouk M., Sur la récherche des nombres caractéristiques et des fonctions fonda

mentales. Comptes Rendus, Paris, t . 189, p . 519, 1929. ;

Krawtchouk M., Sur les dérivées des intégrales approchées de certaines équations dit

férentielles - Rendiconti del Circolo Matematici di Palermo. T. LIV. 1929.

Кравчук М. , Про розв'язання систем лінійних днференціальних рівнянь. Вісті К. П.1,

Т. XXII, В. 1 , 1930.

Кравчук М. , Кілька висновків із Ressel -евої та Наdаmаrd-ової нерівностей. Запнсії

Фізично - математичного відділу ВУАН, Т. 10, в. 5, Київ 1930 .

1 ) Цей список не претендує на повноту . Він обіймає літературу не тільки із способу

моментів, але й з Ritz-ового способу, способів акад. Н. Крилова та споріднених. Складів

за нього подяку К. Я. Латишевій . м. К.



191 -

S

Кравчук М., Про наближене розв'язування лінійних задач математичної фізики

Записки фізично-мат. відділу УАН. Т. IV, в. 4 , 1930.

Кравчук М., Про наближення інтегралів рівнань із частинними похідними еліптич

ного типу. Записки Фізично-математичного відділу ВУАН . Т. V, 1931 .

Кравчук М., Про існування та наближене визначення розв'язок деяких лінійних рів

нань із частинними похідними . (Повідомлення І та Повідомлення II ) . Записки фізично-ма

гематичного відділу ВУАН, т . V, Київ 1931 .

Кравчукі Можа р., Диференціальне рівнання та їх застосування . Київ 1934 .

Акад. М. Кравчук, Про розвинення в ряди розв'язок лінійних диференціальних рів

хань Журнал Мат. Циклу ВУАН, № 1 , 1932.

Акад. М. Кравчук., Нові результати в способі моментів . Журнал Математичного

- Диклу ВУАН, т. I , в. 1. Київ 1933, с. 3-— 20.

Акад . М. П. Кравчук., Про задачу моментів. Журнал Мат. Циклу ВУАН, т. 1 , в. І,

Е 21 — 39. Київ 1933.

Krawtchouk M., Sur l'approximation des intégrales des équations différentielles linéaires

Записки Харківського Математичного Товариства. Сер. 4. Т. VI , 1933.

Акад. М. Кравчук, Про точність наближення способом моментів розв'язок лінійних

нференціальних рівнань. Журнал Інституту Математики № 2, Київ, с . 23, 1934 .

Акад. М. Кравчук, Про одно узагальнення способу моментів у задачі наближеної

нтеграції звичайних лінійних диференціальних рівнань . Журнал Інституту Математики УАН .

3–4. C. 77–98, 1934.

Кравчук М. й Латишева К., Застосування способу моментів до розв'язування

внійних диференціальних рівнань, що мають особливості в коефіціентах . Журнал Інституту

Математики, № 4, 1935.

Крылов Н. М. , О вариационных методах Ritz'a и Boussinesq'а . Зап. Горн. Инстит. Пгр.

( 915, т. М.

Kp bio B H. M., Sur l'application de la méthode de W. Ritz au problème des oscillations.

оntrаіntеѕ. Cообщ. Харьк. Мат. Общ. сер. 2 , Т. XIV, 1915.

KPHJOB H. M., Sur un procédé de M. Boussinesq. C. R. de l'Acad. des Sc. de Paris

I. 161 , 1915.

Крылов Н. М., Application of the method of W. Ritz to a system of differential equations

И. Р. А. Н. , Т. XI, с . 521 , 1917.

Крылов Н. М. Sur les généralisations de la methode de Walter Ritz. C. R. de ' Acad .

les Sc. de Paris, T. 164, 1917.

Krylov N. et J. Tamarkin, Sur la méthode de W. Ritz pour la solution approchée des

problèmes de la physique mathématique. U. P. A. H. T. XII, c . 69, 1918.

Крылов Н. М., Application of the method of infinite determinants to some boundary

problems in one dimension, Зап. Мат. Каб. Крымск. (б. Тавр. ) Универс. , Т. II, 1921 .

KP HIJOB H. M. , Sur l'estimation de l'erreur commise dans l'application de la méthode de

W. Ritz pour l'intégration approchée des équations différentielles. C. R. de l'Acad . des Sc . de

Paris, T. 180, 1925.

Крылов Н. М., Sur une methode, basée sur le principe du minimum, pour l'intégration

approchée des équations différentielles. C. R. de l'Acad. des Sc. de Paris. T. 181 , 1925.

Крилов Н. М. , Про поширення методу найменших квадратів на наближену інтеграцію

системи диференціальних рівнань. УАН, Записки Фізичңо-мат. відділу, т. I , вип. 3 , 1925.

Крилов Н. М., Про визначення ступеня похибки при застосуванні способу W. Ritz-a

до систем диференціальних рівнань математичної фізики . Укр. Акад. Наук, Записки Фізично

мат. відділу, т. 1 , вип. 4, 1925.

Крилов Н. М., Про один спосіб наближеної інтеграції диференціальних рівнань, осно

ваний на принципi minimum“у. Укр. Ак. Н., Записки Фізично - мат. відділу , т. 1, вип . 3, 1925.

Крилов Н. М. , Про визначення похибки, при застосуванні способу Ritz-а для наближе

ної інтеграції диференціальних рівнань. Укр. Ак. Наук, Зап. Фіз -мат. відд. , т. 1 , вип. 3, 1925.

KpboB H. M., Sur différents procédés d'intégration approchée en physique mathéma. ,

tique. Chap. l -er. Sur l'intégration approchée des équations difiérentielles et intégro -différentiel-

les – Ann. de la Fac. des Sc. de l'Univ . de Toulouse , III ser. T. XVII, 1925.



- 192

KP W OB H. M., Sur une méthode d'intégration approchée contenant comme cas particu

iers la méthode de W. Ritz, ainsi que celles des moindres carrés. C. R. de l'Acad. des Sc. de

Paris . T. 182, 1926.

Kryloff N. et N. Bogolioùboff, Sur la justification du principe de Rayleigh pas

l'ordre de l'erreur commise à la n -me approximation . C. R. de l'Acad. des Sc. de Paris, T. 183, 1926

Крылов Н. М., On the approximate solution of the integrodifferential equations of Mathe

matical Physics. Ann. of Math. vol. 27, No 1 , 1926.

М. Крилов і М. Боголюбов, Про Rayleigh-iв принцип в теорії диференціальних

рівнянь математичної фізики та про одну Ейлерову методу в варіяційнім численні. Укр.

Акад. Наук, Труды Фіз.-мат. відділу, т. III , вип . , 3 , 1926.

Крилов М., Спосіб нескінченних визначників у теорlі лінійних інтегральних рівнғнь.

Збірник математично -природописно - лікарської секції Наукового Товариства імені ІШевченка,

т. XXV, 1926 .

Крилов М. М., Про наближене розв'язування лінійних інтегральних рівнань. Труди

Фіз.-мат. відділу , т. III, вип. 6, УАН, Київ 1926.

Крылов Н. М., Approximate solutions of a system of differential equations of mathematical

physics by least squares. Bull. of the Amer. Math . Soc. , vol. 32, N 4 , 1926.

Крилов М., Про ріжні узагальнення Ritz-ового методу та методу найменших квадра

тів для наближеного інтегрувания рівнань математичної фізики. Укр. Акад. Н., Труди фіз.

мат. відділу, т III, вип. 2, 1926.

KP BOB H., Sopra il metodo delle minime potenze per l'integrazione approssimata delle

equazioni della Fisica Matematica, Rendiconto dell'Accad . delle Sc. Fis. Mat . Napoli, ser . III , vol.

32, 1926.

K PHOB H. M.. Sur l'intégration approchée de quelques équations aux dérivées partielles

de la Physique Mathématique. C. R. de l'Acad. des Sc . de Paris, t . 184, 1927.

Kryloff N., Sobre alguns novos metodos da integracao aproximada des equasoes diferen

cialis da Fisica Matematica . Exposicao sucinta da Conferencia de introducao dum curso realisado

a convite da Faculdade de Sciencias da Universidade de Coimbra. O Instituto, 1927.

Kryloff N. , Sur différents procédés d'intégration approchée en Physique mathématique.

Chap. II – Sur la solution approchée des équations intégrales linéaires. Annales de la Faculté des

Sc. de l'Univ . de Toulouse, 1927.

Kryloff N. , Sur l'intégration dans certains cas des équations différentielles non linéaires

de la Physique Mathématique. Extrait d'ume lettre adressée à Prof. Dr. T. Hayashi. — The To

hoku Math. Journal , vol . 28, № 1 — 2. 1927.

Kryloff N., Sopra un nuovo metodo per l'integrazione approssimata delle equazioni diffe

renziali della Fisica Matematica . (Sunto di una conferenza , tenuta all'Istituto Matematico della

Università di Bologna ). Estratto dal Bolletino dell'Unione. Mat. Italiana . 1927.

Kryloff N. and N. Bogoli ù boff, On Rayleigh's principle in the theory of differential

equations of Mathematical Physics and on Euler's method in Calculus of variations . Ann. Math .

II ѕеr. , vol 29, 1928.

Kryloff N., Sur la méthode des réduites pour la solution approchée des problèmes de la

Physique Mathématique. C. R. de l'Acad . des Sc. de Paris. t . 187. 1928.

Крилов М. М., Про методи найменших степенів та варіяційного алгоритма для на

ближеного розв'язування проблем математичної фізики . Записки Фізично-математичного відділу

ВУАН, Київ, т. III , в. 2, 1928.

Kryloff N. , Sur l'algorithme variationnel et le problème fondamental de la Physique

Mathématique. Comptes Rendus, Paris, T, 186, 1928.

KP HOB M., Sur les méthodes des moindres degrés et de l'algorithme variationnel pour la

solution approchée des рrоblеmеs de la Physique Mathematique. Записки Фіз . - мат, відділу

Укр. Акад. Наук, 1928.

Kryloff N. et Bogoliủboff N. , Sur le calcul des racines de la transcendante de Fred-.

holm les plus voisines d'un nombre donné par les méthodes des moindres carrés et de l'algo

rithme variationnel. Bulletin de l'Acad . des Sc. de l'U . R. S. S. , 1929.

Kryloff N. , Sur le calcul approché des solutions périodiques des systèmes différentiels

Журнал прикл. фізики , Москва , 1929.



193

Kryloff N., Sur la résolution approchée des , équations différentielles linéaires. Bulletin de

l'Acad. des Sc. de l'URSS. 1930.

Kryloff N., Sur quelques travaux récents de la Chaire de la Physique Mathématique de

l'Académie des Sc. d'Ukraine. Bulletin de la Classe des Sc. de l'Acad. de l'Ukraine, 1930 .

Kryloff N. et Bogoliuboff N., Application de la méthode de l'algorithme variationnel

à la solution approchée des équations différentielles aux derivées partielles du type elliptique.

Bulletin de l'Académie des Sc. de l'URSS, 1930.

Kry loff N., Sur la solution approchée des problèmes de la Physique Mathématique et de

la Science d'Ingénieur. — Bulletin de l'Académie des Sciences de l'URSS, 1930 .

Kryloff et Bogoliů boff, Sur quelques théorèmes se rapportant à l'existence des

intégrales des équations différentielles aux dérivées partielles du type hyperbolique. Bulletin de

l'Académie des Sc. de l'URSS, 1931.

Крилов М. , Методи наближеного і символічного розв'язання диференціальних рівнань

математичної фізики й техніки . 162 стор . ДВОУ, Держтеxвидав, 1931 .

Kryloff N., Sur la solution approchée des problèmes de la Physique mathématique et de

la Science d'Ingénieur - Revista Matematica Hispano - Americana, 1931.

Kryloff N., Sur quelques recherches récentes dans le domaine de la solution approchée

des problèmes de la Physique mathématique. Atti del Congresso Internazionale dei Matematici

Bologna , 1931.

Kryloff . N. et Bogoliů boff N., Sur un problème de l'électrostatique. Travaux de

l'Institut Energétique (Kharkov) 1931 .

Kryloff N. , Les méthodes de solution approchée des problèmes de la Physique Mathéma

tique. No 49 de la Coll. , Mémorial des Sciences Mathématiques“ Paris, G. Villars, 1931 .

Крылов Н., Основні проблеми математичної фізики й техніки. ДВОУ, 1932.

Можар В., Застосування способу моментів до наближеного розв'язання лінійних ди

ференціальних рівнань з частинними похідними параболічного типу. Журнал Інституту ма -

тематики , УАН, № 1 , 1935.

Можар В., Про наближене визначення розв'язків лінійних рівнань з частинними похід

ними параболічного типу способом моментів. Журнал Інституту математики, № 2 (Укр. Акад.

Наук ) Київ 1935.

Putu. E. , Über eine neue Methode zur Lösung gewisser Variationsprobleme der mathemati

schen Physik. Journal für reine u . angew . Mathem . Bd. 135, 1909.

Смогоржевский О. О. , Про узагальнену лінійну диференціальну задачу . Журнал

Інституту математики, № 3—4, 1934.

Тополянський Д. Б. , До питання про дослідження параметра диференціального рів

нання турбулентної теорії. Журнал Інституту математики ВУАН , № 1 , Киї в 193 4 .

Тополянський Д. Б., Дослідження параметра диференціального рівнання турбулент

ної теорії. Журнал Інституту математики, № 2, Київ, с. 121 — 124, 1935.

Штаерман И., Оточном расчете цепных мостов с балкой жесткости , Сборник из

данный Научно-исследовательской кафедрой инженерно-строительных наук, Киев 1928.

Штаерман И. , Устойчивость арок, Труды Киевского авиационного института, № 3,

1934.

Штаерман И., Обобщение формул ортогонализирования. Вісті кІП , 1929.
Steuermann I., The stiffness of suspension bridges. Proceedings of the American Soci

ety of Civil Engineers, December, 1928.

Штаерман І. , Стійкість арок. Наукові записки кДУ, Математичний збірник № 1 ,

1935.

13 Кравчук. 910 .



RÉSUME DE LA II PARTIE

(Équations aux dérivées partielles et quelques généralisations )

§ 1. La fonction de Green du problème linéaire de second ordre du

type elliptique aux conditions limites homogènes.

Soit g (x, y; &, m) la fonction de Green du problème:

22 z 02 z

AryZ= + = F(x, y))дх ? dy ?
Axyz ( 1 )

dz

U [2]= 0 (s) z /s+ B (s) = 0 (2)
dnis

où la fonction cherchée z est déterminée dans le domaine S, limité par le

contour s, z /s étant la valeur donnée de cette fonction dans les points du

dz

contour et la valeur de sa derivée prise suivant la normale intérieure
dn

du contour. Supposons F et ses dérivées continues .

Alors

d?g
+ (3)

дх? ду ?

dag
Axy8 =0

(

partout dans le domaine S et

U [g]= a(s)g/s+3 (s)
dg

] a = 0 (4)
dns

partout dans le contour s, à l'exception , - dans les deux cas, - du point-

x = 6, y = n

où la fonction (x, y ; 6, n) devient infinie , comme

lg V (x — )2 + (y - )” ;

de plus

z (x, y) = SS g(x, y; £, n) F (€, n) dę dn6 8

En conséquence, le problème plus général du type elliptique :

дz дz

May [z] = Axyz + B, (x, y) 2x + B2 (x, y) Jv+ B : (x, y) z = F (x, y)]
dy

U (z ] = 0
(6 )

(5)

( S )

ox
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laune solution unique dans le cas où une telle solution a le système d'équa

tions suivant:

( ) ( 8 )

дz

дх
SS

dg , y ; , 1

дх

ogx, y ; , n)

дх
5, (7)

( S ) isi

z + f.$ 8 (x, y; 6, 7 ) V6 [z]dě dn = fifg(x,y; £, n) F (€,n) dɛ ding ~ ] 8 x

de spor(kibi& 1) Venlz) dé dr = {for (Ami6.1) F ( €, n) de dnV dn ;] =

dj + sg ºg(1,75ml , [2] dédně jij op(w.);e.1)F(6, 7) de dyVesin = {

(V-ulz)= B (x,wenn+ Ba ( x, vion + Ba(x,y)z)y

dz dg x y ; , n)

dý 6

og x , y , n)

дуdy
+

dy
()

, n ds
( )

дz дz

[ ] = y ) + x y) x , y ) z
дх ду

>et vice versa . Si la solution u (x, y) de l'équation intégrale

u (x, y) + SS VenVen ( g) u (S , n) dędn = SS V [8] F ( €, n ) dędn (8)
(8 ) " ( s )

2 =

($) ( S )

ogдz

дх

og F (E. n) de da
( 3) дх )

дх )

(9)

F

( S ) 8)(dy

existe et si elle est unique, la solution du système (7) a la forme :

{ if gu (8 , 7) dě dn + {f g F (€, n ) để dn{ 6
€ dę

Schoenen (€ , n) dědn + is oneu , n

дz дg

fou ( , n ) dědn + siteof(6,nidz dn% F( ጥду ду

et la fonction de Green G du problème (6) est:

G (x, ; &, n) = g(x,y;6, 7) – $ 8(x, y; p , 9) H1 (6 , n; P, 9) dp daG $ g 6 n -SS g €

Hz ( x , y; 6 , 7) = {\ H (x,y; P,9) Vpg[g]dpdq
, n SS ,

et H (x, y; $, n) est le noyau résolvant de l'équation (8) .

Le problème (3) — (4) et le problème (7) sont équivalents .

La fonction de Green G ( x, y ; &, n) satisfait aux égalités :

M [G] = 0

partout dans le domaine S, et

U [G] = 0

partout sur le contour s, à l'exception du point

( 8 )

où

( S )

x = , y= n

où G a une infinité du même type que la fonction g .

Ensuite nous avons pour la solution z du problème (6) :

z (x, y) = $f GF (€, ~) de dn
( 9)
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Prenons maintenant le problème suivant, plus général que le problème (6):

Axy[2] + 2 Væ [2 ] = F (x , y )

U [2] = 0 (6')

Il est évident qu'il a une solution unique pour toutes les valeurs du para

mètre , à l'exception peut-être du nombre dénombrable des valeurs discrètes

(nombres caractéristiques) .

§ 2. Cas général

Supposons que l'équation du type elliptique:

lokz akz diz

Mæy ( ] = Bx0(x, y)
dxk

+ ... + Boot+ B1–1,1(x, y)dxk -1 dy dyk
t

Əkiz

+ Bon=13y -it
.

(10)

Əkiz atz

+ Bx-1,0 (x,y) dxk-i+ B3–2,1 (x,y) 2x6–3 dy+

+

дz

+B10 (x, y)
дх dy+

+

dz

+ B10 ( 6. y)dy

+ Boo ( x ,y) 2 = F (x, y)

dans le domaine S, aux conditions linéaires homogènes sur le contour s:

U. [2 ] = 0

( l = 0, 1, ...)
( 11 )

où figurent les dérivées de la fonction z d'ordre inférieur à k, possède une

solution déterminée . Alors il existe la fonction de Green g (x, y ; 6, 1 ) du prob

lème ( 10) - ( 11 ) , qui satisfait aux équations:

May [ g ] = 0

partout dans le domaine S et

U [ g] = 0

partout sur le contour s, à l'exception du point

-

-

x= E, = n

En ce qui concerne ce point, toutes les dérivées de la fonction g depuis

l'ordre k-2, deviennent infinies . Ona de plus :

z (x , y ) = SS 8 ( x, y; £, n ) F (€, n ) dę dn
(S )

дhz

F (€, n) de do
Oxa oxha дх” дуһ - а

is)

ang

-

z ; ) 7

SS

-4 )(
h = 1,2,1 , 2 , ..., k, k - 1

0 = 0 , 1 , ...,h

(

( 12)
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Introduisons l'opérateur

Ok-1 ok-z ak - 12

Nxy [2] = 23–1,0 (x, y tak-- 2,1 (x , y )
дx1—2 ду

too.t 20,6–1( x , y )
дух -

+ . . +

дz дz

+ 21,0 (x, y) +20,1
dx

dxk ]

.

dy+ 200 ( x, y) 2,

ay

et considérons le problème plus général:

Lxy [2] = May [ z] — 2N « v [2] = F (x, y)

U [z ] = 0

(l = 0, 1 , ... ) (13)

Comme dans le paragraphe précédent, ce problème est équivalent au

système

z (x, y) = a (S gNay [z ] d£dn + $ gF (€, n ) dě dn
( S)

ong
=a

asf wa

( S)

Něr [z] dědn + slo

ca -1 )

-

anz ang
F (€, n) de din

дх ” ду "-а Oxa dyha дхадуһ-

(8)

hh = 1 , 2, ... , k – 1

a = 0,1, ...,
( 14)

qui a une solution unique pour toutes valeurs numériques du paramètre 1,

exception faite peut-être de certaines valeurs discrètes (dites caractéristiques).

La fonction de Green du r problème ( 13) est

r (x, y ; , ~ ; 1) =g (x, y ; £, n ) —a S58 (x, y ; p, 9 ) H (P, 9 ; 6, 7 ; 2) dp dq

où

H. (x, y ; &, n ; 1) -- SS H (X, Y ; P, 9 ; 1) Npq [ g] dp dq

( 8 )

( 8 )

( 8 ) ( S )

et H (x, y ; $, n) est le noyau résolvant de l'équation

u (x , y ) = 2
= { } Nxy [g] u (ĉ. 7 ) de dn+ { Nau[g]F (6, ) de den, Næy € n dę

La fonction r (x, y ; &, n ; ) satisfait aux égalités :

Lxy [ ] = 0

partout dans le domaine S, et

U : [ ] = 0

(l = 0, 1 , ...)

partout sur le contour s, à l'exception du point

x= $, y=n

En outre, nous avons pour la solution z du problème ( 13) les égalités:

z (x, y) = {{ [ F ( 6, 7 ) dě dn
( s )
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əhz

дх ” ду"-а

ohr

Oxa dyh
F (E, n) dę dn

(S)

(

( h = 1 , 2, ..., k - 1

( 14 )
a = = 0 , 1 , ... , h

La fonction r et ses dérivées par rapport à tous ses arguments jusqu'à

l'ordre k- 3 inclusivement sont continues, et depuis l'ordre k - 2 possèdent

les mêmes singularités que la fonction g.

On obtient des résultats tout-à - fait analogues dans le cas lorsque le

nombre des variables indépendantes surpasse deux.

§ 3. Les systèmes complets des polynomes qui satisfont aux conditions

linéaires homogènes sur les côtés du polygone donné

1. Supposons que le domaine convexe polygonal S est limité par les

lignes droites :

y = a,x+ bo

y = Azx + b

( 15)

y = anx + on=

Prenons dans ce domaine la fonction z (x, y) continue avec toutes ses

dérivées des k +1 premiers ordres et égale à zéro sur le contour s du

domaine.

Dénotons par 2m (x, y) l'approximation polynomiale de la fonction z (x, y) ,

qui converge avec ses dérivées des k + 1 premiers ordres avec la crois

sance illimitée de m. Soit le degré de ce polynome par rapport à chacun

des arguments x et y pas supérieur à m. Il est aisé de le présenter sous

la forme :

( 1)

(0)

2m (x , y) = (y— 0,*— b.) (y- agx — b ) ... (y- ant — bn)um (x , y)+

+ (y - 2.x — 6.)(y — a,x — bı ) ... ( y — an –1x - bm-1) (x) +b —

+ . +
( 16)

+ ( y - 20x— b.) (y- Q1x — bu ) vum !(x)+

+ (y - 2.x— b.) vim !(x )+

tohot(x)

où

Um ( x, y) , v m'(x ), vm " (x),...,v oh (x)

sont des polynomes de degrés non supérieurs à m par rapport à chacune

des variables x et y (les fonctions un ne dépendent nullement de y).)

Ayant changé de rôle les variables x et y, l'on peut écrire une seconde

égalité , analogue à l'égalité ( 16 ). De ces deux égalités en considérant les

valeurs du polynome zm (x, y ) sur les droites ( 15) , il est facile de déduire que

(h) -1)
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toutes les fonctions on dans le domaine S tendent vers zéro à la condition

de la croissance illimitée de m, et que par conséquent

z = lim (y — 2ox bo) (y + 2yx — bı ) ... (y — anx — bn )um ( x ,y) ( 17)-

m->

>

Ainsi le système des polynomes

( y - 2.x — b ) ( y - azt — bı)...( y --- anx - bn)x ”ye'• x²yk

(h, k = 0, 1 , 2 ...)

est complet par rapport aux fonctions, qui s'annulent sur le contour du poly

nome ( 15 )

En outre nous avons :

dhe oh

lim { (y - 20x — bc) ( y - 01x — bı) ... (y- ant — On)um ( x, y) } ( 18)
endyna то дх ”дуһ- а

h = 1,2, ..., k

a = 0, 1 , ...,

2. Si non seulement la fonction 2, mais toutes ses dérivées jusqu'à l'ord

re 1-1 inclusivement (l < k) sont égales à zéro sur le contour du do

maine polygonal S , on peut montrer en se servant des considérations ana

logues que

z = lim { (y— Qox - ba)' ( y — aqx - by) ... (y — anx— bn)'um(x, y) }

=

(la >

m - 0

.

-

c - a

Onz oh

lim { ( — Qox - b.)'(y — ajx — ba ?... (y- anb — bal'um (x, y)}
дх” ду* M -700 Oxadyh

h = 1, 2, 3, ... , k

a = 0, 1 , 2 , ... , h=

partout dans le domaine S.

Soit la fonction z(x, y) continue dans le domaine fermé y qui contient

le polygone donné.

Soient aussi continues toutes ses dérivées des premiers deux ordres dans

le même domaine , partout, à l'exception peut-être des sommets du polygone

où la limitation des expressions :

pe Oz

pa - 1 tapal
дz

дx 5
; pe 1

dy ;
дег #ra

дz 22z daz

дх ? ду?

(a < 0)

est assurée si l'on dénote . par r la distance d'un point quelconque du som

met du polygone . Alors

lim SS Mxy [2m -- z ]dxdy = 0 ( 19)

m - 00 ( 8)

où Mxy ( ) est un opérateur du type (6), et 2m est un polynome convenable

ment choisi du type

( y - 20* — b ) (y- Qjx — b ) ... (y- ant — On)um (x, y )

ху
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( ),

§ 4. Les systèmes complets des fonctions qui satisfont aux conditions

limites homogènes et linéaires

Si le système des fonctions

Φ(x, y) , Φ ,( x , y), Φ2(x, y) , (20)

est fermé dans le domaine S, c'est- à - dire s'il satisfait à la condition :

lim min SS (F (x,y) — am Po(x,y) am)@1(x,y)—...- Pum(x,y) ] ° dx dy = 0—
animal Om = (21

pour toute fonction F (x, y) intégrable avec son carré , on peut au moyen d'une

combinaison linéaire des fonctions Çi(x, y ) qui présentent les solutions des

problèmes :

Mxy[ ci] = 0 ;

U [Pi] = 091 (21)

( l = 0, 1 , ... )( ,

M-> 00 ( 8 )

1

Φ,

présenter avec l'approximation voulue la solution du problème :

Mxy[ 2] = F ( x, y)

U.[2] = 0

l(1 = 0, 1 , ...)

où les opérateurs Mxy [ ], U [ ] ont la même valeur que dans le paragraphe 2.

Autrement dit, il existe de tels nombres :

am), am),

que

z = lim (ampotamotα + a non com ) (

( (m ) 1

ao am

( ) ( ) (m )

(2
2
)

m>0

En outre il y aura simultanément:

Olz

дх ” ду - а

( m )

do- lim

m-> 00

tam)
(m )_d'com

dx?dyl-

дро d'684
t ... tam

дх ” ду-а дх” ду!-а

I = 1,2, ..., kk 2

Q = 0, 1 , ..., 1

(22)

(4= - ?)

Si cependant le système des fonctions (20) et la fonction F(x, y) sont

tels qu'outre la condition (21 ) nous avons aussi uniformément dans tout le

domaine S:

F ( x , y) = lim min [am) + a[mo,t ... tamom ), )
( )

(23)
m>0

ou au moins

(m , ( m )

ai

lim min $ {\F(x, y) — a ") -| — am) ,
am Oml"dx dy- (23)

m - 0 ( s)

avec

q < 2 ,
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ak - lepo
lim

' m - 00

( )
cm ) takm) ')

( alors , outre les égalités (22) et (22 ) il y aura aussi:

Hz
Ok-- dk-

ao totam

djk-1-a Oxa dyk -1-2 dxª dyk 1 дх” ду*

(a = 0, 1 , ... , k - 1 )

et

lim S5 Miy [z— am)cpo— am) —... - a cpm ] dx dy = 0ma

Oxoop* = +...+enomoyuna)) (224)
1 - a

=

, ( ,
ai 01

(m )

m > 00 ( 8)

-1

ak - lepo ak -1pm

20

(
am =

A la condition (23) pour q = 2 on a aussi :

akiz
lim

(m ) (m)

Oxa dyk- 1-2M -- dxº dyk - 1 - a дха дуt-a

)

(m )

| z alm pn —...- arempor
( )

a mopm ]]*dx dy = 0

(9 > 2)

-1-a

SSI .- en mode not l'axdy =0

lim S 1 M.xy[z— 21.00 – 4. 9.—...

( )

( S )

)

( m (

5. Le procédé des moments appliqué aux équations linéaires aux

dérivées partielles du type elliptique

Prenons le problème ( 13) et cherchons les coefficients am) de sa solu

tion approchée prise sous la forme :

zm = a ™ )41(x, y )+am) 2 (x , y)+ ... tamang pm (x, y)
( ) (24)

des équations

SS { Lxv [2m] — F (x, y )} May ( © s] dx dy = 0
(25)

( i = 0, 1 , ... ,m) ,

qui représentent le système d'équations linéaires pour la détermination des

inconnues

>

am), a "),..., am
( (m (m )

7

Ce système est défini pour toutes les valeurs du paramètre à à l'exception

peut-être d'un ensemble de valeurs discrètes pour lesquelles le problème ( 13)

cesse d'être défini ou possible.

Ayant introduit la dénotation

z - Zm = Um

(25 )

>

représentons le système (25) comme suit :

JJ Ly [Am] My [ ẹ.] dx dy = 0
( si

( i = 0, 1 , ... , m)

d'où il est aisé de déduire l'inégalité :

<<
is )

où

lim JJ em dx dy = 0=

IS L’ry [um] dxdy < {$(WN [um] + em)*dx dy
(26)

(

2

(26 )
m 0 ( 8 )
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1

Des égalités évidentes:

)
um (x, y) = { ´G (x, y; 6 , ; ) L£ , [um] dě dn

- )
I = 0, 1, ..., k - 1

0 = 0, 1 , ...,

LE

nous obtiendrons :

дит (x, y )

дх”дуl-a
E IS Lę, [um] Qo, m dě do( diqSS Len.

( S )

(271

( u

I = 0, 1 , ... , k - 1

a = 0, 1 , ... , 1; - )

en remarquant que

ljm iſ ciamdxdy = 0
,,m

( S )

D'ici , à l'aide de l'inégalité de Bouniakovski et de la formule (26), on

tire : D

po by D' <s}el.mdi du if ( N - y [ um] ++mj*dx dy, dn {

aum (x, y)

дх” ду! – < SS ]xy

( 8 )

2
(28)l = 0, 1, ..., k

a = 0 , 1 , ... , 1

Il s'ensuit que:

m-> 00

z (x, y) = lim zm (x, y)Zm

o'z (x, y) on zm (x, y)

дха ду!— дха ду! —

I = 1 , 2 , . k

a = 0, 1 , ... , 1

= lim

m > 007тю t
s

( do -2 ) IMen

et aussi :

lim SS [z — zm]? dx dy = 0
m0 ( S)

al zm

lim

d'z

дха ду-а

2 хд 1
1

əxe dyl- am > 00

(8)

SSL

( da=

m-0

1 = 0, 1 , ... , k 1

a = 0, 1 , ... , 1

im SS Lav (2 — Zm ]dx dy = 0
(S)

lim {$ May [z — Zm ]dx dy = 0

donne la possibilité d'approfondir à un certain degréle résultat obtenu.

L'application de l'inégalité de Hölder au lieu de l'inégalité de Bouniakovski

M 00 ( )
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L'appareil des déterminants et des fonctions orthogonales peut être utilisé

de la même manière que ceci est fait dans le chapitre III (livraison I ) pour

le cas des équations différentielles ordinaires .

8.6. Les cas particuliers et les généralisations

Le même schéma peut être appliqué à d'autres types de problèmes, par

ex. aux équations du type hyperbolique ainsi qu'aux cas où le nombre des

variables indépendantes est supérieur à deux.

Le procédé de Ritz et celui des moindres carrés sont ici , ainsi que dans

le cas des équations différentielles ordinaires , des cas particuliers du pro

cédé des moments. Dans le cas du procédé de Ritz la démonstration de la

convergence réussit dans la supposition que

-$i = ki di

(i = 0, 1 , 2 , ... )

où ki est un facteur numérique,

Dans le cas du procédé des moindres carrés cette méthode n'a raison

qu'à la condition de savoir choisir le système des fonctions

Po , 41 , 42,...

directement, sans résoudre le problème (21') qui en ce cas a la forme :

Lxy [ i ] = 0 ;

ui ! ) = 0

=

I = 0, 1 , ...

c'est-à dire qui est essentiellement équivalent au problème ( 13) .

On obtient des résultats plus complets au point de vue théorique si l'on

prend au lieu du procédé des moindres carrés celui des moindres q-mes

degrés, c'est-à- dire si l'on détermine les nombres

( m )

ai ., arme

par la condition :

(Lxy (Um ])!dxdy = min
um =

où

(m ) ( )
ao ',

9 > 2

Ici , les égalités

2 = lim Zm

m > 00

a'zmd'z

дx°ду!
a

lim

одх"ду- а
m

1

ca
I = 1,2, ... , k

0 = 0, 1 , ... , 1;* - 1)
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se trouvent toujours assurées, y compris toutes les dérivées de l'ordre

k - 1 .

En outre nous avons alors :

lim SS12—2m \P dx dy = 0
m > 00 (S )

aizm

lim

m > 00

O'z

!

dx dy = 0=
Slovo ox ya

( 4= 1,2 ); -- "

I = 1 , kk

a = 0 , 1 , ... ,

où le nombre p est déterminé par l'égalité

+
1 1

+

р 9

- 1

§ 7. Application du procédé aux équations différentielles linéaires

ordinaires dans le cas des conditions limites hétérogènes

Prenons le problème :

L, [y] = F (x)

U. [ y ] = g .
( 29)

U, [ y] = g1
-

Uk-1 [ y] = 8x - 1 .

qui détermine uniformément y (x) dans l'intervalle [a, b ]. Ici

Lx [ = M ~ (1-2Nx |

dky dk-1 y

Mo [y] + B tF ... + Bxy
dx* -1dx*

N- [ y] = 21 (x)
dk -ly

t ... tax (x) y
dx * -1

( ) ( ) 2-1

-1) ,,(

U ; [ y] = alºy(a) + a?" y' (a )+ ... + aste-" yolk - 1) (a) +[

+ BOOy ( )+ B " y (6) + ... + 6f* " 1) (6)BC b ! b BR ) 6-1

( i = 0, 1, ..., k - 1 )

Soit à présent

90 (x), 1 ( x ), 2 (x ),...

un système de fonctions, complet à l'intervalle la, b] au sens général du mot,

par ex.:

1 , x, x², x3, ...
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( ) ( ) (m )

Nous cherchons la fonction y (x) approximativemenl sous la forme :

Ym (x) = am) Po (x) + am) (x ) + ... + a un om (x)

en déterminant les coefficients am) par les équations:

(30)

-

L « [ ym — y]Me [mn] dx+4 U ! [ym* V. (Ym - y)U [on] = 0p

( n = 0,1 , ... , m ) (31)

où les multiplicateurs to croissent infiniment avec m, mais plus rapidement

que m. On peut établir alors de nouveau les égalités :

!

y
lim Ym

m >

y ' = lim y'm
m > 00

jord –1)=lim joy 1)m

m >

lim S (y - Ym ) dx = 0
-

m-> 00 ( 16 -ym"

lim - ya) ax = 0
m > 00 a

b

0

lim f Cork 1) — y -1)=dx = 0-
m

Si l'on prend le problème (29) dans l'intervalle (a - € , b + ] en diminuant e

1

infiniment avec l'ir tégrale y de ce problème tendra vers y.
m'

L'approximation de y:

bem) + )ont ... tbemang om

déterminée par les conditions

( )
ym

b
k- 1

$ Lx [ym— ] M. [on] dx+ ci Us [ým — ]Ui [pu ] = 0i = 0

(n = 0, 1 , ... , m)

tend aussi vers y; en même temps toutes les différences

(k -1 )-y -l)و...,ym ,y "-yn-ال
(K 1

m' – — y )

tendent vers zéro.

Les mêmes résultats sont obtenus pour les systèmes des équations linéai

res différentielles .
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Le procédé des moindres carrés présente ici aussi un cas particulier et

se réduit à la minimisation de l'intégrale :

J (am, a
) )

vlas",com"...., c. ) = $ 1} [ya —y]dx +Zl« vi[ya–y]a i
( )

-

§ 8. Le procédé des moments appliqué aux équations aux dérivées

partielles avec des conditions limites linéaires non 'homogènes

Le schéma susmentionné (8 7) n'a pas de grande importance pour les équa

tions différentielles ordinaires , vu que pratiquement il est aisé de remplacer

les conditions limites non-homogènes par des conditions homogènes et il est

assez facile de construire les fonctions vi qui satisfont à ces conditions. Ce

schéma acquiert plus de raison dans ļe cas des équations avec des dérivées

partielles , où la construction des fonctions Pi qui satisfont aux conditions

limites données présente la difficulté principale du problème .

Il est applicable aussi dans le cas particulier du problème homogène.

Bornons nous au problème :

Lxy [ z ] = Axy [2] +1 Nay [2 ] = 0
=

ой

O’z

Axy2 =

o'z

dxz
.t

ду*

Nxy [2] = C ( x, y) 2

et où la fonction z doit être déterminée dans le domaine limité S disposé tout

entier à l'intérieur du carré

0 < x< 1

0 <y < 1

et doit satisfaire sur le contour de ce domaine à la condition

(33)

z = $ (x, y)

où la fonction “ (x, y) , ainsi que ses dérivées des deux premiers ordres est

continue dans le carré (33) .

Si le système des fonctions

4. (x, y) , ça (x , y ).... , $me(x , y)

est fermé dans le carré (33) , la somme

zm = a " ) tam)Ⓡota )ont ( 33 )

déterminée par les équations:

1 Lay [zm ] Mzv [ ]dx ay + re (zm — 4) 9 : ds =May şi) —

(i = 0, 1 , ..,mº)

( m ( (m )

tam som

( 8) (8 )



207
-

tend dans chaque point du domaine S vers z à la condition que c croisse

infiniment avec m d'une façon convenable:

2 (34)
lim zm

m > 00

Si l'on considère le même problème dans le domaine Se qui présente une

extension du domaine S, en diminuant infiniment la distance entre les con

tours des domaines Sc et s, à la croissance de m, alors pour l'approxima

tion Zm du type (33 ) de ce nouveau problème l'égalité

2 = lim zm

m > 00

se remplit uniformément dans tout le domaine S.

Le procédé des , moindres carrés se réduit dans ce cas à la minimisation

de l'expression

I= SS ? 2
()

Ce procédé est aussi applicable dans le cas du problème du type ellip

tique d'ordre quelconque.

L'uniformité de la convergence peut être maintes fois assurée sans l'exten

sion du domaine S aux conditions limites assez générales .

USL" [ym – y]dx dy+ =* [, ( m -- 4) ds
2

(8 )

§ 9. L'exactitude de la solution approchée d'une équation différentielle

ordinaire par le procédé des moments

Ici l'auteur a réussi à améliorer les résultats donnés dans la livr. I (cha

pitre II et III ) en indiquant l'ordre maximum de la petitesse de l'erreur des

égalités approchées

y ym

y' zym
(35 )

را-1)عال
(k - 1)

(confr. § 7) .

Prenons le système des fonctions

0. (x ) , 0, (x), 02 (x) , ...

satisfaisant aux conditions suivantes d'orthogonalité:

0 (k # 1)

Ś q* ( x) Øk (x) 01 (x) dx) )
il (k = 1)=47ils(

Déterminons les coefficients am) de la somme (30) par les conditionsa

$ ( — FLx [ymi- F (x) } q (x) Øn(x)dx = 0

(n = 0, 1, ..., m )

9 (x) > 0

a

(36)

où



- 208

Si les conditions limites du problème sont celles du „périodisme

y (0) = y (21)

y (0 ) = y ' ( 21 )

y(k -1) (0) = ylk -1)(2x ),=

on peut poser:
1

1

0.(x )
V21

sin nx

02n – 1(x)
vaTC

COS NX

Φ ,

νπ

9 (x)= 1

Alors, à la condition de la continuité de la fonction F ( x ) et des coefficients

des opérateurs Mx [ ] et Nol ] dans le cas du problème self-adjoint nous

obtenons

Aoin m + B,
lym — yl- const

mk

A, In m + B

\ u'm - < const

mk - 1

k

\
( 37

(k- 1 ) (k - 1 ) Ax - In m + BK-1

ym –y lý
const

m

où

Ai , Bi (i = 0, 1 , ... , k – 1)

sont des constantes absolues. Cet ordre d'approximation est le même que

l'ordre d'approximation de la fonction y x) par la somme
de Fourier

d'ordre m. Il est le plus grand qui puisse être atteint par le procédé des ' mo

ments , vu que le procédé des moments appliqué aux équations avec des

coefficients constants donne dans ce cas pour I'm justement la somme me

de Fourier.

Dans le cas d'un problème non self- adjoint l'on obtient un résultat moins

exact que celui de (37) :

| ym — y !–yle
A ln m + B

const

m

l y'm— y'la

A1 In m + B

const

m

(377

(k - 1 ) (k-1 )

ym -y |

A Inm + B
const

m
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Des résultats analogues sont obtenus lorsque les conditions aux limites ont

la forme :

y (0) = 0 , y (m) = 0' = , ' a =

y ' (0 ) = 0, " (T ) = 0x =

-

Jak-10) = 0, 38— (T) = 0yok ''

et lorsque les fonctions Ø :( * ) sont choisies de la manière suivante:

1

0. (x)
νπ

=

=V

On ( x ) =1 )= 1
2

COS nx

TC

(n = 1 , 2 , 3 , ...)>

avec

9 (x) = 1

et enfin dans le cas des conditions aux limites :

y (0) = 0,

y " (0 ) = 0 ,

y (*) = 0

y” ( m) = 0

2

ylk_2 (0 ) = , ulko - ( ) = 0y(6-2) t 0

si l'on prend

. (x) = 0

2

*%(x)= 1 sinna** V
nx

-

9 ( x ) = 1

Dans le cas général on peut prendre les fonctions on (x ) sous forme de

polynomes jacobiens orthogonaux , en particulier des polynomes de Tche

bycheff ou de Legendre . Alors les inégalités (37) et (37') se remplacent res

pectivement par les inégalités suivantes :

A. In m +B.
Tyy – ] <Ym 1 <

const

mk V1- x2

(38)

A, Inm + B

y-ym | <
const

mk -1V1 – x2xa

et

A Inm +B

( y -ym const

mV1- x2

A Inm +B

|ly — YmI <
const

my1-x

(3
8

|k-1) -y-l ) | <
A Inm + B

mV1 - x

const

14. Кравчук. 910.
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Des résultats analogues sont obtenus pour les systèmes des équations

différentielles ordinaires .

§ 10. L'exactitude de la solution approximative obtenue par le procédé

des moments pour les problèmes du type elliptique

Si l'on prend le système des fonctions

Φ. (x, y) , Φ. (x, y), Φ. (x, y), ... (39)

comme un système orthogonal et normal, la solution approchée

zm = am.cpo takm)oppt ... tarmos com=

obtenue par le procédé des moments ($ 6 ) a un ordre de petitesse qui n'est

pas inférieur à celui de l'expression

Am = S5 Nay [G (x, y ; £, )] Rm [Men [ z ]] dě dn

( ( )

(8)

où le signe RmIdénote le reste de la somme meme de Fourier, composée

d'après les fonctions (39) . On a un résultat analogue pour toutes les dérivées:

a'zm

дх” ду!-а

11 = 1,2, ... , k - 2T

Q = 0, 1, ... , 1

Il n'est pas difficile d'établir que

Am =

д

δη

( )

G y; , n) ] Rm dn

-156.1-10SS N.,[@(x,xi&,w)Ru [ ] M. (a)an] de done

12-18M312 47 |an ISSSS .. Nay [G]dedn|Aml > max Rm Men [ 2] dnz ]

д

δη
G

0 ( S )

Pour cette raison la différence

z - Zm

a un ordre de petitesse non inférieur à celui du reste de la série de Fourier

de la fonction z [formée suivant les fonctions (39) ] .
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