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Einfiihrung in die mathematische Logik

Arbeitsblatt 11

Ubungsaufgaben

AUFGABE 11.1. Beweise allein aus der Existenzeinfithrung im Sukzedens und
aussagenlogischen Gesetzen die Alleinfiihrung im Antezedens, also dass fiir
eine Variable x, einen Term ¢ und einen Ausdruck o

t
FVr-a — —a—

x
eine Tautologie ist.
AUFGABE 11.2. Zeige
Fdx(z =y).
AUFGABE 11.3. Zeige
F3z(x =1y).

AUFGABE 11.4. Beweise aus der Existenzeinfithrung im Antezedens die All-
einfiihrung im Sukzedens. Sie besagt, dass man aus

B — aZ

x

unter der Bedingung, dass y weder in Vxa noch in £ frei vorkommt, auf
F B — Vea

schlie3en kann.

AUFGABE 11.5. Zeige, dass der Ausdruck
<ag — 5) — (Jra — )
x

keine Tautologie ist (auch nicht, wenn y weder in Jxa noch in § frei vor-
kommt).

AUFGABE 11.6. Es sei o ein Ausdruck in einer Sprache L erster Stufe. Zeige,
dass
a > Vrea

keine Tautologie ist.
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AUFGABE 11.7.%

Zeige, dass mit
Fa—p

auch
FVra — Va3

gilt.

AUFGABE 11.8. Zeige, dass in der Priadikatenlogik die Alleinfiihrung im An-
tezedens ableitbar ist, also dass fiir eine Variable x, einen Term ¢ und einen
Ausdruck «

t
FVYra — a—
T

gilt.

AUFGABE 11.9.*

Zeige
FVra AVap — Vo (a A pP) .

AUFGABE 11.10.*

Zeige
FVz (aAp) = Vea AVzp.

AUFGABE 11.11. a) Zeige
F3z(a A B) = Jza A Jzb.
b) Zeige, dass
dra A Jzf — Jx(a A S)

keine Tautologie ist.

AUFGABE 11.12. Es sei S ein erststufiges Symbolalphabet und f € S ein
n-stelliges Funktionssymbol. Erstelle eine Ableitung fiir den Ausdruck

Jy ((frr...xp =y) AV2((fr1... 2 =2) 2 y=2)) .

AUFGABE 11.13.*

Es seien A, B, C einstellige Relationssymbole. Zeige, dass der Modus Barbara,
also die Aussage

(Vz(Az — Bzx) AVx(Br — Cx)) — (Vo (Az — Cx))
im Pradikatenkalkiil ableitbar ist.



AUFGABE 11.14.*

Es seien A, B, C einstellige Relationssymbole. Zeige, dass der Modus Darii,
also die Aussage

(Vz(Az — Bx) A Jz(Ax A Cx)) — (Fz(Bx A Cx))
im Prédikatenkalkiil ableitbar ist.

AUFCABE 11.15.%*

Es seien z,y, u,v Variablen und I' = {VaVy (z = y)} und A = {z = y}.

(1) Zeige (ohne Bezug auf den Vollstandigkeitssatz) I' - u = v.
(2) Charakterisiere die Modelle M mit M T
(3) Zeige AV u=n.

AUFCABE 11.16.*

Es sei G ein dreistelliges Relationssymbol und L die zugehorige pradika-
tenlogische Sprache. Es sei I die Interpretation, bei der die Grundmenge
die euklidische Ebene ist und G durch die dreistellige Relation interpretiert
wird, bei der G(A, B, C) zutrifft, wenn die Punkte A, B, C' auf einer Geraden
liegen.

(1) Zeige I E Gxyz <> Gyzz.

(2) Zeige, dass im Allgemeinen nicht I F VaVyVz (Gryz — Gryu) gelten
muss.

(3) Es sei I' = {VaVyVz (Gryz < Gyzz), VaVyVz (Gryz < Grzy)}.
Erstelle eine Ableitung fiir I' - Gzyz < Gyzx.

(4) Zeige, dass der Ausdruck Gryz AGzyu bei der gegebenen Interpreta-
tion nicht bedeutet, dass die die freien Variablen x, y, z, u belegenden
Punkte auf einer Geraden liegen.

(5) Formuliere einen Ausdruck aus L in vier freien Variablen, der bei
der gegebenen Interpretation besagt, dass die die freien Variablen
belegenden Punkte auf einer Geraden liegen.

Die beiden folgenden Aufgaben sind vermutlich miihselig.

AUFGABE 11.17. Man gebe einen formalen Beweis fiir die Aussage, dass die
Hintereinanderschaltung von zwei surjektiven Abbildungen auf einer Menge
wieder surjektiv ist.

AUFGABE 11.18. Man gebe einen formalen Beweis fiir die Aussage, dass die
Hintereinanderschaltung von zwei injektiven Abbildungen auf einer Menge
wieder injektiv ist.
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AUFGABE 11.19. Es sei I' eine Ausdrucksmenge aus einer Sprache erster
Stufe und « ein weiterer Ausdruck. Es sei « nicht aus I' ableitbar. Zeige,
dass man aus I'U {—a} keinen Widerspruch (also keinen Ausdruck der Form
[ A =) ableiten kann.

AUFGABE 11.20. Begriinde die folgenden Ableitungsregeln (es seien s, t Ter-
me, «, f Ausdriicke und T" eine Ausdrucksmenge).

(1) Wenn T' - s = ¢, dann ist auch I' F o2 — af,

(2) Wenn I' - at, dann ist auch I' - 3za,

(3) Wenn I' F a2 — 3, dann ist auch I' - 3za — 3, unter der Bedin-
gung, dass y nicht frei in I', dza, 8 vorkommt.

Aufgaben zum Abgeben

AUFGABE 11.21. (2 Punkte)
Sei a € L. Zeige die Ableitbarkeit
Fdrdra < Jza.

AUFGABE 11.22. (4 Punkte)
Sei a € L. Zeige die Ableitbarkeit
F JxVya — Vydza .

Zeige, dass
Vydra — JxVya

nicht ableitbar ist.

AUFGABE 11.23. (4 Punkte)

Formuliere mit dem zweistelligen Funktionssymbol - die Aussage, dass wenn
eine Zahl a die Zahl b teilt und b die Zahl c teilt, dass dann a auch c teilt.

Erstelle eine Ableitung fiir diese Aussage.

AUFGABE 11.24. (3 Punkte)

Zeige, dass es eine Ausdrucksmenge I' mit der Eigenschaft gibt, dass fiir
jede Interpretation I genau dann I F I' gilt, wenn die Grundmenge der
Interpretation unendlich ist.



