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I.

Ueber die Krümmung der von Ebenen gebildeten

Schnitte des dreiaxigen Ellipsoids.

Von

dem Heraasgeber.

Bekanntlich bat man verschiedene allgemeine Untersuchungen

über die Krümmung der von Ebenen gebildeten Schnitte der

krummen Flächen angestellt, und eine grossere Anzahl merkwür-

diger, dieselbe betreffender Sätze gefunden. Auf besondere Arten

der Flächen sind diese Sätze aber nur wenig angewandt worden,

und man besitzt z. B., so viel ich weiss, noch keine allgemeinen

Ausdrücke für die Coordinaten der Mittelpunkte und die Halb«

messer der Krümmungskreise der Normalschnitte des allgemeinen

dreiaxigen Ellipsoids und anderer Flächen des zweiten Grades,

denen die grössten und kleinsten Krümmungshalbmesser entspre-

chen. Man weiss ferner, dass die Summe der reciproken Krüm-
mungshalbmesser jeder zwei auf einander senkrecht stehenden

Normalschnitte einer beliebigen krummen Fläche eine constante

Grosse ist, aber den Werth dieser Constanten für die vorherge-

nannten und andere krumme Flächen kennt man, so viel ich weiss,

noch nicht Jedenfalls ist dies ein Mangel, der um so grosser

ist, je merkwürdiger und elegauter die in Rede stehenden Aus-

drücke sich für viele besondere krumme Flächen gestalten. Die

Art uod Weise, wie man bisher die allgemeinen Untersuchungen

über die Krümmung der von Ebenen gebildeten Schnitte der

Flächen unter Anwendung einer nicht geringen Anzahl verschie-

dener Coordinaten- Verwandlungen geführt bat, ist aber in der

That auch zu speciellen Anwendnngen wenig geeignet, was aoch

wobl vorzugsweise der Grund sein mag, dass dergleichen Anwen-

Tkeil XXVIII. 1
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2 Grunert: Leber die Krümmung der von Ebenen

dangen bis jetzt nur wenig gemacht worden sind*). Ich halte daher

eine ganz neue Behandlung dieses wichtigen und interessanten

Gegenstandes für notbwendig, wenn dieselbe geeignet sein soll,

Anwendungen auf besondere Fälle mit Leichtigkeit zu vermitteln

und zu gestatten, und hoffe eine aus diesem Gesichtspunkte an-

gestellte derartige sehr allgemeine Untersuchung bald veröffentli-

chen zu können im Stande zu sein. Für jetzt will ich mich be-

gnügen, in dieser Abhandlung die Krümmung der von Ebenen

gebildeten Schnitte des allgemeinen dreiaxigen Ellipsoids nach

einer besonderen, so viel als möglich elementar gehaltenen Me-
thode zu untersuchen, und hoffe, dass die Leser des Archivs

über die Merkwürdigkeit und Eleganz der neuen Ausdrücke, welche

aus derselben in ziemlich grosser Anzahl sich ergeben haben,

mit mir einerlei Meinung sein werden. Dass diese Untersuchung

eine unmittelbare Anwendung in bekannter Weise auf die allge-

meinen dreiaxigen Hyperboloide gestattet, versteht sich von selbst,

und bedarf hier kaum noch einer besonderen Bemerkung; und wie

dieselbe für die Paraboloide anzustellen sein dürfte, wird gleich-

falls mit Leichtigkeit ersichtlich sein»

I.

Die Krümmungskreise der Schnitte des Ellipsoids im
Allgemeinen.

Wir gründen hier die Bestimmung der Krümmungskreise der
Schnitte des Ellipsoids im Allgemeinen auf das Princip, dass der

Mittelpunkt des Krümmungskreises einer beliebigen Curve in

einem bestimmten Punkte derselben der Durchschnittspunkt der
Normale der Curve in diesem Punkte mit einer, einem diesem
Punkte unendlich nahe liegenden Punkte der Curve entsprechen-

den Normalen derselben ist, wonach man also eigentlich den
Mittelpunkt des Krümmungskreises einer Curve in einem bestimm-
ten Punkte derselben als die Gränze oder den Gränzpunkt aufzu-

fassen hat, welchem die Durchschnittspunkte der Normale der
Curve in dem in Rede stehenden Punkte derselben mit den dieser

Normale benachbarten Normalen der Curve sich immer mehr und
mehr und bis zu jedem beliebigen Grade nähern, wenn man die
Punkte der Curve, denen die letzteren Normalen entsprechen, dem
Punkte der Curve, welchem die erstere Normale entspricht, immer
näher und näher rücken lässt

•> Selbst iie Darstellung von Moigno in den Lecens de calcttl

diff. et int. T.I. Lecons XXXJII et XXXIV liest , bei aller Ver-
dieostlichkeit, Doch Mauthe« zu wünschen übrig.
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Die Gleichung des beliebigen, hier aur Befeacbtung komroeu

der. E^ipsoids sei im Allgemeine« '

ood ein beliebiger Punkt in seiner Oberfläche sei (utw) , ** <lo**

- i - Ii

ist Die Gleichung der Berührung«ebene de« Ellipsoids in dem
Punkte (uvw) ist nach den Lehren der analytischen Geometrie:

'

!

tl ' V ' IC V " •!'«

Die Gleichnng der Ebene eines beliebigen durch den Punkt

f«w) gelegten Schnitts des Ellipsoids sei

A(x—u)+ B(y— 9)+ C(*—»)=0.
.

**

Aus den beiden Gleichungen

folgt, wenn G einen gewissen Factor bezeichnet:

»Uo sind
,

:
•

B*^ C& C 3*-^? ^Äi*"^?

die Gleichungen der Durcbschnittslinie der Ebene des Schnitts

V
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4 €runeri: Ueber die Krümmung der tun Ebenen

mit der BerÜhrungsebene des EUipsoids in dem Punkte (urtc),

folglich die Gleichungeo der Berührenden der Curve, in welcher

die Oberfläche des EUipsoids von der durch die Gleichung

A{z-u) + ß(y-t>) + =0

charakterisirten Ebene geschnitten wird, in dem Punkte (ueto),

wobei wir bemerken, das» von nun an diese Curve der Kürte

wegen immer selbst der Schnitt genannt werden soll.

Ist nun
«

A'(x-u) + B'{g - 1>) + C(x-«*)=0

die Gleichung der Normalebene des Schnitts in dem Punkte (tiwc),

welche auf der Berührenden de« Schnitts in diesem Punkte senk-

recht steht, so ist nach den Lehren der analytischen Geometrie:ABC
und folglich * \.

tri tJ U tO .VU
(B^-C£)(*-«)

+

(C~%-A^)(y-t>) + (*-«)=

0

die Gleichung der Normalebene des Schnitts in dem Punkte (tinc).

Aus den Gleichungen

A(x-u) + B(y-t) + CT» -w) =0,

(**_<£)(*-«)+«$-^-«O + (4£-* - .)-0

folgt, weno G' einen gewissen Factor bezeichnet:

y-e= G'lC(Ä^- Cp)-^Wp-Äp)|,

oder:
• <

• 1
. i„,i
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Folglich sind

if _ r „ w

_
y~p

*—

1

^ + *£ + C -(A*+ fi»+ C»)£

die Gleichungen der Durchschnittslinie der Ebene des Schnitt«

mit seiner Normalebenc in dem Punkte (uvio), also die Gleicbun-

gen der Normale des Schnitts in diesem Punkte.

Für einen zweiten Punkt (tetc-to,) des Schnitts, wo also
r

•

A(u - *,) + Biv-vx )+ C(ic-«,.)=0,

©<»<?)•-
ist. «iod folglich die Gleichungen der Normale des Schnitte:

*-«

y—»i

* — tt>,

c<4 + +

e
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vrucr ine nriitfifftuitg ucr ri/n

Setze* wir

>

und

• t
* a

if=oh £ + «|4 + e£)-(^«+ ä»+c«>£ ,,,, ,.

,

F, = fi<4 + Ä£ + C £')^ C4VM»»+ C?) £

.

so sind

C7 ,-"T

x—»Aj _ y— », _ x — wx

"ÜT~ FT" Wi
. .1

x— u *— r r-tr
FT '

TT ~ f, " w,
. t. - <

die Gleichungen der beiden in Rede stehenden Normalen, and

wenn x, y, x die Conrdinaten des Durchschnittpunkts derselben be-

zeichnen, so müssen diese Coordinateo aus flen vorstehenden

Gleichungen bestimmt werden, wozu wir jetzt übergehen wollen.

Aus diesen Gleichungen erhält man zuvörderst leicht die fol-

genden: .

(F— r,)(*-«)-(ü- £?.)(»-«>)= P,(».-e)- F.d., -«).

(W- — ») —(F— F,) (»-«.) = F,(to,-«,)- W,(t>,-t>).
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des dreiaxigen ElUpsoids. 7

also, wenn man fiir «, y— r, z— w Dach und nach ihre aus

deo Gleichungen

x— u y— o z— tc-
ir = nr = -

Tr

sich ergebenden Werthe einfahrt:

(UV, - VVx){x-u)= Ü\VX <«, - «)- ü, (t>, - e)|,

( FIF,- »FF,)**—«)= ÜHFt (rx -*) - -w)},

(W 17,- 1/WU (x- k)= Viüx (»,-«>)- W -«)}

;

(W, - Fl/.My-^ F{ Fj («,—«)— Vx
(e,-r)|,

( FW\ — W7F1)(y— 1)= F| Wx (vi
— v)— Fi(w, —tr)|,

(IFI/.-tfWWy-*)« FtC7a(«H—«)— ^(ii,-«)!;
4

-

(ÜVX
- VVV) («-»)= W[Vx (ux-u)-

U

x (t>x -v)\,

( v IF, -WVx ) (z
-w)= »F| W, (e,- v)- Vx («, -u>)\,

(WUX
—UWx ) (z

- w)= »Fl t/, («?|-«)- fF, («,— u) }.

Von den verschiedenen hieraus sich ergebenden 'Formeln

wollen wir die folgenden unseren ferneren Untersuchungen zu

Grande legen:

— u y— p z

—

tc_ F^«! —«)— Vx (p t
—

Ö^ =V" = "TF - t/^-FC/,

Um nun die Coordinaten des Mittelpunkts des Krümmungs-
kreises des Schnitts in dem Punkte (uvw) zu finden, kommt es

darauf an, die Gränze zu ermitteln, welcher der Bruch

Fifa— «)— Ux (vx— p)

vvx—vvx

sich immer mehr und mehr und bis zu jedem beliebigen Grade

nähert, wenn man den Punkt (u^tt^) in dem Schnitte dem Punkte

(sew) immer näher und näher rücken läset. Denn bezeichnet man
diese Gränze durch

L,,m wx-vvx
»

und die Coordinaten des Mittelpunkts des in Rede stehenden

KrSmmungskretses durch X, Y, Z, so ist offenbar:
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S tiruner t: Leber die Artimmwiff der ron Ebenen

X—u F— r Z-w — u)— U\ (pi
— g )

Um aber die (»rhuze

zu 6nden, bringe man den Brach

F^-iQ-r/.fr, -r)
~ V Y\ - FtV

auf die Form

F—17^-B + ( Fi - F)—

(

V,- C7)

(
,t;,-ü ;

dann ist offenbar

f wu Pi(«i-»)-Pifo-g>
Llm C/Fj-Fü,

F- tfLira + Lim (

F

t
- F)- Lim ( 17,- CT) - Lim£^

Bekanntlich ist nuo nach dem Obigen

J(ti, -u) + tf(r, - r) + — tc) = 0

und

(?)•-• or*©©-•
also

:

folglich, wenn G" eioen gewissen Factor bezeichnet:

«,-«=6 } -s ^—

^

= j ^ ^ ('

tc,-ic— f,
, A

, ^ | >



gebildeten Schnitte des dretnsigen FMipwid*. 9

woraus sieb sogleich

_ Afa+te) A{vx +r) Bj^+u)
fi— v a* c* u>x —fß_ b* a*

Uj-u- B(wx +w) Cjv, + c) ' «,-u ~ß(t£i±») CjVi+v)
c» ~" 6* c» ~ 6«

ergiebt. Lässt man aber den Punkt (u
x
vx tcx ) dem Punkte (rote)

in dem Schnitte immer näher und näher rücken, so fallen die

Coordinaten w, , ©, , to, immer genauer und genauer beziehungs-

weise mit den Coordinaten u, t>, «c zusammen, so dass sich also

die Grössen tf, -f- m, r, -f- t>, tcx -f tr immer mehr und mehr und bis

zd jedem beliebigen Grade den Gränzen 2u, 2c, 2tc nähern, nach

dem Vorhergehenden folglich offenbar

Cu Ate Av_ Bu

T . Vi — v a* ' c* _ . tc1
— «c 6* a*

Lim ~t> tt~ » Lim
tf,— tt Zfte Cv ti,— ti Bw Cid

ist. Wenn nun aber der Punkt («,!>,«>,) in dem Schnitte dem
Punkte (uvto) immer näher und näher rückt, so fallen offenbar

»ucb die Grossen 17,, F, beziehungsweise immer genauer und

genauer mit den Grössen V, V zusammen, so dass also augen-

scheinlich

UmiUt-U)^, L\m(V
t
- F)= 0;

folglich nach dem Obigen

I :m -» P,(ty-»)_
F" ÜUm^

Llin vvx -vvx
~-~„

a . v>-r „^rvx-v
e/Lira —1 V Lim—

II,—« u

ist Ferner hat man nach dem Obigen offenbar die Formeln:

P,-t7_ VA B e,—

e

C w,— to\ ^»-t-lP+C»
s
1
-«"if

Va*
+ 0*

,

«1 -tt
+

c*
,

tt,-.iiy q* "

F,- F_ A ,B ti—v C u>l~w\ A* + B*+C* e,_ r

a|g0 :



Cr uteri: üeöer die

Lim—5 =i4 ( -= + • Lim-1 + -..Lira— )

Lira ——- = B (^m +5 . Lim ——- -f 5 • Lim^1——\

woraus sieb, in Verbindung mit dem Vorhergehenden, auf ganz

unzweideutige Weise ergiebt, dass man

UVi—VUt - C7(F1~F)-F(171 -C7)'

und folglich auch
,

jg—tt F_ p Z-w F(u, - ii) - C7(P| -c)
~lü ~~ V ~ W - C7(Fi— K)— V{Ut —ü)

setzen kann, wenn man nur in dem letzten Bruche aberall
« i

Bw Cv

I

Cu Aw

^e fiu

setzt. Entwickeln wir nun aber unter dieser Voraussetzung den

in Rede stehenden Bruch weiter, so erhalten wir zurovderst oboe

alle Schwierigkeit:

und ferner, am leichtesten, wenn wir

•MS-£)-<>(£-£)
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und »

-3?)-

*

setzen: .
:

bei welcher Entwicklung man die identische Gleichung

'(?-»+*(?-4r)+*(*-S!H
zu beachten bat Abo ist nach dem Obigen:

Jtf-c K—r_Z-w
U ~ V ~ W

wodurch die Coordinaten des Mittelpunkts des Krummungskreises
des Schnitts m dem Punkte (uvw) bestimmt sind.

Bezeichnet R den Halbmesser des Krummungskreises des

Schnitts in dem Punkte (uvw), weicher die Entfernung der Punkte

(uvw) und (XYZ) von einander ist, so ist

Ä*

=

(X- «JH (F- *)• + (Z - «)«.

also, weil* wie man mittelst leichter Rechnung findet;, )
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12 Grumert: Vfber die Krümmung der pon

R =

Weil nach dem Obigen

die Gleichung der Berfibrungsebene dee Ellipsoids in dem Punkte

(weis) ist, so iet nach den Lebren der analytischen Geometrie die

Normale de» Eilipsoida in demselben Punkte durch die Gleichungen

x — u _ .y
— p t—vp

«* -P c*

charakterisirt; und soll nun der durch die Gleichung

A{x—%) + B(y - c) + C(»— ts)= 0

charakterisirte Schnitt durch diese Normale gehen, also eio Nor-

inalschnitt sein» so mnss offenbar

Au . Bv
, Cw _

sein.

Also ist nach dem Obigen för die Normalschnitte,: \
\

X'— u Y—v
p
Z— u> y

i£ ©*

VjBw Cv\ %

2. (Cu M' J_
/Ad Bu\'

und

/ii* e*

K = T7Et
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gebildeten Schnitte des drclaxlffen Kiliptoia*. 13

Weil in diesem Falle

IC

igt , so ist auch:

6** 1 (Bto Cv\* \ fVu Aw\ 9 Buy 1

' 1 (Bio Cn\ %
t

I /Cu A*y
t

1 /Av Buy
'

n*vF-p) + pU2"-^; + ?vF""iv

Für jeden beliebigen durch den Punkt (wtw) gelegten Schnitt

des Ellipsoid« erhält man nach dem Obigen auch leicht die fol-

genden bemerkenswerthen Ausdrücke:
» • • • •

*

ond für die NormaJsthnitte

:
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14 Grunert: üeber die Krümmung der ton Ebenen

v R

Vo
4i"6« + cV

so dass also in diesem Falle

Ä^ Ä^ ÄS

int

Mit Rütksiclt auf die Gleichung

\ I

tindet man auch leicht, dass

1 /Bv CeV i /Cii JwV 1 /^e ÄA* \

4»q« -f + Cc*— (Au+ Bv + Ctc)*

ist, und kann daher auch diesen letzteren Ausdruck für den er-

steren in die obigen Formeln einfuhren, wenn dies in

Fällen swekmässig und vortheilbaft sein sollte.

Krümmungekreise der Normalschnitte.

Durch den Punkt (uwc) wolleo wir uns jetzt eine beliebige

gerade Linie gezogen denken, deren Gleichungen

x— u y— c z— to

cos 6 eos o) cos <•)

sein mögen, und w ollen annehmen, dass die Lage der Ebene des

ed by Google



15

Nonnalschnitts, deren Gleichung nach dem Vorhergehenden be-

kanntlich

A{x—u) + B{y— t>)+ O(x-w)=0

ist, durch diese gerade Linie und die Normale des Ellipsoids in

dem Punkte (uw) bestimmt sei. Dann haben wir die

C* Jeic huupen

i4co#6+Äcosüj-|-Ccosö=0,

Au Bv Cw

und sind also offenbar berechtigt

. v _ w
A — jp COS Q— -5 COS 09 ,

ß=^CO80— ^COSÖ,

C= ^jCoe»— JACOBS

zu setzen.

Mit Rücksicht aaf die Gleichung

cos 0* + cos + cos ö*= 1

folgt hieraus leicht:

^f«+^+C«=^ + Äi + ^r
-^C08Ö^gaCOS(D+^COSO) J

,

and ferner ist:

Bu> CcCc /u* 0* ie*\ A u/u Ä r er \—
6^= Va~«

+
** + cV C0S*- iT^a*

C0<,Ö+
«*
CW

Od Aw /u* e» «?Ä\ » /» Ä p w \^ —? = + 4* + ^cos«,-^^-Äcosö+ ^coscd+ ^cos öI

2?n /«* e* «?*\ _ fr/« p „, \
5«— aT= ^a-i

+ Ä* + ^ry
co*ü-^äicos0+ pcosai + ^os öJ

;

man aber die durch die Gleichungen

jr -*M y

—

9 x — t©

cos ö
~~

COS CO cos ö
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]6 Cruneri: leber die Krümmung der von Ebenen

charakterisirte gerade Linie in der durch den Punkt (uvw) gehen-

den Beriihrnngseberie des Ellipsoids an, deren Gleichung be-

kanntlich

ist, mo ist

^2
COt* 0 + ^ COS W +

c
«COS 6)=0,

-

und folglich unter dieser Voraussetzung nach dem Obigen:

und

Cr /u* . r2 . w2\

Ce Ate /m2 r2 «>*\

A2 ~~ "ö* =Vi* + + c^J
C086>

Also ist unter der gemachten Voraussetzung

I (Bw Cv\\ } (Cr Aw\ %
\ (Ac Bn\

/«* t?
2 u^v'/cosö2 cos co

a cosö2 \
- w+b*+<*) V~^

2_+ ~o2_+ ~c2
~

>r

und folglich nach I. fiir den Normalschnitt:

u

«2

Z— ic= —

cosfl2

«2
cosca*

*
A2

r

o2

cos«2 '

+ ~c2r
"

cos #2 COS CO
2 cos Ö2 *

o2
1

+ 62
'
+ c2

w •

c2

cos 6* COS DO
2

1

62

cos«2
H

c2
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gebildeten schnitte det dreittxigtn ElUpsoid*. 17

~*COS0* COS CO* C08Ö*'

r

Wir wollen nun zwei Nonnalschnitte betrachten, welche durch

die beiden, durch die Gleichungen

x~ u _y— r
i— tc •

cos B ~ cos CO cos ü
'

— p z — tr

cos 6, cos co, cos«,

charakterisirten , in der dem Punkte (wrw) entsprechenden ße-

rflhrungsebene des EUipsoids liegenden geraden Linien gelegt

sind. Den 180° nicht übersteigenden Winkel, welchen die beiden

Tbeile dieser Geraden, denen die Wiukel 6, », ö und dl9 CB|,<J,

entsprechen, mit einander einschliessen, bezeichnen wir durch Äi,
und die Coordinaten der Mittelpunkte der Krürnmuogskreise und
die Krümmungshalbmesser der beiden Nonnalschnitte sollen re-

spective durch X, Y, Z; Xlt Ylt Xx und R, bezeichnet

werden. Dann haben »vir die folgenden Gleichungen:

COS # + £2 C°8 COS ö = 0,

;

II C IT _
^ COS 0j -f ^,COS CO, -|- % costo, = U

und
^

COS 0 COS 0, -f COS 00 COS CD, -|- COSQ cos Ö, = cos .

Setzen wir

cosö, =cosÖ copü, -|- L,

COS CO, — COS CO cos32, -| ,

cos ö, = cos ö cosÄ, -f 2V

;

roulüpliciren diese Gleichungen nach der Keine mit £»»

ond addiren sie dann zu einander, so erhalten wir nach dem Obi-

gen die Gleichung: y

w

Tktii xxviii. a



Multiplictren wir ferner die drei obigen Gleichungen nach der
Reihe mit cos0, cos», cos3 und addken sie dann wieder su ein-

so erhalten wir die Gleichung

L cos0+M co« a> + JVcos ö =0.

Weil aber
•

"

•
•

: . .
.-*.'

L =cosöi -— cosö cos&j,

M= C08 0»|— COS CO COS Ä| ,

N=cos 5,— cosö cos Äi

ist» so erhalten wir, wenn wir diese Gleichungen quadriren und
den» su einander addiren, mittelst des Obigen leicht die Gleichung:

j^+ AP+ JV^sinÄ,»

Art« dco beiden Gleichungen

"HI • I • - (1*^ ff^

As*os6+ Afcosa-fA'cosö=0

erhalten wir, wenn Gt ernen gewissen Factor bezeichnet:

L = G, f ^ cos <•>— ŝ cos co
J

»

M=G
l
(~*cos0- Jicosö^,

Nz=Gi cos a>— |,cos 0 ^ ;

diese Ausdrücke in die Gleichung

I*+^ + iV»= sin Ä,»

einführt,:

s A sin 52,

Y (-tcos«-^cos0)
a+(^cos5-^os»)«+(^c)os^^co4H5)«

, weil, wie man leicht findet» ,

1
•
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gebildeten Schritte des dreiaxigen Elltpsoitt* \\

u2 , t>
2 w2 /«

,
r to _V= ? + ^ + ^~V«*C08d + 6»

CO<,fl> +? COflü
>)

M2 P2 «0*

ist,

sin &i
/«2 «,2\t

'

U* + 5* + T*)

und setzt man also der Kürze wegen

:

ü _ tc
GQ6 fc> j COS tö

w + + ^;

(<r*
+ 6* + )*

F—

-jCOSCö— JACOBS

witl: '

L=JbFsinÄ1> Äfzzii^ginÄ,, JsinÄ,

;

WgTwh na«* dem Obigen

:

C08#i = co8Ö cos Äi •£ jPsio ,

COS »i BS COS 0) COSÄ, ± H»m Ä,

,

cos öi =cosöco8Ä, ±J sin &,.

Also tot

«Mfli« COS«,* COSG)!* /CO802
s

COS Q)
2

(

COS W2\

. /Fcosö , Vcos co , JcosÖ\ .

(F2 Z/2 J»\



Grunert: Veber die Krümmung der tm

und, wie man sogleich (Ibersiebt:

Fcos fl Hcob cd ,/cos ö

o^l G~*~c*
jco«fl)cosö ^2~^2 )cosücosö4-^jf -j— Icosflcosco

Wenn man aus den beiden Gleichungen

^jcosö + ^jcosü) f
c
^coso=0>

COS 0* + COS 09* + cos ö* = 1

nach und nach cos 6, cos cd, cosü eliminirt, so erhält man die

folgenden Gleichungen

:

^4(C0S»*-|-C0SCi)a)+( pCOSO) -f -jCOSO) I =^4»

£(cosö*+cosÖ»)+ (^cosö+ ^cosöj= ~,

•^(COSÖ* +COSW*) + f ^jCOsd + p COS ß) 1 =^4 »

also, wie man sogleich ubersieht:

/«» e»
.
te*\ / „ _ov /v _ to V Ii»

(
-
4 + £T + ^4

^(cosaa+ cos«»)—^g-acoso - ^ cos w 1 = -
4 ,

(S + £ +£) (cos(5Hcosö«)-g cos 0- £cosö)' =£ ,

/ti* , e* . «>*\ ^ , „ /u v \* «>*

\aA +6*+cT/
(C08^+c°8a>^—^ä«

co8Ä>
""o«

c08V 5

folglich

/e _ «c V /wa ,»* t^X u»^cos ü-^cosa,|=^+^+^ S,nö-- -
4 ,

(^cosö-^costtj = (^ + 6<+cV 8in<D -F'
/« « ÄV /«' . v* x «*\ • —

Weil nun

w
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F* H*
at + + ci

' /• — to . 1 u '».l,» *
^(pcoitt--gcos») +^(c^Qg0~-»c<ui<j)

+-,(-,cosi»-^o«*)'
_ —

ist, to findet man mittelst der vorstehenden Relationen sogleich:

u* v* w*
F» m J* ein 0* , «in . sin ^+6*+^

oder

«*

^_ J 1
J /cos«2 tosw»*cosö*\ 0**6«* C«

Bezeichnet man das von dem Anfange der Coordinaten auf die

Berührungsebene des Eilipsoida in dem Punkte (uvw), deren

Gleichung bekanntlich

|* (*- ") +|a(y ~ ») + "a (*—«>)= 0

st, gelallte Perpendikel durch jP, so ist nach deo Lehren der

analytischen Geometrie

:

u* V2 W* 1 /»* V* w*\\ 1

»ad weil nun bekanntlich

COS0* . COSCO* . COSÖ'2 *
1 COS 6\* , COS Ol a . COS Öi*

1

w, so ist:

tts|* COS(ö* COSÖ 2_ 1 COSÖy 2
- COS»!* C0S<5i* 1

4o nach dem Obigen:

X-*=-?PR, Y-t>=-l*PR, Z-isr=-^JPÄ

l
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23 Grunert: Veber die Xriimmwtfi der von Ebenen

und

m vi 11ü1 MO\ fllCSvfl tllTHI VPUJE1UII >

uod folglich:

1 cosÄ.* _ /FcnmB f/cose» ./cosÖN .

öden

oder auch: #

1 / 1 cosSAA /Fcosd . #cos« , Jcoeö\ . ort

Wenn die beiden Notrmalschfifete aufeinander senkrecht stehen,

aUo A|e=90° ist, So ergiebt sich hieraus die Gleichung:

also

l*i-*li*W-GW*3H-.
woraus man siebt, das« die Summe der reciproken Krümmungs-
halbmesser jeder zwei auf einander senkrecht stehenden Piormal-

schnitte fGr jeden Punkt des Ellipsoids eine constante Grösse ist,

deren Werth die vorhergehende Formel angiebt.

Leicht erhält man aus dem Vorhergehenden auch für zwei

auf einander senkrecht stehende Normal schnitte:
i
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gebildeten Schnitte des dreiaxHen EUipsotds.

also

d©90* , cos»* . eosö»

sind2 öino>* sin ö* w* »*

> R + i^ * Su* [t*
,
to*\l /«*

, r* . «o*V
'

- I Ä
cos20 cos 2» eos2to

i *^ j__
R Ri" /"V P*. +

, t
'

»eiche Ausdrucke jedenfalls sehr merkwürdig siod.

Mit Rücksicht auf die Gleichung <

'

»» ©* «?*

findet man auch leicht:

•i • . »

I • 1 1
1

üJ(pCoeö-^co8a>) +^("acosd-^cos (£cosa>-£c<»0)*

q'cosfl* -f 6*co8eoa -f c*cos6)*— (ucosfl + pcosca + tccosca)*

aW
und folglich nach dem Obigen:

F* IP> J*

-

•

q» cos 6* 4 &*cos o)
2
-f c2 cos fi*— (W cos 6 -f v cos io + w cos g)*

.

kann nian die Krümmungshalbmesser zweier arif einander

Digitized by Google



24 Gruntrt: Ueöer die Krümmung der $on

•an krecht stehender Normalschnitte auch auf folgende Art aus

drücken :

( OS 0* . COS (J
2

. cos (.)*
'

1 «a cos 6*+ 6*cos (oHcJ cosoJ — («cosÖ -f t>cosa> + wcostt)*

Weil nach dem Obigen.

«* 1/11 1 «* 1/1 I\

let, ao sind in jedem Punkte des Ellipsoids für die auf

senkrecht stehenden Normalschnitte auch die Summen

"4* v ~ » v 1 4" 1? Z » 7» TT
***A-u X,—u F— c Fi— r Z—io Z]— tc

«nnstante Grössen.

Aus den ohigen Formeln noch manche andere bemerken^-
werthe Relationen abzuleiten, würde nicht schwer sein, wobei
ich jedoch jetzt nicht langer verweilen will.

III.

Normalschuitte der grössten und kleinsten Krümmung.

Fflr einen beliebigen Normalachnitt ist nach II.

/«* C« €C*\i

U* + ^ + c7j
COS0* COSQ)2 COSO)2

'

wo für jeden Punkt des Ellipsoids der Zähler des Bruchs auf der
rechten Seite des Gleichheitszeichens constant und nur der Neu-
ner dieses Bruchs veränderlieh ist. Will man also die Normal
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gebildeten Schnitte des dveiaxigen EUlpsuid*.

die grüßten und

entsprechen, so wird es bloss auf die Betrachtung

des Kenners de« obigen Bruchs ankommen, indem der Krflmmungs-

eio Maximum oder ein Minimum sein wird, jenachdem

Nenner ein Minimum oder ein Maxiraum ist.

Wir wollen der Kürze wegen

IT
cos 6*

,
cos »* cosö*

und diese Grösse nun differentiiren. Da wir

Winkeln 0. <d, ö bekanntlich die zwei Gleicbuogen
i

U V IC - A-
a COS0+pCOS«-f-^COStt= O,

cos 0* + cos co* f cos ö*= 1

baben, so können wir nur einen der drei in Rede stehenden

Winkel, etwa 0, als unabhängige veränderliche Grosse betrachten;

und differentiiren wir nun die beiden vorstehenden Gleichungen in

Bezug auf diese veränderliche Grösse, so erhalten wir die beiden

Gleichungen:

© dcoso» w B cos

5

u ,

dcoso) _ÖCOSM . _

cos»—g^— -t-eosS
gg

- =sio0cos0;

w u
cos 6— -öcosü

8cos«tt_ . Ä c» n*

pcos5-? cos.

a ÄÄ^^ -« cos o - a cos 0

—— sin a —

^cosu-^cosco

folgt. Fuhrt man aber diese Ausdrücke in

. öü sind A . cos 09 dcos»
a
cosö 9 cosö

4 *80
=

i«-
co^+ äd" +

ein, so erhält man:
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k2Ü Gruner:. (Jeder die Krümmung der von

QU •. 1 •» <i-f

I ,
4 *

, . .(.^r.li

f
. j | . . . . n '•

;

.

lx « 1 „ f» 1 1, .

p COS 0)—^ cos •>

Soll also dieser Diflerentiatquotient, wie es das Maximum und
Minimum erfordern, verschwinden, so muss

«0 .

, und cur Bestimmung der Winkel 6, m, ö haben wir also

i„ t

• • . /

• * 4» >

die drei Gleichungen:

-jCOSÖ +
J4

C0» » + COS0=0,

^-?)«o.»co.a+p(Ji-i)co«ocoafl+5(Ji
-i)

= 0,
«

cose4 + coso)*+ coeö*= I

oder

-
9 C08Ö+ ^C08 ö>+ ^CO8S=0,

ÜLfL l \ LfL *\ » AL JA
Ä^fli— 6»Vc»~oV c*Vo* 6V

cosö cos co cosö
~~~ '

cos 6* -f cos »* -f cos ö*= 1.

Für einen auf dem durch die Winkel 0, co, ü senkrecht

henden Normalschnitt haben wir die Gleichungen:

^CO8 0j -f pCOS COj + ^C08ül
=ü t

»
f

cosö cos öj -f* cos co cos o>| -r-cosc5co8<5i =0,

COS 6\« + COS »,*+ COS Ö,*= 1.
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aebiideten Schnitte des dreiaxi*** EUtpsoide.

Wegen der beiden ersten dieser Gleichungen ist, wenn Gx
'

gewissen Factor bezeichnet:

cos 0i= Gi cos ö -^ cos w
J,

t * *

cos «i= Gx
' Qs C08 0— C0Ä »

COS Öi= 6ri
; (^cos 00— £5 cos 0^ »

folglich

:

+ ?V^""oV c08eiC08tt>1

=Gi a
< +^(^-^)(^cos»-pcosö)(pcoÄ 5-^coscD

)|

Entwickelt man nun, nach Ausscheidung des Factors Gr/*, die

GrOsse auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens, so erhalt

man fi!r dieselbe zuvorderst den folgenden Ausdruck:

-9 -h p I(p-i)
01+ (?-i)«°"

,+ö-p) H
+h I

~ +p(p
_
i) +S(i * p) I

C08a cos5

+p ) $(p - p) -p(p - i) + S(? - p) 5
c085co,tf

+p! p(p -?) + p(p -9) - £(i - p)J •-•«•••»

und weil nun

cos 6*= 1—(cqs ü)a+ cos ö*),

)

cos o»*s= 1 — (cosS*+ cos 6*),

'

cos o*= 1— (cos öa + cos »*)



28 Grunert: l'eöer die Krümmunf der ton Ebenen

u n i\

(f~ l*) + ^) + = 0

ist, ao wird vorstehender Ausdruck unserer zu entwickelnden Grösse

:

u v w f\ 1 \
äa o* c* Vo»~~cV

(c08 0)11+ C08

U V U) / l 1 \ .

+51
u*/l

\ cos © cos ö

$ cos ö cos 6

1\ tca /l
Jä^ j COS 0 COS <9.

Diesen Ausdruck bringt man aber durch weitere Entwickelung
leicht auf die folgende Form :

/l l\u/v -.w \ /« „ r tr \^-^-s^coso + ^cosw^^cosÖ+ pcosiD+^cosöJ

+ ^ (c^
008 Ö + 55

C08 Ö
) (£C08 ^ cos« + ^cos ö)

-«-i ? £äVo»-^c08a> C080 +6» (,c*~ÖV
C08ü c<wö

""
6* * a* \6»

~~Sy co8m C08Q+ 5« " C08{,) cosö

+ ?(^»-6l») co8^co• Ä,
^

>
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woraus man, weil

u v to _ ~
^jOOSÖ +^COS U + ^CO8Q = 0»

igt, sieht, dass dieser Ausdruck verschwindet, und daher nach

dem Obigen

* +^^— gi^COS^COSOjrsO

ist
'

Hieraus ergiebt sich also, dass die Gleichungen

fl2
CO80 + g5CO8 0>+ ^COSÖ = 0,

a r r —

und

a2

COS0 COMCÖ COS W

COS&+ Cö
2 + cos Q*= l

^cosdi +pcosa>i + ^cos«! =0,

C08Öt COS0>| COSÖ!

COS 0*! + COS »,*+ COS«i*= 1

,

so wie

tos 6 cos 6\ -f cos (ö cos a>i -f cosS cos tt,= 0,

immer zusammen bestehen. Wenn also ein Normalschnitt in Be-
zog auf den Krümmungshalhmesser den Fall eines Maximums oder
Minimums darbietet, so gilt dies immer auch fflr den darauf
senkrecht stehenden Normalschnitt. Diese beiden auf einander

senkrecht stehenden Normalschnitte, welche in Beziehung auf die

Krümmungshalbmesser M&xima oder Minima darbieten, wollen

Digitized by Google



Grunert: Otber dit

wir im Folgenden för jeden Punkt (uvw) des Bllipsoids Haupt*
schnitte nennen.

Für die beiden Hauptschnitte iat unter Voraussetzung der

Gleichungen

:

\a* + b* + c*J R _ \ä*+b* + <*J _
~COSÖ* COS 09* COS O* ' ^ COS Bf , COS «P1

>
, COS 5t

1 *

Weil nach dem Obigen

/e tc \
COS0J ä Gi l pcosö — ^cosw 1,

COSOJ^G/^COS^ — ^cosö^,

cot 9t =3 Gi ' cos o) — —cos

und

ist, so ist

COS Öi*+ COS töj *+ COS ©,* = 1

( ^cosoö—
^t
cosö I +( pcosto—^cost» I +( ^cosö-^cosü )

und folglich, wie man, mit Röcksicht auf die Gleichung

« e w _ ~
^£ COS 0 +^ COS 09 + ^jj

COS (0=0,

sogleich übersieht:

Ferner ist

COSÖt * COS Q)
t
* cos 51

a

fl
i + (,% + e»

.i ... » • ••
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gebildeten Schnüte det dreiaxigen FJUpsoid$. 31

folglich nach IL:

COS0!* . COS CO,
2

,
COS«, 2

«.-
.

-zr +Sf-+—?- i
•

~ 0*6*0** cos^+**^oa w*+ CÄC0S5* ~~ («cosö+r coso-fiocoaö)*!,

also nach dem Obigen:

+ ^(^-^JcoaöcosQ,=0

** o* cos 62+ 6*cos »* + c*cos ö*— (ticos ö+ © coa » + wcosÖ>*

Aus den beiden Gleidingen

ti ' y» w ~
^COSÖ-f^COStt + ^ COS 0=0,

^(p-^) CO8»co«0+^^--ijco»5coed

erhält man, wenn £/ einen gewissen Factor bezeichnet:

£= Gt««o.ö |(i-|l)-'*«-(i-i)«-8«}

.

^=C,-co85 }(»-^)c,.e.-(lt _yco.«.| ;

COS CO2 -|- COSÖ*= J[
— cos 02 ,

eosö*+cos0*s=l— cos w2
,

Cos6* +cos q*= 1— cosq*
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.

„ u • /C08#2 , cos ©* , C08ü»\
neos e = GV'cosö* ;l— a« + + —3—J I

»

~ „ „
, t /COSO* , CO« CD« C08<3*\

©cogc»=Gl''co8f*«| 1-6*^-^5- + —^T-J I.

-» ^ « . „ /co*ß2 . COS CO
2

, cos ö* \
,

«>co«i3= <?l
Äfco8ü»|l—*i(-~T+-£i~ + ~~c*/ ,;

IICOS $ +ü COS CO + tc cosÖ

= 1 -(«W+6«coSOHc«c.,5.) (2-? +™ »* +^

,

Weil ferner.

U ^ - A ,J /COSÖ» , COS CO* COSW3\ ,

ü /CO80* . COSQ)2 . C08Ö*\ ,j-=C,'6co.»
j j, - (-^ + -jr- +— \

,

w ^ 11 - % J /cosfl2 . tos«2 . cos ö*\ ,-^"ccoscoj^- ^_- +__- +_
ist, so erhält man, wenn man diese Gleichungen quadrirt und

dann zu einander addirt, mit Rücksicht auf die Gleichungen

11
1 r2 . w*
^ + jä + ^-=I, C086a+ C08C0a f COSO*= I,

leicht:

1

1 "~ /COS0* , COSCD* . C08Ö*\

I , , . « -.WC08Ö2 ,
COS»* COSÖ* .

X{l-(a>co6^6acoscdtic2co8CO«)(
q< | ^ 1

c>
—))'

Folglich ist nach dem Obigen:

(t*COS B+ V COS 09+ u> cos ö)1

• i« * . « /CO802 . C08CB* , cosö*\
1— («»COS^+ft^COSCO^+C^COSÜ») ^—j- ~3/

COSÖ2 COSOJ2 CO8(0 a
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gebildeten Schnitte des drelaxigtn EUiptoids. M
oder

(«cosd-f ecos» + wcos Ö)»

1
= a2cos 02 + 6«cos «*+ c«cos - cost£ cosö2

'

welche Gleichung man auch unter der folgenden Form schreiben kafln

:

1

COS 02 COS CO
2 COR«3

= a*cos 0*+ 62 cos a>* -f- c* cosö2— (t<cos 0 + e cos a>-f tc cos 5)*.

Daher hat man nach dem Obigen die beiden folgenden sehr

bemerkenswerthen Ausdrücke für die Krümmungshalbmesser der

cos 6* . coso»2 . cosu'

a* + 6* +
f
2

« „.„ . »*
. «^M /COS02

.
COS CD2 . COSÜ>2\

Es ist also

«MV + £ +

folglich, wenn seine aus II. bekannte Bedeutung auch hier behält:

ÄÄ, =^~ oder ßiR
tP* = a*o2c»,

oder auch:

welche sehr bemerkenswerthe Relation, so viel ich weis«, schon

Dop in gefunden hat

Mittelst der beiden Gleichungen

:

111 a« c« ir«

l . 1 a*
+

6i+ c2 ir«
+ o«

+
c«

Vo«
+ 6*

+ cV Vo«
+ ^ + c*/

TW HVU1.

Digitized by Google



34 Grunert: Vtber die Krümmung der von Ebenen

1 1 1

l l 5*'P
- 3

kann man die Krümmungshalbmesser der Hauptschnitte in dem
Punkte (tttw) bloss durch die Coordinaten dieses Punktes aus-

drücken; denn wenn man die beiden vorstehenden Gleichungen

nach einem allgemein bekannten Verfahren auflöst, so erhält man
die beiden folgenden sehr merkwürdigen Ausdrucke:

1,1,1 ?f* «
c*

.

2 d2 + 6* + c* o« + 6« +

2 aa + 6* + c» a« + 6« + cS

«l + o9
+

c2 ö« + 66 + c6 f a**6»'c*

U* + Ä* +?7 U +^+ cT; ) (ä*+6*+^>

Wir wollen nun zunächst auch den zweiten Differentialquo-

tienten von U in Bezug auf B als unabhängige veränderliche Grosse
entwickeln, mit Rücksicht darauf, dass der erste Differentialquo-

tient verschwindet. Nach dem Obigen ist

. 8Ü

*t.i 1. _ t? 1 1 _ te i l
-§)COStt)COSÖ+^(^— ^j)C08OC0SÖ+-a(^— p)roaöcosco

=sin0
v _ tc
^jCOSO — ^cos»

oder
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tVMUeie* Sthntfte Oes drM<txi*m EUfp»m. 35

-coso^-coga,
bV

2sin0 "ffi

cos ö Z' u r \

Der Differeotialquotient der Grosse auf der rechten Seite des
Gleichheitszeichens ist:

' 1

sh.d/r p

1 dcosa/10 u \ cos» /to . ti dcosö\

1 öcos ö / « e -\ cos ö / w öcos m v \

* «

Nun ist aber nach dem Obigeo:

acos» .

>^>osß
acoa_ -coi^^ö= -sm^ -

,
—
dT =-—*iDd- :

-^cosw

also, wie man leicht findet

u1
. ©2 . tc2

tf dcos 4a ßcostö o4 "'"6*^"c4

6* * ""80 c* * ~d(T = r 1~ w «W*«,

a . ^ + L
2

+ Ü?w • n tt dcoso a4T 6
4T

c4-
c*

8,n ö- «•
'
~ää~ = , ~ w *in Ö cos «

,

yacosö—^cos*

ä* * "IT" + 6*
8in * ^ —£ si0 Öcosö

;

ra cos w — -
s cos a>

wobei man cffe Gleichung » < .

3»
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36 Grumrt: Vtäer die Krümmung der von Ebenen

^2 co» Ö+ co«o>+^cosö=0

zu beachten bat; also ist die Summe der drei letsten Theile dea

obigen Differentialquotienteo:

M*
4. ~ 4.—

a4 6* c4 . „/cosÖ* cos»* cosö*

pCOSÜ ^COSGJ

Di« Summe der drei ereten Theile ist, wie man sogleich übersieht:

1 e t> _ 10 v4 . 1 w w . Ä . 1 , u c ...

r _ to
'

COS Q iCOS ü)

also nach II.

:

_ sro0
a>coa 6*+ 6* coa m« 4 c*cos 5*— (q cos 0 + p cos n> + to coa 5)*

a'ovQ^cosü — ^ cos <a^

oder, weil nach dem Obigen

«•cos 0*+ 6* cos o)
a + c* cos Ö*— («cos 0 + r cos to + to cos ö )•

1

CO8 0*
. C0SM* . COS«*

«5- + "TS
-
+
-W

sinfl

____/© _ w \ /cos 0* cos«2 cosu2\
A^pcaiB-jieQi.J^r 4-^- + .^-^

Mit Röcksicht darauf, dass der erste Differentialquotient von ü
verschwindet, ist also;

]

*° 2 sing* \ flW^+ £2?
032

+ £°f^
a>

\ /

SP 85 /»" ~S V < V a* °* / V./» - «> Y
f ^COS6>--iCOSQ) I

Ma r* ie*\ co*0* costo* coso2\|

Bezeichnen wir nun den Werth, welchen ü erhalt, wenn

«j, ö, för 0. «>, ö setzt, durch ü, , so ist natürlich eben so:
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gebildtle* Schnittt dei Oretaxlfen SUtfioldt. 37

3HJ,_ »«hfl,« l ^^M^^^^p) )

** 1 & '
I »* co,0i

i .«,,«»i* co*i»i\i

Weit aber nach dem Obigen

\a**b**e*J 1—
cos 6* cos c»

1 cos ö2
—

/co»0* cosm1 cosö*V
~~ä*~*~ P

\ o»
1 4* c*/

COSÖj 2 C080J, 2
, tOSG),

2 rVcOSÖ, 2 COSW. 2
. C08Oi*Y

ist, 80 ist

cosö* corno* cosö*_ 1 coa0|* cooe>i* coa«!* 1

1 ^
_PÄ

- /co» 0*
, C08 »* _ C08 ö*\ a262c2

'

I

1 PR±
... -/cosö, 3

,
cosw, 2 co8c3| 2\ ~" a262c2

'

«W^—j-+__+_- J

Ferner ist bekanntlich

•* . e* , w» /»ÄÄj
.

ö* 5* c*^
=

"0*6*1?

'

folglich i

(w* e* te*\ /cos fl
2 coa es

2 cos ö2
^ P/g^

a*
+ 6«+ cVV"ZF" + 6* +

c* )~a*b*c*'

(t»* . ©2 te*\ /cos Öi* coa w,* coa öj*\ PÄ
«*+ r*

+ c^A a«
1

o*
+-^"y=^262T2



36 Gruneri. Veber die Krümmung der von

Also ist nach dem iObigen

:

(^coso.— -.cos^J

Hieraus siebt man, dass

immer entgegengesetzte Vorzeichen haben, und dass daher immer
der eine der beiden Krümmungshalbmesser ein Maximum, der

andere eth Minimum ist. Wenn ß>/2> ist, so ist Ü ein Mini-

mum und U4 ein Maximum, also 12 ein Maximum und Rl eio

Minimum. Wenn R <^R
V

ist, so ist U ein Maximum und Ut eip

Minimum, also R ein Minimum und Rl ein Maximum. Also ist

immer der grossere der Krümmungshalbmesser der beiden Naupt-

sc^tte ein Maximum, Jer kleinere eio Minimum, wobei man nur
nicht unbeachtet zu lassen hat, dass das Maximum und Minimum
hier immer in dem aus der Differentialrechnung bekannten Sinne

zu nehmen ist; Analytisch kann man das Kriterium des Maxi-
mums und Minimums auf folgende Art ausdrücken:

Jenachdero die Grösse-

1

/«» , r* , «e»\ /cos 6* , cos»» . eos4»\

poartrt oxjer negativ ist, ist R ein Maximum und Ä| ein Minimum,
oder R ein Minimum und /?, ein Maximum.

,

Um nun noch die Lage der Bauptschoitte im Allgemeinen zu

bestimmen, ist es nöthig, die drei Gleichungen

^cosÖ-f-^coscD-r-

^

sco6Ö=0. !

* /I (\\ . _ t> /l M • L
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cos 6% 4* cos ö»Ä+ cos co* = 1

in Bezog auf 6, a>, ö als unbekannte Grossen aufzulösen. Zu
dem Ende stelle man die awei ersten dieser drei Gleichungen auf

folgende Art dar:

fl
-5 cosö-f- g-, cos co + -j cos o =0,

^ -
J«)

C08 0J.C08Ö+
"
2 Jt)cOSÖ .COS 0>

Dann ist, wenn Ga einen gewissen Factor bezeichnet:
*

cos*= cosö -£ • £ - cosö),

cos e>= 6,1 cos o>--2 • gi^ - -
t)

cosö)

,

cos ü=Ga ^ cosö - ^ "8
(?- cos co

j

;

also

:

Multiplicirt man auf beiden Seiten der Gleichheitszeichen und

hebt auf, was sich aufbeben Iftsst, so erhält man zur Bestimmung

von G% die folgende Gleichung:

«reiche aber darcb weitere Elitwickelung sogleich auf die folgende

Form gebracht wird:
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Grunert: Utber

1 1.«* 1 1 . ,1 1 fr

= 0.

1 11 1 •»

Durch Auflösung dieser Gleichung des zweiten Grades erhält

, wenn der Kürze wegen
-

1 1 U1 1 I V* 1 1 «*
*= <ir--5r)^r+(eff-p-)f* +(y-^"F*

1 11 1 r»- 8<TT— ^a-i'ft*

<i/_L i-w 1 jL 5? ^
l 11 1 to2 u2

1 11 1 fo*

1 1 1 1 tfl
2 u*^

gesetzt wird:

6»=—M
Hat man aber 6'

2 mittelst dieser Formel gefunden, so lassen

sich $, cd, (3 auf verschiedene Arten finden. Denn nach

Obigen ist z. B.
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det tlreiaxigen Ellipsoidt.

co«ü= ?-, , x
' Q

cos 0

;

also, wenn man der Kürze wegen

setzt:

cosa =: xcos0, cosö = Acosd;

folglich, wegen der Gleichung

cos 0*+ cos ü)2 -f cos 5*= 1,

mit Beziehung der oberen and unteren Zeichen auf einander

COS CO=±- = ,

COS5= i;-7==4== .

Auch ist nach dem Obigen:

n , 1 lue

ß /1 _ I > " » ,1 1.0 tB

i-c.(? -gi)p-

also, wenn man



42 Gruner t: Ueöer Hie Krümmung der ton Ebenen

6*

1
W*

setzt:

cos oo=i J^coeö, cosö == x^cosö;

folglich auf ähnliche Art wie vorher» mit Beziehung der oberen
und unteren Zeichen auf einander:

<:06©= i: Vl + %*<l+fi«)

C0SG>— '

Ob man in diesen und den vorhergehenden Formeln die obe-

ren oder unteren Zeichen nimmt, ist an sich ganz gleichgültig,

da man dadurch doch nur «ine durch den Punkt (umc) gehende

gerade Linie .erhält, wogegen aber wohl kaum noch besonders

darauf Hingewiesen zu werden braucht, dass, wegen des doppel-

ten in dem Ausdrucke von Gt vorkommenden Zeichens, diese

Grosse immer zwei Werthe hat, die, wie auf folgende Art leicht

gezeigt werden kann, beide reell sind.

Man übersieht nämlich leicht, dass die oben durch $ bezeich-

nete Grosse jederzeit positiv ist oder verschwindet, welcher letz-

tere Fall offenbar immer eintritt, wenn die Grössen a, b, e alle

drei unter einander gleich sind. Sind dagegen nur zwei dieser Gros-

sen einander gleich, etwa 6= c, so ist naeh dem Obigen

1 !\iS£ o/i iwl lv E
2

und daher positiv. Sind endlich die Grossen o, 6, c alle drei

unter einander ungleich, so wollen wir annehmen, dass

a* s 6* ^ c*

sei; dann ist . t
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also

1 1 n 1 1 ^ n

(i-i)&"i) <0.

»

/

Ii«»

.1:

p t

. . .

•

und da nun

ist, so ist 9 offenbar auch Iii diesem Falle stets positiv.

Wein ich anch die vorhergelieode Auflösung der drei Glei-

chungeo

^ cos »9 -f^ cos o> +^ cosO=0,
•

fl
lLl— p|

IC080)C08O-| ICO8G)COS0+^I ^—p ICOSÖCOSW

=0,

cos 0*+ cos cd*+ cos 1

• • .• ' Ol

die zugleich einer allgemeineren Anwendung fällig ist. ftr beson-

ders einfach und elegant halte, so führt dieselbe doch nicht zu

ganz symmetrisch gebildeten Formeln, und ich will daher jetzt

noch ein* andere Aufl&mng de; drei obigen Gleichungen geben.

Die beiden ersten Gleichungen kann man unter der folgenden
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44 6runer t: Leder die Krümmung der von

u v cos» «o cosö
O^F'coTö + C*COS~Ö

=ü '

II /1_ 1 \CO8 0) COSto t? /l I tp/1 1 \C080) _
ä»V&* cVcos 0 cos 0

+
6»Vc* öVco* 0 + ?Va*~ &VcosÖ ~~ ü

;

und bestimmt man nun aus diesen beiden Gleichungen zuerst

mittelst einer leicht aufzulösenden quadratischen Gleichung den

Bruch
C08

? > und dann den Bruch — 8~ mittelst der Formel
cos 0 cos v

cos tä c* /t^ e_ cos to\ .

cosö \a* + 6*
' cosö/

'

so erhält man, wenn der Kürze wegen jetzt

U- a»V6> c*J
+

6»Vc* aV + c« V** *V

genetzt wird, leicht die folgenden Ausdrücke:

Z
a*'b*\lr* cV

5_ ~ a*\b*'~c*J + b*\c*~'a*)~<* la«~oV ^V

in denen die oberen und unteren Zeichen sich auf einander be-

ziehen. Setzen wir der Kürze wegen

COS

COSÖ

COS«

*) Die«elbe Grösse, welche vorher dorcb S bezeichnet wurde. S2 Ul

hier der besseren Symmetrie mit dem folgenden 0 wegen gewählt

«
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gebildeten Schnitte den dreinzigen Ellipioidt. 45

so ist mit Beziehung der oberen und unteren Zeichen aufeinander:

co8(o S±ySl cos 5 8iTy&
CO80~ 0 « v f\ 1 \ ' co«0~~ a ii fo/1 FV

2
i* 'PVp-^ ' c^P ~~cV

Mittelst leichter Rechnung findet man aber:

daher kann man auch setzen:

coaoj <i
t 6t Vc» «V coe5 _ a* c9 \aa ""6y

coaö~ S^VÄ • coeö
-

^±VÄ '

immer mit Beziehung der oberen und unteren Zeichen aufeinander.

Setzen wir aber

c_ «VI 1\

m ist, wie leicht erhellet:

cqbo)_ r cogg ^
-f. r

coaö u v (\ 1\' co«d~ ti tc f\ T\ ;

nnd weil nun

l

COS09=

I

ist, so int, wie man leicht findet:

€060=

V'
.w» rf* te»/l "TV ra ~ "te*

'
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Grunert: Veter die Krümmung der p<m Ebenen

w

wo wir aus leicht aas dem Obigen ersichtlichen Gründen diese

Cosinus nicht noeb mit doppelten Vorzeichen genommen haben.

Entwickelt man aber die Grosse unter dem Wurzelzeichen im

Nenner, so findet man nach verschiedenen, an sich keiner Schwie-

rigkeit unterliegenden Triinsforinationen , das« dieselbe auf den

folgenden merkwürdigen Ausdruck gebracht werden kann:

IT—
(— , ,

to*\ e^-|/l y\\

. rtcV«a , e» tc*\ M» ««"1/1 1\\

cos0=

u e ic /l 1 \ „

cos oa
—
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QtMMtttu Schnitte da dreiaxigm Elltptoids. 4*

Natürlich könnte man durch blosse Verwechselang der Buch-

staben fär cos © und cos ö leicht ganz ähnlich gestaltete Formeln

wie für cos 6 angeben; dann wurde aber immer noch eine beson-

dere Untersuchung über die Beziehung der Zeichen in den For-

meln (vir cosÖ, cos«, cos (5 nüthig sein, die sich aber nicht ohne

einige Weitläufigkeit anstellen lassen durfte, weshalb dieselbe,

um dieser Abhandlung nicht eine zu grosse Ausdehnung zu geben,

für jetzt unterbleiben mag, da die obigen Formeln zur völlig

unzweideutigen Bestimmung der Winkel 0, od, ö in allen Fällen

in der That vollständig hinreichen, wie durch das folgende Bei*

spiel näher erläutert werden wird. Uebrigens bitte ich die in

einem der nächsten Hefte erscheinenden ganz allgemeinen Unter-

suchungen über die Flächen zu vergleichen.

IT.

. Das Rotatioos- Ellipsold.

Wenn wir die Axe der z als Drehungaxe annehmen, so ist

'

im Vorhergehenden a=6 zu setzen. Dadurch wird, wie man
leicht findet:

/l IV («*+*')»

nnd wir können also

Nehmen wir nun zuvörderst im Obigen die oberen Zeichen,

so ist:
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48 Gruners: leber die Krümmung der ton Ebenen

und die Grösse unter dem Wurzelzeichen in den Nennern der

obigen Aufdrücke von cos 8, cos co, cos ö ist» wie man leicht findet:

also ist

MIO

rosQ= —

cobO — ahiw

C08 Cd — — ^ —
f

ro.sO=-
V(««+ e*){c*(u*+ e*)To*tr* I

Weil

ist; so kann man auch setzen:

008 ö — —
tV(c«-u>*) {

r<
-f (a»-c>>*}

c(<*—w*)

<
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gebildeten Schnitte des dreiaxigen Ellipsoids. 49

Nehmen wir ferner im Obigen die unteren Zeichen« so ist:

und die GrOsse unter dem Wurzelzeichen in den Nennern der
obigen Ausdrücke von cos 6, cos«, cosu ist, wie man leicht findet:

2.
m2 tü* J \»

Also ist, wenn wir die Werthe von 0, «, ö jetzt durch 4,
ö, bezeichnen:

Bekanotlicb ist nach dem Obigen

_ _J~oT~ + c*J
COSÖ2+COSC02 C08(i)2

'

also ist, wie man mittelst des Vorhergehenden leicht findet:

_ |C
4
(tt»-fü«) -f oVa

li

aV 4

wo man bei der Entwickeluog dieser Formel zu beachten hat, da«»

ist

Ebenso ist nach dem Obigen

(u* -f p2

a 4 ^c7
1

cos 6i
3+ cos (»•* cosö.*'+-^-

also, wie man mittelst des Obigen leicht findet:

Thtil XXVIII.
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Ri- a Kr*^ +c*j - ^
Mittelst leichter Rechnung findet man, weil

t . , o»(c»-«r*)
«*+«*=

ist:

imd weil nao bei dem Ellipsoid c*— tc* nie negativ

hat Ä— Ä, gleiches Vorzeichen mit c1— a*, woraus sich nach

dem, was in III. bewiesen worden ist, Folgendes ergiebt:

Wenn a>c ist, so ist R ein Minimum und Rl ein Maximum;

wenn dagegeu a < c ist, so ist 12 ein Maximum und Ä, ein

Minimum.

Em i«t klar, dass es im vorliegenden Falle verstattet ist,

r=0 zu setzen. Dadurch erhalt man:

eo&fl ss —

;

—- = » cosa>=0, coso=-

U4 + c4 / ~~
«4c4 J

eosd^O, coso>i = ±l, cosM!=0;

Also ist

R +
Äi
- (c

4ii«+a 4w«)i + (c'uHa 4^ '

1 1 q*c6

Ans den in III. für das allgemeine dreiaxige Ellipsoid bewie-

sen Relationen ergiebt sich, wenn man a=6, e=0 setzt:

-
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1 1

1 1 a« c*

and mittelst leichter Rechnung läset sich, wenn man nur die

Gleichung * 1

berücksichtigt, zeigen, dass die vorstehenden Relationen in der

Tbat vollständig mit den obigen übereinstimmen.

Öle obigen Resultate wird man rucksichtlich der Lage der

Hauptschnitte leicht geometrisch zu deuten verstehen, was ich

daher hier nicht weiter erläutern will.

Eben so unterlasse ich der Kürze *eg*n die keiner Schwie-

rigkeit unterliegende Ableitung noch mancher anderer merkwürdi-

ger Relationen aus dem Obigen, weil dieselben de» gWfeisern

Theile nach von anderen Schriftstellern schon fltr Fliehen flfref-
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55 ünferdinger: Veöer die Segmente der EUipte u Hyperbel,

TL

Ueber die Segmente der Ellipse und Hyperbel, des

Ellipsoides und des zweitheiligen Hyperboloides.

Von
>

HerrD Franz Unferdinger,

Lebenivaraicherungi - Calcalator der k. k. p. Asienda Auicuratric«

so Triett.

1. Die Ellipse.

1) Beschreibt man am den Punkt O (Taf.II. Fig. 9.) als Mit-

telpunkt zwei Ellipsen AAX
und A 4A\, deren homologe Halbaxen

OA — a, OA'= a' und OB=b t OB=.b' die gemeinschaftlichen

Richtungen Ox, Oy haben und ist a= ha't 6=A6', A>1, so dass

die Axen beider Ellipsen in Proportion stehen, so ist, wenn wir

O zum Anfangspunkt der Coordinaten xf y und Ox, Oy zu Coor-

dinatenaxen wählen, die Gleichung der Ellipse AAX :

und die Gleichung der Ellipse A'A'X :

X1 V* X9 va J

nnd die Ellipse (2) ist wegen der Bedingung A>1 von der Ellipse

(1) umschlossen. Sind x
x , yx die Coordinaten eines Punktes M

der inneren Ellipse (2), so dass auch

(3) ai + b%
-

A>
'
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des Ellivsoides und des zwtitüeiltaen Hvvcrbuloides 53

o bat man als Gleichung der in diesem Punkt« berührend«
Geraden LN:

Diese, an die innere Ellipse gezogene Tangente LI9 schneidet

Ton der äusseren Ellipse AAX ein gewisses Segment LM*N ab,

dessen Grosse im Voraus als eine Function der Coordinaten x^,

jft
des Berührungspunktes M zu betrachten ist, und welche im

Nachfolgenden bestimmt werden soll.

Zu diesem Zwecke suchen wir zunächst die Coordinaten Lm*

Lg und iV*, iVy der Punkte L und N zu bestimmen, in welchen

die an die innere Ellipse gezogene Tangente (4) die äussere El-

lipse (1) schneidet. Elimtnirt man aus den Gleichungen (2) und

(4) die Ordinate y, so ergibt sich leicht die Gleichung:

6»(A*x. a*)=tt»ÄVi2(a2-**)

oder, wenn man nach x entwickelt und ordnet:

Ä4(6'xi* + a»y, -2a262Aax1 .x -f c*(6*-A*yi«)=0,

und hieraus mit Rücksicht auf die Gleichung (3):

x» - 2x. .x+^5 (A*- *)= 0,

weil aber nach (3)

(6*~ A4y*">= &S» (6*-
A«Ä»-6«+ A«Ä«)= (A*-

ist, so geht die Gleichung über in:

(5) (x-*,)*-(A»-l)££-"=0.

Die Wurzeln dieser Gleichung sind die Abscissen Lt , Pf, der

Durchschnitte L, N, und zwar ist:

(6) £.=*,+VlP=T.3ß' N,=Xl->nj=\
-"-f

Cm die zugehörigen Ordinaten zu finden, setzen wir diese Warthe

statt x in die Gleichung (4) und erhalten sofort:

i
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64 Vnferdi&Qer (Jefar die SegmcnU der etHpse u. Bvperbel,

oder vermöge der Gleichung (3) i

(7) i,=yi -V**=l.^. iVy=y1+VÄ*=l.^.

Durch die Gleichungen (r>) und (7) ist nunmehr die Lage der

Pnnkte L und TV auf der äusseren Ellipse AAt vollkommen be-

stimmt Ans diesen folgt zunächst

fax fr±jfe Ly+ Hy
.

(8) *i== 1 » Jfi=-^—

»

woraus hervorgeht, dass der Berührungspunkt M stets im Mit-

telpunkt der Sehne LN liegt

Ziehen wir nun an die äussere Ellipse AAX eine Tangeote

Tt, welche zur LN parallel ist; sind ar'y
7 die Coordinaten des

Berührungspunktes M\ so ist die Gleichung derselben

oll diese Gerade mit jener 1,2V parallel sein, so müssen nach

den Lebren der analytischen Geometrie die Ooefficienten der

Glieder mit x in beideo Gleichungen einander gleich sein, d. I

weil y' die Coordinaten eines Punktes der Ellipse (1) sind,

so ist auch

»Od es können sonach aus den Gleichungen (10) und (11) die

Coordinaten x\ y' des Berühmt)gepauktes immer berechnet wer-
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tot EMptotdes und des zweiseitigen Hyperboloide*. 55

deo. Io der That, weil nach (10) y'= so erhält man durch

Substitution in (11)
1

Weil nach (Kr) immer y= ^ sein ruuss, so beziehen

die unteren und oberen Zeichen auf einander und es gibt sonach

auf der Ellipse AAX immer zwei Punkte, deren Taugenten mit der

gegebenen Richtung Lfl parallel laufen. Wir wählen von beiden

Paukten denjenigen, dessen Coordinaten x*t y' mit jenen xx , ya

einerlei Vorzeichen haben, d. b. wir setzen

(12) x'^+hxXl y=+Aylt

so das8 also die beiden Parallelen LN und Tt in Bezug auf den

Anfangspunkt O auf derselben Seite liegen und das zwischen ihnen

liegende elliptische Segment den Mittelpunkt der Ellipse nicht

enthält.

Ans den Gleichungen (12) folgt nach Elimination von h, x'ijf

—xx '.yl9 mithin liegt der Berührungspunkt M' auf der durch den

Ursprung O und durch den Punkt M gezogenen Geraden Oif

.

Denken wir uns zwischen die beiden Ellipsen AA
X , A'

A

x
*

eine dritte Ellipse beschrieben, welche ebenfalls ihren Mittelpunkt

in O and Ihre Halbaxen and j auf Ox und Oy hat, wobei

also k zwischen 1 und h liegt, (1<A<A), und zieht man an diese

Ellipse, deren Gleichung ist

„ x* y* 1

rar Tt parallele Tangente /n, und sind xx
'

t yx
' die Coordi-

des Berührungspunktes, so ist die Gleichung derselben

(14) y ov +*v
and man hat, da die neue Ellipse (13) zu jener (1) in derselben

Beziehung steht, wie die Ellipse (2), indem man in den Gleichun-
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Cnferdinger: Ueber die Segmente der Ellipse u.

gen (6), (7) und (12) die Verhältniswahl k statt h setzt und xl(

yt in xx

'

t yx
' verwandelt:

(15) ^yZ-vl^l. 6-. «f =ft'+VF3.^';

wenn wir mit /«, und fix» ity die Coordinaten der Durchschnitts-

punkte / und n bezeichnen. Aus den Gleichungen (15) folgt auch

(16) *i = 2 ' * ;

folglich liegt der Berührungspunkt (j^', y/) auf der Mitte n» der

Sehne /n. Aus den zwei letzten der Gleichungen (15) aber folgt

Xx iyx ' z=sx' :y', folglich liegt der Punkt {xx , yx ) auf der Geraden

OM' f welche letztere daher die Sehne In in ihrem Mittelpunkte

m durchschneidet

Ist

(A) y=A'x+ B'

die Gleichung irgend einer Geraden, so ist bekanntlich der Ab-

stand P des Anfangspunktes O von derselben durch die Glei-

chung gegeben:

(B) P=
iVi

+

worin das Zeichen immer so gewählt werden muss, dass der Ab-

stand P positiv wird. Bezeichnen wir also mit p und p' die Ab-

utftnde des Anfangspunktes von den parallelen Tangenten (9) und

(U), so ist

6»

(VJ\ u $f

aV>*

L
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und des ttceitheitigen Byperboloides. 57

oder, da vermöge der Gleichungen (15) xx
'=zj-, Jfi'=f-

,«ov
, 1_ p

mitbin, wenn wir den Abstand der beiden parallelen Tangenten In

und 77 mit bezeichnen, so ist

*o dass also der Abstand q' als eine Function von k erscheint.

Hieraus wird der Abstand q der parallelen Tangenten UV und Tt
gefunden, wenn man k=h setzt; es ist also

(20J 9=^P'
Wenn wir jetzt die. Verhältnisszahl k als variabel betrachten

und diese Grosse nach und nach alle Werthe von 1 bis h anneh-

men lassen, so werden die, dnrcb die Gleichung (14) dargestellten

Tangenten, welche den aufeinanderfolgenden Ellipsen (13) ent-

sprechen, das zwischen den Tangenten LN und Tt enthaltene

Segment in eine unendliche Anzahl von Streifen zerlegen von der

Breite dq*. Der Inhalt eines solchen Streifens ist das Differenzial

des Inhaltes des Segmentes. Bezeichnen wir dieses letztere mit

dF und den Abstand In mit R, so ist also

* dF=R.dq',

oder wenn man zwischen den Grenzen 0 und q integrirt:
m

{A) F=y*R.dq'.

Nun ist aber offenbar

R

=

^(/*-nx)a +(«,-4)*

oder, weil aus den Gleichungen (15)

folgt

:

k v 6* «a X' ad
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58 lnfer dinget : Veber die Segmente der EUipte u. Hyperbel,

Ferner ist

folglich, wenn man diese Werthe in das Integrale {J) substituirt,

die constanten Theile tot das Integralzeichen setzt und, den An-

fordernngen der Gleichung (19) entsprechend, die Integration»

grenzen 0 and q in jene I und h umsetzt:

oder mit Rücksicht auf die Gleichung (17)

:

'=206/* dk\

nach den Lehren der Integralrechnung ist aber bekanntlich:

also, wenn man dieses Integrale zwischen den Grenzen 1 und h

—£j— .rfAr=i{ArcCos£ p— 1;

wird dieser Werth des bestimmten Integrals in obigen Ausdruck

für den Flächenraum F substituirt, so erhält man endlich:

(22) F= ab . {ArcCos\—
^h%~ 1

}

;

der Fläcbenraum F ist also von den Coordinaten xt , yx des Punktes

M unabhängig, folglich flBr alle Punkte der Ellipse (2) con-
ti tan L — Nach dem Obigen gilt nunmehr folgender

1. Lehrsatz.

Stehen die gleichliegenden Axen zweier concentri-
scher Ellipsen in Proportion, so schneidet jede an die

innere Ellipse gezogene Tangente von der äusseren
Ellipse Segmente von constantem Inhalt ab und das
von der Susseren Ellipse begrenzte Stuck der Tangente
wird stets durch den Berührungspunkt halbirt.
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Anmerkung. Dieser Lehrsatz kann auch dureb die Lehre

tod den Projectionen bewiesen werdeu, weil die beiden Ellipsen

als die Projectionen zweier concentrischer Kreise betrachtet wer*

den können, deren Radien o und y sind und deren gemeinschaft-

liche Ebene zur Projections- Ebene unter einem Winkel geneigt

ist, der ^ zum Cosinus hat. Es Ist jedoch diese Methode der

Beweisführung, welche ich hier in Karze erwähnte, umgangen
worden, weil sie auf die Hyperbel, för welche später ein ähnlicher

Satz bewiesen werden soll, nicht angewendet werden kann und
dadurch die Gleichförmigkeit der Darstellung verloren geht.

2) Jetzt wollen wir noch den Schwerpunkt eines solchen

elliptischen Segmentes zu bestimmen suchen. Wir bedienen uns

hierzu der bekannten Gleichungen

(C) F.X^'.dF, F.Y=fyx'.dF,

wobei X und Y die Coordinaten des Schwerpunktes des Flächen-

raums F und Xi» yi . die Coordinaten des Schwerpunktes des

Differenzials dF bezeichnen. In dem vorliegenden Falle ist

xl'dF=a:l'Rdq
,=2abxJ ^ dk,

yx'dF^'Rdq' = 2afy
V g"" 1

dk ;

mithin, wenn man von k=zl bis k—h integrirt, so hat man:

/h v /-'2—

1

A4
dk,

/* Vit*— 1^
p dk.

Nan ist bekanntlich

t*
dk~ 3** + C'

s
* y*j-i V(»»-i)»

.dk —w—

'

setzt man diesen Werth des bestimmten Integrals in die



60 t nferdinger: Veöer die Segmente der Ellipse u. Hyperbel,

gefandenen Gleichungen und zugleich für F seinen Werth aus

(22), so hat man:

ab ! Are Co« ^ —^— }X=2a6x' .— ^ - »

<i6{ Are Cos jr ^|— 1 K= 2oo/ .— - ;

und hieraus folgt:

0*3)

« V"(A»-1)» ^ . V"(A*— 1)*

A'ArcCosj-VA*^! A*AreCo8^-Vr
Jr«=n

* — » 1 A~
= »* j ~"_

A'ArcCos^—

V

7**-! A»ArcCos VA* -

1

»

Setat man der Kurze wegen

q . AVircCosJ-V^-T
(24) H= ™. —

»

,

2 /(A>- 1)»

so wird

(•Ä) A=J.

mithin ist

• Vi •

und wenn man diese Werthe von x' und y' in die Gleichung (II)

setzt und dann durch H* dividirt, so erhält man:

(26) ä« + 6^
-

die Schwerpunkte der Segmente, welche den verschiedenen Punk-

ten (ar'y') oder beziehungsweise jenen (xlt fr) entsprechen, liegen

also auf einer concentrischen Ellipse, deren Halbaxen -jj und ^
sind; die Gleichong (26) bezeichnet sonach den geometrischen
Ort der Schwerpunkte aller Segmente, welche durch beliebige

Tangenten LiV der inneren Ellipse A'

A

x
* von der äusseren AAV

abgeschnitten
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Elimioirt man aas den Gleichungen (25) die Verhüteteszahl

H, so ergibt sich die Proportion: x'iy'^Xi F; der Schwerpunkt

des dem Punkte (x'y') entsprechenden Segmentes liegt also auf

der, durch den Ursprung O und durch den Punkt (x'y1

) gehenden

Geraden; er liegt aber auch auf der Ellipse (26), folglich liegt er

im Durchschnitt dieser Geraden mit jener Kurve.

3) Die bisher abgeleiteten Formeln zur Bestimmung des Flä-

chenraumes und Schwerpunktes gewisser elliptischer Segmente
können auch gebraucht werden, um den Flächenraum und den

Schwerpunkt eines Segmentes zu bestimmen, welches eine belie-

bige Gerade

(27) y = Ax\B
von der Ellipse

abschneidet Betrachtet man die Gerade (27) als Tangente einer

Q ö
Ellipse, deren Halbaxen j , j- sind, und sind xx , yx die Coordi-

naten des Berührungspunktes, so dass auch

(28) yx
= Ax

} + B,

$o muss diese Gerade mit jener (4) nothwendig identisch sein.

Man hat also

b*xx _ 6*

m

woraus leicht folgt:

»etat man diese Werthe von xx , yx in die Gleichung (28), so er-

hält man:

PB = —pB+ B oder *l=-^H^,
mithin

(29) A— ^ •

Da nun a, 6, 4, B in den Gleichungen (1) und (27) der El-

lipse and der Geraden gegeben sind, so ist auch h bekannt und
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(>2 l nTer ding er . Veber die Segmente der Ellipse u. Hyperbel,

die Gleichung (22) gibt alsdann den gesuchten Fläcbenratim des

Segnieutes. Ferner folgt aus den Gleichungen (/f)

jr— Aar, —— jg-, jr — *yx—

oder weil nach (29)

so wird

o*il 6*

Ist also die Gleichung (27) der Geraden und jene (1) der

Ellipse gegeben, so rechnet man mit Hilfe der Formel (29) die

Verhältuisszahl h, aus (24) H, aus (30) a:' und y
1 und alsdann

geben die Gleichungen (25) die Coordinaten des Schwerpunktes.

1. Zusatz. Der Natur der Sache nach muss A > 1 sein,

d. h. es muss aM^+Ä^ sein, was mit den Lehren der ana-

lytischen Geometrie im Einklänge ist, denn diese Relation ist be-

kanntlich das analytische Kennzeichen, dass die Gerade (27) die

Ellipse (1) schneidet. — Ist aM*+6*=l?*, so wird Assi, F==0,

,Vi=y'; denn in diesem Falle ist die Gerade (27) eine

Tangente der Ellipse (1). H erscheint zwar unter der unbestimm-

ten Form q » man überzeugt sich jedoch leicht durch Differeo-

ziatioo, dass fär A=l

Are Cos t
1 V>-1
Ä A* _2_ ,

«*l4 f »

V(A»-1)> ~3A4

mithin auch //=1 ist, und es wird Xzzx', F=y, indem der Punkt

(*y) sein eigener Schwerpunkt ist

2. Zusatz. Ist BssO, d. h. geht die Gerade (27) durch den

1 n V"Ä* 1

Mittelpunkt der Ellipse, so wird A= oo, AreCosj=
?

, —jp— =0,

also F=i«6w gleich der halben Ellipse; ferner

. „ i VÄ*~-i
Are Cos^ g- ^

~A*~~ Ä
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des Eltipsoides und des twelthetUgeii Hyperboloide». $3

Diese beiden Gleichungen bestimmen sonach die Lage des Schwer-
punktes einer beliebigen halben Ellipse.

II. Die Hyperbel.

1) Beschreibt man am den Punkt O (Taf. II. Fig. 10.) als Mittel-

pnnkt twei Hyperbeln AAX uud A'At

'

t deren homologe Halbazen
paarweise anf den rechtwinkligen Coordinatenaxen Ox, Oy liegen

and sich beziehungsweise zueinander verhalten wie I:A, sodass,

wenn wir OA= a, OB= b, Ä<1 setzen, OA'~, OB'=J
wird, so ist in Bezog auf den Mittelpunkt O als Anfangspunkt
der Coordinaten, indem die Scheitel beider Hyperbeln auf der
Abscissenaxe liegen, die Gleichung der Hyperbel AA

l :

(l)

nod die Gleichung der Hyperbel A'AX
*\

Beide Hyperbeln haben gemeinschaftliche Asymptoten undwegen
der Voraussetzung A<1 wird die Hyperbel (2) von jener (I) um-
schlossen. — Sind *j, y, die Coordinaten eines beliebigen, aber
bestimmten Punktes M der inneren Hyperbel A'At\ so dass also
auch die Gleichung besteht:

(3)

so ist die Gleichung der, in diesem Punkte an die Hyperbel ge-
zogenen Tangente

Diese an die innere Hyperbel A'A
X
* gezogene Tangente LN

wird von der äusseren Hyperbel AA
X ein Segment abschneiden,

dessen Grösse im Allgemeinen als eine Function der Coordinaten



Ü4 ünferdinger: Veber die Segment* der FMipse m. Hyperbel,

xx , jft des Punktes M zu betrachten ist Dieses Segment soll

im Nachfolgenden bestimmt werden.

In dieser Absicht bestimmen wir vorerst die Coordinaten Ls ,

Ly und Nx , der Punkte L und N f in welchen die an die

innere Hyperbel gezogene Tangente (4) die Süssere Hyperbel (1)

schneidet. Eliminirt man aus den betreffenden Gleichungen (1)

und (4) die Ordinate y, so erhält man die Gleichung

6*(A»rJ .x- a*)a= a*h%\x*—

a

2
)

,

oder wenn man nach x entwickelt und ordnet:

«

und hieraus mit Anwendung der Gleichung (3)

:

man bat aber nach (3):

und so geht obige Gleichung über in:

(5) (*-*,)*-(l-A,) ?^r=0.

Die Wurzeln dieser Gleichung geben die Abseissen der Durch-

schnittspunkte L und N d. i. Lx und N*; man bat also

(6) L,=*,+VT^T» "f,
If,=Xl-Yl~h* ^1

;

I

setzt man diese Werths nach und nach in die Gleichung (4), so

erhält man die Ordinalen dieser Durchschnittspunkte:
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des EUtpsoidez und des xtceUheiligen UyperboMdts. <i5

oder vermöge der Gleichung (3): i-

(T) L,=9l +VT^k*-~*, JV,=y,-VI^**~l
•*'.'.».•..! ' • 1

Durch die Gleichungen (6) und (7) ist die Luge der Punkte

L und N auf der Susseren Hyperbel AAX vollkommen bestimmt.

Aus diesen Gleichungen folgt auch

(8) xx ——-j , 3fi
= ^— '

»!.<

woraus einleuchtet, dass der Berührungspunkt jW stets im Mit-
telpunkt der Sehne LN liegt.

Ziehen wir an die äussere Hyperbel eine zur Geraden LW
parallele Tangente und bezeichnen die Koordinaten des Berührungs-

punktes ruita^, y', so dass auch

so ist die Gleichung dieser Tangente

soll diese Gerade mit jener (4) parallel sein, so müssen die

Coefficienten von x in beiden Gleichungen identisch sein, und hier*

aas folgt die Bedingungsgleichung
«

Aus den Gleichungen (9) und (1J) kann man unmittelbar die

Coordinaten x\ y' bestimmen. Weil nach (11) y'=^.^, so er-

hält man durch Substitution in (9)

*'

x* ^= . „de,

mithin

x* = A**,*,

lud es ist

» •

X* vti
weil nun nach (11) immer —=— sein muss, so beziehen »ich

y yi

Tb«il XXVIII. 5
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06 Vnferdlfifer: Vrter die Segmente der EiUpM *. HwperM,

die unteren und oberen Zeichen aufeinander und es gibt also auf

der Hyperbel AA
t

offenbar zwei Punkte, deren Tangenten m*

einer gegebenen Geraden LN parallel laufen. — Von diesen twti

Punkten wählen wir denjenigen, dessen Coordinaten x*, y' mit

jeneo att y, einerlei Vorzeichen haben, d. h. wir setzen

(12) *'=+/urlt y= + %,
so dass die beiden parallelen Tangenten LN und Tt, zwischen

welchen das zu bestimmende Segment LM'N enthalten ist, in

Bezug auf den Mittelpunkt O auf derselben Seite liegen. Aus
den zwei letzten Gleichungen folgt auch die Proportion ; y= xx : yi , der Punkt M* liegt daber auf der Geraden , welche

durch den Ursprung und durch den Punkt M geht.

Denken wir uns zwischen die ' beiden Hyperbeln AA\ und

A'Ai eine dritte concentriscbeHyperbel construirt, deren mit de»an*
dem gleichliegende Halbaxen sich zu jenen der Hyperbel (1) wie

\:k verhalten, so das» also k zwischen 1 und h liegt und die

Relation stattfindet 1>A:>/i, und zieht man an diese Hyperbel,

deren Gleichung ist

(13)

eine, mit der LN parallele Tangente In, so wird dieselbe durch

die Gleichung dargestellt

(14) *=*P*—PP 9

wenn xv

'

t jh' die Coordinaten des Berührungspunktes sind. Fer-

ner hat man, da die neue Hyperbel (13) zu jener (1) in derselben

Beziehung steht, wie die Hyperbel (2), indem man in den Glei-

chungen (6), (7), (12) die VerhaJtnisszahl k statt h setzt und

yi in Sf, fßi
0 verwandelt:

wobei lg, ly und nXt fty die Coordinaten der Durchschnitt / und
n bezeichnen. Aus diesen Gleichungen folgt
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det EUipteides und des xtceithtiUgen Uijperintoide*. 67

der Punkt fo'y,') "«S* sonach auf der Mitte der Sehne In; ans

den Gleichungen (15) folgt auch die Proportion: xx
'
'.yJ =r:r':^',

wonach dieser Punkt auf der Geraden OJtt Hegt, mithin durch-

schneidet diese Gerade die Sehne In in ihrem Mittelpunkt m.

Es sei p der Abstand der Tangente (10) vom Anfangspunkt

and p' jener der Tangente (14); alsdann ist nach den Gleichun-

gen (A), (B):

b*

1 +
«Y*

(17)

6«

t '».1

oder, da nach (15) xt
' =

^ , ^ , auch

(18) * -iv;^^ s r
mithin, wenn wir den Abstand der parallelen Tangenten /« und

77 mit o' bezeichnen:

(19) ?
'-

P= 9'=f-p=
—

so dass also der Abstand y' als eine Function von k erscheint.

Ist k=h, so wird g'= q gleich dem Abstand der parallelen Tan-

genten LN und Tty d« i.

(20) v=nr.p.

Betrachtet man k als eine veränderliche Grosse und lässt sie

«occessive alle Werthe von 1 bis h annehmen , so werden die be-

rührenden Geraden (14), welche de» aufeinanderfolgenden Hyper-

beln (1#> entsprechen, das zwischen den parallelen Tangenten

LN und Tt enthaltene Segment in eine unendliche Anzahl von

Streifen nevlegerr von der Breite dq'< Der FI8cfretf nfralt eines

solchen Streifen« ist das Differenzial des Inhaltes des Segmentes;

folglich, wenn wir diese« letztere mit dF und die Distanz In mit

R bezeichnen,

5*
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rJ8 ünftrdinfer: Leber die Segmente der FMipse «. Bpperbel,

dF=R.dq>,

mithin, wenn man zwischen den Grenzen 0 und q integrirt:

nun ift aber bekanoUich

•dar, weil aus deo Gleichungen (15)

folgt:

k '1 6» +
o»

""^ J u6

ferner, wie man aus der Gleichung (19) leicht findet:

folglich, wenn man diese Werthe in das Integral (J) substituirt,

die constanten T heile vor das Integralzeichen setzt und zugleich,

nach den Anforderungen der Gleichung (19), die Integrationsgren-

zen 0 uod q in 1 und h umwandelt:

m F==_2p . *_ J —zr-dk,

oder mit Rücksicht auf die Gleichung (17)

:

= -2ab. f
Y

dk\

nun ist aus der Integralrechnung bekannt, dass

y —p-dk=i{\g—-
k

also, wenn man dieses Integral zwischen den Grenzen 1 und h nimmt:

—P— Ä JP— ,;
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des xweitheiiigen ffypei

d man bat:

(22) FrroÄ.I £2 'g }•

Der Flächenraum des Segmentes LM'N ist also von den Coordt-

naten «1,1/1 des Punktes M unabhängig, folglich ftlr alle Paukte

der inneren Hyperbel constant. Es gilt also auch folgender

2. Lehrsatz.

Stehen die g leiebliegcnden Aien zweier coneeo-
trischer Hyperbeln in Proportion, so schneidet jede
an die innere Hyperbel gezogeoe Tangente von der

Äusseren Hyperbel Segmente von constantem Inhalt

ab und das von der äusseren Hyperbel b egrenzte Stück
der Tangente wird stets durch den Berührungspunkt
hat blrt

Zusatz. Wenn man in den zusammengehörigen Gleichungen

(1), (2) und (22), welche den eben ausgesprochenen Lehrsatz in

eich enthalten, mittelst der Relationen

a= Art', b = kb'

die der äusseren Hyperbel angehürigen Grössen a und 6 eliml*

nirt und dafür jene o', b' einführt, so erhält man:

und wenn man h = 0 setzt, wodurch auch u=0, 6a0 wird, so

redudren sich dieselben auf folgende:

(23) y=±-,.x,

(25) < F=a'6',

weil, flHr A=0, Q^J^f = 0D° =:1
'

mithin

ist.
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70 l nferdiwer : Veber die Segtnwt* der Rltipse u. Uwerbei.

Die Gleichung (23) bezeichnet jetzt «be Asymptoten der Hy»
perbel (24) und F den Flächenraum, welchen eine beliebige Tan-

gente dieser Hyperbel von dem AsymptotenwinkeJ abschneidet.

Der von mir im Archiv Thl. XXVII. S.55. bewiesene Lehrsatz

Anmerkung. Im Vorhergehenden wurde der FiScheiiraum

eines elliptischen oder hyperbolischen Segmentes, welcher einer

durch zwei bestimmte Punkte L und .ZV der Kurve gehenden Sehne
LN entspricht, dadurch bestimmt, dass wir das parallel mit der

Sehne LN genommene Differenzial desselben als Function einer

gewissen Verhültnisszahl k darstellten, — also nach einer von der

gangbaren abweichenden Methode. Diess ist deshalb geschehen,

m« schon hiev unter einfuchen Verhältnissen den Ideengang zu

zeigten, der uns bei der Berechnung der Segmente des Ellipsoides

sad des zweitheiligen Hyperboloides leiten wird, uod der dort der

einsig» Ist, der mich den beabsichtigten Zweck erreichen lies*.

2) Um auch den Schwerpunkt eines solchen hyperbolischen

Segmentes zu bestimmen, bedienen wir uns wieder der Gleichun-

gen <C)*

folglich, wenn man diese Differenziale summirt von A=l bis

* = A, so hat man:

(C) F.X^fxS.dF, F.Y^fto'.dF,

und haben in dem vorliegenden Falle offenbar:

Nun ist aber

also
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1

setzt mao diesen Werth des bestimmten Integrals in die eben

gefundenen Gleichungen, zugleich für F seineu Werth aus (22),

so erhält man:

.
f
VT^X» j + yfl^p ) V (1 - **)»

I
—

Ä

5 ,g Ä~
f *a6^ •

~

'

"M—Ä* ,g Ä {.K=2oty.—^p—'-;

es ist :

(26)

Setzt man zur Abkürzung

C27) VH^^
'

(28) F=^;

also ist auch

und wenn man diese Werth« von & , ff in die Gleichung (9) setzt

alsdann .durch H* dividirt, so erhält mao

:

™ A 3 Y2
1

.

die Schwerpunkte der Segmente, Welche de» verschiedenen Punk-

•
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71 Inferdinget: CePer dto Segmente der Ellipse *. Hyperbel,

ten (x'y*) respective
.
jenen (j^yi) entsprechen , liegen also auf

einer Hyperbel, deren, Haihaxen «ich zu jenen der Hyperbel (1)

wie \:H verhalten. Die Gleichung ('29) bezeichnet sonach den
geometrischen Ort der Schwerpunkte aller Segmente, welche

durch beliebige Tangenten LiV an die innere Hyperbel ' von tfer

Süsseren AAX
abgeschnitten werden. Eliminirt man aus den Glei-

chungen (28) die Verhaltnisszahl H, so ergibt sich die Proportion

XxY— x'.y', d. h. der Schwerpunkt des hyperbolischen Seg-

mentes LM'N liegt auf der, durch den Anfangspunkt 0>'und durch

den Punkt M' gebenden Geraden ; da er aber auch auf der Hyper-

bel (29) liegen muss, so liegt er im Durchschnitt dieser Geraden

mit jener Kurve; / • • *

3) Die Ergebnisse der vorstehenden Untersuchungen lassen

sich nun anwenden zur Bestimmung des Fläcbenraumes uud des

Schwerpunktes eines beliebigen hyperbolischen Segmentes. Es sei

(30) y= Ax + B
die Gleichung einer gegebenen Geraden, so dass A und JE?: als

bekannte Grössen zu betrachten sind; es soll der FUcbenraum
und Schwerpunkt desjenigen Segmentes bestimmt werden, wel-

ches die Gerade (30) von der Hyperbel

abschneidet.

Betrachtet mau die Gerade (30) als eine Tangente der Hyperbel

— p= £ä» wobei h eine noch unbekannte Grösse ist, und

sind xlt yx
die Coordinaten des Berührungspunkte»*, so das« auch

(31) yx =Axx f B,

die Gleichung (30) mit jener (4) identisch sein ; es ist also

mithin wird

u*A 6*
.

diese Werthe von xt , y(
in die Gleicbifng (31), so

bat man

:

-TO- -W odct +Vßlr,\
f ,
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...

{ferner ist . . .

oder weil Aif = VaM»— 6»:

(33> ;

i • • i

;

' - • i
!

Die Gleichung (32) gibt den Werth der Verhältnisszahl h and
hiermit die Gleichung (22) den gesuchten Flächenraum F. H wird

aus der Gleichung (27), x' dnd y' aus den Gleichungen (33) ge-

rechnet, und dann geben die Gleichungen (28) die Coordinaten

des Schwerpunktes. :
.

*• .- •
•

Zusatz. Den ' Bedingungen der Aufgabe nach muss A<1
oder aM*—6*<i?a sein, was mit den Lehren der analytischen

Geometrie in befriedigender Uebereinstimmung steht; denn ist

die.se Relation nicht erfüllt, so wird die Gerade (30) die Hyper-
bel (1) nicht schneiden..— Ist a*A%—0*=^*, so; ist die Gerade

(30)- eine "Tangente der Hyperbel (1) und es wird
;
A = l„ JR?=z 0,

ar, xft x* > $x ;=y'. H erscheint für diesen besonderen Werth vos

h unter der unbestimmten Form «; man uberzeugt sich jedotfjt

leicht durch Differenziation, dass für A = l

V(l—Ä^s
=

3Ä*
=:

3 '

J!; " f

ist, mitbin wird auch H=l, und es ist X='x', y= y*.
'

s . Ii-' l'is. • •/ • • -•>•.,*.*
. . j..; ..

III. Das Ellipsoid.
••••••

1) Nehmen wjr an, die Halbaxen zweier concentrischer Ellip-

soide, welche in derselben Ordnung einerlei Jfticbtirog i\ haben,

erhalten sich zu einander wie l:A, und h sei grösser als I.

Alsdann ist, wenn wir den Mittelpunkt zum Anfangspunkt nud
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74 Vnferdinger : Leber die Segmente der

die Azen zu Coordinatenaxen wählen, die Gleichung des

und die Gleichung des ioneren, von dem ersteren umschlossenen
Ellipsoides:

x1 «a i2 1

(2) 5i+^+?=r. ;

die Halbazen des ersten Ellipsoides sind a, 6, c, die des zweiten

a b c ö
h' h* h'

nun **» y*» x> e Koordinaten eines Punktes

des inneren Ellipsoides (2), so ist auch

® a« + 6» +
c* ~ P'

und man hat als Gleichung der in diesem Punkt das Ellipsoid

berührenden Ebene:

Diese an das innere Ellipsoid gelegte rangirende Ebene schnei-

det von dem äusseren Ellipsoid ein gewisses .Segment ab, dessen

Volumen im Allgemeinen als eine ron xv , yi»*i abhängige Grösse

zu betrachten ist und dessen Bestimmung der Zweck der nach-

folgenden Rechnungen ist.

In dieser Absiebt bestimmen wir zunächst die Durchschnitts-

linie der Ebene (4) mit dem äusseren Ellipsoid (1). Wird aus

den Gleichungen (l) und (4) die Coordinate z elimfnirt, so erhält

man leicht:

c"(aV-6Vj, .x-cWy, ,y)«=aVÄV(aV-6»*«-«y)j

wird diese Gleichung nach x und y entwickelt und geordnet, so

hat

es ist afcer nach (3):
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des EUlpsoldes und de» %tceitheiligen Hyperboloide*. 75

c*»I»+.V=«v(;|»-£)=SS<*»-

o'A'Cc^ + a*!,*) = a*6V,A*(o*—

mithin, wenn man substituirt und alsdann die Gleichung durch

den allen Gliedern cemeinschaftliclien Factor aVPcPk2 dividirt, so

Gleichung folgende Gestalt:

(5) {P-Px&x* + (o*-^*)^

+WxlJfl .x -Zahlt .y + a*6*(j| -^) m 0.

•

Diese Gleichung bezeichnet die Projection der Durchschnitts-

Imie der Ebene (4) mit dem äusseren Ellipsoid (I) auf die

Ebene der xy. Cm die Gestalt und Abmessungen dieses Kegel-

schnittes mit Leichtigkeit und ohne weitere Verwandlung der Coor-

dinaten zu erkennen, bedienen wir uns der von Herrn Grnnert
(Archiv Tbl. XXV. p. 146.) gegebenen „Discussion der all-

gemeinen Gleichung des zweiten Grades zwischen zwei
veränderlichen GrOssen", setzen

die Gleichung der Kurve fibergeht in

:

a'x*+ b'y*+Wxy+Wx+ 2e'y + f=0,

bfiechnen die beiden Ausdrücke:

a?b'— c'* und aVHo'«f'*47V*-a'oY'-VdV.

<m) a'*4—c*»=Co»— ä3^*)(6*- Atyk
1)—

= a*b*— b*h*xx*-a*h^*=
a^h*b*

,
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76 Vnferdinger : Vebtr die Segment* der EUipte u. Hyperbel,

/V»= «War,Vi»(i - ,

- 2c'dV=—2dWftnVi1
•

Werden jetzt diese Gteicbongeo addirt and die Glieder der «wei-

ten Theile derselben entsprechend zusammengelasst, so bat man :

«i - -
*

•
'

• •

fM*+V4V*+/V*- a'b'f'-Wd'e' =: aW (6*V+<ta*)

=(°**iHaV>*)[«^^^
V

weil aber

so ist obiger Autsdruck auch gleich

—
U* " — KFSr)

-— ,\JJ—?~ Ä» + -^)=(*1-')-—

•

I

mitbin ist auch

(n) aU'Hb'd'Hf'c'i-a'b'f'-'lc'd'e'=(h*~\)£^*hl ;

1 a* b*
da nun sowohl die Grossen a' , 6', wegen > xt

* und ^>y1»,

als auch die Ausdrucke (in) und (n) stets positiv sind, so be-

zeichnet die Gleichung (5), wie auch nicht anders zu erwarten

war, eine Ellipse. Sind A und B die Halbazen derselben, so

ist (wie in dem citirten Aufsätze gezeigt ist):

(D) ^*»=
<«'6'-c'y '

mithin in dem Torliegenden Falle:
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and hieraus
.4

(6) ^=-^.-.1,.

Legen wir an das äussere Ellipsoid (1) eine tangirende Ebene,

welche mit der Ebene (4) '> •

parallel läuft; sind y
1
, z* die noch unbekannten Coordmaten

des Berührungspunktes, so dass auch
'

.

f
• . t-:-»i

x'2 y'2 j/2

so ist die Gleichung derselben

:

c*x' cy c*

Soll nun die Ebene (8) mit jener (4) parallel sein, so müssen

die Coefficienten der Glieder mit x und y in beiden Gleichungen

einander gleich sein, und man hat hiernach die Bedingungen:

/q\ _ fi yi

• '.Iii

Aus diesen Gleichungen folgt : x'= ^~ • *'
» ^=~- z'i ««t*t man

diese Werthe von x' , in die Gleichung (7), so erhält man:

fi"'*
1) . ft

1
' 2') .z» Ar,* yi» z.V /— +—g«— + cr= 1 oder *%^+6* + ^/=*« 2

• *mithin mit Beziehung auf (3)

:

QDd es wird

z* ji y »j .

weil nun nach (9) immer — = - , =z- sein muss , so be-w r Zi r xx

liehen sieh in diesen drei Gleichungen die unteren und oberen

Zeichen auf einander, woraus hervorgeht, dass es auf dem,Pip-



78 Unferdinper: Veter die Segmente der Eilipte u. Hyperbel,

soid (1) Immer zwei Punkte gibt, deren tangirende Ebenen mit

der Ebene (4) parallel sind. Von diesen beiden Punkten wählen

wir denjenigen, dessen Coordinaten mit jenen xx , yi , % einerlei

Vorzeichen haben, d. b. wir setzen

(10) i'= + hzlt =+ «'«-f-te,,

und die beiden, durch diese iwei Punkte (jrijfcZi) und (x'yft
1

)

gebenden parallelen Berü'hrurigsebenen liegen hinsichtlich des

Anfangspunktes auf derselben Seite, so dass das zwischenliegende

ellip8oidische Segment den Mittelpunkt des Ellipsoides nicht ent-

hält Da aus obigen Gleichungen auch folgt: X* :y' :i'=xl :yl :zl ,

so ist einleuchtend, dass des Berührungspunkt £*V2') auf der«

jenigen Geraden liegt, welche durch den Ursprung der Coordina-

ten und durch den Punkt (x^zx) geht.

Die Gleichung (5) der Projectioni - Ellipse kann auch in fol-

gender Form aufgeschrieben werden:

OD

Gl
h1 ' 2\

•a

Denken wir uns irgend einen Punkt (xy) dieser Kurv* mit den»

Punkt (x\yi) verbunden und die Verbindungslinie über {x%ff\) so

weit* verlungert, bis die Verlängerung gleich dem Abstand {xy)(xiyi)

wird. Sind g und ij die Coordinaten des Endpunktes der Ver-

längerung, so ist

(12) '1=^» yi-^if
3

'

denn der Punkt (x^) liegt auf der Mitte der Distanz (xy)(^rj).

Aus diesen beiden Gleichungen folgt

werden diese Werthe von x und y in die Gleichung (II) suksti-

tuirt, so erhält man die Gleichung einer Kurve, auf welcher die

mit den Punkten (xy) in der airgegebenen Constructionsweise cor-

respondirenden Punkte (|^) liegen. Nun gibt aber die Substitution

eine Gleichung, wHche sich vim janer der Protections» Eklipse»

I. <)**» £ an der Steile ton, ac- und' tf
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des EiUpnoiäeM ttttd des zud/heiligcn Htjperöoioläes. 79

Stelle von y steht Folglich ist auch der Punkt (£t?) ein Punkt

der Prejectione- Ellipse. Jede durch den Punkt foyi) gezogene

Sehne wird aUo durch dieeen Punkt balbirt, also ist der

Mittelpunkt der Projections - Ellipse und der Punkt fo^s,) im

Räume der Mittelpunkt der Durchschnitts - Ellipse.

Wird nun um den Anfangspunkt der Coordinaten als Mittel-

punkt ein drittes EHipsoid beschrieben, welches die gleichliegen-

ö c
den Halbaxen t> j> £ hat und zwischen den Ellipsoiden (1)

und (2) liegt, so dass k zwischen 1 und h enthalten ist, so ist

die Gleichung des neuen Ellipsoides:

x% .v* »* 1

und die durch einen Punkt (xi'ytV) desselben gelegte tangtrende

Ebene, deren Gleichung ist

wird mit jener (8) parallel sein, wenn, analog mit (10),

<ie) *'=*x,', y= x'= kxl
',

so dass also der Berührungspunkt fo'y/zi') auch auf der durch

den Ursprung und durch den Punkt (a?'yV) gehenden Geraden

liegt. Diese tangirende Ebene (15) wird das äussere EHipsoid (I)

in einer Ellipse schneiden, deren Projection auf die Ebene der

xy durch die Gleichung (5) oder jene (11) dargestellt wird, wenn
man xx , yx , iv und h in x

t
'

, yx
'

,
tg

1 und k verwandelt; der Punkt

(Xg'yg) ist alsdann, in Uebereinstimmung mit dem oben Bewie-

senen, der Mittelpunkt der Projections -Ellipse, und der Punkt

(dFi'yi'*i') im Räume der Mittelpunkt der neuen Durchschnitts-

Ellipse. Bezeichnen wir die Halbaxen der neuen Projections-

Ellipse mit A' , B' , so ist analog mit (6):

(17) AK— g— . -j . Xg —— f
—

. r.

Der Flächenraum dieser Ellipse ist A'B'n, und der Flncheasajim

A'B'n
der ihr entsprechenden Durchschnitts -Ellipse wird sein

Cp
—

,

wenn wir mit y den Neigungswinkel der tangirenden Ebene (15)

sau Projections- Ebene x$ bezeichnen. — Fällt man aus dem An-

tt der Cooidinaten amf die parallelen Ebene» (») und (15)

Peipendikel , so ist y de« Winke*, welche» dieses Perpendik*i
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•

mit der Axe der z einschlicht, mithin ist, wenn wir den Abstand

des Anfangspunktes von der Ebene (8) durch p und jesen Ton

der Ebene (15) durch p' bezeichnen, nach des Lebren der analy-

tischen Geometrie:

„o, _P P' £l_
! ™ €osy~?-V

f

Cosy-Ä*.!,'-" A.z"

^

mitbin ist der Abstand dieser beiden paraHelen Ebenen (8) und (15)

:

(19) P-p'=l'=-^r P> , .

der Abstand 9 der Ebenen (4) und (8), zwischen welchen das za

bestimmende ellipsoidische Segment enthalten ist, wird aus g*

gefunden, wenn man k = h setzt, d. i.

(20) v = —^— -p- „ u...: , :

Wenn wir nun k als eine Veränderliche betrachten und diese

Grosse nach und nach alle Werthe von 1 bis h annehmen lassen,

so werden die tangirenden Ebenen (15), welche den aufeinander-

folgenden Ellipsoiden (14) entsprechen, das zwischen den Ebenen

(4) und (8) enthaltene Segment in eine unendliche Anzahl von

Schichten zerlegen von der Dicke dg'. Der Inhalt einer solchen

Schichte ist das Differenzial des Inhaltes des Segmentes. Be-

zeichnen wir dieses letztere mit dV, so ist
; * >

(2») Cosy
*

und wenn man zwischen den Grenzen 0 und q integrirt:

es ist aber nach (19)

dtf — P- £2 »

mithin, mit Bezug auf die Gleichung (17):

A'B .dg* = — pi* dk ,

1 C K

also, wenn man substituirt, die constanten Theile vor das Inte-

gralzeichen setzt und zugleich den Anforderungen der Glfliehoog (19)

geroäss.die Integrationsgrenzen 0 und q in jene 1 und h umwandelt:
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de$ FJUpsoides und Je* zweitheiligen Hyperboloides. 81

c Cosy J k*

oder, weil nach (18) ^^=c*:

— — dk,

und wenn man endlich die Integration ausführt und das Integral

zwischen den angezeigten Grenzen nimmt:

das Volumen V ist also von den Coordinaten xXi yx , ^ unab-
hängig, folglich für alle Punkte des EUipsoides (5) conatant'.

Die Resultate dieser Untersuchung geben folgenden .

3. Lehrsatz.

Stehen die gleichliegenden Azen zweier Concentrin
•eher Ellipsoide in Proportion, so schneidet jede das
ionere Ellipsoid tangirende Ebene von dem äusseren
Ellipsoid Segmente von constantem Inhalt ab und der
Berührungspunkt liegt stets im Mittelpunkt der Durch-
schnitts-Ellipse.

2) Um auch den Schwerpunkt eines solchen ellipsoidischen

Segmentes zu bestimmen, bedienen wir uns folgender, aus der

Mechanik bekannten Formeln:

(E) V.X=fxx '.dV, V.Y=fyx>.dV, V.Z=--fix\dV\

X t Y, Z bezeichnen die Coordinaten des Schwerpunktes des

Segmentes V\ xx
'

f yx> zx jene des Differenzials d Fund die In-

tegration bat sich auf das ganze Volumen V zu erstrecken.

In dem vorliegenden Falle ist

,
..A'&n x' * ab

* dV= *i Tos7 ^-l Cos"y
'7 ^ -Je— dk

oder

- ß6 «
*%- X

die

i

i

>t*— 1

xx

'
. d V= ubcn.x' —yp- dk ;

TWü XXVI II.



82 0nfer61n§er : Vebtr die Sepmenti 4er Ellipse u. Hyperbel.

suf dieselbe Art findet man:

£* — l

y1 '.dF=o6cjr.y'.—^y- .<M

,

mitbin int

—jg- F. P=aoc« .jr* • / —p- • d*.

/* A*—

1

—j^a— * »

oder« wenn man die sehr leichte Integration ausführt, das Integrale

twischen den angezeigten Grenzen nimmt und für V »einen Werth
au« (22) substituirt

:

(23)

AH

Ä— < A(2A + l)
ar-<

- 2A + 1

+ i)-»—"H+T-*'

Wird zur Vereinfachung

1 (A+l)'

gesetzt, «0 rat

(25) x=%. r=5|, z = £,

woraus folgt:

s'^B.X, y^ff.F, V=#.Z;

und wenn man diese Werths von ac* y', z* in die Gleichung f7)

des Elliusoides setzt, auf welchem der Punkt (j?y»0 liegt, und

dann durch H% dividirt, so zeigt sich;
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des ElUpsoides und des weitkeiUgen Hyperboloides. 63

TO a» + b* + C2 -7/5»

das durch diese Gleichung dargestellte Ellipsoid , dessen Ualbazen06c
TT* TT* TT

8ln^* sonftcn <* er geometrische Ort der

Schwerpunkte aller Segmente, welche den verschiedenen Punk-

ten (x'yV)» respective (x\yiZ\) entsprechen.

Wenn man aus den Gleichungen (25) die Grosse H eliminirt,

60 gelangt man zur Proportion X: F: Z= x* : y' : x* t woraus ein-

leuchtend wird, dass der Schwerpunkt des dem Punkte (#1^1*1)

entsprechenden Segmentes auf derjenigen Geraden liegt, welche

durch den Anfangspunkt und durch den Punkt (x'y'z') geht. Ds>

aber der Schwerpunkt auch auf dem Ellipsoid (26) liegen muss,

so liegt er im Durchschnitt dieser Geraden mit jener Fläche.

Obgleich diese Gerade das Ellipsoid (26) in zwei Punkten durch-

schneidet, so kann doch nie ein Zweifel entstehen, welcher von

beiden der Schwerpunkt ist, da aus den Gleichungen (25) hervor-

geht,' dass die Coordinaten X, F, Z mit jenen y', »' stets

einerlei Vorzeichen haben.

3) Mit Hilfe des oben bewiesenen Lehrsatzes sind wir auch

im Stande, das Volumen eines ellipsoidischen Segmente«, wel-

ches irgend eine Ebene, deren Gleichung

(27) z=Ax+ By+ C

»ein mag, ron dem Ellipsoid

|

abschneidet, zu bestimmen. — Denkt man sich um den Ursprung

der Coordinaten als Mittelpunkt ein Ellipsoid besehriehen, »et-

Q ö C
fbes die gleichliegenden Halbaxen j- , ^ , jr hat und die Ebene

CO) in dem Punkte 0r,y,2|) berührt, so dass auch

ist, so kommt es jetzt nur darauf an, die der Ebene (27) ent-

sprechende Verhältaieszabl k zu bestimmen, um dann unmittelbar

die Formel (22) anwenden zu können. Wenn die Ebeoe (27) das

tllipsoid (2) in dem Punkte foft*,) berührt, so musa sie mit

jener (4) zusammenfallen , d. h. es mnss

6»

Digitized by Google
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sein, und hieraus findet rnao leicht:

{d ) ar,—— yi—— *i — jpg»

•etat man diese Werthe io die Gleichung (28). ao erhält

e* a*A% b^B*

A^=~W~TPE + C oder ct=-«1^-^ + Ä*C«,

mithin ist

(29) A= £ *

und mit diesem Werthe von h gibt die Gleichung (22) das frag-

liche Volumen. Ferner geben die Gleichungen (J")i

oder, weil

AC= V aM» + + c»

Ut:

( } VaWW' V aMM-A9***^'

c»

da nun H nach (24) gerechnet werden kann, ao erhält man aus

den Gleichungen (25) auch die Coordinaten X, Yt Z dea Schwer-
punkte«.

1. Zusatz. Der Natur der Sache nach muaa A>1, d. b.

«Ma + 6a^2 + ca > C* sein, and diese Relation iat bekanntlich

noch daa analytische Kennzeichen, daaa die Ebene (27) das Ellip-

soid (1) schneidet. Ist aM*+*,Ä*+c,= C», so wird die früher

schneidende Ebene jetst daa Ellipsoid ()) berühren, ea wird A=l,
die Punkte (x\y\H)* (*'y'*0 fallen zusammen und man hat P=0,
JT=*', F=y', Z= *', da der Punkt (*'yV) sein eigener Schwer-

punkt iat. »

2. Znsatz. Iat C= 0, d. h. geht die Ebene (27) durch den
Anfangspunkt der Coordinaten, respective durch den Mittelpunkt

des Ellipsoides, so wird Ä= ae, und weil alsdann

1 1

(2A-f l)(A~l)»_ (2 "»'Ä)(1-s)>

,

3A» - 3 ='
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des ElUpsoides und des xtceitheiligen Hyperboloides £>5

ist, so wird V=\abcn gleich dem halben EUipsoid. Ferner ist

für diesen Werth von A nach (24) H= \, mithin ist mit Rück-

sicht auf (30) :

X_ » _
a%A

y — — l
b%B

Diese drei Gleichungen bestimmen die Lage des Schwerpunktes

eines halben Ellipsoides, welches durch die Ebene i—Ax + Bjf

abgeschnitten wird.

IV. Das zweitbeilige Hyperboloid.

1) Die Gleichungen zweier concentrischer zweitheiliger Hyper-

boloide, deren Scheitelpunkte auf der Axe der x liegen und deren

homologe Halbaxen sieb zu einander wie J:A verhalten, sind:

2» £
(1) c1 ~~ 6* "~

a* '

C2) c»~ 6»
~~

a*
~~ Ä*'

so dass also beide Hyperboloide eine gemeinschaftliche Asympto-

tenfläche haben. Wir wollen voraussetzen A < l , so dass das

Hyperboloid (2) von jenem (1) umschlossen wird.

Sind x
x , yx , ^ die Coordinaten eines Punktes des inneren

Hyperboloides (2), so dass auch

W c» 6» a* - A*

ist, so ist die Gleichung der durch diesen Punkt geführten Bs-

Diese, das innere Hyperboloid berührende Ebene wird von

äusseren Hyperboloid (1) ein Segment abschneiden, dessen Vo-

lumen im Allgemeinen als eine Function der Coordinaten xlt ylt s*

zu betrachten ist und dessen Bestimmung der Zweck der nach-

folgenden Rechnungen ist.
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I

Wird aus den Gleichungen (J) und (4) s elimloirt, so et»
man leicht:

and diese Gleichung bezeichnet die Projecüon des Durchschnitte*

der Ebene (4) mit dem Hyperboloid (1) auf die Ebene der xy.

Wenn man dieselbe nach x entwickelt und ordnet, so findet man:

AW(c*V ^ «V)** + ~ t>W)3t* + 2aWctAVl|k.4^

+SaWcWxt . *+ 2o46*c*A«
!yl .y + a«6«c*A*(^— ^y-)=Q|

nun ist nach der Gleichung (3) offenbar:

o^-c^»=«V +^)=^"I A*^

IV-*V=6V(I + =% (««+ A«*/);

64A4 (c»X!>- «%,*)=- a*6V*A*(6a +A^*)

,

a«A*(cay1*-«*^)= - a^VW^+A»^«);

mithin, wenn man diese Werthe der Coeföcienten von x% und y
a

substituirt und alsdann durch den gemeinschaftlichen Factor

— aWcH* dividlrt:

(5) (&*+ A*yi*>**+ (a2+ Aax,*)^-2W*w

.

xy- 26*r, .*

- 2aVi • y- a*6» - ^f-)= 0.

Setzt man, wie bei dem Elüpsoid,

a's=6» + A*yl .
6' = a« + A»V» c' = — A**^ . d' = - b*Jv

wodurch die Gleichung die Form erhält :

+6y -f 2c':ry + 2d'jr+ 2«'y -rY'—O.

so wird
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nm ist aber eacb (3)

mithin auch

«-A'^**=

• 1 .

Ferner ist

äV» «Ufa*.

— a'Vf' =(0«+ *^!«) (6* + AVi^.a^5"^— li

mitbin, wenn man diese Gleichungen addirt und die Glieder 4er

«weiten Theile derselben geborig ausamnienfasijt:

eV» + +/V»- a'A/' - 2&d'e* = a*6* (a»Vl *

+

P*t*)

ei ist aber offenbar nach der Gleichung ( 3)

:

also ist der obige Ausdruck auch gleich

a*b*h\*/\ AV\ a^A«x,»/l AÄ,»\— u»—?v + c*
—

—JS~V-3T» + ^ 4 » ^-(l^A«).—^ .

Ml tnaii bat

•'s« + A'<** + f<S% -W -2cW r= (1^-A1).
a%^^ 4

.
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S8 Inferdinger: Veber die Segmente der

Da nun sowohl die Grössen a' ,
6', als auch jene a'b'—

oV* + 6'tf'
1+ /V1—«W/"'— 2c'dV positiv sind, so ist die durch

die Gleichung (5) dargestellte Kurve eine Ellipse, und wenn wir

die Halbaxen derselben wieder mit A und B bezeichnen , so ist

nach der schon bei dem Ellipsoid verwendeten Gleichung (D)

und

1 — h* ab
(6) AB=—±.j.zt .

Legen wir nun an das äussere Hyperboloid (1) eine tangirende

mit der tangirenden Ebene (4) parallel ist; sind

ar*, t* die Coordinaten des Berührungspunktes, so ist die Glei-

chung dieser Ebene:

soll diese Ebene mit jener (4) parallel sein , so müssen bekannt-

lich die Coefficienten der Glieder von x und y einander gleich

sein, was in dem vorliegenden Falle zu den Gleichungen fUhrt:

(8) ? = % = - •

.

f f zt

Weil («y<) ein Punkt des Hyperboloides (l) ist, so bat man auch:

und weil aus den Gleichungen (8) folgt: =— .2*, y'rrs^.x',

so erhält man durch Substitution in (9):

_(?•*) (!'
1flJcr ^Af.a^rfV..

c* 6* a» - 1 0<ler 1
Vc« A* oV-Zi

*

und es wird

Jf' «T/i t/i

da nach den Gleichungen (8) immer zj=~ > fr
= — sein muss,

so beziehen sich die unteren und oberen Zeichen auf einander,

sogleich einleuchtet, dass es auf dem Hyperboloid (l)
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de» Eliiosoides und des ziccitheiliaen fluverbufaides. SS

Punkte gibt, deren Berührungsebenen mit

(4) parallel sind. Wir wählen von diesen zwei

Punkten denjenigen, dessen Coordinaten mit jenen x^ ylt *i das-

selbe Vorzeichen haben oder, was dasselbe ist, wir

(10) *' =+**,, y=-Myi , x>^ + hxx ,

so dass die beiden durch die Punkte (xxyii,) und (x'y'z
1

) geben-

den parallelen Berührungsebenen in Hinsicht auf den Anfangspunkt
der Coordinaten auf derselben Seite liegen. — Da obige Gleichun-

gen auch die Proportion enthalten Vry1 :^ =s :y1 :zt , so liegt

der Punkt Gr'yV) auf jener durch den Ursprung und durch den

Punkt fay^) gebenden Geraden.

Die Gleichung (5) der Protections -Ellipse kann mit Leichtig-

keit auch auf folgende Form gebracht werden

:

Denken wir uns nun irgend einen Punkt (xy) dieser Kurve, mit

dem Punkte (x
xyx ) verbunden und die Verbindungslinie Ober {xxyt )

so weit verlängert, bis die Verlängerung gleich der Distanz

(xyH'iyi) wird. Sind | und y die Coordinaten des Endpunktes

der Verlängerung, so ist, weil der Punkt (.t^) auf der Mitte

Hegt, offenbar <!

(K) . *, = £+!. ai=!p
es ist:

x= 2xl— £, y= 2yi— V-

Setzt man diese Wertbe in die

das Resultat der Substitution, welches

der Coordinaten |, q ist, offenbar eine Kurve, auf welcher die

mit den verschiedenen Punkten (xy) in der angegebenen Con-

stmctionsweise correspondireoden Punkte (%rj) liegen. Diese Sub-
stitution gibt aber:

(13) A^^*il?)*-&^

eine Gleichung, welche sich von jener (5) nur dadurch unterschei-

det, dass £ an der Steile von x und ff an der Stelle, von y steht.

Folglich liegt auch der Punkt (£17) auf der Kurve und man kann
also sagen, dass jede durch den Punkt (xiyi) in der durch
obige Gleichung dargestellten Ellipse gezogene Sehne durch die-

*en Punkt halbirt wird, mithio ist (x,yi) der. Mittelpunkt der
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90 Vnferdinger: Ueter die sepnsntt der ElHpu u. Beertet,

Profeetions- Ellipse. Folglich ist der Punkt (*,*,t,) im

der Mlftelponkt der Durchechnitte-Empee. -

Denken wir uns jetzt um den Anfangspunkt der Coordioaten

als Mittelpunkt ein drittes Hyperboloid beschrieben, dessen Axen
in einerlei Ordnung auf den Coordinatenaxen liegen und sieb zu

jenen des Hyperboloides (1) wie lik verhalten, so ist die Glei-

chung desselben:

<14> '

c*
~ 6* ~ o»

= ä»'

Ueberdiess wollen wir voraussetzen, dass k zwischen 1 «ad *
liegt, so dass auch das Hyperboloid (14) zwischen den Hyperbo-

loiden (1) «od (2) Hegt. Eine durch den Punkt (x/yiV) de*

Hyperboloides gefahrte tangirende Ebene, deren Gleichung ist

c^x 1 c^v '

wird mit jener (!) parallel sein , wenn analog mit (10)

(10) f= jr/^Ar.*,',

mo dass der Berührungspunkt (ari'yiV) auch auf jener Geraden

liegt, welche durch den Anfangspunkt und durch den Punkt

(«yxO geht. Die Berührungsebene (15) wird das äussere Hyper-

boloid (I) in einer Ellipse schneiden, deren Protection auf die

Ebene der xy durch die Gleichung (5) dargestellt wird, wenn
man in ihr xlt ylf z, und A in xx\ yx\ und k verwandelt;

der Punkt (xi'y,0 ist alsdann der Mittelpunkt der Projections-

Ellipse und der Punkt (xl 'yl 'zl ') der Mittelpunkt der Durchschnitts-

Ellipse. Bezeichnet man die HaJbaxen der neuen Prejectious-

EHipee mit Af, B % so ist analog mit (6), wenn wir h an die

8telfe von h setzen:

(17) A'B' as—j— • 7 »t'= • 7

•

Der Ftechenraum dieser Ellipse ist A'B*n und der Fischeorau ra

• A'B1
7t

der Durchschnitts - Ellipse wird sein * wenn wir mit y den

Neigungswinkel bezeichnen, welchen die Berührungsebene (15)

mit der Ebene der xy einschließt. Fällt man vom Anfangspunkt

der Coerdtnaten auf die parallelen Ebenen (7) und <15) da* Senk-

rechte, eo ist Aach f dnr Wmkel, »welche» diese Senkrechte mit

der Axe der t einschliesst \ mithin, wenn ww den Abstand des
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Oes GtitpSOfucS tttui Oes xwclifieiuyen ayyCTOsmufic*. y\

Anfangspunkte« von diesen zwei Ebenen beziehungsweise durch

p and p* bezeichnen, nach den Lehren der analytischen Geometrie:

also .tot der Abstand dieser beiden parallelen Ebenen:
*

(19) y'=npp;

daraus wird der Abstand 9 der parallelen Ebenen (4) und (7)

gefunden, wenn man A= A setzt; es ist als«:

(20) « = ^.p.

Wenn wir nun k als eine Veränderliche betrachten und diese

Grösse nach und nach all© Werthe von 1 bis h annehmen lassen,

so werden die tangirenden Ebenen (15), welche den aufeinander-

folgenden Hyperboloiden (14) entsprechen, das zwischen den

Ebenen (4) und (7) enthaltene Segment in eine unendliche Anzahl

von Schichten zerlegen von der Dicke dq'. Der Inhalt einer sol-

chen Schichte ist das üiflferenzial des Inhaltes des Segmentes.

Bezeichnen wir dieses Diffcrenzial mit d\\ so ist offenbar:

man zwischen den Grenzen 0 und 9 integrirt, da» Vö-

des (ranzen

* •

Nun folgt ans (19)

dk

mithin ist, mit Rückskhj'anf die Gleichung (17):

A'B'.dq'^-^.pt'.^^.d*,

also, wenn man snbstituirt, -die conatanten Theile vor das Inte-

gralzeichen setzt und zugleich , der Gleichung (19) gemäss, die

0 «ad f ist jene 1 und k
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92 Unferdtnger: Leder die Segmente der ElUpte u. Hyperbel,

„ abn pf /»• 1— *» JL
••„..

oder weil nach (18)

ist,

Cosy-^

/* 1— k*

^4 .dh,

i

und wenn man die Integration ausführt und das Integrale

F- 3P ' flÄC,r = '

das.Tetanien V des zw ischen den Ebenen (4) und (7)

Segmentes ist sonach von den Coordinaten xtP yl9 Z| unabhän-
gig, also «für alle Punkte des Hyperboloides (2) coostant.

Fasst man die Ergehnisse der vorhergebenden Untersuchung

zusammen, so erhält man auch folgenden

4. Lehrsatz.

Stehen die gleichliegenden Azen zweier coneen-
trischer zweitheiliger Hyperboloide in Proportion,
so sch neidet jede an das innere Hyperboloid geführte

tangirende Ebene von dem äusseren Hyperboloid Seg-
mente von constantem Inhalt ab und der Berührungs-
punkt liegt stets im Mittelpunkt der Durchschnitts-
Ellipse.

Zusatz. Wenn man mittelst der Relationen

a= Aa', b= hb\ c= hc'

aus den Gleichungen (1), (2) und (22). a, b, e eliminirt und da-

für die den Halbaxen des inneren Hyperboloides angehürigen Grös-

sen o', bf, & einfahrt, so erbalt

S-^-S=A'' 5~S-S=1
' r=l(l+2A)(l-A)«.a<6<C«.

Betrachtet man nun o', b'i & als unveränderliche Grössen und
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Ellfvwides und des zipe/ZAeitioen Hunerbnlnidev Q5b

setzt A= 0, wodurch auch a= 0, 6=0, e=0 wird, so verwan-

dele sich diese drei zusammengehörigen Gleichungen in folgende:
« «

(23) ?i-f.-5i=0'

(25) V -JoW*-

Die erste Gleichung bezeichnet die Asymptotenfläche des durch

die zweite dargestellten Hyperboloides und V bezeichnet das Vo-
lumen desjenigen Kegels, welchen irgend eine an das Hyperbo-

loid (24) gelegte Berührungsebene von ihrer Asymptotenfläche

abschneidet. Hieraas ist ersichtlich, dass der von mir im Archiv
T h I. XXVII. S. 481. bewiesene Lehrsatz in dem obigen als speziel-

ler Fall enthalten ist.
*

2) Jetzt wollen wir auch noch die Lage des Schwerpunk-
tes' eines solchen hyperboloidischen Segmentes zu bestu

Wir bedienen uns. hierzu der, für das Ellipsoid

in Anwendung gebrachten Formeln:. , .

(E) V.X=fxx'.dV, V. T=fyt

0.dFp V.Z=fzx'.dV$

worin die Buchstaben X, Y, Z und xx ', y,', dieselbe Bedeu-

bäben. In dem vorliegenden, Falle ist:

, A'B'n . x* n ab ,
1—fr „

1-*»
xx . dF= — oben . x\ —jpprdk ,

und auf dieselbe Art findet man mit Leichtigkeit:

1 — Je
2

dV=s— oben .jr\—^j— dk

,

V . d V=- oben . %' .^~Z£d

k

;

ist
!' :

/*!— A-
4 /*»1-j&»

—^dk,r.Y=-abcn.tf.j t^dk,

P A 1 — k*
V.Z=-abc*.z'.J L

i£-.dk;
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94 Vnreräimptr; Utötr di* Seffmenie der EU1p$« «. Bvptrbtl,

•der, wie man leicht findet

:

setzt man in diese Gleichungen für F seinen unter (22) aufge

faodenen Werth und bestimmt daraus X, F, Z, so erhält

endlich

:

'
(1 -f h)

% <l±g

^ J y . (l + *)a - , (1+*)«
#y

Gleichungen bestimmen sonach die Lage des Schwer-

punktes eines Segmentes, welches die durch den Punkt (x^^d
des inneren Hyperboloides (2) gerührte Berfbrungsebene too

Hyperboloid (1) abschneidet

Setzt man zur Vereinfachung

(27) *= *

-TO?'
so wird

(28) *=g, r=£. Z=£.

Man wird bemerken» dass die eben für ein hyperboloidisches

Segment gefundenen Formeln von jenen für ein ellipsoidisches

Segment erhaltenen nicht verschieden sind, nur dass hier A klei-

ner, dort aber grösser als die Einheit ist - Aus den letzten drei

Gleichungen folgt auch die Proportion: X: Y:Z= x':y,
:t? , woraus

wieder ersichtlich wird, dass der Punkt (XVZ) auf der durch

den Anfangspunkt und durch den Punkt (ar'yV) gehenden Geraden

liegt, also auf derselben Geraden, auf «reicher auch der Punkt

(*tifih) Hegt.

Ferner wird aus diesen Gleichungen einleuchtend, dass der

Schwerpunkt (XYZ) zugleich mit jenem {x'y'i') seine Lage än-

dert Lässt man nun die Coordioaten x* t jr*, %* nach und nach

alle Werthe annehmen, welche der Gleichung

Digitized by Google



dn EMptoide* und de* weUheiliaeu Hyperboloide*.

Genüge leisten, so werden die Schwerpunkte der Segmente, welche

deo verschiedenen Punkten (a^yV) entsprechen, eine continuirliche

Fläche bilden, deren Gleichung aus dieser letzteren erhalten wird,

wenn ich in dieselbe statt x' % tf, x* seine, durch X, Y, Z aus-

gedrückten Werthe substituire. Diese Substitution gibt, weil

***M.JU fmB^Y, = 2 iafc

welche Gleichung ein coucentrisches Hyperboloid bezeichnet, des-

sen gleicbliegende Axen sieb zu jenen des äusseren Hyperboloi-

de« wie X'.U verhalten. Die Gleichung (29) bezeichnet also den

geometrischen Ort der Schwerpunkte aller Segmente, welche be-

liebige, an das innere Hyperboloid geführte tangirende Übeaeo
von dem äusseren Hyperboloid abschneiden.

3) Der oben bewiesene Lehrsatz gibt uns eis Mittel an die

Hand, das Volumen eines Segmentes zu berechnen, welches dureb

eine beliebige Ebene, deren Gleichung

(30) z = Ar+ ify+C

ttin mag, von dem swettheiligeo Hyperboloid (1) abgeschnitten

wird. Betrachtet mao <I*iese Ebene als eine Berübrungsebene an

das durch die Gleichung

dargestellte Hyperboloid, worin Ä eine noch unbekannte Grosse
bezeichnet, so muss, wenn wir mit xl% yt , z, die Coordloaten

tSl) % Agg + + C

Dk jener <4) ideatiseh seia,

•ein. Hieraus findet man leicht:

d*A b*B e»

setzt man diese Werthe in die Gleichung (31), so erhält
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96 Vnfe r ding er: Ueber die Segmente der Mlipte u. Hyperbel , etc.

/^W +W+ C oder +

und hieraus folgt:

(32) A= ^ ;

durch dies« Gleichung ist also der, der Ebene (30) entsprechende

Werth von A bestimmt und die Gleichung (22) gibt alsdann das

fragliche Volumen.

Aus obigen Gleichungen folgt auch:

oder weil

ÄC= Vc»-W-^
ist, so ist auch:

z'=

«

• Da man nun üT nach der Gleichung (27) rechnen kann und die

letzten drei Gleichungen die Coordinaten x* f y*, z
/ geben, so sind

durch die Gleichungen (28) auch die Coordinaten des Schwer-

punktes eines durch eine beliebige Ebene abgeschnittenen hyper-

bolischen Segmentes bekannt.

Zusatz. Oer Voraussetzung gemäss muss h < 1, d. h.

c*—b2B* — oM* < C* sein, was mit den Ergebnissen anderer

Untersuchungen übereinstimmt, denn diese Relation ist bekannt-

lich das analytische Kennzeichen, dass die Ebene (30) das Hy-

perboloid (1) schneidet Ist c*- 6»B*-a*,4*= C», so wird die

schneidende Ebene zu einer berührenden undA= l, F=0; ftr-

ner H=l, mithin Xz=x' t F=^, Z=* t indem der Punkt

(«yzO sein eigener Schwerpunkt ist.

'
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Vnf'erdinger : leb. d.drciteiL Pyramide u. ihrr lierükrungtkugeln, 9/

Ueber die dreiseitige Pyramide und ihre Beriihrungs-

kugeln.

Von

Herrn Franz Unferdinger 9

Lebensversicherung« - Culculator der b. b. p. Azienda Aaaicuratriee tm

Trieat.

Sind o, b, c, d die den Ecken A, B, C, D gegenüberlie-

genden Seitenflächen einer dreiseitigen Pyramide ABCD (Taf. I.

Fig. L), ist q der Radius der eingeschriebenen Kugel und V da»

Volumen dieser Pyramide, so ist nach den Lehren der Stereometrie:

(1) F=i(« + 6+ c+ rf).p.

Das Volumen einer dreiseitigen Pyramide kann aber auch auf

ähnliche Weise durch die vier Seitenflächen und durch den Ra-

dius einer äusseren Berührungskugel ausgedrückt werden und die

Ableitung dieses Ausdruckes ist der Zweck dieses Aufsatzes.

Es sei Oi der Mittelpunkt derjenigen äusseren Berührungs-

kugel, welche der Ecke A gegenüberliegt. Fällen wir von Oa

aus auf die Ebenen der Seitenflächen a, 6, c, d die Senkrechten

0x0,0x0, Otc, Oxd, so ist der Voraussetzung gemäss

Oxa= 0,6 = Oxc=Old=Q1 ,

gleich dem Radius der äusseren Berührungskugel. Verbindet man

den Punkt d mit B und Ct so entsteht das in der Ebene der

Seitenfläche d liegende Viereck ABdC\ verbindet man den Punkt

c mit B und D, so entsteht das in der Ebene der Seitenfläche e

liegende Viereck ABcD; und verbindet man den Punkt 6 mit C
and D, so entsteht das Viereck ACbD, welches in der Ebene

der Seitenfläche 6 liegt Denkt man sich über diesen drei Vier-

Theil XXVIII. 7

Digitized by Google



98 ünrerdinger: Veber die dreiseitige Pyramide

ecken als Grundflächen die Pyramiden Ox
ACtlB, OxABcD,

Ox
ACbD errichtet, welche in O, ihre gemeinschaftliche Spitze

haben, so sind offenbar die Geraden Ox A, Ox C, O
x
d, OxB, Ox

D,

0,c, O
xb die Kanten derselben. Die erste und zweite Pyramide

liegen mit der Seitenfläche ABOx
an einander, die erste und dritte

Pyramide liegen mit der Seitenfläche ACOx an einander und die

zweite und dritte Pyramide liegen mit der Seitenfläche ADOx

an einander. Legt man jetzt noch durch den Punkt 0{ und durch

die Seiten BC, BD und CD des Dreieckes BCD Ebenen, so

erhellet leicht aus der Construction, dass der von den drei anein-

anderliegenden Pyramiden OxACdB, O
x
ABcD, OxAChD gebil-

dete Körper auch gleich ist

Pyr. ABCD + Pyr. OxBCD

+ [Pyr. O.dBC+Pyr. OxcBD + Pyr. OxbCD],

mithin ist

Pyr. Ox
ABdC+Pyr. Ox

ABcD + Pyr. Ox
ACbD=Pyr. ABCD

+ Pyr. Ox
BCD + [Pyr. OxdBC + Pyr. OxcBD + Pyr. OxbCD]

oder

Pyr. ABCD=[Pyr. Ox
ABdC+Pyr. OxABcD+Pyr. OxACbD\

-[Pyr. OxdBC+Pyr. Ox
cBD+Pyf. 0,667>]-Pyr. Ox

BCD.

Verbindet mao den Punkt a mit B, C und D, so haben die

beiden rechtwinkeligen Dreiecke OxaB und OxdB die Hypote-

nuse Ox B gemeinschaftlich, also weil auch Ox a = Oxd ist,

^O
x
aB^dOxdB 9 mithin ist auch aß= dB. Auf dieselbe Art

beweiset man, dass aC=dC, folglich haben die beiden Dreiecke

aBC und dBC zwei Seiten wechselweise gleich und die dritte

Seite BC gemeinschaftlich , also & aBC 02 A dBC; ebenso ist

auch &aBD^ &cBD und &aCD^ &bCD; da nun auch

Oxa=Oxd t Oxa=Oxc 9 Ota=0,6;

so ist, wenn man sich durch die Dreiecke OxaB, OxaC, OxaD
Ebenen gelegt denkt,

Pyr. OxaBC^ Pyr. OxdBC, Pyr. Ox
aBD^ Pyr. OxcBD,

Pyr. OxaCDQ2 Pyr. OxbCD;

da aber, wie die Figur zeigt:

Pyr. OxaBC+ Pyr. 0,aÄ/)+ Pyr. 0,aC/>=Pyr. Ov
BCD=\a^,

so ist vermöge obiger Congruenzen auch :

(3) Pyr. OtdBC+ Pyr. OxcBD + Pyr. O^CD^a.*.
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. . . m
Ferner ist nach der Figur:

Pyr.Olili?dC=Pyr.01 i<ÄC+Pyr.01iiÄC=i<i.ei + 9yr.OxdBCt

Pyr. O, ABcD— Pyr.OlABD+ Pyr.OlCBD= {e . + Pyr. cJM>,

Pyr. Ox ACbD=s Pyr. O, ^CZ>+ Pyr.

0

16Ci)=i6.p1 + Pyr.G,oC#;

also, wenn man diese drei Gleichungen addirt und auf die Glei-

(3) Röcksicht nimmt:

(4) Pyr. O
xAßdC+Pyr. OxAßcD + Pyr. OxACbD

= i(*+ c+ ii).Ä + i«.o1= (a + 6 + c+rf)o1 .

Werden dje Werthe aas (3) und (4) in (2) substituirt, so erhält man

:

Pyr.^C/>= F= i(«+Hc+rf).0! - ia.ot- i'.fasKHc+rf-«).*!,

(6) F=4(6 + c+d-c).f,.

Bezeichnet man die Radien der äusseren Berähniogskugelo,

welche den Ecken B, C und D gegenüberliegen, beziehungsweise

B't Pa> 9t» Q*> 80 lst ancD

(7) F=i(«+ 6+ rf-c).e,;

(8) r=i(«+ 6+ c-ei).e4.

Aua den Gleichungen (1), (6)» <6), (7) und (8) flsig^

. 3F

... „ 3F
w
3F

a + c + r£— 6=— »

3F
w
3F

a + 6 + c—dss— i .

werden die vier letzten dieser lauf Gleichungen addirt, so erhält

man mit Anwendung der ersten derselben:

7'
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r

.1.:.' : < IV»

Ueber eine allgemeine Art der Beschreibung der

Kegelschnitte.

• i Vau ' « •

Herrn C. Küpper, ' "«
'

liHr

Lahrer an der Pro*. Gewerbeschule in Trier.

Lehrsatz. Wenn von einem Dreiecke» Welches einem ge-

gebenen stets einstimmig ahnlich bleibt, eine Ecke festgehalten

wird, eine zweite den Umfang eines Kreises durchläuft, so bat

die dritte Ecke einen Kreis zum Ort, dessen Radius zum Radius

des ersten Kreises dasselbe Verhältniss 1iat wie die an der

ersten Ecke zusammenstossenden Reiten des Dreiecks. (Taf. I.

Fig. 1,2.)

f sei die feste Ecke, n der Mittelpunkt des Kreises, auf wel-

chem die zweite Ecke bleibt, R dessen Radius, fnn' ein Dreieck,

dem das bewegliche einstimmig ähnlich ist. Dann behaupte ich,

dass »' der Mittelpunkt des Ortskreises Air den dritten Eckpunkt

ist, . und dass |der Durchmesser dieses Kreises erhalten wird,

wenn man auf die durch /, n' gehende Gerade den in der Gera«

den fh liegenden Durchmesser aa des Kreises (n) parallel zu nn'

projicirt; «V sei diese Projection.

fxf sei eine Sekante des Kreises (n). Man mache ^fxx*
zzzfrx*=fnn'=<p und bestimme die Punkte x\ r' so, dass fx'.xx*

z=zfr:rf=fn:nn'. Die Dreiecke fxx\ fix' sind sodann zwei Lagen,

is welche das bewegliche Dreieck gelangt, und alle Lagen, welche

Digitized by Google



euibimnVt, attanen In ähnlicher Weise erhalten werden*.

Mao sieht aber sogleich , dasa die Punkte x*, t mit / in einer Ge-

raden liegen, und dass faf.ft constant ist. Mithin sind x*, f die

Endpunkte von Sehnen eines Kreises, dessen grüsste Sehne offen-

bar Vc' ist; folglich ist n' der Mittelpunkt dieses Kreises; R* ee/i

sein Kadius, dann ist
, ,

«ie-«l»i'7 <i'a':ac= Ä':Ä=/n':/n-

Die Potenzen des Punktes / in Bezug auf die Kreise (n),

(f) sind, fa><fa undYa'X/«', ihr Verhältnis* ist JP-.Ä*

Folgerungen. Stellen wir uns vor, dass das bewegliche

Dreieck seine Gestalt ändere, doch so, dass Z.fnn'— <p unverän-

derlich bleibt, und somit das^ Verhältniss der diesen Winkel ein-

leiten ein -veränderliches wird, so leiten wir nach

vorigen Satze mit Helfe des gegebenen Kreises und des

Winkeis o> eine Reihe stetig aufeinanderfolgender OrtskYe'»» ab,

deren Mittelpunkte auf der festen Geraden im' liegen, und deren

Radien den Abständen ihrer Mittelpunkte von dem festen Punkte

/proportional sind; denn R':R=n'f:nf.

ii . Nehmen wir noch su a> sein Supplement fhn", so erhalten wir

durch Anwendung desselben Verfahrens alle die Kreise, deren

Mittelpunkte auf dem anderen Theil nn* der unendlichen Geraden

M liegen, und deren Radien den Abstanden ihrer Mittelpunkte

von f proportional sind.

Beachtet man, dass der Winkel an demjenigen Eckpunkte

eines der beweglichen Dreiecke, welcher irgend einen der er-

wähnten Ortskreise durchläuft, ebenfalls unveränderlich bleibt, so

steht man, dass zu jedem Ortskreise ein bestimmter Winkel (und

dessen Supplement) gehört, mit Hülfe dessen sich alle anderen

Kreise aus ihm ebenso ableiten lassen, wie wir denselben aus

dem ursprüglichen Kreise («) mit Hülfe des Winkels <p (und

seines' Supplementes) erhalten haben.

. .Ziehen wir/durch die Endpunkte a, a (Taf. L. Fig. 3,4.) des

Durchmessers eines dieser Kreise zwei Parallelen zu M t so be-

grenzen diese auf den durch f gehenden Geraden Abschnitte,

welche die Durchmesser der Ortskreise sind. Ünter diesen Krei-

se« ist Einer, dessen Radius ein Minimum ist, der Winkel, wel-

cher an ihm gehört, ist ein Rechter, sein Mittelpunkt ist der

Fasspunkt m der von f auf die Gerade M gefällten Senkrechten.

Setzen wir seinen Radius mA=zA, den Abstand mf seines Mit-

telpunktes von f gleich E, so ist für irgend einen Kreis (n), zu
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m

weichem der Winkel <p gehört, und dessen Mittelpunkt von f den

Abstand nf^E hat, £.ew«p:=i4, £'.*in?™£.

Die erhaltenen Resultate gestatten folgenden Ausdruck:

Wenn man eine Reihe von Kreisen beschreibt, deren Mittelpunkte

auf einer gegebenen Geraden M liegen, und deren Radien den

Abständen ihrer Mittelpunkte von einem festen Punkte f propor-

tional sind, und man laset den Scheitel eines bestimmten Winkels

einen dieser Kreise durchlaufen, während ein Schenkel durch den

festen Punkt f geht, so nimmt der andere Schenkel dieselben

Lagen em, wie der Schenkel eines anderen Winkels von ebenfalls

bestimmter Grösse, dessen zweiter Schenkel durch denselben'

Punkt / geht, und dessen Scheitel einen anderen jener Kreise

durchläuft.

Diese beiden Winkel werdeo von der Geraden M und den

beiden Geraden gebildet, welche die Mittelpunkte der gedachten

Kreise mit dem festen Punkte f verbinden. Ihre Sinus verhalte«

sieb umgekehrt wie die Abstände der Mittelpunkte der zugehörigen

Kreise von ft oder umgekehrt wie deren Radien.

Die Curve, welche der Schenkel eines Winkels von constanter

Grösse umhüllt, wenn der andere Schenkel durch einen festen

Puokt geht, und der Scheitel auf einem gegebenen Kreise bleibt,

Lüdh mitbin auf unzählige Arten in analoger Weise erzeugt wer-

den, indem man den Kreis durch einen anderen (nicht wiüktihr-

lichen) und den Winkel durch einen dem Kreise zugehörigen

ersetzt.

Diese Curve zu untersuchen, werde f einmal ausserhalb des

Ortskreises ßir den Scheitel des beweglichen Winkels g> ange-

nommen, zweitens innerhalb desselben Kreises. Im ersten Fett»

liegt / ausserhalb» im zweiten Falle innerhalb eines jeden Kreise«,

der für eine analoge Erzeugungsweise an die Stelle von («) treten

kann, denn /'liegt innerhalb oder ausserhalb eines Kreises (n),

je nachdem für diesen das Verhältniss seines Radius sum Ab-
stand des Mittelpunktes von f grosser oder kleiner als 1 ist, und
da für alle Kreise, die (n) ersetzen künnen, dies Verhältnis« con-

stant ist, so liegt f entweder innerhalb oder ausserhalb aller.

Im ersten Falle wird der bewegliche Schenkel (so nenne kb
kurz den, welcher nicht durch f geht) zweimal Tangente lur jeden

Ortskreis ; Denn der Winkel, welchen die Tangente eines Kreises

mit der Verbindungslinie ihres Berührungspunktes mit einem
festen Punkte ausserhalb des Kreises bildet, nimmt aUe denkbaren

Werthe an, und wird zweimal dem constanter» Winkel * gleich.
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Findet dies aber statt, »o tritt der Berührungspunkt auf dem Kreis

als Durchschnittspunkt zweier auf einander folgenden Lagen de«

beweglichen Schenkels auf, er wird also ein Punkt der von die-

seai umhüllten Corve, und zwar derjenige sein, in welchem jener

Schenkel die Corve berührt. In diesen zwei Punkten hat folglich

jeder Ortskreis mit der za untersuchenden Corve einen Coutaet

erster Ordnung, und es ist aus der Art, wie die Kreise stetig auf

einander folgen, klar, dass die Curve ihre Umhüllende ist.

Im zweiten Fall nimmt der Winkel, den die Tangente des

Kreises mit der Geraden bildet, welche den Berührungspunkt mit

f verbindet, (wir haben hierbei den spitzen Winkel im Auge), alle

Werthe zwischen einem Rechten und einem gewissen Minimum
an. Wählen wir 9 zwischen diesen Grenzen, so gibt es immer

zwei Lagen des beweglichen Schenkels, in welchen er Tangente

des Kreises ist.

Ist (*) einer der Ortskreise, f der feste Punkt (Taf.l. Fig~&),

ft senkrecht auf /*», r der Punkt, in welchem ft den Kreis (n), t

der Punkt, in welchem er die Gerade M schneidet, so £st ^frf
jenes Minimum. Wenn nun n so liegt, dass ^.fnm oder a>>^/>f,
so wird der bewegliche Schenkel zweimal den Kreis (w) berühren.

Die ausgesprochene Bedingung fallt mit dieser ^rnf+^^tttf oder

Jt<i?f zusammen. Nun ist

cosa> A cos 97

Also nioss

_ ^ kE E . ^ VlP^fi*R <Ä^TV ' «*<p<ä> •"•"> Ä
—
ucn tiin cp -

4*

sein. Setzeo wir B—\fA-— £*, und berücksichtigen *\n<p — ^,

so erhalten wir für die obige Bedingung: ft< B

Demnach gibt es auf aMen Ortskreisen, deren Radien > A
A*

und <jj* Paukte, in welchen der bewegliche Schenkel

eiaeo solchen Kreis berührt-, und grade so wie vorher folgt hier-

von Kreisen gibt, welche die zu unter-

suchende Curve doppelt berühren, und deren Envelloppe sie ist.

Für den Kreis, dessen Radius faUen die beiden Punkte, in

er die Corve berührt, zusammen; er hat mit der Curve
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«inen Contact Streiter Ordnung; für Kreise von grösserem Radius

wird der Contact imaginär.

Aus dem Gesagten erhellt, dass man beliebig viele Punkte

der umhüllten Curve dadurch erhalten kann, dass man auf den

Ortskreisen diejenigen zwei Punkte bestimmt, in welchen der be-

wegliche Schenkel des Winkels <p den zugehörigen Kreis beröhrt

Im Folgenden wollen wir diesen Weg einschlagen.

üm (Taf.I. Fig. 6. A. Taf. II. Fig. 6. B.C.) auf dem Ortskreise

(«) die beiden Punkte zu finden, in welchen der bewegliche Schen-

kel von a>=/hro denselben beröhrt, errichte man in /auffn die Senk-

rechte ft t über nt als Durchmesser beschreibe man einen Kreis,

dieser schneidet den gegebenen (n> in den gesuchten Punkten

c, c. Denn tc, tc sind zwei Tangenten des Kreises (n), und in

dem Hülfskreise stehen die Winkel tcf, tcf, <p auf demselben

Bogen tf.

In Taf. II. Fig. R., wo f innerhalb des Kreises (n) angenom-

men wirdj wird jener Hölfskreis, dessen Durchmesser nt ist, ent-

weder (n) schneiden, oder berühren, oder keinen Punkt mit dem-

selben gemein haben, jenachdem R=:nt, welches wieder wie

< AP
früher zu der Bedingung R_ -g für reellen Contact fuhrt

Man sieht auch (Taf. II. Fig. 6. C), dass, wenn fxt eine Lage des

Winkels q> ist, man auf folgeode Weise den Punkt c' erhält, in

welchem sein Schenkel xt die umhüllte Curve berührt. Man ziehe

fi% errichte darauf fn' senkrecht und beschreibe über n't als Durch-

messer einen Kreis, welcher xt in c' schneidet. Die Dreiecke

fxc', fnn' sind, wie leicht zu zeigen, ähnlich, also ist n' der Mit-

telpunkt, n'c' der Radius eines unserer Ortskreise, welcher über-

dies von xt in c' berührt wird, und fär welchen g>'=fn't=:fc'L

Kehren wir zn Taf.I. Fig. 6. A. zurück. Wir ziehen cc, diese

Linie schneide den Durchmesser aa in d, dann behaupte ich, dass

d zum Ort eine Gerade bat, die mit M parallel ist und welche

den Durchmesser Aa des kleinsten Ortskreises (m) in einem

Punkte D trifft, welcher der zu f, A, a zugeordnet harmonische

ist. Nun ist für den Kreis (n) die Gerade cc die Polare des

Punktes t, und weil f/h=90°, tf die Polare des Punktes df folg-

lich u, a, d, / vier harmonische Punkte, also auch A, A, D, f.

Da dD parallel M und D ein völlig bestimmter Punkt ist, so er-

gibt sich die Richtigkeit des Behaupteten.
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Ferner erseheint der Kreis (n) als Ort derjenigen Punkte,

deren Abstände von f und d ip dem constanten, Verhältniss

af: ad =zjif:AD— Afi AI) stehen, somit cf\cd— cf: cd= Censt.
»

Demnach ist die umhüllte Curve der Ort derjenigen Punkte,

deren Abstände von f zu ihren Abstanden von einer festen Gera-

den D ein coostaotes Verhütetes haben. Setzen wir noch mD
=0, so hat man für dieses constante Verhältniss: „

Af Mf
.

r

dt
. I.

E— A , E + A
A—D ' X+D 5

2^.d=2£, d= ^ und 2D.d
,

=24, &=
J)

;

«voraus auch:

A*=E.D.

Dersur Bestimmung der Punkte c, c gebrauchte Hülfskrei«

.

geht ausser durch f noch durch einen zweiten Punkt. S der von

f auf M gefällten Senkrechten, und welcher so liegt, dass mß
=fm = E.

Es ist cf=c$, c$-=tf. Aus den Gleichungen

cf~ d . cd ,

cf=d.cd

folgt:

cf- cf= 8 . (cd— cd)=2 6D=2^= const.,

oder auch . ,

cf~cf=cf— cf=2A.

Die Pnnkte c haben somit die Eigenschaft, dass die Differenz

ihrer Abstände von zwei testen Punkten unveränderlich ist.
«

Liegt f innerhalb der Ortskreise, so erhält man ganz auf

dieselbe Weise für den Ort der Punkte c eine Ellipse, von wel-

cher f ein Brennpunkt und der Mittelpunkt und Durchmesser des

kleinsten Ortskreises Mittelpunkt uud grosse Axe ist

Ellipse und Hyperbel sind also die Umhüllenden einer Schaar
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von Kreisen, deren Mittelpunkte auf der Geraden liegen, welche

die Are B, i?V~=T enthält und deren Radien den Abständen
ihrer Mittelpunkte todi Brennpunkte proportional sind, und zwar

ist E das VerbSltniss zwischen Radius und Abstand.

Gleichzeitig werden diese Curven von dem beweglichen Schen-
kel eines Winkels <p Ton bestimmter Grösse berührt, dessen

Scheitel einen dieser Kreise vom Radius R durchläuft, dessen

zweiter Schenkel sich um den Brennpunkt dreht Dieser Winkel

wird durch die Relation sin g> = bestimmt.

Anmerkung. Wenn cp variabel genommen wird, während

der zugehörige Kreis derselbe bleibt, so erhalten wir diesen als

Enveloppe von Kegelschnitten, welche einen Brennpunkt ge-

meinsam haben , deren zweiter Brennpunkt mit jenem auf einem

bestimmten Kreisumfang liegt, und für welche die Excentrizität

£
constaot ist

Für die Entwickelung vieler Eigenschaften der Ellipse und

Hyperbel (Taf. II. Fig. 7.) bietet sich als directer und rasch zum
Ziele führender Weg ihre Beschreibung mit Hülfe des Ortskreises

dar, dessen Durchmesser ein Minimum, nämlich der grossen Axe
des Kegelschnitts gleich ist, ond zu dem der Winkel <p=90° ge-

hört ft g seien die beiden Brennpunkte, fxy eine Lage des be-

weglichen Winkels. Den Punkt c zu bestimmen, in welchem xy
den umhüllten Kegelschnitt berührt, bat man nach Obigem den

Durschnittspunkt t der Geraden xy und M zu bestimmen, und

durch die Punkte f, g, t einen Kreis zu legen, welcher xy in dem
Punkte c schneidet. Verbindet man c mit «, so wird ^Lfcn
— ^gen= yO°—4p und auch ^xcf=4Lycg—q>.

Ferner sind die Dreiecke fxc, fmn einstimmig ähnlich, also

ist n der Mittelpunkt des Ortskreises für den Scheitel des Win-

kels <p, nc= /2=na= ffa. Ziehen wir durch c eine Parallele zu

AH bis «um Durchschnitt d mit aO, so ist der Ort dieses Punktes

die Directrix des Kegelschnitts, denn cd ist im Kreise («) die

Polare zu t, also tf die Polare zu d, folglich d, a, f, a vier har-

monische Punkte u.s.w. wie oben:

cfx cd= ufxad= AfxADz=Et A.

Die Figur liefert eine Reihe von Gleichungen zwischen fol-

genden SWcken:
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u^/fc*^?, fesaF, fc*s<M, fxxsiX*

gtj^Y, c»=Ä, c«=0, mc=D.

Der zu mc eonjugirte halbe Durchmesser sei D", s Her Krüm-

mungsradius för den Ponkt c, Jl# der Abstand der Tangente xy
vom Mittelpunkte m.

x. r=&>
A

sin tp

2) *=F.eiDo>. F=G.slno>; 2üf=JT+ K=(F+^sitHp=^«n<p;

^/=i4.sln<p.

3) Weil feiegzzX: F, so hat man (A+ F). 0= F. F,

Au» 1): R:Q:k~Q=zA*:ir*:E* Ausl)und2): R.M=zA?.

Aua 2) und 3): QM=:B*.

4) Jf. F= F. G. sin sin?=-7^=, also aus 1):

5) M.D>= A.B, folglich nach 2): -^=^5 tiaeh l)und 3):

ir:R=:B:A, D>:Q=A:ß, nach 4): Z*=VT7S= VXl?.

6)

fe:fc= geigczzcanst. ssfc :cd-=zE:A.
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Der Punkt e theilt die Sehne xy in dem VerhäUniss F:Cr.

Man. kann ibn also auch so bestimmen: man verlängere fx um
ein gleiches StOck fx, verbinde f mit g, so gehl diese Linie durch

c. Daraus folgt tnx parallel gc*\ Nennen wir cfr das, Element

der Ellipse, welches in jry liegt^ da das Element de« Kreises (m),

dessen Verlängerung die Tangente in x ist, so bat mau ßir den

Winkel, den zwei auf einander folgende Lagen des um f dreh-

baren Schenkels fx bilden:

da . cos cxT
erstens: ^ , und da fx der Normale cn parallel ist:

sweitensi- — . ^
Q

*

Nun ist ZjcxT= 90° -e>; demnach

i • <2f </o. sin ?>

Für den Winkel, den iwei auf einander folgende Lagen des

Radius mx einsehliessen, hat man, weil dieser Radius dem Lett-

da
strahl gc parallel bleibt, einmal -j-, und

dt.singcv rij.sinqp
sweiteus :

(
^ * =—gr—

.

da ds.&inxp

Aus beiden Gleichungen folgt i

Also aus 1):

X.G _ X.Y _ B*
' 4 . sing?1 i4 .sin a>8 ^ . sin q>*

*

*= ~~1*~ =
i*4

Q -sin"^

oder aus 4): •
1 1*

(I? . Q) (F.G)

Aus 3):

4
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A*.B* &* D*
,= BBdau8B): 9=J

-
B= -M .

Die Entwickelung dieser Resultate für die Hyperbel geschieht

auf dieselbe Weise.

Bei der Parabel treten an die Stelle der Ortskreise (n) die

Tangenten dieser Curve, und es bietet keine Schwierigkeit, den

Lehrsatz, von welchem wir ausgingen, demgem&se zu moditiziren

und zu beweisen.

Sc bloss. Die synthetische Untersuchung der Kegelschnitte,

wenn man von ihrer Beziehung zum Brennpunkt und der zugehö-

rigen Dtrectriz ausgeht, führt auch zu den Ortakreisen (n). (Taf.

flLFig. 8.)

Man suche nämlich die Punkte von der Eigenschaft, dass das

Verhältnis» ihrer Abstände von einem festen Punkte f und einer

festen Geraden D ein gegebenes ist, auf den auf D senkrecht

stehenden Geraden. In derjenigen dieser Geraden, welche durch

f geht, erhält man zwei solche Punkte A, Ü, welche Df nach

dem gegebenen Verhältniss harmonisch theilen. Eine andere

Gerade, auf welcher man die Punkte von der gedachten Eigenschaft

finden will, sei dö. Man ziehe Aa t Üa parallel zu D, so sind d,

fy «, a vier harmonische Punkte, af.ad ist das gegebene Verhält-

nis*. Der «Kreis nun, welcher aa zum Durchmesser hat, ist h**>

kanntlich der Ort fär diejenigen Punkte c, für welche efied

=ttafra(L Wft er also d* m c, e, so sind dies zwei Punkte der»

gesuchten Curve. »•«-..

An diese Welse, i die Punkte zu bestimmen, lassen sieb durch

leichte Entwickeluneen die oben erhaltenen Resultate anknüpfen.

* * t

< »
: '

> • ,
' • • : i. r .; r '.!'»(/

i-
;

i ; . .
•!• ' ' .• 'V *•• i j,'; (! •<

. : -
.

.,-

: :.. . i

\
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HÜ 0runer t: Itter «ine e-esondcrt Aufiös, d. Gleich, von Ufr

V.

üeber eine besondere Auflösung der Gleichungen von

der Form

ax +A*+ 0, axx9+ 6jyj+^»=0.

dem Heraasgeber.

Die Auflösung der Gleichungen rem der obigen Form, in Ver.

mit einer gewissen dritten Gleichung, hat zwar in den

meisten Fällen keine besondere Schwierigkeit. Indens scheint

mir doch die folgende Methode ihrer besonderen Elegant wegen

einiger Beachtung nicht nnwerth zu «ein.

Man bestimme die Grösse G aus der Gleichung

(1

—

bct G) (1- cax C) (1- o4| G)=— abcaxbx cx G*,

nämlich aus der Gleichung

l-{*t*+bcx + (oeel6l +6ca,et +co6la1)€^=0,

welche nur vom zweiten Grade ist, und berechne dann, indem

man dem x beliebige Wertbe beilegt, die Grössen y, t mittelst

der Formeln:

acx
Gx (1—6«! G)x

y=-i-cai c'
t=—c67c

—

Denn dann ist

(1 — 6*i €?)*=— ebx Gt,

(l-catGfcs -acx Gx;
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Form ax+ by -f«= ö, u
x
xy+b

y
y\+c

x
xxz=zO.

(1 - 6c, G) (1- co, G)y= oc6,c, G«*.

Weil aber -

( I— 6c, G) (1—co, G) (1— o6, G)= — 06^,6^, G»

ist, so ist, wie man leicht durch Division findet:

#der

(1— o6iG)i=5-6o,Gy.

Daher hat man die drei folgenden Gleichungen :
f

(1 - 6c,G)z=— c6, Gx

,

(1—co,G)y=

—

ac\Gx,

(l-o6I G)x=-6a1 6^

ar= G(bcxx — c6,z) f

y^G(ca,y— flc,x),

1 = G(abit — 6o,#)

;

o6c,jr -f foßiy+ co6,x
}

and

+6^ -f c,zj:
«

/ 6</,c,*y— 00,6,^2 \

= G l + co,6,yx — o6,c,zx >= 0.

' + o6,c,«3r — 6o,c,xy /

Hieraua sieht man also, dass die beiden

o*+6y+cx=0, ö,ary + 6,y2-f c,xor=0

wirklich durch die Formeln

1— (06, +6c, +ca,)G+(a6ci6, + 6co,c1 -f co6,a,)Cr*=0,



11*2 Gruner t: lieber eine besondere Auflös. d. Gleich, von der

acxGx (l—bcx G)x

wenn man filr x beliebige Werthe setzt, aufgelöst werden.

Weil

(1- bcx G) (1

—

cöj Cr) (1 — abx G)=-abc ax 6, cx .

also

l-bcxG acx G 6a, G

ist, so kann man die, unsere Gleichungen auflösenden Formeln

auch unter der folgenden Form darstellen:

1 —(abx + bcx + ca
t)G+ (abcxbx + 600,0, +cab^G*^,

acx G acj G ba
x
G

y-~l'-caxG
X

* *—\-caxG* \-abxG*
m

Hätte man nun etwa die Grossen x, y, s aus den drei fol-

ax + by + ci=0,

«i*y + 61yr + cl*r=0,

*4+y2 + »*=l;

so erhalt man, wenn man der Kürze wegen

acxG ^_ - bcx G"
~-T=c*x G> *-\-abxG

setzt, wo also nach dem Obigen

y =—*x, z=%Xx

ist, mittelst der dritteo Gleichung des obigen Systems dreier

Gleichungen sehr leicht die folgenden Ausdrucke:

* =± ^nw+^)'
X

^^vtm^ihV
%x

t = ± Vl+Al+iSÖ
;

in denen die oberen und unteren Zeichen sich auf einander be-
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Form «x+ **+ <r*=ö, a^+b^+fx^^O. HS

Setzte man

acxG 1—oc,G

aaeh dem Obigen also

wfce mit Beziehung der oberen und unteren Zeichen aof

einander

:

_ 1

V l + s«+ p*

Wenn man also nur G aus der quadratischen Gleichung

1— (a6, + bei + caj)G + (o6c|6i + ocojC, -|- ca61a1)C,=0
bestimmt, so lasst sich ein System dreier Gleichungen von der

+<*= <>,

axxy + 6,yi + c,«r=0,

o>(*, y, *)=0

» Titlea Füllen sehr leicht und elegant

Es Truge sich, ob diese Auflösungsmethode nicht vielleicht

rocb einer Erweiterung, etwa auf Gleichungen von der Form

^hig wäre?

8



114 Wvlftrt: Betrachtung einer

VI.

Betrachtung einer eigentümlichen Spirallinie.

Von

Herrn Professor Dr. J. Ph. Wolfen
7.0 Berlin.

Gin in Eulers Integral-Rechnung §.729—732 behandel-

tes Beispiel zur Auflösung einer Differential • Gleichung zweiter

Ordnung führt auf eine eigentümliche Spirallinie, deren ausführ-

liche Betrachtung nicht ohne Interesse zu sein scheint Um einige

a. a. O. nicht vorkommende Formeln zur Hand zu haben, schicken

wir sie hier voran.

Nimmt man bei einer Curve einfacher Krümmung das Element

des Bogens oder dsz=i\fdx* \ dy* constant, an, so wird der Krüm-
mungshalbmesser in dem Punkte, dessen rechtwinklige Coordinaten

x und y sind,

vergl. Grunerts Archiv. Th eil IX. pag. 60. u. f. Setzt man

dy=zpdx, so wird d*= 1 + p*. dx t und weil hier cb als constant

angenommen worden ist, also dds=Q wird,

(2) «*—f??
und

(3) r==
ds(l+p*fi
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eiQ«nlhümlich?n Spirallinie. Hf

Wir wollen noch die Gleichungen

(4) d.
P *P

n.

9

}. 1.

lo Eulers Integral-Rechnung wird nun, indem

constaut sein soll, die Gleichung

»orausgesetst; man soll * und y bestimmen.

FSr äg^pilx gebt die vorstehende Gleichung über in folgende;

ds(\

~Zf
=«Arc.tg.p.

und hieraus erhalten wir:

und

^ «fc =- (T+^jl Arc.tg.p

Statt dieser zwei Gleichungen können wir nach (4) und (5)

schreiben

:

dx=— a. Arc.tg.pXrf.-

uod

dy = - a.Arc.tg.pxd.^j==

.

Nach der bekannten Formel fudv = w — fvdm und weil

d.Arc.tg.p= f^i» erhalten wir daher:
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116 Violfert: Betrachtung einer

d. b. nach (4) und (5):

Hier lind C und /> die vvillkOhrlichen Cooetanten der lote-

gration.

}. 2.

Ist x die Abscisse uod y die Ordinate einer Curve, ao nmu

der Krümmungshalbmesser dem Winkel proportional sein, wel-

chen die Tangente der Curve mit der Abscissenaxe bildet. Die

Curve ist daher eine gewisse Spirallinie, welche sieb um den

Anfangspunkt der Coordioaten entwickelt.

{. 3.

Setaen wir Arc.tg./>:=9>, so wird

mithin nach (8) nnd (9);

(10) *=C—a cos <p — atp ein o>,

(11) y=Z>— asino) -fapcosa);

und hieraus

(12) xcosg>+ysing>= Ccosg> + Z)sinp— a.

J. 4.

Sollen für o>=0, x und y verschwinden, so musa

C=o nnd Z>=0
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sein, und wir erhalten in diesem Falle statt (10) und (11) die

Gleichungen:

(13) *=a— acoiup— 098109,

(14) yr= — a sin 9 + 09006 9;

sowie statt (12) hier

(15) arcosqp-f ysui9= — a.

So lange 9 sehr klein ist, erhalten wir mit grosser Annäherung

:

j:=— ifl9* +

und

}. 5.

Da aus (13) und (14)

dx=—a<pcos(pdq) und dy=— 09 sin90V

;

folgt, so wird

dt= V <£r* + dy%= a9<*9

,

und wenn man integrirt:

$ = £+»09*,

oder, weil für g>=0, x und y also auch t verschwinden

,

(16) t = 409«

Endlich wird nach der Voraussetzung der Krümmungshalbmesser

(17) y= 09.

Vergleicht man (17) mit (13) und (14), so wird

für 9= 90°, y=a—x,

9= 180°, y=-y,

9=270°, y=*— a,

9=360o, y=y

u. s. w. f.

Digitized by Google



118 Wolters: Betrachtung einer

§. 6.

Nach den Formeln (13), (14), (16) und (17) sind die in der

unten folgenden Tabelle enthaltenen numerischen Werthe von x,

s yt t und y berechnet worden, und zwar für die Werthe de« Win-
kels <p von 0 bis 360° in Zwischenräumen von 10°; dabei wurde
der Werth von a= 100 angenommen. Für die zwei Coordinaten

sind die vierten, für s die zwei ersten und flir y nur die ersten Diffe-

renzen hinzugefügt worden, theils zur Controlle der Rechnung,
theils um für zwischenliegende Werthe von <p die Werthe jener

Functionen durch Interpolation zu ermitteln. Die nicht vollstän-

dige Regelmässigkeit im Gange der Differenzen ist dem Umstände
zuzuschreiben, dass nur fünfziffrige Logarithmen angewandt wor-

den sind.

Bei s müssen die zweiten Differenzen constant und die dritten

= 0 sein, weil aus (16)

ds=a<pd<p, dds= ad<p* und d*s= 0

folgt; eben so müssen, weil nach (17)

dy— adep und ddy= Q

ist, bei y die ersten Differenzen constant und die zweiten =0 sein.

»

§.7.

In diesen Formeln, wie auch in den danach berechneten Ta-

bellen wird die ursprüngliche Bedingung, dass ds constant sei,

nicht erfüllt und zwar aus dem einfachen Grunde, weil nicht «,

sondern das Argument <p als regelmässig fortschreitend angenom-

men ist Wollte man jene Bedingung erfüllen, so miisste man
das alsdann ungleichförmig fortschreitende Argument <p erst aus

der Gleichung

(18) »«V?
herleiten und mit diesem Werthe die Rechnung durchfahren. Ge-

setzt etwa, dass die Werthe von * gleichförmig nach der Reihe

5, 10, 15, 20, etc.

fortgehen sollen, so erhält man nach der beiläufig angestellten

Rechnung folgendes Bruchstück einer Tabelle:
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x y

0 0° 0 0
+ 18,12 —4,88 -1,06

5 18,12 -10,62 - 4.88 +0.25 -1,05 -0,81

7,60 4,63 1,86

10 25,62 1,74 - 9,61 25 -2,91 54

5.76 4,38 2.40

15 31,38 0,90 -13,89 23-5,31 40
4,86 4,15 2,80

20 36,24 -18,04 -8,11

y

0
+31,62

31,62 -18,52
13,10

44,72 3,05

10,05

54,77 1,57

8,48

63,25

$. 8.

Wollte man zur Construction der Curve statt der in der Ta-

belle angegebenen rechtwinkligen Coordinaten x und y die Po-

larcoordinaten r und v anwendeu, so würden sich diese aus jenen

einfach herleiten lassen, indem

(19) tg*=!
und

smv cos©

Natürlich werden bei jedem folgenden Umlaufe die Coordina-

ten x und y, weil in dem einen Glied© ihrer Ausdrücke qp selbst

vorkommt, absolut grosser ausfallen, jedoch dabei ihre Zeichen

wechseln. Der Werth von «, so wie auch der von yt wird stetig

grösser, und nach unendlich vielen Umläufen wird der letztere

unendlich gross, so dass zuletzt die Spirale in eine gerade Linie

übergeht. Einen Grenzwerth gibt es weder für x noch für y,

eben weil tp in ihren Ausdrücken enthalten ist. Beide werden

=01 so oft respective

1

—

cosy— <psin<p=0 oder tgly=9>
und

— sing) + gpcosqp=0 oder tgcp=<p

'ist. Diese Gleichungen lassen sich, weil transceudent, nur indi-

rect auflosen, weil aber die Tangenten alle Werthe von —od bis

+ od annehmen, ersieht man aus ihnen sogleich, dass die Möglich-

keit des Verschwindens von x und y auch bei den grossten

Werthen von <p nicht aufhdrt.
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190 Wolfen: Betrachtung einer eigenthuml. Spirallinie.

0° 0,0

10 — 1,5

— *>9

30— 12,8

40 - 21.5

31,1

60 - 40,7

70 - 49,0

_ 54,9

— 57,1

— 54,5

— 46,2

— 31,4

— 9,5

80

90

100

110

120

130

140+ 19,5

1. II. i III. 1 IV. I. I II.

150

160

170

55,7

200,0 M1
57,3

210

220

ISO

240

250

260

270

280

290

310

-1,5

4,4

6,9

8,7

9,6

9,6

8,3

5,9

—2,2

8,3

14,8

21,9

29,0

36,2

42,8

98 5
48,5

147,0 530 4,5

190 256,1

313,4

369,9

423,4

471,8

512,8

544,2

564,3

571,2

563,9

541,4

503,5

450,2

382,4

301,4

209.0

-2,9

2,5

1,8

—0,9

0,0

+1,3

2,4

3,7

4,8

5,7

6,5

7,1

7,1

7,2

6,6

5.7

fO,4

0,7

0,9

0.9

1,3

1,1

1,3

1,1

0.9

0,8

+0,6

0,0

+0.1

3,1

+ 1.2

350+107,6

0,0

56,5

53,5

48,4

41,0

31,4

20,1

+6J)
-7,3

22,5

37,9

53,3

67,8

81,0

92,4

101,4

107,6

—0,8

5,0

5,1

7.4

9,6

11,3

13,2

14,2

15,2

15,4

15,4

14,5

13,2

11,4

9,0

6,2

—0,6

0,9

1,2

1,4

1,9

2,0

2.2

2.1

2,3

2,2

1,7

1,9

1,0

1,0

-0,2

0,0

+0,9

1,3

1,8

2,4

2,8

0.0

0,2

— 1,4

I— 4,7

— 10/

— 20,5

— 34,2

0,2 — 52,2

— 74,2

—100,0

— 128,8

—159,6

—191,3

—222,5

—251,5

—276,7

—296,6

—309.6

—314.2

—309,2

—293,8

267,4

—229,9

— 181,4

-122,8

— 55,3

+ 19.7

100,0

183,3

267,1

348,4

424,4

492,1

548,8

591,8

619,0

+0,3

+0.2

0.0

+0
-0,2

-0,2

0,2

0

0,2

-0,6

+0,

-0,7

0,3

o,:

0,2

0,5

0,1

-0,2|

+0,1

—0,2

+0,1

+0,5

-0,2

+0,9

o,oj

+0,8

o,3

0,9

0,4

0,5

0,6

0,4

-0,2

1.2

33

6.1

9,7

13.7

18,0

22,0

25,8

28,8

30,8

31,7

31,2

29,0

25,2

19,9

13,0

—4.6

+5,0

15,4

26,4

37,5

48,5

58,6

67,5

75,0

80,3

83,3

83,8

81,3

76.0

67,7

56.7

43.0

27,2

9.3

1,0

2,1

2,8

3,6

4,0

4,3

4,0

3,8

3,0

2,0

-0.9

+0,5

2,2

3,8

5,3

6,9

8,4

9.6

10,4

11,0

IM
11,0

10,1

8,9

7,5

5,3

3.0

+0,5

-2,5

5,3

8,3

11,0

13,7

15,8

17.9

III.
I
IV.

—1,1

0,7

0,8

0,4

—0.3

+0,3

0,2

0,8

1,0

1,1

1.4

1

1,6

1,5

1,6

1,5

1.2

0,8

0,6

+0,1

—0.1

0,9

1.2

1,4

2,2

2,3

2.5

3,0

2,8

3,0

2,7

27

2,1

2,1

+0,4

—0,

+°,

0,

+0,6

—0,1

+0,6

0,2

0,1

0.3

+0,3

—0,1

—0,1

+0,1

—0,1

0,3

0,4

0,2

0

0,2

0,8

0,3

0,2

0,8

0,1

0.2

—0,5

+0,

-0,2|

+0,3

0,0

+0,6

0,0

0,0 + ,

1,5

6,1

13,7

24,4

38,1

54,8

74,6

97,5

123,4

152,3

184.3

219,3

257,4

298,5

342,7

389,9

440,2

493,5

549,8

609,2

671,7

l,5

4,6

7,6

10,7

13,7

16,7

19,8

22,9

25,9

28,9

32,0

35,0

38,1

41,1

44,2

47,2

50,3

53,3

56,3

59,4

62,5

65,5

II.

0.0

+3,1 17,5

3,0 34.9

3,1 52,4

3,0 69,8

3,0 87,3

3,1 104.7

3,1 122,2

737
'2 68,5

805,7
71>6

»77,3 746
951,9 nj
1029,6

80J
1110,3

j
83 8

ll9
*'M 86,8

1280,9

1370,8

1463.7

1559,7

1658,7

1760.7

1865,8

1973,9

89.9

92,9

96,0

99.0

102.0

105,1

108.1

3,0 139,6

3,0

3,1

3,0

3,1

3,0

3,1

3,0

3,1

3,0

157,1

174,5

192,0

209,4

226.9

244.4

261,8

279>3

3,0 296,7

314.2

3,1 331.6

3,1|349.1

3,0

3 0 384.0

3,1

3.0 418,9

3,1

366>5

401.4

436.3

3,0 453,8

3,1

3,0

3,1

3,0

3,1

471,2

488,7

506.2

523.6

541.1

3,0 558,5

3.0 576,0

3.1 593.4

3,0 610,9

+ 1

1
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Literarischer Bericht

CIX.

«

Erwiederung an Herrn Dr. Carl Pfäff
von

W. Sartorins v. Waltershaosen.

Herr Dr. Carl Pfäff, der Herausgeber de« Briefwechsels voo

J. F. Pfäff und dem Herzoge C. von Wörtemberg, beklagt «ich

auf das Bitterste in dieser Zeitschrift (27. Thell, 3. Heft), dass tu

meiner Schrift „Gauss zum GedSchtniss" das VerbaHn'»**

seines Vaters zu dem grossen Mathematiker falsch nnd unwÄrdtg

aufgefasst sei. Er beschuldigt mich, dass ich aus fibelwollender

Uebertreibung, aus Eitelkeit und Anmaassung das Verhältnis*

beider Männer entstellt habe und zweifelt sogar an der Wahrheit*-

gemässeo Beschaffenheit meiner Mittheilungen.
»

Es ist unter meiner Wurde die personlichen. Angriffe zu er-

wiedern, um so mehr, da sich jeder Billigdenkende sogleich über-

zeugen wird, dass ich als Biograph nur die Aufgabe habe in die-

ser Angelegenheit den wahren Sacbgehalt darzulegen und dass

ich ganz unbetheiligt ausserhalb der Schranken stehe, in denen

diese Meinungsverschiedenheiten einander entgegentreten.

Wenn ich in meiner Schrift klar und bestimmt hervorgehoben

habe, das in jenem Briefwechsel das Verhältniss von Pfaff xu

Gauss, als das eines Lehrers zu seinem Schuler durchaus un-

richtig hingestellt sei, so geschieht dieses nicht in meinem

Namen, sondern im ausdrücklichen Auftrage unseres unsterblichen

Freundes.

Um den Leser dieser Zeile« von der Richtigkeit meiner Auf-

TU.XXVlII.HfU. i
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faasungsneise su fiberzeugen, werde ich nicht wie Herr Pfaff

durch Hörensagen vererbte Nachrichten vorbringen, sondern mich

auf untrügliche Quellen, auf schriftliche Aussagen von Gauss
stützen, so wie auf Aeusserungen, welche Gauss nicht nur gegen

mich, sondern auch gegen mehrere hier anwesende Freunde ge-

macht hat

Glücklicher Weise befinde ich mich seit einigen Monaten im

Besitze des Briefwechsels zwischen Gauss und dem am 20. Nov.

verflossenen Jahres verstorbenen Wolfgang von Bolyai, welcher

viel Interessantes enthält und uns namentlich über das Verhält-

nis« von Gauss zu Pfaff belehrt.

Indem ich aus diesen Briefen, welche ich den Herren Professoren

Lejeune-Dirichlet und Wilhelm Weber zur Einsicht mitge-

teilt habe, die wichtigsten Stellen im Bezug auf die vorliegende

Frage hervorhebe, hoffe ich von der einen Seite die Richtigkeit

meiner Ansicht darzulegen, von der andern aber die Anschuldi-

gung von mir abzuwenden, als wolle ich, um Gauss Verdienste

zu beben, die Leistungen und Tugenden von Pfaff in den Schat-

ten stellen. Gauss Leben bedarf keiner Folie, nur der Spiegel

der Wahrheit soll es beleuchten, ich werde daher die Ausspräche

von Herrn Carl Pfaff auf das Entschiedenste zurückweisen, und
das wahre Verhältnis» von J. F. Pfaff zu Gauss, nicht} wie

da» eines Lehrers zum Schüler, sondern wie das zweier geistes-

verwandter Naturen hervorheben, die in einein Freundschatts-

aber keinem Schulmeister-Verbältniss zu einander gestanden haben.

Ich überlasse es nun dem einsichtsvollen Leser, zu beurthei-

len, wer von uns, Herr Dr. C. Pfaff oder ich, das Verhältniss

dieser Männer zu einander würdiger und für beide Theile ehren-

voller aufgefasst bat.

Die Stellen aus Gauss Briefen an Bolyai, die ftir unsere

Frage von Wichtigkeit sind, lasse ich zunächst folgen:

1) Braunschweig 30. Sept 1798.

(Gleich nach der Ankunft von Göltingen.)

„In etwa acht Tagen, wenn meine Reithose fertig sein wird,

denke ich nach Helmstedt zu reisen, alsdann hoffe ich auch von

meinen übrigen Verhältnissen mehreres schreiben zu können."

2) Braunschweig d. 29. Nov. 1798.

„In Helmstedt bin ich gewesen und habe da sowohl bei

Pfaff, als bei dem Aufseber der Bibliothek eine sehr gute Auf-

nahme gefunden. Pfaff hat meinen Erwartungen entsprochen.
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Et seigt das untrügliche Kennzeichen des Genies, eine Materie

sieht eher zu verlassen, als bis er sie womöglich ergrübelt bat.

Er bat mir mit grosser Gefälligkeit den Gebrauch seiner Bibliothek

angeboten und icb werde in einigen Tagen an ibn schreiben au
mir verschiedenes abzubitten."

3) Dec. 30. 1796.

„Er (der Herzog) wünscht ferner, dass icb Dr. der Philoso-

phie werde, ich werde es eben so lange aufschieben, bis mein

Werk fertig ist, wo ich es hoffentlich ohne Kosten und die ge-

wöhnliche Harlequinerie werde werden können. Mit dem Abdruck
meines Buches geht es noch immer langsam, in einigen Tagen
erwarte icb die Correctur des Ilten Bogens."

4) Braunschweig d. 22. Apr. 1799.

„Vielleicht werde ich indess im Kurzen eine andere Piecs

von einigen Bogen abdrucken lassen, die ich nach Helmstedt

schicken werde um mir die Dr. -Würde zu erwerben. Der Her-

zog hat es so gewünscht, sonst würde ich vielleicht schwerlich

es thun.**

5) Helmstedt 16. Dec. 1799.

„Lass mich nicht viele Zeit verderben um die Ursachen mei-

nes späten Antwortens zu erklären. Die vornehmste ist die, dass

ich erst im October bestimmt wusste, dass ich meine damals

iotendirte Reise nach Gotha noch nicht ausführen werde; und

dass ich Dir erst bestimmt schreiben zu können wünschte, was

für eineo andern Ort ich nun einstweilen damit vertauscht habe;

das kann ich jetzt; er ist Helmstedt, wo ich vor wenigen Tagen

angelangt bin."

„Du erinnerst Dich, dass ich schon damals, als wir uns In

Clausthal zum letzten Male sahen , einen Aufsaß an die philoso-

phische Facultät in Helmstedt eingesandt batnf; um damit den

Namen eines Doctors zu erwerben. Dieses Geschäft hat seitdem

seinen Fortgang gehabt und die Facultät bat mir diesen Namen
am 16. Julius ertbeilt ohne mich mit den meisten sonst üblichen

Förmlichkeiten zu belästigen."

„Dass meine Reise nach Gotha rückgängig geworden ist,

daran ist vornehmlich eine schwere Krankheit des von Zach
schuld, an deren Folgen er noch jetzt leidet. Gegenwärtig ist es

mir sehr lieb, weil icb nun erst' mit Eifer meine disquisitiones

arithmeticae zu vollenden wünsche."
• •

„Da ich vor der Hand wol noch nicht bald in die Kottsa
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«in»« Amtes treten werde and in Braunschweig zu meinen Ar-

beites su wenig Halfsmittel hatte, so fassto ich den Eutacfthiss,

mich hierher nach Helmstedt zu begeben, wo ich wol bis Ostern

bleiben werde.*«

„Ich wohne hier bei dem Professor Pfaff, den ich ebenso

sehr als einen vortrefflichen Geometer, wie als einen guten Men-

seben nod meinen warmen Freund verehre; ein Mann von einem

arglos kindlichen Karakter, ohne all« die Leidenschaften, die den

Metischen so sehr entehren and bei Gelehrten so gewöhnlich sind."

Braunschweig 3. Uec. 1802.

„Ich lebe, seitdem ich 1800 Ostern Helmstedt verlassen habe,

bisher beständig in Braunschweig, hauptsächlich für meine G9t*

tinoen, die Wissenschaften. Bis in den Sommer 1801 bat mich

die Arbeit an meinem grossen Werke beschäftigt."

Aus den hier mitgetbeilten Stellen dieser Briefe ergibt sich

folgendes:

Gauss war in jenen Jahren zweimal in Helmstedt ; zuerst im

October 1798, nach dem Intervall der beiden ersten Briefe zu ar-

theilen, oar ftfr einige Wochen. Er dachte also nicht daran, dort

zu studiren oder Vorlesungen so hören, da er, wie aus einer an-

dern Stelle jenes Briefes hervorgeht, in Braunschweig auf der

Wendenstrasse eine feste Wohnung gemietbet hatte. Gauss
hat sich gegen mich in voller Uebereinstimmung mit diesen

Britten über diese Reise nach Helmstedt so ausgesprochen.

„Ich ritt im Herbst 1708 nach Helmstedt,' um die dortige Biblio-

thek, welche namentlich die verschiedenen Societätsscfcriften voll-

ständig enthielt, zu benutzen. Bei dem Bibliothekar Bruns fand

Ich eine sehr freundliche Aufnahme, auch machte ich Pfaffs

Bekanntschaft,Adensen Hause ich wohnte. Ich war indess da-

mals so mit der Herausgabe der Disquisitiones beschäftigt, dass

ich Pfaff oft den ganzen Tag über nicht zu sehen bekam."

Zum zweiten -Male kam Gauss etwa ein halbes Jahr nach

•einer Promotion nach Helmstedt in der nämlichen Absicht wie

das erste Mal, als fertiger grosser Mathematiker, als der Schöpfer

der Disquisitiones, die wenige Monate darauf erschienen sind.

Er war der jugendliche Herausgeber des Werkes» welches er als

eine seiner grössten Leistungen öfter bezeichnete, von dem er

sagte, dass es der Geschichte angehöre; er war schon damals

der Erfinder vieler neuer Theoreme; die Methode der kleinsten

Q-adtate war schon 5 Jahre früher in seinem Besitz.

Digitized by Google



Ulerartscker Berieht C1X. 5

Gauss wurde während diese« zweiten, 3 bis 4 Monate lang

anuernaen /vuieninanes in neimsreuc iiiiiriaii erst naner ueianni.

Er sagte mir im Bezug auf dieses Verhältnis», was ich aufs

Neue hervorbeben raus«, das« er mit Pfäff auf abendliehen

Spatziergängen sich mit ihm Aber mathematische Gegenstände

unterhalten, dass er aber dabei glaube mehr gegeben als empfan-

gen zu haben.

Unter solchen Verhältnissen betrachtete sich der erste Ma-

thematiker zweier Jahrhunderte mit vollem Recht nicht als einen

Schaler, sondern als einen Freund Pfaffs und beanspruchte nur

eine Parität, deren sich dieser letztere oicht zu schämen brauchte.

Ausser jenen brieflichen Mittbeilungen haben wir nun auch

von Gauss, kurz vor dem Schlüsse seines Lebens eine Reihe

von Mittheilungen, welche geradezu in Abrede stellen, dasa er

ein SchOler Pfaffs gewesen sei.

Nachdem der Briefwechsel von J. F. Pfaff mit dem Herzog

Carl von Würtemberg erschienen war, besuchten Wilhelm
Weber und ich, wie wir es Öfter zu thun pflegten, Gauss in

der Abendzeit. Er war heiter und sprach über vielerlei Gegen-

stande, namentlich Aber die historische Glaubwürdigkeit, und hob

darauf die Unrichtigkeiten aus Pfaffs Briefwechsel hervor, ganz

so wie es von mir dargestellt worden ist.

In ähnlicher Weise hat 6*ich Gauss gegen meinen Collegen

Herrn Professor Stern ausgesprochen, der mir darüber folgende

Mittheilung gemacht hat, welche Ich hier einschalte:
*

„Nicht lange nach dem Erscheinen der Schrift, „Sammlung
von Briefen gewechselt zwischen J. F. Pfaff u. s. w." sagte mir

Gauss, wenn ich vielleicht die Absiebt hätte, diese Schrift in

den Gflttinger gel. Anz. zu besprechen, so möchte ich nicht Ober«

neben, dass der Herausgeber sein Verhältnis» zu J. F. Pfaff

durchaus unrichtig dargestellt habe, er sei nie ein Schaler Pfaffs

gewesen, habe auch keine Vorlesungen in Helmstedt gehört Es
Ist dies, setzte er lächernd hinzu, nicht die einzige Unrichtigkeit,

welche m dieser Schrift vorkommt, denn S. 228. in einer Note

wird Kirsten als Mathematiker, ordentlicher Professor in Gottin-

gen , Kästners Schwiegersohn bezeichnet, während er weder

das eine noch das andere war.**

Endlich habe ich hervorzuheben, dass sieb in demselben

Sinne Gauss gegen seinen Arzt, unsere Freund und Collegen

Prof. Baum, und gegen seinen Assistenten, Observator Dr. Kl in-
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kerfuss aasgesprochen bat, welcher letztere in den astronomi-

schen Nachrichten nächstens über diesen Gegenstand seine Er-

klärung abgeben wird.

Dieses sind die Thatsachen, welche unabänderlich vorliegen.

Das wissenschaftliche Publicum wird nach Veröffentlichung der-

selben am Besten beurtheilen können, auf welcher Seite Anmaas-
suog und Eitelkeit zu suchen sind.

Göttingen, d. 26. Januar 1857.

W. S* v. W.

Ich danke Herrn Sartorius von Waltersbausen für die

obigen Mittheilungen, und habe dieselben so bald als möglich in

das Archiv aufgenommen, indem ich glaube, dass sie auch Herrn

Dr. C. Pfaff und der Wittwe des seeligen J. F. Pfaff, die als

eine überaus würdige Matrone mit dem einzigen Sohne, welchen

das Schicksal ihr noch gelassen, die letzten Tage des Abends

ihres Lebens in dem kleinen Heldrungen in Thüringen in stillster

Zurückgezogenheit verlebt, nicht unangenehm sein werden, da sie

den trefflichen J. F. Pfaff, der eine durchaus edle Natur war,

von Neuem nur in vorteilhaftem Lichte erscheinen lassen. Darf

ich selbst noch ein Wort in dieser Sache sprechen, so erlaube

ich mir zu bemerken, dass Herr S. v. W. seinem hübschen Buche

gewiss nicht geschadet, sondern nur wesentlich genützt haben

würde, wenn er die vonGauss gesprochenen Worte : „e r g I a u be 1 n

Helmstedt bei seinem Umgange mit Pfaff mehr gegeben
als empfangen zu haben" lieber ganz unterdrückt hätte. Denn
dass dieseWorte durchaus nur eine ganz vertrauliche Aeusserung

gegen einen jüngeren Freund waren, sieht jeder Unbefangene auf

den ersten Blick; und dergleichen ganz vertrauliche Aeusserungen

grosser Männer scheinen in der That sich nicht für die Oeffeur-

lichkeit zu eignen. Der, gegen welchen sie gemacht wurden,

wird immer am besten thun, sie in seinem eigenen Herzen zo

verscbliessen, oder zu vertraulichen Mittheilungen fär ganz nahe

Freunde aufzubewahren. Gauss selbst, in dessen Charakter

gleichfalls Edelmuth der vorherrschende Grundzug war, würde,

wenn er noch lebte, gewiss selbst Herrn S. v. W. wenig Dank

wissen, dass er jene ganz vertrauliche Aeusserung vor die

Oeffentlichkeit brachte. Wir aber danken Herrn S. v. W. noch-

mals für die obigen Mittheilungen und überhaupt für sein hübsches

Buch, wie wir schon früher in wärmster Weise gethan.

G.
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Geschichte der Mathematik und Physik.

Das ständisch - polytechnische Institut zu Prag.

Programm zur fünfzigjährigen Erinnerungs-Feier an
die Eröffnung des Instituts. 10. November 1866. Im
Auftrage des Lehrkörpers redigirt von Dr. Carl Jelinek,

off. ord. Professor der Elementar- und höheren Mathe-
matik am polytechnischen Institute. Prag. 1866. 8.

Lehranstalten, welche wie das ständisch-polytechnische Insti-

tut zu Prag vorzugsweise einen mathematischen Charakter haben,

Indem sie mit Recht die Mathematik nebst den Naturwissenschaf-

ten als die wichtigsten Grundlagen der gesammten höheren Technik

betrachten, verdienen wohl in einer hauptsächlich der Förderung

des mathematischen Unterrichts gewidmeten Zeitschrift vorzugs-

weise Berücksichtigung, besonders wenn die Geschichte ihrer

Entstehung und Fortbildung, und die Darstellung ihrer gegenwär-

tigen Einrichtung in so lehrreicher und interessanter Weise ge-

geben wird, wie in dem vorliegenden 366 Seiten starken Programm.

Das polytechnische Institut zu Prag feierte am 10. November 1856

das Jubelfest seines fünfzigjährigen Bestehens. In Prag bestand

früher eine auf Veranlassung und durch die Bemühungen des da-

maligen landschaftlichen Ingenieurs Christian Joseph Willen-
berg von den böhmischen Ständen gestiftete Ingenieur -Schule,

deren Eröffnung am 7, Januar 1718 durch öffentlichen Anschlag

nicht nur in Prag, sondern auch in allen Kreisen Böhmens kund
gemacht wurde. Bei der al!mälii>en Entwicklung dieser Ingenieur-

Schule trat ihre fortwährende Annäherung an den Zweck einer

eigentlichen technischen Bildungsanstalt, an welcher es damals in

Oesterreich durchaus fehlte, deutlich hervor, so dass es natürlich

war, dass bei einem so thatkräftigen und fiflr sein Vaterland so

begeisterten Manne, wie dem nachher auch in wissenschaftlicher

Beziehung so berühmt gewordenen Franz Joseph Ritter von
Gerstner, der Gedanke zur Reife kommen musste, in Prag
ein eigentliches polytechnisches Institut, — wohl das erste in

Deutschland neben der älteren so berühmten öcole polytechnique

io Paris, — in's Leben zu rufen. Und in der That ist auch die-

ser in so vielen Beziehungen ausgezeichnete Mann als der eigent-

liche Gründer jener trefflieben Lehranstalt zu betrachten, wobei

es sich übrigens von selbst versteht, dass eine so grossartige

Anstalt in s Leben zu rufen obne die kräftige BeihGlfe der böh-

mischen Stände einem einzelnen Manne nicht möglich gewesen
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sein wflrde. Eröffnet wurde die Anstalt mit einer entsprechenden

Feierlichkeit am 10. November 1806, und bat seitdem kräftigst

gewirkt fflr die Forderung der gesammten Technik und ihrer

sämrotlichen Grund- und Hülfswissenschaften. Eine ausführliche

Darstellung der früheren and gegenwärtigen Einrichtung der treff-

lichen Anstalt liefert die vorliegende sehr interessante Schrift.

Lebensbeschreibungen und Verzeichnisse der sämmtlichen Schrif-

ten aller früheren and jetzigen Lehrer verleihen derselben auch

in titerar-historischer Rücksiebt eine Bedeutung, da sich darunter

Männer wie Franz Joseph Ritter von Gerstner, dessen

schOn ausgeführtes Bildniss der Schrift beigegeben Ist, der be-

kannte Astronom Bittner, der jetzige Director der Anstalt Dr.

Lurube, Doppler, Matzka, Koristka, Jelinek, Schuhersky,
Balling, Zippe und andere, die, wenn auch keineswegs von

geringerem Verdienst, uns doch weniger als Schriftsteller bekannt

geworden sind, befinden. Wir empfehlen die interessante Schrift

allen, die sich für polytechnische Lehranstalten interessiren, auf«
Angelegentlichste, und wünschen dem trefflichen polytechnischen

Institute in Prag bei dem Antritt des neuen halben Jahrhunderts

seines Bestehens ferneres segensreiches Wirken und immer gros-

sere Blflthe.

Druckfehler.
In diesem Hefte erfordert Taf. I. folgende Berichtigungen:

Taf.l. Fig. 1. Ist xx' und aa' noch zu ziehen.

„ Fig. 3. und Fig. 4. fehlt der Buchstabe ft und die Punkte,

wo derselbe hingehört, sind leicht von selbst ersichtlich.

:„ Fig. 3. statt m' muss m gesetzt werden.

„ Fig. 5. muss das oberste f bloss t beissen.
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Mathematische

und physikalische Bibliographie.

Arithmetik.

J. G. Binder, Die Anfangsgründe der Algebra . populär vor-

getragen. 8°. St. Gallen, geh. 27 Ngr.

J. Bootz, Elemente der allgemeinen Arithmetik. 2. Curaus.

Lex. 8°. geh. Erlangen. 1 Thlr. 8 Ngr.

Choquet, Tratte d'Algebre. 8°. Parin. 2 Thlr. 15 Ngr.

Krause, Lehrbuch der Arithmetik und der niedern Algebra»

für Gymnasien bearbeitet, geh. gr. 8°. Deutsch-Croue u. Lands«

berg a. d. W. 10 Ngr.

Fr. Mocnik, Lehrbuch der Algebra für das Ober-Gymnasium.

5. Aufl. gr. 8°. geh. Wien. Preis des vollstand. Üucbs 27 Ngr.

E. Sedlaczek, Anleitung zum Gebrauche einiger lo^aritb misch

getbeilter Rechensebieber (slidingmle, regle ä-ealeul), solcher

Instrumente, mittelst deren man alle mit Logarithmen Iftsbareu

Aufgaben schnell und sicher vollführen kann. Zum Selbstunter-

richte und zum Behufe für seine Vortrage bearb. 2. Aufl. 8°.

Wien. I Thlr.

E. Sedlaczek, Ueber Visir- und Kecbeninstrumeiite. 8°.

Wien. 8 Ngr.

K. Weierstrass, Theorie der Abel' sehen Functionen. Ber-

lin. 4°. 1 Thlr. (Abdruck aus dem Journal fär die reine und ange-

wandte Mathematik von Crelle.")

A. Winckler, Neue Theoreme zur Lehre von den bestimm-

ten Integralen. Lex. 8°. geh. Wien. 6 Ngr.

J. Witt, Aufgabe aus der wichtigen Lehre von den Pytha«

goriseben Zahlen ; ein kleiner Beitrag zur unbestimmten Analytik.

Lex. 8". Itzehoe. 8 Ngr.
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Geometrie.

Krause, Lehrbuch der Geometrie für Gymnasien bearbeitet,

gr. 8°. geb. Deutsch -Crone u. Landsberg a. d. W. 16 Ngr.

K. Snell, Lehrbuch der Geometrie för Schulen und zum

Selbstunterricht. 1. Thl. a. u. d. T. : Lehrbuch der gradlinigten Pla-

nimetrie. 2. Aufl. gr. 8°. geh. Leipzig. 24 Ngr.

P. Steffensen, Anwendung der Algebra auf die Geometrie.

Eine Sammlung von Formeln und analytischen Gleichungen aus

der Planimetrie mit Andeutungen über die Art und Weise der

Entwicklung und Benutzung derselben. Schleswig. Mit einge-

druckten Holzschnitten. 8°. 2 Thlr.

G. Winkler Edler v. Brückenbrand, Lehrbuch der Geo-

metrie, der ebenen Trigonometrie und Polygonometrie. 5. Aufl.

von F. Baur. gr. 8°. geh. Wien. 1 Thlr. 26 Ngr.

P. Zech, Die höhere Geometrie in ihrer Anwendung auf

Kegelschnitte und Flächen zweiter Ordnung, gr. 8°. geh. Stutt-

gart. 16 Ngr.

TOechanfk.

G. Decher, Handbuch der rationellen Mechanik. III. Bd. 3. Lief,

gr. 8°. geh. Augsburg. 1 Thlr.

Furiet, Elements de mecanique, exposls suivant leprogramme

de M. le ministre de (Instruction publique et des cultee da

30 aoüt 1852 pour le baccalaureat es sciences. Paris. 8*. Mit

Abbildungen im Text. 2 Thlr.

Praktische Mechanik.

Arth. Morin, Lecons de mecanique pratique. Resistance

des materiaux. 2« edit. Paris. 8°. Mit 6 Taf. 2 Thlr. 15 Ngr

Optik.

Achille Brächet, Simples preliroinaires sur le commen-
taire de la notice du meilleur microscope dioptrique eompose'

achromatique du professeur Amici. Paris 1856. 8°. 5 Ngr,

Astronomie. '

H. d' Arrest, Resultate aus Beobachtungen der Nebelflecken

und Sternhaufen. 1. Reihe. Leipzig. 4°. 24 Ngr. (Aus den „ Abhand-
inngen der math. phys. Classe d. K. Sachs. Gesellsch. der Wissensch.")

Handatlas der Erde und des Himmels in 70 Liefer. Neu red.

Ansg. 4. Lief. qu. Imp.-Fol. Weimar. 10 Ngr.
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M. Kowalsky, Von den Finsternissen. Mit Holzsebnittligu-

rc« und I litbograph. Tafel. &>• Kasan. 2 Tblr. 21 Ngr.

El. Loomis, The Recent Progress of Astronomy, aspecially

in Ihe United States. 3d edit., re-written and njucb enlarged,

New York. 12« 3 Thlr. 12 Ngr.

W. Oeltzen, Nachweis des Vorkommens von Sternen au*

den Argelander'schen nürdl. Zonen in andern Quellen. <2. Abth.)

Wien, 1856. 8°. 12 flgr. (Aus den Sitzungsberichten der mathe-

matisch naturw. Classe der Kai». Akademie der Wissenschaften.)

Akademische Sternkarten. ZoneV. Blatt 6. gr. fol. Mit Verzeich-

nis«* der von Bradley, Piazzi, Lalande und Bessel beob-

achteten Sterne zwischen 4* 56' bis 6* 7' gerader Aufsteigung und

15° sudl. bis 15° nfirdl. Abweichung, berechnet von A »gel an-

der, fo). Berlin. 1 Thlr.

M. U hie mann, Grundzuge der Astronomie und Astrologie

der Alten., besonders der Aegypter. gr. 8°. geh. Leipzig. 20 Ngr.

Physik.

Physikalische Abhandlungen der Konigl. Akademie der Wis-

senschaften zu Berlin. Aus dem Jahre 1865. gr. 4°. Berlin. 4 Thlr.

Annales de l'observatoire physique central de Ruaeie, pubjiees

par A, T. Kupffer. Annee 1833. 2 Nrs. St.-Petersbourg. 4°.

Mit 2 Taf. 7 Thlr.

Correspondance me'te'orologique, publication trimestriellt de

l'administration des mines de Russie, re*dige*e par A. T. Kupffer.
Annee 1854. St.-P«$tersbourg. 4«. Mit 2 Taf. 5 Thlr.

H. W. Dove, Ueber die täglichen Veränderungen der Tem-
peratur der Atmosphaere. gr. 4°. geh. Berlin. 14 Ngr.

v. Ebner, Ueber die Anwendung der Rcibungs-Elektricität

zum Zünden von Sprengladungen. Wien, 1856. 8°. Mit 5 Taf.

1 Thlr. (Aus den Sitzungsberichten der mathem.-naturw. Classe

der Kais. Akademie der Wissenschaften.)

A. Fick, Die medizinische Physik. Mit in den Text einge-

druckt. Holzschn. 3. u. 4. Lief. Braunschweig, 1856. 8°. p. 193

-384. Jede Lief. 15 Ngr. (Supplementband zu Müll er-P Ottil-

ie t's Lehrbuch der Physik.)

Die Fortschritte der Physik im Jahr« 1853. Dargestellt von

der physikal. Gesellschaft zu Berlin. IX. Jahrg. Red. von A. Krö-
nig. Berlin. 6°. 4 Tblr.

K. Kreil, Erste Ergebnisse der magnetischen Beobachtun-

gen in Wien. Irop. 4°. Wien. 12 Ngr.

O. Marbach, Physikalisches Lexicon. Fortgesetzt von C.

S.Cornelius. 2. Aufl. 51.52.Lief. Lex.8°. geh. Leipzig. a^Thlr.
W. H. Miller, Lehrbuch der Krystallographie. Ueber*. und
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erweitert durch J. Grailich. Mit einem Hefte von 10 Kupferla

fein. Wien. 8°. 3 Thlr. 20 Ngr.

Th. du Moncel, Expose des applications de l'ölectricite.

Tome 1«". Notions technologiques. 2« Edition. Paris. 8°. Mit

8 Taf. 2 Thlr. 20 Ngr.

N. Pissarewski, Physik. Bd. II. Mit 582 eingedruckten

Holzschnitten. 8°. geh. Petersburg. 4 Thlr. 15 Ngr. (Bd. 1. erschien

1854, 4 Thlr. 15 Ngr.; vollständig in 3 Bdn.)

Reh. Potter, Pbysical Optica, or the Nature and Proper-

ties of Light: a descriptive and experimental Treatise. London.

8°. Mit vielen Holzschn. im Text. 2 Thlr. 18 Ngr.

Pouillet-Mfiller's Lehrbuch der Physik und Meteorologie.

5. urogearb. u. vermehrte Aufl. I. Bd. 3. 4. Lief. gr. 8°. Braunschweig,

geh. 1 Thlr.

A. Relshuber, Untersuchungen Aber das atmosphärische

Ozon. Lex. 8°. geh. Wien. % Thlr.

Rlsume* g^neral des ohservations m^tenrologiques faites a Tob-

servatoire particulier de la ville de Nimes pendant les anne'es 1840

ä 1855 par Ed. Boyer et Delchamp. 4°. Nimes.

G. Schilling, Akustik oder Lehre vom Klange. 2. Ausg.

8°. geh. Stuttgart. 12 Ngr.

O. Ule. Physikalische Bilder im Geiste kosmischer Anschauung.

2. Bd. A u. d. T.: Die Erscheinungen der Wellenbewegung oder die

Lehre von Schall. Licht und Wärme. 8°. geh. Halle. 1 Tblr.

W. F. A.Zimmermann, Naturk raffe und Naturgesetze. Ein

populäres Handb. der Physik. 16. Lief. geh. 8°. Berlin. 1% Ngr.

Verwischte Schriften.

Galilei. — Le Opere di Galileo Galilei. Prima edizione

completa condotta sugli autentiri manoscritti Palatini. Stipplemento.

Flrenze. 8°. Mit 2 Taf. 2 Thlr. 20 Ngr. (Das vollständ. Werk

in 15 Bänden und 1 Band Supplement kostet 50 Thlr.)

Unterhaltungen im Gebiete der Astronomie, Geographie und

Meteorologie. Jahrg. 1857. No 1. gr. 8». Halle. Preis fflr den voll-

ständ. Jahrg. 3 Thlr.

R. Wolf, Taschenbuch für Mathematik, Physik, Geodäsie

und Astronomie. 2. Aufl. 8°. geh. Bern. I Thlr.

Denkschriften der Kais. Akademie der Wissenschaften. Mathe-

niatisch-naturwissensch.Classe. XII. Bd. gr.4° geh. Wien. 9V3 Thlr.
Sitzungsberichte der k. k. Akademie der Wissenschaften. Mathe-
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VII.

Ueber das Wesen der Funktionen, insbesondere über

Vieldeutigkeit, Unbestimmtheit, Veränderlichkeit, Diffe-

renziation und Stetigkeit

Von

Herrn Baurath Dr. Hermann Scheffler,

»o Brauosch weig.

Die Vieldeutigkeit, Unbestimmtheit und Stetigkeit

der Funktionen ist noch fortwährend ein so reichlicher Quell von

Irrthümern in der Mathematik, dass es nicht unzw eckmässig 6ein

wird, über das eigentliche Wesen jener Eigenschaften, so wie

über die Ursachen ihrer Entstehung einige kritische Untersuchun-

gen antustellen und dabei zugleich die schwankenden Vorstellun-

gen und Definitionen dergestalt zu fixiren, dass die Gefahr vor

falschen Auslegungen thunlichst vermieden wird.

Die hierher gehörigen Begriffe erläutern und veranschaulichen

sich am natürlichsten durch a^e geometrische Auffassung der

Grossen. Dieselben ergeben sich daher unmittelbar aus den

Prinzipien des Situationskalkuls, unter welchem Titel ich mir

erlaubt habe, die zwischen Geometrie und Arithmetik bestehenden

gesetzlichen Beziehungen in einem besonderen Werke systematisch

sn entwickeln. Da es jedoch scheint, als wenn jene Prinzipien,

durch welche das Imaginäre den Charakter, des Unmöglichen ver-

liert und als wirkliche Grosse dem Reellen an die Seite tritt, be
(

Tktil XXVIIL 9
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lieben Erläuterung von Traumgestalten gelten, nnd das« von an-

deren Mathematikern, welche sich freilich Ober eine solche Selbst-

täuschung bereits erhoben haben, doch noch nicht die Tragweite

jener Prinzipien sowohl in geometrischem, wie in arithmetischem

Sinne erkannt und das Licht gehörig gewürdigt ist, welches die-

selben über das Grundwesen der Grössen und Operationen selbst

der höheren Analysis verbreiten ; so mochte bebuf des angekün-

digten speziellen Zweckes eine Hervorhebung der desfallsigen

Sätze nicht ohne Nutzen sein. In Betracht der Leichtigkeit, mit

welcher sich diese Sätze aus der fraglichen Theorie ergeben,

wird es übrigens genügen, dieselben möglichst kara und ohne

weitläufige Begründung anzuführen.

I. Vieldeutigkeit.

1. An einer Grösse kommen als mathematische Eigenschaften

in arithmetischem Sinne ihre Quantität nnd ihr Zeichen
in Betracht. Fasst man die Grosse geometrisch als gerade Linie

auf; so ist ihre Quantität durch die Länge, und ihr Zeichen

durch die Richtung jener Linie dargestellt.

2. Wenn o die QnantttSt oder Länge einer Grösse bezeich-

net; so können darunter nur absolute Werthe gedacht werden,

deren algebraische Vertreter die absoluten Zahlen von 0 bis od

und deren geometrische Vertreter die verschiedenen Längen einer

geraden . Linie sind, welche auf der Einen Seite durch den Null-

punkt begränzt, nach der anderen Seite aber unbegräozt ist

a Wenn man nur Grössen betrachtet, deren geometrische

Stellvertreter die Linien in Ein und derselben Ebene sind ; so ist

das algebraische Zeichen irgend einer Grösse gleich c" (worin

f= V — I). Dasselbe gesellt sich als Faktor oder Richtung«

-

ko effizient zu dem Werthe a der Quantität, so dass der voll-

ständige Ausdruck jener Grösse aerf— 1 ist

Geometrisch stellt a den Neigungswinkel der betreffen-

den Linie gegen die positiv reelle»Axe dar, welchen wir zu grösse-

rer Bestimmtheit hier lieber den Drehungswinkel nennen

wollen. Auch der Buchstabe «, welcher ebenso wie a, reine .

Quantitäten misst, kann nur absolute Werthe von 0 bis od

annehmen.

4. Die vorläufige Beschränkung auf Linien in Einer Ebene

ist rein willkührlicb , jedoch für viele Zwecke ausreichend. Mit

«er Zeit wird man, so wie es bereits im Situationskalkul geaefc*»
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ben ist, die Operationen der Mathematik dergestalt erweitern,

das* auch die reine Analysis sieh der Betrachtung der drei Dimen-

sionen des Raumes oicnt entschlagen kann. Vorläufig abstrahiren

wir jedoch der Einlachheit wegen von solchen allgemeineren

5. Die Grosse t=V— 1 im Richtungskoefiizienten ist zwei-

deutig und kann sowohl + — 1, wie — V--I sein. Will man

diese Zweideutigkeit beseitigen, also i = «f V — 1 setzen , was io

mancher Hinsicht rathsam ist» und hier durchgehende ge-

schehen soll; so muss man den Charakter der Grösse o dahin

Indern, dass dieselbe nun nicht mehr absolute, sondern über*

haupt reelle, also positive und negative Wertbe darstelle.

6. Für a= 2A«, worin k eine ganze Zahl bezeichnet» wird

der Richtungskoeftizient 1 und für er (2A* -f 1)» wird der-

selbe = — 1. Zwei Richtungskoefiizienten» in welchen sich die

Grössen er durch ein unpaares Vielfaches von « unterscheiden,

entsprechen den Grössen mit entgegengesetzten Zeichen
oder den Linien mit entgegengesetzten Richtungen» also

solchen Linien, welche sich von einem festen Nullpunkte aus in

derselben Geraden nach beiden Seiten ins Unendliche er-

strecken.

Es gereicht oftmals zur Vereinfachung der Untersuchung, wenn

man fttr den Buchstaben a, welcher eigentlich die reine Quantität

darstellen soll» nicht bloss absolute, sondern reelle, also po-

sitive und negative Werthe zulässt, in welchem Falle sich

durch den blossen Zeichenwechsel von a (von -f- auf — oder

von — auf -f) Grössen von entgegengesetzten Richtungen
kund geben. Diese Erweiterung der Bedeutung des Buchstaben o,

welche auch wir zuweilen annehmen werden, erleichtert besonders

die Schreibweise und Umgestaltung der Formeln, Indem dann die

eigentlich als Operationszeichen der Addition- und Subtraktion

dienenden Zeichen + und — auch kurz als Richtungszeichen
für e***' und e&k+l

)ni gebraucht werden können.

7. Die Form e°*= cosa-f-sincr.t des Richtungskoefiizienten,

aus welcher der Drehungswin kel a genau erkannt werden kann,

heisse der vollständige Richtungskoeffizient. Die Form
m -f ni dagegen, aus welcher sich nur der Werth von cos« und

sin er, nicht aber der Werth des Drehungswinkels o selbst genau

ergibt» heisse der abgekürzte Richtongskoeffizieo

t

8. Wenn eine von Null verschiedene endliche Grösse mit

velleUndigero RUhtuugskoeffisienten, also in der Form
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ae<" gegeben ist; so ist sie stets vollkommen bestimmt, d. h.

es bleibt weder hinsichtlich ihrer Quantität noch hinsichtlich ihrer

Richtung, noch hinsichtlich ihres Drehungs winkele irgend

eine Unbestimmtheit oder Vieldeutigkeit übrig. Ist eine Grosse

aber nicht mittelst des vollständigen RicbtungskoefGzicnten, son-

dern in einer solchen Weise gegeben, dass der Richtungskoeffi-

zient erst aus anderen Daten ermittelt werden muss ; so ist im

Allgemeinen nur die Quantität a und die Richtung, d. h. der

absolute Werth des Richtungskoeffizienten e** der Grösse

bestimmt, der Drehungswi nkel a bleibt aber gewöhnlich viel-

deutig.

Der letztere Umstand tritt immer ein, wenn eine Grösse

mittelst des abgekürzten Richtungs koef fizienten m-fm,
also in der Form (m + ni)a , oder wenn sie überhaupt als die

Summe zweier Tbeile in der Form 6 + ct, oder endlich, wenn

sie geometrisch nach Länge und Richtung gegeben ist. In

diesen Fällen ist zwar die Länge a nnd die Richtung der

fraglichen Linie genau bestimmt; in Beziehung auf die Richtung

ergibt sich aber mit Bestimmtheit nur der Werth des eigentlichen

Neigungswinkels, welcher den kleinstmöglichen posi-

tiven oder fundamentalen Werth des Drehungs Winkels o

darstellt. Der letztere Drehungswinkel bleibt also in der Weise

unbestimmt, dass für denselben jeder beliebige Werth genommen
werden kann, welcher sich von dem gedachten fundamentalen

Neigungswinkel um irgend ein Vielfaches von 2» unterscheidet

In geometrischem Sinn liegt diese Unbestimmtheit darin, dass die

gegebene Linie bei ihrer Erzeugung aus der Einheit noch beliebig

viele ganze Umdrehungen um den Nullpunkt nach links oder

rechts gemacht haben kann.

9. Die Grosse null hat ausserdem noch vor allen übrigen

Grossen die Eigentümlichkeit, dass wenn ihr Drehuugswinkel

nicht ausdrückten gegeben ist, sie mit jedem beliebigen
Drehungs winkel gedacht werden kann. Dieser Umstand macht

die Null geeignet, das Anfangsglied einer jeden vom Nullpunkte

auslaufenden geradlinigen Grossenreihe zu sein; in jeder einzelnen

dieser unendlich verschiedenen Rollen, welche die Null als Null-

punkt einer solchen Grössenreihe zu spielen vermag, muss sie

jedoch notbwendig als mit dem betreffenden Drehungswin-
kel begabt angesehen werden.

Ferner haftet der Null eine Unbestimmtheit hinsichtlich ihrer

Quantität an, welche jedoch nur dann hervortritt, wenn die Null

einer solchen Operation unterworfen werden soll, welche die Kennt-
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«

oiss ihres Verhältnisses zur Einheit erfordert. In diesem

Falle kann die Null nur als unendlich kleiner Theil der Ein-

heit gedacht werden, und es Überträgt sich somit die dem

Begriffe des Unendlichen hinsichtlich der Quantität inbärirende

Unbestimmtheit auch auf den Begriff der Null.

Von den durch die Grossen 0 und od hervorgerufenen Unbe-

stimmtheiten wird übrigens erst weiter unten in Nr. 24. bis 28.

die Rede sein.

10. Da sich die sub 8. und 9. erwähnten unendlich verschie-

denen Werthe einer Grösse im geometrischen Sinne sämmtlich

einander decken; so kann der Eine für den anderen zwar dann

gebraucht werden, wenn es auf weiter Nichts, als eine einfache

Anschauung jener Grosse nach Länge und Richtung ankommt.

Wenn jedoch mit einer solchen Grosse noch weiter operirt,

d.h. wenn sie gewissen gesetz massigen Veränderungen
unterworfen, oder was Dasselbe ist, wenn eine Funktion von ihr

gebildet werden soll, kommt es auf die Entstehung jener Grosse aus

der Einheit sehr wesentlich an. In diesem Falle ist also die obige

Vieldeutigkeit von grosser Wichtigkeit und es ist völlig unzulässig,

den Einen jeuer Werthe lur den anderen zu gebrauchen oder in

derselben Rechnung unter der vieldeutigen Grosse an der einen

Stelle diesen und an der andern Stelle jenen Werth zu verstehen.

11. Wenn man irgend Einen der in Rede stehenden voll-

kommen bestimmten Werthe solchen Operationen unterwirft,

welche selbst völlig bestimmt sind, also in keiner Hinsicht eine

Willkübrlichkeit oder Vielfachheit des Verfahrens gestatten; so

kann daraus immer nur ein einziger Werth hervorgehen. Jede
völlig bestimmmte Funktion einer völlig bestimmten
Grösse kann also nur einen einzigen Werth haben.
Hierbei müssen wir jedoch ausdrücklich bevorworten, dass bei

der Entwicklung der Funktion an keiner Stelle die Grösse 0 oder

oo erscheine, indem hierdurch Unbestimmtheiten veranlasst wer-

den, welche erst in Nr. 24. bis 28. näher erwogen werden sollen.

Sobstituirt man nach und nach die übrigen Werthe einer viel-

deutigen Grösse in dieselbe bestimmte Funktion, so erhält

man ebenso viel bestimmte Resultate. Bezeichnet also F
eine bestimmte Funktion; so hat F(x) gerade so viel Werthe, als

x selbst. Indessen kann es sich jetzt sehr wohl ereignen, dass

sich die unendlich vielen Werthe von F{x) geometrisch nicht decken,

dass dieselben vielmehr nach Länge oder nach Richtung oder
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nach Beiden verschieden sind. In der Regel gruftpircm eich flferi-

treue diese verschiedenen Werthe von h\x) in eine endliche
Anzahl von Reihen, deren Glieder sich geometrisch decken,

so das«, wenn es nur auf die Lange und Richtung von F(x) an-

kommt, man jedes Glied Ein und derselben Reihe für das andere

nehmen und der Grosse F(x) nur so viel verschiedene Werthe
zuschreiben kann, als Reihen vorbanden sind.

Demnach hat z. B. jede der Funktionen x* 9 V*» l*g* °ur

einen einzigen Werth, wenn x vollkommen bestimmt in der

• U
Form *e*» gegeben ist, nämlich resp. den WT

erth cPe***, V««**»
logÄ-f-af. Wenn dagegen von x nur die Länge und Richtung,

nicht aber der Drehungswinkel gegeben ist, so dass x anendlich

vieldeutig und demnach durch den vieldeutigen Ausdruck «*(•+**">'

dargestellt ist; so besitzt jede der vorstehenden Funktionen auch

unendlich viele Werthe, welche resp.

ar,g«(«+***),- f y a.e» , log a + (a -f 2Jfc*)t

sind. Diese unendlich vielen Werthe von f\x) gruppiren sich

übrigens für die rationale Funktion xn in eine einzige Reihe,
deren Glieder sich geometrisch sämmtlich decken; für dieirratio-

u
nale Funktion Vx erhält man dagegen n solcher Reihen, also

n Werthe, welche sich geometrisch nicht decken; für die lo-

gartthmische Funktion logx erzeugen sich sogar eine un endliche
Menge solcher Reihen, von denen eine jede nur ein einzi-

ges Glied besitzt, also Oberhaupt unendlich viel ganz verschie-
dene, d. h. geometrisch sich nicht deckende Werthe von F(x).

Zur besseren Unterscheidung wollen wir unbestimmte Grössen

der bisher betrachteten Art, deren sukzessive Werthe keine ste-

tig zusammenhängende, sondern eine diskontinuirl iche Reihe

bilden, vieldeutige nennen, indem wir den Ausdruck unbe-
stimmte Grössen für solche reserviren, deren Werthe in einen

stetigen Zusammenhange stehen, wie die Ordinalen einer

stetigen Kurve.

12. Als erste Fehlerquelle bei manchen Entwicklungen kann

man nun die unvermerkte Vertauschung des Fundamentalwertb.es

der Grösse x mit irgend einem anderen ihrer generellen Werthe
während Ein und derselben Untersuchung bezeichnen.

Hierzu würde z. B. der Fall gehören, wenn man in der Mei-

nung, es nur mit Fundamentalwerthen von s su tbun zu
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haben, die Funktion f * »r jr=2 gleich +V2 und fBr jr=r -2V^I
gleich I —V — 1 schriebe. Denn io der Tbat Hegt der ersten

Formel V2=+f2 der fundamentale Werth x = 2«°* zu

Grunde, welcher Vx— V2.ew=+v2 ergibt; dagegen liegt der

tweiten Formel V = 1 - V^T nicht der funda-

mentale Werth x=2e~*
i

, sondern der Werth *= 2«(~*

su Grunde, welcher

V*m V fc<T+*>=V2(~ - Jji) = 1- V^I
ergibt.

Bei gleichmäßiger Beharrung bei den Fu ndamentalWer-
th en von ar, welche den kleinsten positiven Neigungswinkeln

entsprechen, würde man gleichzeitig V2= + V2 und V"_2Vr=l

= — l-f V— 1 nehmen müssen. *

13. Zu einem fehlerhaften Verfahren der vorstehenden Art

verurtheilt man sich bei einer Untersuchung zuweilen selbst, indem

man in der besten Absicht, behuf Erreichung möglichster Strenge,

die Unbestimmtheit mancher Zeichen und Regeln durch eine feste

Vorschrift zu verbannen sucht, nach welcher man in den betref-

fenden Fällen unabänderlich verfahren will. Diese Regel ist zu-

weilen nicht auf das innere Wesen der Dinge begründet, stützt

sich vielmehr auf spezielle Eigenschaften oder spezielle

Grßssenreihen, welche keine allgemeine Gültigkeit haben,

oder auf sonstige zufällige Nebensachen, ohne die Haupt-
sache zu treffen, oder sie verlangt Etwas, was nur unter gewis-
sen Umständen den beabsichtigten Erfolg bat, in allgemeineren

Fillen aber den Zweck verfehlt, oder sie geht darauf hinaus,

Etwas zu erzwingen, was gar nicht erzwungen zu werden
brascbt und sich auch nicht erzwingen läset, ohne zugleich ge-

wisse höhere Prinzipien zu verletzen.

Hierher ist es z.B. zu rechnen, wenn man behuf vermeintli-

cher Beseitigung von Unsicherheiten unter positiven Grössen

allgemein diejenigen verstehen will, deren reeller Thei) positiv

' ist (a. B. die Grösse 2-3^=1) und nun die Bedingung aus-

spricht, dass von der in der Untersuchung vorkommenden Wurzel

-

grosse Vx stets der positive Werth genommen werden solle.

Diese würde, wie in dem sub 12. angeführten Beispiele, dabin

fuhren , dass man von_V* für x= 2 den fundamentalen, da-

gegen flu* «sc—2V— 1 nicht den fundamentalen Werth nähme.
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wodurch die lästige Vieldeutigkeit zwar beseitigt, dafür aber

Grössen aus ganz verschiedenen Grundreiben, welche in

gar keinem organischen Zusammenhange stehen, mit einander in

VergJelchung gebracht sind, also eine offenbare Verwirrung in

den Grundbedingungen, deren sich keine mathematische Speku-
lation entschlagen darf, herbeigeführt ist.

14. In dem obigen Satze 11. ist bei der Bildung einer Funk-
tion f\x) aus der Grosse x ausdrücklich von bestimmten, d.h.
von solchen Operationen geredet, Ober deren gesetzliche Verän-

derungen durchaus keine Vieldeutigkeit, Unbestimmtheit oder Will-

kührüchkeit obwaltet

Id diesem Sinne bestimmt sind zwar alle eigentlichen Grand*

Operationen der Arithmetik und Analysis oder können doch wenig-

stens bestimmt ausgesprochen werden. Gleichwol fuhren dieselben

nicht immer zu einem völlig bestimmten Resultate, selbst wenn
die Grandgrosse x und die übrigen damit zu verknöpfenden

GrCssen völlig bestimmt gegeben sind. So liefert z.B. die Mul-
tiplikation, Division, Potenzirung, Wurzelausziehung
und Exponent iation, wenn die zu verknöpfenden Grossen

genau gegeben sind, ganz bestimmte Wertbe. Die Addition
und Subtra ktion zweier völlig bestimmten Wertbe erzeugt jedoli

eine Grosse, welche nur nach Länge und Richtung bestimmt

ist, deren Drehungs winke I aber in der sub 8. erwähnten un-

endlichen Grossenreihe vieldeutig bleibt.

Wenn diesen Umständen nicht gehörig Rechnung getragen und

die zuletzt erwähnte Vieldeutigkeit nicht bei allen miteinander zu

vergleichenden Grössen nach einem gemeinschaftlichen Prinzip©

gehohen wird, ist man abermals der Gefahr von Irrthümern aus-

gesetzt.

15. Zu den bebuf Bildung einer Funktion vorgeschriebe-
nen Operationen gesellen sich oftmals noch andere, welche nicht

vorgeschrieben sind, welche aber auf den ersten Öflehtigen

Blick als unschädlich und zulässig erscheinen und bald bewnsst,

bald unbewusst — bald in diesem bald in jenem Stadium der

Entwicklung — bald mit grösserer, bald mit geringerer Intensität

ausgeführt werden.

Diess sind die willkürlichen Zusätze der Werths
"Ikni in d en Exponen ten der Richtun gskoef fizienten oder

in geometrischer Sprache die ganzen Umdrehungen;, welche

man mit den bei der Entwicklung der Funktion allmählich er-
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saugten: -Gröeeen and .zuletzt tvcb «ol ooch mit denl> Ge-
saram t wert h e jener Funktion vornimmt

» 1

Dass solche ganze Umdrehungen im Allgemeinen statthaft

sind, unterliegt keinem Zweifel, insofern auf dieselben, wie auf

die übrigen, direkt vorgeschriebenen Operationen gehftrig

Röcksicht genommen wird, und insofern dieselben, wenn die

Funktion F(x) für verschiedene Werthe von x zu berechnen ist*

stets bei denselben Entwicklungsstufen und in derselben

Art und Weise vorgenommen werden. Fehlt man hiergegen,

so kann man zu ganz falschen Schlussfolgerungen geleitet werden.

So z.B. wird wol jeder Mathematiker die Grosse —x unbe-

denklich für Einen der möglichen Werthe der Funktion Vx% hal-

ten; aber nicht alle werden sich darüber Rechenschaft geben,

dass diess ganz unmöglich sein würde, wenn bei der Bildung jener

Funktion keine anderen, als die wirklich vorgeschriebenen
Operaüooeo, welche zuerst in einer Quadrirung und sodann in

einer Kadizirung bestehen, zur Ausführung kämen. Denn unter

solchen Umständen nimmt jene Funktion, selbst wenn man fiör

x= ae*1 den allgemeinsten Ausdruck setzt, da dann

**= a«e*<a+***)' ^irJ und yj;« =s (jr*)i ist, immer nur den WT

erth

a«(«+***)' .an, welcher entschieden —x und , niemals .=—x ist,

was für eine ganze Zahl man auch für k setzen mCge.

Der Werth —x kann auch noch nicht einmal dadurch hervor-

gebracht werden, dass man dem Gesammtwerthe der Funktion V«*
noch mehrere ganze Umdrehungen beilegt. Denn hierdurch er-

hielte man immer nur den Ausdruck Vx'= aef , welcher

(ur keine Werthe von k und K gleich —x werden kann.
•

Dieser Werth —x kann vielmehr nur dadurch erzeugt wer-

den, dass man naeh der Quadrirung und vor der Radi-
zirung beliebige Umdrehungen vornimmt, wodurch x* die

Form a*e2l
a+(lJr+*'}*J< und demgemäss Vx* die Form ael*f<»M-*'>*lf

annimmt, welche für alle paaren Werthe von & gleich x und
für alle unpaaren gleich —x ist *

Hieraue erkennt man, dass die Formel %f (£-x)*= x einen

Widerspruch enthält, und dass es ganz unstatthaft ist, in

derselben Entwicklung ohrie weitere Distinktion die Funktion Vx%

sowol für positive, wie für negative Werthe von x stets po-

sitiv zu nehmen, weil man es unter Beachtung der nicht v
r
e/rr

geschriebenen, aber dennoch,ausge führten Operationen,,Je

beiden Falleo gewissermaßen nicht mehr mjt, derselben^ son-

dern mit zwei ganz verschiedenen ^Funktionen zu.ihjLin^^
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ungewöhnlichen Drehungen Ist also

immer V (izx)f= ±x zu setzen. Demnach ist z.B.

zu setzen. Dieses erkennt man auch direkt durch die präzisere

Formel

^=^^-e-^~1
=c0.(-^) +sm(-|)V^=~\^.

Um von Vorstehendem eine fernere praktische Anwendung

zu zeigen; so bemerken wir, dass die Formel

c

ein spezieller Fall der Gleichung der Hyperbel ist und in dieser

Gestalt zwei Im Mittelpunkte O sich durchschneidende gerade

Linien Aß und CD darstellt. Nimmt man die Wurzelgröase in

dem ursprünglichen .Sinne; so bezieht sich jene Formel in der

Gestalt

b

auf die Grade Aß, und nimmt man dieselbe mit en

; so entspricht die Formel in der Gestalt

b

der Geraden CD. Wollte man aber die Worzelgrüsae für jeden

beliebigen Werth von * unbedingt positiv nehmen; so würde

die Formel

den gebrochenen Linienzug AOD darstellen. Die gontome-

triiche Tangente des Neigungswinkels <p der Geraden Aß gegen

die AbszT«*enaxe wird fllr jede zwei beliebige Werthe x't x* der

x masgedruckt durch
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BP=PÄ S—

J

7^?

—

Hierin muis unter V** offenbar stets Ein und dieselbe Funk-

tion verstanden werde«, und wenn diess geschieht, nimmt taug«),

wie es auch sein muss f den konstanten Werth — an, welche
c

positiven und negativen Werthe auch x' und x" haben mögen.

Verstände man jedoch anter V«* immer den abseluteo Werth
tod x; so würde die vorstehende Formel nur ftir diejenigen Fälle

richtig sein, und den konstanten Werth - ergeben, wo

x* beide positiv waren: für diejenigen Fälle aber, wo die ernte

Abszisse positiv =:*:' und die sweite Abszisse negativ rs—x*
wäre, würde jene Formel unrichtig sein und den variabelen

Wcrth ^ZTP er«übcD-

Ebenso nimmt wol Mancher (fiir positive«) Einen der

lieh vielen Werthe von log(— *)• ohne Weiteres reell und

absoluten Betrage nach gleich 2!ogar, also auch t log(-x)*=Iogx
an. Diess würde unmöglich sein, wenn man bei der Bildung

der Funktion log(—ar)* nur —x quadrirt und von diesem Quadrate

den Logarithmus genommen dächte. Denn aldann würde der gene-

relle Werth von !og(-*)», wenn man allgemein -jÄttO+^
sölzt, g 1 cich

2Iog*+ 2{l+2*)jrf also auch i log(-*)•« log*+ (1 + 2Jt)*i

stets- imaginär und für keinen denkbaren Werth von k reell

sein k&nnen. Reelle Werthe kann diese Funktion nur annehmen,

wenn man voraussetzt, das Quadrat (—x)* erleide noch vor der
Logari thmirung eine Ar'roalige Drehung um den Nullpunkt

Diess gibt den geoerellen Ausdruck

t log(—x)*= log*-Kl +2*+J>f

,

wekher für unpaare Werthe von k reell wird.

Hieraus geht auch der Irrthum hervor, in welchem diejenigen

Schriftsteller befangen sind, welche das Integral nicht

= logjr, sondern =ilogx* setzen wollen, in der Meinung, der

letztere Auedruck sei für negative x stets reell, der erstere

dagegen stets imaginär, der erstere Ausdruck sei daher rich-

tiger, weil sich nachweisen läset, dass das bestimmte Integral
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dx *
;

Ton — zwischen zwei negativen Gränzeo io der That ststs
x

reell ist Die Täuschung liegt darin, dass für negative x der

Ausdrucke iloga?' keineswegs nothwendig reell zu sein braucht,

vielmehr ohne Einführung ungewöhnlicher Drehungen eben so gut

imaginär ist, wie log*. Hierzu gesellt sich ein zweiter Irrthura,

welcher darin besteht, dass ein bestimmtes Integral nicht reell

sein könne, wenn das allgemeine Integral imaginär ist, was

doch sehr wo! möglich ist, wenn das Imaginäre, wie hier, in einem

1c o n st an te n Gliede liegt.

Die Gleichung (—l)»= + l, wenn sie nicht mit Rücksicht

auf die Drehungen aufgefasst wird, wenn man also Ober diese

Drehungen nicht nach einer bestimmten Regel, sondern nach

Wll Urft «ehaltet, ist in einer solchen unbeschränkten Allgemein-

heit falsch. Folgende Rechnung zeigt, zu welchem handgreifli-

chen Irrtbume man mittelst jener Gleichung gelangen kann. Sieht

man nämlich von dem geometrischen Werthe der Zahlen gänzlich

ab; so kann man schreibet!:

2*V=1 = 2log(- 1) = log(- !)»= logl = 0,

also den absurden Schluss 2jrV^T= 0 herbeiführen.

i

Noch paradoxer wird dieser Schluss, wenn man setzt:

wonach sich also 1 =0 ergibt!

16. Wenn einmal die in der vorstehenden Nummer bezeich-

neten Umdrehungen als zulässige Zwischenoperationen ange-

sehen werden; so mGssen dieselben, um den allgemeinsten
Ausdruck einer Funktion zu bilden, nach jeder einzelnen der durch

die Funktion vorgeschriebenen einfachen Operationen ausge-

führt werden. Unter solchen Umständen wird aber der generelle

Werth der Funktion im Allgemeinen abhängig von der Reihen-
folge der vorgeschriebenen Operationen, was bei Weglassung
jener Drehungen oftmals nieht der Fall ist; und eine strenge

Definition der betreffenden Funktion erfordert nothwendig eine
feste Vorschrift fiber die Reihenfolge, in welcher die ge-

-Whten Operationen vorgenommen werden sollen.
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So Ist a. ß. bei allgemeinster Auffassung eine* ändert
Funktion, als(Vdr)*, indem die erstere, wenn wir ans unter x eine

positive Grosse denken, die in V#* Ä=äte* lr"r*
/

'
,ri enthaltenen' zwei'

verschiedenen Grundwertbe -fx und — jr, dagegen die letzterer

nur den in (y j:)
1 xe*(*+**')*f enthaltenen einzigen Grundwert!)

-|- .r besitzt

Erhebt man die Einheit nach und nach auf die Potenzen vom
Grade 2, 3, 5» |; so ergeben sich je nach der Reibenfolge, in

lese Potenzirangen ausgeführt werden, folgende Grund-
.r Funktion l*-»-W.

Für die Reihenfolge 4-2.5.3, so wie auch für die Reihenfolg»

4.5.2.3 der einzige Werth +1.

Für die Reihenfolge J.2.J.3 die zwei Werthe +1 and r l.

V3 •

Für die Reibenfolge i.3.*.2 die drei Werthe +1. — 4+-^-i,.

V3. .
.

* 4

welcher d

werthe der

Für die Reibeofolge 2.5.3-5, so wie auch für die Reibenfolge

2.3.5 i die sechs Werthe +1, — 1, i+^t\ — 4—^*.
V3. l4 V3.

Der generelle Werth einer Funktion ISsst sich in jedem' spe-

ziellen Falle leicht bilden, wenn man die Wirkung der fraglichen

Umdrehungen und die Reihenfolge der vorgeschriebenen

Operationen gehörig berücksichtigt. In dem Sitoationskalkul,

{.4., habe ich den generellen Ausdruck für mehrere der ein-

facheren Funktionen beiläufig angemerkt. Danach bat man g. B.,

wenn der Grundwerth der Grosse A gleich ue** ist,

.(((i4»)«)i»)v=al^e(^v«+'«P9*.+«P9*»+M*.+f*«+*.>Wl
t

log^»==«loga + [»(«+2Att) + 2^*]t.

• 1
5 t+\

Hieraus erhellet unter Anderem, dass allgemein keines wegs
(An

)
m = (A~)*=Am* oder log J«=nlog^ gesetzt werden dürfe,

o. d. gl m.

17. Unter dem Fundamental wert he einer Grosse ae"*,

deren Drebungswinkel o wegen der inehrgedachten willkürlichen

Drehungen in gewisser Weise variabel oder vieldeutig ist, ver-

steht man gewöhnlich entweder den Werth mit dem kleinste
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positiven Drehungswiakel (welcher Letztere dem jeden/alle

<2ä »ein wird, aber möglicherweise >* «ein kann) oder aber

den Werth mit dem ahaeUt kleinste» Drehungswinkel (welcher

Letztere dann positiv oder negativ, aber absolut ^ it sein wird).

Gegen diese Annahme lasst sich nichts erinnern, so lange es

sich um eine einfache geometrisch gegebene Grosse bandelt.

Kommen aber die Warthe von Funktionen in Betracht, was der

allgemeinere Fall ist; so führt jeoe Annahme leicht zu Verwirrun-

gen, weil es sich ereignen kann, dass der hiernach bestimmte

Fundamentalwerth einer Funktion F(x) nicht dem Fundamental

werthe der Grundgrosse «entspricht, aus welcher die Funktion

gebildet werden soll, oder daas mit Notwendigkeit die sub

19. und HJ. erwähnten Drehungen ala Zwiecbenoperatiooeo zuge-

lassen werden müssen, um einen solchen Werth der Funktion F{x)

tu erzeugen. Da die Grosse x die Baaia der von der Funktion

erlangten Operationen ist, und da oftmals auch die gedachten

Drehungen als Zwiscbenoperationen ausgeschlossen bleiben sol-

len; so scheint es angemessener und zur Aufrechterbaltung der

wesentlichsten Relationen geeigneter, unter dem Fundamen-
talwerthe der Funktion F(x) den dem Fundamentalwerthe
der Grundgrosse x entsprechenden Werth zu verstehen,

welcher sich bei Weglassung aller Drehungen ergibt. Je-

defalls muss man aber, wenn die gewöhnliche Bestimmung beibe-

halten wird, sehr sorgfältig zwischen dem Fundamentalwerthe
der Fnnktien F(x) und den dem Fundamental werthe der
Grundgrosse * entsprechenden Warthe jener Funktion

So würde nach der gewöhnlichen Definition der Funda-

mentalwerth der Funktion V (

—

x)% (worin x positiv gedacht

wird) =x sein. Oben sub 15. ist aber gezeigt, dass diese Funk-

tion den Werth x nicht anders annehmen kann, als wenn das

Quadrat (— x)% vor der Wurzelausziebung erst noch einer Drehung

unterworfen wird. Nach unserer Meinung würde —x besser der

Fundamentalwerth der gegebenen Funktion zu nennen sein, weil

sich derselbe auf den Fundamentalwerth der Grundgrosse x stützt,

und von allen wiflküHichen Zwischenoperationen unabhängig 'tat.

Ebenso würde nach der gewöhnlichen Definition der Fun-
a

damentalwerth von \r(-arV
r
^l)s=V (*«T )*> *eeo ausdrucke

IloUeo, so dass dann der generelle Werth jener FooktioD
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Dieser Werth erfordert aber die Substitution Ar = I, beruhet

also nicht auf dem Fundamentalwerthe der Grundgr&sse. Du
Letztere thut für * = 0 nur der Werth V*».«*^- V*», wel-

eher demnach am natürlichsten den Fundamentalwerth der gege-

Funktion repräsentiren möchte.

Dass der Sinn der Rechnung oftmals selbst bei den einfach-

sten Operationen der niederen Arithmetik denjenigen Werth einer

Funktion verwirft, weicher nach der ge wohnlichen Definition

den Fundamental werth dieser Funktion darstellen wurde,

und notbwendig denjenigen Werth fordert, welcher dem Fuoda-
mentalwertb der Grundgrösse entspricht» lehrt das Beispiel

der Funktion
y==f'

welche in allen Rechnungen stets =»—V"Z1

und nicht ss V—1 gesetzt wird, obgleich doch der letztere Aus-

druck nach der gewohnlich en Definition den Fundament&lwerth

des gegebenen darstellt. Dieser Fundamentalwerth V—1 ist hier,

wie in den meisten anderen Fällen, unwichtig und würde nur Ver-

wirrungen herbeifahren, da derselbe nicht andern gedacht werden

kann, als dass in der Funktion -7= von der Gruudgrfsse 1

nicht der Fundamentalwerth 1«°, sondern der Werth I«**' genom-

men «ei, wogegen - V-=T als Werth der Funktion
1

Fundamentalwerthe le° der GrundgrGsse vollkommen entspricht.

Unzulässig in allen Fallen ist es aber, etwaige reelle Werths
einer Funktion deren Fundamentalwerthe zu nennen, da es

mehr als Einen oder gar keinen gibt.

Auch leuchtet ein, dass niemals der absolute Werth einer

Funktion (also die Quantität a der Grösse os* oder der Model
V 6* + c* der Grösse 6 + et*) den Begriff des Fundamentalwerthes

ersetzen kann.

18. Durch eine sichere Bestimmung über die von der Funk-

tion Fix) erlangten Operationen über die Reihenfolge

die
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und fiber die fundamentalen oder in festgesetzter Weise aus den

fundamentalen erzeugten Werthe der in jene Funktion eintreten-

den oder als untergeordnete Entwicklungsstufen bei der Berech-

nung jeder Funktion sich ergehenden Grossen wird man in allen

Fällen die aus der Vieldeutigkeit jener Funktion fliessende Un-

sicherheit beseitigen können, ohne die mit jener Vieldeutigkeit

verbundene Allgemeinheit zu beeinträchtigen. Man erhält auf

diese Weise unzweideutige Ausdrücke, in welchen die mit des-

selben Buchstaben und Zeichen belegten Grossen und Operationen

stets dje nämliche Bedeutung behalten und das Gesetz des Zu-

sammenhanges der einzelnen Grössen und Theiie unter sich und

in Beziehung zum Ganzen ungestört und leicht erkennbar bleibt.

Es ist schon oben sub 13. und 15. bemerkt, wie misslich es

ist, eine solche oftmals sehr erwünschte Unzweideutigkeit durch

andere Bestimmungen herbeizuführen, welche sich an gewisse

Nebensachen und Zufälligkeiten halten, ohne das eigentliche We-
sen der Dinge zu berücksichtigen, da hierdurch leicht Verstösse

gegen die Grundbedingungen des mathematischen Denkens began-

gen werden können.

Eine sehr bedenkliche Bestimmung dieser Art ist z.B., wie

schon vorhin gezeigt worden, die Forderung, die Wurzelgrüsse

V** för alle positiven und negativen Werthe von x stets positiv

zu nehmen, wogegen es ganz unbedenklich ist, von jener Funktion

stets denjenigen Werth zu nehmen, welcher dem Fundamental-

werthe der Grundgrdsse mit Ausschluss aller Drehungen entspricht,

und welcher unzweideutig =jp ist

Ebenso misslich wurde die Bestimmung sein, dass von der
n

Wurzelgrüsse Vx för positive Werthe von x stets der absolute
Werth genommen werden solle, eine Bestimmung, welche man
vielleicht dadurch rechtfertigen zu können glauben möchte, dass

man festsetzte, unter Vx solle der nach der Binomialformel

1 i | i

—
n

• ' *

Werth

n i i * i

Vo+6= (a + 6)»=a« + -oi 6 + etc.

Denn wenn auch wirklich die als eine zusammengesetzte Funk-

tion gedachte Grösse x nach der Voraussetzung stets positiv

bleibt; so könnte es sich doch ereignen, dass dieselbe einmal als

paare Potenz einer negativen oder überhaupt als eine Potenz einer

od dass man durch die vorgeecbrie»
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bene Beschränkung zu ähnlichen Irrthümern geleitet würde, wie

wenn man allgemein V (+ x)% — x setzte.

Aach die Benifang auf die Binomialforroel so vorstehendem

Zwecke ist trflglicb. Diese Formel «teilt keineswegs bloss einen

einzigen reellen, sondern überhaupt alle n verschiedenen Wertbe

von V a-f6 dar. Diess erkennt man sofort» wenn man erwägt,

dass für die Grosse a allgemein ae***{ gesetzt werden kann.
A

Macht man diese Substitution , setzt auch a -f 6 = «(1 -f ^) und

beachtet, dass die Substitution des allgemeinen Ausdruckes 6e2<r7n
'

ftir b keinen Einfluss auf das Resultat hat; so ergibt »ich sofort
• * i » • .

j - i i
* .

*
i i . • 1 i

•

durch welche Formel n verschiedene Werthe dargestellt sind,

welche sSiümtlich gleiche absolute Wertbe, aber verschie-
dene Riebtungen haben.

Die Festsetzung, dass von einer Grosse stets ihr absoluter
Werth genommen und dieser absolute Werth gewtssermaassen als

eine Funktion der fraglichen Grosse angesehen werden solle,

fährt besonders dann zu sehr prekären Resultaten, wenn die frag-

liche Grosse nicht bloss reell, sondern auch komplex, also allge-

mein von der Form ae** sein kann. Denn setzt man ae^^sx, so

ist der absolute Werthe dieser Grösse a=~
i
=xe~ai

. Der Aus-

druck xe-°* ist aber keineswegs ein solcher, welchen man nach

den gewöhnlichen desfallsigen Definitionen eine Funktion von

x nennen kann, weil die behuf Bildung dieses Ausdruckes mit der

Grandgrosse x zu vollziehenden Operationen nicht bestimmt oder

fÖr alle Wertbe von x konstant, vielmehr von dem Drehungs-

winkel a dieser Grösse abhängig sind. Ausdrücke wie -f:r, —x,

xV^T, u. s. w., welche nach der gewöhnlichen Auffassung für

verschiedene Funktionen von x gelten, würden hiernach Ein
and dieselbe Funktion von x darstellen, und hieraus erkennt

man, welche sorgfältige und oft verwickelte Nebenbetrachtungen

bei einer solchen Erweiterung des Begriffes Funktion angestellt

werden müssten, um die Rechnung vor Fehlschlüssen zu bewahren.

Bei Vermeidung solcher und ähnlicher anderer schwankenden

und trüglichen Bestimmungen kann man durch die im Eiogange

dieser Nummer bezeichneten Festsetzungen stets bewirken, dass

Tb«l XXVIII. 10
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nicht bloss der Werth einer Funktion, sondern auch das durch

sie ausgesprochene Bildnngsgesetz als etwas vollkommen Be-
stimmtee und Unzweideutiges erscheint, was fär die Prä-

zision der raathematischen Begriffe von äusserster Wichtigkeit ist.

Man wird alsdann die mehrfachen Gesetze, welche in manchen
- Formeln liegen, leicht von einander trennen and ein jedes fllr

sich betrachten können. So würde man z. B. in der Gleichung

y= V"r*—x* des Kreises zwei verschiedene Gesetze erken-

nen, von welchen das erste y=+ r9—x* dem oberen und das

zweite y=— V*r*

—

x1 dem unteren Halbkreise angehört
• ... i

Es wird nicht schaden, wenn wir hier nochmals, wie schon

ad 14. geschehen, darauf aufmerksam machen, dass die durch

Addition oder Subtraktion verbundenen Glieder einer Funktion*

stets Grössen mit vieldeutigen Drebungswinkeln erzeugen, dass

also die Präzision der Formel im Allgemeinen eine Bestimmung

darüber erfordert, ob eine solche Summe oder Differenz mit ihrem

fu n dam e n t a I e n od er mit irgend Einem ihrer generellen Werth«

genommen werden solle.

fl. Unbestimmtheit, Veränderlichkeit und

Differensiation.

19. Wenn zwischen den beiden Unbekannten x t y nur

eine einzige Gleichung gegeben ist; so ist dieselbe, oder vielmehr

deren Auflosung, d. h. jedes Paar zusammengehöriger Werth«

von x und y* welches jene Gleichung erfüllt, im eigentlichen

Sinne unbestimmt. Es bleibt nämlich die Eine Unbekannte x
in ganz beliebiger Weise, also auch in einer stetig zusammen-
hängenden Grössenreihe variabel, und demzufolge werden auch

die entsprechenden Werthe von y = F(x) allmähliche Ueber-
gänge in einander bilden.

Beschränkt man die Stetigkeit dieser Veränderung durch

eme Nebenbedingung, z. B. durch die Forderung, dass die Eine

Unbekannte x oder dass beide x und y nur ganze Werthe er-

halten sollen; so nimmt die Funktion y— F(x) diejenige Eigen-

schaft an, welche wir im Vorstehenden der Kürze wegen Viel-

deutigkeit genannt haben.

Es ist freilich üblich, die Benennung Vieldeutigkeit nur

da anzuwenden, wo die Unbestimmtheit bloss in der Veränder-

lichkeit der Drehungswinkel «+'/**, mit beliebigen gan-

\

i
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zen Werthen von k, besteht» ond in dem vorberaerkteo Felle die

Bezeichnung Unbestimmtheit anter Hinzufägung der beschrän-
kenden Bedingung beizubehalten , indem man z. B. von der

Auflösung einer anbestimmten Gleichung in ganzen
Zahlen redet: man sieht aber, dass dem wahren Wesen nach

eine solche beschränkte Unbestimmtheit mit dem Begriffe der

Vieldeutigkeit genau übereinstimmt, und dass, wenn man charak-

teristische Unterscheidungen machen will, dieselben nur danach

bemessen werden können, ob die Grösse, von welcher die Un-

bestimmtheit abhängt, in stetiger oder in unterbrochener
Reihenfolge variabel sei.

20. Wenn die Gleichung y=.F(x) mit der Erlaubniss ge-

geben ist, darin die Grösse x durch eine gewisse Reihe von

Wertheo zu verändern; so folgt-daraus noch nicht die Notwen-
digkeit, diese Veränderung vorzunehmen. In sehr vielen Fällen

liegt auch nur ein Interesse vor, für diesen oder jenen speziel.
len Werth von x den zugehörigen Werth von y zu kennen, oder

umgekehrt. Alsdann erscheint ftlr einen jeden solchen Spezial-

werth von x die Funktion F(x) als eine durchweg bestimmte
oder doch nur in gewisser Hinsicht vieldeutige, wie wir sie

in den früheren Nummern betrachtet haben.

Unter solchen Umständen spielt offenbar 4er Charakter der

Veränderlichkeit von x und y nach stetiger Reihenfolge gar

keine wesentliche Rolle. Beide Grossen erscheinen vielmehr

in jedem speziellen Falle, wo man auf die gegebene Gleichung

rekurrirt, als unbekannte Konstanten, welche nach Maass-

gabe dieser Gleichung bald diese, bald jene Werthe annehmen
kOnnen.

Anders ist es, weno jene Gleichung mit der Bedingung
gegeben ist, x stetig zn variiren. Unter solchen Umständen
nehmen die Grossen x und y diejenige Eigenschaft an, welche
man im strengsten oder eigentlichsten Sinne Veränderlichkeit
nennen sollte, und jetzt erst qualifiziren sich dieselben vollständig

zu der Benennung von Veränderlichen oder Vertane In.

21. Wenn man in der Funktion y= F(x) der unabhängig
Veränderlichen x den Charakter der Unabhängigkeit im
ausgedehntesten Sinne ertheilen wollte; so müsste man an dersel-

ben nicht bloss die Quantität, sondern auch den Drefaungs-
winkel als anbeschränkt veränderlich ansehen. Bei dieser Vor-
aussetzung würde x den Vektor eines Punktes darstellen, welcher

nach und nach alle Punkte einer Ebene durehlie/e, und die

Felge hiervon wflrde sein, dass auch die abhängig Verle-

ite
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der liehe y die Vektoren aller Punkte einer solchen Ebene
darstellte.

Eine derartige unbeschränkte Variation von x wird indessen

nicht beabsichtigt Dieselbe wurde, wenn man fär x den allge-

meineren Ausdruck xef1 setzt, auf eine gleichseitige Variation

der zwei Grössen x und a> in der Reihe der reellen Grössen,

also auf die Bildung einer Funktion y—fXxeV*) mit zwei unab-

hängig Veränderlichen x und <p hinauslaufen.

Wenn man von Funktionen mit Einer Veränderlichen redet,

intendirt man eine solche Verallgemeinerung nicht. Es ist daher

nöthig, sich von der Beschränkung, welcher die Variation von x
unterworfen sein soll, klar Rechenschaft zu geben, um nicht durch

ein zufälliges Aufgeben dieser Beschränkung, d.h. durch die

zufällige Substitution eines jener Beschränkung entzogenen Werthes

von x 9 in Irrungen zu verfallen.

Die fragliche Beschränkung fär x besteht zunächst darin, dass

die Grosse nicht die Vektoren der Punkte einer Ebene, sondern

einer bestimmten Linie darstellen soll. Dies» hat zur Folge,

dass auch y eine Linie darstellt. Einem bestimmten Punkte der

Linie der x entspricht dann ein bestimmter Punkt der Linie der

y, and die gegenseitige Lage dieser korrespoodirenden Punkte

liefeH ein deutliches Bild von der Beziehung, in welcher x und

y zu einander stehen.

Das Charakteristische solcher veränderlichen Grossen
und Funktionen besteht hiernach darin, dass während die kon-
stanten Grössen nur auf einzelne Punkte des Raumes fuhren,

durch die veränderlichen Grossen Linienzüge des Raumes
dargestellt werden.

Durch die eben ausgesprochene Bedingung, dass x den Punk-

ten einer Linie entsprechen soll, ist übrigens die mehr erwähnte

Beschränkung noch nicht vollständig ausgesprochen. Denn wollte

man durch x irgend eine krumme Linie darstellen, so käme

diess darauf hinaus , dass man für x den allgemeineren Ausdruck

xe9* mit der Bedingung setzte, dass cp eine gewisse Funktion

f\x) von x, also eine abhängig Veränderliche sei, wo-

durch die Grundgrosse in der Funktion y selbst zu einer ab-

hängig Veränderlichen werden würde, so dass man dann

y= F[xefl*)*] schreiben konnte, worin nun x bloss in der Reihe

der reellen Grossen veränderlich bliebe.

Abgesehen davon, dass die Absicht, eine Funktion einer ein-

sigen unabhängig Veränderlichen zu konstituiren, durch

die Erlaubniss der Variation von x nach einer krummen Linie
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nicht erfüllt werden wurde; so entspricht eine solche Variatioo

von x auch desshalb dem Zwecke der Aufgabe nicht, weil auf

dem tieferen Grunde dieser Operation das Bestreben ruht, die

Werths ¥od x oder die Variationen dieser Werthe oder den ganzen

Linienzug der x in Beziehung auf Längen-, Richtungs-
und Geschwindigk eits- oder Neigungsverhältnisse als

Maassstab für den Linienzug der y zu benutzen. Zu einem

solchen Maassstabe eignet sieb aber nur eine im Nullpunkte be-

ginnende gerade Linie.

,

Die Variation der x wird demgemäss im Allgemeinen, und
insofern eine grössere Freiheit nicht ausdrücklich zugestanden ist»

dahin eingeschränkt, dass diese Grösse die verschiedenen vom
Nullpunkte aus gemessenen Stucke einer geraden Linie
darstelle.

Hiernach konnte man allgemeiner x=xef* setzen und darin g>

konstant halten, während x die absoluten Werthe von 0 bis 00

durchläuft.

Der konstante Faktor ef* konnte ebenfalls noch unterdruckt

werden, da man ja, wenn man überhaupt eine Variation von x
in der unter dem Winkel tp geneigten Linie beabsichtigt, nur

die Funktion y= F(x) in F(xe?0 zu verwandeln und alsdann x
als eine in der positiven Grundaze unter den absoluten Zahlen

0 bis x> veränderliche Grösse zu betrachten brauchte. Es ist

jedoch üblich, die Variationen voo x in der Funktion y= F(x)

auf die reellen, d. h. auf die positiven und negativen
Werthe auszudehnen, also zu gestatten, dass x sowol in der po-

sitiven, durch xeoi dargestellten, als auch in der negativen, durch

xe*{ dargestellten Grundaxe variire , was offenbar die Zulässigkeit

eines allgemeineren Ausdruckes xe9* für x involvirt.

Will man diesen allgemeineren Ausdruck für x ausschliefen,

oboe doch die allgemeinere Erlaubniss der Variation von x in den

beiden entgegengesetzten Theilen der Grundaxe aufzuheben,

so kann diess zwar durch die einfache Bedingung geschehen, dass

x in der Reihe der positiven und negativen reellen Zahlen

variiren solle; man darf dann aber nicht unbeachtet lassen, dass

diess stets zwei verschiedene Zahlenreihen sind, und dass die

ganze Operation gewissermaassen auf die Betrachtung zweier
verschiedenen Funktionen Fixe0*)= F(+x) und F(xent)= F(—x)
oder auf die Betrachtung der zweideutigen Funktion F(^x)
hinausläuft, worin dann x nur innerhalb der absoluten Zahlen

variirt.

22. Em wird mit Nachdruck wiederholt, dass es zwar üblich
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ist, die Funktionen in eine solche Fem zm bringen, dass die

Grundgrösse x not io den Reihen der reellen Zahlen zu varirren

braucht, um gewisse Bildungsgesetze sur Erkenntniss su bringen,

das« jedoch eine solche Beschränkung eicht durchaus notwen-
dig ist, dass man aber, selbst bei grosserer Verallgemeinerung,

die Grösse x durch irgend eine von der Natur der Untersuchung

abhängige stetige Zahlenreihe, welche den Vektoren einer be-

stimmten Kurve entspricht, laufen lässt, und dass diess auch

fiir die Werthe der Funktion F\x) eine bestimmte Zahlen-
reihe erzeugt, deren Glieder untereinander in einem organischen

Zusammenhange stehen. Der Organismus dieser zusammenhän-
genden Reiben ist in vielen Fällen geeignet, die Unbestimmtheit,

welche einzelnen Gliedern bei völlig isolirter Betrachtang
anhaftet, aufzuheben, wie wir weiter unten bei den Werthen 0,
ao und § sehen werden.

Gleichwol soll durch Vorstehendes der Fall keineswegs als

eine logische Unmöglichkeit ausgeschlossen sein, dass man die

Variation der Grundgrosse x von der letzteren Einschränkung

io das Gesetz einer bestimmten Reihe befreite und ihr ge-

stattete, nach den Vektoren einer Ebene beliebig nach allen

Richtungen hin sich zu verändern. Dieser Fall erfordert jedoch

immer eine besondere Festsetzung, da er zu den ungewöhnli-
chen gehGrt.

23. Die Vorstellung vom Unendlichen, obgleich sie eine

vOllig unzweideutige ist, erzeugt doch keinen Grössenwerth von

bestimmter Quantität. Demgeroäss stellt das Zeichen oo

eine Grosse dar, deren Quantität in ihrem Verhältnisse zur

Einheit in gewisser Hinsicht unbestimmt bleibt, wogegen die

Richtung jener Grosse vollkommen bestimmt ist und der der

positiven reellen Grössen genau entspricht.

Allgemein stellt die unter dem bestimmten Drebungs-

winkel a sich neigende unendliche Linie dar.

Erst wenn auch a unendlich gross, also seiner Quantität nach

unbestimmt wäre, wurde aoe*' eine nach Quantität undRicb-
tung unbestimmte unendliche Linie darstellen.

24. Die Null als GrOsse muss, wie jede andere in eine

mathematische Entwicklung eintretende GrOsse, in ihrem Ver-
bältnisse sur Einheit aufgefasst werden, kann also our als

unendlich kleiner Theil der Einheit gedacht werden. Hier-

durch überträgt sich die Unbestimmtheit des Unendlichen in quan-
titativer Hinsiebt auch auf die Null Diese Unbestimmtheit

i
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beeinträchtigt jedoch die Vorstellung von dem Werthe der Null

aar in untergeordnetem Grade, weil die Gräuse, welcher der

Nullwerth anstrebt, wen» man denselben im Geiste aus der Eiu-

heit so bilden sucht, eine fest bestimmte, nämlich der Nullpunkt
ist, also jener Werth niemals iwischen endlichen Grenzen schwa«.

ken kann. Die fragliche Unbestimmtheit macht sich vielmehr nur

bei solchen Operationen, wie z. B. der Division oder Wurzel-
aus ziehung geltend, wo die Null als Repräsentant des Bildungs-

gesetzes aus der Einheit erscheint und die umgekehrte An-

wendung dieses Gesetzes, also die Erzeugung eines unendlich
Grossen verlangt.

Wenn man also för die meisten Fälle aueh von derjenigen

Unbestimmtheit abseben kann, welche die Null in Röcksicht auf

Quantitfit darbietet, so verbleibt an ihr doch in Röcksicht auf

Richtung eine andere Unbestimmtheit im eigentlichen Sinne
des. Wortes. Der Null kann man nämlich jeden beliebigen
Drehungswinkel oder Richtungskoeffizienten zuschrei-

ben, also Oe« daflir setzen, worin a jeden Werth haben kann.

Wie wichtig dieser Umstand ist, erkennt man bei der Divi-

sion und Warzelausziehung, indem die Grösse ^= oce-«'

zwar unendlich gross, also derQeantität nach in gewisser Weise

anbestimmt, der Richtung nach aber ganz bestimmt Ist, da
ihr der Drebungswinkel — o angehört.

1 1
Hiernach ist = ao , dagegen =—<*>.

• r *

Bei der Wurzelausziehnng kann das Zeichen der Null

sogar die Quantität der zu berechnenden Grösse afßziren. Denn

ffir a>l ist

+° k
dagegen

Va = ar* = a~ »= a «7 Ä 0.
-o 1 1

Hiemach kommt es in vielen Fällen wesentlich darauf an, zu

untersuchen, ob dem Nullwertbe nach dem Wesen der Aufgabe

eine bestimmte Richtung zuzuschreiben sei, oder ob diese

Richtung willkürlich bleibe.

25. Es scheint m Wesen der Dinge s« liegen and
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für mathematische Untersuchungen ebenso notbwendig ab nflUlich

zu sein, dass man sich ünter dem Unendlichen nicht eine kon-
stante, «renn auch noch so grosse, Grösse, auch nicht einmal

einen momentan fixirten Werth einer Variabelen, sondern eine

in fortwährendem Wachsthu nie begriffene, also ewig ver-

änderliche Grosse denke.

Hiernach erscheint denn auch der Null wert h einer Grossen-

reihe als eine ewig veränderliche und zwar fortwährend abneh-

mende, dem Verschwinden, oder genauer gesagt, dem Nullpunkte
oder der Nullgränze ohne Ende sich nähernde Grösse.

Diese Auffassung entspricht auch der Unerschöpflichkeit des

Aktes, welchen das Denkvermögen bei der Vergegenwärtigung des

Begriffes vom Unendlichen zu vollziehen sich bemühet

Ausserdem gewährt dieselbe sofort eine klare Vorstellung von

dem Wesen der relativ unendlich kleinen und grossen Grössen,

welche, obgleich an sich oder absolut unbestimmt, doch sehr

wohl zu einander in ganz bestimmten und auch in unend-
lichen Verhältnissen stehen könne..

»
"

Ist nämlich vorgeschrieben, dass zwischen zwei Veränderlichen

x und y ein bestimmtes funktionelles Verhältniss y=F\x) stattfinde,

so werden den allmählichen Veränderungen von x gewisse ge-

setzmässige, durch jene Funktion bestimmte Veränderungen von

y entsprechen. Wird also für ein unendlich grosses oder kleines

x auch y unendlich gross oder klein, so kann doch der unendlich

grosse oder kleine Werth von x nicht gleich dem von y ange-

sehen werden: beide stellen sich vielmehr im Allgemeinen als

verschiedene Grössen heraus, welche stets in der durch die

fragliche Funktion bedingten Beziehung zu einander verbleiben,

eine Beziehung, welche je nach den Umständen das Verhält-
niss zwischen den unendlich grossen oder kleinen Werthen von

X und y ebenso wnl als eine bestimmte endliche, wie auch

als eine unendliche Zahl erscheinen lassen kann.

26. Schliesslich muss hinsichtlich der Unbestimmtheit des

Begriffes von 0 und oo in quantitativer Hinsicht oder des Be-

griffes vom unendlich Kleinen und unendlich G r o s s e n noch be-

merkt werden, dass das Verhältniss dieser Grössen zu endlichen
Grössen, obgleich nicht genau darstellbar, doch in der Hinsicht un-

zweideutig ist, dass das Gesetz, welches bei unausgesetzter Anwen-

dung jenes Verhältniss erzeugen würde, vollkommen bestimmt, nur

unerschöpflich ist, und dass überhaupt kein endlicher Werth

darunter gedacht werden kann. Demzufolge sieht die Mathematik die
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Warthe 0 und ao , vreoh sie isolirt oder aar in Verbindung mit

endlichen, voo Noll verschiedenen Wertben auftreten, gewöhnlich

auch wie bestimmte Resultate an.
• • • . ,

27. Was dagegen die Unbestimmtheit hinsichtlich der Rieb-
tuog der Null anlangt, so wird diese Unbestimmtheit zur unbe-

schränkten Will kflrlieh k ei t, sobald die Null völlig isolirt, ausser

Zusammenbang mit einer bestimmten Grossenreihe gedadht wer-

den 80ll.
' -

Dieser Fall kommt selten vor. In der Regel kommt die Null

als Anfangs- oder Endglied einer gewissen stetigen Reibe oder

einer Abtbeilung einer solchen Reihe in Betracht Aisdana

ist auch ihre Richtung oder ihr Dr ebungswinkel bestimmt,

und sie selbst erscheint als ein Ausdruck von der Form Oe"'.

So ist z. B. die 0 als erstes Glied der von 0 bis 90° wach-

senden Winkel entschieden positiv und demnach auch cosecO

als erstes Glied dieser Winkelreihe entschieden positiv =i=oo.
Als erstes Glied der von 180° bis 270° wachsenden Winkel ist

dagegen sin 180°= 0 negativ, also =—0 oder =0e*', und dem-

nach auch cosecJ80° als erstes Glied der letzteren Reihe nega-

1
tiv =-0=-».

Wenn man in der Funktion y—x—3 die Grundgrosse in den

reellen Zahlen von 0 bis od variiren lässt, so passirt y für x= 3

den Werth 0, indem einzelne Glieder dieser Reihe — 3, —2,
— 1, 0, 1, 2, 3 sind. Offenbar ist y für x= 3 als negativ an-

zusehen, sobald es als Endglied der negativen Abtheilung

dieser Reibe oder als derjenige Werth erscheint, welchen x— 3

für wachsende x bei x=3 annimmt. Dagegen ist y für a?=3
als positiv anzusehen, sobald es als Anfangsglied der posi-

tiven Abtheilung jener Reihe oder als derjenige Werth erscheint,

welchen *— 3 HOr abnehmende x bei ar=3 annimmt

Liesse man in der Funktion x— 3 die Grosse x durch die

stetige Zahlenreihe

-3V^1, 1-2^=1, 2-V=H, 3, 4 + 5+2^=1,

6+3V^l u. s. w.

laufen, so wflrde man für y die Reihe

> -3-3^=1, -2-2V^=l, -1-V^T, 0, l+V^,
2+2*^1, 3 +3V^l
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erhalten. Die diesseit dem Nullaliede liegenden Glieder dieser

Reihe wie — 3 -3V^l . =3(—J-Vr=:
l)= 3e"'^ haben den

Drehung«winket —'15°, die jenseit liegenden, wie 3-f
n

er 3(1 +V—l)=3e** den Drehung«winkel +45°. Jenacbdem
nun der durch Substitution von or=3 entstehende Werth y—0
als Endwerth der ersteren oder als Anfangswerth der letzteren

. _5<
Glieder erscheint, ist sein Richtungskoeflßzient —1—V—1= « 4

*,
oder resp. 1-f-V"— l= e*. Keinenfalls aber ist dieser Koeffizient,

wie bei der vorher betrachteten Substitution reeller Werthe von

x als positiv oder negativ anzusehen.

Welcher Werth dem Richtungskoeffizienten einer fflr x=«
sich annnllirenden Funktion y=f\x) gebührt, lässt sieh immer

leicht erkennen, wenn man in dem allgemeinen Ausdrucke filr jr

die absolute Quantität von dem eigentlichen R ich tun gs-

koeffizienten trennt. Die Substitution jr=o wird dann immer

die Quantität vony annulliren, dem Ric btungskoeffizienten
aber einen bestimmten Werth verleiben. Um aber den allge-

meinen Ausdruck für y zu erhalten, muss man, wenn der allge-

meine Terminus derjenigen Reihe, durch welche x variiren soll,

eine komplexe Grösse von der Form re9*^p-\-qi ist, vor der

Substitution x=a und vor der Trennung der Quantit&t von

dem Kichtungskoeffizienten der Funktion F(x), auch diesen

allgemeinen Terminus erst in die Funktion F(x) einfuhren, also

y=zF\Te9*) setzen.

In dem letztvorhergehenden Beispiele ist y=jr— 3. Der

Terminus der Reihe, durch welche x variiren soll, ist

*=3+2(i+V^i),
\

der allgemeine Ausdruck fär y also y—t(\ -f>V— 1). In diesem

Ausdrucke findet die Trennung der Quantität z vor dem Rich-

tungskoeffizienten 1 + \ — 1 bereits statt, so lange * positive

Warthe hat: würde t negativ = — %, so müsste der Ausdruck in

die Form (— 1 — V — 1) gestellt werden. Der Substitution x= 3,

wofür y= 0 wird, entspricht jetzt die Substitution z=0. Dieselbe

gibt als Endwerth der Glieder mit negativem s den Werth

y=0(—1—V —l)s=0e 5
, und als Anfangswerth der Glieder mit

i

n

positivem t deo Werth y =0(1 +V^I)=s0e*, wie vorhin.
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28. Der Termine« der Reihe für x wird eich immer In die

Perm x=m+ nV^=l und der allgemeine Auedrock der Funktion

y, nachdem dieser Werth von x darin gesetzt ist, in die ähnliche

Form y=sp-f-©V—-I bringen lassen. Eine Trennung der Quan-

tität von dem Richtungskoeflizienten führt dann die Form

herbei. Soll nun für einen speziellen Werth von x die Funktion

y=0 werden; so muss deren Quantität Vy>*+0Ä=O, aleo gleich-

zeitig p=0 und 9=0 werden. Hierdurch stellt eich der so be-

stimmende Ricbtungskoeffizient des dem speziellen Werthe von *
entsprechenden Werthes von y in die Form

P " + g 1 + 1 4AZn

r

— § "4" SV — 1.

Man sieht hieraus, das« es behuf Festeteilung des wahren

Werthes dieses Richtungskoefäzienten auf die Bestimmung von

Grössen von der Form % ankommt, wovon weiter unten in Nr. 31.

in grosserer Allgemeinheit die Rede sein wird.

In vielen Fällen entgeht man übrigens der Form wie die

Betspiele in der vorstehenden Nummer, sowie auch das nachfol-

gende Beispiel lehrt.

Es sei

y= - 26 -f (Zx + 42)V^l

und der Terminus der Reihe für x habe die Form a?=r2x—5V~-1.

Für x=6—5V"^1 öder ftlr z=3 wird y=0. Der Ricbtungs-

koeffizient dieses Nullwerthes ergibt sich aber als ein bestimmter

\Verth* wenn man den Terminus von x in die Funktion y setzt,

welche hierdurch

y=4x»-36-(Uz-42)Vr—

1

wird. Trennt man hierin die Quantität vom Richtungskoefäzienten,

so kommt
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Für *s=3 erhält man hieraus

worin

/ 12 7

V,Vl«3 V193

den gesuchten Richtungskoeffizienten darstellt.
9

I

In Nr. 32. wird gezeigt werden, wie sich der Richtungskoefu-

zient eines solchen Null wertheg ganz allgemein sehr einlach

mit gänzlicher Vermeidung der Form £ bestimmen lässt

29. Bei der gewöhnlichen Differenziation der Funktion

y=.f\x) wird, gleichviel ob diese Funktion reell oder komplex

ist, doch immer stillschweigend die Voraussetzung gemacht, dass

die Grundgrosse x in der Reihe der reellen Zahlen variire.

Ein allgemeineres Resultat wird gewonnen, wenn man annimmt,

dass x in einer Reihe komplexer Zahlen, welche auch keines-

wegs den Vektoren einer geraden, sondern irgend einer krum-
men Linie zu entsprechen brauchen, variire, so also, dass man
x = re9i oder auch =m + nt setzt, worin gleichzeitig r und tp

oder m und n variabel werden.

Allerdings kann man dasselbe Resultat auch dadurch erzielen,

dass man diesen allgemeineren Werth von x, worin nun r und <p

oder m und n Funktionen einer anderen unabhängig veränder-

lichen reellen Grösse z werden, in die Funktion y=F(x) sub-

stituirt and hierauf die Differenziation in Beziehung zu der reellen

Grundgrösse z vornimmt. Die Operation und ihr Effekt behält

jedoch den Charakter der Ursprünglichkeit und bessere An-
schaulichkeit, wenn man vorläufig x als Grundgrösse stehen

lässt und unmittelbar, die Veränderungen von y mit denen ver-

gleicht, welche den Variationen von x entsprechen, was in Folgen-

dem geschehen soll.

Wenn x die allgemeine Form

x = re?'=m+ m

hat; so entspricht diese Grösse den Vektoren OM einer Kurve

MN (Taf. III. Fig. 1.), für welche OA die positiv reelle Axe, O
der Anfangspunkt und die positive Drebungsrichtung von rechts

nach links angenommen ist.
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Die Funktion

y=F(x) = seV=p + gi

stellt dann ebenfalls die Vektoren OP einer Kurve PO (Taf. HL
Flg. 2.) dar, för welche 0/?als positiv reelle Axe angenommen ist.

•

Nach dem gewöhnlichen Prinzipe der Koordinatensysteme in

der analytischen Geometrie nimmt man in derselben Ebene, in

welcher die reelle Axe der x liegt, rechtwinklig auf dieser die

reelle Axe OC der y an (Taf. HL Fig. 1.) und trägt von den End-

punkte M der Abszisse x den entsprechenden Werth von y
als Ordinate MP auf, wodurch sich die Kurve PQ ergibt. Eine

solche Kombination der Koordinaten x und y beruhet lediglich

auf einer Konvenienz oder gemachten Voraussetzung: sie

ist für das allgemeine Abhängigkeitsverhältniss zwischen den

Werthen von x und y irrelevant, und wenn x und y komplexe
Werthe annehmen können; sogar unzweckmässig, weil diese

Werthe alsdann gar nicht mehr parallele Richtungen behalten,

die Vorstellung von rechtwinkligen Koordinaten also gänz-

lich aufbort.

Wie man die Kurven durch Koordinaten viel naturgemässef
und einfacher darstellen könne, ist im Situat ionskalku 1 gezeigt.

Hier begnügen wir uns mit einer getrennten Auffassung der

Werthe von x und y, und wenn dieselben als Koordinaten Ein

und desselben Punktes gedacht werden sollen, bleiben wir bei

dem eben erwähnten gewöhnlichen Prinzipe der analytischen Geo-

metrie stehen, indem wir dann nach Tat III. Fig.l. OA als posi-

tiv reelle Axe der x und OCals positiv reelleAxe der y ansehen

und die positiven Drehungen für Beide voo rechts nach links

30. Wenn x in der Kurve MN varürt, so erhält man

dx = dr.e9i+U9*rd<p=dm+dn.i,

Hierin sind r und <p oder m und n Funktionen irgend einer ande-

ren Veränderlichen 2, wessbalb dr und dq> oder dm und dn in

einem gewissen Verbältnisse zu einander stehen, welches von der

Natur der Kurve MN abhängt, und hier nicht näher betrachtet

zu werden braucht. In allen Fällen stellt das vorstehende Differen-

ziaJ dx die Linie y>/jV nach Grosse und Richtung dar. In

der Form dr.e^-r U&rdcp erscheint dieses Diflerenzial als die

Summe des Theiles AfÄ = dr. e?', welcher die Grösse dr der

Längenvariation des Vektors r und die Richtung e?' dieses Vek-

tors OM=zx bat, und des Theiles RN=ie9*.rdg), welcher die
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Grösse rd<p des der Winkelvariation vom Radius r entsprechen-

den Bogens und die rechtwinklig auf dem Vektor OM stehende

Richtung ief* bat In der Form dm+dn.i dagegen erscheint

jenes Differential als die Summe der Theile SN^dm und

MS = dn.i, welche resp. die Grossen der Längenvariationen

der rechtwinkligen Koordinaten m und n und die Richtungen
dieser Koordinaten haben.

Beseicbuet nun F(x) den Di fferenzi alkoeffizienteu der

Funktion yz=f\x) in Beziehung zu der Grosse« nach den ge-

wöhnlichen Begriffen der Differenzialrechnung, wie wenn * eine

reelle Grosse wäre, so dass also auch F(x) eine Funktion von

x bleibt, so ist das vollständige Differenzial von y

dy = F(x).dx~ F(x)(dr . ev* + Uff* .rdq>)

= F(x)(dm -f dn . •).

*

Das vollständige Differenzial von y wird also aus dem gewöhn-

lichen Differenzialkoeflizienten F(x) durch Multiplikation mit dem

vollständigen Differenziale von x oder mit der Linie AfN

erhalten.

In Taf. III. Fig. 2. stellt PQ das vollständige Differenzial dy

.dar. In Taf. III. Fig. 1. dagegen ist PQ, wenn man dasselbe auf

OA als positiv reelle Axe bezieben will, = dx -f idy.

Der gewöhnliche Differenzialkoeffizient F{x) seilt nach Obi-

gem immer das Verbältniss des vollständigen Differenzial«

von y zum vollständigen Differenzial von x dar. Hierdurch kann

natürlich jetzt, wo es sich um komplexe Werthe von x und y
handelt, nicht mehr die goniometrische Tangente des Neigungs-

winkels a der Linie PQ in Taf. III. Fig. 1. oder der Berührungs-

linie der Kurve PQ am Punkte P gegen die Axe OA dargestellt

werden. Vielmehr bat man in dieser Figur, wo

PQ=:dx+idy=dm+idn + i(dp+ idq) = (dm- dg) + (dn + dp)i

i«t,

8ino=ifa+^ co8<x = dm-dq ^«^m-dg '

31. Ee bleiben jetzt noch die Ausdrücke von der Form g zu

betrachten, auf welche sich mit Hülfe der Beziehung J= ao oder

-1=^0 bekanntlich auch die Ausdrücke von den Formen 0,
QO

qo, oo— », 0°, od0 , 1* zurückfuhren lassen.
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Wenn der Ausdruck g ganz Isolirt steht, bezeichnet er eine

in jeder Beziehung, also sowol nach Quantität, wie nach Rieh-

tun ff willlcfihrliche Grosse.

Als Glied einer Reihe von Werthen einer in allgemeiner Ge-

stalt gegebenen Funktion hat er jedoch einen bestimmten Werth.

F(x)
Ist nämlich

<J
der Spezialtverth des Ausdruckes

SgJ"
fär *=

sodass F(n) = 0 und f\a) = 0 und demnach = J wird ; so
fAß)

erhält man nach den Hegeln der Differenzialrechnung, wenn

Fix)» f(x) die ersten Differenzialkoeflizieuten der Funktionen

F(x), fix) bezeichnen, als besonderen Werth der Substitution x— n

Fja) F'ja)

fta)
- f{a)'

Wörde zufällig auch F(a) = 0 und /
T(n)=0, so mnss man be-

kanntlich zu den zweiten Differenzialkoefüzienten F"(x), fix)
übergehen, so dass dann

F(a) F(a) F»{u)

f{a)
- f{a) - /*(«)

ivird u. s. w.

Bei dieser Entwicklung setzt man gewöhnlich x als variabel

innerhalb der Reihe der reel I en Zahlen voraus. Denkt man sich

jetzt aber allgemeiner, dass x durch irgend eine beliebige stetige

Reihe komplexer Grossen variire , welche den Vektoren irgend

einer Kurve entsprechen, und dass in dieser Reihe der Spezial-

werth n (welcher ebenso gut reell wie komplex sein kann)

passirt werde, so findet man ganz auf demselben Wege, auf wel-

chem gewöhnlich das vorstehende Resultat erzielt wird, dass für

den Spezialwerth x—a der Bruch

Fjx) dFjx) Fjx).dx_ F{x)

fix) dflx)
- fix) .dx - fix)

sein müsse, indem das allgemeine Di Seren zial von x, gleich-

viel ob dasselbe reell oder komplex ist, aus Zähler und Nenner

verschwindet

Wie also auch die Grosse x durch den Spezialw ert

h

a passiren möge, immer behält der daraus entstehende
Anadruck 2 Ein und denselben bestimmten Werth:

Fja)_ Fja)

Aa) -/*(«)*
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So ist z. B. der Werth« von = ftir :r=7, welcher inx— /

„ Ix—

9

der Form • erscheint, stets =—j— =5, gleichviel ob x die

Reihe der reellen Zahlen 5, 6, 7, 8, 9 oder irgend eine stetige

Reihe komplexer Zahlen, wovon etwa 5

—

\f— 1, 6— iV^—l, 7,

8 + 1V=l » 9 + V~l einige Glieder sein mögen, durchläuft.

32. Nachdem man in den Stand gesetzt ist, den wahren

Werth eines Ausdruckes von der Form g zu bestimmen, kann

man nach der Andeutung in Nr. 28. auch stets den wahren Rich-

tengskoeffizienten der ftir x= a gleich Null werdenden Funktion

y= F\x) darstellen. Diese lässt sich jedoch noch einfacher durch

folgende Betrachtung bewirken.

Wird nämlich (Ür x= a die Funktion F(x)= F(a)=0, so

geht ftir diesen Werth die Kurve, deren Vektoren durch y darge-

stellt werden, durch den Nullpunkt Alsdann fallt aber ftir

den nächsten Fortschritt von x auf x -f dx der Werth von y
mit dem Differenziale dy zusammen, während für den nächsten

Röckschritt von x auf x— dx der Werth von y mit dem ent-

gegengesetzten Wertbe des Differenziale, also mit —dy
zusammenfällt. Der Richtungskoeffizient des annullirten Werthes

von y= F(o)= 0 ist also, wenn man denselben als Anfangs-
glied der fortschreitenden Reihe betrachtet, gleich dem von

dy=F(x)dx t und wenn man denselben als Endglied der rück-

wärts liegenden Reihe betrachtet, gleich dem von —dy
=— F{x)dx für x— a.

So hat man für das Beispiel in Nr. 28. , wo

y=**- 26 +(3* + 42)^=1 und ar=2i-5Vr~l

war,

<fr=(2* + 3V
>

=i)£r und dx= 2dz.

also

dy=2(4i-7V
r:=:

T)<fa.
,

Für *=6—5V— 1 oder ftir 2=3 wird y=0. Da aber ftir diesen

Werth dy=2(12—7V
r=

I)d* wird, so hat jener Nullwerth densel-

ben Richtungskoeffizienten , wie die Grosse 2(12—7V—-T) 'oder

wie die Grösse 12— 7V"^"l, mithin den RichtungskoefuYieoten

*
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Wurde für x~a auch dy—O, so müsste man den Richtung»*

koeffizienten von F(u)=0 aus dem des zweiten Diiferenzials

von y , also aus dem von d?y bestimmen , n. s. f.

III. Stetigkeit.

33. Jede Funktion y = F(x) hat die Eigenschaft, allmäh-
lich sich verändernde, d. h. nur durch unendlich kleine Dif-

ferenzen unterschiedene Werthe zu liefern, wenn die Grund-

grosse x in irgend einer reellen oder komplexen Zahlenreihe

allmählich variirt, dergestalt also, dass bei der Variation von x
der Endpunkt des Vektors y eine zusammenhängende Linie

beschreibt. Ausgenommen hiervon ist nur der einzige Fall, wo
ttir einen gewissen Werth x—a die Funktion y unendlich wird.

Da x allgemein eine Funktion einer reellen Variabelen z ist,

so » ollen wir der Einfachheit wegen auch y sogleich als Funktion

von z betrachten, indem wir annehmen, z variire allmählich io

der Reibe der reellen Zahlen. Setzt man y=zp + qi, so sind p
und 9 reelle Funktionen von z. Da für z + dz die Funktion y in

y+dy = p+dp + (q + dq)i übergeht und dy= dp+dq.i ist, so

erkennt man, dass, so lange p und q reell und endlich blei-

ben, für ein unendlich kleines Inkrement von z auch das lokre*

ment von y unendlich klein ist Sondert man in der Funktion y
die Quantität r von dem RichtungskoefTizienten ab, schreibt also

y = r(m + ni) , so wird

y+ dy= (r + dr) [ro fdm + (* + dn) {] ,

woraus erhellet, dass, so lange/» und q, also auch

r= VpMV und m=—=JL==-, n=

reell und endlich bleiben, sowol die Quantität, als auch die

Richtung von y nur allmählich sich ändern.

Die Ausnahmen können hiernach nur in solchen Fällen ge-

sucht werden, wo die Grosse p oder q komplex oder wo sie

unendlich wird. Angenommen, p sei nur bis zur Gränze z~e
reell und werde dann, ohne einen unendlich grossen Werth
anzunehmen, komplex =p'-\-p"i t

worin p' , p" reelle Funktionen

von z sind, während für den Gränzwerth z=c die Grosse p=pl

ist. Da offenbar p* , g' der allmählichen Veränderung unter-

worfen sind und für z = c die Funktion p=p'=zpl und p"=sQ
wird, so folgt, dass, wenn z den Werth c passirft, die Grösse p

Theil XXVIII. 11
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doch immer nur mit allmählicher Veränderung ihrer Quanti-
tät aus dem reellen in den komplexen Zustand übergehen kann.

Was die bei diesem Uebergange erfolgende Veränderung der

Richtung der Grosse p betrifft, so wird dieselbe ebenfalls in

allen den Fällen eine allmähliche sein, wo der Spezialwerth pl

von p für x= c nicht gleich null wird. Wäre dieser Werth aber

gleich null, so würde p seine reelle Richtung plötzlich in die

der komplexen Grosse dp'+dp".i angebörige Richtung verwan-

deln. Eine solche plötzliche Richtungsveränderung von p hat

jedoch, da sie mit einer vollständigen Aonullirung von p
verbunden ist (indem nun fär zz=c gleichzeitig p'=0, p"z=:Ot

also p = 0 wird), erst dann eine plötzliche Veränderung der

Richtung der Gesammtfunk tion i/=p-f qi zur Folge, wenn
für den Gränzwerth z— c gleichzeitig auch q gleich null wird.

Immerhin wird, selbst in dem letzteren Falle, wo die Grosse

p oder die Grosse q för z = c anfangen komplex zu werden,

gleichzeitig aber beide Grössen durch den Nullwerth gehen,

der Zusammenhang der Wertbe der Funktion y nicht zerrissen

sein, da fär p=0, 9=0 die ganze Quantität von y null wird

und alsdann die plötzliche Richtungs verän derung jenen

Zusammenhang nicht stört

Hiernach bleibt nur noch der Fall zu betrachten, wo p oder

q t also die Quantität r von y für i— c unendlich gross wurde.

In diesem Falle, (wo der Nenner von p oder q den Nullwerth

passirt, wird im Allgemeinen auch eine plötzliche Richtungs-
veränderung von p oder q, also auch von y eintreten und der

Zusammenhang der Werthe von y vernichtet sein. Auch
wenn keine Richtungsveränderung eintritt, kann man den Zusam-
menhang als getrennt betrachten, sobald y für t = c einen un-

endlich grossen Werth annimmt.

34. Obgleich nach Vorstehendem eine allmähliche Verän-

derung der Funktion y = p + qi= r(m -f- ni) immer besteht, wenn
auch p oder q komplex werden, so nimmt doch, wenn der

letztere Fall eintritt, sofort sowol der Ausdruck r für die Quan-
tität, als auch der Ausdruck m-f-nt für den Richtungskoef-
fizienten eine andere Form an; die Funktion y ändert also ihre

Konstitution oder ihren Charakter, indem die Trennungin Quan-
tität und Richtungskoeflizienten in anderer Weise geschehen muss.

Dieser Umstand hat auch zur Folge, dass für den Gränz-

werth x= c, für welchen er eintritt, die sonst zusammenhän-

gende Reibe der Wertbe des Djffer enzials dy eine plötzliche
Unterbrechung erleidet, indem jedenfalls die Richtung von
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dy sich abrupt ändert, dergestalt, dass*°die durch die Endpunkte

der Vektoren y gebildete Linie für z= c eine scharfe Ecke oder

einen Knick erhält

Die wahre Bedingung für die Stetigkeit einer Funktion

raus* nun darin gestellt werden, dass die Funktion solche plota»

liebe Störungen in ihrem Charakter oder in dem durch sie reprä-

sentirten Gesetze nicht erleide, dass also für keinen endlichen

Werth r=rc die Grösse p oder q komplex oder unendlich
irerde. Von einer solchen Funktion wird dann auch der erste

Differenzialkoeffizient und demgeraäss auch der zweite und

überhaupt jeder höhere Differenzialkoeffizient eine ste-

tige Funktion darstellen. Die durch die Endpunkte der Vek-

toren y gebildete, im Allgemeinen krumme Linie wird mithin

nicht bloss eine fiberall zusammenhängende, sondern auch

eine solche sein, deren Richtung sich nur allmählich ändert,

welche also nirgends einen Knick enthält.

Für das DifferenziaJ von y hat man nämlich den Ausdruck

tly = dp + dq.i. Bleibt nun p und q stets reell, so muss offen-

bar auch dp und dq stets reell, das Differential dy also stetig

Tarlabel bleiben. Denn da der benachbarte Werth von p gleich

p+dp ist, so muss, wenn p und p^dp reell sein sollen, auch

dp reell sein, was auch für dq gilt.

Wird dagegen von x= c an p komplex, so muss, da dann p
reell und p + dp komplex ist, dp komplex werden, was eventuell

auch von dq gÜt. Wenn nun auch die Quantität des Differen-

zials von y, welche durch V"dp* + dq* dargestellt ist, bei dem
Komplexwerden von dp oder dq, als unendlich kleine Grösse,

welche bei genügsamer Verkleinerung von dz bis auf den Nu II-

werth gebracht werden kann, nur allmählich sich ändert, so

wird im Allgemeinen fär diesen Fall doch der R ich tun gsko ef-

fizient des Differenztals dy t welcher durch

dp dq .

\Tdp*+dq* Sfdp*+ d?

dargestellt ist, einen plötzlichen Sprung machen, weil das

Verhältniss »? es thun wird.

35. Zur Erläuterung der beiden vorstehenden Nummern mögen
folgende Beispiele dienen, in welchen die Funktion y immer in

ihre Quantität und ihren RichtungskoeiTizienten getrennt, also in

die Form r(ro+ ni) gebracht ist.

11»

Digitized by Google



156 SekiWtr: Veber da» Wesen der Funktionen, instes. über

a) Die Funktion y=VJ^i^ + ^2^"0 wechse,t anf

der Grfinre z= 3 ihren Charakter, indem von da an p und g
imaginär werden wOrden. Jenseit dieser Gränze ist dieselbe in

die Form y'=\T^(—~^ + -L^l) ™» bringen. Die Quan-

tität von y schreitet filr z = 3 allmählich dnrch den Noll-

werth; der Richtungskoeffizient wechselt aber plützlich,

indem sich der Drehungswinkel um 90 Grad ändert Der Diffe-

renzialkoeffizient

dy L_/_ J .L^jrrt
dt ~~

2V3=i V V2 V2 v V
i

wird fiär z = 3 unendlich, und da für höhere Werthe von z die

Grösse \fJ=l imaginär wird, so ändert sich mit x=3 plötzlich

seine Form in

also auch seine Richtung. Man erkennt, dass durch die End-

punkte der Vektoren y bis zum Gränzwerthe z=3 die um 45 Grad

gegen die positiv reelle Axe OA geneigte gerade Linie MO
(Taf. III. Fig. 3.) und dass Ober jenen Gränswerth hinaus durch

die Endpunkte der Vektoren y
% die unter dem Winkel von 135 Grad

geneigte gerade Linie ON dargestellt wird, dass also die ge-

gebene Funktion, welche für z = 3 ihren Charakter ändert, den

gebrochenen Linienzug MON in der durch die Pfeile ange-

deuteten, einen fortwährenden Zusammenhang bekundenden

Fortschrittsrichtung repräsentirt. Hierbei ist die Wurzelgrüsse

stets als positiv gedacht; nimmt man sie negativ, so kommen
die Verlängerungen der Linien MO, ON zur Erscheinung.

b) Die Funktion y=~= + ~r2
^"=1) wechselt för

z= 3 ihre Form in y> = Für den

Granzwerth z=3 wird ihre Quantität unendlich, während

ihre Richtung um — 90 Grad sich ändert Der Zusammen-
hang des durch die Endpunkte von y dargestellten Linienzuge*

wird also für z= 3 zerrissen. Während nämlich in Taf. III. Fig. 4.

für wachsende z die Funktion y die Gerade OM in der durch

den Pfeil angedeuteten Fortschrittsrichtung darstellt, ergibt jen-

seit der Gräoze z= 3 die Funktion y' für ebenfalls wachsende x

die Gerade NO in der durch den Pfeil bezeichneten Richtung,
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in «reicher sie mit dem ersten Zweige ÖJIf in keinem Zusammen-
hange steht.

c) Die Funktion .y= (2+VT^)^ + ^V^T) ändert

für 2= 3 ihren Charakter und nimmt für grossere Wertbe eine
Form an, weiche sich durch folgende Rechnung ergibt:

t - <2+ V7=3 V=I) (Jj + i V=l)

Bei diesem Uebergange erleidet zwar die Quantität und anch
die Richtung nur eine allmähliche Veränderung. Der Diffe-
renzialkoeffisient, welcher gleich dem von g aus dem Bei-
spiele a) ist, wechselt plötzlich seine Richtung, wesshalb sich
für x=3 ein Knick in dem fraglichen Linienzuge ergibt. Die-
ser Linienzug ist der durch Taf. III. Fig. 3. dargestellte, wenn

man die scharfe Ecke in den durch + ~ ^=I1
) darSe

stellten Punkt traosportirt.

d) Die Funktion y = r
(y=J^ + vf^H *ndert

ihren Charakter von dem Werthe z= 3 an, fflr welchen y— r
wird, während sie für grossere Werthe y in der Form

ganz reell bleibt. För den Werth i = 4, för welchen y'=:g=0
wird, tritt abermals ein Wechsel des Charakters ein, indem för

höhere Werthe rein imaginär wird und die Form

annimmt

Der Linienzug, dessen Vektoren die Werthe der gegebenen
Funktion darstellen, ist der Umfang des Quadranten MNO (Taf. III.

Fig. 5.) vom Radius r. Indem y von x=r - od bis z=3 dem Kreis-
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bogen MNy ferner von 2 = 3 bis z= 4 den Radius NO and
y" von x — 4 bis z= » den Radius 031 ergibt.

e) Die gewöhnliche Gleichung des Kreises ist

worin nach den gewöhnlichen Prinzipien der analytischen Geome-

trie * die Abscisse und Vr*—x% die rechtwinklige Ordinate be-

zeichnet Trennt man darin die Quantität vom Richtungskoefti-

/z Vr5^!* j T\
zienten, so nimmt diese Gleichung die Form jr =r( -+ —V —1 1

an. Von z —r an aufwärts und von z
——r an abwärts ändert

die Gleichung ihren Charakter und man erhält daför den reellen

Ausdruck y'=z— V z*— r*. Hieraus folgt, dass y von z=— r

bis z = + r den oberen Halbkreis MNP (Taf. HI. Fig. 6.), dage-

gen y* von z=r bis z=oo den Radius PO und von z=— r bis

:sr— oo die unendliche Verlängerung MO des Radius OM dar«

«teilt. Nimmt man die Wurzelgrüsse negativ, so stellt die Funktion

in ähnlicher Weise den unteren Halbkreis und die Linie MO
und PA dar.

36. Bei der ge wohn liehen Behandlung des Minuszei-
chens kommt man» wie weiter oben schon mehrfach gezeigt ist,

leicht in die Lage, eine Funktion als identisch mit einer anderen

anzusehen, von welcher sie in der That sehr verschieden ist, in-

dem man die Ungleichheit der ganzen Umwälzungen, welche

gewisse Grössen in beiden Funktionen machen müssen, um das

beabsichtigte Resultat zu erzielen, unbeachtet lässt und demzu-

folge unvermerkt einen reellen Ausdruck mit einem komplexen
verwechselt.

Bei der genauen Berücksichtigung aller Umstände nach dem
ersten Abschnitte dieser Abhandlung wird man sich immer vor

derartigen Irrthuroern schützen können. Ein ferneres Beispiel zur

Erläuterung dürfte indessen nicht unnütz sein.

Für die gewöhnlichen Koordinaten der analytischen Geome-
•

trie stellt y — \Tx% die Gleichung der Neil* sehen Parabel

dar. Da y für x und —x denselben Werth darzustellen scheint,

so nimmt man an, die beiden kongruenten Schenkel OM, ON
(Taf. III. Fig. 7.) seien das Resultat derselben eben genannten

Funktion, indem man darin x stetig von — oo durch 0 bis +oo
variireo lasse.

Bei allgemeinerer Auffassung und wenn man alle Grössen auf
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Ein und dieselbe reelle Axe OA bezieht, müsste man der Glei-

chuug dieser Karre die Gestalt

geben, and es mtisste, wenn beide Schenkel MO, ON durch
»

diese Funktion dargestellt sein sollten, sowol filr positive,

wie für negative x reell bleiben. Die hierin liegende Täuschung

erkennt man, wenn man beachtet, dass in der Funktion V"x\
wenn sie stets dieselbe bleiben soll, die Grösse x immer nur mit

derselben Zahl von Umwälzungen, also entweder mit gar keiner,

oder mit Einer *oder mit zwei Umwälzungen , d. b. entweder als

xe0*, oder als xe**', oder als are*** u. 8. w. gedacht werden darf.

Jenachdem man die erste, zweite, dritte Annahme macht, ist

dann aber auch —x oder xc 1** resp. gleich xent, oder gleich xe* 71 *,

oder gleich xe6ni u. s. w. zu setzen. Hierdurch ergeben sich fol-

gende zusammengehörige Wertbe.

Für keine Umwälzung von x:

I

x=zxeoi
, yz=x*eoi = Vx1

,

— x= xt"\ y = xUW= Vx*(-i +^ \T-\) ;

für eine Umwälzung von x:

x= xe™. y= xU\*i= Vx*(—\ -^ V^T),

— x= x*** t y = x\e**i= Vx*i

für zwei Umwälzungen von x:

*= xe**i, y = x\e**i= Vx*{-\ +~ \T=i)
,

Die Funktion, welche ffir positive x den Schenkel 019 er-

zeugt, liefert also für negative x keineswegs den Schenkel OM,
sondern eine ganz andere Kurve, deren Ordinate y nicht mehr

reell, sondern komplex ist. Die Funktion dagegen, welche

filr negative x den Schenkel OM ergibt, stellt für positiv«

x eine ganz andere Kurve mit komplexer Ordinate dar, und tiber-

haupt kann aus Vx9 für negative x nur dann ein reeller Werth
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hervorgehen, wenn man sieh x als mit 1 oder 4 oder 7 oder 10
u.s. w. ganzen Umwälzungen behaftet denkt

37. Ohne Berücksichtigung der geometrischen Bedeutung der

imaginären Grossen und der Regeln des ersten Abschnittes kann

das Wesen einer Funktion ganz unverständlich werden.

Ein Beispiel hierzu liefert die Funktion x*. Für negative

Werthe von x nimmt dieselbe die Form y= =r~p
an. Lüsst man jetzt x stetig von 0 bis qo variiren, so würde

dies« nach der ge wohnlichen Auffassung f3r y immer nur dann

einen brauchbaren, nämlich reellen Werth liefern, sobald x
einen Bruch mit unpaarem Nenner darstellt. * Wäre dagegen

dieser Nenner paar, so würde y einen unbrauchbaren, nämlich

imaginären Werth annehmen. Für die irrationalen Werthe
von x wOsste man aber nicht, ob dieselben als Zahlen mit paa-

rem oder mit unpaarem Nenner anzusehen sein, ob dieselben also

einen möglichen oder einen unmöglichen Werth von y
lieferten.

Die durch die Vektoren y dargestellte positiv reelle Axe oder

die nach gewöhnlichen Prinzipien mittelst rechtwinkliger Koordi-

naten durch die Gleichung y= .

*
dargestellte Kurve würde

hiernach nicht wie ein zusammenhängender, sondern wie ein

punktirter Linienzug erscheinen.

Ganz anders und verständlicher gestaltet sich das Wesen der

gegebenen Funktion bei allgemeinerer Auffassung der algebrai-

schen Grossen.

Denn setzt man — x=zxeni
, so ergibt sich

y=(—x)-' = -L e-**i=^ [cos(-'OT) + iin(—**) V^T].

Hiernach stellt ganz einfach y einen Vektor dar, dessen Länge

—
s und dessen Drehungswinkel — xn ist Die Endpunkte aller

dieser Vektoren bilden eine Kurve MN (Taf. III. Fig. 8.), fär welche

man gleichzeitig x= 0, y=»eoi= + oc und ar=a>, y= Oer- «•

hat, also eine Kurve, an deren einer Seite die Axe OA Asym-
ptote ist und deren andere Seite sich in unendlichen Windungen
um den Nullpunkt schlingt.

36. Manche Kriterien, welche man für die Stetigkeit einer
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Funktion aufgestellt findet, und wobei ausserdem nur an den spe-

ziellen Fall reeller Funktionen gedacht ist, erweisen stell als

unzugänglich.

Wenn z.B. gesagt wird, die Funktion y= F(*> bleibe

an der Stelle *= | kontinuirlicb oder erleide daselbst
eine Unterbrechung der Stetigkeit, jenaebdem die Dif-

ferenz

mit d und « gleichzeitig verschwinde oder nicht, der-

gestalt, dass für gewöhnliche rechtwinklige Koordinaten die Glei-

chung y = F(x) flir x = t=OR (Tat III. Fig. 9.) zwei verschie-

dene Werthe RN und RP liefere, von welchen der eine RN das

Endglied der rückwärtsliegenden, den Abscissen |

—

t entsprechen-

den Reihe, der andere RP dagegen das Anfangsglied der vor-

wärtsliegenden, den Abscissen |+d entsprechenden Reibe sei, so

erkennt man nach dem Früheren leicht, dass bei dieser Definition

zwischen Zusammenhang und wahrer Stetigkeit nicht un-

terschieden ist, indem hiernach auch ein eckiger Zog, wenn er

nur nicht zerrissen wäre, als ein stetiger erscheinen konnte,

ferner dass zerrissene Züge wie die in Taf. III. Fig. 9. fingir-

ten JhfiV und PQ durch ein und dieselbe Funktion bei stetiger

Variation von x überbauet gar nicht dargestellt werden kön-

nen, dass auch eine Funktion für gewisse Werthe von x nicht

eine grossere Anzahl von Wertben liefern kann, als fär

andere.

Der Werth F(£+<5) kann von dem Werthe F{%— c) für ver-

schwindende 6 und t nur in dem einzigen Falle verschieden sein,

wo beide unendlich gross werden, und diess ist der einzige Fall,

in welchem nach No. 33. der Zusammenhang der Werthe der v

Funktion y aufgehoben wird. In jedem anderen Falle sind beide

Werthe gleich. Wären sie gleich null, so konnten zwar ihre

Richtungen verschieden sein; da aber ihre Quantität gleich null

ist, so liefert diess doch noch keine Trennung. Ueber eigent-

liche Stetigkeit sagt also die Gleichheit der gedachten beiden

Werthe gar nichts aus, diese Gleichheit besteht vielmehr auch

bei nicht stetigen Funktionen, z. B. bei der Funktion VT^x
fär x=l, wo dieselbe imaginär wird und eine scharfe Ecke zeigt,

wogegen doch F(| + d)= VI— (l + d)= und fft-f)

= V 1— (l— »)= V« (Qr 9= 0 und t = 0 beide einander gleich

werden.

39. Es versteht sich von selbst, dass man durch beson-
dere Festsetzungen aus einer stetigen Reihe von Grossen
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gewisse Werthc von der augenblicklichen Betrachtung aussenHes-

sen kann. Hierdurch kann man künstlich die Stetigkeit einer

Funktion beschränken , ohne jedoch die in ihrem wahren Wesen
liegende, natürliche Stetigkeit im mindesten zu ändern.

So kann man sich s. B. vornehmen, nur die reellen Werth«
einer Funktion in's Ange an fassen, wie es die gewöhnlichen

Lehrbücher der analytischen Geometrie thun. Durch eine solche,

auf Willkür beruhende Ausschliessung der imaginären Werthe
kann eise Funktion von einem gewissen Werthe ihrer Grund-

gTüsee an plötzlich aufhören, Werthe au liefern, wie s. B.

die Funktion + Vr1-!1 von x= r an.

Wenn man will, kann man die so abgebrochene Reihe der

Werthe einer Funktion mit einer anderen Reihe von Werthen in

Verbindung setzen, welche diese Funktion liefert, wenn man ihre

Viel deuti gkeit berücksichtigt, also die Reihe der Werthe von

-I- W»-.t» filr x——r bis x= + r mit der Reihe der Werthe

von — Vr4"— für x—-\-r bis x—— r, durch welches Verfah-

ren sogar ein Linienzug, nämlich der obere Halbkreis, mit einem

anderen Linienauge, dem unteren Halbkreise, in eine «te-

tige Verbindung gebracht werden kann.

Durch eine derartige Ausschliessung der imaginären Werthe
kann, auch ein Linienzug wie der in No. 37. in eine diskonti-
nuirliche Reibe von Punkten verwandelt werden.

Noch weiter wird die künstliche Beschränkung in der

Variation der Funktionen durch diejenigen Untersuchungen ge-

trieben, welche den gewöhnlichen Gegenstand der unbestimm-
ten Analytik oder der Theorie der Zahlen ausmachen, in-

dem man hier nicht bloss die imaginären, sondern von den reellen

auch noch die irrationalen oder die gebrochenen Werthe
ausschliesst und sein Augenmerk lediglich auf die rationalen

oder gar nur auf die ganzen Werthe richtet.

Solche Untersuchungen sind offenbar zulässig und zu ge-

wissen Zwecken sogar sehr nützlich; man darf aber darüber

sieht die allgemeine Natur der Funktionen vergessen und eine

willkürliche Bedingung, wodurch diese Allgemeinheit beschränkt

wird, unvermerkt als ein im Wesen der Funktionen lie-

gendes Gesetz betrachten.
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VIII.

Allgemeine Theorie der Krümmung der Flächen ffir

jedes beliebige rechtwinklige Coordinatensystem.

dem Herausgeber.

In einer früheren Abhandlung habe ich die Theorie der Krüm-
mung des allgemeinen dreiaxigen Ellipsoids nach einer besonderen

Methode entwickelt, und dort zugleich bemerkt, dass die gewöhn-

liche Darstellung der allgemeinen Theorie der Krümmung der

Flächen Oberhaupt nicht sehr geeignet sei, am von derselben mit

Leichtigkeit Anwendungen auf besondere Arten der Flächen zu

machen, weil dabei meistens eine grössere Anzahl von Transfor-

mationen der Coordinaten *in Anspruch genommen werde, wenn

auch. in dieser Beziehung namentlich in dem bekannten Werke
von Moigno allerdings schon einiges Verdienstliche geleistet

worden sei. Ich werde daher nach einer ganz ähnlichen Methode

wie die, durch welche ich in der vorher erwähnten früheren Ab-

handlung, wie ich glaube, zu manchen sehr bemerkenswerthen

Resultaten in Betref des allgemeinen dreiaxigen Ellipsolds ge-

langt bin, In der vorliegenden Abhandlung die Theorie der Krfim*

mung der Flächen ganz im Allgemeinen in einer solchen Weise
entwickeln, dass die aus dieser Entwicklung sich ergebenden

Formeln ohne Irgend welche Transformation der Coordinaten eine

unmittelbare Anwendung auf alle besonderen Arten der Flächen

gestatten. Die Gewinnung solcher ganz allgemeinen Formeln ist

das Hauptziel, welches diese Abhandlung zu erreichen sucht, so

dass ich mich also in derselben auf die Eotwickelung mancher

allerdings sehr interessanten , aber meistens schon bekannten Re-
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lationen zwischen den Krümmungshalbmessern verschiedener ebe-

ner Schnitte der Flächen ausführlicher nicht einlassen werde.

L

Indem wir immer bloss rechtwinklige Coordinaten au Grunde
legen und die veränderlichen oder laufenden Coordinaten durch

X, F, Z bezeichnen, sei

f{Xt F, Z) = 0

in Allgemeinen die Gleichung der gegebenen krummen Fläche.

Ein beliebiger, aber bestimmter Punkt dieser krummen Fläche

sei (.ryx), so dass also auch

f(*. 9» *>=°

tot ; wenn aber f{x, y, x) im Allgemeinen als eine Function dreier

veränderlicher Grössen betrachtet wird, so soll im Folgenden

gesetzt werden. Alle im Folgenden vorkommenden Differential-

quotienten von m sind partielle Differentialquotienten.

Die Gleichung der Berührungsebene der krummen Fläche in

dem Punkte (xyi) ist naeh den allgemeinen Lebren der analyti-

schen Geometrie:

|(*-x)+|(F-y)+g(Z-l)=0.

Die Gleichung einer beliebigen durch den Punkt (xyx) geleg-

ten Ebene sei

A{X-x) + Ä(F-y) + C(Z-z)=0.

Dann sind die Gleichungen der Berührenden der Curve, in wel-

cher die Fläche von dieser Ebene geschnitten wird, in dem Punkte

(xyi) dieser Curve:

A{X-x) + Ä(F-y) + C(Z-z) = 0,

Aus diesen beiden Gleichungen folgt, wenn G einen gewis-

sen Factor bezeichnet:
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also sind

jr-*=G(Ä£-cg).

X—x _ F-y ^ Z-i
au 8m" aM a«~ a« duB&~% C$x-Ah A

Bj"BBi

die Gleichungen der in Rede stehenden Berührenden, wobei wir

gleich bemerken wollen, da»« wir dieCurve, in welcher die durch

die Gleichung

A*, r, z) = o

charakterisirte Fläche von der durch die Gleichung

A(X-x) + B(F-y) + C(Z-x)=0

charakterisirten Ebene geschnitten wird, im Folgenden der Käme
wegen überhaupt den Schnitt nennen werden.

Ist nun

A'(X-x) + B*(F- y) -f C'(Z - x)=0

die Gleichung der Normalebene des Schnitts in dem Punkte (xyz),

so ist nach den Lehren der analytischen Geometrie:

A* * V
du du Bu Bu du du'Bfr-% C^- A& A

fy-
B&

*

und folglich

die Gleichung der Normalebene des Schnitts in dem Punkte (xyz)

desselben.

Also sind

A(X-x) + B( F-y) + C(Z- x) =0,

die Gleichungen der Normale des Schnitts io dem Punkte (*y*).
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Aus diesen beiden Gleichungen folgt, wenn G' wieder

gewissen Factor bezeichnet:

Z-,=CM(cg-^_B(^-c|),;

oder :

Z- I = GMC(^g + Ä|+cg)-(^ + IP+^|;

X—x

^
Z—

i

die Gleichungen der Normale des Schnitt« io dem Punkte (xyx)

desselben

Für einen «weiten Punkt (d-tfiZi) de« Schnitts^ wo also

und

4*-«k) + + a*-«i)= 0

ist, sind die Gleichungen der Normale des Schnitts eben so:
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A(A% + B$±+C Jj)-<*+ *«+ Cr)g
=

Z— %t~
C(Ag +Bg + cg>-(*+ ß'+ C)g

'

wir also der Kürze

»

ü =A(A% + B | + C + C->|

F, = «(.rfg+fig +cg) - </<*+«»+ C»)g

.

so sind die Gleichungen der beiden Normalen des Schnitts in den

{xyt) and foftZi):

Jt-j-fo -x) _ F-y—(y, -,) _ Z- fr, -,)— wr~ m—
Aus diesen Gleichungen erhält man, wenn X, Y, Z die Coor-

dinaten des Durchschnittspunkts der beiden Normalen bezeichnen

:

U - y - w - VVX
— VUX

» Digitized by Google



168 Grünere Allgemeine Theorie der Krümmung der Flächen

oder, wie man nach einer leichten Transformation des Brochs auf

der rechten Seite sogleich findet:

X-, Z-, F-^(F,-FHfi:^
xt
—x xx

—x

Nach dem Taylor'schen Lehrsätze ist

«i-"=^ (*, -x) +^ (y! - y)+% (xt -*i)+R,

wo R eine Grosse bezeichnet, die in Bezug auf die Grossen

xv
—x f yi— y, %i

— * von der zweiten Ordnung ist. Weil aber

u,—«=0 ist, so haben wir die beiden folgenden Gleichungen:

du
, % ,

du, x . 3m . % D

oder:

^fo -*) + £(y, -y) + Cft -x)=0;

, yt—y . 3« ^i — ^ __ R
aar
+ öy*jrj—x^dx — * xt

— ;

aus denen sich leicht:

c
du

A
fa CR

yi-y £r cfc

M bu n du BR
*j — z dy cur — x

ergiebt. Weil R in Bezug auf — x t y, -y, ii — x von der

»weiten Ordnung ist, so nähern

BR CR
X\"—X X\-~X

sich offenbar der Null, wenn x sich der Null nähert; also

ist, immer anter der Voraussetzung, dass x%
sich der Null

nähert:
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^ du .du du _ du

* dom du xx—x n du rdu

Ferner ist nach dem Obigen:

Nach dem Taylor'scben Lehrsatze ist nun

du 0*1» 6^1 o2ii

a£-^ = fiü^ (*> "*> +v -*> + äp"z <*'
- 1>

+

R
-

9«! ÖM 6*W 3*11

vro die Grössen R', R", R" io Bezug auf xx
— x, y,— y, x

von der zweiten Ordnung sind. Weil nun

9*4 du

*1 — ar

— x

du

— :r

cxfy otj*'xx
— x T öyöz *|—x^

x

x
—x

^ az = a*w +
8*11 y,-y . ^ , R"

jr,— ar BzSar
+

cyöz ' xx
— * + Bi* ' x

x
— * + xx

—

.

ist, und die Grffasen

R' R" R*

xx
— «r — j?|—x

Theil xxvin. 12
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sich der Null nähern, wenn a^—x sich der Noll nähert, so ist,

immer «ftter der Voraussetzung, dass x sich der Null nähert:

Lim =
K» +KS L,ra + *a*

L,m
x,-x

a«, 8m

a?/i a«

also nach dem Obigen:

3u, 8« r—-A-
, dF.'Si 3*«

,
3»a 3«

Uml^=T=S?+ hxSj,- R3» r«?ß
37
_t

3»

a*«
/l
3ff~

c
8^

+ 335' 4,3» „3«'

3«. 3« C--^
37,

~ fu 3*« , 3* ^3» 3»

L,m^ * =8^ + 87«
-

TalTTsi.

^a«

a«, 8« c—— 4 —
är— 8i a1« jp« 8g az

Lim =
drtz

+ 8y8r ' du Bu
1 Bfo~€ 8y

vhi
A
dy da.

+
8r* Tau „8*

*
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Hiernach erhalten wir nun nach gehöriger Substitution mittelst

leichter Rechnung, wenn der Kürze wegen

und

gmetst wird

:

»7Lim F U» fi^i? = CC^+ÄM-^

.

s*i
—x X\ — x

j2
(?M £

I

Weil nun aber bekanntlich der Mittelpunkt des Krümmung»*
kreises des Schnitts in dem Punkte (xyz) desselben die Gr&nxe

ist, welcher der Durchscbnittspunkt der beiden den Punkten (xy:)

und (^lyi^i) entsprechenden Normalen des Schnitts sich nähert,

der Punkt (*iy|4a ) dem Punkte (xyz) immer näher und

rückt, also arÄ — x sich der Null nähert, und unter dieser

offenbar
*
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also auch

#im( 17, - V) . Lim = 0

m ist wegen der aus dem Obigen bekannten Formel

X - x Y —y Z-x
~~Ü~ =—f- = -W

= ^17^
wenn von jetet an X, Y, Z die Coordinaten des Mittelpunkte de«

Krümmungskreises bezeichnen, offenbar

X_, Y-j, Z-, F-C/Llm^l-ü—

F

1-TT

=

UUm FUn
X\ — X «T| — X

also nach dem Vorhergebenden:

Y-y Z-z Q*

Wenn Ä den Krümmungshalbmesser bezeichnet, so ist

tf»=(X-*)»+(Y-y)H(Z-*)s
,

also

:

-

Nun ist aber, wie man mittelst leichter Rechnung findet,

also

und folglich

das Zeichen so genommen, das« R positiv wird.
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II.

Wir wollen nun die Normalschnitte betrachten.

Wenn die durch die Gleichung

A(X—x) +B(F— y) + C(Z— t) = 0

cbarakteriairte Ebene einen Normalschnitt bestimmen, also auf

der durch die Gleichung *

|a-,) + |(r_,)+g(z-,)=o

cbarakterisirten Berührungseberie der krummen Fläche senkrecht

eteben soll, so muss nach den allgemeinen Principien der analy-

tischen Geometrie

Deshalb ist nach I. in diesem Falle

„ *w»si©-+(S)-+©-i

_ IGST* ®'+S)'l
z
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and

_ .

Nehmen wir nun an, das» der Normalechnitt dorch die durch

die Gleichungen

A— x Y — y Z— z

COS 6 ~~
COSO) cos 5

charakterisirte gerade Linie bestimmt werde, ho ist

A cos 6 -f j?cos a> -f Ccos 5 = 0

:

Also kann man offenbar setzen

M du _3«
A= cos o) — cos 5^,

_ _ön .8«
Ä=cosü^- — cosö^ >

CrrcosÖ^-cosa)^;

woraus sich

^ + Ä»+ C«=(3-J +(^J -(cosö^+cos^+cosü^)«

ergiebt. Nehmen wir nun aber an, dass die durch die Gleichungen

X—x Y—y 7, — z

coe0 cos» cos 5

charakterisirte gerade Linie in der Berührungsebene liege, so ist

.du du _<?u n
cosÖ^+coso^+coso^= 0,

also nach dem Obigen:
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8

f)©
,

*(g)
,+©T

:

Nun ist aber, wie man mit Röcksicht auf die Gleichung

„ ,
du _ 3« A

Sir
C08 89

Sy ~^ CO* ö 8i
^

leicht findet:

*S-eS~H©"*©'*©'l-
4-4— )©'+©• +©M--

also nach I., wefta der Karze wegeu

+ 4cos0cosg> 4- ^cosoacoaög^ + 2coaücos0^^.

gesetzt wird: —)©'*©'*©V.
nnd folglich :

du du du
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und
/du\* /du\* . /8uV

Wir wollen jetst zwei Normalschnitte betrachten, die anfein-

ander senkrecht stehen, indem wir annehmen, data diese bei-

den Normalschnitte durch die Gleichungen

X—x _ Y—

y

Z-x
u

X-x Y-y_ Z—

3

cosö
~~~

cosro ~~cosö
un

cosö, co* a>j "~" cos &\

liestimmt sind. Dann habon wir die Gleichungen:

du ^ . du du _ _
^costi + ^cos o> -f g^ cosu= 0» 1

und

CO«0, + CO8(D*+COSÖ*= 1

du du du _ Ä
C08Ö! + g^COS «>1 + COS U( =0 ,

cos Ö1
*+ coso>l*-f-co8 Qj*=l;

und ausserdem die Gleichung
>

COS ß COS di + COSC9C08 -f- COS Ö COS Ö| — 0.

Also ist, wenn G% einen gewissen Factor bezeichnet:

'du _ 3i

wo

cosÖ, = Gx
^g^coso — rjjcosay

»

cos»^G^^ cos ö — |%osö),

_ /du du \
'

cos üj — 6'i ^g^.
cos cd — ^ cosd^ i

1 (du du V
fV

=
Vc1i

c08ö> ~o> COÄd
;

^COS«~^COS«J

/8u . du __Y

-
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wie man sogleich ubersieht : /

h =©* +
©*

+
©"- (£ e"Ä+^co< " co•5

)

,

•

and folglieb nach dem Obigen:

ist.

Well

du Bu _
«- COS ft) + ^ CO« CJ

cosö=—— 5^- .

con»= .

du du

«»•»=- jt"— "

i

ist, «o ist:
I

/duV . /du du _V /ö*V
Väi/ *C08Q> + CO8Ö^) +^ C08<0+

äI
CO8

/ \är/
'

(|)\cos5« +co*6^ +(gco.S+gcoee)
,

=(g)\
/dtA* /8u 3« V /3mV

(C0B»Ä 4C08««) +
(a:r

C08Ö+^C08 a>j ,

also, wie man sogleich übersieht, wenn man die Quadrate ent-

wickelt :

I©+©+©' * <—^-S-^-E—
)"

I© *©'*©' t (—H-«-Cf
-©'•
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i

> (£)'+ (|')'+
O.'

I
(co.««+co.«,«)-g"cM <»-^co.ey

' .......
woraus sich unmittelbar die folgenden, sehr bemerken*" erthen

Relationen ergebet): i

(ic».ö_gco.-) tskim^"-©'•
/du n du _V . /3uV . /duY , /3«Y > ,

Ferner findet man, wenn raao die nachstehenden Producte

durch gewöhnliche Multiplication entwickelt, und in denselben

nach der Reihe

Bu /du du \^cos^-^cosd+ ^cosay,

du /du du \
^cosÖ=-^co8 a»+ gz

cosöj,

du /Bu _ , 8m \
g-cosa>=^^cosü+^cosö^

)
:

«etat, ohne alle Schwierigkeit:

-^cos «,)(!'co.9-^co«ö)

—
'(jss; +W +0Ü |c0secO8<— äi

cos oi— cos
0J yjj^

cos ö~~ cos o>J

^ViMVM1
. - ö du
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Also ist nach dem Obigen:

• •
-©•©*©•*'- ©r-

/3kV /diA* /3kV

-©•©©'"-(Er
and

,
/S»\> M4

, „ 8« 3«

0g)+ GS)*

•

=- ,(£) + (§)+ G")I|cos,aco85-|s'

=-'W lco,8eo" 9-grsi ;

oder:

©'-<©'©*©*'<<•*-"•*•>.
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Bu Bu ,/dwY, /9tA* /3m\* **"
fix ^

~
1 [ßij + V8y/ \S/ *

cos

6

C08 " + coa

Setzen wir nun

Äj = COS Ö!« + CO« »1*<y+ COS O,»^

91« 8*1*

-f2co8 0, cos oo, +2 cos a>, cos©! ^^+2cosö1 cosÖi^^

»

so ist nach den vorhergehenden Formeln, wie auf der Stelle er-

810 + 8,n w p + 8,1,0

s0+©Ä+
S)*

-2cos * c™ 2c°8»cmö

— 2cosucos0

/a«y 8*u /Buy a»w /fay a*?*

0öti cht 8*« 0 8ir 8« 3*m 09a du 8*tt

und weil nun bekanntlich

Ä= COS 0* + COS Q>*^ + COS O*^

+2cOSÖCO8 W ^+2cO8 t0COSÜ^+2cO8üC0Sd^

ist, so erhält man auf der Stelle die folgende sehr bemerkens-

werthe Gleichung:
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•©•©•©•«««*>

/3*y 3*u /8»\* 8»« /Su\' cfht

^Bu ö» d3!/ göii die 8*u gdtt Bu S*ti

Bx'By' Bxdy By'Bi* ByBz <5 "
Sär ' Sxöar

*

ft3u du 8*u . Bu Bu Bfiu a Bu Bu 8*u

Gi) + (^)'+(&)

Aas dieser Gleichung erhellet, dass die Summe A -f- &i eine

coostante Grösse ist, und dass aus Sl immer leicht gefunden

werden kann.

Zur Bestimmung von X, , Y, , Zj und >?, , wo die Bedeutung

dieser Symbole ohne weitere Erläuterung sogleich von selbst er-

hellen wird , hat man nach II. die folgenden Formeln

:

Bu Bu Bu

..
©•+©•+©•

IV.

Hiernach wollen wir uns nun mit der Bestimmung der Nor-

raalscbnitte der grOssten und kleinsten Krümmung beschäftigen.

Zwischen den Winkeln 0, », ö haben wir bekanntlieh die

zwei folgenden Gleichungen :
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du n t
<hi du _

fx
Co* ß i ^ + coitterO,:

[ COS0*+ COR»* \ cos Öa ^ ] ;

-. / .
•

.
/

aus denen durch Differentiation erhalten wird:

c»« du Öcosa Bu dcosu
'

S -« •TT-ß • -BT"= °-

. ^ d cds ca d cos m
sin Öcos6— cos <o— ^ cos 5 = 0.

Aus diesen Gleichungen ergiebt sich sogleich:

..ö" -du
8cos. ._
5
__ ==_ IHne -_^

| ;

du du
aco8 3 .

.«•••»-««•••»

--sr=—,nS—zsr—fi-

Wenn man aber den Ausdruck

O^W V*^)i fffitta= cose»^ + co« »«^ + cosa»^

+ 2 cos 6 cos e> + 2 cos © cos ö -f.2 cos o cos

differentiirt, so erbalt man:

o • a lo öcos» 8*w _3cosö^ =- 2s.n 0 cos 0 g, + 2 cos »_ .^ + 2cos o . ^
-S(sin «cos«, -cos ^

_ , dcosü _ßcoso)
v c*u

+ 2 (coa gg—+ cos u ^ ) Tj^r

„, , _ _ -öcosö% 8%-2(ain öcoeö - cos gjj

,

also nach gehöriger Substitution mitteist des Vorhergehenden,
wie sich durch leichte Rechnung sogleich ergiebt:
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du d*

2sinö 80

_8u 8u
x
9*«

v=-cos0(cosö^ - C08tt,
8z)fo*

, A du _ 8u
x
ö*w

— COS 0» (CO* 6
f£

C08O
fi^J

-0080(008 0,^-0080^) £5

du ^ 8u , -du du.. $*u— 10080(0080^ —C0S6) ^)"f C08W(C0SG) C08»^)^^

-|C08 0,(C08»^-0080^ +0080(0080^-0080^^

_8u du m
• 3« 8*"

— |C08O(C08O
JjJ
— CO8 0»^) +C08Ö(C08Äg^— C08 *

fcfa

m /du 8*u du 8*u \
= C0**Wd3-*-d-z'fc%)

m rdu d*u du <Pu\

../au a«« au a»u\

du/dhi Bhi\ /du a1« au 3*u\

_ du fchi a*u\ /au r2« au a*u\
+0C8IDC08O^^-^-^'^-5 -BBjl

au /8% a*u\ /au a*u 8u a*« v
ö l% \d^"dxV ~ \dx djjfc-~dx ' E&jj)*'

und weil dud die genieiuscbaftjiche Bedingung de« Maximums

oder Mioimoms von £ oder 12 bekanntlich

sa

i

ist, so haben wir zur Bestimmung der Winkel 0, o>, ö fflr den

Normalschnitt, welchem ein Maximum oder Minimum des Krüm-

mungshalbmessers entspricht, die drei folgenden tilefchungen

:
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£co.S+ gc,.. + g«»5=0.

fdu 3*1* du d*u(du d*u du d*u\ M

du B*u du 8*u\ »

1

dz dxdy dx ' d-ydi)
C°8 10

3m d*u du 32«\

}COS0COSO>

c
(du d*u du 32«\
dx ffi-%'Mx) COS»

}

du /B*u _3*m\_ /du j?u du 8*ti\

dz \Bx* 5y*/ \8ar * dzdx * dydxj

du/d*u a»«\ /au a*u a« a*u\

,
su/a^ ö*u\ /a« a*« a« a*«\ _ ä i

cos^+cosm4
-!- co*Ö*= 1.

Wenn die Winkel fy, a>i, c3 t einem auf dem durch die Win-
kel 0, ö, ö bestimmten Nonnaischnitte senkrecht stehenden Nor-

nialschnitte entsprechen, so ist nach III. das Product der Grosse

in die Grosse

(
a« a«M a« a** y
dy'dzdx-Fz'dxfy)

CO* ßl

/du a*u a« 8*m\

.au/a*« a»«\ /aw an* a« 8*b\, a
+lKV»"^y "vE-fiK-"^ ,

55/
,üi^le,,Bi,Ä

du /d*u d*u\ /du a*u a« a*« \
+

1

Tx \d&~
W

~~ Ity
~ £ ä*W 1 008 8,1 008 01

aw/a^M a*a\ /a« a2« a« a*»\

wie sogleich erhellet:
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. öm/^m a*u\ /aw a*u au 5*u\*

x i[GÖ"+ G5)"+ CS)"]— +E-£i

. a« /a»u a*u\ /au au 5*u\>

faf&u a»u\ /du dhi_ du a»u \ >

,r/au\« /au\» /au\«-i au au

,

nod setzt man nun hierin statt

sin 6*, sina>*, sin 5*

die Ausdrücke

1—cosß2 , I— cos»*, I—cos«2

und berücksichtigt, dass dann nach dem Vorhergehenden das

Aggregat aller Glieder, welche die Winkel B, <o, ö enthalten,

offenbar verschwindet« so wird obige Grosse:

Theil XXVIII. 1»
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186 Gruntrt:

(du &u a« 8ht \

Kdy'bWx'-^^)

(
3m cßu du a*u\

dx dycz/ !©"©©I
(du a*u au a*u\

Bx ' djfzTy 'dzdxJ

(du d2u du a»u

Va* S^ty

/au a*u du ö*u\/a«Y
VÖ* a.r3y dx ' dydzj \dy)

/du a*u du a*u \ /3uy

du du du ( /p2m

dx cy ö: IV

a*M\ /a«M a*u\

au au /au a*u a« a*u \
+ dx

t

Fy\dx'däx'~d~y %y&)

du du (du a»u du cfhi \+ ay a* KFy'dxdy axa^y

du du /du au Bht \
' dz' dx \ßz ' dydz 8.r

* dxdyj '

und verschwindet folglich offenbar. Daher i*t

a*u au a*u \(du

Q
. 'du a*u au a*u \

Hfce^'&'^J 00801

(du cht du c*t< \

. du/dhi d*u\ /du a»u au a*u\,

. au /a*u a*u\ /du a«u au a*u \

,

4 au/a«u a»u\ /au a*u a« 3»«\, _

cos w.
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woraus man ganz auf ähnliche Art, wie in der früheren Abhand-

lung (Nr. I.) über das dreiaxige Ellipsoid, schliesst, dass die Normal-

schnitte, denen die grössten oder kleinsten Krümmungshalbmesser

entsprechen, jederzeit oder bei allen Flächen auf einander senk-

recht stehen. •

*

Es ist non noch nötbig, den zweiten Difforentialquottenfen

on Ä tu entwickeln, mit Rücksicht darauf, dass der erste Diffe

rentialquotient dieser Grosse verschwindet.

*

Zuerst findet man mittelst der oben angegebenen Differential

quotienten von cos» und cosö, mit Rücksicht auf die Gleichung

„8" ,
Bu _ du

leicht die folgenden eleganten Ausdrücke:

Se(COBOs--OOB^)= »W0OOB6 ^_ ,

9 COS ü w COS CO s-
dz

I

aö
(cos0^-.cos«^) 5=e.nö«»e<s 35- ,

cos cos 00^

^<cosw^-cosÖ^)=s,nÖcoaö -5^ ^~ ;

COSWg^—COS CD^

and entwickelt man nun den Differentialquotienten des oben ge-

gebenen Ausdrucks von

co»
«fr

-co» »g aÄ
2sin0 'S»*

so erhält man nach gehöriger Substitution als Ausdruck dieses

Differentialquotienten das Product von

18 •
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188 Grunert: Allgemeine Theorie t

81110

_ cu du
COS&) ^ — COS 09^

in die folgende Grösse:

_dti oV.cPu
(cosö^-cos«^)»^

+ (cosÖ^-cosü)
â ^-t

„ex,?*»
+ (C0S«)^-C08e^)«^

au 8m
v #

„du „du fru

+2 (cosÖ^-cos co
e7) (cos 6 3 -- cos o^^

+2(cosd£ -coso^^osci^-cosö^p^

du äömw _öm du 8*u

+ 2 (cog » äi

~

C0S%] (C0S

ü

djf

~ cosm
dz ) £äi

^8*it a dhi ,
_^8*u

coso**^ + cos » ^1 + C08ü

+ -2cosoco«Ö

Nun ist nach dem Obigen

0% c^mÄ= COS 0« + COS CO* + cos ö*^

+ 2cos 0 cos ca +2 cos to cos o +2cosöcosd^^

und, wie man leicht findet:
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(I)'* ÖD *
. _ du du ö*m

4 .

du A du
s
.Pu

du du du _du ö'u
+ 2 (cos g) ^ coseo^ ) (cos 0^ —cosw

+ 2(cos a>^ -cos6$ (cosu^ -cos »^)gj;

;

also ist obige Grosse:

COStt^-COS»^

Differeutiirt man jetzt die Grosse

_ du du
cos<j^-cosa)

8l ^
2 sind 'de

mit Rücksicht darauf, dass der erste Differentialquotient von & ver-

schwindet, und setzt den erhaltenen Differential quotienten , wie

es erforderlich ist, der vorher entwickelten Grosse gleich, so er-

giebt sich die Gleichung

du du /&*Y. /8«V, /duy

C08O
dtf~~

C0am
<h~

der man ferner sogleich den folgenden, jedenfalls sehr be-
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. . ^(3 ^(S) +(£) (o _ Ä) .

(C08ö
e
--C08«

ö
-)»

ableitet; and da nun, wie aus allem Vorhergehenden auf der

Stelle ganz unzweideutig erhellet, natürlich ganz eben so

/8uy /ömV Sdu\%

säT« /
_ e«— Bu„

{U **>

(COS G>i R-— COi 0»! gj)*

ist, so ist Idar, dass

«od

immer entgegengesetzte Vorzeichen haben, also die eine der bei-

den Grossen & und ^ stets ein Maximum, die andere ein Mini-

mum ist Was Sich hieraus in Bezug auf <fie Krümmungshalb-

messer R und Rx schliessen iRsst, will ich nicht weiter erläutern,

da dies bekannt genug ist.

V.

Die drei Gleichungen, welche wir in IV. zwischen den Cosi-

derWiokel 6, a>, 5 gefunden haben,' müssen wir nun auf-

lösen. Diese Gleichungen haben im Allgemeinen die Form:

fli^+M*+ cxz*+ «Aary

+

exyz+A*r=0

,

Gleichungen dieser Art köonen aber immer auf folgende Art

aufgelost werden.

Man bringe die beiden ersten Gleichungen auf die folgende

Form

:

{axx+ d
t
y)x + (6,y + ex i)y + (ct i+ fxx)t= 0

;

dann ergiebt sich aus denseiben, wenn ß
fl
«inen gewissen Factor

bezeichnet:

Digitized by Google
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*=Cil*(ci* + /I*)-.c(61y+

oder:

(l-6/i 6,1(60» -~cex)z-cbl$ \,

(1—cd\Gjy= G,|(co, — a/i)ar—ocjx),

also:

(l-c^G,)* +octG4= (ciH-aA)^,,

(a6i-6a\)C,| - (1 - £= 6fll C?r

Hat man nun zwischen zwei Grossen e, w im Allgemeinen

die drei Gleichungen:

o/n +6'» so,

«,'e+6i
#
ies=«i

,

V#+6,'to:=a,;

so folgt aus denselben immer die Gleichung:

o(W-V<n') + «,(«,'6'-*,V)+«,(a'*t'-ft'<h')=0.

Wendet man dies auf die drei vorhergehenden Gleichungen

zwischen den zwei Grössen ^ und ^ an, eo erhalt man nachx x
Ausführung aller nöthigen Reductionen -zur Bestimmung der

Grosse G, die folgende Gleichung des zweiten Grades:

1-oe, abexfx G.=0,

-Vi + acd\ex

—cdi +

+ acx(abx—bdx )

+ c61(cal-o/I )

\bax {bcx -ctx)
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welche man auch unter der folgenden Form darstellen kann i

1— ac
x Mi*

-cd, +

+ Äc(/
,

,rf1—ax ex )

+ caitl^x—bxfi)
• -

« •

Hat man aber auf diese Weise G% gefunden, so kann man

die Quotienten — und - mittelst der drei obigen, zwischen den-
x x

selben Statt findenden Gleichungen auf verschiedene Arten aus-

drücken, etwa mittelst der zwei ersten dieser drei Gleichungen

auf folgende Art:

y_ (foi— cei) (ggi
~«A

)

~ aci (1 —bfxG%)

x acbx c, G% -f (6cj— cex ) (l— cd, G%)

x _ cbx (cai- aft )G% -Kl— bfx Gg) (1— cdxGJ ,

x acb
l
c

t G<l -f (6c,— cet ) (1— cdi

und diese Quotienten führen dann mittelst der Gleichung

leicht zu der Bestimmung der Grossen x, x selbst, was nicht

weiter erläutert zu werden braucht.

Für so bemerkenswerth ich auch diese Auflösungsmethode an

sich halte , so würde dieselbe doch , wenn man sie auf die drei,

zwischen den Cosiuussen der Winkel 0, w, ö Statt findenden

Gleichungen anwenden wollte, zu sehr complicirten und nicht sehr

symmetrischen Ausdrücken führen, was eine andere Auflösung

wünschenswert macht, die wir in den folgenden Nummern geben

wollen.

VI.

Dieser Auflösung muss zuerst die folgende allgemeine alge-

braische Betrachtung vorausgeschickt werden.

Man habe zwischen den Grössen x und y die drei folgenden

Gleichungen

:

I
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a +bx + =0,

«i.+ fc*+W=0, . ....

Denkt man eich dann, was offenbar möglich ist, die zwei Grössen

u, v so bestimmt, dass

a=o,u-f a^v,

6=:6|tc-f62r . n.«t

ist, so ist wegen der drei vorausgesetzten Gleichungen:

a,u + ot» + (6,u+ 6»»)« + c#=0,

a1 +^1a: + c1y=0,

t
. .

+

Multiplicirt man diese drei Gleichungen nach der Reihe mit

so erhalt man durch fernere Addition der drei Gleichungen, weil

identisch

f

6

9 {(6}U-f b%r>) c,— c6,| ' «... I

c(6i^a ~ ^162)

+ ci{64c—^(^m+o»©)! \ =0

ist, die Gleichung

(a1 tt + rtÄr)(6,ct
—cM

+ a1 {61c—

c

t (61u+6,r)} V=0,

welche man nach einigen Reductionen sogleich auf die Form

(a,6t—0,6,) (c, u+

c

tt>— c)=0

bringt, woraus sich im Allgemeinen
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ergiebl. Wenn man aJso drei Gleichungen von der Form

a +6* +cy =0,

a, +6^+^=0,

hat, so tat

eich oft mit grossem Vortheil anwenden lfisst, wie

folgenden Rechnungen im vorliegenden Falle zeigen werden

Man fahre drei Hülfsgrussen 7c , 5 ein» welche durch die

Gleichungen

*=/2coe6, *=ßcos», 5=Äco«ö

bestimmt sind; dann ist

cos Ö= ^ » coe»=^» cosö= ^

;

und folglich, weil

Ä=coe6" gJi + cos a>*ä~, + coeff«^

+ 2 co» Ö cos o j^-^j -f 2cos»coeOg^£-|- 2coaöcoe 0

^ „
. ^. ,

9%.^ . 0 3*«* 9*m ö»t<

Nach 11. ist aber

RSZ
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Weil bekanntlich

„du , du
t

_8u n
«•«gi +tt,i5 +C0lV 0

ist, 80 18t

«

-

und ausserdem ist nach dem Obigen

:

Hieraus sieht man, dass zwischen den Grössen JE, J>, 5 zwei

Gleichungen bestehen, und dass also immer nur eine derselben

als unabhängig variabel betrachtet werden kann, wozu wir A
Folgenden die Grösse X wählen wollen.

Aus der Gleichung

folgt durch Differentiation nach X:

und da nun für das Maximum oder

•

* f Pg|+s
a
|=o oder *a*+w+565=o. -

Aus der Gleichung
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ergiebt sich ferner durch Differentiation nach

gigen veränderlichen Grosse:

Ö*M Ö*m

+2ä^ <»+*§>

-*SVC9+0+GÖ
P
-

• k I

/

« *

-

also, weil för das Maximum oder Minimum des Krflmmungshalb-

8Ä

ist:

oder, wenn man nach den Differentialen der veränderlichen Grös-

sen ordnet:

0,
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.:.+ (safr*+ip» + i5&s;*r 0,
....

wozu noch «die aus dem Obigen schon bekannte Gleichung
*a* + pa$ + 385=0, und die unmittelbar aus der Gleichung

sich ergebende Gleichung

du _„ , 8« 9m

E^+s«»*»*". 0
,

kommt. '

Wendet man jetzt auf die drei vorhergebenden, zwischen den

Differentialen S3?, öp, 8$ Statt findenden Gleichungen den in VI.

bewiesenen Satz an, so erhält man die drei folgenden Gleichungen

:

Bht c*u dht du

d*u B^u (fiu _ du ,,

Mnltiplicirt man diese drei Gleichungen nach der Reibe mit

'M, P, 5 una< berücksichtigt die beiden Gleichungen

so erhält man die Gleichung:

c^m , cht
,

i- I" -1

+ 2SBj*»+V^s+

2

SB s*

'

welche, mit der aus dem Obigen bekannten Gleichung
i
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verglichen, auf der Stelle in der Gleichung t/=\& führt, wes-

halb wir von jetat an mi Folgenden ffir U immer Ä schreiben

Dies vorausgesetzt, kann man die drei obigen Gleichungen

«wischen £7 und V auf folgende Art schreiben:

/a*w 0 \ K ,
a*u a«« a* ^

und nimmt man hierzu noch die Gleichung

so hat man die vier folgenden Gleichungen:

a* * f+3^ F+äz F =ü '

/a»M \ * a*u p (
dhi 5 a»«

VgP~ Ä^F + äio> F^SSi' F=&'
c^u jf rfftu \ i* a*u 5 a«

ans denen eich die drei Grössen

* ^ 5
F» F' F

vollständig eliminiren lassen, was zu einer, bloss noch £ als un-

bekannte Grösse enthaltenden Gleichung führt.

Fuhrt man dieee Elimination nach der von mir im Archiv
Thl. XXIII. S. 286. gelehrten Methode, namentlich nach der dort

S. 287. gegebenen merkwürdigen , ganz allgemeine» Formel aus,

so erhält man mit der grössten Leichtigkeit nach einigen ganz

einfachen Reductronen zur Bestimmung von Sl die folgende schon

früher bekannte Gleichung des zweiten Grades:
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-C9
,

l©-)(S-«)-<S)
,

t-

©•KP-Xg-»)-©)"!
+©-

l(S-*)©-*)-(Ä)"l

+ * ay I pi • a*äi~tefy ^s? ~ u) \

. 0 du du \ d*u &u a*u /a*u \j

l0 2m du \ dht 8hi cPu ScPti \i
+

2

9i I§^ • - l?? - Ä,J I
'

oder nach gehöriger Entwickelnng und einer leichten Tranafor-

matioD

:

- !<&<©'©>
rftoy . /^vi/a*« a*« avv \

I /3«Y ^ /^UY 8*" /3»Y ( o

"~ 2
aar " ay • a«Öy

*~28y '£ ' ~ 2
5* 'S *SSi

/a»y ja«« a*a /a»« y/

. /a«v i a«« a*u /a^y l

* *

fdu\ % ia*u a*u / a*u \»/

.du du/d*u a9« aa« a*u\
+

2

& *$ U?ä£ " fc£-a£5S

du du/d2u a*« a*« a*^du cu/cPu dhi B*u a*u\

aa» a«/a»u a»» a% a»u\
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und setzen wir nun der Kürze wegen

„ du du 6*m a« d*u du du a*n~ 2& ' ' dxSy
i^ ' dz

* öy6x
~~ ' Bt §x

'

/duy ia*u a*« / a*u vi

au du/d*u d*u a%« a*«\

„a« du/dhi c*u d*u Bht\ L

a* a«/ a*« a*« a*w

+ 2
fc 'ä^aa% ayai^a^ * a*y

'

und bezeichnen die zwei Werthe, welche Ä haben kann, wie*

früher durch £ und Ä, , so haben wjr zur Bestimmung dieser

beiden Grossen die Gleichungen:

durch deren Auflösung man leicht, mit Besiehung der oberen and

unteren Zeichen auf einander, erhält:

Ä = -

Ä| = ^
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für iptiea beliebiae rrrhttrinkliae* CiMirditmteinv&ltni 9111

mittelst welcher Formeln Ä and &, ganz im Allgemeinen für jede

beliebige Fläche bestimmt sind and berechnet werden können.

Weil nach dem Obigen bekanntlich

£(X-«)+g(r_,)+f (z-,)=o

die Gleichung der Berührungsebene der krummen Fläche in dem
Punkte (xyt) ist, so ist, wenn P das von dem Anfange der Coor-

dinaten auf die Beruhrungsebene gefüllte Perpendikel bezeichnet,

nach den Letiren der analytischen Geometrie bekanntlich:

/ du cu , du

V

~&*<gf*<sr

(cu du cu\ %

K&J +W ns*7 = •

was sich auch in die obigen Formeln einführen Hesse.

Repräsentirt Sl nun wieder die beiden so eben durch &
und &i bezeichneten Werthe dieser Grösse, so lassen sich, nach-

man & gefunden, durch Auflosung <Jer drei Gleichungen

(cht Q \ *
. £ ö*ti $ du

/ F + ao%* v+Bidx'v-Bx'

d*u * (&u _\ p a«« 5_a«
SiV f + / f + ay'az* F-fy*

F+ ä^äz f + V^" / F""5s

aoch leicht die drei Grossen

r
* y 5
F* F*
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ß ^
^*I< 8*1*

-GS§) @-Ä)-(S)'©- ß)-(£) @-ß
)

r
d»« t d% a*u a*u /a*u \i

a«u
j
a»u a*u a*« /a*« \

j

a»u a*u a*u /a2« 0 N/s
a
« n \

\

und:

- SIAS-«)©-)-®"!
du 1

3»« a*u a»u /a»u \ j

au i a*u a*u _a*u /a% \

)

„, au j a*w a*u a*u /a»u 0 \ *

+6(CS--)Ö5--)-äE>'t

au
j
a»u a*u a*u /a*u \

»
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8m . Sht 3*u a*« /a*« \

,

SiflS-)©-)-<£)«
so i*t

folglich

:

T~N' VN' F-7T'

_ AfF Af' F Ä M"V

Weil

„ ®+<SS*G8

isf, Isf, wie man sogleich übersieht:

„ /¥• G*) + (fr) +O
^=B> ÄMiri+ri

—

F« iV»

Nach dem Obigen ist:

3f P 5
CO8 0— cos *)=^ , cosö= -^;

J M V M' V _ üf" F.
cos 6=^*^, cosw^^y'^» cos ü= •^

»

folglich offenbar mit Beziehung der oberen und unteren Vorzei-

chen auf einander

:
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304 Gruner t: Allgemeine Theorie der Krümmung der Flächen etc.

co&8 =+ — •

^ —
.

-T
M"

COSÖ=+

—

- — — •

»

Zur Bestimmung der Coordinaten X, Y, Z des Mittelpunktes

des Kriümmungskreises hat man endlich nach II. die Formeln:

a« du Bu

X-*=--g, Y-y=-^, Z-t=--ß»

so dass also jetzt in ganz allgemeinen, für jedes rechtwinklige

Coordinatensystem geltenden, völlig entwickelten Formeln Alles

bestimmt ist, was irgend zu bestimmen verlangt werden kann.

Mit der Entwickelung gewisser merkwürdiger Relationen, die

man durch die bekannte Specialisirung des Coordinatensystems,

dass man nämlich den Punkt (xyi) selbst als Anfang der Coordi-

naten , und die Berührungsebene der Fläche in demselben als

Ebene der xy annimmt, sehr leicht erhält, beschäftige ich mich

hier nicht, weil ich dabei nur allgemein Bekannte* wiederholen

müsste. Mein Zweck ist vollkommen erreicht, wenn es mir ge-

lungen ist, zu ganz allgemeinen, vollständig entwickelten Formeln

su gelangen, die, ohne irgend welche Transformationen der Coor-

dinaten in Anspruch zu nehmen, eine ganz unmittelbare Anweo-,

dung auf alle besonderen Arten der Flächen gestatten.
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Mostbrugger: VnUrt.üb.d. Wun. ein. Gleich, d.nten Grad , etc. 206

Untersuchung über die Theile der Wurzeln einer

Gleichung des «ten Grades, nebst deren Anwendung

auf die Auflosung der Gleichung des vierten Grades.

Von

Herrn L. Mossbrugger,
ier Mathematik an der Rantonuchule zu Aarau.

I. Ist allgemein

f{x)=x*+ a+x—i -f a%x«~*+ ....+ On-lX + U»=0 1)

eine Gleichung des nten Grades» und sind «i, «j, ....e»

die Wurzeln dieser Gleichung, so kann dieselbe bekanntlich als

ein Produkt von der Form

(x— vx ) (x— D,) (x— i>a) . . . . (x— 1>«)=

0

betrachtet werden, nnd es ist för ein gerades n:

.... an—1=— Ca—1 (»i ....©*) , (In— Ca (©i ....0»)

nnd für ein ungerades n:

«i=— Cxipx^.Vn), o»=C| (»l- ••©•), ö»=— ....««),(»1 ....«), )

.) J

3>
.... «n_i (©!•...ü«), 0*=— Cm{vx ....t>n)

VL Setzen wir jetzt in der Gleichung 1) Nr. I. n=2m und

en mit u,lt ft^, y^ y ....^m die Wurzeln der Gleichung



*1fi9*6ru90er: Unternien, üb. die Thetle der Wuneln einer

f\x)= x**+cjx*—1
-f a^x%m

~'1+ . . . .

+

a%m-\x+

a

1B,=0. 1)

Scbaffea wir auf gewöhnliche Weise das zweite Glied aus dieser

Gleichung fort, so wird bekanntlich die transformlrte Gleichung

folgende:

+ 1.1... (2m -2)
• X + 1.2....(2m-Sj

•**-» + -

.... + 1.2 * +
i

* + /\-2^r7

2)

worin

7*) /— at\ (*»j 3
> /-

a

t \

bezeichnen, welche man erhält, wenn maa ia

die (2m—2)te, (2m-3)te u. s. w. Ableitung von f{x) die Grösse

statt x substituirt.

Sind quo ^ , j^, ^ ^h. die Wurseln der Gleichung 2),

so finden zwischen diesen und den Wurzeln der Gleichung 1) be-

kanntlich folgende Beziehungen statt:

mfwwW mtwwW ^»»W

3)

Sind endlich sj, z*, Z3, .... z%» die Wurzeiii der Gleichung

z**~l:*:0, 4)

so dass also, weon taxV— 1 gesetzt wird:

. . 2* . . 2* in Ait \

-i?S+ 1. zj^os^ + isin^t iftSicos^+ isin^,...

_ 2« . . 2« 4ä . , 4»
z^cos^-tsin^, ^ = «082^-'«»"5^»-

(2m—2)» . . . (2m—2)»
-2*1-1 = cos—^ h t sin— —

»

8)

Digitized by Google



des nten

werden wir beweisen, dass die Wurzeln der Gleichung 2)

unter nachstehende Fennen gebracht werden können:

I 1
i

II II

+ +

4* ^

Ts TS

f 1
X
+ +

f i
i a

i \

+ +
I I

+ +

i i
4- +

? ?
I

ü t:

ii ii

+ +

+ +
TS

•r *

+ +
T$ TS

* fr
3

+ +
I !

+ +

! f

+ +
3

"3

S

+ +

? ?

lieh iu jeder Vertikalreihe die

stellten Coefficienten von plt p%
*i + «» + «i»- + z*«^+ 1*" 8€*n »

reihe, mit Ausnahme der ersten

H* H> *ft—nm~i» *** mehr als

t T TS X«~ -~ ~~

II II

1 f
J i
+ +
'S 5
1 f

+ +

f f
I I

-I- +

f i
i i
+ +

ii ii

9 9
i

*

+ +

3
I

tm

+ +
TS "3

f
"

J
+ +

I
4- +

+ + + +
*« S ts 5
IS b» t» I»

3 3 3 3

I I I I

+
TS

1

+
TS

1

3
!

+
TS

3

+

3

Die Anordnung der x ist leicht zu erkennen. Es muss näm-

Summe der durch die z darge*

p%> • • • • p*m—i immer gleich

ferner darf in keiner Horizontal-

irgend einer der Coefficienten

einmal vorkommen; endlich sind

Pt* Pf p%*""P*m~i noch zu bestimmende Funktionen vön
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208 Mossbrugger: Untersuch, üb. die Meile der Wurzeln einer
i

1.2....(2m-2) ' T2l.C2^"3)"
'

~ 1.2 ' W' W
III. Ist n eioe odgerade Zahl, also n=2m+l, und sind

Ol, rt,
r8 vtm, rsmfi die Wurzeln der Gleichung

so erhalten wir aus dieser Gleichung, wie in II. Nr. 2), wenn wir

das zweite Glied wegschaffen, folgende:

2)

' V2m + U « ' \2m + 1/
io /o— i\ »10 /O«,_0* X^ 'A*)-*1"*1* l.2....(2m-l)

1+
1.2....(2ro-2)

K*n-+l) ;S ,(W]); -«i Wn••••+ — L2— *
+—i

—

x+f\%n-+v-°

Sind die Wurzeln dieser Glei-

chung, so finden zwischen den Wurzeln dieser, und den Wurzeln
der Gleichung 1) bekanntlich folgeode Relationen statt:

vtm=v*m ~r 2m -1-

1

' c'2m+ l= |>«»M t 2ot _j_ j
*

3)

Bezeichnen wir endlich mit jf( , .... {fem, Jta»-M die Wur-
zeln der Gleichung

y*»+> + l=:0, 4)

wo bekanntlich:

5)

(2m—3)« . . . (2m—3)» ,
(2m-l)w . . ,

(2m-1)«

(2m-3)» (2»-3)» (2m-l)» (2m-l)*
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2)

wir ebenfall»

Fi

I
3 2

I

ir ii ii

SP* Jf*

+ + +

3
I

II

gebracht

die Wurzeln der

werden können:

+
Cd

u

+

+ + + +

II II II II II

+
?

+
3

+
'S

!

fr

+
•3

+ +
? ?

i i
+ +
'S 'S

+

T

+

i.

|. * 5. »

+ + + +
's ? ? ?Mm
* * * *•

±
+ + + ±
TS *»J *ä ^?

1 4.

? I

V
*• S
»9
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210 Mostbrugger: Cntertuch, üb. die Thclle der Wurtein rtner

In diesen Gleichungen ist, wie in jenen II. Nr. 6) die Folge

der y leicht zu erkennen. Es muss nfimlich in jeder Vertikal

-

reihe die Samrae der durch die y dargestellten Coefficienten von

Pi > P%* Pn - -p*m immer gleich t/, + -f y*m+y*m+i
sein; auch darf in keiner Horizontalreihe, mit Ausnahme der ersten,

einer der Coefficienten y|f yt, y8 ytm, ysm+i mehr als einmal

vorkommen; endlich sind ebenfalls plt pt , pz,....p*m noch zu be-

stimmende Funktionen von

I.a....(2m-I) ' 1.2....(2m-2)

K^h) K&d
IV. Um die Gleichungen 6) in Nr. II. nnd III. anschaulicher

•
zu machen, nehmen wir an, es seien &

t , #3 , 04 , 06 ,
#r

Wurzeln der Gleichung:

*7 + ata:«+

a

2xö+ ag«4 + o^ar» -f orfc*+ cr6a? -fo> r=0, 1)

also bl9 £t , &Zf 06, #y die Wurzeln der Gleichung:

+^(=t
,> +Ktl,)=0!

S

so ist die Form der Wurzeln dieser Gleichung nach III. Nr. 6):

*i=Pifc +P*Jri

*s=Piä +P& +

Digitized by
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mrd fat ht""$r &e ^

1^ + 1=0. 4)

Die Grössen pl9 p% , .. p6 sind za bestimmende Funktionen

KV KV)
/(-,).

zwischen den Wurzeln der Gleichung 1) and 2) finden die Reiz-

statt

auf gleiche Art würden nach diesem durch die Gleichun-

gen IL Nr. 6) ausgesprochenen Satze die Warzeis ffi , if, , «fo,

4« dcr der Gleichung

x* + «, arö + a^a*+ a,dr* -f a4x* + a5a?+ a*=0 5)
*

d«rdi Hlowegschaffiing des «weiten Gliedes abgeleiteten Gleichung

1.2.3.4
^ + Tir Jf +"T2-^^+ 1 6)

nachstehende Form haben:

Ii =Pih +PtH +Pa*i #*i \

^= p.z, +Wa + ftx4+ p4h+pbi*

%=#>1*9+IV*+PS2« +P4*5+JV4

i?e=PiH +P**4 +Psh

Die Coefflcienten ^ .... H sind die Wurzeln der Gleichung

t«-l=>0; 8)

7)
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2)2 ifos»örttff0$r: Untertuch. üb. die TktUe der Wur%eln einer

Pi 9 p%» .... Ps sind Funktionen von

f (nr) K~r) ,r=3^ .

1.2.3.4 ' 1.2.3 ' - 'V. 6 J'

zwischen den Wurzeln ifc, iffl der Gleichung 6) und den
Wurzeln r^, finden die Beziehungen

%=%+ 5 » ••»%=»?6+ g"

statt.

V. Um die Richtigkeit der Annahmen der Gleichungen 6)

Nr. II. und III. zu beweisen, bemerken wir, dass bei den Gleichun-

gen 1) und 2) Nr. II. folgende Relationen zwischen den Wurzeln

derselben vorkommen müssen; und zwar bei der Gleichung 1):

f*l+f** + f*8+f*4-- .- + f***-i +f*am=— <V, 1)

bei der Gleichung 2):

Ai + A«+ f*s+A»+ -- .. + f**»-i + fn»=0; 2)

jedoch l&sst sich die Gleichung 1) zufolge der Gleichungen 3)

Nr. II. auf die Gleichung 2) zurückführen, daher wir nur die Rich-

tigkeit dieser letztern zu zeigen haben.

Addiren wir die Gleichungen 6) Nr. II., so erhalten wir:

Piih. + + + - ••• + **«) +/>«(*! +*» + « + •••• + **»)

+ft(*l+*t+ z8+--+*«m) + -..+P«m-l(ll + + ....+ »»)$44 4

=fH + \H\\H +•••• + fw»

oder

(h + H + • • (Pi +P* +Ps +• • • •+

= f*i +— +

Nun ist bekanntlich bei den Gleichungen 4) und 5) Nr. IL

wodurch auch

f4 + r*+ f«s+ - ...+ £*m= 0

wird; folglich wird durch diese Annahme der Wurzelform der in

der Gleichung 2) ausgesprochenen Bedingung genügt, und mithin
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Q(f*ir4 ••••**«»)» > • • • 3)

auch der in der Gleichung 1). Da ferner die Gleichung 2) Nr. II.

durch das Produkt

(*— fh)(*— ^) .... (z— p*m)=0

dargestellt werden kann, und bei gehöriger Entwickelang und Iden

tificirung mit der Gleichung 2) Nr. 11. gefunden wird, dass

1.2.... (2m-^2)- L*(PitH— ^>),

1 .2.... (2m—3)~ ^W»

1.2....(2m~4)— +

.«•«>.*•

ferner bei jedem der in 6) Nr. IL dargestellten Ausdrücke fär
i i ä t

die Wurzel nlt p*» f*«m jede der Grossen p% * p*, p%>—
....pim-x vorkommt, so erhalten wir bei gehöriger Entwicklung

der Gleichungen 3) zur Bestimmung der Grossen p+ , fo, pt , ... p*m-i

2m— 1 Gleichungen, welche zu diesem Zwecke erforderlich und

hinreichend sind. Aus diesem gebt hervor, dass die io 6) Nr. II.

dargestellten Wurzelformen der Gleichung 2) Nr. II. allen Anfor-

derungen genügen; zugleich geht auch hieraus hervor, dass

keine der Wurzeln ftf, (**»**" weder aus mehr, noch aus weniger

Theilen pt , p% t ..>- p*m-i bestehen kann. Denn im ersten Fall

würden die 2m— 1 Gleichungen in 3) zu deren Bestimmung nicht

hinreichen, und im anderen Falle hätte man mehr Gleichungen als

zu bestimmende Grossen. Es müsste daher zwischen .diesen,

also auch zwischen den Wurzeln , eine Beziehung stattfinden , was

nicht angenommen werden darf. Ganz auf gleiche Art wird das-

selbe in Beziehung auf die Wurzelformen in 6) Nr. ID. der Glei-

chung 2) Nr. III.
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214 Mottbrugger: IkUettuck. üb. die Tkeiie der Wunein einer

Bs bleibt our noch zu ualersachs* übrig, welche Moctfcstio-

nen gemacht werden müssen, weon mehrere, i. B. k gleiche Wur-

zeln in einer Gleichung des nten Grades vorkommen.

In diesem Falle kann die Gleichung als ein Produkt von der

Form

(x— o)*(x- fij ) (x-^ (x— fss) . . . . (x—^-*)= 0 4)

betrachtet werden. Wird das Produkt der ungleichen Faktoren

entwickelt, so bekommt die Gleichung 4) die Form:

Bezeichnen wir die Gleichung 5) mit F(«)±0, so ist bekannt,

dass eine aus den Wurzeln der (k~ l)ten Ableitung von F(x) gleich

a ist ; die (Ar— l)te Ableitung von f\x) ist aber eine Gleichung vom
(n-(Jfc— l))ten Grade. Wenn daher zt , i% , .... u-ik-i) die Wur-
stln der Gleichung

x«-(*-i) — 1=0

sind, so bekommt a eine von den in 6) Nr. II. oder III. dargestell-

ten Formen, weon wir, im Fall n

—

(k — 1) eine gerade Zahl ist,

dort n — (Ar— 1) statt 2m setzen; ist aber ä— (£—-I) ungerade,

so setzen wir in 6) III. n— 1) statt 2m -f I.

Da aber aus 6) zugleich hervorgeht, dass

so erhalten die Wurzeln dieser Gleichung, jenachdera n— Jc «*-

rade oder ungerade ist, Formen, die im ersten Fall nach 6) II«,

im andern nach 6) III. bestimmt werden, indem wir dort respek-

tive n—h statt 2m oder statt 2m+1 setzen.

VI. Wir sehen aas den fiestimmungsgleichongen 3) Jfr. V.,

dass die symmetrischen Funktionen als* ein Hauptmllfsrorttel Zttr

Bestimmung der Grössen p x , p2 , ;>3 , ..... also atich zur BestSm-

nrang der Wurzeln der Gleichung nten Grades, dienen werden.

Nehmen wir diese Untersuchung bei der Gterehuog

x* + OiX9+ atX* + a,jr + a^=0 1).

de« 4tew Grades vor, welche nach Wegschaffung des zweiten Glie-

des übergeht in:
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wir mit it ,
dv , d,, d4 die Wurzeln der Gleichung

1) Md mit V. V» V» V Wurzeln det Gleichung 2), so

müssen diese, wie auch ihre Form beschaffen «ein mag, wie wir

io V. gesehen haben, vor Allem folgende ztvei Bedingungen be-

friedigen :

* +fc + o» + d4 =:-a.. 3)

V + *V~0. 4)

Da aber

so wird die Gleichung 3) befriedigt, wem trir den

V, V t V» V *o!cbe Werth« beilegen, das» der Gleichung 4)

Genüge geleistet wird. Um dieser Forderung zu entsprechen,

wir die Hülfsgieichung

**-l=0 5)

an, deren Wurzeln

«... * ,. > 6)

s,= cos 2 + 1 810 2 = + 1 »

x4=cos 2 — tsin^-^—

t

sind, und wo

Q(z, .... z4) = ^(zj .... zj s= Q(zl ....z4)=0,

C4 (zj .... = 1
J

.. 7)

ist. Da nun d,', V, V» tf4
' die Wurzeln der Gleichung 2) sind,

so müssen auch nebst der Bedingungsgleichung 4) noch folgende

drei Gleichungen erfüllt werden:

#*(—j)

/(- ^) > .... 8)—| =>-C,(V,*y, oV,*A

A-j) =C4(V. V, V. d4').
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Um die Bedingungsgleichung 4) su erfüllen, setzen wir in den

Gleichungen 6) Nr. 11. m= 2, so erhalten wir nach jenen Glei-

chungen folgende Wurzelformen flBr die Gleichung 2):

[».••• 9)

Addiren wir diese Gleichungen» so erhalten wir:

«i ' +V +V +V = (H + H+ H +O (Pi +P% + Ps).

Da aber nach 7) ii + *»+*s+ ,4 =: ö 80 wlT& «roch, die Gros-

sen pt, pa, mögen immerhin Werthe haben, welche sie wol-

len, die Bedingungsgleichung

V +V + V + *4'=0

erfüllt werden, wodurch also dem ersten Erforderniss, welchem

bei der Annahme der Form der Wurzeln <V> V, d3 ', d4' ent-

sprochen werden rauss, Genüge geleistet wird.

Bei gehuriger Combination der durch die Gleichungen 9) dar-

gestellten Werthe von fl,'» V» <V> V finden wir mittelst der

Gleichungen 8) Nr. VI. leicht nachstehende Bestimmungsgleichmv

gen der Grossen pXt p*, p%'

—iTy- =**iPi1>*+PiP9+P%P*\ 10>

+ 4tPiVs+P*Vi+^V*l+*4PiP»Ps.

f{— kx {piHpS+P** I + ** (PiVa+^Pa+^sVi I

+*slPi + PfPi Pi + Ps^Pift l«

12)

Für die Werthe der Coefßcienten klt k% , u.s.w. finden wir mit-

telst der Gleichungen 6) Nr. VI. leicht:
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Gleichung des nten Grades, nebst deren Anwendung etc. 217

*i=-l. 4=-2», 4= + 2t\ *4=+ 2, *4=-2,)
| 13)

Wir haben aUo statt der Gleichungen 10), II) und 12) folgende:

J i

—p«— =-2(PiP%+PiJh+PttH), ... 14)

+ (—1—0 (p,Vs + Pa^i +ihm.)
r •

/(—j) =—Pi
4 ~Pa4—P»

4 - +P*
8
Ps + Ps*Pi)

+2t(p,V»+P«V>i+P.W+^^

- 2(/>iVz/>3 + pa*PiPs + Pz^PxPt)-

16)

Vervielfachen wir nun die Gleichung 14) mit {px +p»+ pa)
a
,

die Gleichung 15) mit ^ -f Pt+Pi> die Gleichung 16) mit 1, ad-

diren alsdann an der Samme dieser Produkte auf beiden Seiten

des Gleichheitszeichens das Glied (/>. +p* so erhalten wir:

17) -

A- j)

-

= (Pi +ft+Pa)4~2(plft|+p1p,+W,) (p, +p,+/>3 )
2

+ 2| (- 1+0 (PiVi+PaVa+PsV.)+ (- 1- 0(p.Vs+P»*/*.+PsV«)

—

^

4-jV-/H4-2tXpiV^+P*^3+/^ViH2^

+ 2(p1Vaa+PiW + PiW-^PxP%P%{Px +P*+PJ.

Bemerken wir aber, dass nach der ersten der Gleichungen 9) in

Nr. VI., weil *i= 1 ist, dl'z=zpl + eine Wurzel der Glei-

chung 2) Nr. VI. ist, durch deren Substitution in jener Gleichung

»ige auf Null reducirt wird. Da nun der erste Theil der Glei-
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chung 17) mit jener identisch wird, so Ist ancb dieser, und daher

auch der »weite Theil derselben gleich Null. Durch Entwicke-

lung finden wir aber leicht, dass

- V«

+

pSpi +/*Vs—P\Vi—Pt*P* ~P**Pi)(Pi+Pi+I*)
—Hipfa+pfp* +PsVi -PiVa-Z^Vi-PaV«) =0

eine identische Gleichung ist; folglich wird auch

18)

(Pi +Pt+Pt)*—*(PiPt+PiP$+P*P»)(Pt +P«+Pa)*

-2|piV»+P»*Ps +P>*/>i +Pi *Pä+P*Pi +Pi*IH-Pi PtP*\ (Pi+Pt+P»)

-Pi*-P»4- Pt
4+ 2 (PxW+ PiW+ PiV.»)=0

eine solche. Diese Gleichung kann aber durch eine leichte Um-
wandlung auf folgende reducirt werden:

19)

(pi-if^)*-2(plnpi
I4Ä»)(p1+p.+p1)

4
-^.Prf»(Pi-ip»+p^

- (Pi* +P** +P»*)*+ 2(p,«+p»4+ p,
4
)= 0,

welche daher auch ebenfalls identisch und symmetrisch ist Wenn
wir aber die Gleichung:

20)

'<-T> /<-2>

= 0

mit der Gleichung 19) identificiren, so erhalten wir zur Bestim-

mung von Pi, p*> Ps folgende drei Gleichungen:

/(-?>
2(Pi*+P»*+p»s)= ... 21)

tyiPaft 7). ..... 22)

~(Pi*+P**+K%)9+*(Pi4 +Pf+tH*)=n-*t). • 23)
-

Aua 21) Ist
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mithin wegen 21) und 23):

/>iV»a+ PiVa*+PtW= gl
—

PiV2t+PiV»,
+P.*P.

Ä= ö4 • • 24)
,

Dividiren wir die Gleicfaang 21) mit 2 und raultipliciren den Quo-
tienten mit pi*i so kommt:

A~$

da aber auch aus 24)

I /(-£)!»-
Pi'p»* + PiV>*= gj

and aus 22)

= Ufr*
ist, so haben wir die Gleichung:

26)

H- *i) [ I /(-J> r*-W(- £)] (/(- J)P
pi

6 +—j—
es —gr~^*

VII. Wir haben in der vorigen Nummer die Gleichung 2) der

Nr. VI. auf eine Gleichung des dritten Grades anrückgebracht und

konnten sie daher als gelSst betrachten. Um jedoch zu zeigen,

dass auch diese nach dem bisher gezeigten Verfahren gelöst wer-

den kann, setzen wir der Kürze wegen in der Gleichung 25) Nr. Vi.

I statt A statt j , B statt gj >

—C statt— , so erhalten wir:

in*
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Mostbrugger : Untersuch, üb» die Theile der Wurzeln einer

oder, wenn wir f— ^=t

f* + j) t? + = 0 2)

Hier bezeichnen und /?(- wieder dasjenige, was

man erhält, wenn man in der Gleichung I) und deren erster Ab-
A

leitnog (—3-) statt t setzt. Sind nun 1^ xi9 z, die Wurzeln der

• Gleichung

**+l=0, 3)

so dass also :

H=cos 5 +tsin
5
=

2
—

n . . 11 l-tV3
z»=scosg-— f sinj= 2

—

« • • •

nnd bezeichnen yIt y%, y8 die Wurzeln der Gleichung 2), so ist

2) Nr. III.

:

Xi=*i9i + *i9«»

rt=**9i+*»9»-

Nach 3) Nr. V. finden daher die Bedingungsgleichungen

6)

statt. Durch Combination und gehörige Reduktion finden wir:

^(-5)= *i (9k» -I" 9a«) +4s(9ia9«+ 917.«) •
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Gleichung des nten Grades, nebst deren Amcenduno etc. 221

Aus 4) folgt aber, dass ^ = -3, kx =1, ist, so dasi
wir also zur Bestimmung von qx , q% die Gleichungen

/(~^)=-37l^, F<-^)=^?1»+$'*, ... 7)

haben, woraus die Gleichung
t

A *

»

hervorgeht. Die Wurzeln dieser Gleichung sind:

27

*f-l)-V 27

5 = H;

mitbin sind nach 4) und 5) di« Wuneln der Gleichung 2):

Daher sind auch die Wurzeln der Gleichung I):
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222 Motsöruiger; ütUert^d. Wim. ein. Gleich, d. nUnGrad., etc.

Hieraas können die Werthe von plt p2t pit und daher mittelst

dieser und der Gleichungen 9) Nr. VI. die Wurzel der Gleichung 2)

Nr. VI. bestimmt werden.

Warden nun bei Gleichungen höheren Grades die auf diesem

Wege zu erhaltenden identischen und symmetrischen Gleichungen

auf solche zurückgeführt werden können, die mittelst ihrer Iden

tificirung mit der gegebenen zwischen den Wurzeltheilen pt , p^,....

und den Funktionen der CoefBcienten ax , fl»,.... zu Bestimmungs-

gleichungen von jenen fähren würden, welche, eine Endgleichung

von niedrigerm Grade als die gegebene zur Folge hätten, so

wäre die Auflösung der algebraischen Gleichungen keinen weiteren

Schwierigkeiten unterworfen; aber schon bei der Gleichung des

6ten Grades führt diese Combioation auf eine Gleichung vom
20sten Grade. Diese Gleichung habe ich mit' grosser Mühe her-

geleitet und bin dabei auf viele Relationen» die zwischen den

CoefBcienten, welche ich oben mit kl4 kx
.... bezeichnet habe,

gekommen. Da jedoch jene lange Entwicklung diesen Aufsatz

fiir das Archiv zu weitläufig machen würde, so schliesse ich hier-

mit diese Untersuchung.
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( • :
•

•i *

'

Theorie des Fouc au lt 'sehen Pendelversuchs, aus

neuen Gesichtspunkten dargestellt, mit Rücksicht auf
«.Ii • - 1

die ellipsoidische Gestalt der Erde *).

Von

dem Herausgeber.

Einleitung.

Der berühmte Pendelversuch von Foucault bat mit Recht

das grüsste Interesse aller Mathematiker und Physiker, ja des

ganzen gebildeten Publikums für sich in Anspruch genommen,

und es hat daher auch nicht an einer grossen Menge von Versu-

chen gefehlt, die Theorie desselben in möglichst elementarer Weise

*) In der Abhandlang Thl. XXVII. Nr. XXV. habe ich die Theorie

des Foucault'schen PendeWeraucbe nach den tob mir angegebenen

Principien absichtlich bloM für die kugelförmige Erde entwickelt, um
so wenig wie möglich vorauszusetzen, und die Sache es>

elementar wie möglich an behandeln. Die Wichtigkeit dea Ge-

genatandea und daa, wie ich glaube, Lehrreiche der folgenden analyti-

schen Untersuchung Teranlaaat mich aber jetxt, denselben noch einer

neuen Behandlung unter Vorauaaetaung der ellipeoidischen Gestalt der

Erde zu unterwerfen, wenn «ich auch freilich raitteUt einer ganz ein-

fachen geometriachen Betrachtung gleich Ton vornherein leicht über-

sehen lässt, das« unter dieser Voraussetzung die obwaltenden Gesetze

nicht wesentlich verschieden von denen bei der Kugel sein können. Ab-
,

sichtlich habe ich die Darstellung gaaa unabhängig von der frühe
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224 Grunert: Theorie des Foucault sehen Pendelversuchs,

zu entwickeln, wobei man von verschiedenen Gesichtspunkten aus

gegangen ist. So gern ich auch das Verdienstliche mancher dieser

theoretischen Entwickelongen, bei denen man sieb übrigens selbst

des Gebrauchs der Differential- und Integralrechnung nicht immer

hat entschlagen können, insbesondere für Lehrzwecke, anzuerken-

nen bereit bin : so kann ich doch, ohne hier auf eine in's Einzelne

gehende Kritik dieser verschiedenen Versuche mich einlassen zu

können und zu wollen, nicht sagen, dass ich in wissenschaftlicher

Rücksicht durch einen derselben vollständig befriedigt worden

wäre, sondern muss vielmehr bekennen, dass, namentlich vom
mathematischen Standpunkte aus, eine allen Anforderungen genü-

gende streng wissenschaftliche, dabei aber doch möglichst elementar

gehaltene Darstellung des so ungemein wichtigen und interessan-

ten Versuchs mir immer noch zu wünschen übrig zu bleiben

scheint Ich habe schon vorher erinnert, dass auf eine in's Ein-

zelne gehende Kritik der bis jetzt bekannt gewordenen theoretischen

Darstellungen mich einzulassen, hier durchaus nicht in meiner

Absicht liegt, will aber doch nicht unterlassen, kurz zo sagen,

was im Allgemeinen dieselben mir noch zn wünschen übrig zu

lassen scheinen.

Vor allen Dingen vermisse ich fast bei allen diesen Beweisen

eine kurze und deutliche Angabe der allgemeinen Principien, auf

denen dieselben beruhen, wie man sie bei allen derartigen Unter-

suchungen wünschen muss, wenn eine vollkommen deutliche Ein-

sicht in die eigentliche Natur der Sache vermittelt werden soll.

Namentlich aber vermisse ich ers tens, worauf doch hier natürlich

zunächst Alles ankommt, die ganz deutliche und bestimmte Auf-

stellung eines Princips, nach welchem in jedem Zeitmomente die

Lage der Schwingungsebene des Pendels bestimmt werden muss.

In dieser Beziehung scheinen mir bei Weitem die meisten der

bisher bekannt gewordenen Beweise auf sehr unklaren Vorstel-

lungen zu beruhen, höchstens als Näherungen zu betrachten zu

sein, und eben deshalb namentlich den Lernenden, welche in

mathematischer Rücksicht gewöhnt sind, mit dergleichen unklaren

Vorstellungen sich nicht zu begnügen und bloss durch völlige

Strenge und Evidenz zu wahrer Ueberzeugung zu gelangen, nur

wenig Befriedigung zu gewähren. Weil nun aber eben die strenge

und deutliche Angabe der zn Grunde liegenden allgemeinen Prin-

cipien bei diesen Beweisen meistens fehlt, so entsteht daraus von

selbst zweitens der Mangel, dass die weitere mathematische

Entwickelung nicht, wie man bei allen solchen Untersuchungen

fordern muss, als der reine Ausdruck jener Principien in mathe-

matischen oder analytischen Zeichen und Formeln zu betrachteo
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keiten herbeiflilhrt. Drittens bringen die Beweise, welche sich

der Differential- und Integralrechnung bedienen, diese Wissen-
schaften nicht in der strengen Weise in Anwendung, welche die

neuere Analysis (ordert; und Oberhaupt bin ich der Meinung, dass

man bei Gegenständen von der Art des vorliegenden immer lieber

auf ursprüngliche strenge GrSnzenbetrachtungen zurückgehen sollte»

wodurch jedenfalls die « ahrhaft deutliche Einsieht in deren eigent-

liche Natur sehr gefördert wird. Endlich setzen viertens die

bisher bekannt gewordenen theoretischen Darstellungen des Fou-
cault 'sehen Pendelversuchs die Erde als Kugel voraus, und be-

trachten dieselbe nicht als Ellipsoid, was sie doch eigentlich ist.

Allerdings lässt sich im vorliegenden Falle gleich von vorn berein

leicht übersehen, dass die für die Kugel geltenden Gesetze mit

sehr geringen Modifikationen auch für das Umdrehungs- Ellipsoid

gelten müssen. Dies hindert aber nicht, zu wünschen, dass die

theoretische Betrachtung gleich vom Anfange an in geeigneter

Weise an die ellipsoidische Gestalt der Erde angeschlossen, und

auf dem Wege des strengen mathematischen Calculs nachgewie-

sen werde» wie und in welcher Weise die hier obwaltenden Ge-

setze auch für diese letztere Gestalt des Erdkörpers nothwendig

gelten.

Indem ich diese Mängel der bisherigen theoretischen Dar-

stellungen des Foucault'schen Pendelversuchs rüge, ist mir

der Weg, den ich bei meinen eigenen folgenden Entwicklungen

einzuschlagen habe, von selbst vorgezeichnet Ich werde daher

zuerst und vor allen Dingen die allgemeinen Princtpien, welche,

als aus der Natur des Versuchs sich ganz von selbst ergebend,

der theoretischen Entwickelung zu Grunde zu legen sind, mit

möglichster Kürze und Bündigkeit angeben, worauf dann die wei-

teren Entwickelungen im Grunde nichts Anderes sein werden, als

die Uebertragung dieser Principien in die Sprache der mathema-

tischen Analysis. Dabei setze ich aber gleich vom Anfange an

die ellipsoidische Gestalt der Erde voraus, und gebe, was immer

bei dergleichen Untersuchungen , nenn vollige Strenge und Deut-

lichkeit erreicht werden soll , mir nöthig zu sein scheint, zuerst

das durch den Versuch seihst allerdings zur Geltung kommende
Prtncip der Stetigkeit auf, was mich zur Losung verschiedener,

an sich nicht uninteressanter Probleme der Geometrie des Raumes,

und zu verschiedenen eleganten analytischen Ausdrücken führt,

worauf dann endlich mittelst einer völlig strengen, an sich sehr

einfachen Gränzenhetrachtung das Princip der Stetigkeit wieder

aufgenommen wird , und dadurch sogleich die bei dem so raerk-
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würdigen Versuch tur Geltung kommenden Gesetze mit völliger

Deutlichkeit und Bestimmtheit hervortreten.
i

Dass die in dieser strengen Weise geführte Untersuchung

nicht ganz kurz und ei fach ausfallen kann, Hegt schon deshalb

in der Natur der Sache, weil dieselbe mehr leistet, als die Er-

klärung des Versuchs an sich eigentlich verlangt, indem sie zugleich

zu verschiedenen im Räume geltenden Gesetzen oder Beziehungen

führt, die auch an sich nicht ohne geometrisches Interesse sind.

Dabei ist aber zu bemerken, dass für einen jeden, der mit den

Lebren der analytischen Geometrie vertraut ist, die Durchführung

dieser ganzen Untersuchung keine grosse Schwierigkeit haben kann,

weil dieselbe in der That eigentlich nichts weiter ist und nichts wei-

ter fordert, als die Uebertragung der vorher deutlich und bestimmt

ausgesprochenen, hier zur Geltung kommenden allgemeinen Prin-

cipien in die Sprache der mathematischen Analysis. Dass aber

alle Untersuchungen dieser Art mit Hülfe der analytischen Geo-

metrie mit weit grösserer Strenge und Elegabz, als mittelst anderer

mathematischer Methoden geführt werden, wird Jeder zugeben,

der in dem Gebrauche dieses wichtigen Hülfsmittels gehörig geübt

und bewandert ist; deshalb ist dasselbe von mir im Folgenden

auch durchgängig in Anwendung gebracht worden.

I.

Die allgemeinen Principien.

Wenn das in einem 'beliebigen Punkte der OberfTfiche der

nm ihre Axe sich drehenden Erde, die wir hier als ein Klfipsoid

betrachten, in geeigneter Weise aufgehängte Pendel in einer be-

liebigen Ebene in Schwingungen versetzt wird, so wird die Schwin-

gungsebene

erstens durch die Schwerkraft genothigt werden, fortwährend

durch die Normale des Punktes der Erdoberfläche, in welchem

das Pendel aufgehängt ist, zu gehen;

zweitens aber vermöge der Trägheit der Pendelmasse das

Bestreben haben, ihre Lage im Räume nicht zu verändern, d. b.

sich selbst im Räume fortwährend parallel zu bleiben.

Diesem letzteren Bestreben würde die Schwingungsebene in

der That auch vollständig folgen, wenn die Schwerkraft nicht vor-

handen wäre, welche sie verhindert, demselben vollständig zu folgen;

daher wird sie dem durch die Trägheit ihr eingedrückten Bestreben,
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hei der Bewegung der Erde fortwährend sieb selbst parallel zu blei-

ben, nur so weit oder in dem Maaase folgen, als ea ibr von der

Schwerkraft, die sie ntithigt, unausgesetzt durch die Normale des

Punktes der Erdoberfläche, in welchem das Pendel aufgehängt ist,

den wir von jetzt ah den Beobachtungsort nennen wollen, zu gehen,

gewissermaassen erlaubt oder gestattet wird. Hiernach wird also

bei der Bewegung der Erde um ihre Axe die Schwingungsebene

des Pendels offenbar stets eioe solche Lage im Räume annehmen
müssen, dass sie immer durch die Normale des Beobachtungsorts

geht, und die, ihre in stetiger Folge unmittelbar vorhergehende

Lage darstellende Ebene zwar schneidet, aber so schneidet, dass

sie möglichst wenig von der zu derselben parallelen Lage abweicht

Bringen wir dieses hier im Allgemeinen ausgesprochene Princip auf

einen strengen geometrischen Ausdruck, wie es die auf dasselbe

zu gründende strenge mathematische Untersuchung fordert und

gebietet, so wird sich fiir die Bestimmung der Lage der Schwin-

gungsebene des Pendels in jedem Zeitmomente das folgende geo-

metrische Princip ergeben:

Die Schwingungsebene des Pendels nimmt bei der
Drehung der Erde in jedem Zeitmomente eine solche
Lage im Räume an, dass sie durch die Normale des
Beobachtungsorts geht, und die, ihrefn stetiger Folge
unmittelbar vorhergehende Lage darstellende Ebene
unter dem kleinsten Winkel schneidet, anter dem diese
Ebene überhaupt von ihr geschnitten werden kann.

Dieser Lagenbestimmung der Scbwingungsebene des Pendels

nun einen Ausdruck in analytischen Formeln zu geben,

wir, was bei derartigen Untersuchungen immer zweckmassig

der Erreichung wahrer mathematischer Strenge und Evidenz in

Rücksicht forderlich ist, zuerst das bei derselben zur Gel-

kommende Princip der Stetigkeit aufgeben müssen, und
demzufolge zunächst das folgende geometrische Problem im All-

gemeinen aufzulösen haben:

Durch einen gegebenen Punkt auf der um ihre Axe
sich drehenden Erde» bei einer bestimmten Lage der-

selben, ist eine zugleich durch die Normale des in

Rede stehenden Punktes gehende Ebene von gegebe-
ner Lage gelegt; wenn nun vermöge der Drehung der
Erde um ihre Axe dieser Punkt in eine andere belie-
bige Lage gekommen ist, so soll man die Lage einer
durch diesen Punkt and die demselben entsprechende
Normale der Erdoberfläche gehenden Ebene bestim-
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inen, welche die erstere Ebene unter dem kleinsten
Winkel .schneidet, unter welchem dieselbe überhaupt
von einer solchen Ebene geschnitten werden kann.

Wenn uns die Auflösung dieses, zuerst den Fall der Discon-
tinuitfit ins Auge fassenden Problems in zweckentsprechender
Weise gelungen sein wird, so wird es, wie wir weiter unten sehen
werden, dann auch leicht sein, durch einen strengen Grfiozen-

übergang unmittelbar zu dem Falle der Continuit&t zu gelangen,

welcher, wie aus dem Obigen unmittelbar hervorgebt, hier durch

die Natur der Sache von selbst gefordert wird.

II.

Analytische Auflösung der vorhergehenden Aufgabe.

Durch den als fest gedachten Mittelpunkt der Erde, deren

grosse und kleine Halbaxe wir, wie gewöhnlich, durch a und b

bezeichnen, legen wir ein festes rechtwinkliges Coordinatensystera

der xyx. Die Ebene der xy sei die Ebene des Aequators , so

das8 also die Axe der x mit der Erdaxe zusammenfällt. Der po-

sitive Thcil der Axe der x kann beliebig angenommen werden,

der positive Tbeil der Axe der y aber werde so angenommen,
dass man sich, um von dem positiven Theile der Axe der x durch

den rechten Winkel (xy) hindurch zu dem positiven Theile der

Axe der y zu gelangen, nach derselben Richtung hin bewegen

muss, nach welcher die Erde sich um ihre Axe dreht; endlich sei

der positive Theil der Axe der x von dem Mittelpunkte der Erde
nach deren Nordpole hin gerichtet. Dies vorausgesetzt, wollen

wir uns nnn den Beobachtuogsort, in welchem das Pendel aufge-

hängt ist, in einer beliebigen Lage denken und die folgenden

Bezeichnungen einführen. Der von dem Mittelpunkte der Erde

nach dem Beobachtongsorte gezogene Erdhalbmesser sei r. Der
Winkel, welchen die Projection dieses Erdbalbniessers auf der

Ebene der xy mit dem positiven Theile der Axe der x einscbliesst,

indem man diesen Winkel von dem positiven Theile der Axe der

x an nach dem positiven Theile der Axe der y hin, oder durch

den rechten Winkel (xy) hindurch, von 0 bis 360° zählt, werde

durch cd bezeichnet. Endlich sei B die geographische Breite des

Beobachtungsorts, worunter man den 90° nicht übersteigenden,

aber, jenachdem der Beobachtungsort in der nördlichen oder süd-

lichen Erdhälfte Hegt, als positiv oder negativ betrachteten Winkel

versteht, unter welchem die Normale des Beobachtungsorts gegen

die Ebene des Aequators, also gegen die Ebene der xy geneigt
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ist Durch die drei Elemente o>, B, r wird die Lage des Beob-

achtungsorts auf der Erdoberfläche bestimmt
,

Von der geographischen Breite des Beobachtungsorts, welche

eigentlich dessen Polhöhe ist unterscheidet sich bekanntlich seine

geocentrische Breite, worunter man den 90° nicht übersteigenden,

aber, jenachdem der Beobachtungsort in der nördlichen oder süd-

lichen Erd hälfte liegt, als positiv oder negativ betrachteten Win-

kel versteht, unter welchem der nach dem Beobachtungsorte ge-

sogene Erdhalbmesser gegen die Ebene des Aequators geneigt ist

Beseicbnen wir die geocentrische Breite durch 8/ so bat man,

wie leicht erhellet die folgenden Vergleichungen:

6* a*
tangB= jätangtf, tangß= ^tangE.

Ganz vorzügliche Bequemlichkeit gewährt aber die Einführung

der sogenannten reducirten Breite des Beobachtungsorts, worunter

man den 90° nicht übersteigenden, aber, jenachdem der Beobach-

tungsort in der nordlichen oder südlichen Erdh&lfte Hegt als po-

sitiv oder negativ betrachteten Winkel 5 versteht, welcher aus der

geographischen oder geocentrischen Breite mittelst der Formeln

6 a
tangü =-tang#, tangü = ^tang»

geFunden wird.

Besonders einfach lassen sich durch die reducirte Breite des

Beobacbtungsorts dessen Coordinaten ausdrücken. Denn beseicbnen

wir diese Coordinaten durch X, F, Z; so ist offenbar:

2:=rcosa)cosE, F=rsino>cosB, Z=rsin».

Wegen der Gleichung des ErdeUipsoids ist aber

X*+ F1 & - . ,cos3»
t
»mg»

, . _—är-+ 0s= 1
' ™*° (-^n+^p-)^^ 1 ;

woraus sogleich
(

. 1

ab
*~~

Va*8in3* + 6*cos*»
'

folgt. Aus der Gleichung

b *

tangB= -tangö

ergiebt sich aber: • * i •
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sin:
A 6sinfi> acosd)

<- } V/VBA'—* ,

1

i
•

\^j2cosö*+ 6*sinö* V^*cosö* + 6»sinö*

folglich

ab ,..

VaVos ö*+ 6» sin ö*

p

und daher nach dem Obigen ;

* :

also:

rcos£ = ccosö, rsin* =a6sino;

und daher nach den oben für IT, F, Z gefundenen Ausdrucken:

2f ss acoswcoaö,

F= asinacoso,

ZrrÄsinö; 1 '

\

welche Ausdrücke jedenfalls sehr einfach und elegant sind.

Zuerst wollen wir uns nun mit der Bestimmung der
Lage der Scb wingungsebene desPendels bei der durch
die Elemente », Q, r bestimmten ersten Lage des Beob-
achtufigsorts beschäftigen.

Die Gleichungen der Normale des Beobachtungsorts sind nach

den bekannten Lebren der analytischen Geometrie:

x—X y— F *~Z

und beieichnen nun u't v', m' die 160° nicht übersteigenden Win-

kel, welchen der von dem Beobachtungsorte aus nach dem äusse-

ren Räume der Erde hin gebende Theil der Normale des Beob-

achtungsorts mit den positiven Theilen der Axe der x, y, x

einsrhliesst • so ist bekanntlich

cos u': cos t>': cos«*' = 6»X:©»F:<i»Z,

woraus man mit Hülfe der bekannten Gleichung

cosu'»+ cose'*.fccW*= 1

und der Formeln 1) leicht findet:
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6 cos CO COS (J

Va*sintt*+c*co#öf '
,

6 sin cocos 5
cos©' =±

V a*sino*+ 6*cos gj
ä

*

'•• v . osin 5 .i

in welchen Formeln die oberen und unteren Zeichen sich auf ein-

ander beziehen. Weil nun aber die Winkel u't v'ß w* dem von

dem Beobachtungsorte aus nach dem äusseren Räume der Erde

hin gehenden Theile der Normale des Beobachtungsorts ent-

sprechen, ao erbellet auf der Stelle, dass cos«?' immer mit Z,

also nach dem Obigen auch mit sin 3 gleiches Vorzeichen hat,

dass man also In den vorstehenden Formeln die oberen Zeichen

und daher
•

»

6 COS CO C08 ö

V~o*sin ö« + 6*cosö*

'

ba'm cocos 5

asintt

setzen rauss.

Von dem Beobacbtungsorte aus denken wir uns in der Ebene
seines Meridians senkrecht auf seiner Normale nach der Seite

des. Nordpols der Erde hin eine Gerade gezogen, die also im Ho-

rizont des Beobachtungsorts liegt, und bezeichnen die von dieser

Linie mit den positiven Theüen der Coordinatenaxen eingeschlos-

senen, 180° nicht übersteigenden Winkel durch u, v t w; so

die Gleichungen dieser Geraden ;
.

,

cos« "~ coae ""cos»'

Die Gleichung der Ebene des Meridians des Beobachtungsorts ist

oder, weU in dieser Ebene der Beobachtungsort (X¥Z) liegt,

X»\n » — Feos co= 0

ist,
—L
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232 Gruner t: Theorie des Foucault sehen Pendehertuchs,

(j?— A>in co—(y— F)cos co =rO.-

Weil in dieser Ebene die vorher von dem Beobachtungsorte aus«

gezogene Gerade liegt, so ist

sin o cos cos ttcose= 0,

and weil diese Gerade auf der Normale des Beobachtungsorts

senkrecht steht, so ist

,
cosu'cosM-J-cosc'cosü + costc'costc= 0,

wozu noch die bekanute Gleichung

COSU»-f C0S«* + C08U>*=1
I

kommt. Aus den beiden ersten der drei vorstehenden Gleichun-

gen erhält man mit Hülfe der Gleichungen 2) ohne Schwierigkeit

:

cos« ss — ^ cos ootang 5 cos to ,

v

a
cos© =— ^-sinotangocosto;

*

also mit Hülfe der dritten der drei in Rede stehenden Gleichungen

:

acos co sin o
cos u = T

Va»sioü* + 6*cost5*

asin cosin co

cos 9 = T

COS 10

V~aasinu*-|-62costt*

6cosS

Va*sinö*+ 6*cos ö*

'

In welchen Formeln die oberen und unteren Zeichen sich auf ein-

ander bezieben. Denken wir uns nun, um zu ermitteln, welche

Zeichen in diesen Formeln an nehmen sind, in der voo dem
Beobachtungsorte aus in dessen Meridian-Ebene senkrecht gegen

seine Normale gezogenen Geraden einen beliebigen Punkt, dessen

Entfernung von dem Beobachtungsorte Q sein mag; so ist die

dritte Coordinate dieses Punktes in einem durch den Beobacb»

tuogsort als Anfang parallel mit dem primitiven Systeme gelegten

Coordinateosysteme offenbar in völliger Allgemeinheit Q cos tc,

also nach dem Obigen:

V a*sin ü* + 6*0080* .
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Da nun aber diese Coordinate unter den gemachten Voraus-
setzungen offenbar immer positiv ist und auch cos ö stets positiv

ist, so sieht man, dass man in dem vorstehenden Aasdrucke and
also auch Oberhaupt in den obigen Ausdrücken der Cosinus der

Winkel «, ©, w die oberen Zeichen nehmen, folglich

neos OOSIDG)

COHV —

COKW=

V a*sinö*+62cosö1

qgincttsinS

yTa*sin ö*+6*cosö*

'

b cos 5
V*a«slnö«+6«co7P

.setzen muss.

Weil die Schwingungsebene des Pendels durch den Beob-

achtungsort geht, so hat ihre Gleichung im Allgemeinen die Form

A(x-X) + B(y-Y) + C(z— Z) = 0,

und da die Normale des ßeobaebtungsorts in der Schwingungs-

ebene liegt, so ist nach dem Obigen:

Ab*X+ Bb*Y+ Cc»Z=0

oder, wenn man für X, Y, Z ihre Werthe aus 1) setzt:

Abcos acosö-f- /?6sincocostt -f Ca sin ö= 0.

Ziehen wir von dem Beobachtungsorte aus eine auf seiner

Normale senkrecht stehende, in der Schwingungsebene liegende

Gerade und bezeichnen die von dieser Geraden mit den positiven

Tbeilen der Coordinatenaxen eingeschlossenen, 180° nicht fiber-

steigenden Winkel durch u,, vlt wt , so sind die Gleichungen

dieser Geraden:

x-X y-

Y

z—Z
COS Mi COSt! COSCCt

*

Weil diese Gerade in der Schwingungsebene liegt, so ist nach

dem Obigen:

ilcosu, +/?cost?t + Ccosto, =0,

und weil dieselbe auf der Normale des ßeobaebtungsorts senk-

recht steht, so ist

COSU' COS Mi + COSü' COS 9| -f» COS W1 COB tf>| = 0,
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234 Gruner t: Theorie des Foucault'tchen Pendeiversuchs,

wo für cos«*, cosc', costr' ihre obigen Werthe zu setzen sind«

Ans diesen beiden Gleichungen ergeben sich die drei folgenden

Gleichungen:

(A cos w' — Ccos ti') cos — (Ccos v' —B cos i©') cos =s0,

(Bcobu' — Acosv') costj — (i4cosw'— Ccos«') cosu^ =0,

(Cc08t>' — BCQSU>')C08W1—(ÄCOS Ii'— AcOBl') COSttj =0;

and man kann also, wenn G einen gewissen Faqtor bezeichnet,

, offenbar setzen:

Icosti,
= G(Ccose' — Bcoatc'),

cos vl =GM cos w'— C cos «')
,

cos toi = G(B cos «'—4 cos t>')

;

woraus sich, weil

COS«i* +COS»,*+ COSW|*= 1

ist, sogleich

5)

ergiebt

Bezeichnen wir den 180° nicht übersteigenden Winkel, welchen

die beiden ton dem Beobachtungsorte aus senkrecht gegen des-

sen Normale in seiner Meridian - Ebene und in der Schwingungs-

ebene des Pendels gezogenen Geraden mit einander einschliessen,

durch 6, so ist

cos $= cos u cos u, + COS 9 cos »t + cosW COS f0| ,

also, wie man mittelst der Formeln 2), 3), 4) leicht findet:

0) . . . . cosÖ=— GCdsinco— ßcosw),

wo für G sein obiger Werth zu setzen, wegen des Vorzeichens

aber die folgende Bestimmung zu geben ist.

Die Projection des nach dem Beobachtungsorte gezogenen

Erdhalbmesscrs auf der Ebene des Aequators wollen wir als den
positiven Theil der Axe der xx eines rechtwinkligen Coordioateo-

systems der X\y\*i mit dem Mittelpunkte der Erde als Anfang an-

nehmen; die Ebene des Aequators sei die Ebene der tfjyj, und
der positive Theil der Axe der yl werde so angenommen, dass

man sich, um von dem positiven Theile der Axe der ar, durch
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aus neuen Gesichtspunkten dargevieUt. etc. 235

den rechten Winkel i.xx y^) hindurch zu dem poskiveo TbeHe der

Axe der 4jx zu gelangen, im Sinne der Drehung der Erde uro ihre

Axe bewegen muss ; der positive Theil der Axe der zx sei vom
Mittelpunkte der Erde nach dem Nordpole bin gerichtet, and falle

also mit dem positiven Theile der Axe der z zusammen. Dann
hat man nach der Lehre von der Verwandlung der Coordinateo

bekanntlich die folgenden Gleichungen:

x
x
z=zy «»in o> + x cos o

,

yt =y cos co—x sin cd;

und sind nun x, y t x und xx , yif Zf die Coordioaten feines in der

von dem Beobachtungsorte aus in der Schwipgungsehene auf der

Normale des Beobachtungsorts senkrecht gezogenen Geraden,

dessen Entfernung vom Beobachtungsorte q ist; so ist

*= JT-f- 0 COS Mi, y=F-|pCOSU1 , Z—Z+ QCOBWj'y

also:

xx
sc ¥sin «o+ A'cos co + p (sin » cos o, + cos tocost^)

,

yx
= Fcos©—A sin ca-f p(cos(ocosC| — sincocosu,);

also «ach 1), 2), 4), wie man leicht findet:

_ . oGa(Asm <o—B cos co) sin (•>

xx ssacosö + *
> = ,1 Va2sinö*+6acosö»

qG \a{A cos co -
|- /?»ioo))sin(5 C6cos5 }

Weil nun aber nach dem Obigen

Ab cos a>cos ö + Bb sin obcosö + Ca sin 5 = 0,

und folglich

Aco8co+ B8\nco=—
^
Ctangu

ist, so ist, wie inan leicht findet:

___ oGCV a»sinäa + 62cos g»
&l ocosü

Nehmen wir nun die von dem Beobachtungsorte aus senkrecht

Ulf seiner Normale in der Schwingungsebene gezogene Gerade so

an, dass sie auf der Seite des Meridians des Beobachtungsorts

liegt, nach welcher hin sich die Erde bewegt, so ist yx offenbar

positiv, «ad aas der vorstehenden Gleichung erhellet also, dass

man unter der so eben gemachten Voraussetzung das Vorzeichen
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236 Crunert: Theorie des Foueau lt' sehen Pendeitersucht,

von G immer so nehmen moss, das« das Produkt GC negativ

wird, wobei man nicht anbeachtet lassen darf, dass cosö stets

positiv ist, weil der absolute Werth von ö nicht grosser als 90° ist.

Die Lage der Schwingungsebene des Pendels wollen wir uns

jetzt durch die gerade Linie bestimmt denken, in welcher von

derselben der Horizont des Beobachtungsorts geschnitten wird,

wollen aber immer nur den einen der beideo Theile dieser Linie,

in welche dieselbe von dem Beobachtungsorte getheilt wird, ins

Auge fassen, und werden im Folgenden diesen Theil der Karze

wegen die Schwingungslinie nennen; der Theil der Mittagslinie

des Beobachtungsorts, welcher von dem Beobachtungsorte aus

nach der Seite des Nordpols der Erde bin liegt, soll dagegen

von jetzt an die Nordlinie genannt werden. Die von der Schwin-

gungslinie mit den positiven Theilen der Axen der x, y, z ein-

geschlossenen, 180° nicht übersteigenden Winkel wollen wir respec-

tive durch o, ß, y bezeichnen, und der von der Schwingungslinie

mit der Nordlinie eingeschlossene Winkel, indem man diesen

Winkel von der Nordlinie an nach der Seite des Meridians des

Beobachtungsorts hin, nach welcher die Bewegung der Erde gerichtet

ist, also eigentlich der Drehung der Erde entgegen *), von 0 bis 360°

zählt, soll durch & bezeichnet werden. "Unter diesen Voraus-

Setzungen sind die Gleichungen der Geraden, in welcher der

Horizont des Beobachtungsorts von der Schwingungsebene des

Pendels geschnitten wird:

x— X _y—Y z—Z
Cosa cos/J cosy

oder nach 1):

jr— q cos co cos (5 y— q sin o cos 5 >—6 sin (5

cosa cos£ ~~ cos/

Da diese Linie auf der Normale des Beobacbtungsorts senkrecht

steht, so ist

cos ö cos v! + cosjScost»' + cosycostc' =0,

also nach 2):

b cos a cos o) cos 5 + h cos ßsin <o cos 5 -f a cos ysinö = 0

;

und da die in
t
Rede stehende Gerade in der Schwingungsebene

liegt, deren Gleichung bekanntlich

") Wenn man «ich, im Beobachtungsorte stehend, das Gesicht nach

Norden gekehrt, zugleich mit der Erde fortbewegt denkt.
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A(x- X) + B(y- F) + C(z— Z) = 0

ist, oo ist

^cosa-f Bcmß + Ccos y= 0.

Daher bähen wir zwischen deo Grosse» A, B, C die swei Glei-

Jcosa-f* ßco*ß + Ccosy= 0,

^6cob<dco8Ö + Z?6Bioa>cosö + Casio ö =0;

und bezeichnet also Gi einen gewissen Factor, so kann man

= Cr'i (a cos ß sin ö— 6 cos y sin a> cos 5)

,

B= (6co«*yco8 0)CO8Ö— acosasiQÖ),

C= G\6 (cos a sin a>— cos0 cos oj) cos ö.

Also ist, wie man leicht findet:

e>—Bcob t»= Gx { a (cosacos w + cos ßsin n)mn ö— 6 cosycosö |

Ccoso' — Bcosw'= C?j cosa V aa sin

o

2
-f- 6*cos o*,

Jcosto'— Ccostc' = Gx cosßVa'2 sin ö» + 6*cos ö»,

,

Bcoau' —AcQSt)' = G| cosyV

o

2sioö* + 6* cos ö*;

wobei man immer die aus dem Obigen bekannte Gleichung

6 cos a cos co cos ö + 6 cos ß sin e> cosö + a cos y sin <5=0

an berücksichtigen hat. Also ist nach 4) :

Icosw,
=GGt cos oV a*sin ö* -f o*cos 5*.

cos»! = GGt cos ßV a*sinö»+6*co8Ö»,
'

cos to, = 6'€r, cosyVe*sinö2 +6*cosö*

;

folglich

^

^i'^ a*sinö» + o*cosö*

"

Mau kann aber, wie aus dem Obigen sogleich erhellet, unbe-

schadet der Allgemeinheit Gx = I setzeo. Dann ist

c .
-i

* Va»sinö*+ 6*cosö»'

und nach dem Obigen:
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A = acosß sin S

—

bcosy sin o> cos ö ,

/?= 6cosYC08ß>cosö— acosorsinö,

C=6(cosasind> — cos /Jcosw) cosö;
folglich:

/tsin©— /?cosa> = a(cosacoso) -f cos0 sin cd) sin ö — 6cos y cos ä.

Wenn nun die Schwmgungslinfe auf der Seite des Meridians

des Beobachtungsorts liegt, nach welcher die Drehung der Erde
gerichtet ist, so ist es nach dem Obigen offenbar verstattet, 6= 0,

folglich cos 02= cos 0, sin 6= sind zu setzen, und nach dem
Obigen ist also in diesem Falle:

g a (cos a cos o» + cos |3 »i n co) sin 5— 6cos ycos 5
608 _

Va2sinöa+6acosö*

das Zeichen so genommen, dass

b (cos et sin co— cos,/? cos w) cos t)
Crk ZZZ 3; ,_

,

V a*sinö*-f 6*cosö*

d. b., weil cosö positiv ist, dass

+ (cos a sin o> — cos /3 cos od) *

negativ wird; wenn dagegen die Schwingungslinie aof der entge-

gengesetzten Seite des Meridians des Beobachtungsorts liegt, so
niuss man offenbar 8=0+180°, also cosö=— cos0, sin®
=— sin0 setzen, und nach dem Obigen ist also fft diesem Falle*:

_ ,
a(cosa«osa>—eos/3sin <o) «In5— 6cosyeosG>

cos&=± — '-

,

V7iVmöa+6*co*ö»

das Zeichen so genommen, dass

» b (cos csin co— cos ß cos co) cos5=
Va*siuö»-r-6»cosö*

'

d.h., weil cosö positiv ist, dass

± (cos « sin co— cos ß cos co)

negativ wird.

Sind jetzt x % y t z und xl t yt , zt die Coordinaten eines be-

liebigen Punktes der Schwingungslinie, dessen Entfernung vod
dem Beobachtungsorte q ist, in den beiden vorher eben so bezeich-

neten Coordinatensystemen ; so ist

ar=-X+ocoscr t y=F+ocos/3, z= Z+ocosy;

und folglich ganz auf dieselbe Art wie oben in einem ähnliche« Fall
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xx
= Fsin co + Jfcos co + p (sin ©cos 0 -f

- cos co cos a),

yi = Fcosco— Asinco + o(coscocosß— sincocosa);

also, wie man leicht findet:

3rt =acostt +o(sinco cos 0-f cos co cos o),
*

yt =o(co«a)C08/5— sincocosa);

also, weil yt
im ersten der beiden oben unterschiedenen Fälle

offenbar positiv, im zweiten offenbar negativ ist, die Grösse

cos asin o>— cos0 cos co

im ersten Falle negativ, im zweiten Falle positiv. Hieraus er-

giebt sich mittelst des Obigen auf der Stelle, dass in beiden

Fällen, also in völliger Allgemeinheit,

a (cos a cos o -f- cos ß sin co) sin (5— 6 cos y cos (5
*

V aasinöa+62cosöa

oder

6 cos y cos 65— a (cos ocos co -f- cos ß sin co) sin (5

008
Va*sioö»+ 6*cos5»

gesetzt werden muss.

Weil bekanntlich

6cos a cos co cos (5 -f ocos ß sin co cosö -fr a cos ysin ö ss 0,

and folglich

cos o cos co+ cos0 sin co= — ^ cos y tangö

,

cosy=— ^(cosacosco + cos)?sin co) cotö

ist, so ist, wie man leicht findet:

_ cosy V
r
«a sinöa +

6

2 cosö3»
~»Ö= 7

beosö

(cosacosco-f-cosßsinco) V"

a

9 sin öa
-f 62 co«ö5*= ~ asinö

Also ist ferner

. ^ 4 cos y
3 (o* sin 5* + 6* cosö2

)«««i

—

1—
o*= 1 — cosy*— p cos y*tnng w* >

Digitized by Google



240 Grunert: Tktorie de» FoucaulC sehen Pendelvermchs,

folglich, weil bekanntlich

cos o* ~f- cos ß1 \ cos y*= 1

,

und nach dem Obigen

cos

y

2 tang ö*= (cos «rcos o) -f- cos0 sin co)*

ist:

sin8*= cosa* -f- cos/?*— (cos acos» + cos ß sin eo)1 ,

woraus sich 'ferner leicht

sin 9* = (cos er sin <d— cosßcoso))*,

und daher nach dem vorher Bewiesenen offenbar in völliger All-

gemeinheit

sin0-- (cos a sin w — cos /3 cos »)

ergiebt Daher haben wir jetzt die folgenden, für unsere fernere

Untersuchung sehr wichtigen, ganz allgemein gültigen Formeln:

Ä cosy V
r
fl
2 sinö2 + &*cosö2

COS &= Z
==

0C08O

<8)

i

_ (cosecosoj-f cosftsino))V~qasincäH62cos5*

asinö
'

sin 0= cos ß cos at— cos a sin co.

Bevor wir in unseren analytischen Betrachtungen weiter fort-

schreiten, wollen wir zuerst zeigen, wie die Lage einer Ebene
bestimmt wird, die durch eine gegebene gerade Linie geht und
gegen eine gegebene Ebene unter dem kleinsten Winkel geneigt

ist. Zu dem Ende sei in Taf. III. Fig. 10. die gegebene gerade

Linie AB , und MN sei die gegebene Ebene. Durch den Durch-

schnittspunkt B der geraden Linie AB mit der Ebene MN ziehe

man in der letzteren die beliebige gerade Linie DE, fülle von A
auf die gegebene Ebene des Perpendikel AAlt auf die Linie DE
das Perpendikel AC\ und ziehe die Linien BAX und CAX . Dann ist

also

AAX
== AC • sin ACAX ,

ÄC = AB.s\nÄBC;

AA
X
~ AB . sinABC . sin ACA

X

oder

ÄÄXmACAx
s
AB. BioABC
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Da das Verhältnis* der Linien AAX und AB constant so

wird der Winkel ACAX ein Minimum werden, wenn amABC ein

Maximum wird, also fiir 4LABC= 90°, oder wenn die Linie Z)£

io der Ebene MN auf der Linie senkrecht steht. Folglich

wird die gesuchte Ebene bestimmt durch die gegebene Linie und

die auf derselben senkrecht stehende, in der gegebenen Ebene

liegende gerade Linie.

Ferner wollen wir ans nun mit der Bestimmung der
Lage der Schwingungsebene des Pendels bei einer

durch die Elemente Wj, 6, r bestimmten zweiten Lage
des Beobacbtuugsorts beschäftigen.

Bei dieser Bestimmung halten wir uns ganz an die im Obigen

fiir dieselbe entwickelten Principien und suchen denselben

analytischen Ausdruck zu geben.

Die Coordinaten des Beobacbtungsorts in seiner durch die

Elemente tolf ö, r bestimmten zweiten Lage seien XXt l\, Z|,

so ist nach 1):

/ JT1 =acoso)] cos (5,

9) < Ft = a sin <», cosö,

l Z| — 6sinö. •

Die J80° nicht übersteigenden Winkel, welche der von dem Be-

hin gebende Theil der Normale des Beobachtungsorts mit den

positiven Theilen der Axen der x, y, z einschliesst, seien respec-

tive iij', V. «*,'. so ist nach 2):

. 6c08a>i COSÖ
COS U\ = ~

»

Va»sin öa+ 6*cosö*

t
osin«! cos 5

10) . .

\

c08Vi ~Va*sinöa+6»cosö«'

,
asin <5

C08Wl
~Va«sinc5*+ 6»cosö"'

Die Gleichungen der Normale des Beobachtungsorts sind folglich

:

y-Yx z-Zx

coswj' cost>,' cos «Di''

X\ y— Fi = i—Zi
b cos ö»! cosö 6 sin»! cosö asinw*
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Gruners: Theorie des Foucault' sehen Pendettertuchs.

g-ccpa o^cosg y— g«hi c^cosg _ i— b*\x\ü

Bezeichnen wir die Coordinaten des Durchschnittspunkts dieser

Normale mit der ersten Schwingungsebene, deren Gleichung be-

kanntlich

4(ar—X) + B{y— Y) + C(x— Z) = 0

i»t, durch r, 9» f > ** haben wir zur Bestimmung dieser Coordi-

naten die drei folgenden Gleichungen:

6 cos cos u 60,'in w1 cos (j asintt'

^Or- JT) + (n- F) + = 0.

Durch diesen Durchschnittspunkt wollen wir eine Gerade legen,

welche in der ersten 5chwiogung«ebene liegt und auf der Nor-

male de« Beobachtungsorts in seiner zweiten Lage senkrecht

steht. Die voo dieser Geraden mit den positiven Theilen der

Coordinatenaxen eingeschlossenen, J80° nicht übersteigenden Win-
kel seien v", w"; so sind die Gleichungeo der in Rede steh-

tf—x y— n z~-y.
.

coTm*
=

cösv"
= * '

und ffln die Winkel tf, tc" hat man die Gleichung:

COS U, ' cos u" + COS t?j ' cos v" -f cos W>i ' cos to*=0

,

also nach 10):

6 cos cos ö cos u" ^ 6 sm d»! cos S cos v" + « sin ö cos w*= 0.

Die zweite ISchwingungsebene geht durch den Beobachtungsort

(Xl YtZl) und den Punkt (m); also ist ihre Gleichung:

J, (ar-jf) + tf, (y-n) -f^ (*- f)= 0,

roigncn auCD

:

40r-JW+ ZM»- FO+Cft- Z.) =0;

also nach dem Obigen:

46 cos o>! cosö + Üj^sin o>|.cos ö +Ct**luö= 0.
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Die zweite Sehwingungsebene geht aber auch durch die, dtrch

die Gleichungen

cosu* cose" cosu»"

charakteris!** Gerade, und es ist also:

Die Gleichung der ersten Sebwingungsebene ist, weil der Pont*

(rwj) in derselben liegt, auch

A (jr-r) +*(y-«> + C(i— })« 0,

und da die durch die Gleichungen

cosu" cos»" costc"

charakterisirte Gerade in der ersten Schwingungsebene liegt, «x>

ist also auch:

A cost*" +iScose" + Ccostp"= 0.

Daher haben wir zur Bestimmung ron u", , to" die drei folgen-

den Gleichungen:

A cos ti" + Äcose" + Ccosio"= 0,

6cos »! cos ü cos *" + 6 sin ©, cosö cos v"+ a sin 5 cos to*= 0,

cos u
w» + cos e**+ cos to"9= 1.

Aus den beiden ersten dieser Gleichungen folgt, wenn G1 einen

gewissen Factor bezeichnet

:

cosm" = G' (Cb sin mx cosö—Baam ö)

,

coso* = G'(^<rsin ö— C&cos a>, cosÖ),

cosw*= (76 (ffcos - ^ sin »,) cos ö

;

und aus den beiden Gleichungen

cosuf-t-fftCoss' +Q cos u>" =0,

^l|6 cos «! cos ö + J?46 sis a>r cos (3 + Ctasin 55=0

erh&lt man, wenn auch Gt
' einen gewissen Factor bezeichnet:

Al z=.Gl
' (6 sin 09],cos (3cos a sin öeostr*)»

Bl =.Gl
' (asinöcosw*—-6 cos ojj cosöcos«/')»

(^ sss G4
'6 (cos a>| cos — sin Oj cos u") cos ö.

Also ist, wie man leietrt findet, wenn der Kfirze wegen "I" '
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11) . . ß= cos a>i cosö + 2?6sina>i cos 04- Casinö

gesetzt wird:

^1=— G'Gj ' { A (aVm ö*+ 6* cos ö*)—6Ä cos cos ö |

,

H ss- C'Gt' I Ä(a«sin ö*+ A* cos ö«)- &ß sin co, cos ö }

,

Q =

—

G'Ct
'

{ C(a*n\o ö*+ 6*cos 5«)—a&sinö);

oder, wie unbeschadet der Allgemeinheit offenbar kürzer gesetzt

werden kann:

IA
X =A (a*sin ö*+ 6* cos öa

)

—

bU cos cd, cos ö

,

B% =B(a2 8\n ö 2 + 6* cosö*) -6Äsin tol cosö.

<\ = C(a* sin ö»+ 6*cos ö*) - oÄ sin ö.

Fflhrt man in den Ausdruck von & für A, B t C die aus dem
Obigen bekannten Ausdrücke

A = «cosßsinö — ocosysinoocosü,

1? s= 6 cos y cos o> cosö — acosasinö,

C = 6 (cos a sin cd— cos ß cos 0») cosö

ein, so erhält man nach einigen leichten Reductionen für & den
folgenden Ausdruck:

iacosacos.Xm+ttJsinö \

+ «coß0 8ini(o)+ü>
1 )8inö > Cosö.

— 6co8yco8i(co-a)
1)co8Ö

'

Bezeichnen jetzt alf ßl> yi die von der zweiten Schwingungs-
linie mit den positiven Theilen der Axen der ar,y, % eingeschlos-

senen, 180° nicht abersteigenden Winkel, so haben wir ganz in

derselben Weise wie früher zwischen denselben die folgenden

Gleichungen

:

Jjcosoj + Bx cosft + C, cosft =0,
6 cos o»! cosö cos «t + 6sino>i cosö cos/?! -f asinöcosy, =0;

also, wenn Gn einen gewissen Factor bezeichnet:

cos«! =s: CtC^sino^cosö— i^asinö),

cos ßl= G" (A^s'mö — f^6coso)| cosö),*

cos Yi = G"b(B1 cos a>i—Al sin 0^) cos ö

;

und folglich, wenn man für Ax , Bx , Cx ihre Werthe aus 12) ein-

fährt, wie man nach leichter Rechnung findet:
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icosojss^CCftsina^sö-BflsinöXtf^iDcSH^cosö«),

co*ßl=Gff(Aa8mQ—Cbco8al
cosQ)(aHinQt+b2co8t^,

cosy, =G*6(&:osa>i-^sino^cosö^sin^+^cosö2
).

Bezeichnet endlich B
t
den von der zweiten Schwingungslinie

mit der zweiten Nordlioie eingeschlossenen, ganz auf ähnliche

Weise wie früher den Winkel 0 genommenen Winkel, so hrt wr#

früher in 8)
:

_ cos y, V o*sin ö 2 + öa cos ö*
C088'= ——

15) < (cosgA cosfD1 4-cosjg| sinctti)V^in^HP*cos^
1 asinö

'

v sinöj =cos^|COso>1
— cosoj sin®,

;

und folglich nach 14):

lö)

cosöj = G (Z?cosa>, — ,4sin «^(«^sin u* + 62 cos

sin ©i = G* { (i4co8wl +Ä6ini»1)ösinö- Cfccosö KaVinSHtfcority.

Weil nun sin(ö— @j) = sin ö cos

6

t
— cos 0 sin

©

t ist, so er-

hält man mittelst der Gleichungen 8) nnd 16) zuvörderst leicht:

sm(©- 0t )= CC^cos/J-Äcos^sinCa-mOCa^sinöH^cosS«)4

+ G^(^coso+ßcos/3)cos((»—o>,)(«VinöH6aco8c5s) ,f

Mit Rücksicht auf die bekannten Gleichungen

cos a*+ cos /^-f- cosy*= 1,

6 cos et cos co cos (13 -f- ocos/JsincocosÖ-f-acosysinö =0
findet man aber mittelst der aus dem Obigen bekannten Ausdrücke
von A, B, C leicht:

A cos0—B cos «= asin ö

,

ilcoso -f- Z?cos/3=r— Ccosy,

(cos o cos w+ cos/? sin a») cotö =— |cosy;

also, wenn man zugleich l_cos(eo— «,)= 2aini(»— »,)* setzt:

17) sio (©— 0X)= ( a sin (a>— coj ) sin ö -f2Ccos y sin } ( cd— co
t )* |

X<a>sinö*+ 6*cosr ?
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,8>

Weil

U*, so erhält man zuvürderst mittelst 8). 16). 11) leicht:

l (Acosß—ßco8a)coH(ta^a>i) l

^„ (cosasinca— cosffcos a))^6cosö(gVin(32 f62cos(5
2
)

also, weil

/4 cos0—2? cos er = asin ö,

cos et -f ticosß= — Ccosf

=s= 6 (cos0 cos cd - cos er sio o)) cos y coe ö

= 6 sio 6 cos y cos3
6* sin ©cos 0cosÖ*

V~«2«iriö a-f-62cosÖ*

cos a sio es— cosß cos a>=— sin 0

ist, wie man nach leichter Rechnaog findet:

19) . .

™*^-®i > _ C?
ff(a»sin5» + 6«cosö»)»

osin 8[&-f-6cosQcos(JMn(6)— c^) Vfl^ 8inM*4-&gcoscJ2]cot(j
5< *1 "" a («* sin ö« + 6*cos ö>Ä) cos (cd— mj'

Mit der Bestimmung des Factors Cr* , von der nachher die

Rede sein wird, wollen wir ons jetzt der Kurze wegen nicht wei-

ter beschäftigen.

III.

Uebergang zum Falle der Continuität.

Wir wollen jetzt annehmen, dass sich a>— to, , und folglich

auch der Noll nähere. Weil sich unter dieser Voi

setznng sin(»— eoi) der Null, cos(»— csj) der Einheit, und

13) auch £ sich offenbar der Null oähert, so ist nach 1»),

auf der Stelle erhellet:

t

Lim ^ (alÄin 5,+ 6, C0|| sl), Lim Q»
COS I^CD— (S|/

I
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> weil offenbar

coa(a>— eo,)

da cos(«^p,) and cosC©-^) sich beide 4er Einheit nähern,

eine positive Grosse ist, auf der Stelle erhellet, dass Lim
eine positive Grosse ist. Nach 14) ist aber offenbar:

I(C6
sin o»| cos ö — Ba sin 5)*

+ (Ja sin ö— Cb cos^ cos 15)*

+ 6*(/?cos a>| — /fsin a>,)scos ö1

also, wie man mittelst leichter Rechnung findet:

^=(aasioöa+6«co8Ö^2i(^H^HCi)(a^inöH6»co8Ö«>-Ä»}.

Ans den bekannten Ausdrücken von A, B, C erglebt sich aber,

mit Rücksicht auf die Gleichungen

cos o* + cos ß
2 +cosy*= 1

,

6cos a cos (»cos ö + ocos ßsin »cos ö -f n cosysin 5= 0,

leicht, dass

A* + B*+ £•= «* sin ö*+ 6* cos ö*,

und folglich

1 _____h - (a»sin ö*+ 6»cos ö*)* { (a* sin ö»+ 6*cos ö*)«—

|

ist. Also ist

Lim . Cr**= (Lim G")*=^p^g» -

folglich, weil, wie wir so eben gesehen haben, Lim G" positiv ist:

LimG"=
{a9a[Q *pcw ö2),

•

Weil unter der gemachten Voraussetzung auch tangi(co—«O
sich der Null nähert, so ergiebt sich aus der Gleichung 18) auf
der Stelle der folgende Ausdruck

:

Lim*'*^—^ «sing
in,

sio<s>— mt)
~ V«asmü*^eöslP

Nun ist aber bekanntlich

*» n —
taDg taugt),
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wo B die geographische Breite, eigentlich die Polhöhe, des Be-

obachtungsorts bezeichnet; also, wie man leicht findet:

_ a sin Ö n 6 cos (5
sin#=-7======= , cosB=V a» sin ö»+ 6»cos ö» ' Va«sinö*+ 6» cos ö*

*

folglich nach dem Vorhergebenden:

ort, T . sin (6- .

Llm
sin(a>- m| )

=8,Dl*-

Ueberlegt man aber, dass

sin (6— 6
t ) sin (0— B

t ) . sin (q?— 0-6,
sin (a>— (D|)

~~ 0— 6, cdl— a>| 'co— o,'

and nach einem bekannten Satze

ist; so überzeugt man sich auf der Stelle, dass

sin ((»— a>i) o?—»,

folglich nach 20):

21) ...... Lira—Z±=a\nß
' CO — C0j

ist.

Hieraus schliesst man nun aber, was einer weiteren Erläute-

rung an diesem Orte nicht hedürfen wird, leicht, dass überhaupt

g 0
l =sin£ oder 6— Sl

= (co— cü,)sin#
CO— COj

ist. In dieser Gleichung ist die ganze Theorie des Foucault-

schen Pendelversuchs enthalten , und man sieht aus derselben zu-

gleich, dass das früher für die kugelförmige Erde bewiesene be-

kannte Gesetz im Wesentlichen auch ganz ftir die ellipsoidiscbe

Erde gilt , wenn man nur ftir B immer die wirkliche geographische

Breite oder die Polhobe des Beobachtungsorts setzt, nämlich

den gehörig als positiv oder negativ betrachteten

Winkel, unter welchem dieNormale des Beobachtungs-

orts gegen die Ebene des Erdäquators geneigt ist
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XI.

Vier Aufgaben iiber die Kegelschnitte und die Maxiraa

und Minima.

Von

Herrn Professor Dr. Lehmus
xu Berlin.

E r 8 t e Aufgabe.
Die Parameter p, q in der Gleichung y*=px + qx*

eines Kegelschnitts (K) und die Abscissen x dessel-
ben, welche den Durchschnittspunkten (/>) von K mit
einer gegebenen Geraden (6') entsprechen, der Bedin-
gung genügend zu bestimmen, dass die Inhalte (Q) der
von den zugehörigen Abschnitten des K bei der Um-
drehung um ihre Abscisse x erzeugten Körper ein

Max. oder ein Mio. werde.

Losung.
Es schneide (Taf. IV. Fig. I.) G die Achse X in 5 in der Ent-

fernung a vom Scheitelpunkt O unter dem Winkel « und tanga

werde durch t ausgedruckt, so ist

(1) px + qx*=(±aTx)*.(*.

woraus, nach p abgeleitet:

(2) q)x— 2a**—p]dxp— ar= 0,

und nach q abgeleitet:

(3) [*(/ — q)x— 2*1«- p]Bx§
— = 0

entsteht.

Th«il XXVIII. 17
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(px -f qx%)dx— g (Zpx*+ 1qx%)
o

folgen ferner als die Bedingungen des Max. oder Min. dQr —0
und dQq=0, oder

(4) >2(p + qx)Bxr + x =0
und

(5) . 3(p + ox)a*,+*»=0;

and diese fünf Gleichungen wurden p, q t x, Bxr und Bxq bestim-

men, wenn sie nicht Widersprüche enthielten, indem aus (2) und (3)

Bx, :BxP =x, aus (4) und (5) aber Bxq :Bxp = \x

hervorgeht. Dieselben Widersprüche ergehen sich auch in dem
Fall, wenn (Taf. IV. Pig. 2.) 5 in der entgegeogesetzten Verlänge-

rung der Achse X, also a negativ angenommen wird. «

Dieses Ergebniss fahrt auf folgende

Zweite Aufgabe.
i

Es sei, 9 als gegeben vorausgesetzt, p und q so eh
bestimmen, dass Q ein Max. oder Min. wird.

Losung.

In Beziehung auf die Lage in Taf. IV. Fig. 1. ist

(1) px+ qx*= (x— o)» . (*
,

und wenn hieraus p entwickelt und in Q=^(3pxJ +2evr») ein-

geführt wird:

(2) G=|[3*Mo-*)»*--**»],

(3) a«,= | [a** - 4n/«r +

und

(4) 3*0,=*[—2af»+ (31»— 7)x]

folgt.
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In Beziehung auf die Lage in Taf. IV. Fig. <2. werte» diese Gh*
folgende: ~

, .1 : ! .

(6) . %
px -f o/a** «fc (a~fr

(6) Q=^[3^(a+ ar)*a:-^»],

7T

(7) ^^[«»^+ 4«**+

and • .

(8) e»Q,= *[2nf» + (3<*— , .

1

In beiden Fällen bestimmen sieb dann die zwei Wertbe für x,

welche ein Max. oder Min. liefern können, an* der Gleichung

dQs=0, und tritt einer oder beide ein, so entscheidet dann (4)

oder (8), ob ein Max. oder Min. gefunden ist A4is (1) und (2)

odetf aus (5) und (6) sind dann die zugehörigen Werthe tot p und

Q zu entnehmen.

Dritte Aufgabe.

Die besonderen Werth* von* x t p und Q in Bezie-
hung auf Taf. IV. Fig. 1. für die verschiedenen Kegel-
schnitte zu bestimmen.

LOsung.

A. Ftff dre Parabel, also zu 0 = 0.

Aus dQs = 0 folgt — «)(<r— c)= 0, und nur &r-a=0
HeftJrt, #tö efferoViffch, Wr p einen positiven» Werttr- die* 'Rest)*

täte sind daher:

tf=3> p=£fl** und Qs^oV als Max.

B. Fflr die Ellipse, also 9 negativ gewählt.

Es entsteht:

: ..ClAVMCri»^

^_ «»-F3^T(P-»)1 *»*«•
Q-—(5?+^ r-

17
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Für die oberen Zeichen wird Q ein Min., für die unteren ein

Mai., doch nur wenn f>o festgesetzt ist Zn q=xt* exUtirt

weder ein Max., noch ein Min., indem zn or= ^ und p— qa sich

c*Q,= 0 und 8»Q,= 4<« ergiebt.

C. Fflr die Hyperbel, also q positiv gewählt.

Die Formeln führen auf folgende Abtbeilungen:

a) Wenn ?= 3{* ist.

Es entsteht nur

x= ^ » p=\at* und Q= ^a**1 als Max.

b) Wenn q > 3f* angenommen ist.

Wird untern jede positive Zahl > 0 verstanden und q =
gesetzt, so erhält man:

2dbV(4-M)
fl

^ n
nnd

Q = /* (— -f qX*)dx

als Max. für die oberen Zeichen, aber niebt als Mio. fär die un-

teren, indem fär den absoluten Werth, welchen x in diesem Fall

annimmt, also fär x= 2 +V^+">
«, ein /) m den zweiten Zweig

der Hyperbel ßUlt, weil ^J^^-^ a grösser ist als die Zwerg-

aehse = ^Vlt*"^ • 2« nnd «w»r um

2 + (l+n)V(4 + n)

«(3+n)
a—

dann ist aber die Gleichung y*=px+qx* nicht mehr entsprechend,

sondern die y*——px + qx% oder bequemer die y*=pu+ qvs>
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71

=f(pu+ qu*)du=
ff
(3pu* + 2qu*)

o w

sich ergiebt, woraus ein ausgezeichneter Werth nicht hervor-

geben kann.

c) Fflr ?<3<*.

Bezeichnet m jede positive Zahl zwischen 0 und 3 und wird

q durch (3— m)t* ausgedrückt, so ergiebt sich:

2± V(4

—

m)*= m a '

_ (4-m)^i;(8-3m) *
Q==

3

als Max. für die unteren Zeichen, aber nicht als Min. für die obe-

ren, welche Behauptung so wie in b) zn begründen ist, Indem

hier p negativ wird.

Zu bemerken ist hier noch, das«, wenn m zwischen 2 und 3

fällt, nur ein Zweig von G geschnitten wird, beide aber, wenn
m -^2 ist; zu m= 2, also q = <*, wird G parallel mit der einen«

Asymptote, und es findet nur ein D statt, wozu ar= (l— Vtya,

V2 1 *
p= af*vU und Q=—^—

*3
a3<* a,s Max * 8,ch erg»«Dt-

Vierte Aufgabe.

Fflr die verschiedenen Kegelschnitte in Beziehung
auf Taf. IV. Fig. 2. die besonderen Werthe von x, p und
Q zu ermitteln.

L'ö s u n g.

Fflr die Parabel und Ellipse gehen aus (7), BQs=0 gesetzt,

nur negative Werthe fBr x hervor, zu welchen kein D existirt

Fflr die Hyperbel wird, wenn 9=3** ist, * sowohl wie Q nega-

tiv, was nicht entsprechen kann; zu $r^3** ist die Untersuchung

mit der in G. b) und c) der dritten Aufgabe.

i
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t

« i \ s

u •
1

•
,

XII.

Integration der Differentialgleichung

unter ^ und H positive und unter m und » ganze t

positive Zahlen verstanden.

Vc»

Herrn Simon Spitzer

sa Wien.

Ich setz* das Integral obiger Differentialgleichung in folgen
der Form voraus:

(2)

unter P und t//(aar) Functionen von u und ttr, und anter u, und
constante Zahlen verstanden.

Aus (2) folgt:

und »erden diese Werthe in (1) substitairt, 00 erhalt man:

sichDas

tranaformiren, es ist nämlich
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—
J***

VAx"uy'(ux)hu

«t

"»/*«• d( Vu)— Ax»~l
{ Vufy(ux) \^+AJ a**-htfux) . A^- .du-

IM an hat demnach

+y { (mx) F+ Ax*«-1 y{ux) —B Fx--1 ^(imt)!^= 0.

»

Setzt man nun

(4) H>W(ux) = a«-ia*->(ja)

,

ho gebt ohige Gleichung über in:

- Ax—1
\ Vuqiux) f* y°

Ut

A>(ux)[ Fu«+— -B F\du

= 0,

und dieser genügt man, «renn man V, so wählt, dass

(5) Fti-H-—1 + A^~^-BV = Q,

und die Integrationsgrenzen so, dass
'

(6) { Vuy{ux) = 0

wird. Aus (5) folgt:

und diess in (6) substituirt, gibt die Gleichung:

der man genfigt für «= 0 und für u=oc. Es ist somit das Inte-

gral der vorgelegten Gleichung:

y(ux) .uJ .e~ («+»-*)
. du.
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y(us) mus* aus der Gleichung (4) bestimmt werden, und diess

lehrt Kummer im 19ten Bande von Crelle's Journal.

Sehr leicht ist es, diese Methode zu verallgemeinern und die

Grenzen ihrer Anwendbarkeit zu erweitern.

XIII.

Ueber die Construction der Korbbogen.

Von
i

4ferro C. Küpper,
Lehrer an der Pro*.- Gewerbeschule In Trier.

Binher hat selten ein Mathematiker von Fach diesen aus

Kreisbogen zusammengesetzten Linien einige Aufmerksamkeit zu-

gewandt, vielleicht, weil die sie betreffenden Fragen durch ganz

elementare Erörterungen sich erledigen lassen. Dies ist auch

wohl der Grand, weshalb noch keine der Einfachheit des Gegen-

standes entsprechende Darstellung desselben erschienen ist. In-

dem ich eine solche versuche, wird sich mir die Gelegenheit bie-

ten, Ein» oder das Andere, das für die Praxis von einigem Nutzen

sein könnte, hervorzuheben.
»

I. Korbbogen, am drei Mittelpunkten beschrieben.

Lrste allgemeine Construction.
° ^|»t' •C 1, J " !

• >' *

OA (Taf.IV. Fig. 3.) ist die halbe Spannweite, OB die Pfeil-

höhe des Bogens. Man nehme MA > OB und beschreibe mit

MA um M den Viertclkreis AD, verbinde D mit ß und verlän-

gere BD bis an den Viertelkreis in E; nun ziehe man EM t so
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trifft diese Gerade die verlängerte Pfeilhöhe in dem zweiten Mit-

telpunkte N; der dritte Mittelpunkt liegt auf der Spannweite,

eben so weit von O entfernt wie

Beweis. Die Dreiecke MED, NEB sind ähnlich, folglich

das letztere gleichschenklig: NE = NB,

Ffir die Folge werde beachtet, dass der Peripheriewinkel

AED oder ^ AEB = const. = 136°.

Zweite allgemeine Constru ction.
»

Mit der halben Spannweite als Radius beschreibe man um O
(Taf. IV. Fig. 4.) den Viertelkreis AB', wähle auf diesem einen Punkt

G im Allgemeinen beliebig, und verbinde ihn mit A, B, O; hierauf

ziehe man durch B BE\\ B'G, sodann EMN\\ GO, so sind M , N
zwei Mittelpunkte.

Beweis. Die Dreiecke MAE, MBE sind beziehlich ähn-

lich OAG, OBG, und da diese letzteren gleichschenkelig sind,

so ist auch:

MA=ME, NB= NE
Auch hier genügt ein Blick auf die Figur, uro zu erkennen,

dass 4AEß = ^AGB' = m»
Diese Auflösung ergibt nur dann einen brauchbaren Gewölbe-

bogen, wenn man den Punkt G nicht ausserhalb eines gewissen

Theiles des Viertelkreises AB' annimmt. Zieht man BG' || BA,
so erhält man diesen Theil , auf den man sich mit der Wahl von

G beschränken muss; läset man G mit G' zusammenfallen, so

wird MA=0, und der Korbbogen fallt mit einem Kreisbogen zu-

sammen, der durch A, B geht und dessen Mittelpunkt auf BO
liegt; füllt G in B' , so wird MA = OB, NB= oo, und der

Korbbogen besteht aus einem Viertelkreise und einer horizontalen

Tangente desselben. Man sieht also, dass der Spielraum für die

möglichen Korbbogenformen um so grösser ist, je grösser der Win-
kel BAO oder auch dessen Tangente, d. i. je grösser das Ver-
bältniss der Pfeilböhe zur Spannweite. Es gibt also bei einer

vorgeschriebenen Construction , die etwa dem Winkel AME einen

gegebenen Werth zuschreibt, ein Minimum jenes Verhältnisses,

bei welchem die Construction unmöglich wird. Soll z. B., wie dies

in der Praxis gewöhnlich vorkommt, 4LAME=:GW, also ^AOG
= 600 sein, so roüsste ^LG'BO oder Z ABO < jZGB'O,
d. h. ^ ABO < 750 oder z OAB > 15o Min .

Digitized by Google



25* h Upper: Leter die CoustrucUou der KorMgen.

Dritteos: Ort des Anschlusses E.

Der Punkt E, in welchem die beiden , den Koronaren zusam-
mensetzenden Kreisbugen sich berühren, der sogenannte Anschluss,

liegt auf einem bestimmten Kreisbogen, welcher von den Punkten

A , B begrenzt ist, und dem ein Centriwinkel von 90° entspricht

Denn stets ist 4L AEB = J35°.

Um das Dreieck AOB (Taf. IV. Fig. 5.) beschreibe man einen

Kreis und halbire in O' den Halbkreis AOB, aus O* mit 0*A
als Radius beschreibe man den Bogen AEB, so ist dieser der

Ort fär den Anschluss E. Zieht man BE' horizontal, so begrenzt

man auf diesem Bogen eio Stück AE' t auf welchem jeder Punkt

zum Anscbluss genommen werden kann. 4L AE'B — 135°, also

jCE'AO = 45°, E' ist demnach der Ausschluss für den Korbbo-

gen, der aus einem Viertelkreise und seiner horizontalen Tangente

besteht. Geht man vom Anschluss aus und wählt E auf dem Bo-

gen AE' beliebig, so sieht man leicht, wie mit Hälfe einer der

angegebenen Verfabrungsarten die zugehörigen Mittelpunkte M t N
zu erlangen sind.

Dieser Weg scheint mir von allen der angemessenste zu sein,

weil die Lage des Punktes E, in welchem die Krümmung des

Gewolbebogens sich plötzlich ändert, für die Beurtheiluug der

Festigkeit von Bedeutung ist. Wählt man E so, dass das Ver-

hältnis* der Radien der in diesem Punkte sich berührenden Kreise

sich der Einheit möglichst nähert, so erhält mau eine der vorzüg-

lichsten Constructiouen

:

Es sei (Taf. IV. Fig. 5.) MA= * der erste, NB=9 der zweite

Ich ziehe ES\\Etß, verbinde E mit ff, diese letztere Linie

ein Minimum, oder da BF? — const.= OA — OB, wenn Ed ein

Maximum wird , d. i. wenn E die Mitte des Bogens AE' wird.

Es sei also Bogen AE = Bogen EE\ 4LBAO = a, QA=a,

Radius, es soll das Verhfiltniss £ eio Maximum werden.

OB= 6. Man sieht:
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AEAO= jZE'AO+ Z EAE' = 45« + £ = \QAB i

E ist mitbin der Mittelpunkt des in das Dreieck AQB beschrie-

benen Kreise«, woraus eine bekannte Construction sieb ergibt.

Ferner denken wir um M den zum Korbbogen gebunden Kreis

beschrieben, welcher durch E y D geht und die AB in F trifft,

so wird auf diesem Kreise Bogen AEmBogen £F, also EM in

H auf AB senkrecht sein, Ueberdiee ist §ehne EE' =^ Sehne EF,
also BE' = BF; nun war aber BE'= OA- 0B= a— b, folg-

lich BF= a — A. Man findet demnach unmittelbar den Punkt

wenn man 2?i^ gleich der Differenz der halben Spannweite und

der Pfeilhühe nimmt; errichtet man darauf in der Mitte H von

AF aufAB die Senkrechte HMN, so erhält man die Pnnkte Äf, if.

Die Radien x, y zu berechnen, betrachte man die ahnlichen

Dreiecke MAH, AOB und NBH, AOB, und setze \Ta*+Ü*
=zAB= c.

Da E der Mittelpunkt des in das Dreieck AQB beschriebe-

nen Kreises ist, so folgt:

somit x=a.^ , y= p.£.

Relationen folgt noch;

a.*-f 0.y= (a-HJ).c=c«

uud

c2 c«
x.y= a.ß. —-r = —

J r u.b L

•ji.'i

II. Der aus fünf Wittelpunkten beschriebene
Korbbogen.

Der erste Mittelpunkt üf (Taf. IV. Fig. 6.) ist nur an die Be-
dingung HA < OB gebunden ; aber der auf der verlängerten Pfeil-

hohe anzunehmende dritte Mittelpunkt JS ist nicht mehr ganz will-

kürlich, nachdem schon M gewählt wurde. Seien nämlich AE,
BF die Kreisbögen, welche durch einen dritten Bogen EF,

-
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dessen Mittelpunkt P sei, verbunden werden können. Da PE
= PF=r, so folgt:

MP+PN« (jf— *) -f (t—ar)=jf— x.

x, y sind von der Lage von M , 2V abhängig, und damit es einen

Punkt P gebe, welcher der Gleichung

MP+Pfii=y-x (I)

Genüge leistet, mnss vor allem Af2V<y—x sein.

Jedem Punkte M entspricht nun ein Punkt N' so, dass

diesen Punkt erhält man durch die erste der beiden vorigen In-
structionen. Wird nun N unterhalb dieses Punktes N' angenom-
men, ho hat man:

y= BN' + N'N.

;ilso

y-*=it#2V' + iV'iV,

y— x > MN.

Für die Punkte wie r, oberhalb iV', ist:

Br-x=B!S'—N'r—x=MN'—N,
r t d.h. Br—x<Mr.

Hieraus folgt, dass nur bei der AnnahmeN unterhalb iV' die Con-

struction möglich ist.

Wenn aber 2V so gewählt wurde, dass MN < y — so sei P
so bestimmt, dass MP+PN=y—x\ dann ist MP+x=y—NP.
demnach ist die Bedingung (]) erforderlich und hinreichend für

die Ausführbarkeit der Coostructioo. Ist dieselbe erfallt, so ist

dadurch ein Ort fär P bestimmt, nämlich eiue Ellipse, deren Brenn-

punkte M, N sind und deren grosse Achse y—x ist Auf die-

ser Ellipse liegt, wie man leicht sieht, der zur Determination

dienende Punkt iV'.

III.

Schliesslich möge hier ein geometrischer Satz Platz finden,

fler eine Generalisation des für den Anscbluss gefundenen Ortes

ausdrückt und ebenso leicht zu beweisen ist.

Wenn man zwei Punkte A, B (Taf.IV.Fig.7.) durch zwei sich
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an einander schließende Kreisbogen verbindet, weiche in

gebenen Punkten zwei gegebene Tangenten {AT, BT)
besteht der Ort des Anschlusses aus zwei Kreisen, wel

A, B gehen. Beschreibt man um das Dreieck ATB einen Kreis,

und halbirt die beiden Bögen dieses Kreises, welche A, B zu

Endpunkten haben , so erhält man die Mittelpunkte der beiden

XIV.

Grandzüge einer Theorie der Polaren.

Von

Herrn C. Küpper,
Lehrer aa der Prov.-Gewerbe«chnle in Trier.

Im Nachstehenden beabsichtige ich einen analytischen Nach-

weis der Existenz harmonischer Elemente der Kegelschnitte zu

führen. Ich glaube dies auf einem sehr einfachen Wege erreicht

zu haben, und obwohl dieser Beweis für sich selbst verständlich,

und nach so oftmaliger Bearbeitung das Interesse an Untersuchun-

gen über die Polaren merklich erkaltet ist, so hoffe ich doch,

dass in Rücksicht auf den Zusammenhang der Leser geneigt sein

dürfte, einige Weitläu6gkeit zu entschuldigen, sowie, dass es

Manchem neu und erwünscht sein wird, die harmonische Thei-

long aus dem Grundprinzip der Polarentheorie hergeleitet zu sehen.

Ich bezeichne Punkte mit grossen, Gerade mit kleinen Buch-

staben; für die Gleichung einer Geraden a gebrauche ich den

Ausdruck a = 0, verstehe also unter a irgend eine lineare Function

von x, y. Soll ausgedrückt werden, dass ein bestimmter Punkt

P {x t y oder jr, 9) auf der Geraden a liegt, so geschieht dies

durch a = 0, o_ _= 0.
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Dftrcb fl#et Geraden u% b itf fem Punkt ab bestimmt^ iderch

zwei Ptmbte A, B eine Gerade Aß, die Geraden ö, & oder die

Punkte /f , B hetssen ein Paar, ond zwar ein Geraden^aär de*

Punkte« n<V oder ein Ponktenpaar der Geraden AB.

1) Eine Function zweiten Grades mit zwei Veränderlichen:

ftx, y) = Ay* + elBxy\ Cx* + 2Z>y + lEx -f F

kann als besonderer Fall folgender Function mit vier Veränder-

lichen x, y, t, n angesehen werden:

/{*, y ,
r, n ) = Ayl) + (Ifcr« + Zfrj) + Orr +Dy + Z>» + +Er + F.

Diese letztere ist, wie die Schreibweise zeigt, so gebildet, dass

sie in Bezug auf (x, y), (jr, n) symmetrisch ist und durch Ein-

führung von x, y statt r, n in

f\x, y, x,y)=zf{x,y)

übergeht. f(x,y)~0 stellt eine Linie zweiten Grades dar. Geben

wir x t y,x»tf solche Werthe, welche f{xt yt t, n)=0 befriedigen,

so ist hierdurch eine bestimmte Beziehung zwischen den Punkten

x, y und den r, r) hergestellt. Uem Punkte P(r', «') entsprechen

nämlich unendlich viele Q(x, y) , welche auf der bestimmten Geraden

9= /*(^u', x, y) = 0

liegen. Ist x' t yf irgend ein Punkt Q dieser Geraden , d. h. ist

^,»=/Tr/
,»

/
,a:

/

,y)= 0, (I)

so folgt, dass (r', r/) ein Punkt derjenigen Geraden p ist, welche

Q ebenso entspricht, wie q dem Punkte P. Denn es ist

u: :t)3illtj )"(<w:&t < >T rM«» I,-» " • »-.;• 'i;ir«*( »r if.-t* i i-w ..

Ifat-.Mi p=x,f\x' v y'< je, u)=0, i..'
1

,

und (1) ist identisch mit

/ äs OL

Durch die Angabe einer Linie zweite* Grades ist also das

System der Geraden und Punkte in der Ebene so geordnet, das«

jedem Punkte P eine Gerade e entspricht» «reiche seine Polare

heisst, und dass die Polare irgend eines Punktes Q der Geraden

(l den Punkt P enthäft, welcher der Pol der Geraden 9 freisst:

L Die Polaren ailer Punkte einer Geraden (*) enthalten

den Pol #° dieser Geraden.

2. Die Pole aller Geraden p eines P*onkt*s P Hege» irt der

Polaren (7) dieses Punktes; betrachten tvfr nämliCn P
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als gemeinsamen Punkt der Gerade* p, so fftttss «eine

Polare naeli 1. den Pol einet jeden dieser Geraden enthalten*.

• .* « »

2) Wenn eine Function zweiten Grade» al» das Produot

zweier linearen Functionen o, 6 angesehen werden kann, so stellt

a.6=0 das Geradenpaar o, 6 dar. In diesem Falle ist die Glei-

chung der Polare von P(r,t)):

denn diese Gleichung hat die in 1) auagesprochene Grundeigen-

schaft. Die Form der Gleichung zeigt, dass q den Punkt ab

enthält, ferner folgt, dass fär alle Punkte (x, y), för welche

d. h. für diejenigen, welche auf der Geraden

liegen, ein und dieselbe Gerade q erhalten wird. '\

Allen Punkten einer durch ab gehenden Geraden p entspricht

als Polare fite das Paar a, b eine und dieselbe Gerade q des

Punktes ab* . - ,

Ist a— tt.o=0 die Gleichung ton tf, also för den Punkta* - < 1 ' ! < •«
r n

w) : rJ— =ft »
80 *8* nac'1 ( ' ero Vorige»

oder
a + «Ä = 0

die Gleichung der Polare von P. Hieraus sieht man, dass um-
gekehrt p die Polare aller Punkte von q ist. Ferner filr das

Geradenpaar (p, q) ist 6 die Polare aller Punkte von a, a die

Polare aller Punkte von 6. Denn a hat zur Gleichung:

(a+ «6) + J.(c-o6) = 0,

und fr:

, (o+ a6)-l.(<i—«6)= 0.

Das Paar o, 6 beisst durch p, 9, das Paar p, 9 durch a, b
harmonisch getheilt. Die vier Geraden a, b, p, 9 beissen harmo-

j

Bische Geraden de« Punkte» ab oder pq , c z» 6 , p su> 7 zugeordnet

1

1
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3) Eio Geradenpaar c, d hat mit einem anderen a, 6 vier

Punkte gemein, nämlich ac oder A, ad oder B f bc oder C, bd
oder D; es gibt stets ein drittes Paar e, fy welche« dieselben

Punkte enthält und durch diese bestimmt wird.

Ein Punktenpaar C, D hat mit einem anderen A, B vier Ge-

rade gemein» nämlich AC oder a, AD oder b, BC oder c, BD
oder d; es gibt stets ein drittes Paar E, F, welches dieselben

Geraden a, b, c, d enthält und durch diese bestimmt wird.

Jede Linie zweiten Grades, welche die Punkte A, B, C, D
enthält, kann durch

<x.ab + ß.cd = 0 (I)

dargestellt werden; o, ß sind unbestimmte Coeflfizienten , Rir be-

sondere Werthe derselben bezeichnet diese Gleichung das Paar e,f.

Ist nun q die Polare eines Punktes P in Bezug auf das Paar

a, 6; r die Polare für das Paar c, d; so stellt a.q-\- ß.r=0 die

Polare von P in Bezug auf irgend eine der Linien zweiten Gra-

des dar, deren Gleichung (1) ist. (Nach 1)).

Die Form dieser letzteren Gleichung zeigt, das« die Polaren

von P in Bezug auf alle Linien zweiten Grades, welche durch

vier gegebene Punkte gehen, einen bestimmten Punkt (or) enthalten.

Erwägen wir ferner, das», wenn wir P mit dem Punkte ab

zusammenfallen lassen, o/=0 in obiger Formel (I) zu setzen ist,

so folgt, dass die Polaren des Punktes ab für alle in (1) begrif-

fene Lioien mit der Geraden r zusammenfallen. Gleiches gilt für

die Punkte cd und ef.

Bestimmt man also Air den Punkt ab in den Paaren c, d und

e, /"die Polaren, so fallen diese in eine Gerade zusammen, und

da sie die Punkte cd und ef enthalten muss, so ist sie die ge-

meinsame Gerade dieser Punkte.

Bilden wir aus den Punkten ab, cd, ef ein Dreieck, so hat

dieses die Eigenschall, dass fflr alle durch A, B , C, D gehende

Linien zweiten Grades jede Seite desselben die Polare zur gegen-

überliegenden Ecke ist.

4) Aus der vorigen Nummer folgt:

Wenn die harmonischen Geraden p> a, 6, q mit den p, a', 6', q' die

Gerade p gemein haben, so Hegt dergemeinsame Punkt der p entspre-

chenden Geraden qt q' in gerader Linie mit aa' t bb' und mit ab',ba'. Die

Punkte ab, a'b' , qq' sind nämlich die Eckpunkte des Polardreiecks.

Haben vier harmonische Geraden o, 6, p t q mit einer Gera-

den m die Punkte A, B, P, Q gemein, so sind je vier Gerade,
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welche A, B, C, D mit irgend einem Punkt der Ebene gemein

haben, harmonische. Denn nach dem eben ausgesprochenen Satz

sind offenbar die Geraden, welche irgend ein Punkt von p, a, 6, q
mit A, B, P, Q gemein hat, vier harmonische, z. B. p, a', b' y o/'j

dann haben wieder die Punkte von a', b' oder q' diese Eigen-

schaft, also überhaupt jeder Puukt der Ebene. Die Polaren von

P in Bezug auf alle Geradenpaare, welche die Punkte A, B ent-

halten, enthalten einen festen Punkt Q voa.Aß; ebenso enthalten

die Polaren von Q in Bezug auf diese Geradenpaare den Punkt

P, Dass Aehnliches für die Punkte A, B in Bezug auf das

Punktenpaar P, Q gilt, leuchtet ein.

Die vier Punkte A, B f P, Q nennen wir vier harmonische

der Geraden AB, das Paar A, B durch P, Q, oder P, Q durch

A, B harmonisch getheilt.

Hiernach können wir aufstellen:

Vier harmonische Geraden haben mit jeder Geraden vier

. harmonische Punkte, vier harmonische Punkte mit jedem

Punkt vier harmonische Geraden gemein.

Ileciproke Constructionen.

Sind drei Geraden a, 6, p eines Punktes gegeben, und man

soll die vierte, etwa zu p zugeordnete harmonische (q) finden, so

nehme man in einem willkührlichen Punkt von p ein Paar c, d
an. Dieses bestinynt mit a, 6 ein Paar e, f\ der Punkt ef liegt

auf q.

Sind drei Punkte A, B, P einer Geraden gegeben , und man
soll den vierten, etwa zu P zugeordneten harmonischen Q finden,

so nehme man auf einer willkührlichen Geraden von P ein Paar

C, D an. Dieses bestimmt mit A, B ein Paar E, F; die Gerade

EF geht durch P.

Um die Polare q (Taf.V. Fig.l.) eines Punktes P in Bezug

auf eine Linie zweiten Grades K zu finden, lege man durch P
irgend ein Paar a, b, welches mit K die vier Punkte A, Bf C, D
gemein bat. Dadurch sind noch zwei Paare (AD, CB), (AC, BD)
gegeben, welche diese Punkte enthalten. Wenn Q\ R' die

Punkte sind, denen diese Paare angehören, so ist Q'R' die Po-

lare zu P. Diese Gerade Q'R' oder q bestimmt mit a, b zwei

Punkte Q, R, die, wie man sieht, beziehlicb mit P die Paare A,

B und C, D harmonisch theilen. Weil nun a, 6 beliebig waren»

so folgt, dass q eine jede Gerade von P, welche mit K zwei

Theil XXVin. 18
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Paukte M, N gemein hat, in einem Punkte trifft» weichet im

Paare (M, N) zu P der zugeordnet harmonische ist

Das Reziproke des am Eingange dieser Nummer aufgestellten

Satzes leuchtet nach dem Gesagten von selbst ein:

Wenn die harmonischen Punkte />, A, B, Q den Punkt P
gemein haben, so geht die gemeinsame Oerade der am P zuge-

ordneten Punkte g, & durch einen Ponkt mit AA', BB* uod

mit AB\ BA\

5) ct.ad + ß.bc=0 stellt eiue Linie zweiten Grades dar

welche die Punkte ab oder M9 cd oder' JV, ac oder A, bd oder

B enthalt (Taf. V. Fig. 2.)

Jeder l*unkt x, y der Linie R erfüllt die Bedingung

bx, y . Cx, y a

und umgekehrt, jeder Punkt, welcher diese Bedingung erfüllt,

liegt auf K.

Wir wollen ^ so bestimmt denken, dass der Punkt P(r, »)

auf K liegt, d. h. durch die fünf Punkte M, N, A, B, P eine

Linie zweiten Grades legen. Wir müssen setzen:

6 .c

wodurch die Gleichung für AT wird:

6* »
• r a

•

»

td
%. r b c=s0-

Nun ist filr die Polaren von P in Bezug auf die Paare a f b

und e, d:

Also auch ffir den Punkt Q, (x, y), den diese beiden Polaren

4.4. 0 hegt auf der Linie K.
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ergibt sich als besonderer Fall: Weno P auf AB
liegt, so liegt Q auch auf AB; K wird das Geradenpaar MN,
AB, und da M, N willkübrlich in der Ebene geoommeo werden

kOnnen, so leuchtet ein, das«, wenn von irgend vier harmonischen

Geraden p, a, 6, q die Geraden p, c, 6 die Punkte P, A, B ent-

halten, dann auch die vierte q den Punkt Q enthalten muss.

Wenn P in keiner der Geraden a, 6, c, d, MN, AB liegt,

also die Verhältnisse
*

weder 0 noch & sind, noch K ein Geradenpaar ist, so findet sich

Q ebenfalls in keiner dieser Geraden.

Für einen Kegelschnitt folgt also:

In Bezug auf zwei Punkte des Kegelschnitts entspricht jedem
Punkte desselben ein vierter Punkt, welcher auch auf dem Kegel-

schnitt liegt, so, dass die Geraden, welche diese vier Punkte mit

irgend einem Punkte M des Kegelschnitts gemein haben, vier

harmonische mit bestimmter Zuordnung bilden.

Ist z. B. in den vier harmonischen Geraden o, b, e, d die

Zuordnung a zu 6, c zu d gewählt, so sind die vier Geraden,

welche M1
mit A, B, C, D gemein hat, vier harmonische mit der

Zuordnung o! zu 6', tf zu d'. (Taf. V. Fig. 3.)

Die vier Punkte A, B, C, D nennt man vier harmonische

Punkte des Kegelschnitts; ausser den Punkten des Kegelschnitts

gibt es keinen Punkt, welcher mit A, B, C, D vier harmonische

Geraden mit der gegebenen Zuordnung A zu B gemein hätte;

denn wenn auf der Geraden a irgend ein Punkt N etwa diese

Eigenschaft haben soll, so müssen nach der vorigen Nummer die

Punkte A, B, C, D in einer Geraden liegen.

6) Wenn A, B, C, D (Taf. V. Fig.l.) vier Punkte sind, von

denen keine drei in einer Geraden liegen, so gibt es auf jeder

Geraden eines dieser Punkte (etwa auf der Geraden a des Punk-

ten A) einen, abeT auch nur einen, Punkt M so, dass die Geraden

«, b» -c, d, welche et mit den gegebenen Punkten gemein hat»

vier harmonische mit bestimmter Zuordnung bilden (a zu 6, c zu d).

Denn bestimmen wir zu dem Punkte J', welchen die willkübr-

lich im Punkte A angenommene Gerade a mit CD gemein bat,

an Paar €, D den zugeordnet harmonischen Punkt B'; dann ist
»

18«
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ßff die Gerade 6, und der gemeinsame Punkt von o und 6, näm-

lich ab, ist der gesuchte HS.

Wenn es noch einen Punkt auf a geben sollte von der ver-

langten Eigenschaft, so mässten die Punkte A, B, C, D nach 4)

in einer Geraden liegeo.

Auf diese Weise findet man die Punkte M eines Kegelschnitts,

Welcher unter allen durch A, B, C, D möglichen Kegelschnitten

dadurch, charakterisirt ist, dass för ihn A, B, C, D vier harmo-

nische Punkte mif der Zuordnung A tu B sind. Steiner nennt

diesen Kegelschnitt den um das Viereck ABCD beschriebenen

harmonischen Kegelschnitt.

Wird keine Zuordnung festgesetzt, so gibt es deren natürlich

drei, je nachdem die Zuordnung Azu B, AzuC oder A zu D ist

Wenn wir in der vorigen Construction B1 mit JJ, dem gemein-

samen Punkt von CD und AB, zusammenfallen lassen, so wird

umgekehrt Ä der zu * in Paare C, D zugeordnet harmonische

Punkt För die Gerade AA' oder a fällt sodann M mit A zu-

sammen. Es gibt also auf dieser Geraden ausser A keinen Punkt

des Kegelschnitts, sie berührt ihn also.

Die vier Tangenten in A, B, C, D, die hiernach leicht erhal-

ten werden, wollen wir a, 6, c, d nennen. Von einem um das

Viereck ABCD beschriebenen harmonischen Kegelschnitt sind

mithin noch die vier Tangenten a, b, c, d gegeben.

7) Sind A, B y C, D vier harmonische Punkte eines Kegel-

schnitts, und in denselben a, 6, c, d die Tangenten, so sind a,

AB, AC t
AD; 6, BA, BC, BD; u. s.w. je vier harmonische

Geraden (Taf. V. Fig. 5.). Die Genannten haben die Gerade

AB entsprechend gemein, daher müssen nach 4) die Punkte ab

oder P, C, D, in einer Geraden liegen; dasselbe gilt für cd oder

Q, A, B.

Wenn demnach A , B zwei Punkte eines Kegelschnitts sind,

a, b seien Tangenten für diese Punkte, so wird jede durch den

Punkt ab oder P gehende Gerade den Kegelschnitt in zwei

Punkten C, D treffen, die mit A, B vier harmonische bilden;

denn bestimmen wir zu C den im Paare A, B ihm zugeordnet

harmonischen D, so enthält die Gerade CD den Punkt P.

Ziehen wir von einem Punkte P an einen Kegelschnitt zwei

Tangenten o, 6, und eine den Kegelschnitt schneidende Gerade

p t so sind auf dieser die Punkte P, C, D, Q'
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der Zuordnung P zu Q*. Denn BA, BC, BD, BP sind vier

harmonische Geraden. Vergleichen wir dies Resultat mit der in

4) angegebenen Constroction der Polare, so finden wir, dass AB
oder q die Polare von P ist.

Der Po) einer Geraden AB ist der gemeinsame Punkt der

Tangenten a, 6. Die Pole aller Geraden, welche den Punkt A
enthalten, liegen somit in a, folglich ist a die Polare von A.

Die Tangente ist Polare des Berührungspunkte«; wenn r, n

die Coordinaten dieses letateren sind, so ist mithin die Gleichung

der Tangente: /(jr, », x, y)=0.

8) Sind die Punkte A, B, C, D harmonische Punkte eines

Kegelschnitts, a, 6, c, d die Tangenten, so sind diese harmonische

Geraden, d. h. wie jeder Punkt M von K vier harmonische Gera-

den mit A, B, C, D gemein hat, so hat jede Tangente m vier

harmonische Punkte mit o, b, c, d gemein.

Denn die Punkte ma, mb, mc, md sind die Pole von MA,
Mß, MC, DIU, diese letzteren bilden vier harmonische Geraden

des Punktes M, folglich müssen jene vier harmonische Punkte

der Geraden m sein. (Nach der in 4) nachgewiesenen Reziprozität

der Construction harmonischer Punkte und harmonischer Geraden.)

Es leuchtet ferner ein, da nur die Punkte M des Kegelschnitts

die Eigenschaft haben, mit A , B, C, D verbunden, harmonische

Geraden zu geben, dass auch nur der Geraden m des Kegel-

schnitts die Eigenschaft zukommt, mit a, 6, c, d harmonische

Punkte gemein zu haben.

Wenn a, b, c, d vier Geraden sind, von denen keine drei

durch einen Punkt geben, so kann man für jeden Punkt irgend

einer derselben eine, aber auch nur eine Gerade m bestimmen,

so dass die Punkte ma, mb, mc, md vier harmonische Punkte
mit gegebener Zuordnung sind (Taf.V. Fig. 6.).

Dann nehmen wir A' auf o beliebig, verbinden A' mit cd,

und bestimmen zu dieser Geraden a' im Paare c, d die zugeord-

net harmonische 6'. Die Verbindungslinie von A' mit dem Punkt
66' ist die gesuchte Gerade m.

Wird die eben construirte Gerade 6' durch den Punkt ab ge-

legt, d. b. ist sie die Verbindungslinie p von ab und cd; so fallt

tn mit o zusammen. Also ist unter den Punkten von a, für welche

es nur eine Gerade m gibt, einer A, für den a selber diese

Gerade ist.
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Der Punkt A ist der vierte harmonische zu ab, ae , ad, und

zwar zu ab zugeordnet; wir haben ihn erhalten, indem wir au p
die zugeordnet harmonische Gerade r im Paare c, d consrruhrten,

als Durchschnittspunkt von r und a. Es sei g ebenso im Paare

a, b zu p zugeordnet harmonisch, so haben wir vier Punkte A,

ß, C, Z>, nämlich ra f rb, qc, qd, fiir welche die Geraden m be-

ziehlich mit a, b, c, d zusammenfallen.

Ziehen wir AB, AC, AD, so zeigt die Figur, dass a die zu-

geordnet harmonische Gerade zu Aß im Paare AC, AD ist.

Aehnliches fiir B, C, D.

Legen wir also durch A, B, C, D einen Kegelschnitt so,

dass A, B, C, D harmonische Punkte mit der Zuordnung A zu B
werden, so berührt dieser die Geraden a, h, c, d und wird von

der gesuchten Geraden m umhüllt.
*

9) Die Polarfigur eines Kegelschnitts K in Bezug auf einen

andern Kegelschnitt ist wieder ein Kegelschnitt Ä.

A, B, C, D seien vier harmonische Punkte von K, a zu 6

zugeordnet, a, b, e, & seien die Polaren dieser Punkte; jeder

Punkt M von K bat die Eigenschaft, dass MA, MB, MC, MD
vier harmonische Geraden sind. Ist also m die Polare von M,
so müssen nach Früherem die Punkte ma, mb, ine, ntö harmonische

Punkte sein, demnach ein Kegelschnitt Ä von nt umhüllt werden.

Berührt ferner % die Geraden a, b, e, in den Punkten 4,

TS, $ , 1D, und sind a, b, c, d die Tangenten von K in den Punkten

A, B, C, D, so ist nach dem vorigen Satze f\ der vierte harmo-

nische Punkt zu ab, ae, fiö; u die vierte harmonische Gerade zu

AB, AC, AD, folglich, weil ab, ae, od die Pole von AB, AC, AD
sind, ist # der Pol zu o, ebenso 3$ der Pol zu 6, (zu c, D zu d.

Um dies kurz auszudrucken, denken wir M und zu gleicher Zeit

m (nämlich die Tangente in M) den Kegelschnitt AT beschreiben;

m (die Polare zu ^/) nnd BT (der Pol von m) beschreiben dann

zugleich den Kegelschnitt 2t, so dass m stets Tangente von K
und 91 ihr Berührungspunkt ist.
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Integration einiger Differential - Gleichungen zweiter

Ordnung.

Von

Herrn Professor Dr. J. Ph. Wolfen
zu Berlin.

Es ist bekannt, dass die Auffindung der Integrale im allge-

meinen, in hOberm Maasse die Integration der Differential -Glei-

chungen, besondern Schwierigkeiten unterworfen ist und daher an

Mängeln leidet, welche wohl nie ganz beseitigt werden dürften.

An ähnlichen Schwierigkeiten leiden alle indirecten Operationen

der Analysis und erstere werden nur dadurch leichter überwunden,

dass man bei den einfachem Operationen eher im Stande ist,

durch Anwendung der entgegengesetzten directen Operationen die

Richtigkeit de* auf irgend eine Weise ermittelten Resultates der

indirecten Operation darzuthun. In Euler's Integral • Rech-
nung werden oun verschiedene Metboden angegeben und aus-

einandergesetzt, nach denen man im Stande ist, die Integrale

gegebener Differential -Gleichungen aufzusuchen. Es fehlt dabei

nicht an Beispielen, welche die Anwendung dieser Hülfsmittel er-

läutern. Ist dies nun sicher für die vollständige Einsicht in die

Zweckmässigkeit der dargestellten Methoden höchst angemessen,

so dürfte dieser Zweck noch mehr erreicht werden, wenn man
den von Euler selbst an den betreffenden Stellen aufgeführten

Beispielen noch anderweitige hinzufügte. Hierzu bietet dasselbe

Werk Gelegenheit, indem der Verfasser an andern Stellen die In-

tegrale von einzelnen Differential - Gleichungen zweiter Ordnung
anfuhrt, ohne die Art ihrer Herleitung mitzutheileo.
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Der erste Fall dieser Art kommt im »weiten Theile, pag. 285.

vor, wo für die Differential -Gleichung

x\a ~ bx)ddy- 2x(2a- bx)dxdy + 2(3a-kr)yd*»=fei*rf:i:a

als Integral die Gleichung

aufgefährt wird; A und Ii sind hier die beliebigen Constanten.

Dass dieses Integral jener Differential - Gleichung Genüge
leiste, wird man durch angestellte Differentiation leicht einsehen

kOnnen; wir wollen nun aber mittelst der vorangehenden Methoden
zeigen, wie man dieses Integral möglichst direct herleiten kunne.

Zu diesem Ende führen wir die Aufgabe 108. pag. 99. an, wonach

man fär die Gleichung

-

(1) ddy + Pdydx + Qydx*=zXdx%

deo Multiplicator V als eine Function von x finden soll , welcher

diese Gleichung integrahel mache. P, Q und X werden hierbei

als irgend welche Functionen von x gedacht.

Nach der dort gegebenen Auflösung soll

(2) Vddy + VPdydx + VQydx*= VXdx*

intestabel sein, und indem man für das Integral des ersten Tbei-

les den Ausdruck

Vdy \ Sydx

annimmt, erhält man

(3) VPdydx + VQydx*=dydV+Sdydx + ydSdx,

und weil nothwendig 5 eine Function von x ist,

VPdx=dV+Sdx und VQdx=dS

oder

S=zVP-
dx'

Wir erhalten daher zur Bestimmung von V die Differential'

Gleichung
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VQdx= VdP+PdV-jl
oder

(4) ddV-PdVdx+ Vdx(Qdx-dP)=Q.

Diese Gleichung, welche zur Bestimmung von V dienen soll,

ist zwar wieder eine Differential - Gleichung zweiter Ordnung, in-

dessen hat man sie für einfacher als die ursprünglich gegebene

zu halten, weil X nicht darin enthalten ist Kann man daher

diese Gleichung auflösen, oder ist wenigstens ein besonderes In-

tegral derselben bekannt, damit man V erhalte; so wird nach

der oben angenommenen Form des Differentiales erster Ordnung

und dem für 5 erhaltenen Warthe:

(5) Vdy + y{ VPdx- dV)=dxf VPdx.

Da offenbar

Vdy-ydV

integrabel wird, wenn man durch F* dividirt, so kann man statt

(5) schreiben:

d. y
y + %Pdx=^J VPdx,

und indem wir den ersten Theil durch o multipliciren, setzen wir

od.£ + ypdx=d.^= ad.& + &d6-,

alsdann wird

V = />«** und «=./«*.

Demnach wird der erste Theil Ton (5) integrabel, wenn wir

ihn durch

multipliciren;' es ergibt sich demnach

od.r
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Wir können nnn die zu iotegrirende Differential -Gleichung

zweiter Ordnung so schreiben:

und vergleichen wir diese mit (1), so habeu wir:

/a _-^2(2a -n6a?)

x(a — &r)

*-*«(a-6*)'

Y - _
b*%

.

und hieraus sogleich

fPdx_ {a— bx)*
e P

Wir haben zunächst das Integral

zu bestimmen, und wir sehen daher sogleich, dass diese Integra-

tion sich einfach wird durchrühren lassen, wenn wir rar V die

Form

~~
x*

annehmen, wo v und n positive ganze Zahlen bezeichnen. Um
deren Werthe zu bestimmen, benutzen wir die Gleichung (4), in-

dem wir darin

dV _ n{a-bx)" vbja-bx)—1

dd V n(n+ 1)(q—bxf , 2»*6(c-6*)—* ,
v(v-l)6«(n-6*)—

»

d£» = £5+^ + 1
i^fi

+
x»
~
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und

dP 4<z*—%abx -f 2W
da?"* **(a-6*)2

so wie ausserdem die Werthe von P und Q substituiren. Wir

erhalten alsdann nach einiger Reduction die Gleichung

(a

~JZt~* I («-l)(n-2)+(fi-^)(»-v)a6*+[»(n-l)+y(l+i/-2n)] |

= 0.

woraus sich folgende drei Gleichungen ergeben:

I. (n-l)(n_2)=0,

a (*-2)(*-*)=0,

iii. »(»— i)+v(i+»—2«)=a

Ana I. folgt entweder n=l oder n= 2,

fu> n=l aus II. v=n= 1

,

M III. v=0 oder v= 1, x

von denen nur der letztere Werth gelten kann, weil der erste der

Gleichung II. nicht entsprechen wörde.

Für n=2 ist die Gleichung II. von selbst erfüllt, und wir er-

halten aus III.

v= I oder va=2,

welche beide Werthe gelten können. Wir haben demnach ffir *
und v die zusammengehörigen Werthe

fis=l und v=l, «=2 und v==l, *=2 und v=2;

sowie

Ffir den «raten Werth von F erhalten wir nun:

und nach (6)
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«L h.t indem wir statt der beliebigen Constanten C setzen:

C=b*-A,

, (A + Är)**
y=a+ 6:r+

a __ bx

Fflr den zweiten Werth von V erhalten wir:

fVXdx=6a*y^^-^ + i?,

oder, indem wir

setzen

,

Fflr den dritten Werth von F wird:

p dx
+V (o—Ax)*

•

Nach der allgemeinen Integral -'Formel

*-(a+ 6a:)»" (ro— l)ac"->(a-h te)^-1 a(m—1) J x*(a-bx)*

wird nun

-^•y^ca-te)«= *«(o-&t)
- 3flt*y

>

*'(«-**)* *

wonach das zweite Glied fortfallt , ferner
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P dx C
CJ (a—bxp ö(a—6«)

'

Haber nach (6)

d. b. indem wir

C=b{A-b*)
setzen,

oder endlich, indem wir

A+ Ba=A' und —Bb=B'
setzen:

(A' +

A' and wie vorher A and 1?, sind die beliebigen zwei Coo-

stanten, welche der zweimaligen Integration entsprechen.

Eine zweite Differential - Gleichung zweiter Ordnung findet

sich in demselben Werke, pag. 293, nämlich

als deren Integral an demselben Orte

y—Axl sin I logx -f aJ
aufgeführt wird«

Um dieses herzuleiten, gehen wir auf die Aufgabe 99. pag. 60.

zurück, wonach man eine Differential-Gleichung zweiter Ordnung
auf eine erster Ordnung zurückführen soll, wenn die erstere erst

dann homogen wh:d, indem man der einen Veränderlichen y n Di-

mensionen beilegt.

Die dortige Auflösung ist nun folgende. Setzt

(1) dy—pdx und dp=qdx ,

so erhalt man statt der vorausgesetzten Differential- Gleichung,

nach Substitution dieser Werthe, eine Gleichung zwischen den
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vier endlichen Grössen x, y, p und y. Wir wollen nun sehen,
wie dieselbe in Rtickafcbt auf (He HoroogeneYtät beschaffen sein

wird. Da, wenn wir für x Eine Dimension annehmen, y deren »
haben wird, 00 hat

P=te «-1 und o =* «-2 Dimensionen.

Setzen wir demnach

(2) y~xnu, p=zx*-H und f

so erhalten wir nach (1)

zdu+ nudx=tdx uud xdt+ (n— l)f«£r=t>d:r.

oder

(5) <*« [t>-(n- l)r]= <fc (i- nii).

Nimmt man aber die obigen Substitutionen in der Gleichung

zwischen x, y, p und q vor, so fallt nach der Voraussetzung die

Veränderliche x ganz fort nnd man erhält eine Gleichung zwischen

den drei Grössen a, t nnd v allein, mittelst welcher man v durch

u nnd 1 bestimmen kann. Substitut man diesen Werth von v

in (3), ao erhält man eine Differential -Gleichung erster Ordnung
zwischen den zwei Veränderlichen u und t. Mittelst dieser Glei-

chung wird also t durch u bestimmt werden können, und indem

man diesen Werth von t in

dx du

x t — nu

substitoirt, kann man nun x durch 11 bestimmen, und weil nach (2)

u
X*

ist, erhält man eine Integral- Gleichung zwischen x und y, und

zwar wegen der zweifachen Integration eine vollständige.

Wenden wir diese Regeln auf die vorliegende Differential-

Gleichung zweiter Ordnung an, welche wir so schreiben können:

I. x*ddy+ ydx*=Q,

mir «ach (1)
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II. 9*' + sr
= a

Da offenbar die Gleichung I. am einfachsten honlogen wird,

wenn man y die Dimension 0 beilegt» so wird naeb (2) ftir n=0

t 1P=p 9=^i

und nach II.

Vermittelst dieser Werthe wfrd naeb <3)

III. c*y(—y

und weil diese Gleichung homogen ist, indem wir

t=yx t also dl=#d* + zdy

setzen, statt III.

IV. -*=s— « :

—

y 1—» I-**

Aus

folgt ferner

IV.

dy—pdx

dx dg dy dy

x px t yz
'

wir

x 1-x+x»

VI. l-x+^y+iX^ + x),

leicht

Üy gdx

VII. y=6 2±i0g t
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wo b die eine beliebige Constante der Integration ist. Ganz ähn-

lich folgt aus V.

dx dz dz

mithin

1

wo 6' eine beliebige zweite Constante bezeichnet Wir erhalten

aber aus VIII.

fx*-f-gb'*-f

und wenn wir diesen Werth in VII. substituiren:

_ b{f—g)- lb'f{b'*-f— x*-f)

X*

Ans VI. folgt aber

/•=-l + S\^T3 und gz=-\-W=Z>

also, wenn wir diese Werthe in IX. substituiren und dabei

7 =B und b'c-f=y
f-9 7

Ferner setzen wir

;V-3= \V3. ST=l= coV=l

,

alsdann wird

=«• 1F=Z- e»** = cos (cd logar) + sin (co log*) .V

^

aT"W~ f =cos(»logar)— sin (o logx). V"— I

;

mithin statt X.

XI. y

=

Bxi [(y- J) cos(a> log*) -f (y + l)sin(« logar)V=l].

Endlich setzen wir

B(y— l)=^sio*
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und

und erhalten so ans XI.

XII. y=^rlsin(^log:r+«),

wo A und a die zwei beliebigen Constanten sind.

§. 3.

Eine dritte Gleichung Gndet sich pag. '293., nämlich

und zwar wird als deren Integral

y=^sin(- + «)
aufgeführt.

Um dieses herzuleiten, gehen wir auf die Aufgabe 110.

pag. 113. zurück, nach welcher das vollständige Integral der Dif-

ferential-Gleichung zweiter Ordnung

(i)

ddy dy dK
. , r , dt dl? ,

dKdL , äCZftix. „
+ d% • Ii + *» t

d
• Irfi- 2ZS35 + Alrfi+ = 0

gefunden werden soll.

Diese Gleichung wird nämlich nach der Anmerkung, pag. 108.

integrabel gemacht, wenn man sie durch

&rdy ydL_~\

L \_dx* 2LdxJ

multiplicirt, und zwar ist alsdann ihr erstes vollständiges Integral,

wie a. a. O. gezeigt wird

:

Diese Differential -Gleichung erster Ordnung muss man noch
integriren, und da diess wegen der unbestimmten Constanten höchst

schwierig ist, vernachlässigt man diese zunächst, um zuvörderst

ein besonderes Integral zu suchen. Wir erhaltet, dann aus der

Gleichung

Th.il XXVIII. 19
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(3) (g+<^-)V^V=0.

lodern man die Wurzel auszieht

:

dy ydL _ h$ ^—
'dx

+ ILdx - * K v c
*

dg dL__ Ldx 4r—

^

(4) yVL=

Da nun die zwei Wertbe

der Gleichung (1) Genüge leisten, so wird es auch die Verbindung

beider Werttae. Hierdurch werden die zwei beliebigen Constanten

o und ß eingeführt, und wir erhalten das vollständige Integral:

vorausgesetzt dass V — C reell sei; hingegen

(6) »=Ä*(/t^C+0'

wenn V— C imaginär ist. In (6) sind o und ß, in (6) hingegen

y und £ die erforderlichen zwei beliebigen Constanten.

Vergleichen wir nun mit der Gleichuog (1) die vorliegende

ddy . _ dy dx
. f^dr Ä

so ist offenbar

also Ä=tar*;
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dL=0, L=\, C=/* mithin V^&sdb/V^l und VC=±f,

/Ldx Pdx 1^

und so nach (6):

II. ,=r ,i»

oder in Uebereinstimmung mit der im Werke aufgeführten Formel:

III. y=A8\n(a±£).

Beide Werthe leisten Genüge, und A und a sind, wie vor-

her y und £, die erforderlichen zwei beliebigen Constanten.

§.4.

Eine vierte Gleichung finden wir pag. 295., nämlich

x*ddy-Ixdxdy+2ydx*= x2$ß*l
,

als deren Integral

aufgeführt ist

Wir nehmen, indem wir die vorausgesetzte Differential -Glei-

chung durch x*dx dividiren, also die Gleichung

erhalten, zu der Gleichung (1) des vorigen Paragraphen unsere

Zuflucht. Es wird offenbar, indem wir beide Gleichungen mit ein-

ander vergleichen, zunächst

dK ldx „1
"tt=— • also Ä=S—\\K x x*

ferner Irinnen wir aus
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dh dL*_ dKdh WL*dx idx JLdx

auf

2CL* _ 2

oder

L=st«p und \T=C=
\

schliessen. Dieser Werth »on L leistet volUttodig Genüge, indem
«

dh dl? ,
dKdL A

1CL*dx
d nZ~ inMi + KLdi* K*

Idx 2(Lr Adx 2cLr_idx 2dx

wird. Wir erhalten demnach

und daher nach der Gleichung (5) de» vorhergehenden Paragraphen:

* _*
HI. y=zAxe'f+Ba:e J>

wo A und B die zwei beliebigen Conatanten sind.
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XVI.

Neue Entwickelung der Theorie des Maasses der Cur-

vatur oder des Maasses der Krümmung.

Von

dem Herausgeber.

Bekanntlich hat Gauss unter dem Namen: das Maass der

Curvatur oder das Maass der Krümmung einen Begriff in

die Geometrie eingeführt, welcher für die allgemeine Theorie der

Flächen in vielen Beziehungen von grosser Wichtigkeit ist und

zu einer nicht geringen Anzahl merkwürdiger Folgerungen Rihrt.

Da Gaus s aber selbst bei der Entwickelung der Theorie des Maasses

der Krümmung sieb ganz eigenthümlicher, von den gewöhnlichen

Methoden, nach denen man sonst die allgemeine Theorie der

Flächen zu behandeln pflegt, ziemlich abweichender Methodeo be-

dient, so will ich im Folgenden diese Theorie nach einer für den

Unterricht in der analytischen Geometrie mir mehr geeignet zu

sein scheinenden Methode entwickeln, wobei ich mich zugleich

theilweise an meine beiden im ersten und zweiten Hefte dieses

Theils des Archivs veröffentlichten Abhandlungen über die Krüm-

mung der ebenen Schnitte des allgemeinen dreiaxigen Ellipsoids

und der Flächen überhaupt anschliessen werde.

I.

Die allgemeine Gleichung der gegebenen Fläche sei

flX, Yy Z)=0,
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wo Xy Y, Z die veränderlichen oder laufenden Coordioaten be

zeichnen sollen, immer rechtwinklige Coordinaten vorausgesetzt.

Ein beliebiger, aber bestimmter Punkt dieser Fläche sei (xyz),

so dass also auch

f(x, y. x)=0

ist; wenn aber fix, y, i) im Allgemeinen als eine Function dreier

veränderlicher Grössen betrachtet wird, so soll

u=f\x, y, z)

gesetzt werden. Alle im Folgenden vorkommenden Differential-

quotienten sind partielle Differentialquotienten.

Die Gleichungen der Normale der krummen Fläche in dem
Punkte (xyz) sind nach den Lehren der analytischen Geometrie

bekanntlich

:

X—x _ Y—y _ Z—z
.

du ~ du ~~ du
*

dx $ü dz '

, ( ,

und weon nun a», 1>, % die 180° nicht fibersteigenden Winkel sind,

welche der eine der beiden von dem Punkte (xyz) ausgehenden

Theile dieser Nonnale mit den positiven Theüen der drei Coor-

dinatenaxen einschliesst, G aber einen gewissen Factor bezeichnet,

so ist:

cos(p=G
a
~, cost(;=6

a
-, Co» X=G rz

;

also, weil

cos qp* -f cos ty
2 + cos £

2= 1

ist:

und folglich, mit Beziehung der oberen und unteren Zeichen auf

einander

:
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co»q>=±

du

V <&* <©" (£)'

au

cos*

Die oberen Zeichen in diesen Formeln

dem einen, die unteren dem anderen der beiden von dem Punkte

(xyx) ausgehenden Theile der Normale. Es ist aber nßthig , ein

Kriterium zu haben, mittelst welches man diese beiden Theile der

Normale von einander unterscheiden kann, worüber wir Folgendes

Wenn du wie gewöhnlich das vollständige Differential von «
bezeichnet, so ist bekanntlich

m

nach dem Obigen ist aber:

Wenn nun aber
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288 Gruner t: Neue Entwichelung der Theorie de»

die Coordlnaten eines Punktes in dem Theile der Normale sind,

welchem die Winkel y, ^, % entsprechen, so ist offenbar:

dz= cos <p Va^+a^+ax*

.

a2=cos X V1fe*+ay*+a*«;

also:

cos <pdx+ cosif%+ cos$z

= (cos g>»+ cos^* + cos **) VarHay+a**

und folglich nach dem Vorhergehenden:

to4vBw?.v ©"+©"+ (gT-

Also ist du für den Theil der Normale, welchem im Obigen die

oberen Zeichen entsprechen, positiv, für den Theil der Normale
dagegen, welchem im Obigen die unteren Zeichen entsprechen,

negativ; und nennen wir also die Seite der krummen Fläche,

nach welcher hin , von dem Punkte (xyz) an gerechnet, du und,

weil f\x, y, z)=0 ist, also auch u positiv ist, die positive Seite,

die Seite der krummen Fläche dagegen, nach welcher hin, von

dem Punkte (xyz) an gerechnet, du und aus demselben Grunde

wie vorher also auch u negativ ist, die negative Seite, so ist

klar, dass man in den Formeln

du

8U

V©* ©•+©'
du

cosx= db

v"(g)'<)'+ej
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der Cnrratur oder des Maasses der Krümmung. 289

Zeichen nehmen muss, jenacbdem der

entsprechende Theil der Normale auf der positiven oder negativen

Seite der krummen Fläche liegt. Ziehen wir daher, wie von jetzt

an immer geschehen soll, die Normale auf der positiven Seite der

krummen Fläche, so müssen wir

Bu

Bx
cos9 =

VC^©©•'

C08^=
Bu

»/©©•©•'
du

dz
cos X =

setzen.

Nehmen wir z als Function der beiden unabhängigen verän-

derlichen Grossen x und y an, so ist bekanntlich

du du dz du du dt n
&r + 8£'E~ 0,

Sy + äTa-y
— 0

oder

du du dz Bu du dz

dx— &'dx 9 5— 8To> J

also nach dem Vorhergehenden:

du dz

au dz

8z
cos il;=——pt—1-- , - ,

v^©
-©•©•'

8«

87
'

cos Z=

<
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und folglich t wenn man die oberen oder unteren deichen nimmt,

Bu -

,
lein positiv oder negativ ist:

Bx
0089= 7

COSl}»—

f

C08 Z i=±

dz

II.

Mit einem der Längeneinheit gleichen Halbmesser «vollen wir

uns nun um den Anfang der Coordinaten als Mittelpunkt eine

Kühlfläche beschrieben denken , und wollen die Coordinaten des

Punktes, in welchem die Kugelfläche von einem, von ihrem Mit-

telpunkte aus mit der vorher betrachteten Normale parallel und
gleich gerichtet gezogenen Halbmesser geschnitten wird, durch

X, n> } bezeichnen, indem wir zugleich die beiden auf der gege-

benen Flüche und der Kugelfl&cbe liegenden Punkte (xyx) und

(rnj) in der Folge der Kurze wegen einander entsprechende

Punkte nennen werden. Dann ist offenbar in völliger Allgemeinheit

r=cosa>, n= costf>, ;= cosg

und folglich nach dem Vorhergehenden:

Bz

Bx
_

Bz
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der Curvatvr oder des Hannes der Krümmung. 291

wo man die oberen oder die unteren Zeichen zu nehmen bat, je-

nachdem positiv oder negativ ist

Wir wolleu nun ausser dem Punkte (xyz) der krummen Fläche

noch zwei diesem Punkte unendlich nahe liegende Punkte (z
tyi*i)

und (.r^jZs) dieser Fläche, also überhaupt die drei einander un-

endlich nahe liegenden Punkte

(xyz), (tfiyin)» (^2^)

der krummen Fläche betrachten. Die diesen Punkten entsprechen-

den Punkte der Kugelfläche seien

Die Flächenräume der zwischen den drei Punkten auf der krum-

men Fläche und zwischen den drei Punkten auf der Kugelfläche

liegenden unendlich kleinen Dreiecke, deren Ebenen offenbar ein-

ander parallel sind, weil sie auf parallelen geraden Linien senk-

recht stehen, mögen respective durch D und 2D, und ihre Projectio-

nen auf der Ebene der xy respective durch Dxy und 3D*y bezeichnet

werden. Dann ist nach einem bekannten geometrischen Satze*):

2/>,j,=iF{ (#1— + *i)3foi>

wenn man das obere oder untere Zeichen nimmt, jenachdem man
sich, um von dem Punkte (xy) durch den Punkt foy,) zu dem
Punkte Cr^a) zu gelangen, nach derselben Richtung, nach welcher

man sich bewegen muss, um von dem positiven Theile der Aze
der x durch den rechten Winkel (xy) hindurch zu dem positiven

Theile der Axe der y zu gelangen, oder nach der entgegengesetz-

ten Richtung bin bewegen muss; und ganz eben so ist

2X>*y=T I (*i
~ ra) » + (r2- r)^ + (r

—

xt ) »* }

,

mit einer ganz ähnlichen Bestimmung wegen der Vorzeichen wie

vorher. Bezeichnen wir nun das, jenachdem die Puukte

(xyz), (xj^zj, Cz*yara)

auf der krummen Fläche, und die Punkte

•) M. 1. Archiv. Th I.III. S.263.
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(ml), (FitJiJi), (Muh)

auf der Kugelllache eine gleichstimmige oder eine ungleichstim-

mige Lage haben, wovon der Sinn au» dem unmittelbar Vorher-

gehenden sogleich ' ganz von selbst erhellen wird , positiv oder

D
negativ genommenen Verhältnis« ~ durch Ar, so können wir nach

dem Vorhergehenden, weil nach einem bekannten Satze von den

Projektionen

ist, offenbar in völliger Allgemeinheit

. (rt -rj »+ -r) fr + (r - ri )»»

(.r, - ar„)y + (x2— x)yx + -xx)y%

setzen, und diese Grosse wird das Maass der Curvatur oder

das Maass der Krümmung der krummen Fläche in dem Punkte

(xyz) genannt, insofern es sich, was wohl zu beachten ist, um
einander entsprechende unendlich kleine Flächenelemente auf der

krummen Fläche und der Kugelfläche, oder eigentlich um die

(irünze handelt, welcher der Bruch
«

(ri-r»)" +fa—r)fr +Qr— rt)n»

(*i—**)y-M**— *)yx *\)y%

sich nähert, wenn die Punkte (*,y,z,) und (x&&d dem Punkte

(xyz) immer näher und näher rücken , was wir daher von jetzt an

in strengerer Weise durch

bezeichnen wollen.

Setzen wir aber

xx —x\Axx, yi=y + ^i.y, zx =zz+

J

t
x;

x%=x + 4tx, y»=jf + ^5iy, i«=r + ^2

und

so wird, wie man leicht findet:
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und

der Curtatttr oder des Maasse* der Krümmuna *Htt

k— Lim -7—7 y—-r— .

Nach dem Taylor'ecben Lehrsätze ist nun

3n 8n

wo die Reste Rt , R^ und R4, Rj' bekanntlich in Bezug auf die

Veränderungen ^|#, Axy und ^ajr, von der zweiten Ord-

nung sind. Also ist, wie man mittelst leichter Rechnung findet:

(fr dn d» fr\

S • " *^J^ -454*)+ »

•

wo der Rest

*= S«.'-l«.>.*+(|«.-|«.)^

in Bezug auf die Veränderungen 4tx, dxy und d^c y A^y
Grösse der dritten Ordnung ist Also ist nach dem Obigen:

(Ii •|~£ * |) 4**«>
+ jjA=Lim

oder

, jfr d» ön fr
, » I*= L,m IE ^~8i 'S +4*^-^4^ I'

und folglich

fr d» ^ fr H
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Weil nun aber in Bezug auf die unendlich kleinen .Verände-

rungen Jxx, J
xy und J^x, J^y die Grusle B von einer höheren

Ordnung ist als Axx/i^y— ä
x
yA^x % so ist offenbar

folglich

d
xxAiy — 4

xy A^x ^'

welcher allgemeine Ausdruck (tir das Maass der Curvatur einer

weiteren Entwickelung unterworfen werden muss.

IV.

Ans den aus II. bekannten Formeln

dz

ex

VKSMl)"
dz

5
n = f

in denen man die oberen oder unteren Zeichen nehmen muss,

jenachdtm j|" positiv oder negativ ist, folgt durch Differentiation

leicht:

Uj/ky( c*z dx_ bz 8h_

-
xm — f \cx/ i oy- vx

i
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der lurvalur oder des Maasset der A'rtitnmung. 29ft

u ,/d*Y< a»z & dz a«z

Also ist, wie man mittelst leichter Rechnung sogleich findet:

8*Z C^Z / 0*Z \*

oV ön ön 9r 8a:2 dy2 \dxdy

)

und folglich nach III.:

0% S*z / 3»z y

"M8W
V.

Bekanntlich ist nach deo Lehren der Differentialrechnung:

also

folglich:

du du

*8z &r öz cty

3* &

1 1 f*Y i (BtY W *W +W
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296 Grunert: Neue Entwicklung der

Ferner hat man Dach den Lebren der Differentialrechnung die

folgenden Gleichungen:

dht ia dhi dz d*u/dz\ % du B2z

cht
t Q d*u dz

,
Bht/dty , da 8*z n

y* +2a^fy +äxHv +&V = 0 '

8*m Bht dz
^
c% 8z dhi dz dz du d*u

^
dxdy dydz * dx dzdx ' dy dz* ' dx' du dz dxdy '

aus denen man mit Hölfe der Formeln

du du

&_ ex dz _ dy

dx du du §u

di dz

leicht erhält

:

fdu\ % a»x _a*« /a«Y a*« a« a« a*« /fay

(a«Y a«x a%« /auy 0 a*M a« au a*ti /auy
dz) * ay^y* U/ '^7 + E*

'

W

8h

/ excy

d*a /a*y 8*u du du (ftu du du .du du 8*n

exty' "dydz'di ^"^% ,& +
aar

,

^
,

az«
;

und hieraus ergiebt sich durch leichte Rechnung, wenn man auf-

hebt, was »ich aufheben lässt:
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/8«V]^ a*u /a*uy <

+
V9y/ i£*

#

a*» vaxa*/ j

au a* f s*u &u a2u a*u j

~*$* m

% Ja.%ax*~ pz'axarf

a« au \ a*« a^ ü!"/"" J^-a7 /a^är
,

a^
-
äz^

,^|
au au ^ &u c*u pu a*u

j

Verbindet man nun dies mit dem oben Gefundenen, so ergiebt

sich aus dem in IV. entwickelten allgemeinen Ausdrucke von k
sogleich die folgende merkwürdige Gleichung

:

/auv c &u a*u /a»uy >

/auy . a*u 3Ht / a»u y >

+ Vax/ *a*» ey~~Uz%/ *
» i

au au * a*u a»u a*u a*u
?

au au < a*« a*u e^u a»« >~2
a* a* * ajSi'&^fiB'fii^«

au au
s

a*u a*u a*u a*u >

mittelst welcher das Maass der Curvatur immer unmittelbar au«

der Gleichung der gegebenen krummen Fläche durch partielle

Differentiation entwickelt werden kann.

1-b.il XXYI1L so
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2ftS Crunert: Neue Entwicht*htng der Theorie des Maasset

wir ods nun an die beiden in der Abhandlung Nr. V III.

S. 200. dieses Theila bewiesenen Gleichungen

:

/3u\v ö*m a«w /a*u y,+

und L=ÄÄj, so gelangen wir mittelst des Obigen auf der Stell«

zu der Gleichung:

ii©r*ffi)r*<Hr.-*.

Nach derselben Abhandlung ist aber bekanntlich , wenn R und

Äl die Krümmungshalbmesser der beiden

(xyi) bezeichnen

:

, ...
(8^*(8^*©

•

JP= £j . «|"= ^jjj .
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der CuTffotttT oder des Monsses der KriiwvnuTig.

wenn man, wie aas dem Obigen unmittelbar hervorgeht, das

obere oder untere Zeichen nimmt, jeoaebdem die beiden Grössen

& and A|, deren Bestimmung in der vorher erwähnten früheren

Abhandlang gelehrt worden ist, gleiche oder angleiche Vorzeichen

haben. Uebrigens aber leistet ja der aus dem Obigen sich un-

mittelbar ergebende völlig entwickelte Ausdruck durch die Coor-

dinaten x, y, z des Punktes (xyz) zur Bestimmung von k Alles,

was man in dieser Beziehung nur wünschen kann.

Denken wir uns auf einer krummen Fläche ein bestimmtes,

allseitig begränztes Stück, und von den Punkten desselben aus

auf der positiven Seite der Fläche Normalen gezogen, so werden

die mit diesen Normalen von dem Mittelpunkte der um den An-

fang der Coordinaten mit der Längeneinheit als Halbmesser be-

schriebenen Kugelfläche aus nach derselben Seite hin wie die

Normalen gezogenen Parallelen auf der Kugelfläche ein bestimm-

tes Fläcbenstück einschliessen, welches Gauss die ganze Cur-
vatur der Figur auf der krummen Fläche genannt hat. Wie man
diese ganze Curvatur mittelst des Maasses der Curvatar durch

die Integralrechnung bestimmen kann, unterliegt keinem Zweifel.

Es ist aber jetzt nicht meine Absicht, diesen Gegenstand, auf

den ich später zurückzukommen denke, weiter auszuführen, und

ich verweise daher für jetzt auf meine Sphaeroidische Tri-

gonometrie. Berlin. 1833. 4°. Fünftes Kapitel, und auf

eine Abhandlung des Herrn Professor Dienger im Archiv.
Tbl. XIX. Nr. XXV.
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XVII.

Ueber die Integration der linearen Differentialglei-

chungen.

Von

Hertn Professor Dr. Petzval

an der k. k. Unirer.ität xu Wien.

Wer die Geschichte der Wissenschaft studirt hat, fand immer
Gelegenheit, zu bemerken, dass der gediegene Fortschritt auf

diesem Felde ein specifisch sehr langsamer sei, und hat mit Be-

fremden wahrgenommen, wie Lehren, die man jetzt bereits der

unreifen Jugend aufdringt, zur Zeit ihres Entstehens oft ein De-
cennium brauchteu, um Eingang zu finden bei der Gelehrtenwelt;

ja bei Werken von grösserem Umfange, wie z. B. Newton*s
„Principia nova", war sogar dazu mehr als ein Menschenalter

nothwendig, und gerade das letzterwähnte Werk steht da als in

seiner Art einziges Beispiel. Es war allgemein gekannt, der Ver-

fasser als einer der ersten Gelehrten Europas berühmt, und es

wurde dennoch nicht gelesen. Es war in England Sitte, das Werk
zu loben, darauf stolz zu sein, mitunter auch die Priorität des

Inhaltes in Abrede zu stellen, aber nicht zu lesen, und erst dreis-

sig volle Jahre nach dem Tode Newton's gingen nicht die Eng-
länder', sondern die Franzosen an das ernste Studium desselben.

Hiemit im sehr grellen Contraste steht die ganz ausserordentliche

Geschwindigkeit, mit der oft kleine Entdeckungen, leicht fasslich

ftJr Jedermann , in der civilisirten Welt die Runde machen, so
dass man beinahe versucht sein konnte, als Regel anzunehmen,

die gelehrte Welt vertrage die ihr in grossen Blassen gebotene

Wissenschaft nicht, sondern man müsse sie ihr, wie Arznei, löf-

felweise eingeben. Gesetzt nun den Fall, die Mathematik wäre

jetzt noch in ihrer Kindheit und die ganze Theorie der höheren
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algebraischen Gleichungen völlig unbekannt, es wäre ferner einem

emsigen Wissenschaftsforscher gelungen» sie ganz und vollstän-

dig in der Form, welche sie durch die Bemühungen der grössten

Geister der Neuzeit errungen hat, und in der wir sie gegenwärtig

kennen, aufzustellen, so würde mutbmasslich solch ein Werk
bei uns sehr schwer Eingang finden. Die Gelehrten würden zwar

darin blättern, aber schon bei dem Fundamentalsatze, der die

Existenz wenigstens einer einzigen Wurzel in der Form p+qV^\
erweist, sagen : wozu ist denn solch ein complicirter Beweis gut,

wir wissen es ja ohnebin, dass jede Zahl in der Form p+qV^l
erscheint, also auch die Wurzel einer Gleichung, und so würden

sie Satz um Satz, den einen überflüssig, den anderen ohne prak-

tischen Nutzen finden, höchstens hätte für einen Augenblick die

Cardanische Formel ihren Beifall, weil sie die Wurzeln genau an-

gibt, so dass gar Nichts fehlt, würde aber doch bei der Erörte-

rung des casus irreducibilis ihn wieder verlieren. Ruffini's schöner

Beweis, dass geschlossene algebraische Formeln Ober den vierten

Grad hinaus unmöglich seien, stünde vollends im Lichte des Ueber-

ilüssigsten von dem Ueberflüssigen. Ja, würde man sagen , wenn

der nicht blos seine Sätze beweisen will, sondern auch Möglich-

keiten und Unmöglichkeiten, dann hat er viel zu tbun. Man würde

dann vermutblich das Buch als ein Bündel unnützer Spitzfindig-

keiten betrachten, der Vergessenheit überliefern, und vielleicht

erst nach hundert Jahren, nachdem auf einem anderen Wege die

Wissenschaft sich zu einer gewissen Höhe emporgeschwungen hat,

aus dem Staube der Bibliotheken hervorziehen, um damit Priori-

täten streitig zu machen.

Wem diese Darstellung übertrieben vorkommen sollte, möge
bedenken, dass sich dies mit einem Theile der Theorie der alge-

braischen Gleichungen wirklich zugetragen hat, und dies zwar in

der neuesten Zeit mit Fourier's schöner Arbeit über die alge-

braischen Gleichungen mit Buchstabenparametern in den Coeffi-

cienten, während die in demselben Buche enthaltene Auflösungs-

methode der numerischen Gleichungen, geordnete Division u. s. w.

durch alle Lehrbücher die Runde gemacht hat

Bleiben wir bei dem beispielsweise gesetzten Falle stehen

und fragen wir weiter : wenn also die Theorie der algebraischen

Gleichungen in ihrer vollen Ausdehnung und auf Einmal den ge

lehrten Zeitgenossen nicht beizubringen wäre, was müsste der

Erfinder derselben thun, um ihr dennoch Eingang zu verschaffen?

Vielleicht wäre das folgende Verfahren das erspriessliche. Er
veröffentlicht zuerst eine der einfachsten Annaherungsmetboden,

etwa die Regula falsi, zeigt dann in einem zweiten Memoire , dass

i
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man in gewissen Fällen, und namentlich wenn gleiche Wurselti

vorhanden sind, von dieser Regula falsa Hat geneckt wird» und

lehrt, die Gleichungen auf gleiche Wurnelft au untersuchen. In

einer dritten Denkschrift macht er den grossen Fund der Gsrda-

nischen Formel , ebne jedoch hinzuweisen auf ihre Uotaugticfckeit

aur numerischen Berechnang; dann kommen die geschlossenen

Formelo für Gleichungen des vierten Grades in Begleitung eines

kühn hingestellten Zweifels, ob überhaupt alle höheren Gleich»»»

gen Wurzeln haben ; dann wieder eine Approximationsmethode,

und so würde sich der Horizont dieses Wissenszweiges immer

mehr erweitern und immer mehr erbellen bis zur völligen, alknäh-

ligen Umkehrung der Begriffe, bis endlich nach Abiauf mehrerer

Jahre einige gelehrte Köpfe von selbst geistreiche Bemerkungen

zu machen anfangen, die der Verfasser anfangs vergebens ge-

macht hätte, er hatte keinen Glauben gefunden; z. B. der mathe-

matische Wissenschaftsforscher ist kein Rechner, sondern ein

Denker; er kann das Einmal Eins vollkommen vergessen haben,

ohne desshalb minder Forscher zu sein. Die Theorie der alge-

braischen Gleichungen hat nicht blos zum Zwecke die numerische

Auflösunge derselben, sondern dient weit öfter dazu,, die nume-

rische Auflösung zu vermeiden und dennoch alles zu erfahren,

was man zu wissen wünscht. Die Approximationsmethoden zu

den Wurzeln haben trotz der Mühe, die man darauf verwendet

hat, doch nur einen sehr untergeordneten Werth. Der Praktiker

hat selten eine höhere Gleichung aufzulösen, und gesohieht dies

je einmal, so bedient er sich in der Regel keiner dieser veredel-

ten Methoden, sondern der regula falsi. Die allgemeinen Sätze

der Theorie hingegen, wenn sie auch zur Ermittelung der Wur-
zeln gar Nichts beitragen, sind doch das tägliche Brod des Ana-
lysten; denn es geht beinahe kein Tag vorüber, wo er nicht Ge-
legenheit fände, sie in seine Meditationen elnzuflechten.

Der Leser wird vielleicht etwas befremdet fragen , wozu diese

Erörterungen dienen sollen, die Ton einem gesetzten unmöglichen

Falle ausgehen. Hierauf dient zur Antwort; Der Fall ist kein un-

möglicher, er ist vielmehr da und zur Thatsache geworden, zwar

nicht im Gebiete der Theorie der algebraischen Gleichungen, wobl

aber auf einem anderen .Felde, bei der Theorie der linearen Dif-

ferentialgleichungen nämlich, welche mit jener der algebraischen

Gleichungen die durchgreifendste Aehnlichkeit hat und sie noch
überdies an Ausdehnung weit übertrifft.

Ich bin seit mehr als zwanzig Jahren mit diesem Gegenstände

beschäftigt und meine Forschungen haben mich allraäalig zu immer
zahlreicheren und fruchtbringenderen Resultaten geführt; es war
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mir aber dennoch nicht möglich, sie alsogleich zu Teröffentlichen,

weil ich mich immer ausser Stand sah, ans ihnen ein gerundetes

Ganse zusammenzusetzen, indem noch immer etwas daran fehlte.

AU dies nun aber endlich möglich geworden war, hatte die Arbeit

die namhafte Ausdehnung von einer ganzen und fast durchwegs

neuen Wissenschaft gewonnen und bildete ein zweibändiges Werk
unter dem Titel: „Integration der linearen Differential-

gleichungen mit constanten und veränderlichen Cofffi-

cienten", von welchem der erste Band im Jahre 1853 erschien, der

det. Dieses Werk wird sich nun mutmasslich

i:

, weil es die Erwartungen der

in derselben Weise täuschen dürfte, wie

die Theorie der algebraischen Gleichungen unfehlbar thäte, wenn

sie eben neu erfunden wäre. Jeder Leser geht nämlich an das

Studium des Werkes mit dem Gedanken : jetzt will ich einmal sc

wie man die Differentialgleichungen integrirt, und findet statt

sen, was er sucht» einer Integrationsmethode nämlich, eine ge-

wisse Anzahl allgemeiner Sätze über die partikulären Integrale

und allgemeine Regeln» um die verschiedenen Formen an erken-

nen, in welchen nie erscheinen können. Es setzt dies nun ihn

zwar Sn den Stand, beim unmittelbaren Anblicke der Differential-

gleichung viel mehr von dem Integrale anzusagen, als der ältere

Analyst zu sagen wusste, nachdem er wirklich integrirt hatte.

Er schätzt dies aber wenig, oder mindestens nicht nach seinem

ollen Werthe, Indem er meint, dass wenn er das Integral nur

erst besässe, so würde er seine Eigenschaften schon herausbe-

kommen. Vergebens wflrde man ihm sagen, dass der eigentliche

rationelle Zweck, den man verfolgt, nicht der sein könne, sich

am jeden Preis einen wie immer gestalteten, Genüge leistenden

Ausdruck zu verschaffen, gleichviel, ob sich hieraus etwas Wei-
teres erscbliessen lässt oder nicht, sondern vielmehr der, die

Eigenschaften der verschiedenen Integrale kennen an lernen, und
i, wenn man diesen Zweck durch die Betrachtung der Glei-

selbst und ohne alle Integration derselben zu erreichen im

Stande ist, die Integration ganz uberflüssig wird. Die reifere Er-

fahrung rauaa ihn erst lehren, dass man wirklich integrirt haben

und trotzdem so klug sejn kann, wie zuvor, indem der Anblick

des Integrales ein ebenso trostlos undurchsichtiger wie der der

Differentialgleichung selbst sein kann, für denjenigen wenigstens,

dem die oberwähnten allgemeinen Sätze und Hegeln wie unnützer

Ballast vorkommen und für den nur Integrationsmethoden Werth
haben.

Digitized by Google



304 Pefpol: üeker die Integration

Es Hegt nun mir gana begreiflicher Welse daran, meinen

Forschungen auf dem Felde der linearen Differentialgleichungen

eine möglichst schnelle Verbreitung zu verschaffen und selbst

diejenigen Leser in den Kreis der Bearbeiter dieser schönen und

anrouthigen Wissenschaft hineinzuziehen » die mit unerfüllbaren

Erwartungen an das Studium derselben gehen, selbst wenn dies

nur auf Kosten der wissenschaftlichen Strenge möglich wäre.

Gerade so also, wie der hypothetische Erfinder der Theorie der

algebraischen Gleichungen zweckmässig damit anfangen könnte,

die regula falsi zu veröffentlichen oder eine andere numerische

Approximationsmethode, will auch ich hier anfangen, die Inte-

grationsmethoden selbst der mathematischen Lesewelt vorzuführen.

Man wird dann sehen, dass sie sammtlich sehr einfach sind,

gerade so, wie die Auflösungsmethoden bei den algebraischen

Gleichungen, man wird aber auch andererseits das Bedürfnis«

allgemeiner Sätze und Kegeln über die Form des Integrales ken-

nen lernen, weil ohne sie sehr Vieles in diesen Methoden un-

motivirt erscheinen würde und Veranlassung gäbe zu Fragen, wie:

aber warum macht man denn hier gerade das und nicht etwas

anderes ?

Der Integrationsmethoden, die hier auseinandergesetzt werden

sollen, sind vier. Jede von ihnen hat ein besonderes Feld der

vorzugsweisen Brauchbarkeit. Sie sind : erstens das Integri-

ren in Form von aufsteigenden Reihen; zweitem das
asymptotische Integriren in absteigender Form; drit-

tens das Integriren durch bestimmte Integrale und vier-

tens das Ermitteln der algebraischen Gleichung, aus

deren Wurzeln die partikularen Integrale der Differentialgleichung

abgeleitet werden können.

I.

Integration in aufsteigenden Reihen.

Es lässt sich bekanntlich eine jede Funktion einer einzigen

Veränderlichen x aufsteigend nach Potenzen von x— a vermittelst

der Mac-Laur in' sehen Formel in eine Reihe entwickeln, unter

et eine nach Belieben zu wählende Grösse verstanden; so auch
das Integral . einer Differentialgleichung, und es ist auch nicht

unbekannt, dass die Coefficienteo der das Integral so darstellen-

den Reihe ohne alle Integration durch den puren Akt des Diffe-

renüirens und Auflösens von Gleichungen gewönnet) werden können.

Ist nämlich die Differentialgleichung

>
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der linearen Differentialgleichungen,

P= 0,

unter P einen Ausdruck verstanden, der in sich enthält:

gleichgültig übrigens, ob nach den letzteren linear oder nicht, und

man denkt sich anstatt y eine beliebige Funktion von x, gleich-

viel , ob Integral oder nicht, aber in Reihenform aufsteigend nach

Potenzen von x— a geordnet, substituirt; so wird auch P uber-

gehen in eine solche Reibe, und bezeichnet man noch überdies

mit y, y', y", .... P, P', P",.... dasjenige, was aus y, y*, y",..~

dP d?P
.... P, P'= -£, P*=r^j,.... wird, wenn man x durch a

ersetzt; so sind kraft der M ac-Laurin 'sehen Formel diese zwei

Reiben , die für y und jene für P, die folgenden

:

y= y -f y'(^-«) + ly%x— «)* +

P=P + P'(x-a) + jP%r-«)a f

Dies gilt, wie gesagt, für jeden beliebigen, anstatt y gesetz-

ten Werth in Reibenform. Ist derselbe aber ein Integral, dann

hat man

P= P'=P"=2....= P= 0,

ein System von Gleichungen , das zur Auffindung des Integrales

in Reihen form, d. h. zur Ermittelung der Coetticieoten, verwendet

werden kann, und namentlich wird die erste dieser Gleichungen,

d. b. die P = 0, zum Werthe fuhren von y(") , der eindeutig aus-

fallen wird, oder mehrdeutig, je nachdem diese Gleichung nach

y<*) dem ersten Grade oder einem höheren angehört. Die zweite,

d. h. die P' — 0, wird y("-H) geben, und zwar meist durch Auf-

lösen einer Gleichung des ersten Grades, somit eindeutig, wenn
y(") nur einen einzigen Werth erhielt, und rdeutig, wenn y(") r

verschiedene Werthe besass. Ebenso gibt die nächstfolgende

dritte, d.h. die P" = 0, das y("l*) u. s. w. Die Anfangscoeffi-

eienten der Reihe jedoch, nämlich y, y', y", .... yl*~lh werden

im Allgemeinen aus diesen Gleichungen nicht bestimmt und spie-

len somit die Rolle von n verschiedenen Integrationsconstanten

und enthalten zugleich in sich den Beweis, dass man mit der

Berechnung des allgemeinen Integrales beschäftigt sei. Dies
Alles ist sehr einfach und schon längst bekannt, hatte aber bis-

her nicht den geringsten Nutzen gebracht, weil bei den so erhal-

tenen Reihen das Gesetz, nach welchem die Glieder gebildet

werden, und folglich auch das allgemeine Glied, selten ermittelt wer-
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deu konnte, nnd weil der so gewonnene Ausdruck seiner ündurcb-
sichtigkeit wegen Ober die Natur des Integralen gar Nichts lehrte,

und man sich sehr leicht überzeugen kann, das» selbst die aller-

lichtvollste Funktion von'jr, die man als ein Integral der Diffe-

rentialgleichung auf einem anderen Wege ermittelt hat, durch die

hier zur Sprache gebrachte Integrationsmethode in Reibenform
dargestellt, ihre Durchsichtigkeit gänzlich verliere und, gewisser«

massen in ihren Bestandtheilen chantisch zusammengeworfen , jeden

Ausschluss Ober Periodic!tät, Maxima nnd Minima oder Nullwerthe

der partikulären Integrale verweigere. Es ist dies eine natürliche

Folge des Umstandes, dass die Reihenform ein allen Funktionen

passendes Kleid Ist, folglich zur specieilen Unterscheidung der-

selben von einander und Ermittelung ihrer besonderen Eigenschaf-

ten ganz und gar untauglich ist

Es wäre hier sehr wichtig, diese völlige Untauglichkeit der

Reihenform zur Erörterung der besonderen Eigenschaften des In-

tegrales durch Beispiele näher zu begründen. Wir müssen jedoch,

um die Grenzen dieses Aufsatzes nicht zu überschreiten, es dem
Leser überlassen, sich diese analytische Erfahrung zu verschaffen,

Aigen aber doch die Bemerkung an, dass z.B. eine trigonome-

trische Funktion, wie Sinx oder Cosa:, ingleichen auch ein Lo-

garithmus, sehr bereitwillig geometrisch construirt vor die Augen

des Geistes trete. Man bringe sie in Reihenform, multiplicire die

so erhaltenen Reihen , zwei oder mehrere , mit gewissen Constan-

ten, nnd addire sie, so kann man Reihengebilde erhalten, denen

es nun und nimmer anzusehen ist, aus welchen lichtvollen Aas-

drücken sie hervorgegangen sind, und dies ist Im Wesentlichen

der Fall desjenigen, der aufsteigend in dieser Form iotegrirt

Wenn nun aber auch diese Reihenform zur Erörterung der

specieilen Eigenschaften der Integrale im Allgemeinen sich als

untrüglich erweist, so ist sie dafür desto nützlicher, ja sie ist die

einzige, derer man sich bedienen kann, um allgemeine Eigen-

schaften, wie z. B. Existenz des Integrales, zu beweisen. So
würde s. B. in der eben angeführten Deduction zugleich unmittel-

bar der Beweis liegen, dass eine jede Differentialgleichung der

nten Ordnung ein allgemeines Integral mit n willkührlichen Con-

stanten, das stets in Form einer aufsteigenden Reihe, geordnet

nach Potenzen von <r—«, zu erhalten ist, besitze, wenn sich

nur darthun Hesse, dass die Reiben, zu welchen man so gelangt,

auch wirklich gewisse Funktionen von x repräsentiren, was man
aber nur dann kann, wenn man ihre Convergenz, wenn auch nur

für gewisse o und begrenzte ar, nachzuweisen im Stande ist. Für

lineare Differentialgleichungen mit algebraischen und ganzen Coeffi-
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Werkes gegeben, und er spielt alldort dieselbe Rolle, wie in der

Theorie der algebraischen Gleichungen der Beweis des Fnndanten-

talsatzes, dass eine jede Gleichung des nten Grades mindestens

Eine Wurzel besitze in der Form p\q V^l, uod es bleibt spä-

teren mathematischen Wissenschaftsforschern überlassen, diesem

wichtigen Beweise eine grossere Allgemeinheit zu verschaffen.

Hieran knöpft sich die Bemerkung, dass das langst bekannteinte-

griren der Differentialgleichungen in Reibenform zwar bisher den

Analysten beinahe gar keinen Nutzen gebracht hat, aber nicht

darum, weil es, absolut genommen, unbrauchbar ist, sondern nur

darum, weil man es zu Zwecken, zu welchen es brauchbar ist,

nicht verwendete, und hieraus flieset wieder eine besondere Er-

mahnung an den Wissenscbaftsforscher, Über eine Methode un-

mittelbar den Stab nicht zu brechen, weil sie zu einem bestimmten

Zwecke sich nicht verwenden lässt, sondern vielmehr auf die Ur-

sache dieser Nichtverwendbarkeit zurückzugeben und, darauf ge-

stützt, die Frage zu stellen, ob sie vielleicht zu anderen Zwecken

und unter anderen Umständen sieb als tauglicher erweisen kunne.

Nun weiss man, dass, wiewohl die Mac- Laurinsche For-

mel im Allgemeinen immer und jede Funktion zu geben geeignet

ist, dies doch eine Ausnahme erleide bei gewissen Funktionen

und für gewisse Werthe von «, für welche dieselben stetig su

sein aufhören. Wörde es sich daher in gewissen Fällen heraus-

stellen, dass die auf die M ac • Laurin'sche Formel gegrün-

dete Integrationsmethode zur Ermittelung des Integrales für ein

gewisses a nicht zureiche, so liegt auch der Schluss nahe, dass

dieses Integral nothwenriig einen für x ~ a unstetig werdenden

Bestandtbeil in sich schltessen muss, und dies Wörde nun eine

Eigenschaft sein , welche diesen Bestandtbeil vor den übrigen her-

ausbebt und nach der Natur der unstetig machenden Grösse zu

fragen veranlasst. Man frfigt also in einem solchen Falle : ist die

unstetig machende Ursache ein Nenner, wie (.t — er)*, und sagt,

wenn das ist, so wird die Befreiung des Integrales von diesem

Nenner es unmittelbar unter die Herrschaft der Mac -Lau Mü-
schen Formel zurückführen müssen , oder ist die unstetig machende
Ursache ein Bestandtbeil, wie log(ir— o), dann wird die Sonde-

rung dieses logarithmischen Faktors zu demselben Ziele fahren.

Die von mir eingeleiteten Untersuchungen haben gezeigt, dass

beides der Fall sein könne dann, wenn die Differenz s — a, nach

welcher das Integral aufsteigend entwickelt werden soll, als Fak-

tor des ersten Coefficienteu der von Brüchen befreiten linearen

Differentialgleichung erscheint, d. h. wenn die Differentialgleichung

auf die Form gebracht Ist:
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(1) Xwy>+ *_iy<-»>+ Xn-*&*~*+ ....+Xt + *„Sf=0,

in der die Coefücienten A», Jf*-i, Xn-% t .... JT|, Ai, algebraische

und ganze Funktionen von x sind, und wenn Xn den Faktor x—a
ein oder mehrere Mal besitzt. Das wirkliche Integriren in Reihen-

form ist wohl so ausserordentlich einfach, dass es kaum einer

Exposition bedarf. Nicht gar so gut einzusehen sind aber die

dasselbe begleitenden analytischen Kunstgriffe und dann , was sich

daran schliesst. Ich werde sie hier in den speziellsten Fällen an-

geben, jedoch ohne Beweis, welchen letzteren der Leser not-

wendigerweise in meinem grösseren Werke aufzusuchen haben

wird. Ich nehme den am allerhauGgsten vorkommenden Fall an,

dass Xm einen einzigen Faktor x — a besitze. Der nächste

Schluss, den der Reebner aus diesem Umstände zieht, ist, dass

ein einziges partikuläres Integral und nicht mehr vorhanden sei,

welches für x = a in den Ausnahmezustand des Unstetigwerdens

geräth, und zwar zunächst durch das Vorhandensein eines Divi-

sors (x—a)*, allwo k den leicht berechenbaren Werth

(2) *=^l-n+l

hat, unter Xn-i und X«' analog der früher eingeführten Bezeich-

1

1

Y
Tiungsweise dasjenige verstanden , was aus Xm-\ und X* =
wird, wenn man x durch « ersetzt. Und so lange der Exponent

Je nach dieser Formel nicht in eine ganze Zahl übergeht,

gleichgiltig ob positiv oder negativ, wird immer die Sonderung

dieses Nenners hinreichen, uro das partikuläre Integral seinem

Ausnahmezustände zu entreissen und in Reihenform darstellbar

zu machen. Anders verhält sich jedoch die Sache in den gar

nicht seltenen Fällen, wo k in eine ganze, entweder negative

oder positive Zahl übergeht. Der Faktor x—a des ersten Coef-

ficienten hört zwar auch dann nicht auf, im ersten Falle auf ein

partikuläres Integral mit einem Faktor (x — o)A , im zweiten mit

eioem Divisor (x— o)* hinzudeuten, er gibt aber noch überdies

Zeugnis« von einer im Integrale vorkommenden logarithmischen

Transcendenten , namentlich log(x— a), die auf eine andere WT
eise

im ersten und wieder auf eine andere Weise im zweiten Falle

erscheint. Ist nämlich £=— h eine ganze negative Zahl, so

existirt ein einziges partikuläres Integral mit dem Faktor (x— o)*,

welches der Reihenentwickelung vermittelst der Mac-Laurin-
schen Formel gar nicht wiederstrebt, nur dass diese ordnungs-

mäßig h an der Zahl der Null gleiche Anfangsglieder haben wird;

aber dieses eine partikuläre Integral entzieht alle übrigen, n—

I
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an der Zahl, der Herrschaft dor Mac-Laurin'j
jedoch erst vom Aten Gliede angefangen, und «war darum, weit

es in alle einen Bestandteil wie (x— et)*. 2. log (r

—

a) wirft»

allwo (x— o)A .x ftlr sich ein partikuläres Integral, und zwar das

eben erwähnte, einzige entwickelbare vorstellt. Im letzten Falle

endlich, wo k eine ganze positive Zahl ist, verhält sich die Sache

wieder anders und gewissermassen umgekehrt. Es existirt näm-

lich ein einziges partikuläres Integral mit dem Nenner (x»— o)*,

und dieses vermag weder unmittelbar, noch nach geschehener

Sonderung dieses Neuners in Reihenform berechnet zu werden,

weil es nebst diesem Nenuer noch die Transcendente log(«— a),

und zwar in n — 1 verschiedenen Gliedern enthält. Die übrigen

partikulären Integrale, n — 1 an der Zahl, aber sind unmittelbar

darstellbar in Reihenform. Diese drei hier aufgezählten Fälle er-

fordern je eine andere Behandlung. Ist nämlich erstens * keine

ganze Zahl und auch keine solche Funktion der in der Differen-

tialgleichung erscheinenden Parameter, dass es gelegentlich in

eine ganze Zahl übergehen kann, so fängt man damit an, die

Differentialgleichung nach der oben angedeuteten Methode in Reiben-

form zu integriren, das System von Gleichungen:

P = P'= P*= ....=0

aufstellend. Diese Gleichungen sind hier speciell:

(?)

P =XB yC)+Xl^iy(-»)+X,-a y(»-«)+ ....+X1y
/
-fXoy=0,

P/= X„y<-+*)+X.-ilyC>+ X.-a l y<-»>+...+X0 )y'

+ X.' 5 + X„-i'j +X/5 +Xo'y=0,

P"=X«y(»+*>+ X—i i yt»+»>+ X«_* \ yW+...

-f2X„' ) +<2X.-i'( +2X0'!^

+ X." ) + X/J+X/y^O

In Urnen allen verschwindet gegenwärtig das erste,, mit dem Fak-

tor X« verbundene Glied, weil x—a ein Multipücator von X*
ist In Folge dessen bestimmt die erste Gleichung nicht wie

y<«>, sondern y*»-1) in linearer Funktion der y, y y(»-*),

letzteren man als Integrationsconstanten, n-1 an der Zahl,

en kann. Darauf gibt die zweite y(") als nach eben diesen

n— 1 Censtanten linearen Ausdruck. Die folgende dritte liefert
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ebenso y<«+D u. e. w. tmd es sind diese för y<«-*>, yW, y<*H>,....

gewonnenen Ausdrücke beziehltch gebrochen dorch die Produkte

M0 , Mi, Ma die gegeben sind durch die Gleichungen:

M0 =

M|S=X*-i(X.^ + X,,'),

Ma= X«-i (X»_i + X«') (X„_i + 2X«'),

Mr= X.-iCX.-i + X.') (X«_i + 2X.') .... (X,_i + rXn'),

und nimmt man an, dass der seiner linearen Form nach bekannte

Werth von y(«+r-i) ausgedruckt werde, wie folgt;

=
jjj;

I [0, r] y+ [1, r] y* + . . . . + [n-2, r)y }

,

so sieht offenbar der auf diesem Wege gewonoene und nach den

»— 1 Constanten geordnete Werth von y

»- yll+ Mo M, l....n + ""J

. fn-2,1] (*-«)»
.

-|
+

m, i~jr
+ -\J f

und stellt ein Integral der Differentialgleichung der nten Ordnung

mit n— 1 Constanten, folglich kein allgemeines dar, sondern ein

durch den Zusatz von noch einem einzigen Genfige leistenden

Werthe mit einer einzigen Constante zu vervollständigendes. 'Um
tu diesem einen Werthe zn gelangen, befreit man von dem Nen-

ner (ar—«)*, der ihm anhängt, vermittelst der Einführung

neuen Veränderlichen * anstatt y dorch die Substitution t
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und wird eine oeue Differentialgleichung erhalten, aus welcher

auf dem betretenen Wege dieses eine partikuläre Integral ohne

Anstand tu haben Ist. Es kann noch bemerkt werden, dass die-

ses Verfahren gelegentlich mit einigen Modifikationen auch dann
noch zu einem Integrale mit n — 1 Constanten fähre, wenn k zwar

eine ganze negative Zahl, aber eine solche ist, deren numerischer

Werth unter der Ordnungszahl n der Differentialgleichung liegt.

Wir bieten ein einziges Beispiel in der Differentialgleichung:

(4) P^x.ylV-y=zQ.
*

Es ist hier: Xn= x, JT.-i=Ö, »b=4; folglich bat man kraft

der Formel (2): Jt=— 3. Es deutet dies auf ein in Reihenform

darstellbares Integral mit dem Faktor ** und auf einen Bestand-

teil des allgemeinen Integrales mit dem Faktor «*log*. Ein

partikuläres Integral mit drei Coostaoten lässt sich hier frei von

dem logx und folglich in Reihenform aufsteigend nach x geord-

net darstellen; das allgemeine mit vier Constanten versehene In*

tegral jedoch vermag dieses nicht Wir gewinnen hier auf dem
Wege der Differentiation:

sodann durch Nuilsetaeu des x und nachhange Auflösung:

y"^' a=
t,4.»..l.(ir-i)

y'- y"r+"=
a.8.6..!(3r-i)

y'>
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Hier lassen sich also die y', y*, y
m

als drei Integrationscon-

stanten betrachten, und es gibt die M ac-Laurin'sche Formel
das nach diesen drei Konstanten geordnete Integral:

. r~, 1 l „ 1 I 1 'l

Eis ist aber, da ihm eine Constante fehlt, nicht das allgemeine,

und es ist unerläßlich, um das letztere gleichfalls in Reihenform

zu erhalten, der Einführung von zwei neuen Veränderlichen, etwa

z und u anstatt der einen y voranzuschicken hier durch die Sub-

stitution :

y= z + t«?8 .log:r.
*

Sie gilt speciell för die Gleichung (4) und ist als ein specietler

Fall enthalten in der für die allgemeine Differentialgleichung (1)

mit einem einzigen Faktor ar — a im ersten Coefficienten Xn für

den Fall giltigen, dass k = — h eine ganze negative Zahl ist,

nämlich

:

(5) y= z + m(x—a)Mog(ar— a),

ahVo h=n— 1—^ / ist.

Vermöge dieser Substitution geht jedesmal das Gleichungs-

polyoom Aber in ein Aggregat aus zwei Bestandtheilen , einem

mit dem Faktor log(.r— a) versehenen und einem anderen, der

davon frei ist, d. h. die Gleichung wird die Form annehmen

:

P+Qlog(*-a)=0,

und muss durch schickliche Werthe von z und u in Reihenform

erfüllt werden. Man denkt sich also:

z=*+ z'(a;—o)+z •—j~~2""~ +••••»

. (x— «)*
u =u + u'(j;— a) + uw .

-f^
1-

/>=P+P'(*-«)+ P" • +

Q=Q+Q'(*-«)+Q" +
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und hat zur Bestimmung der Cotifficienten der für z and u ange-

nommenen Reiben die zwei Systeme von lineären Gleichungen:

P=P'=P*=....=0, Q= Q'= Q":=.... = 0.

Dies ist der allgemeine Weg. In unserem gegenwärtig erkiesenen

Beispiele aber sind die zwei Gleichungen, in welche die trane-

formirte zerfallt, wie man sich durch eine leichte Rechnung ohne

Mühe überzeugt:

/>= x.x1*— x+ 4x*. «" + 30^.11" + Ux .«' + (hi= 0.

Q=x» . + 12*» . u~ + 36a? . u" + 24«'- x* . u=0.

Hieraus gewinnt man durch Differentiation

:

P'=*. t^^-.*'+4r».tt^+42*«.«*' +104x.»"+ 50.k',

/>'=a:.t'
r

H2x'r~x ,'+4j:«.«^+5^.«^+ 18&r.«"+ 154.«",

Q# =^.tt^+15j?*.tt^+ 60x.«*, + rj0.«,r
--ar«.u'-.2j:u,

^=^^ll^+lar*tt^+90ar.«^+ I20.l^-*«.tt''-4^rll'--2tt,

Nun setzen wir x = 0 und erhalten so aus der P = 0 alsogleich

die P=— i + 6u= 0, woraus

» = 6

hervorgeht. Hierauf gibt die Q=0 unmittelbar

u'=0.

Dann erhalten wir aus der /* =0 die P' = %' -f 50u' ss 0,

welche
z^=z'

liefert. Dann kommt die Q' = 0 an die Reihe und bestimmt

u"=0,

und so geben der Reihe nach die P* = Q* = p*= .... =0
beziehlich die nachfolgenden Coefficientenwerthe:

Theil XXVIII. 21
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Aua ihnen bildet «ich zunächst % und as in Reihenform, dann

aber der folgende, nach den vier willkuhrlieheo konstanten a> a*,

a", z" geordnete Werth von y oder das allgemeine Integral:

, <m 66701 _ 1 , 1 1 x* .
'

4

y= z< * ~~ TOS * ~ +* log* [0+
6!

#
3" +9!

1 *s 1 x* 1 :rg 1 sc1*

+ '-*tl+4TT + 7i
a rc+IK'TX? + 13! 1.4.7.1Q+-

-

1

1 1 1 *• 1 1

l 1 a:* 1 a:
6 1 1

*
** {0 + 6!

'
3"+

9I
*O + l2! * OTö+Iä ' 3.6.9.12+-

}>

Hier hat nun das erste der vier partikulären Integrale einen

logarithmischen Bestandteil. Dies ist aber nur ein diesem Bei-

spiele angehüriger sehr specieller Fall, und es ist sehr leicht ein-

susehen, dass im Allgemeinen alle partikulären Integrale bis auf

eines — das letzte nämlich — diesen logarithmischen Bestand -

theil tragen werden, jedoch wird er bei ihnen bis auf einen con-

atanten Faktor derselbe sein. Die Reihe, mit der log« überall

multiplicirt erscheint, ist aber selbst ein partikuläres Integral,

eben dieses letzte nämlich. Alle Reihen aber, aus welchen y zu-

sammengesetzt ist, erfreuen sich einer unbegrenzten Convergenx

gerade wie die für die Exponentielle ex für beliebige Werthe der

Variablen x, uaeh welcher sie geordnet sind. Dieser Convergenz

zufolge läset aber dies gefundene Integral an Brauchbarkeit zur

ferneren Diskussion kaum noch etwas zu wünschen übrig, weil

es durchaus nicht schwer ist, alle Eigenschaften seiner Bestand-

tbeiie: Maximum-, Minimum- und Nullwerthe mit samrot dem
zugehörigen x aufzufinden und sich dieselben so mit beliebiger

Genauigkeit geometrisch construirt vor Augen zu fuhren. Einer

solchen Convergenz begegnet man im Allgemeinen nur, wenn man
nach aufsteigenden Potenzen der Faktoren des ersten Coefficien

ten der Differentialgleichung entwickelt, wo man dann zu gleicher

Zeit auch die in den Integralen allenfalls vorhandenen logarithmi-

schen Transcendenten entdeckt, während sich wieder aus dem
Vorkommen oder ISicbtvorkommen eines aolchen Logarithmus und

der Gestalt, in welcher er erscheint, die ferneren erspriesslichen

Schritte dem Rechner kund geben, indem sie ihn in Stand setzen,

zu beurtheilen, welche der übrigen Integrationsmethoden man
allenfalls noch anwenden könne, um die möglichst vollständige

Kenntniss aller Eigenschaften des Integrales zu erringen.
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Ist der durch die (2) gegebene Werth von k ganz und po-

sitiv, htemit ein einziges partikuläres Integral mit dem Divisor

(*—*)* andeutend, so ist auch nur in diesem einzigen Integrale

nebst dem noch ein unstetig machender Bestandteil mit log(*—o>
enthalten, und mao kann sich die übrigen n—1 partikularen Inte-

grale mittelst der Mac-Laurin'scheo Formel genau so verschaf-

fen, wie in dem eben erledigten Beispiele. Um jedoch das all-

gemeine Integral zu finden durch einen einzigen Kecbnungsakt.

ist es wieder nothwendig, die Einführung zweier neuen Veränder-

lichen dem Integriren vorangeben zu lassen, aber nicht durch die

Substitution (5), sondern vielmehr durch die folgende von ihr

verschiedene

:

»

Alle diese Vorschriften beziehen sich anf den Fall, dass der

erste CogfTicient der Differentialgleichung nur mit einem einzigen

Faktor x— et versehen ist. Wären dagegen solcher Faktoren

mehrere vorbanden, dann richtet sich die Form des Integrales

each complicirteren Regeln, und man hat in derselben als unste-

tig machende Bestandteile bald Exponentialgröseen, bald Fakto-

ren oder Divisoren, bald solche und Logarithmen zugleich anzu-

sehen , weiche letzteren dann auch in höheren Potenzen mit ganzen

und positiven Exponenten zu erscheinen vermögen. Diese Regeln

gehören der Formenlehre an und sind etwas von der Integrations-

methode völlig Geschiedenes, und wenn die letztere sieh in ihrer

Anlage als äusserst einfach andeutet, so irötbigen dagegen die

Vorschriften der Formenlehre im Allgemeinen zu viel complicir-

teren Betrachtungen, gerade wie in der allgemeinen Theorie der

algebraischen Gleichungen auch. Das Integriren selbst ist leicht,

das Wissen jedoch, wie man es einzuleiten hat, ist schwieriger.

Das asymptotische Integriren.

Diese zweite Integrationsmethode ist die wichtigste von allen,

weh* die lichtvollste. Sie gibt das Integral gewöhnlich als Produkt

aus zwei Faktoren, denen ganz verschiedene analytische und geo-

metrische Eigenschaften zukommen. Der erste bat eine Expo-
nentialgrösse zur Grenze, und somit geometrisch constmirt eine

exponentielle Curve zur Asymptote; der zweite convergirt beim

fortwährenden Wachsen der unabhängigen Veränderlichen x gegen

I«
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310 Pettvai: Vtber die Integration

eine gewisse Potenz von x, hat also, geometrisch construirt, zur

Asymptote eine algebraische Curve. Der erste seht mitunter tiber

in eine periodische Funktion, der zweite nie. Sie hebst darum
die asymptotische, weil sie die partikulären Integrale in ihre zwei

mtiltiplicativen Bestandteile zerlegt, denen Asymptoten verschie-

dener Gattung: exponentielle und algebraische, angehören. Dieser

Metbode des Integrirens fügen sich wohl alle Differentialgleichun-

gen, einige unmittelbar, andere aber erst nach vorhergegangener

ein- oder zweimaliger Transformation. Diejenigen, denen man
unmittelbar vermittelst derselben das allgemeine Integral entringt,

sind die in folgender Form enthaltenen:

(7)

[o»s«+ 6,*r—1+ ....+ kn] + [a—ue» + 6„_i*—1 yt—*>

+ .... +[«i^+M—H ... + *i].v' +K*m+M",-1+. •+*o]y=0,
" * .

d. h. mit Co#fiicienten , die sämmtlicb ein und dieselbe Grad-

zahl nt bieten. Es leidet dies jedoch mannigfache Ausnahmen,

welche zum Tbeile aus der folgenden Exposition sieb von selbst

ergeben werden, zum Theile jedoch in Auseinandersetzungen

verwickeln wurden, die nicht hieher gehören. Ich will die Grand-

zöge dieser Methode, die ebenfalls ausserordentlich einfach ist,

so wie die frühere, wenn man sie einmal richtig vorbereitet hat,

hier nur in Bezug auf diejenigen Differentialgleichungen darstellen,

die der nten Ordnung angehören und Coftfficienten des ersten und
zweiten Grades bieten.

Es sei also zuvörderst gegeben als zu integrirende Differen-

tialgleichung:
• » .i

(M+6»W»>+(a^iJ^^

Gemäss den Vorschriften der Formenlehre erscb Iiessen wir in

dieser Gleichung n partikuläre Integrale in der Form:

(9) e°*.Q,

unter Q eine Funktion von x verstanden, die, ähnlich den alge-

braischen Funktionen beim fortwährenden Wachsen von x, gegen

eine gewisse Potenz von x convergirt Auf diese Kenntniss ge-

stützt, nehmen wir einen ihr Genüge leistenden Werth an in der

hiermit übereinstimmenden Gestalt:

(10) »=£[•«. »nu.
,****
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in welchem h einen constanten Differentiationsindex , W eine

Funktion von u, die kein x in sich enthält, nnd o eine gleich-

falls von x unabhängige Constante andeutet, die nach geschehe-

ner Amaliger Differentiation anstatt u gesetzt werden rauss, und
es sich offenbar darum handelt, durch schickliche Wahl dieser

Grössen die Differentialgleichung identisch zu machen. Wir sub-

stituiren demnach den angenommenen Ausdruck (10) in dieselbe

bemerken, dass, weil man allgemein für jedes r hat:

*

» i

das Substitutionsresultat so aussehe:
I

3^[(tVr+ üo)e»*W]\a=0

mit deo Werthen :
1 *

/

Ui — aHu* + an-i u»- 1 f . . . .+ Ci«+ n0 ,

V0= b»u« + tt"-1 + ....+ Ii«+ 6o

Führen wir hier die Amalige Differentiation nach « mit Hilfe der

Formel durch, die wir für den AmaUgen Differentialquotienten des

Produktes PQ besitzen , nämlich

:

j£ IPQ]= #w + (") *<-'>C + ß) /*-»> <*• + ....,

f I f I *

indem wir eux als ersten und C71 Wx + ü0W als zweiten Faktor

auffassen, denken wir uns sodann a anstatt u substituirt und be-

zeichnen allgemein dasjenige, was aus irgend einem rten Diffe-

rentialquotienten des Produktes Ü0W oder t^JF durch die Sub-

stitution a wird, durch (Ü0W)W oder (^W)^), wobei jedoch

wohl zu merken ist, dass hier die Substitution nach der rmaligeo

Differentiation ausgeführt gedacht wird und nicht umgekehrt;

ordnen wir endlich das Resultat nach absteigenden Potenzen von

x\ so liegt dann folgende, durch schickliche Wahl von A, ff und

o identisch zu machende Gleichung vor:
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+^.[U0W-M(UiW)']

i . . •« •

was ftlr beliebige 2: nur dann möglich ist, wenn die Cotifficienten

der verschiedenen- Potenzen dieser Variablen je filr sich gleich

Noll werden. Man erhält also folgende Reihe von Bestimmungs-

gleichungen :

Vl\V= 0,

dl)

(*W'H> -f (U, W)<"+*>= 0,

Der ersten von ihnen kann Genüge geleistet werden durch Null»

werden von Üi oder von W; da aber Letzteres unstatthaft ist,

weü die entwickelt geschriebene zweite , cL h. die

(üo+ÄdOW + Ä^W^O,
dann euch W =0, die darauf folgende W*= 0 u. s. w. ihr In-
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begriff aber H^=0 liefern wurde, was auch y = 0 macht, ihm

also allerdiag» einen Genüge Leistenden Werth ertheilt, der aber

kein partikuläres Integral ist, so bleibt ans nnr übrig:

(12) ü1 =fl«a* + a^ift--*+ .... +a1a + ao= 0

anzunehmen, and die zweite, die jetzt in die einfachere

und da die Ujssö eine algebraische Gleichung des nten Grades

ist, die in der Regel a von einander verschiedene Wurzeln

**» «t « besitzen wird, so gewinnt man ihnen entsprechend

auch in der Regel, and namentlich; so lange» als es keine glei-

chen Wurzeln o gibt, und der Cogflßcient a» von der Null ver-

schieden bleibt, n verschiedene und zwar endliche Werthe für h,

die dann offenbar n verschiedenen partikulären Integralen ange-

hören, so dass eigentlich durch eine und dieselbe Rechnung und

nur mittelst der n Substitutionen von
<*i.,

a^, a3,.... a*, alsogleich

das allgemeine Integral erhalten wird.

Nachdem wir gesehen haben , dasv die ersten beiden der Be-

stimniMtigsgleichnngen (II) die Werthe von o and Ä geben, ent-

wickeln wir die dritte. Sie ist

:

<iv
+*J ü,')w+ (u,+(*- 1) 0,0w + i^i o,w=

a

Das in ihr enthaltene Glied mit W" verschwindet wegen des

Faktors ü,, der Coefhcieot von W' geht in Folge der (13) in ü/
über» ist somit unter der gemachten Voraussetzung verschiedener

Wurzeln von der Null verschieden, daher denn diese Gleichung

jedesmal W' bestimmt, indem sie dafiir einen dem W proportio-

nalen Ausdruck liefert. Zor Bestimmung des W selbst ist gar

kein Mittel vorhanden, es spielt daher die Rolle einer willkühr-

lichen Coustante, oder vielmehr von n verschiedenen, den Sub-

stitutionen «|, Oj, a3 ,....an angehörigen Constanten. Dass nun

dasselbe mit den folgenden Bestimrnungsgleichungen in derselben

Weise der Fall sei, davon belehrt uns die allgemeine unter ihnen,

die von dem Verschwindet' den Coefficienten von xh~ r spricht,

nämlich die
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Die höchsten in ihr

•ind der rte und (r-f-l)ste; die zu ihnen gehörigen

aber offenbar:

• U0 + (A-r)lV, ü,.

Enterer geht, vermöge der (13), Ober in das von Noll verschie-

dene — rty, der andere ist gleich Null.

Die Gleichung dient also bei dem Hinausfallen von W<'+*)

zur Bestimmung von WW. Man sieht daher» dass die Gleichun-

gen (II), von der dritten angefangen, der Reihe nach W , W"
....W«, W(M-i) geben, und «war jedesmal vermittelst einer

Division durch ü,'. Man wird also für diese Grosse der Reihe
nach dem willkührücben W proportionale, beziehlieh durch

U,' t ü,'* gebrochene, somit endliche Ausdrücke erhal-

ten, unÜ da der in entwickelter Form hingestellte angenommene
Werth von y auch so aussieht:

y=^**W-Hb^W'+^^

so sind in demselben alle Coefficienten der eingeklammerten, nach

absteigenden Potenzen von x geordneten Reihe als dem W pro-

portionale Ausdrücke bekannt. Dieses W erscheint somit als

herauszusetzender gemeinschaftlicher Faktor, und statuirt man allge-

mein für den Werth a=a, das Symbol : W=W« und W(r)=[«, r]W«,
uo ist in der nachfolgenden Formel das allgemeine Integral der

vorgelegten Differentialgleichung enthalten:

(14)

y= W,«..»[^. + A,[l,I]I*.-i+(^)[l,2] ar».-*+ ....

+ (,)[•.']**'-'+ ••••]

+W,««.*[a*.+*t[-.M]**t-i+(^)[-2,2]*».-« +....

.••+(^)[2.rjx».-' + ....)

+WrfV[*».+*.[». I]*».-' +(£)[«, 2]*».-» + ....
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Werthe ab* von W, W, .... sind hiev der Reihe nacht
•f.--' t.t ;• 'y -i- .. »! .... .... 1 . :

< tl f*

(15) ^
i.o.ui

, +ü1
'[-12ü0^>'ü,''+9D,ü,*»]+3ü,«lJ,'

,
!

i ' [ •
. I Ii,

*
; ' !

'
• " •

. i ! , !

Die Ausdrucke, welche mao für die aufeioaDderfolgenden Reiheo-

auf diese Weise gewinnt, werden zwar immer coro;

plicirter, demungeaebtet aber laset sich nicht nnr eine allgemeine

Regel sowohl ihrer rekurrenten, als auch independenten Bildung

aufstellen, sondern auch eine jede der FunktionenW in geschlos-

sener Form angeben. Dies kann jedoch am gegenwärtigen Orte

nicht geschehen, weil sonst der vorliegende kleine Abriss. der In-

tegrationsmethoden das Schicksal des Hauptwerkes hätte, eich

allzusehr ins Breite zu dehnen und somit seinen Zweck ganz und

gar verfehlen würde. .i , i •

Ebenso wenig lassen sich die zahlreichen Ausnahmsfalle be-

rühren, in welchen man durch die eben auseinandergesetzte Inte-

gratioosmethode kein allgemeines Integral mit der notwendigen

Anzahl willkührlicber Constanten erhält. Es geschieht dies erstens

dann, wenn die Gleichung (12) in a gleiche Wurzeln, etwa m an

der Zahl, besitzt, und zweitens dann, wenn sie wegen des Ver-

schwindens der in ihr vorkommenden Anfangscoefticienten Am,

An-i >••>-, etwa m an der Zahl, einem niedrigeren, als dem mten

Grade angehört. Es würde aber wenig frommen, hier auch nur

zu bemerken, daes unsere Iotegrationemetbode in solchen Fällen

partikuläre Integrale, m an der Zahl, darum zu geben verweigere,

weil sie in einer anderen, als der vorausgesetzten Gestalt erschei-

nen. Im ersten Falle nämlich in der Form:

•2=! f « :>

e*i*+ß*
m

.Q,

im zweiten Falle aber in der ähnlichen

:

?tt? '•
•' > '»I üi

denn hieraus erhellen die ferneren Schritte noch keineswegs,

welche die n partikulären Integrale unter die Herrschaft der in
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sinnige Leser, nun so hat er einen Tbeil der Formenlehre ent-

deckt and so von selbst die Ueberzeugung gewonnen, das* es

durchaus nicht zureiche, blos lotegrationsmethoden zu besitzen,

und so weniger zureiche, je mehr man deren frat» weil dann na-

türlich die Frage entsteht, welche von allen den vorhandenen in

jedem speciellen Falle den Vorzug verdiene, und das zwar mit

oder 1 ohne vorbereitende Transformation.

Die Reihen, aus welchen da« allgemeine Integral (14) besteht,

sind versehen mit Binomial-Co#flicienten, haben daher gerade wie

die Binomialfonnel die merkwürdige Eigenschaft, abzubrechen,

so oft der mit h bezeichnete Dtfferentiationsindex in eine ganze

positiv« Zahl r tibergeht Um dies klar einzusehen, genügt es

nicht, «o bemerken, dass die späteren Glieder dieser Reihen,

r-l

i, sammtlicb den verschwindenden Faktor h— r habem;

muss auch noch dargethan werden, dass WH4
), Wtr+*),.»..

keine unendlichen Wertbe bekommen. Dies zeigt aber klar die

letzte der Bestimmungsgleichungen (11), die zur Bestimmung von

YflH-1 ) dienen soll , aber hierzu nicht verwendet zu werden braucht,

weil sie wegen des allen Gliedern zukommenden Faktors h— r

in eine identische übergeht.

Schreiten wir jetzt zur Integration derjenigen Dilerenrial-

gleichnng, die auf die (8), deren Coäfticiewten vom ersten Grade

sind, zunächst kommt, die nämlich mit quadratischen CoefBciente»

:

(16) (a^+^+c^i^c^H^-ix+c^)^-»)^...

....+(a^+ fo*+ cjy' + («q** + c^sf=0.

Wir entnehmen auch hier den Vorschriften der Formenlehre einen

Genüge leistenden Werth in der Form:

AT) y-isil^p«'

und erhalten durch Substitution desselben in die vorliegende Glei-

£ [ett* W{v** + °»x+ üm u

=

°'
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ü% ~ OnU» -f C-1U"-1 + . . . . -f <I|U + Oq,

C70 ä Cnti* + C_l U"-1 + ....+ Cj II + C0
1

sind. Durch Entvrickelung dieses SubstHuftionsresultates und mit

Hilfe der bereits gebrauchten, die Einführung von a anstatt u an-

deutenden Bezeichnung gelangen wir zur folgenden identischen

Gleichung:

+ **+i[IJ
l
W + A(U>W)']

* * -

+ *» [ü0W+ AOJ,W)' + ±£=2 (Ü,W)']

+**»-« [(ü.w)' +ffiu,wy+
(*~j%-

8)
(ü»wn

(18)

(A-2K*-3^W)tr]

+
(A

~:ti
)g"^ (p.w)W>

)

+ (J) [<*w> + £=J (o,w)

(ft— t) 1)
+ (r+I)(r+2) (".W)<r+.»J

bei der die Cogflicienten der verschiedenen Potenzen von x je

ftir sich der Null gleich sein müssen, die demnach in folgende

Bestimmungsgleichungen zerfallt:
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HW+AttW'^o,

(D.W)' + *=](ülW)'+<-*=^=i>(U,wr=0.

(Ü„W)*+^ (ü,Wr+ ^"^H*- 3) (Ü,W)f= 0,

I

Oer ersten von ihnen kann nur dadurch Genüge geleistet wer-

ften,, das* man :

^

ü,= ö.a« + c_i«^» + .... + fl|Ä + ao = Ö

nimmt, nachdem in Folge des etwa angenommenen; W=0 auch

W, W*,.... der Null gleich werden würden, was ein Verschwin-

den von y zur Folge hätte. Die zweite bestimmt dann in der

Regel den Werth von h, da sie übergebt in:

(19) U,+Aiy=0, woraus A=— rp

folgt. Da mun ajber die Us=<h als dem nteo Grade angehörend,

gewöhnlich n von einander verschiedene Wurzeln at

'

t o*,....««

besitzt, so lange wenigstens, als an nicht Null ist; so hat man,

ihnen entsprechend, auch gewöhnlich n von einander verschiedene

Werthe von h, die offenbar ft verschiedenen partikulären Integra-

len angehören. Die dritte liefert jetzt W als einen dem W pro-

portionalen Ausdruck, und zwar: -

und ebenso wird die darauf folgende vierte W" geben* durch W
,

ausgedrückt » die fünfte zu W* führen; und fassen wir endlich die

(U0W)<'-1> +~^(Ü1
W)<'> +

(A""^^~ r)
(ütW)(r+D = 0

in's Auge, bemerkend, dass die höchsten in derselben vorkom-

menden Differentialquotienten von W, nämlich WW und Wtr+')
t

bexiehlicb multiplicirt erscheinen mit:
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*=n±J [(A_r)ü -

+ül] ond (±=ipl^V',
f

'

:"

Faktoren, von welchen der erste der (19) zufolge gleich —(A—r+l)tV,
der zweite aber gleich Null ist; so sehen wir, das» sie, die die

(r+2)te an der Zahl ist, zb dem Werthe von W<r> führe, und dies

zwar vermittelst einer Division durch (A— r-f l)Ua'. Da dem zu-

folge die W . W", W eine ähnliche Division durch AU,',

(A— l)iy, (A~2)U«2' erheischen, so erscheinen offenbar die

Werthe dieser Grossen in Bruchform, und es enthält allgemein

der von W» den Nenner:

A(A-l)(A-2)....(A-r + DUa
'%

der in der Regel von der Null verschieden ist, woraus dann

folgt, dass der Werth von WO ein endlicher sei. Die Formeln,

die sich früher für eine Differentialgleichung mit Coöfticienten,

wie aar ± l)
, ergeben haben, bestehen also ungeändert auch hier,

nur werden die Werthe von W', W*, .... andere, durch andere

Gleichungen gegebene:
,

'
. . .

'
. . • • ' .

* ; i 1 1

»

.• -

1

k

• >

+U,'*(12Ü0*- I2ü0ü1
'+ 12ü0üa

"-3ü
1ül

^

•.'-•.
(lsK3U1LV)

+ty»<- *tojotvv + 24ÜOÜ,ty+»du,

'

+Ut'«(12U0ü I
«ü

a
-'+ 12ü1nJ1

'* !

-aoivivu/ + lev,»^?)

+U,'(- 12lViyiV+ 121^ «U,*«).

Auch diese Formeln sehen eben nicht sehr geschmeidig aus,

und doch lässt sich das allgemeine Gesetz ihrer independenten

Bildung angeben, was wir aber hier aus den bereits erwähnten

Gründen unterlassen. Ebenso verzichten wir auf die Erörterung



Petxtmi: Itter die Integration

der AusnahmtflUle, in denen man kein allgemeine Integral mit

n Constanten bekommt, und lugen nur noch die Bemerkung bei,

dass auch hier die partikulären Iutegrale in geschlossene Aus-
drücke übergehen können, wenn h gleich einer ganzen Zahl r

wird, nur iat biezu noch da« Stattfinden einer ferneren Bedin-

gungsgleichung nebst der ganzen Beschaffenheit de« r notwen-
dig. Diese iat:

<UoW)W=0.

wie man sich durch unmittelbare Ansicht des in asymptotischer

Form aufgestellten Gleichungspolynoms (18) ohne Mühe fiberzeu-

gen kann. Es ist nicht schwer, diese Integrationsmethode aus-

zudehnen auf Differentialgleichungen mit cubischen, biquadratischen

und höher gebauten Coefficienten. Man begegnet überall densel-

ben Erscheinungen und kommt so zu sagen an geschlossenen

Formeln vorüber, wenn der Differentiationsindez A eine ganz«

Zahl ist und wenn noch nebst den Bedingungsgleichungen be-

tieblich zwei, dreifind mehr ao der Zahl erfüllt sind. Das Jnte-

griren jedoch ist nur ein Bestandteil der Diskussion, ein Mittel

zur Erörterung der Eigenschaften des Integrales und reicht zu

diesem letzteren einzig rationellen Zwecke nicht immer zu. Es
darf dies nicht Wunder nehmen, da es mit der Diskussion der

algebraischen Gleichungen zwischen zwei Veränderlichen y und x
ja genau dieselbe Bewandtnis« hat. Man denke nur an eine Glei-

chung des zweiten Grades zwischen diesen Variabein. Wie leicht

iat da das Auflösen, aber wie wenig lehrt es aber den zwischen

ihnen bestehenden Zusammen hang. Diakutirt man hingegen eine

solche Gleichung, d. h. legt man «ich ihre Genfige leistenden

Werthe gehörig geometrisch als Linien der zweiten Ordnung con-

•truirt vor, so wird man, um diesen Zweck zu erreichen, zu gar

mannigfachen analytischen Kunstgriffen zu greifen genöthigt sein,

die von einer Gleichlings- Auflösung gänzlich verschieden sind,

wird aber auch den klarsten und vollständigsten möglichen Auf-

schlu«« Aber die Beschaffenheit der Genüge leistenden Werthe
errungen haben. E« erklärt sich hiermit auch unter Anderro, wa-

rum höchst selten die in einer einzigen Form durchgeführte Inte-

gration einer Differentialgleichung ganz und gar zum Ziele führt

und in den meisten Fällen das Integriren in verschiedenen For-

men benöthigt wird. Wir fügen hier noch als Beispiel bei die

Integration einer sehr einfachen Differentialgleichung in asympto-

tischer Forp» nämlich der:

r
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der linearen Differentialgleichungen.

Es sind hier die Coeflicienten

and man hat: *

ü0=-2au, U^ut-b*,

also die zur Bestimmung von et dienende Gleichung:

Sie bietet die Wurzeln ^=6, o,= -6. Zu beiden Rehört ein

und derselbe Werth von h , nämlich: .

sl'*. V.l

Wir haben also zwei partikulare Integrale zu gewärtigen, die be-

ziehlich die zwei Exponentialgrüesen ebx und a-*f zu Faktoren

besitzen; der andere Fakter längt in beiden mit dem Gliede x«

an, und int gesenkten, so oft a in eine ^iue positive Zahl

übergeht. Da man hier

'

!

IV = 2*. IV = 2, ü0'=-2o,

die übrigen Differentialquotienten aber gleich Noll hat, so verein-

fachen sich die zur Bestimmung von W', W",....

in:

w,_T«(q + l) „„_ «(a r 1) (a -!)(•+ 2)w-t—^ , w_
, fl(o -f t) (n - 1) MjB (o -2)(a -f 3)W —+

2. 3. 2». 6»

Das gesuchte allgemeine Integral ist also:

U 26 ^ ,+ S^SP ** *

a(a + l)(a-l)(q + 2)(a-2)(q +3) .

27372*76» *-• + ....

.
a(a+ l)(a--1)(q+ 2)(fl-2)(a+ 3) . _

+ 2. 3.2».
6» + -

t
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und die darin ersichtlichen absteigenden Reihen%esitzen, wie der

Anblick ihrer Coefficienten lehrt, die Eigenschaft , jedesmal von

selbst abzubrechen, so oft n in eine ganze, gleichgütig ob posi-

tive oder negative, Zahl abergebt.

Auch diese Integrationsmethode, die wichtigste von allen, ist

daher so ungemein einfach, dass es Wunder nehmen konnte, wie

sie bisher unentdeckt geblieben ist, wenn man nicht wüsste, dass

mit dem Integriren nur in den seltensten Fällen Alles gethan sei

und das* noch Manches zu thun übrig bleibe, um zu einer Toll-

ständigen Kenntniss des Integrales zu gelangen, so zwar, da«s>

es geometrisch construirt vor die Augen des Geistes tritt Dera-

ungeachtet bleibt aber das Integriren, und vorzüglich das in der

asymptotischen Form, ein sehr wesentlicher Bestandteil der Dis-

kussion, und man sieht kein Hindernis«, die hier vorgetragene

Methode desselben in die Lehrbücher der Wissenschaft aufzu-

nehmen, nur darf man dabei nicht zu weit gehen, die höchste

mathematische Strenge und Vollständigkeit beanstrebend, weil

man dann unfehlbar wieder zu einem ganzen Buche gelangt.

Die übrigen zwei Integration - Methoden bringe ein späterer

Artikel.
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XVIII.

Die Macht der Arbeit Vortrag gekalten bei der feier-

lichen Sitzung der Kaiserl. Akademie der Wissenschaf

ten am 30. Mai 1855 von Seiner Excellenz dem Herrn

Präsidenten der Akademie

Dr. Andr. Freih. v. Baumgartner*).

Ich habe mir die Aufgabe gestellt, heute über die Macht der

Arbeit zu sprechen.

Als der Philosoph Anaxagoras von einem seiner Landsleute

gefragt wurde, warum er sich nicht mehr um sein Vaterland be-

kümmere, deutete er gegen den Himmel und sagte : Ich sorge für

nichts anderes. Sollten «Sie mich fragen, warum ich zu meinem
heutigen Vortrage nicht ein Tein wissenschaftliches Thema ge-

wählt habe, wie dieses die Bestimmung der kaiserlichen Akademie

der Wissenschaften, in deren Namen ich spreche, zu erfordern

scheint, so konnte ich nicht so kurz antworten, wie der griechische

Weltweise; ich würde aber ungefähr Folgendes erwidern: Ich

erstehe unter Arbeit nicht blos körperliche Anstrengung, sondern

jede auf einen bestimmten Zweck gerichtete, absichtliche Kraft-

——————
•) Wenn diese Rede det hochverehrten Präsidenten der Kaiserlichen

Akademie der Wissenschaften zn Wien, Sr. Excellenc des Herrn Ministers

v. Baumgartner, auch nicht ausschliesslich mathematischen und physika-

lischen Inhalts ist, so enthüll dieselbe doch , eben so wie die in Thl. XXV.
S. 57. mitgetheilte Rede dieses trefflichen Physikers „über deu Zufall in den

Naturwissenschaften" , eine so grosse Menge überaas interessanter naturwis-

senschaftlicher Notizen, namentlich auch aus dem Gebiete der Mechauik u.s.w.,

die auch bei'm Unterrichte zn dessen Belebung höchst zweckmässig Anwen-

dung finden können, dass ich es mir nicht versagen kann, auch diese aus-

gezeichnete Rede ans dem Almanach der Kaiserlichen Akademie der

Wissensehaften. Jahrgang 1856. den Lesern des Archivs milzutheileu.

O.
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äusserung, sowohl des Körpers, als des Geistes, mithin aoch

jene, welcher Künste und Wissenschaften ihren Ursprung verdan-

ken. Ich gehe von der Ansicht ans, dass schon der vereinzelte

Mensch, um so mehr aber der Bürger eines Staates, sowohl Tür

die physische, als moralische Wohlfahrt seiner selbst und seiner

Mitmenschen xu sorgen verpflichtet sei, da er vermSge seiner

Natur Bürger zweier Welten ist, die durch ein geheimnissvolles

Band zu einem Ganzen, dem Weltall, verbunden sind. Die Wis-

senschaft hängt mit ihrer Anwendung auf das Leben so innig zu-

sammen* wie die Seele des Menschen mit seinem Leibe. „Die
Wissenschaft", sagt Baco von Verulam, „ist den Gewässern

gleich. Einige Gewässer fallen vom Himmel herab, andere (Hes-

sen aus der Erde." — Was von diesem meinem Vortrage der

Wissenschaft angehört, fallt in das Bereich der letzteren Gasse.

Dabei hege ich aber nicht die verwegene Hoffnung, die Wissen-

schaft wesentlich zu fordern oder aufzuklären ; ich setze mir ein

viel bescheideneres Ziel. In den norwegischen Gebirgen, wo
Wege und Stege fehlen uod weit von einander abstehende Stein-

haufen den Wanderer leiten, ist es gewöhnlich, dass jeder Rei-

sende diesen Wegzeigern im Vorbeigehen einen Stein beifügt

Ein solches Steinchen mag mein Vortrag für solche sein, die sich

im Gebiete der Volks- und Staats« irthscbaft ergehen wollen.

i

Der Schöpfer hat ein bestimmtes Maass produktiver, nach

den Gesetzen der Notwendigkeit wirkender Kräfte in die Natur

gelegt, die seine folgsamen Diener und die getreuen Vollstrecke«

seiner Befehle sind. Das Quaotum dieser Kräfte Ist gegeben und
kann weder vermehrt noch vermindert werden; sichte kann sie

bestimmen, von den ewigen Gesetzen ihrer Wirksamkeit abzu«

welchen. Was sie nuo nach dem treten Laufe der Natur hervor«

bringen, heisst Natorp roduet. Während der körperliche Orga-
nismus des Menschen diesen Kräften unterthsn ist, steht der

menschliche Geist ausser deren Bereich, er kann eine dieser

Kräfte in eine andere umwandeln, ihre Wirksamkeit, wenn er sie

auf ein grösseres oder geringeres Zeitroaass bringt, steigern oder

schwächen und auf solche Weise nach seinen Zwecken und Ab-
sichten lenken. Dieser Eingriff des Menschen in den Gang der

Natur ist Arbeit im ökonomischen Sinne des Wortes, und das
hierdurch erzielte Erzeugniss Product der Arbeitskraft. Selbst

die willkürlichen Thätigkeiten der Thiere sind in dieser Bedeutung
nur in so fern Arbeit, als sie von menschlichem Einflüsse gelenkt

werden. Ohne Mithilfe der Naturkräfte gibt es daher keine Arbeit
Nicht blos an allen willkürlichen und unwillkürlichen Bewegungen,
sondern auch au den geistreichsten Gedanken des Menseben, so
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seinen nächsten Ideen und seinen blühendsten Phantasien haben

die Naturkräfte, wenn auch nur als untergeordnete Werkzeuge,

ihren Antheil, und der Mensch ist ihrer nur dann fähig, wenn
seinem Geist* die entsprechenden Organe des Korpers au Ge-

bote stehen. ,,

Die Naturkräfte allein gewähren dem Mensehen nicht die au

seiner würdigen Existenz, noch weniger die zu seiner geistigen

Entwickelung nöthigen Bedingungen. Schon bei seinem Eintritte

in die Welt bedarf er der Hilfe seiner Mitgeschöpfe nnd fremder

Arbeit „Wir werden," sagt J. J. Rousseau, „schwach ge-

boren nnd brauchen Kraft, wir werden von Allem entblffsst ge-

boren und brauchen Beistand, wir werden dumm geboren nnd
brauchen Urtheilskraft. Alles, was wir bei unserer Geburt nicht

haben und was wir benöthigen, wenn wir erwachsen sind, wird

uns durch die Erziehung gegeben." Man mag aber den Mensehen
mit aller möglichen Sorgfalt erziehen, so verwildert er doch wie-

der, wenn er den blossen Naturkräften fiberlassen ist. Will er

nÄmlich nur von den freiwilligen Gaben der Natur leben, so muss
er Jäger oder Fischer sein. Aber auch da kann er der Arbeit

nicht ganz entbehren. Die Natur hat nämlich nur von jenem
Stoffe einen unerschöpflichen, allenthalben verbreiteten Vorrath

geschaffen, den wir zur Unterhaltung des Lebensprocesses ohne

Unterlass aufnehmen mfissen nnd bei dem es nicht genügt, be-

stimmte Mahlzeiten zu halten, nämlich von der atmosphärischen

Luft, und nur bei dieser ist der Act der Besitznahme, nämlich

das Athemholen, zugleich der Anfang der Consumtion. Alle übrige

Nothdurft muss er erst aufsuchen und oft nicht ohne Anstrengung

sein Eigen machen. Er braucht aber als Fischer oder Jäger zu

seinem Unterhalte ein unverhältnissmässig grosses Terrain, muss
daher jeden Andern davon ausschliessen, und es ist ihm Selbst-

sticht gleichsam zur Nothwendigkeit geworden; er sieht in jedem
Mitmenschen einen Dürftigen, wie er es selbst ist, den er nur

mit Gewalt vertreiben kann. Er kann sich nur für den Augen-

blick versorgen und lebt daher in steter Furcht vor Mangel. Jeden,

der mehr besitzt als er, ßndet er reich und beneidenswerth nnd
Missgunst schlägt in ihm Wurzel ; selbst an Weib und Kind sieht

er Wesen, die seine Armuth vermehren. Nur wenn er aufhört,

Jagd und Fischfang als die einzigen Quellen seiner Subsistenn

anzusehen und zur Viehzucht fibergeht, können seine Sitten mit*

der werden ; es fallt ihm aber ein grösseres Maass von Arbeit so.

Er hat nun nicht mehr blos Bogen und Pfeile zu verfertigen oder

Netze zu stricken, er muss dauernd för die Erhaltung seiner

Thiere sorgen, er findet aber an denselben Wesen, deren Erhalt

22*

Digitized by Google



332 v. Baumgartner: Die Macht der ArML

tung ihm am Herzen liegen niuss, und ist bleibender Eigentü-

mer geworden. Doch hat er keinen bleibenden Wohneitz und

darum auch keine gesicherte Existenz. Um diese zu erlangen,

muss er zum Ackerbau fibergeben. Da benutzt er die Naturkräfte

in höherem Grade als im Zustande des Nomadenlebens, seine

Arbeit wird regelmässiger vertheilt und lohnender, er findet viel-

fachere Veranlassung zur geistigen Thätigkeit and hat für solche

einen grosseren Spielraum. Diese Vorzuge des Landbaues wer-

den schon vom schlichtesten Verstände erkannt In dieser Beziehung

ist eine Anrede merkwürdig, die ein Häuptling eines amerikani-

schen Stammes, der Missisaes, an seine Landsleute hielt

„Seht ihr nicht", sagte er, „dass die Weissen von Körnern, wir

aber vom Fleisch leben, dass das Fleisch mehr als 30 Monden

braucht, um heranzuwachsen, und oft selten ist; dass jedes jener

wunderbaren Kurner, die sie in die Erdestreuen, ihnen mehr als

hundertfältig wiedergegeben wird ; dass das Fleisch, wovon wir

leben, vier Beine hat zum Fortlaufen, wir aber deren nnr zwei

besitzen, um es zu verfolgen; dass die Körner da, wo die weis-

sen Männer sie hinsäen, bleiben und wachsen, dass der Winter

iur uns die Zeit der mühsamen Jagden, ihnen die Zeit der Ruhe ist"

Durch Arbeit kann der Mensch die Ungunst der Natur mildern

und die Segnungen derselben erhoben. Deutschland war zu Taci-
tus Zeiten mit Morästen und Waldungen bedeckt, sein Klima war

rauh, unwirklich, die Einwohner wohnten in Hatten von Holz
oder Stroh, im Winter in Erdhohlen, sie hatten nur Hafergrütze

zur gewöhnlichen Nahrung und man kannte keine anderen Getrei-

dearten als Hafer und Gerste. Fleiss hat die Wälder gelichtet,

die Moräste ausgetrocknet, den Boden der belebenden Kraft des

Lichtes und der Wärme eröffnet und ihn für fremde, an günstigere

Verhältnisse gewohnte Gewächse geeignet gemacht. Man hat den

Roggen vom Kaukasus, den Weinstock und den Weizen von Italien,

die Kartoffel, den Mais und die Tabakspflanze von Amerika, die

Hirse von Ostindien, das Heidekorn von der Türkei dabin ver-

pflanzt, und die Natur bat diese Fremdlinge wie ihre eigenen

Kinder aufgenommen und genährt. Selbst dem vom Klima so sebr

begünstigten Italien masste der Reis aus Ostindien, der Maul-

beerbaum aus China, selbst der Weinstock aus Asien zugeführt

werden, es hatte nicht von Natur aus die Apfelsine, die Pome-
ranze, die Citrone und den Cedrat, und es war sonach Italien

nicht von Natur aus das Land , wo die Citronen blübn und wo iul

dunklen Laub die Goldorangen glübn. Der Kaffeebaum, der ge-

genwärtig jährlich gegen 600 Millionen Pfund Bohnen liefert und
Millionen Menschen eine gesunde und feine Nabrang gewährt.
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war ursprünglich blos in den südlich von Abyssinien gelegenen

Ländern zu Hause, wo er auch noch jetzt wild wachsend ange-

troffen wird. Menschlicher Fleiss hat ihn aber nach Arabien nnd
später nach Westindien, Brasilien und Java verpflanzt. Es Ter*

dient bemerkt zu werden, dass wahrscheinlich alle in Westindien

und Brasilien wachsenden Kaffeebäume von einem einzigen Indi-

viduum abstammen , das in Frankreich aus Samen gezogen und im

Jahre 1717 von Deel ie uz, nicht ohne Opfer, nach Martinique

gebracht worden; denn Declieux musste seine ihm bei der

langen und mühevollen Ueberfahrt karg zugemessene Wasserpor-

tion mit dem Bäumchen theilen, um es bei Leben zu erhalten.

Was hier von den Leistungen der Arbeit in Bezug auf nutz-

bare Pflanzen gesagt ist, lässt sich auch bezuglich nützlicher

Thiere behaupten. Ein recht schlagendes Beispiel gibt uns Neu-
holland. Dort scheint es sich die Natur zur Aufgabe gemacht zu

haben, recht bizarr zu erscheinen. Das Land hat voo Natur aus

Vögel ohne Flügel mit Haaren statt der Federn, vierfüssige Thiere

mit einem Schnabel, schwarze Schwäne, weisse Adler, Kuckuks
die bei Nacht, Eulen die bei Tage schreien, es fehlen ihm aber

alle zahmen Hausthiere mit Ausnahme des Schweines und des

Hundes, und es war den Europäern überlassen, Pferde, Rinder,

Ziegen und Schafe dahin zu bringen, die daselbst auch trefflich

gedeihen. Als die ersten Pferde daselbst anlangten, nannten sie

die Einwohner Schweine, auf denen man reiten kann«

Die Kunst, wie man oft die Arbeit im Gegensatze zur Natur

nennt, hat nicht blos Länder mit Pflanzen und Tbieren versehen,

die ihnen von Hause aus fremd waren, sondern dieselben auch

veredelt und fruchtbarer gemacht. Nicht ohne tiefen Sinn nennt

man daher auch jede auf Veredlung ausgehende Arbeit Cultur.

Hätte man den wilden Apfelbaum der Natur allein überlassen, so

würden wir nur herbe, kleine und unansehnliche Aepfel kennen;

die Cultur hat uns mit 1400 bis 1500 Arten edler, von jenem Wild-

ling ausgegangenen Arten bereichert. Auf demselben Wege er-

hielten wir über 1300 edle Birnensorten und über 400 Sorten

Kirschen. Noch vor 50 Jahren kannte man nur die einfache Ge-

orgine, jetzt besitzen wir 1500 gefüllte Abarten. Wie vielerlei

Traubensorteo der Weinstock trägt, ist bekannt. Die Cultur hat

ihn aber nicht blos veredelt, sondern auch zu einem grosseren

Ertrag gebracht. Audibert erwähnt eines Weinstockes, der

zu 35Q Flaschen Wein die Trauben trug. Ein Weinstock im kö-

niglichen Garten zu Hampton-Court fallt ein ganzes grosses

Triebhaus aus und trägt so viel Trauben, dass, als Georg Hl.

einst den Schauspielern im Drury-Lane- Theater 1200 Dutzend
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davon abzuschneiden erlaubte, falls deren so viele vorhanden wären,

der Gärtner erklärte, man könne nach einmal ae viele abschnei-

den, ohne den Stock gana au entblOasen.

Von Natur aus gibt es keine zahmen Hausthiere, alle diese

stammen von gezähmten Wildfängen. Die Kunst hat den mast-

föbigeo Ochsen geschaffen und ihn gezwungen, dem Menacheu

aeine Kraft au widmen; durch Einwirkung auf den Wolf untf

SobakaJ sollen die zahlreichen Racen von Hunden entstanden sein,

aus dem wilden Pferde ist der feuerige Araber und der schwer-

fällige Normane mit allen Zwiachenraceu, aus dem Bauernschafe

ist das feinwollige Merinoschaf hervorgegangen.

Ohne Arbeit erwächst för den Menschen selbst bei dem gün-

stigsten Klima nicht jener Zustand der Civiüsation und geistiger

Entwickelung , der seiner Bestimmung entspricht. Wenige Gegen-

den der Welt haben ein so günstiges Klima und ao grosse Frucht-

barkeit wie die Südsee- Inseln. Da Jibt es ganze Wälder von

wildwachsenden Kokospalmen, die dem Menschen Nahrung und

Brennstoff gewähren ; mit wenig Mähe pflanzt mau Pisanga , die

133mal so viel Nahrung liefern, als Weizen auf gleich grosser Area,

und von denen ein kleiner Garten hinreicht, um eine Familie zu

ernähren; es gedeiht dort der Brodbaum, der alle 8—9 Monate

Früchte trägt, die auf einem heissen Steine gebacken wie Wei-
zenbrod schmecken. „Wer", sagt Cook, „in seinem Leben zehn

Brodbäume pflanzt, erfallt die Pflicht gegen seine Familie eben

so gut, wie bei uns ein Bauer, der jedes Jahr pflögt, säet, ern-

tet und drischt. " Ja man holt sich in diesen Ländern Brodfrucht

aus dem Walde eben ao, wie man bei uns nach Holz ausgeht.

Der dort wachsende Sagobaum enthält nämlich in seinem Marke
300 bis 000 Pfund nahrhaftes Mehl ; man braucht ihn nur um-
zuschlagen, in Stflcke zu zerschneiden und das Mark herauszu-

kratzen. Unter diesen glücklichen physischen Verhältnissen leben

nun auf den Södsee-Inseln zwei an Civiüsation und Bildung**

fahigkeit sehr weit von einander abstehende Urstämme, die

Malayen und die Papuas. Bei ersteren fanden die Europäer

zur Zeit ihres ersten Besuches schon einige Cultur, dieselben trie-

ben Ackerbau, hatten künstliche Bewässerungen und einige Indu-

strie, und es offenbarte sich schon an ihren Zeugen und Gerät-
schaften und besonders an ihren Booten einiger Geschmack; sie

wohnten in Dörfern und hatten schon moralische und religiöse

Begriffe. Gegenwärtig haben viele derselben bereits europäische

Sitten angenommen, kleiden sich europäisch und wohnen In gnt

gebauten Häusern. Die dem Stamme der Papuas Angehörigen

aber gehen noch jetzt nackt oder höchstens in Thierfelle gekleidet.
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nähren* sich von Fischen oder Känguruhs und verzehren alles roh,

sie rupfen einem Vogel kaum die Federn aus, bevor sie ihn ver-

zehren. Mehrere essen sogar das Fleisch ihrer erschlagenen

Feinde, ja sie erschlagen Menschen blos, um sie aufzehren zu

können. Noch im Jahre 1845 brachten die Bewohner der Salo-

roonsinseln den Missionären ein Kind zum Verkaufe und empfah-

len ihr Anbot durch die Versicherung, es sei gut zu essen. Der
König Nicaiki der Fortunainsel soll nicht weniger als 1000 Men-
schen aufgezehrt haben.

»

Nachdem ich nun gezeigt habe , wie die Menschen durch Ar-

beit in der Civilisatioo und im Wohlstande fortschreiten, will ich

auch durch Beispiele darthun, wie man durch Aufgeben der Arbeit

vom Zustande einer selbst hoch entwickelten Bildung in Rohheit

und Dürftigkeit zurücksinken kann. Aegypten war im Alterthum

der Sitz der höchsten Cultur, es nährte zwölf Millionen Einwoh-

ner und hatte noch Ueberfluss zur Ausfuhr; Rom nannte es eine

seiner Kornkammern. Die Juden, welche sich im eigenen Lande
nur langsam vermehrten, nahmen in diesen fruchtbaren Gegenden
so rasch zu, dass sich ihre Zahl alle 15 Jahre verdoppelte. Da-

bei hatte man Gewerbe, eine sehr hoch entwickelte Baukunst,

und selbst Wissenschaften wurden mit Sorgfalt gepflegt. Das
Land war aber, wie uns Herodot erzählt, nur durch ungeheure

Anstrengungen bewohnbar gemacht. Sein Segen beruhte auf den

Ueberschwemmungen des Nils. Man musste ein ausgedehntes

Canalsystera anlegen, kolossale Dämme bauen, zahlreiche Schleussen

unterhalten, um dem Lande das Wasser gehörig zuzuleiten und

es wieder zu rechter Zeit trocken zu legen ; man musste es gegen

den eindringenden Wüstensand schätzen und sogar Mauern bauen,

um feindliehe Horden abzuhalten. Die Natur ist zwar in Aegyp-

ten noch immer dieselbe, der Nil tritt noch alljährlich aus, man

braucht auch jetzt nur den Samen in den zurückgebliebenen Schlamm

zu streuen und ihn der belebenden Kraft der Sonne zu überlassen;

es gilt von diesem Lande noch immer, was der Eroberer dessel-

ben, Amru (640 n. Chr.), an den Kalifen Omar schrieb: „Aegyp-

ten ist erst ein ungeheures Staubfeld, dann ein Süsswassermeer,

dann ein Blumenbeet." Allein es fehlt an hinreichenden arbei-

tenden Händen, da die Bevölkerung auf zwei und eiue halbe Mil-

lion herabgesunken ist, ein Theil der Canäle ist verschlämmt,

ein Theil der Dämme verfallen, mehrere Schleussen sind ver-

schwunden, der Wüstensand dringt immer weiter vor und ein

Theil des sonst fruchtbarsten Landes ist in eine WT

uste verwan-

delt. Zwar bat sich der Zustand dieses Landes in neuerer Zeit

etwas gebessert, da man fremde Kräfte dabin gezogen und manche
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Arbeit wieder aufgenommen bat; allein noch immer ist es gegen

die frQhere Zeit der Blütbe in einem Zustande der Annutb und

Verwilderung,

Ein noch traurigeres Bild stellen uns die westasiatischen Län-

der vor Augen. Dort standen einst Babylon, Ninive, Ecbatana

mit ibreu ungeheuren Bauwerken, ihren Tempeln, Palästen, Bädern

und Gärten, dort blühten einst Industrie und Handel; grossartige

(Canäle, Dämme und Wasserbauten der künstlichsten Art fährten

dem von Natur trockenen, aber zeitweiligen Ueberschwemmungen

ausgesetzten Lande das Wasser des Eupbrat und Tigris zu und

schützten es wieder vor Ueberschwemmungen. Eine riesenhafte

Mauer trennte zwei Reiche von einander und hielt den Einfall

feindlicher Horden ab. Jetzt bezeichnen nur mehr Ruinen den

Ort, wo die Städte gestanden; die Canäle sind versandet, die

Dämme verfallen, von Kunstbauten ist keine Spur übrig; der

Euphrat, welcher sonst mitten durch Babylon floss, ist schon

unterhalb der Stelle, wo diese Stadt stand, versandet, die Men-

schen, die Industrie und der Handel sind verschwunden und es

finden dort nur mehr schwärmende Kurden mit ihren Herden

sparsame Nahrung.

Der Ackerbau steht noch unter dem überwiegenden Einflüsse

der Naturkr&fte, und die Arbeit, so segenvoll auch da ihre Wir-

kungen sind, spielt dabei doch nur eine untergeordnete Rolle.

Bei der gewerblichen Industrie und dem Handel gewinnt aber die

Arbeit das Uebergewicht. Ackerbau kann man nur, wenn er die«

sen Namen verdienen soll, im offenen Felde treiben, Gewerbe-

Industrie oder Industrie schlechtweg, wie ich erstere im Folgenden

stets nennen werde, gestattet zu ihrer Ausübung geschlossene

Räume. Der Landwirth hängt von jenem Maasse des Lichtes und

der Wärme ab, das ihm Witterung und Klima gewähren, der In-

dustrielle erleuchtet und erwärmt seine Werkstätten künstlich in

dem Grade, als er dieses bedarf. Luft und Feuchtigkeit wirken

auf Felder und Wiesen, wie es der Lauf der Natur mit sich bringt,

aber in industriellen Werkstätten schafft man sich künstlich

Trockenheit und Nässe, selbst für einzelne Zwecke künstliche

Gas- Atmosphären und luftleere Räume.

Der Landwirth kann wohl Vieles thun, um den Ertrag seiner

Gärten, Aecker, Wiesen- und W7
älder zu erhöhen, das Schicksal

des Industriellen liegt hingegen fast ganz in seiner Einsicht, sei-

nem Fleisse und seinen Capitalkräften. Beide bedürfen zwar der

Consumeuten als Abnehmer, doch sind diese dem Industriellen

unentbehrlicher als dem Landbebauer, daher denn auch nur jene

Länder einer dauernden und starken Erschütterungen nicht aus-
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gesetzten Wohlfahrt eich erfreuen, in denen Ackerbau und Industrie

Hand in Hand gehen und jeder Zweig am anderen einen siche-

ren Abnehmer findet. Belgien scheint in Europa daa Land zu •

sein, wo diese beiden Kräfte am besten ausgeglichen sind; daher

es auch auf jeder Quadratmeile seines Bodens 8200 Menschen
nährt und an den Fortscbritten in allen Zweigen der Cnltur höchst

ehrenvollen Antheil nimmt.

Die beiden Hauptbeschäftigungen des cultivirten Menschen,

die Industrie und der Ackerbau, gleichen einem durch mensch-

liche Arbeit errichteten kolossalen Gebäude, jedoch die Industrie

einem aus künstlich bearbeiteten Bausteinen und künstlichem

Mörtel erbauten, der Ackerbau einem solchen, das aus rohem

Materiale errichtet ist; den Stoff zu beiden hat die Natur gelte«

fert. Es wäre interessant, Plan und Ausführung in Bezug auf

beide Gebäude näher zu besprechen ; allein dieses konnte nur in

einem bändereichen Werke geschehen. Hier beschränke ich mich

auf einiges Wenige bezüglich der industriellen Vorgänge und ihrer

Wirkung.

In der Industrie sieht man recht deutlich, wie der Mensch
der Natur seine eigenen Zwecke unterschiebt und sie zwingt, durch

ihre Kraft seioe Absichten zu fördern. Der Stamm der Bäume
ist von Natur aus mit eigenen röhrenförmigen Gelassen ausge-

stattet, mittelst welcher er aus dem Boden die Flüssigkeiten auf-

saugt; die ihn nähren und in seine Substanz übergehen. Wird

ein Baum umgeschlagen, so ist der im Holze enthaltene Nahrungs-

saft die Hauptveranlassung zur Fäulnis«. Man substituirt nun dem
Nahrungssafte eine passende Salzauflosung und die getäuschte

Natur des Bauroes nimmt sie eben so willig auf, wie den wirkli-

chen Nahrungsstoff. Diese Salzauffösung widersteht aber der

Fäulnis*, und ein so behandelter Baum gibt ein zu gewissen

Zwecken viel dauerhafteres Holz.

Die Sonne sendSt der Erde Wärmestrahlen zu, um den Orga-

nismen daselbst eine der wichtigsten Lebensbedingungen zu ge-

währen, dann um das Wasser, das ohne Unterlass dem Meere

zuströmt, in Dunst zu verwandeln, damit es wieder als Regen

den Ländern zurückgegeben werde, aus denen es gekommen ist.

Daraus zieht man aber Nutzen zur Erzeugung von Seesalz. In-

dem man Seewasser in flache Behälter leitet und die Sonnen-

wärme darauf wirket» lässt, setzt sich nach Verdunstung des

Wassers der Salzgehalt ab. In Sicilien gewinnt man auf solche

Weise gegen Million Centner Seesaiz.

Es gibt Kräfte in der Natur, die sich feindlich gegenüber

stehen und sich in ihren Wirkungen aufheben. Diesen Zwiespalt
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der Natur bat der Industrielle Mensch nicht nobenGtzt gelassen.

So *. B. bedient man sich der färbenzerstörenden Kraft des Chlort

• zum Bleichen, Eioätzen von Mustern m gefärbte Stoffe u.a. w.

Menschen und Thiere haben ein bestimmtes Maass physischer

Kräfte, die aber weder mit der allen vorkommenden Zwecken
entsprechenden Geschwindigkeit wirken noch alle erforderlichen

Bewegungen hervorbringen können. Es mussten also Vorrichtun-

gen erfunden werden, welche geeignet sind, die nöthigen Modi-

fikationen solcher Art hervorzubringen. Dieses ist nun bereits in

vielfacher Beziehung geschehen. Ein Mann kann mit freier Hand
nur einen Druck von etwa 90 Pfd. ausüben; aber mit der Bra-
mah 'sehen Presse ist er im Stande, einen Balken von l Fuss
Dicke und 2 Fuss Länge oder eine 6 Zoll dicke Eisenplatte abzu-

drucken, wozu eine Kraft von circa 1500 Centner erfordert wird.

Ein Mann hebt in einer Secunde 87 Pfd. 1 Fuss hoch, hält aber

dabei mit den nöthigen Unterbrechungen nur drei Stunden im Tage
aus. Sein mechanisches Moment ist daher 87x3= 261. Mit-

telst eines Hornhaspels hebt er aber 26 Pfd. in einer Secunde

3y2 Fuss hoch und kann des Tages 10 Stunden arbeiten. Sein

Moment ist daher 26X 31
/»X 10 — 910, also 3y*mal grösser. Ein

Pferd trägt in einem Tage von 8 Arbeitsstunden 150 Pfd. 5 Mei-

len oder 20,000 Klafter weit; mittelst eines Wagens zieht es aber

auf gewöhnlicher guter Strasse 12 Centner in einem Tage von

8 Arbeitsstunden 3 Meilen oder 12,000 Klafter weit; letztere Lei-

stung ist daher 4*8roal grösser als erstere.

Maschinen, das Erzeugniss menschlicher Arbeit, machen so-

gar die physische Kraft des Menschen ganz entbehrlich und es

bleibt dem Menschen nur das würdigere Geschäft der Aufsicht

und Leitung. Wir sehen Maschinen, die hämmern und walzen,

sägen und bohren, hobeln und drechseln, prägen und nieten, spin-

nen und weben, sticken und klöppeln, Nägel und Ketten machen,

Nadeln und Stifte erzeugen, Bücher drucken und Münzen prä-

gen, ohne eine andere Kraft als die des Wassers oder Dampfes
zu bedürfen. Ihre Leistungen gehen ins Fabelhafte. Ein Dampf-
hammer kann mit einer Kraft von 12,000 Pfd., einer Fallhöhe von

6 Fuss in einer Minute bis 200 Schläge machen. Ein Mann kann

mit einer Handzugrahme nur eine Last von 48 Pfd. in einer Seeonde

1 Fuss hoch heben und täglich 5 Stunden arbeiten. 2000 Men-
schen richten daher kaum so viel aus, als ein einziges Dampf-
schlagwerk. Eine von Wasser oder Dampf bewegte Kreissäge

schneidet in 9 Zoll dickem Eichenbolz stündlich 120 Quadratfoas,

eine Leistung, die jener von 24 Männern mit Handsägen gleich-

kommt. Man hat auf 30V, Millionen Spindeln mit etwa 600,000
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Arbeitern über 900 Millionen Pfd. Garn erzeugt» ein Quantum, au

dessen Production mittelst Handspinnen etwa 30 Millionen Spin-

Her nöthig genesen wären. Mittelst der von Heathcotbe er-

fundenen Tüllmaschine kann ein Arbeiter in einer Stunde wenig-

stens 6 Quadrat- Ellen Tüll erzeugen, während eine sehr fleissige

Klöpplerin in einem Tage kaum 2 Ellen einfache und ganz schmale

Spitzen zu Stande bringt Mittelst Handarbeit und bei der fibli«

chen Tbeiluog der Arbeit kaiin man bei der Fabrikation von Steck'

nadeln auf eine Person 4&00 Nadeln rechnen. Die Wright'scbe
Nadelmasehine macht in einem Tage 2—3 Millionen Stecknadeln

mit Beihilfe von 1—2 Arbeitern. Bei der Papierfabrikation schöpft

ein Mann in einem Tage 3000 Bogen ordinäres Schreibpapier, also

nahe 4500 Quadrat -Fuss, dieses Papier bedarf aber zur gänzli-

chen Vollendung noch mehrerer Manipulationen; eine Papierma-

schine erzeugt mit Hilfe von 3-^4 Personen eben so viel ganz

fertiges Papier io einer Stunde. Mit einer gemeinen Buchdrucker»

presse erhält man in einer Stunde nur 200, mit einer Stanhop*
presse höchstens 250 Abdrücke; die von König erfundene Schnell-

presse liefert in einer Stunde 1200, Cooper's Stereotypenpresse

gar 4000 Abdrücke.

Unter solchen Umständen konnte mit Grund erwartet werden»

dass die Erzeugnisse der Industrie einer bedeutenden Preiser«

mässigung unterliegen mussten, und dieser Erwartung bat auch

der Erfolg entsprochen. Ais man Schwefelsäure noch einzig und

allein aus Eisenvitriol im Kleinen erzeugte, kostete das Pfund

7% Gulden, dadurch dass man sie mit Zugabe von Salpeter in

grossen Glaskolben bereitete, fiel dieser Preis auf 8% Kreuzer,

und als man die Erzeugung in Bleikammern bewerkstelligt hatte,

wurde ein Centner mit 8— 9 Gulden abgelassen. Als man das

Ultramarin, die jetzt allgemein angewendete schöne blaue Farbe,

aus Lasurstein erzeugen musste, kostete das Pfund der Mittelsorte

über 600 Gulden, jetzt, wo man es aus sehr gemeinen Stoffen

künstlich zusammensetzen gelernt hat, nur 1% Gulden. Von den

chemischen Zündhölzchen kosteten, als sie zuerst nach Oester-

reich kamen, hundert Stück l 1
/* Gulden, jetzt steht dieser Preis

auf % Kreuzer. Heut zu Tage ist kaum eine Bauernstube ohne

Uhr; im 15. Jahrhundert hielt es der Stadtratb von Auxerre für

bedenklich , ohne besondere Erlaubniss des Königs aus der Stadt-

kasse eine Uhr anzuschaffen. Im Jahre 1720 soll die Unterhaltung

eines Fortepiano von 185 Saiten, wegen des hoben Preises der

Letzteren, jährlich 100 Thaler gekostet haben. Ein Pfund Seide

war im Alterthum gleich einem Pfund Gold. Als König Eduard
der VI. von England durch einen Kaufmann ein Paar Seidenstrtimpfe
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erhielt, machte man davon ungemein viel Aufheben«. Gegen solche

Preisermässigungen sticht die gegenwärtig hohe Verwerthung sonst

als unbrauchbar betrachteter Gegenstände eigentümlich ab, und

doch ist diese eben sowohl ein Ergebnisa industrieller höherer

Arbeit wie jene. Ein todtes Roes, dem Haut und Haar entnommen
sind , galt lange als Bild eines nutzlosen Gegenstandes ; io der

Abdeckerei zu Montfaucon bei Paris bringt man einen solchen

Korper durch kluge Benützung aller Theile auf 20—45 Gulden. Das
Blut wird theils zur Fabrikation von Berlinerblau, theils getrock-

net als Dünger verkauft, die Hufe und Knochen beziehen die

Kammmacher und Messerschmiede, und was diese nicht brauchen

können, chemische Fabriken zur Erzeugung von Ammoniak; das

Fett wird zum Einschmieren von Leder oder als Brennstoff für

Lampen der Emailleurs, das Fleisch theils zum Verspeisen, theils

als Futter för Hunde, Katzen, Schweine und Hühner verwendet,

aus den Flechsen siedet man Leim, von den dünnen Gedärmen

macht man Saiten, die schon in Fäulniss übergegangenen Reste

von Fleisch dienen Maden zur Nahrung und letztere werden dann

als Vogelfutter oder als Köder zum Fischfang verkauft, nebenbei

linden sich zahlreiche Ratten ein, die man eigens hegt, dann in

Masse erschlägt und deren Felle an Kürschner verkauft. Wie
viele Menschen würden Beschäftigung und Unterhalt finden, wenn
diese Industrie von Montfaucon in Bezug auf andere Gegenstände

Anwendung Diode, die jetzt nutzlos zu Grunde gehen ; in der That,

wenn über Mangel an Beschäftigung, Verdienstlosigkeit und Arrouth

von gesunden Leuten geklagt wird, so ist dieses gar oft nur die

Folge eines Mangels an industriellen Bestrebungen.

Sollte mein Bild über die Macht der Arbeit vollendet heissen

können, so müsste ich auch den Antheil, welchen die Arbeit am
Handel und Verkehr, an Künsten und Wissenschaften hat, näher

schildern ; allein dann würde dieses Bild grösser sein als der

Rahmen, in den es passen muss.

Es ist aber schon aus dem Gesagten zu ersehen, dass der

Mensch nur durch Arbeit zum Herrn der Welt wird, als welchen

er sich so gerne betrachtet und dass er ohne Arbeit nur ihr Sklave

ist. Alles gehört ihm, wenn er es durch Arbeit zu gewinnen weiss.

Das Licht ist ihm nicht mehr blos das Vehikel des Sehens, son-

dern sein Bleicher und Färber, die Wärme wird zu seinem Motor,

die Elektrizität zn seinem Postillon, der Magnet zu seinem Füh-

rer; die Ströme fliessen, um seine Schiffe in ferne Lande zu

tragen, für ihn hat die Erde ihre Mineralschätze, für ihn quillt

die Gesundheitsquelle, för ihn keimt die Saat und laichet der Fisch.

Das Lamm trägt för ihn die Wolle, gibt die Kuh die Milch, legt
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das Hubn seine Eier. Durch Fleins hat der Mensch das Reich

der Wissenschaften gegründet, d. h. einen Benin gepflanzt, der in

der Erde wurzelt und dessen Krone bis zu den Gestirnen reicht.

Doch ich erinnere mich vielleicht noch zu rechter Zeit an Mon-
tesquieu, der sagt : Manche Redner suchen durch die Länge ihres

Vortrages zu ersetzen, was ihnen an Gründlichkeit abgeht, und

ich schliesse daher, um nicht diesem Satze zu verfallen.

xvm.
Ucbutigsaufgaben für Schüler.

Vod Herrn Professur F. H. Rntop am Gymnasium in Cösfeld.

Vorbemerkung. Die folgenden Aufgaben sind nicht filr

einzelne talentvolle und mehr ausgebildete Schuler, sondern viel-

mehr ftir ganze Klassen, z.B. Rfr die Secunda eines Gymnasiums
bestimmt, so dass die Auflosung einer solchen Aufgabe, die aus-

serhalb der Schulzeit anzufertigende und in einer bestimmten Zeit

einzuliefernde schriftliche Arbeit eines jeden Schülers der Klasse

ausmacht. Dass bei Aufgaben dieser Art nicht so sehr und vor-

zugsweise die Erfindungsgabe in Anspruch genommen werden

darf, in welchem Falle nur die besser begabten Schüler berück-

sichtiget würden, — dass vielmehr auch der minder begabte, aber

fle'iHsige Schüler sich im Stande fühlen muss, mit Benutzung der

in der Schule gegebenen Anweisung unter Anwendung von ziem-

lich leicht zu findenden Combinationen und Analogien die Aufgabe

bewältigen zu kDnnen, versteht sich bei jedem praktischen Schul-

manne wohl von selbst. — Unter Anderem liefern manche Be-

weise für den Pythagoräischen Lehrsatz, solche nämlich, die sich

auf Congruenz von Dreiecken und auf Gleichheit von Parallelo-

grammen stützen, für Aufgaben der bezeichneten Art ein vortreff-

liches Material. Nachdem n&mlich ein solcher Beweis mehr oder

minder ausführlich in der Schule vorgenommen oder auch nur
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angedeutet ist, wird die Lage der Quadrate gegen einander ge-

lindert und dann den Schillern die Aufgabe gestellt, bei dieser

veränderten Lage der Quadrate den Beweis zu liefern. Um hier^

bei mehr Mannigfaltigkeit hervor zu bringen und dem Schüler ein

grössere« Feld für seine freie Thätigkeit zu verschaffen, können

In der Schule auch mehrere Beweise oder doch mehrfache Ab-

änderungen desselben Beweises ffor die einmal angenommene Lage
der Quadrate behandelt werden, worauf der Schuler in seiner

schriftlichen, eine andere Lage der Quadrate voraussetzenden Auf-

gabe eine freiere Bewegung bei Aufsuchung des Beweises anneh-

men kann. In derselben Weise sollen auch die folgenden Lehr-

sätze benutzt werden.

1. Lehrsatz. Durchschneiden sich in einem Kreise zwei

Sehnen, so sind die beiden Parallelogramme, welche aus den zwei

Stücken jeder Sehne und dem Winkel, unter welchem sich die

Sehnen schneiden, construirt werden, an Flächeninhalt gleich.

Es seien AC und DE (Taf. V. Fig. 7.) die beiden sich in B
durchschneidenden Sehnen. Macht man nun BF= BC und

BG= BD, und Construirt hiemach die beiden Parallelogramme

BAJF und BEUG, so ist zu beweisen, dass BAJF — BEUG.

Erster Beweis. Ziehe DC und GF, verlängere alsdann

nach beiden Seiten hin die Linien JFund BG, bis sie einerseits

sich in M treffen, andererseits aber mit der durch A und E ge-

legten Geraden in K und L zusammenstossen. Alsdann ist zu«

nächst &DBCQ&GBF, und demnach der Winkel CDB=FGB.
Es ist aber auch CDB= CAE und folglich auch FGB = CAE,
und daher FG parallel KL. Also ist auch ferner FGAK= FGLEm

und da FGAK=MGAJ und FGLE= FMHE ist, so ist MGAJ
s^FMHE, und folglich auch, wenn man das gemeinschaftliche

Stück FMGB wegnimmt, FBAJ= GBEU.

Zweiter Beweis. Nachdem, wie im ersten Beweise gezeigt

Ist, dass FG parallel KL, und hierauf die Diagonalen FA und CE
gezogen sind, ergiebt sich, dass &FGA=z &FGE, und folglich

auch &FBA= A GBE. Da nun A FBA= \FBAJ und A GBE
= {QBEtt, so Ist auch FBAJ'= GBEU.

'

. • «•

Dritter Bewein. Nachdem abermals dargethan ist, dass

FG parallel KL, ergiebt sich, dass AKFE&&AGL, und demnach

n>f*+cs=c+<£+0, und da nun a=/s=0, c aber gemeinschaft-

lich' int, so int auch b=*d, d. b. FBAJ^GBEH,
Anmerkung. So einfach die vorstehenden BeVelse auch

sind, 00 lehrreich wird doch der Satz fflt den Schüler, sobald
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die veränderte Lage der Parallelogramme in Anwendung kommt
und er dann den Beweis eelbstatändig ausführen soll. Die Lage
der Parallelogramme kann aber mannigfach verändert werden , wie

die folgenden Figuren «eigen. In Taf. V. Fig. 7. waren sie über

die grosseren Sehnenstücke, und zwar, vom Dreieck ÄßE aus

betrachtet, nach aussen hin gelegt; in Taf. V. Fig. 8. fallen sie

fiber das Dreieck ABE ; in Taf. V. Fig. 9. stehen die Parallelo-

gramme auf deu kleineren Sehnenstücken ; dasselbe ist auch in

Taf. V. Fig. 10. der Fall, aber hier liegen sie auf der entgegen-

gesetzten Seite. In Taf. V. Fig. 11. liegen abermals beide Paral-

lelogramme auf den grosseren Sehnenstflcken, aber das eine fallt

fiber das Dreieck ABE, das andere nicht. Wie noch ferner

Aenderungen vorgenommen werden können, ist leicht zu sehen.

2. Lehrsatz. Sind aus einem ausserhalb eines Kreises lie-

genden Punkte zwei Secanten durch den Kreis gezogen, so ist

das Parallelogramm, welches aus der einen Secante, dem ausser-

halb des Kreises liegenden Stücke derselben und dem von beiden

Secanten gebildeten Winkel construirt wird, dem bei der anderen

Secante in gleicher Weise construirten Parallelogramme gleich.

Auch hier bietet sich wie beim ersten Lehrsatze dieselbe

Mannigfaltigkeit dar. — Statt der einen Secante kann auch die

Tangente genommen werden, wo dann das eine Parallelogramm

gleichseitig wird.
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Von dem Herausgeber.

Zwei geometrische Aufgaben.

Erste Aufgabe.

In Taf. V. Fig. 12. sei AGB ein Dreieck, dessen Sei-

ten OA= a, OB = b und der von denselben eingeschlos-

sene Winkel AOB= i gegeben sind; man soll die Sei-
ten OA und OB dieses Dreiecks um zwei solche Stöcke
AC und BD verlängern, dass diese Stöcke in einem
gegebenen Verhältnisse mm zu einander stehen, und
die ihre Endpunkte C und D verbindende gerade Linie
CD eine gegebene GrGsse c hat.

Erste Auflösung.
Man setze AC=zx f BD— y, so ist nach den Bedingungen

der Aufgabe
x:y = mm.

Ferner ist nach den Bedingungen der Aufgabe

c» = (a + *)* + (6 + y)*- 2 (a + x) (b +y) cos t

oder

c«= { (a -I- + (6 + 2 («+ .7 ) (6 +.y) } sin Ii«

+ {(a-f*)H(6+y)s-2(fl+ ar)(6+y)|cos;««,

also

c« = { (u + x) + (6 + y) )* sin Jt« + K« +*)-(* + *) i* cos {i»

oder

c«= {
(a + 6) + (x -f y) I» sinp + ««- 6) + l«cos
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Nun ergiebt »ich aus der Proportion

*:y = ro:n

die Proportion

x+yix—y=zm+n:m—«,

und wir haben also zur Bestimmung von x und y die beiden fol-

genden Gleichungen:

(m— n) (x+y)= (m

+

n) (x—y) ,

{ (a+ 6) + fx+y) }» sin it« + { (a- b) + (*-y) }* cos tf»= c».

Die zweite Gleichung lässt sich auf folgende Form bringen:

{<£±*>±(£±l) gin
.
f |* +

|

(a -6) + (x-y)
cogt .|»=1>

setzen wir also

:

so wird diese Gleichung

:

Ferner ist

also wird die erste der beiden obigen Hauptgleichungen:

oder

also

*

(m-«)c (m+n)c

(m — n) c (m-f-n) c

2(m6—na) sin ;<
M

2(m6- na)c^stf*—
1

Setzen wir der Kürze wegen

^
(m—n)c (m -f- w) c

2 (m6—na) sin Jt" ~" 2(m6— na) cos Ii

'

so sind die aufzulosenden Gleichungen:

Au— «9= 1, ua+ »«= l.

Theil XXVIII.
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ioirt man v, so erhält man die Gleichung

und bestimmt man nun v aus dieser Gleichung, hierauf v mittelst

der Formel

1«—

1

so erhSlt man:

u- XM^» '

"—

—

Also haben wir zur Auflosung unserer Aufgabe die folgenden

Formeln

:

(m—n)c (m-f»)c
*-2(m6-na)sinit* #*-2(ifio-na)cosit

'

*£r* V*»+V— 1

HMVA»-rV-l.
jq^

*=KÄ + co7if)-
a '

*= *c (slnli
~"
coslO

~~ 6

Zweite Auflösung.

Gehen wir wieder voo den beiden Gleichungen

x:y= m:n t

aus, so kennen wir

x=:m», y = nw
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Mi&cellen MT

setzen, und die zweite Gleichung wird dano:

| sin i* $ +| coejtf =1.

Wir können also

a + 6+ (m + n)tc .

sin £t=sinP,
c

o—6 + (m— n)w .. _— cos&t=:cogP
c

setzen, woraus wir

c s'mP—(a + b)»\n\i

c «osP— (a—6) cos Jt #w = »

in — n

also zur Bestimmung von P die Gleichung

csioP— (a + 6)8in4i = ccosP-(q—6)cos ji

m+n m—

n

oder

sinP cos/* a+ Ä . 0—

o

nTfn - m -=n= (mT^ *in «* " (nT=^COß *'

m+ n q+ 6
, . ,. «+n a—

6

...
COsP= 810 lt • r-s COSjlm—n c m — n a-fo *

erhalten. Berechnen wir nun die Hunswinkel 0, m mittelst der

Formeln

_ 7n -f- n m+n a— 6
tans* (-> = , tanea>= • —r-s

;

n w— n B
#/i— n a + 6

so wird vorstehende Gleichung:

gin(P— S) _ a-fr6 sin(;t— a>)

COS S C COS CD
'

mittelst welcher Formel P berechnet werden kann. Hierauf findet
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348 Misceüe*.

man tc, x, y mittel«« der im Obigen ffflr diene Grössen gegebenen
Ausdrücke.

Dritte Auflösung.

Bezeichnet man die Winkel ODC und OCD respective durch

(p und if/,, so ist

a + *:6+y= sin9>:sin4/;

aber «= -ar, also
vi

ma+mx : mb -f- na:= sin <p : sini^

,

woraus sich

nein tt>— osinqp

ergiebt. Nun ist

. . sing»
a + jr:c= sing?:sini, a-f;r=c^y;

also

usinil;— 6 sing? sin<pO+m :— r-L-= C—r-rr>
' «Hing?— msintf; sint

oder, wie man nach leichter Rechnung findet:

(na— mb) siny _ csiny
ns\n<p— msintf sinT

'

d. i.

(na— m6)8in?= e(nsin<p— msintf).

Es ist aber ty=z J80°— (i+<p), folglich hat man zur Bestimmung
von tp die Gleichung

(na—mb) sin i= c { n sin a>—m sin (t + o>) |

,

oder

(wa— m6) sin i= c {
(n— wicos t) sin <p—m sin icos qp }

,

oder
•-

na—mb
sin »= (n—m cos i) sin —m sin icos <p.

c

Bestimmt man also die Hülfsgrössen R, & mittelst der Gleichungen
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Miscelien. 349

Äajn&= msin t , R cos&= n

—

m cos t

,

was bekanntlich keine Schwierigkeit hat, so wird vorstehende

Gleichung

:

—wb
sin t = Ä sin (9— &),

c

woraus sich zur Bestimmung von q> die Formel

«m(<p—Ä) = jf
ergiebt

Ueberhaupt aber haben wir nun zur Auflösung unserer Auf-

gabe die folgeoden Formeln:

R sinß=msin»,

Rcos&= n—m cos i

;

. , na

—

mb sint
sin(<p — &) = . ,

*=180°-(t+ aO;

asint^ — 6sin<p

* ^nsinqj — msini^
'

asintlr— 6sina>
«/
~~

it .9 namq»— msintp

Zweite Aufgabe.

In Taf. V. Fig. 13. sei AOB ein Dreieck, dessen Set*
ten OA — er, OB = b und der von denselben eingeschlos-
sene Winkel AOB= i gegeben sind; man soll die Sei-
ten OA und OB dieses Dreiecks um zwei solche Stöcke
AC und BD verlängern, dass diese Stöcke in einem
gegebenen Verbältnisse m:n zu einander stehen, und
die ihre Endpunkte C und D verbindende gerade Linie
CD ein Minimum werde.

Auflosung.
Man setze ACz=tnx, BD=.nx und bezeichne die Linie CD,

welche ein Minimum werden soll, durch y. Dann ist
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350 mcetten

y*= (* +«*)*+ (6 -2(a*f*r>(*+^)cos i

, wenn man differcntiirt

:

y J*~ — m(a+ mar) + n(6'+ tu:)

— m(6 -f*nor)co8t—n(a+mx)coei

= ma + nb — (mb + na) cos t

+ (m* + na—2mn cost) x.

Die gemeinschaftliche Bedingung des Maximums und Minimums ist

^= 0,
cx

folglich wegen vorstehender Gleichung

:

ma+nÄ— (mb +na>cos i+ (m*+«»— 2mncosi):r=0,

woraus sich

mq -f nb— (m6 -f na) cos t

*~~
,roa+ n*—2mncosi

oder

a (m—' n cos i) -f 6 (n — m cos t)
x

(m+ n)*sin if* -f- (m— n)* cos ji*

ergiebt

Leicht findet man:

(na— m6) (n—m cos i)
a + mx— m« + n«^2^n*cos7"

'

. (na—

m

b) (m—n cos i)

6 +n*=- wa+ tta_2w
_r ;

und folglich nach dem Obigen:

?__
(na~m6)a((m-ncosQg^(n-^coa»)»-H2(m>~nco»0(rt~wic08y)cosft

* ~ (rott+ n»—2mncost)»
^

woraus man nach einigen einfachen Transformationen :

a _
(na— fn6)2 sinl*

V ~ ma -fn2-2mncosi"

,' u/t — i»/,Y£ ^in *"

l
(na— w6) sin t

" V «* + n*— 2wm cos i
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(na — mb) sio i

V~ V(» + »)* sin \P+ (m-ii)»c<»i?

erhält, Indem man das Vorzeichen immer so uimmt, dass y po-

sitiv wird.

Um nun zwischen dem Maximum und Minimum zu unterschei-

den, müssen wir noch den «weiten Differentialquotienten entwickeln.

Nach dem Obigen war

y^= ma+nb— (m6-f na)cosi -f- (m*-f n*—2mncost) ar,

woraus man durch fernere Differentiation:

erhält Da es uns aber hier bloss auf die Kenntniss des War-
thes des zweiten Differentialquotienten ankommt, welchen der-

selbe für den Werth von * erhält, für welchen der erste Diffe-

rentialquotient verschwindet, so können wir in der vorstehende«

Gleichung

Setzen, und erhalten demzufolge

= n*—2mn cos t

,

8*y nP + n*—2mncosi
daß ~"

y

(m + n)*sin Ji* -f- (m— n)2 cos Ji*

wo für y sein oben gefundener stets positiver Werth zu setzen

ist. Hiernach ist also der zweite Differentialquotient positiv, folg-

lich die Bedingung desMinimums wirklich erfüllt, wie verlangt wurde.

Anmerkung.
Man kann die beiden vorhergehenden Aufgaben auf verschie-

dene Weise abändern, indem man die Stücke AC und BD, statt
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sie auf den Verlängerungen der Seiten OA und OB de» Drei-

ecke AOB zu nehmen, auch auf diesen Seiten selbst von A und

B ao abschneiden, auch das eine Stück auf der Verlängerung der

entsprechenden Seite nehmen , das andere auf der entsprechenden

Seite seihst abschneiden kann. Die Auflösungen der hieraus

hervorgehenden Aufgaben, die iu zweckmässigerWeise alsUebungs-

aufgaben benutzt werden können, ergeben sich aus den Auflösun-

gen der beiden vorhergehenden Aufgaben ganz von selbst, wenn
man nur die Zeichen gehörig verändert, und bedürfen einer wei-

teren Erläuterung nicht.

Eine praktische Anwendung können die vorhergehenden Auf-

gaben bei der Berechnung einer Mondfinsterniss finden : die erste

bei der Berechnung der Zeit des Eintritts des Mondes in den

Erdschatten, die zweite bei der Berechnung der Zeit der grössten

Verfinsterung. Der Kundige übersieht den Zusammenhang unse-

rer Aufgaben mit diesem Gegenstande von selbst, und icb halte

weitere Erläuterungen für ganz unnöthig, will indes« noch in

grösstenteils bekannter Weise zeigen, wie zur Zeit einer Mond-
finsterniss die Breite des Erdschattens an der Stelle, wo der

Mond durch denselben hindurch geht, gefunden werden kann,

was hinreichen wird, um die bei der Berechnung einer solchen

Erscheinung mit Hülfe der obigen Aufgaben nöthigen Formeln bei-

sammen zu haben, wobei man sich nur immer erinnern muss,

dass man es bei einer solchen Rechnung stets nur mit sehr klei-

nen Linien oder Bogen zu thun hat, für welche immer die in

einerlei Maasse ausgedrückten, ihnen entsprechenden Winkel am
Mittelpunkte der Erde gesetzt werden können, und dass man,
wie bei allen solchen Rechnungen in der Astronomie, auch hier

die Zeit des Eintritts des Mondes in den Erdschatten schon nähe-

rungsweise kennen muss, völlige Genauigkeit auch nur 'auf dem
Wege successiver Annäherung erreichen kann. Zur Erläuterung

dient Taf. V. Fig. 14., in Bezug auf welche ich nur bemerke, dass

A der Mittelpunkt der Sonne, B der Mittelpunkt der Erde, e die

Entfernung des Mondes von der Erde ist ; alle übrigen Bezeich-

nungen sind aus der Figur selbst ersichtlich; die oberen Zeichen

beziehen sich auf den Kernschatten, die unteren auf den Halb-

schatten. Es ist

q= etangqp

;

R:r=E±BS:BS,

RTr:r = E:BS,

rEBS= R+ r
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Nun ist

e = (ZrST«)tang*= Q^Te)uDg*.

also nach dem Vorhergehenden:

(j^fr * C
)
tang^= * taDg9>-

Ferner ist

r=z£JS.sintJ> = ^—^sin^, sintj>=:^r^.

Aua den beiden Gleichungen

ß^r etangg>
sin*=-J-, tang*

müssen wir, um 9, welches hier eigentlich die gesuchte unbe-

kannte Grösse ist, zu finden, tf; eliminiren. Es ist aber bekanntlich

e*tang<p2 \

sich

tarig q>'

/ g t*y fB i7Tn

ergiebt. Seteen wir also

^=sinw,
j^
= sinJ7, ^=sin^;
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wo ö die Mondsparallaxe, II die Sonnenparallaxe, J der schein-

bare Sonnenhalbmesser ist» so wird

/ i ' i y
. . _A*in/fTsinJI+ sio£y

tangqp*= gm
j

- c,—~

,

(sin// t sirTny rl

{ «in ö ^ (sinA^ sin /I) {*

tan** = l~(sin^T«i«J/)a '

woraus

sin ö -f sin /I^ sin^

folgt. Näherungsweise kann man

setzen.

II.

Ute polnische Gräfin Skorzewika und die beiden
Mathematiker Job. Helnr. Lambert und von Hol-
land über die Aufgab« von der Beschreibung eines

drei andere gegebene Kreise berührenden Kreises.

Der erste Theil von Job. Heinr. Lambert'* deutschem
gelehrten Briefwechsel. Herausgegeben von Joh. Ber-
noulli, Mitgl. der Königl. Akademie der Wissenschaf,
ten zu Berlin. 1781. enthalt vorzflglicb die Briefe zwischen

Lambert und v. Holland, welcher letztere ein grosser Liebha-

ber und sehr gründlicher Kenner der Mathematik war und sich

damals in Treptow an der Rega in Hinterpommern aufhielt,

als Hofmeister in der Familie des Herzogs Friedrich Eugen
von Würtemberg, der, zu jener Zeit in preussischen Diensten,

mit seinem Kcgimente in Treptow In Garnison stand. In die-

sen Briefen kommt zwischen den beiden Mathematikern auch das

Problem von der Beschreibung eines Kreises, der drei andere

gegebene Kreise berühren soll, zur Sprache, in einer Weise, die

manches Interessante enthält und daher hier wohl eine Mittei-

lung verdient.
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«Hollatud schreibt an L4*»»<»l >at» Treptow den 29. Ne*
v Araber 1769:

„Die Grafin Skorzewska*) bat mir letzthin das Problem

aufgegeben, zu drei gegebenen Zirkeln einen vierten zu finden,

der jene drei berührt. Ich habe zwar bereite die Auflösung davon

gemacht. Die Rechnung ist aber entsetzlich mühsam gewesen

nnd hat mich endlich auf eine bis zum Eckel zusammengesetzte

biquadratische Gleichung geführt, wo die unbekannte Grösse der

Radius des gesuchten Cirkels ist. Nun ist es mir eine ganz dunkle

Erinnerung, dass Vieta schon eben die Aufgabe aufgelöst hat,

und ich bin gewiss, dass er sich aller der algebraischen Hülfs-

mittel , die mir zur Auflösung verholten , damals noch nicht hat

bedienen können. Ich glaube aber, dass seine Solution, die ohne

Zweifel geometrisch gewesen, körzer und netter sein wird als die

meinige. Sollten Sie etwa in einem Buche irgendwo Vieta*«

oder eines andern Auflösung dieses Problems haben, so würde

ich Ihnen lur die Mittheilung derselben verbunden sein, die Be-

gierde ist natürlich, nach einem zurückgelegten Weg, den man
selbst gesucht hat, zu wissen, ob man den kürzesten getroffen

habe **).

"

Hierauf antwortet Lambert aus Berlin den II. Decbr. 1768:

,,Die Grafin Skorzewska, Herr Beitier***) und Herr Obrist

Ricaut haben mir ebenfalls von der Aufgabe des Circuls ge-

sprochen, der drei andere von gegebener Lage berühren solle.

Dieses Berühren kann auf acht Arten geschehen, weil entweder

alle drei, oder nur zween oder nur einer oder gar keiner inwendig

oder auswendig berührt wird. Auf diese Art aber schiene da»

Problem auf eine Gleichung vom achten Grade zu fuhren, und

würde sich schwerlich mit Circul und Lineal cmislruiren lassen.

Indessen lagst es sich dennoch auf eine Gleichung vom zweiten

Grade bringen. Die Auflösung, so ich, durch trigonometrische

Formeln erhielt, hatte ich der Gräfin mitgetheilt, indessen mel«

•) Hieran bemerkt Bcrnoulli: „Eine gelehrte polnische Dame
und grosse Liebhaben* der mathematischen Wissenschaften. SW hat

sich lange in Berlin aufgehalten, lebt aber nioht mehr.''

*•) Holland hat also den Apoltonius Gallus des Vieta nicht

gckanJt, sondern erinnert sich nnr dunkel, einmal etwas davon gehört

zu haben. Noch weniger wird er also die berühmte Schrift des Apol-
tonius: itiQi littt(f<ov gekannt haben, die zwar verloren gegangen ist,

su der aber Pappus im siebenten Bnche seiner mathematischen
Sammlungen Lemmata anfgesetzt hat. G.

**') Später Professor am Gymnasium illustre su Mitau.

I
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MiStetten.

, K«rV.u^uot.rie würde dem Obrist Ricaut
Ich suchte darauf eine bloss algebraische, weil die

trigonometrischen Formeln noch nicht sehr bekannt sind*). Die

Auflösung war ebenfalls vom zweiten Grade, und both eine wie-

wohl etwas weitläufige Construction an. Dieses meldete ich der

Gräfin, habe aber noch weiter keine Antwort darauf erhalten."

Nun theilt Lambert seine beiden Auflösungen mit. Nur
über die erste dieser beiden Auflösungen, welche trigonometrische

Formeln in Anspruch nimmt, wollen wir im Folgenden einige

Worte sagen, da die zweite uns weniger bemerkenswerth scheint

In Taf. VI. Fig. 1. seien die Halbmesser der um C, D, E be-

schriebenen drei gegebenen Kreise respective e, d, t\ die Ent-

fernungen CD, DE werden respective durch a, b bezeichnet;

und den Winkel CDE nenne man d. Ist dann x der Halbmesser

des gesuchten Kreises, so ist, wo die Bedeutung vou cd und ö
aus der Figur erhellt:

n» + + — (c-M)» ag + d»- c* + 2(<*-c):r
C0Sa> =

2a(d+*) to(d+ x)
'

6»4 (d + x)* — (e + *)* b*+ <P— e*+ 2(ci

—

e)x
-~

2©(d+ar)
~

Weil nun

cos 0) + cos ö=2cos i(eo -f- w) cos \((5— cö)=2cös ^ocos J(ö— w),

cosw— cosö = 2sioi(co +ö) sinl(ö -a))=2siniasinl(ö— «)

ist, so ist nach dem Obigen:

a%+ + — c)x 6*+gP— e»-f 2(</— e)x
cosi(G)-a>)=

4a(<i+ :r)co8ic + 4o(d+*)cosi«
*

_ q«+<P—

c

a+2(rf—c)* 6»+ d*- e» + 2 (d - e)g .

sin,(tt 4a(d+*)sin»a 46(d+ar)sinia

:

02+rf»-ca -fr2(ii— c)* c^ + d»— e» + 2<d— e)g j
»

j 4a (d+ *) cos i«
T 46(d-f a?)cosia

l
a»+d»-ca+2(d- c):r p*+ d»-e»+ 2(d-e)* J'

+
j 4a(d+*)sinia 46 (d + *) sin \a 1

= 1,

•) Nämlich in Berlin im Jahre 1768!! Jetxt frage man in den

Srhulen nach. G.
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welche Gleichung, weiterentwickelt, offenbar auf eine quadratische

Gleichung xur Bestimmung von x ftihrt, deren Auflösung wir dem
Leaer überlassen.

Seinen beiden Auflösungen fügt Lambert noch folgende

Worte hinzu:

„Ich habe aber die Sache nicht weiter verfolgt, sondern der

Gräfin gemeldet, dass, wenn es nur um die wirkliche Ausübung,

selbst auf dem Felde zu tbuo ist, das Problem sich vermittelst

dreier Schnüre so hurtig und leicht auflösen lasse, als man es

verlangen kann. Sonst ist mir von der Aufgabe nichts zu Ge-

sichte gekommen *), als dass ich mich erinnere, in einer acade-

miscbeo Disputation das Problem für den Fall, wo die drei Circul

sich berühren, eine algebraische Auflösung, die ebenfalls nicht

kurz war, gesehen zu haben. Ich habe sie aber nicht hier bei mir."

Späterhin fährt er aber so fort:

„So eben schlage ich des Saverien Geschichte der Mess-

kunst u.s.w. auf, und finde, dass Vieta dem A'driano Romano
das Problem von den Circuln aufzulösen vorgegeben, und da die-

ser es nicht auflösen konnte, seine Auflosung bekannt gemacht

habe. Den Vieta müsste ich etwan auf der Bibliothek aufschla-

gen. Ich vermuthe aber sehr, dass Vieta, welcher die geome-

trische Construction der Wurzeln aufgebracht hat, vorbemeldete

Aufgaben wohl dürfte vermittelst einer oder zwoer Hyperbeln coo-

struirt haben. Doch sagt Saverien weiter nichts, als dass seine

Auflösung schön sei."

Die letztere Vermuthung ist jedenfalls ganz unrichtig, und

auch die ersteren Bemerkungen sind wenigstens nicht genau.

Vielmehr sagt Klügel im mathematischen Wörterbuche.
Tbl. III. S. 136.: „Die Aullösungen des Vieta gefielen dem
Adrianus Romanus, der die gedachte Aufgabe aufzulösen einen

unzulässigen Weg gewählt hatte, so sehr, dass er von Würz-
burg, wo er sich damals aufhielt, nach Frankreich reisete, um
sich mit Vieta über mathematische Gegenstände zu besprechen."

Holland antwortet Lambert aus Treptow den 19. März 1769

Folgeodes:

„Die Art wie ich anfänglich die Aufgabe der Gräfin Skor-
zewska aufgelöst hatte, ist ganz vollständig einerlei mit der

trigonometrischen Solution, die Sie, mein Herr, davon gemacht
——————- .

') Alto niemals die Schriften de« Vieta und diu mathematischen
Sammlungen de« Pappus? G.
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hatten. Hätte mir ein Mathematikverständiger die Frage vorge-

legt, so vrörde Ich mich damit begnügt haben, ihm diene Auflösung

zuzuschicken. Nun wusste ich zwar wohl, dass jede andere Auf-

lösung (denn eine Euclidiscbe, dergleichen man von mir verlangt

hatte, sehe ich für unmöglich an *)) ffir die Gräfin immer zu

transcendent sein würde**). Weil aber jene algebraisch -trigono-

metrische nicht wohl eine Conetructlon zulässt und also- den

Augen gar nichts darbietet, so dachte ich auf eine andere, die

dock wenigstens den angeführten Fehler nicht haben sollte. Ich

fand endlich, dass «ich die gesuchten Mittelpunkte der berühren-

den Cirkel durch Interseetion vOn Hyperbeln und Ellipsen bestim-

men lassen. Die grösste Schwierigkeit bestund aber nun in der

Zeichnung, und ich kann wohl sa^en, dass mir die ganze Sache

mehr Mühe gemacht bat, als sie zu verdienen scheint."

„Ich überschickte hierauf meine Arbeit an die Gräfin, mit

der Bitte, Ihnen, mein Herr, dieselbe mit/.utheiten, welches, wie

ich hoffe, geschehen seiq wird* -Sie werden daraus ersehen haben,

f}$ss ich mich bemüht, die Beweise, die sich ganz kurz und all-

gemein hätten abfassen lassen, so viel als möglich vorzubuch-

*t abIren. Vie|e Corollaria , unter andern auch die Fälle, da die

Hyperbeln un,d Ellipsen in Parabeln übergehen, habe ich wegge-

lassen, weil die Arbeit überhaupt meine Geduld schon erschöpft

Um das, was Holland hier von Ellipsen und Hyperbeln sägt,

etwas näher zu erläutern , füge Ich, am Schluss dieser Auszüge

aus dem Briefwechsel eines der grössten und scharfsinnigsten

Mathematiker des vorigen Jahrhunderts, eine kleine analytische

Betrachtung bei, deren Resultate sich übrigens auch sehr einfach

auf rein geometrischem Wege gewinnen lassen.

Endlich antwortet Lambert aus Berlin den 26. Septem-
ber 17t59:

„Die Gräfin Skorsewska ist noch im Winter von hier ver-

reiset. Ich hatte sie wegen des Nutzens einer euclidischen Auf-

lösung ihres Problems befragt. Sie sagte , dass es Uhrmachern

zu Stellung der Räder dienen könne. Das wäre dann nun für

den Fall , wo ein Rad drei andere von gegebener Lage und Grösse

*) Wer kennt nicht die verschiedenen rein geometrischen (Euclidi-

schen) Auflösungen , welche wir jetit für die hier besprochene Aufgabe

besitzen V

**) Nicht sehr galant einer sieh eifrig mit Mathematik beschäfti-

genden Gräfin gegenüber.
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zu treiben hätte. So car analytische Fälle kommen aber doch

bei Uhrmachern schwerlich vor." t.

Hiermit schliesst der Briefwechsel. Es ist doch immer sehr

interessant, zu sehen, wie eifrig sich im vorigen Jahrhunderte

eine polnische Gräfin und zwei sehr gelehrte Mathematiker, von

denen der eine zu den grOssten Sternen des ganzen Jahrhunderts

gehört, mit dem Problem von dem drei andere gegebene berühren

sollenden Kreise beschäftigen konnten.

•Geometrischer Ort des Mittelpunkts eines Kreises,

welcher zwei gegebene Kreise berührt.

Die Linie, welche die Mittelpunkte der beiden gegebenen Kreise

mit einander verbindet, nehme man als A*e der x an, und den

Mittelpunkt dieser Linie als Anfang der rechtwinkligen x t y.

Dann können die ersten Coordinaten der Mittelpunkte der beiden

gegebenen Kreise, deren zweite Coordinaten verschwinden, durch

a und —a bezeichnet werden. Die Halbmesser der beiden gege-

benen Kreise seien respective r und rr Die Coordinaten des

Mittelpunkts des gesuchten Kreises wollen wir durch x, y bezeich-

nen. Der Halbmesser des gesuchten Kreises sbl( durch o bezeich-

net werden. Sollen nun zwischen dem gesuchten Kreise und den
beiden gegebenen gleichartige Berührungen Statt ßnden , so haben

wir die beiden folgenden Gleichungen, in denen die oberen. Zei-

chen Tfir äussere, die unteren für Innere Berührungen gelten
^

(r±<?)*= (*-«)a + 3r*.

(rl ±Q)2= (x + o)*+y*;

r«-na:fc2fr^)*=--4a*, ;

also

±2^-^)0=^-^-40^,
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rl±Q-rt + 2(r_ r|) - Yfr-r,) ~ 2(r-r,)

(r~rt)*+4ax~ 2(r-rx )

'

Folglich ist die Gleichung des Orts des Mittelpunkts des die

beiden Kreise gleichartig berührenden Kreises:

Kr—r,)»-4flgl«

4«*ra

(

(r-r
f
)» + (r-rI

)«-4«'*- ! '

r

.+ y ^,. = l far (r-rl)«>4^,

f-*y
T
jVE=S=»|-

=^ ~,ri= l für (r-r,)* <4«z*

Im ersten Falle ist

im zweiten Falle Ist

Im ersten Falle ist der Ort eine Ellipse; die Brennpunkte

sind die Mittelpunkte der beiden gegebenen Kreise; die Haupt-

axe ist der absolute Werth von r—

r

4 . Im zweiten Falle ist der

Ort eine Hyperbel; die Brennpunkte sind auch hier die Mittel-

punkte der beiden gegebenen Kreise ; die Hauptaxe ist der abso-

lute Werth von r

—

rx . Oer Mittelpunkt des Orts ist in beiden
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Für ungleichartige Berührungen haben wir die beiden Glei-

chungen :

(r±o)*= (*~a)» + y«.

i* ± 2ro + v*=zx% + y
a + a»—%tx,

rS+VriQ + + + a«+ 2«r;

also
,

•

r1— Ti*± 2(r frt ) ^= — 4<mt ,

dt 2(r+r1)n= r1«-r*--4*r,

r,*— r*— 4<w?
•=± 2(r + „r"'

i
T>i
t—?*— 4ax r* -f 2rri + r^*— 4aa: (r+ r!)*

—

Aasr±o-r+
2 (r+r,) 2(r+ rj) 2(r+rk)

'

_ rt
«

—

r•— 4aar_ r»+2^ + r1
8 4- 4a

x

_ (r -f rt )»+ 4aar
r,T*-r,-

2(r + J
.

t)
- 2(r+ n) 2(r+ rt )

*

Also ist die Gleichung des Orts des Mittelpunktes des die bei-

den Kreise ungleichartig berührenden Kreises:

4(r + r,)» +

4<i9:ra

(r+r,)* -4o»

4*» 4y
a

(r+ r1 )*
+

(r + rI
)»-4a»""

1 '

1 filr (r + rl)»<4u»

Im ersten Falle ist

Tk«U XXVIII.
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im zweiten Falle ist

Im ersten Falle ist der Ort eine Ellipse, die Brennpunkte sind

die Mittelpunkte der beiden gegebenen Kreise, die Hauptaxe ist

r + rx ; im zweiten Falle ist der Ort eine Hyperbel, die Brenn-

punkte sind die Mittelpunkte der beiden gegebenen Kreise, die

Hauptaxe ist r + rt . Der Mittelpunkt des Orts ist in beiden Fäl-

len der Mittelpunkt der Centrailinie der beiden gegebenen Kreise.

Man sieht hieraus, dass der Mittelpunkt des Kreises,

drei gegebene Kreise berühren soll, sich im Allgemeinen

leicht durch den Durchschnittspunkt zweier Ellipsen, oder

Hyperbeln, oder einer Ellipse und einer Hyperbel construiren

läset. Wie diese Kegelschnitte selbst zu beschreiben sind und

durch welche Elemente sie bestimmt werden, ergiebt sich aus

dem Vorhergebenden von selbst, und bedarf natürlich hier

weiteren t-nauierung oicni.

In der Vorrede zu den von ihm herausgegebenen Logischen
und philosophischen Abhandlungen. Berlin 1782. des

grossen Mathematikers Johann Heinrich Lambert erzählt der

frühere Berliner Astronom Johann Bern ou Iii von diesem in so

vielen Beziehungen merkwürdigen Manne Folgendes:

„Was mir alle logiseben Arbeiten Lambert's vorzüglich

schätzbar machet, ist seine erstaunliche Fertigkeit, die zu einer

Gewohnheit geworden, über alles logisch tu denken. Er unter«

suchte den geringsten häuslichen Vorfall nach eben den Regeln,

nach weichen er scieotifische Demonstrationen untersuchte. Leu-
ten, die ihn nicht kannten, war es äusserst lächerlich, ihn logische

Kunstwörter und Kraut und Rüben in eigentlichem Verstände* un-

tereinanderwerfen, bey einem Loch im Strumpf eine Figur in Bar-

bara, oder bey einem Stuhlbein eine Hypothese anbringen huren.

Dieser Fertigkeit alles logisch zu behandeln, hatte er die erstaun-

liche Leichtigkeit zu dissertiren zu danken, die jedem der mit
ihm zu thun hatte auffallend war. Man kann keinen Gegenstand
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sich ausdenken, den er nicht stehenden Fusses mehr oder weni-

ger zu entwickeln im Stande war, und auf eine Weise, bey wel-

cher seine ganze Person die grosste Ungezwungenheit ausdrückte.

Immer fieng er damit an, dass er die logischen Eigenschaften des

Gegenstandes aufsuchte; ihn durch seine logische Topik durch-

führte; dann als Prädicat oder Subject betrachtete; den Satz

umkehrte u. s. w. Ich habe das Glück verschiedene philosophische

und wirklich habituel scharfdenkende Männer genau zu kennen;

allein Lambert Hess sie hierinnen so weit hinter sich zurück,

dass ich die Fertigkeit logisch zu denken für eben hervorstechen-

den Zug halte, der sein Genie charakterisiret

Hierzu kommt noch, dass er mit einer so erstaunlichen Fer-

tigkeit eine lebhafte Begierde verband, die Regeln nach welchen

sie wirkte, zu entdecken, und unablässltch sich bemühete diese

Regeln prakticabler und vollständiger zu machen. Es lassen sich

so gar alle Gegenstände, womit er sich beschäftigte, auf »wey
einzige bringen, mathematisch -physische und logische. In eine

von diesen beyden Klassen geboren seine gedruckten Werke so

wohl als seine binterlassenen Handschriften. Was er ausser die-

sem bearbeitet, ist, die Architectonik ausgenommen, in Vergleichung

mit dem andern für nichts zu achten. Ich hurte ihn auch vielmal

mit Nachdruck sagen : „die Vervollkommnung der Methaphysik

hänge von der Vervollkommnung der Logik ab; noch seyn wir

nicht so weit, dass wir nur einmal beweisen können; noch seye

fast alles dunkel u. s. w." Ich hatte Mühe ihn zur Herausgabe

der Architectonik zu bereden: nicht so vast der Gleichgültig-

keit des Publikums wegen filr metaphysische Arbeiten, als weil

dieses wichtige Buch in seinen eigenen Augen nicht den Werth

hatte, den es wirklich hat.

Das tiefe Gefühl von der Unvolikomroenheit unsrer logischen

Mittel, das bestfindige Bedürfnis* einer scientifischen Bezeichnung

der Qualitäten, einer allgemeinen Analytik, einer anwendbaren

Erfindnngskunst, deren Möglichkeit er einsähe, trieb ihn an, die

Logik nie aus dem Gesicht zu verliehren. Er hatte mir Hofming

gemacht, er werde nach Beendigung der Pyrometrie Beine

Schede von der Erfindungskunst vornehmen und diesen logischen

Theil ausarbeiten, allem das Schicksal fand es nicht für gut, un-

sere Augen zu ufaen — Lambert starb als er kaum seine Pyro-

metrie zn Ende hatte, und noch kenne ich den Mann nicht, der

uns diesen logischen Verlust ersetzen werde."
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Schreiben de« Herrn J.B. St arm su Regenabarg an den H ersuageber-

Ich bin hierait so frei, Ihnen eine Erwiderung auf eine Be-

merkung des Herrn Dr. W. Stammer im 1. Hefte XXVII. This.
Seite 112. dieses Archives, dahin lautend, dass mein Beweis
ffBr den Satz von den Kantenwinkeln einer körperlichen Ecke zwar

für die meisten Fälle ausreiche, in manchen aber nicht richtig

sei, zur gütigen Aufnahme in das Archiv zu übersenden.

Das Mittelglied in meinem Beweise bildet der Satz: Wenn
eine gerade Linie OO' in dem Punkte O' auf einer Ebene senk-

recht steht, und es sind A und B zwei andere Punkte in dieser

Ebene, so ist, wenn die Linien OA, OB und O'A, O'B gezo-

gen werden, nicht blos in den meisten Fällen, sondern
immer

ZAOB <Z AO'B.

Um diesen Satz einzusehen, denke man sich in den Dreiecken

AOB und AO'B aus den Spitzen O und O' die Hohen gezogen;

diese werden sich sodann nach einem bekannten Satze der Stereo-

metrie in der Linie AB oder deren Verlängerung schneiden, und

wird dieser Durcbschnittspunkt mit C bezeichnet, so können,

wenn die Ebene AOB in die Ebene AO'B umgelegt wird, nur

die beiden in Taf. VI. Fig. 2. und Fig. 3. verzeichneten Fälle stattfinden.

Was nun den Fall I. (Taf. VI. Hg. 2.) anbelangt, so ist auf der

Stelle klar, dass

Z AOB AO'B

ist, und um diese Ungleichheit auch im Falle II. (Taf. VI. Fig. 3.)

zu begreifen, darfman nur durch die Punkte O', A und B einen Kreis

gelegt denken und hierbei den im Fall I. angewendeten Schluas noch

mit dem bekannten Satze von den Peripberlewinkeln in Verbin

dung bringen.

Wie man sieht, kömmt es also nicht darauf an, vorerst noch

zu beweisen, dass man in jeder Ecke die Linie OO' so ziehen

kann , dass fär eine auf ihr senkrechte Ebene sämmtliche Winkel

O'AB, O'BA spitze sind, und ich schliesse mit der Bemer-

kung, dass es mich sehr gefreut hat, dass mein Beweis von den

Kantenwinkeln einer körperlichen Ecke einer Aufmerksamkeit ge-

würdigt wurde, da er sich nicht blos durch Einfachheit, wie ich

glaube, empfiehlt, sondern auch noch dadurch, dass das Prinzip,

auf welchem er ruht, auch Anwendung findet bei dem Beweise
für den Satz von den Neigungswinkeln einer körperlichen Ecke

;

denn denkt man sich den Neigungswinkel der beiden Seitenwände
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AOB und BOC wirklich durch Linien dargestellt, so übersieht

man augenblicklich, das« dieser Neigungswinkel grösser sei, als

der Winkel ABC, dass somit also die Summe der Neigungswin-

kel der Seltenwände einer körperlichen Ecke grösser als (n—2).2Ä
sich darstelle, wenn n die Anaahl der Seitenwände ausdrückt.

Ueber den zwei und dreissigsten Satz im ersten Buche der

Elemente des Euklid es.

Von Herrn Professor W. Fischer an Gymnasium so Nürnberg.

In neuerer Zeit wird vielfach die Richtigkeit der Behauptung,

dass die Innenwinkel eines Dreiecks zusammengenommen = 212

sind, dadurch anschaulich gemacht, dass man drei in gleichem

Sinne liegende Aussenwinkel durch drehende und gleitende Bewe-

gung eines Strahls beschreihen lässt Diese Yeranschaulichung

kann meiner Meinung nach zum strengen Beweis erhoben werden,

wenn man einerseits ein Paar Axiome, welche genau genommen
jeder Winkeimessang zu Grande liegen, wirklieb aasspricht, an-

dererseits nicht blos drei Aussenwinkel, sondern auch die Innen-

winkel resp. einen derselben unmittelbar und statt der anderen

Ihre Scheitelwinkel von einem Strahl durchlaufen lässt. Der aus-

führlichen Darlegung des Beweises aber will ich ausser den narbi-

gen Axiomen einige Sätze über Winkel überhaupt vorausschicken,

tbeils wegen der Abweichungen, welche in der Definition des Be-

griffs „Winkel" vorkommen, tbeils wegen des engen Zusammen-
hangs der aufgestellten Grundsätze mit der Winkellehre selbst.

§. 1. Grundsatz* Aof einen in einer Ebene gegebenen

Strahl lässt sich ein zweiter so legen, dass beide denselben An-
fangspunkt und dieselbe Richtung haben, also nach ihrer unbe-

grenzten Ausdehnung völlig einerlei sind. Man kann ferner den

einen von den beiden Strahlen ruhen lassen, den andern aber in

der Ebene um den festen, beiden Linien gemeinschaftlichen An-

fangspunkt von dem ruhenden aus stetig in einerlei Sinn , d. h.

fortwährend nach rechts oder fortwährend nach links drehen and

in der Richtung eines jeden von jenem Punkte aus io der Ebene
denkbaren Strahles feststellen.

Daher lässt sich auch die gegenseitige Lage (Verschieden-

heit der Richtung) von zwei gegebenen Strahlen, die einen ge-

meinschaftlichen Anfangspunkt haben, immer als Resultat einer

derartigen Drehung betrachten.
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6. *. Brktätunf* a) Die fertige, in einer Eteft« oach einer-

lei Sinn vor eich gegangene Drehung zwischen zwei Strahlen, die

tou einem Punkt auslaufen» um diesen Punkt, heisst Winkel
— Scheitel, Schenkel (Anfangs- und Endschenkel).

,

b) Wenn sich nach der in 6. 1. bezeichneten Weise der be-
wegliche Strahl aus dem ruhenden heraus um den gemeinschaft-
lichen Anfangspunkt stetig in einerlei Sinn so lange dreht, bis

er in seine ursprüngliche Lage, d. h. in den ruhenden Strahl zu-
rückkommt, so macht er eine volle Umdrehung.

Die fertige volle Umdrehung oder der volle Winkel stellt

sich dar als ein einziger Strahl auf unbegrenzter Ebene.

c) Hat ein Strahl aus einem anderen ruhenden um den ge-
meinschaftlichen Anfangspunkt als Scheitel sich so lange gedreht,
bis er in die rückläufige Verlängerung des ruhenden fiel, oder,

was dasselbe ist, bis er die entgegengesetzte Richtung erreicht

hat, so heisst der dadurch erzeugte Winkel ein gestreckter. —
Ein gestreckter Winkel stellt sich dar als eine Halbebene, welche
von einer durch einen Punkt getheilten Geraden einseitig begrenzt,
sonst aber unendlich ist. Jener Theilungspunkt ist der Scheitel

und die Strahlen der Geraden sind die Schenkel des gestreckten
Winkels.

t3.
Grundsatz, I. Ein Strahl kann durch keine einfachere

flrzere Bewegung aus einer gegebenen Richtung in die ent-

gegengesetzte gelangen, als dadurch, dass er um seinen Anfangs-
punkt einen gestreckten Winkel beschreibt

II. Auf einer Ebene kann ein Strahl, der eine gegebene
Richtung verläset, ohne rückläufig zu werden, durch keine ein-

fachere und kürzere Bewegung in seine ursprüngliche Lage zu-
rückkommen, als durch eine volle Umdrehung um seinen Anfangs-
punkt als festen Scheitel.

j. 4. Ltkrtatx. Alle gestreckten Winkel sind ein-
ander gleich.

Beweis. Mögen zwei gestreckte Winkel, in einer Ebene
neben einander liegend, den Scheitel und beide Schenkel gemein
haben, oder mögen sie völlig getrennt sein, immer kann man den
einen auf den andern so gelegt denken, dass beide den Scheitel

und einen Schenkel als Anfangsschenkel gemein haben. , Dann
muss, weil zwei Gerade nach ihrer unendlichen Ausdehnung eine

einzige bilden , so bald sie zwei Punkte mit einander gemein haben,
der Endschenkel des einen Winkels von selbst mit dem des anderen
Winkels zusammenfallen, woraus hervorgeht (6.3.), dass die Drehung
des erzeugenden Strahls aus dem Anfangsscheukel um den Schei-
tel bis in den Endschenkel bei beiden Winkeln gleich gross ge-
wesen sein muss.

Zu* atz 1. Macht ein Strahl von AB aus nach oben um
den Scheitel A eine volle Umdrehung, so durchläuft er unmittel-

bar nach einander erst den oberen gestreckten Winkel BAC nnd
schliesslich den unteren CAB. Da diese einander gleich sind,

folgt: Jeder gestreckte Winkel ist die Hälfte: eluer vollen Um-
drehung.
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Zusatz % Alle vollen Winkel, die durch eine einmalige Um-
drehung beschrieben wurden, sind einander gleich.

Erklärung von hohlen, erhabenen, rechten Winkeln u.s. f.

wie gewöhnlich.

§.5. Grundsatz. Bei zwei Strahlen, die in verschied«

Richtungen von einem Punkte auslaufen, ist keine einfachere und
kürzere Bewegung aus dem einen in den anderen denkbar als die

Drehung, woduren der hohle Winkel zwischen ihnen erzeugt wird.

Annterkune. Dieser Satz und der in §.3. 1. ist analog dem,
den bereits Archimed als Axiom hinstellte: Der kürzeste Weg
von einem Punkte zu einem anderen ist die durch beide Punkte
begrenzte Gerade. Und wie der oben erwähnten Eigenschaft
halber begrenzte Gerade als Grundmaasse l'fir alle Längen ge>

braucht werden, so spricht meiner Meinung nach der obige Satz
den Grund aus, warum von jeher alle Lagenunterscbiede durch
Messung geradliniger Winkel bestimmt wurden.

}. 6. Lehrsatz. Bei jedem Dreieck ist die Summe
der drei Innenwinkel gleich einem gestreckten Win-
kel oder = 2ß,

B e w e i s. Bei einem A ABC (Taf. VI. Fig. 4.) , dessen Innen-

winkel durch er, ß, y bezeichnet sein sollen, seien die Verlange-
rungen BD, CE, AF der Seiten AB, BC, CA gesogen, so das«
die "zusammengehörigen Aussenwinkel x, y, x entstehen.

Man denke sich einen Strahl, der seinen Anfangpunkt M in

A und die nämliche Richtung wie AB hat. Derselbe liegt dann
auch in, der Richtung von BD, weil BD die Verlängerung von
AB ist; er wird daher, wenn er in AD fortrückt, bis M auf B
fallt, nach dieser Bewegung völlig einerlei sein mit III), und zwar
ohne eine Drehung gemacht zu haben.

Durchläuft hierauf der Strahl den Winkel x, so erreicht er die
Richtung der Seite BC% mithin auch ihrer Verlängerung CE,
muss also, wenn er in BE sich fortbewegt, bis BS in Cist, ohne
neue Drehung völlig einerlei werden mit CE. Dreht sich der
Strahl aus seiner jetzigen Lage um den Punkt jV in C im vori-
gen Sinne weiter, so muss er einmal in der Richtung der Seite
CA anlangen und kann in dieser festgehalten werden. Er bat
dann von CE aus den Winkel y durchlaufen und zugleich die
Richtung von AF als der Verlängerung von CA erreicht, wird
demnach ohne neue Drehung völlig einerlei werden mit AF, so
bald er in CF fortrückt, bis M auf A kommt.

Setzt er dann seine Drehung um den Punkt M in A im vo-
rigen Sinne fort, so kommt er endlich in seine anfängliche Rich-
tung AB zurück. In dieser festgehalten hat er yon AF ans den
Winkel t durchlaufen.

An sich betrachtet ist die gesammte Drehung des Strahls

. Dieselbe kann, aber, da sie zwar um drei verschiedene Punkte,
jedoch fortwährend in einerlei Sinn vorsieh ging, und da der be-

"le Strahl schliesslich in seine ursprüngliche Lage zurück-
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kam, unmöglich ($.3. II.) kleiner sein, als eine volle Umdrehung
um einen einzigen Punkt. Folglich ist jedenfalls

1) *+y+* nicht kleiner als 4Ä,

obwohl man wegen Ermangelung eines gemeinschaftlichen Schei-
tels vorläufig + i noch nicht = 4R setzen kann.

Nun ist *+ £ + y = 6Ä. Wäre « + 0 + y > 2Ä,
so raüsste x+y-f z<442 sein. Da dies nach 1) unmöglich ist,

so folgt für die Summe der Innenwinkel

2) a-f/3 + y nicht grösser als 2/?.
"

Demnach bleibt zu beweisen übrig, das» <* +0+y auch nicht

kleiner als 212 sein kann. — Man siehe die Verlängerungen AG
und BH der Seiten BA und C£ und denke sich einen Strahl,

der seinen Anfangspunkt N in A und die nfimliche Richtung wie
AG bat Diesen Strahl lasse man zunächst den ^GAt* durch-
laufen. Sobald er in AF angelangt ist, schiebe man ihn rückwärts
so, dass sein Anfangspunkt ff nach C kommt, aber der Puokt A
in ihm bleibt. Er hat dann die Richtung CA, mitbin, weil AF
die Verlängerung von CA ist, noch die nämliche wie AF, wes-
halb zur Drehung GAF keine neue hinzugekommen sein kann.
Wird der Strahl aus seiner jetzigen Lage ÖAF um N in C im
vorigen Sinne weiter gedreht, so langt er sogleich an den

xu beschreiben, gelangt, wenn er y durchlief, in die Rich-

tung der Seite CB , so wie ihrer Verlängerung BH, und wird,

in CH fortgleitend, bis N auf B kommt, einerlei mit BH, ohne
dass zu den Drehungen GAF und y eine neue hinzugekommen
wäre. Sobald er aber aus BH um iv in B die Drehung im vo-
rigen Sinn fortsetzt, beginnt er den £HBD zu beschreiben,

und langt, wenn er diesen durchlaufen hat, in BD an. Offenbar
ist die gesammte Drehung des Strahls — 4LGAF\y-\-^.HBD.

Da aber der Strahl aus der Richtung AG in die entgegenge-
setzte BD kam, so ist es unmöglich (o. 3. I.), dass seine ge-
sammte Drehung kleiner sei als eine halbe Umdrehung um einen

einzigen Punkt; folglich ist jLGAF+v+ £UBD, oder wegen
GAF—a und HBD= ß:

3) « + 0 + y nicht kleiner als 2Ä.

Aus 2) und 3) geht schliesslich hervor

:

a + 0+y=v2ß.
So wie der erste Theil des vorliegenden Beweises an sich

uicht neu ist, so wurde ich auf den zweiten durch eine Anmer-
kung geführt, die Cr eile in seiner Uebersetzung von Legen-
dre's Geometrie dem dortigen Beweise desselben Lehrsatzes
beifügt. #

Die Verknüpfung beider Theile aber in der obigen Weise und
die Begründung des Beweises durch die Axiome in 3. dürften

neu sein. Nun glaube ich gerade durch diese Hilfsmittel dem Be-
weise eine solche Schärfe gegeben zu haben, dass der treffende

Lehrsatz als sicheres Fundament der Parallelentheorie gebraucht
werden kann.

Digitized by Google





1

I

Digitized by Google



Digitized by Google







I

I

I

Digitized by Google



üenxltr Ein Beitrag zur Analysis der compiexen Zahlen. 369

i

Ein Beitrag zur Analysis der compiexen Zahlen.

Von

Herrn IV. DenzUr
su Küsnach bei Zürich.

Schon seit längerer Zeit beschäftigt mich die Aufgabe,

die Gesetze, welche die Analysis für reelle Zahlen begründet hat,

in Beziehung auf coinplexe Zahlen zu untersuchen, und hiebei

geometrische Evidenz in Euklideischer Weise anzustreben. So
sehr ich es nun auch bedaure, dass meine Arbeiten in dieser

Richtung mich erst bis zur Untersuchung des Restes der Taylor
1
-

sehen Reihe mit compiexen Variabein führten, ebenso sehr freue

ich mich der erlangten geometrischen Einsicht in die Analysis der

compiexen Zahlen, deren Behandlung in den Lehrbüchern noch

immer so Vieles zu wünschen übrig lässt. Der Gang dieser Ar-

beiten war folgender: Vorerst betrachtete ich die Gesetze der

Verbindung complexer Zahlen durch Addition, Multiplikation und

die zugehörigen inversen Operationen. In Beziehung auf diesen

Abschnitt will ich, da die Resultate bekannt sind, die Entwicklung

dieser Resultate aber allein schon den Raum einer Abhandlung

fordert, nur Folgendes mittheilen:

1. Ich suchte die Erklärung der Addition und Multiplikation

so zu geben, dass diese die bekannten Erklärungen fiir reelle

Zahlen als besondere Fälle enthielten.

2. Ich hielt es für unerlässlicb, die Richtigkeit der Ansicht

on Gauss nachzuweisen, dass nämlich, wenn die Bilder der

Theil XXVIII. 25
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reellen Zahlen in einer und derselben Geraden gedacht

die Bilder der Seitenzahlen notwendig in Perpendikeln auf diese

Gerade liegen müssen.

3. Es gelang mir , die Begröndung der Gesetze in diesem

Abschnitt nur sehr einfachen geometrischen Betrachtungen zu

entnehmen.

Nach Beendigung dieses Abschnittes zog ich dann die Ge-

setze der Verbindung complexer Zahlen durch Potenzirung und

die zugehörigen inversen Operationen in Betracht und gelangte

hiebei zu folgenden Sätzen:

}. 1. Erklärungen.

1. Bedeutet p irgend eine reelle Zahl, so bezeichne ich mit

g den Quotienten aus p durch den absoluten Werth voo p. Ist

j»=0, so verstehe ich in diesem Falle unter g durchaus nichts

anderes als die absolute Einheit, so das» durch diese Annahme

das g immer eine bestimmte Bedeutung bat und nur eindeutig ist.

m
2. Durch oVn» wo ö ®'ine absolute Zahl und m eine positive

oder negative ganze Zahl, deute ich die absolute Zahl an, die mit

m potenzirt a gibt. Diese Bezeichnung ist, wie die Folge zeigen

wird , nur ein besonderer Fall einer allgemeinern von mir ange-

nommenen Bezeichnungstveisc.

3. Arg(p + 7»)> wo P t"10* 9 reeN> bezeichnet jeden Bogen,

dessen Sinus ss *«d dessen Cosinus «=— -

r ? ;dessen .imis ^p+f 0V^*+?
arg(/i+o/i) aD*r •*e^t denjenigen besondern Werth von Arg(p \ qi)

dar., der entweder =» ist oder zw ischen n und — n liegt Das Büd

von arg(^ + 70 in der Zahlebeue ist der Kreisbogen, dessen

Mittelpunkt der Nullpunkt, der einerseits voo der positiven Zahl-

linie und anderseits von dem (Jauss'schen Zahlort der Complexen

p + o* begrenzt Ut, und der, wenn o=0 und p negativ ist, auf

derjenigen Seite von der reellen Zahllmie liegt, wo sich die Bilden-

der positiven Seitenzahlen befinden. Mod. (p -f- o/O bezeichnet die

absolute Zahl, die quadrirt p' + ö* gibt; das Bild dieses Modelus

in der Zahlebene ist die Gerade aus dem Nullpunkt nach dem

Zahlort von p+ qi-

4. arcsinp, wo p reell und fr*^l, bedeutet den ehrztgtn

Bogen, dessen Sinus =p und dessen absoluter Werth ^ nicht

Digitized by Google



Denkler: Ein Beitrag %ur Analyst* der complexen Zahlen. 371

übersteigt; arc. cos x» bezeichnet den einzigen n nicht übersteigen-

den positiven Bogen, dessen Cosinus =p; arc.tangp und arc.cotp,

wo p reell, bedeutet den Bogen, dessen Tangente oder Cotan-

it

,gente =p und dessen absoluter Werth -3 nicht übersteigt. Soll

^eder Bogen, dessen sin., cos., fang., cot. =z>, vorgestellt wer-

den, so schreibe ich Are. anstatt arc.

§. 2. Lehrsätze.

Bezeichnen n und 6 reelle Zahlen, so ist

1) Arg(« -f bi) = 2y* + arg(* + (n) ,

wo y sowohl 0, als auch jede positive und jede negative ganze

Zahl darstellt.

2) arg (a + bi)= 6(1— a) ~ + arc. tang £

3) =W-t)? + a*rc.Biu^±--

4) =6 arc. cos

$.3. Erklärungen und Lehrsätze.

1. Mit E* t wo x irgend eine complexe Zahl, beeekbne ich

die Exponentialreihc

x* x9

mithin nicht die Potenz e*f die im Allgemeinen vieldeutig ist. Da
die Reihe JE' für jeden angebbaren complexen Werth von x con-

vergirt, so wird E* immer eine bestimmte augebbare Coraplexe sein.

2. la, wo a eine reelle Zahl, bezeichne die einzige reelle

Zahl, mit der e oder die irrationale Zahl 2,71828.... potenzirt,

a gibt.

log(/?-f qi) aber« wo p und g reell, bezeichnet jede Zahl, die

hl & für x gesetzt , diesem E* den Werth p+ qi gibt.

3. Bezeichnet y die Noll, so wie auch jede positive und jede

negative Zahl, p und q reelle Zahlen, so hat man die Gleichung
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og(f> + 90= \ KP+ q
%
) + [*X* + arg(p -f e*)]!

4. Mit »log 91). bezeichne ich deo specielleu Werth

Diese eindeutige Grösse tlog(p-f 91) vermag übrigens, insofern

man noch für x die Noll und jede positive oder negative ganze
Zahl annehmen kann, jeden Werth von \og(p+qi) auszudrücken.

§.4. Lehrsätze und Erklärungen.

1. Unter {p + qi)m , wo n und m absolute ganze Zahlen, ver-

stehe ich die nte Potenz jeder Zahl, deren mte Potenz p -f- gi ist.

Diese Potenz ist daher im Allgemeinen von dem keineswegs gleich-

bedeutenden Ausdruck V(/> + 9/)" wohl zu unterscheiden. Die
Gleichung

1

(p + fO m = T
(p+ 90"

stellt die Erklärung der Potenzirung irgend einer Zahl mit einem

negativen Bruche dar.

Den Quotienten aus einer eindeutigen Potenz, und, wenn die

Potenz vieldeutig ist, aus irgend einem bestimmten besondern

Werthe einer Potenz durch sich selbst werde ich auch durch die

Ote Potenz desselben Dignanden ausdrucken, so dass (p+qi)°
stets eindeutig genommen ist, und wenn p + qi nicht 0, die Ein-

heit bedeutet. Der Fall, da auch p + qi= 0, muss in der Rech-
nung stets besonders untersucht werden.

2. Bezeichnen wieder pt 9 und 0 positive oder negative reelle

Zahlen, y eine unendlich vieldeutige Zahl, welche 0, sowie auch
jede positive und jede negative ganze Zahl zu ihren Wertben
hat, endlich n und m positive oder negative ganze Zahlen , deren

absolute Werthe zu einander relative Primzahlen sind , so ist die

Gleichung

=E • |cos[^[2y» +arg(p+9*)]] + *'n[- (2y*+arg(/>-tyi))] \

= (p + ft)"'
fl
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eine vollkommene, d.h. eine solche, in welcher die Werthe von,

irgend einem der vier Theile auch zugleich die Wettbe von jedem
der Ohrigen Theile sind; und jeder dieser vier Theile hat nicht

mehr und nicht weniger als m verschiedene Werthe.

In Beziehung auf den Beweis dieses Lehrsatzes nur folgende

Andeutungen: Wer sich den Zablort von p+qi, ferner die Bedeu-
i_

tung von (p + oi)"», wo m vorerst positiv sein soll und die Er-

klärung von der Multiplikation klar denkt, der wird gewiss sogleich

linden, dass die Zahlorte von m verschiedenen Werthen der Po-

j_

tenz (p+qi)m in einem und demselben Kreisumfang liegen, der

in der Zahlebene um den Nullpunkt als Mittelpunkt beschrieben

ist und dessen Radius

=£. 0V~Mod(p+qi) = s.E^ l{rH^'

wo t die, die absolute Einheit in der Zahlebene vorstellende Ge-
rade ist; und dass die Argumente dieser Zahlorte folgende sind:

»rg(P + yO 2rc + arg(p + oi)
'2.271+ arg(p + qi)

" » ' ,
•

* ....m m m

2(m— l)?r +arg(p + ot)

m

Ferner käme man bei der Annahme, die Zahl der verschiedenen

Werthe von (p + qi)m sei grosser als m, sehr leicht anf den

Schluss, dass es entweder verschiedene Bogen gäbe, die mmal
genommen &rg(p+ qi) ausmachten, oder dann ein Bogen existirte,

der mit m multiplizirt eine solche ganze Anzahl von ganzen Peri-

pherieen gäbe, die zwischen zwei nur um eine Einheit verschiedenen

ganzen Zahlen läge. Von jetzt an konnte der Beweis mit Zu-

ziehung eines bekannten Satzes aus der Theorie der Primzahlen

leicht vervollständigt werden.
t

Für den Fall, da m=l, hat der Beweis gar keine Schwie-

rigkeiten.

§.5. Erklärungen und Lehrsätze.

I. Bezeichnen a, ß, p und q reelle Zahlen, so nehmen wir

nach dem Vorgange Ohms für den Fall, dass ß nicht 0, die
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die dann, wenn /3:=0, entweder die bereits gegebene Erklärung

von (p+91)0» oder dann den Lehrsatz in §.4. ausdrückt, als Dar-

stellung der Erklärung • von der Potenzirung irgend einer Zahl

mit einer Coroplexen au.

a Deo specialen Werth £(«Wr **W-fO von (p + qi)*+ß<

bezeichne ich init ^p+qW+P*, welcher Ausdruck offenbar necb>

jeden der speziellen Werthe von (p + fty+fi* voretelleo kann.

Hl. Wenn arg(/> -f-ot)= g>, Mod. (p -f qi)= m, und y eine un-

endlich) vieldeutige Zahl bezeichnet, die 0 und jede positive,

sowie auch jede negative ganze Zahl su ihren Wertben hat, so ist

die Gleichung

= £;ol«-fl»y*+f) [ cos [ßbn + a(2y*+ <p)] + * sin [ßim + a(2y» + 9)] ]

eine vollkommene, und ebenso die Gleichung

2
> b +*^ m~*=

(p + ip+fi •

woraus aber nicht geschlossen werden darf, dass

(p + qi)°+ßi. (p + qi)-«-ßt= 1

sei, da diese Gleichung offenbar eine unvollkommene wäre. Uebri-

geas erkenn! man aebon bei dem einfachen Produkt

44.4-J oder ^,
1

das» dieses nicht bloss den Werth 1 , sondern auch den Werth
-l hat

IV. Sämmtliche Werthe derPotens (p+qi)**?* werden auch
erhalten, wenn man irgend einen speziellen Werth von (p+qip+fi*,

«. B. tip+qi)*W, mit allen Wertben von

multiplisirt, und es ist daher

1) (p + n^^==»(p + IM*

eine vollkommene Gleichung, da offenbar
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2ym + rlog(p+ 71) =r logf>+ ^0-

Diese letztere Gleichung findet aber auch nach Weglassung des

v statt, und es ist daher auch

2) (p + qi)«+ßi=(p+ qi)«+f*. 1«+/«.

. .1. .1

$. 6. Lehrsatz.

Entwickelt man nach dem binomischen Lehrsatz die Potenz

[1 + (f*+ vO]
a *^'> 80 druckt die dadurch erhaltene Reibe in allen

Fällen ihrer Convergenz den speziellen Werth

o(l +P + 70o+^ von (Hp f fO"**
aus.

Ich habe den Hewets dieses Lehrsatzes wiederholt und so

genau mit Rucksicht auf jede Einzelnheit geprüft, dass ich in der

Tbat nicht einsehen kann, was Ohm in seinem „Geist der

mathein. Analysis. 1842. p. 143.*' in folgendem Satze behaup-

tet: „die binomische Reihe drückt natürlich nur einen der Werthe
von (1 +p+qi)a+ßi *ns, aber man müsste erst in jedem Falle

noch untersuchen, welcher der Werthe es Ist, und man darf daher

nicht so geradezu behaupten, dass man den einfachsten Werth
dieser Potenz habe. Wenn aber q=.ß=0, dann Ist es keinem

Zweifel unterworfen, dass der Werth dieser Binomialreihe der

einfachste (nämlich der reelle) Werth von {l+p)a ist." Es scheint

hieraus die Ansicht von Ohm hervorzugehen, dass, wenn q und

ß nicht Nullen sind, die binomische Reihe nicht immer den Werth

0(1 + ii + m)a+0' , oder nach seiner Terminologie den einfachsten

Werth gebe, was nach meinen Untersuchungen, deren Mittheilnng

jetzt zu viel Raun fordern würde, unrichtig wäre.

§. 7. Erklärungen und Lehrsätze.

1. Irgend eine Zahl p + qi, sei sie reell oder coroplex, mit

einer zweiten Zahl « + derselben Art depotenziren, heilst

alle die Zahlen bestimmen^ die, mit der zweiten potenzirt, Werthe
geben, von welchen einer mit der ersten jener zwei Zahlen coincidirt.

Das im Allgemeinen unendlich vieldeutige Ergeboiss dieser De-

potenzirung bezeichne ich mit V p + qi-

U. Lehrsatz. Bezeichnen p und q, et und ß reelle Zahlen,

y die unendlich vieldeutige Zahl, die 0 und jede positive oder
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negative ganze Zahl zu ihren Werthen hat, ist endlich qp=arg(/»-fqi)

und m=Mod.(/H-oi), so hat man folgende vollkommene .Gleichung:

1) Vp+ 9t = (p+ qif+ßi = E~*W + "
\

d. b. mit Rücksicht auf die zwei ersten Theile dieser Gleichung

:

Jede complexe Zahl, deren (a+ßi)te Potenz p+qi zu einem
1

Werthe hat, ist uoter den Werthen von (p+qi)"*?* enthalten, und

jeder Werth von (p + qiy*W* ist eine Zahl, deren (a+ 0Qte Po-
tenz j>+ et sa einem Werthe hat

Aus 1) darf mau aber nicht schliessen, das«

i

welche Gleichung möglichst unvollkommen wäre.

Ferner ist auch folgende Gleichung eine vollkommene:

2) V (/>+ ot).lu+^=(p +ot)«*/",

und ans dieser kann man jetzt auf die vollkommene Gleichung

i

3) (p + qi) . 1«+/«= [(p + qi)«+ßq«+ß*.

af/Ji

III. Den speziellen Werth T(p + qi)a+P* von \f p + qi stellen

wir durch tV p + qi dar, welcher Ausdruck offenbar noch jeden

Werth jenes Radikals vorzustellen geeignetist

Nach dieser Bezeichnung ist

•*4

$.8. Erklärungen und Lehrsätze.

1) Irgend eine Zahl pl -f- qxi durch eine zweite p + qi \o*

garithrairen heisst, jede Zahl bestimmen, mit welcher />-f qi po~

tcnzirt eine Potenz gibt, die px -f qxi zu einem Werthe hat

Das Ergebniss der Logarithmation wird durch \o^(pl -f-y,0 be-

zeichnet.
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2) Die Gleichung .
•

ist eine vollkommene. Hieraas aber folgt keineswegs, dass auch

eine vollkommene Gleichung ist, obschon p+oi mit jedem Werth

e

von
'ffjfr

potenzirt, eine Potenz erzeugt, unter deren

Werthen sieb auch pl + qxi befindet. Hiogegen ist die Gleichuog

3) Den Quotienten bezeichne ich mit

rr+i<

logfa+oi*).

so dass dieser Ausdruck jede Zahl darstellt, mit welcher p+ o*

potenzirt immer px + qx i gibt, insofern bei dieser Potenzirung st$ts

nur derjenige spezielle Werth heraus gehoben wird, der dem
Index r der Potenz angehört.

<

4) Die Gleichung

, j. * a_ *i |°g(/?i+ft ,'>

'«logÜH + fcO- .log^+^O"

stellt die Erklärung des ersten Theils derselben dar. Diese ein-

deutige Grösse r x
log(j?, + yi0, welche übrigens, so lange lÖr t

und T| nicht bestimmte Zahlen gesetzt sind, noch jeden Werth

von log(;>, -f yjt) auszudrücken vermag, ist offenbar das, womit

p + qi potenzirt, px + q\i gibt, wenn nämlich x der Index des Er-

gebnisses jener Potenzirung ist, d. h. man hat:

5) Wenden wir diese Erklärungen und Lehrsätze auf die

Logarithmen mit der Basis e oder 2,71828.... an, so gelangen wir
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zu folgenden Gleichungen, io welchen mj = Mod.fp, +9,1) und

Ti-arg(p, +y,t):

Dabei ist:

re =Pi+7i*'»

_ toh-f 2T»C2Ttt + yl ) .2^ +^-2^/^
-

l + (2r»)*
+l

l+(2r*)*

6) Wir sehen hieraus, dass jeder Logarithmus eine Funktion

des Logarithmanden, der Basis und zweier von einander unabhän-

gigen Unbestimmten ist, und der früher betrachtete nur von einer

Unbestimmten abhängende \og(p + qi) nicht jeden Werth vorstellt,

mit dem e poteozirt eine Potenz erzeugt, unter deren Werthen
»ich p + qi befindet; wie dies« übrigens auch »eicht schon nua

dem Umstände erhellet, dass E* eben nicht =**, sondern, wenn
x eindeutig, lediglich nur den einzigen Werth von e* ausdrückt,

den die Exponentialreihe 1 j—^ +»•• gibt So ist z. B. —0\fe

oder —
0el ein Werth von ei, mithin J ein besonderer Werth

des Logarithmus von — 0V« in Beziehung auf die Basis e. Aber

1 ist nicht ein Werth von log—0Ve oder von \ + (2y + l)jrt\ wohl

aber ein Werth von log— 0Ve. Es ist nämlich

§.9. Lehrsätze.

Die Begründung der in den folgenden Paragraphen enthalte-

nen Resultate meiner Arbeiten lieiis mich zwei Sätze finden, die

ich hier eben um des Folgenden willen mittheile:

1) Bezeichnen u, 6, e, d eindeutige positive oder negative

ganze Zahlen

;
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c eins gante Zahl über 1, die zum grüssten gemeinschaftlichen

Faktor n der absoluten Werth« von a, 6,c> d.... eine relative Prim-

zahl Ist;

y» Yi> y«» ys- •• j*de derselben eine unendlich vieldeutige Zahl,

die ausser der Noll jede positive und jede negative ganze Zahl

zu ihren Werthen hat:

so ist der Quotient

eine Summe aus zwei Summanden, von welchen der eine unend-

lich vieldeutig, aber immer eine positive oder negative ganze

Zahl oder 0 ist, der zweite Summand aber nur edeutig »st, und

folgende t YVertbe eothält:

0 12 3 t-1
7' 7' 7' 7

2) Bezeichnet a eine positive ganze Zahl;

b eine »deutige Zahl reelle .Zahl mit den Werthen 6t, o,,

6} . . . . bn ;

r eine unendlich vieldeutige Zahl, die 0 und jede positive

oder negative ganze Zahl zu ihren Werthen hat:
»

so ist die Expooentialreibe

(a^) deutig, wo g eine positive n nicht fibersteigende ganze Zahl

bezeichnet.

§. 10.

Wenn man bei der Rechnung mit unendlich vieldeutigen

Grössen stets vollkommene Gleichungen anstrebt, wie sich diess

zur Erzielung richtiger Resultate oft durchaus nicht vermeiden

•) E ist immer wohl xit unterscheiden ron de* Potens

« »

e

die in dienen» Falle unendlich vieldeotig wäre.
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so wird man bald finden, welche grosse Vorsicht die Rech-
v erlangt, und wie unendlich verschieden diese von der Rech-

nung mit eindeutigen Grössen ist. Bezeichnen z. B. y und yt

vieldeutige, hingegen c und e, eindeutige Grössen, so darf

offenbar fttr y—y nicht 0, filr 2y—y nicht y, für ? nicht 1,

42y
y

^ nicht I u. s. f. setzen ; man darf ferner aus der vollkommenen

Gleichung

y + e-=y, nicht auf t= yx — y,

e ,
-= ft „ „ e=Y7i "•«•

Dieser Unistand brachte mich auf den Gedanken, die Rech-
nung mit vieldeutigen Grossen auf eine solche mit eindeutigen zu
reduziren. Die Realisirung dieses Gedankens fährte mich dann
zur Beantwortung der Frage: Wenn man irgend eine vollkommene

Gleichung zwischen vieldeutigen Grossen bat, z. B.

Are. cos(p + qi) + Are. cos (pt -f ^t)

= Arccos [(p+ qi) + qx i)- >f[l-fft+ yOlP-ta + qii)*}~,

wie lässt sich dann jeder spezielle Werth des einen Theils der

Gleichung mit der nötbigen Bestimmtheit herausheben, und wie

kann der herausgehobene Werth dpm andern Theile der Gleichung

entnommen werden? Solche Gleichungen, welche die vollständige

Antwort auf diese Frage geben, will ich gesonderte Gleichungen

heissen.

§. 11. Lehrsätze.

I. Bezeichnen p, q t a und ß reelle Zahlen überhaupt, hin-

x und xx nur positive oder negative ganze Zahlen, 0 nicht

, so hat man die gesonderte Gleichung:

1) t(p + 01*)«+/*'. t t(p+ qi)a t(p + qi)«+ßi+«W . r-r, 1«+/*

,

2) t(P+ qi)«+ß'+aW.= r(p + . t(p + ?t>+M

Die Gleichung 1) zeigt, dass jeder Werth von

(p + qi)«+ßi.(p+qi)a +(l >
t

zugleich ein Werth von
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und arogekehrt, jeder Werth des letztem Ausdrucke*

Werth vorn erstem ist, woraus natürlich folgt, dass

eine vollkommene Gleichung ist. Obschon oun 1) eioe Gleichung

zwischen eindeutigen Grossen ist, so lehrt sie doch dasselbe,

was die Gleichung 3) «wischen unendlich vieldeutigen Grössen;

aber ausserdem zeigt sie, wie die Werthe des ersten Theils von

3) mit Bestimmtheit gesondert werden können, und wie jeder

Werth des ersten Theils von 3) dem «weiten Theii derselben ent-

nommen werden kann. Ferner kann man auf 1) alle Umforraungs-

gesetze für eindeutige Grossen anwenden, während dies« bei 3)

nicht möglich ist. Leichte Folgerungen von 1) sind die Gleichungen:
i

4) ,l^ tlll^a r+flW

7) „•)•+/»-(..+/..«, =

und hieraus wieder die vollkommene Gleichung

:

Anstatt der Gleichungen 3) und 8) gibt Ohm in seinem

System der Math. VIII. p.8. folgende:

deren Richtigkeit aber nicht aufgehoben wird, wenn man von den

zwei unendlich vieldeutigen Zahlen jt und y, deren Werthe 0 und
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jede positive oder negative ganze Zahl sind, irgend eine derselben

=0 setzt» wodurch die Formeln io die von mir berechneten

flhergehen.

II. Bezeichnet a eine complexe Zahl;

p ond q positive oder negative gaaze Zahlen, deren absolute

Wcrtbe px
und qt relative Primzahlen sind;

r und t positive oder negative ganze Zahlen, deren absolute

Warthe r, und »x relative Primzahlen sind

;

t den grossten gemeinschaftlichen Faktor für qx und tt ;

vr, den gräesten gemeinschaftlichen Faktor für die

Werthe von p€±qr nnd qti

so bat man folgende Relationen

:

1) Die Zahl der verschiedenen Werthe von

ist

er?
~

a"

x

2) Die Zahl der verschiedenen Worthe von

ist

3) Die Zahl der den Ausdrücken

af^«* und a«* #

gemeinsamen Werthe ist

xxx

4) Es ist nur dann

^ - - -fc
-

wenn v,=l; wenn demnadi der grffsste gemeinschaftliche Fafcter
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von qx und 4 gleich demjenigen der absoluten Wertbe von

ps±qr und qt ist.

Es ist wohl kaum nothweodig zu bemerken, dass hier ent-

weder durchgehenda nur die oberen Operationszeichen, oder nur

die unteren zu nehmen sind.

Anmerkung. Ohm behauptet in seinem *,,Ge ist der math.
Analysis 1842. p. 133.**, die Gleichung in 4) bedürfe dann schon

einer Correctioo, wenn x nicht I ist. Diess ist nach den obigen

Behauptungen unrichtig, wie übrigens schon die Gleichung

alJ = al

zeigt, die ohne Correction eine vollkommene ist.

§. 12. Lehrsätze.

L Wenn p die Bedeutung der 0, oder einer positiven oder

negativen ganzen Zahl hat und zugleich so bestimmt wird, dass

2/i«+ arg(p + qi) + argfo + qx t)

zu einem Bogen wird, der entweder zsn ist oder zwischen n und

— * liegt, wenn also

1) 2f»j* -f arg(p + qi) -|- arg(p, + qx t)= (n od. zw. n u. — «),

so ist

2) r{p+ • r , + qvi)°+P= r, -»[(P + ¥0 (Pl + ?! 0]«W
SpStere Untersuchungen zwangen mich, Gleichungen von der

Beschaffenheit der 1) aufzulösen. Alan findet bloss ans der Vor-

stellung von arg(/> + <yi) und arg(/j, + in der Zahlebene, dass

in jedem Falte:

3)

f*=W»(g+yi)(i-w)i[*—(;>iV^>V]['~p^i,"Piy]

II. Wenn y eine positive oder negative Zahl oder 0, und

1) 2y*+ arg(/> + qi) - argfo + qx i)= (* od. aw. w u. — «)

,

so ist
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- 2 (i -#)[(£ - ji) (!-?)-('+-^ü^i? <* +e> l-

III. Aus den Gleichungen I. 2) und II. 2) ergeben sich un-

mittelbar die vollkommenen Gleichungen:

+ / p 4 gj y+ßi

Anmerkung. Ohm hat in seinem „Geist der mathem.
Analysis 1842. pag.122." für die Rechnung mit den einfachsten

Werthen der Potenzen (d. b. nach meiner eingeführten Bezeich-

nung solchen Potenzen, deren Index =0 ist) die Gleichungen

aufgestellt:

«*.6*= (a.o)* und £ = g)*-
»

Diese beiden Gleichungen sind nach den Lehrsätzen I. und II.

im Allgemeinen unrichtig, was übrigens schon aus folgendem

Beispiel erbellet: Es ist

0(-l)l= + i und 0(+l)*=+ l.

Es müsste also nach der ersten jener zwei Gleichungen

o(-i)M-D*,

,-*=
0[(-l)(-i)]i=+i

und nach der zweiten

Ä * 1-CäO
1-

sein. Die Lebrs&tze I. und II. geben für diesen Fall:

Digitized by Google



D entler: Ein Beitrag zur Anaiysfs der complexen Zahlen. 385

0(-l)». 0(-l)l=_1li=-l

und

pl*
/ Iii

ü"Fi)i=-.(-

wie es sein soll.

Die beiden Ob mischen Gleichungen sind in dem Falle, da x
eine positive oder negative ganze Zahl oder 0 ist, stets richtig,

in jedem andern Falle aber durchaus nur dann zulässig, wenn für

die erste arg. a-f arg. 6 entweder =n oder dann zwischen n und

— n liegt, und in Beziehung auf die zweite Gleichung arga—arg&

ebenfalls ein solcher Bogen ist, wie aus I. und 11. sogleich klar

wird.

§.13. Lehrsätze.

I. Wenn

m=Mod.(p + qi) und qp= arg.(p + qi),

wenn ferner y reell, aber nicht gebrochen , und zugleich

1) 2yn -f ßlm+ a^lrn -f <p)= (n od. zw. n u. — rc);

so hat man die gesonderte Gleichung:

2) tJtCp+o^+^-'+^W

woraus sich sogleich die vollkommene Gleichung

3) [(p+qi)a+ßi
]
a*+P> i=(p+ 91)W><«i+JiA. I«i+/Ji.

ergibt.

II. Bezeichnet a irgend eine complexe Zahl;

p uod q positive oder negative ganze Zahlen, deren absolute

Wertbe p x und qx
relative Primzahlen sind;

r und t positive oder negative ganze Zahlen, deren absolute

Werthe rx und sx relative Primzahlen sind;

m den grössten gemeinschaftlichen Faktor fiir rx und qx ;

mm x
den grossten gemeinschaftlichen Faktor für px rx

und

qx ix , mithin wii denjenigen für px und *,

;

so hat man folgende Beziehungen:

1) Die Zahl der verschiedenen Werthe von

Theil XXVIII. 2«
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771

2) Die Zahl der verschiedenen Wertbe von

„Sbt=2iiL.

3) Die Zahl der deo beiden Potenzen

Tl fr g .

(ai)* und af- gemeinsamen Werthe ist az •

4) Es ist nur dann

IZ TL

wenn fnl = l; wenn mithin die absoluten Werthe voo p und $

relative Primzahlen sind.

Anmerkung. Ohm behauptet in seinem „Geist der matb.

Anal. pag. 122", wenn wir unsere Zeichen gebrauchen, dass

o\o(p + oi>+/w]«i+*'=o(p+ fifl+M («i+/»«'>.

Dies» ist im Allgemeinen nach dem Lehrsatze I. unrichtig, was
übrigens auch schon folgendes Beispiel zeigt:

Es ist

(-1)»=!, 0U= 1, (_l)i=-l
;

mithin wäre nach der Obm'schen Gleichung

o[(-l)*]* oder l=0(-l)«-*=-l.

Der Lehrsatz I. giebt in diesem Falle y=— 1, und mithin die

Gleichung

0[(-l)«]*= (-l)».i._
1U=l.

Die Ohm'sche Gleichung ist durchaus nur dann richtig,

wenn für y aus der Gleichung

2yn+ ßlm + atp=(n oder zwischen n und —*)

der Werth 0, oder, wenn ßt =0, ein solcher Werth für y gezogen

wird, der, mit ax muitiplicirt, eioe positive oder negative gaoze

Zahl oder 0 als Product erzeugt, welch' letzterer Fall z. B. immer

eintritt, wenn a
t

nicht gebrochen, und eben ßi=0 ist.

Obm sagt in derselben Schrift pag. 134: „Die Gleichung

mix mf*

(o")r= a*r
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ist eine vollkommen richtige und bedarf keioer Correctioo in allen

den besondern Fällen, in denen die Brüche - und - in den klein-
n y

sten Zahlen ausgedrückt sind, und zu gleicher Zeit m und y, des-

gleichen n und p keinen gemeinschaftlichen Theiler mehr haben."

Hierüber mochten wir nur bemerken, das« es in dieser Frage

nach II. 4) nicht auf die Beschaffenheit von n und p ankommt.

So sind s. B.

(ol)*=o und (a*)i=a*

vollkommene Gleichungen, obschon hier it und p den gemeinschaft-

lichen Theiler 3 oder 2 haben.

}. 14. Lehrsätze.

I. Wenn

m= Mod(p + qi) und <p= arg(p-f qi),

wenn ferner yx
und y reell, aber nicht gebrochen, und

2fl«+/3i&»+ a1
(2r»+qp)==(» oder zwischen n und — *),

2yit+ ßlm + a^lxn+ 9?)= (* oder zwischen» und — *);

so hat man die gesonderte Gleichung

:

»iKp + qi)**?*]«^** . toi***

und hieraus die vollkommene Gleichung:

. 1«+/»«= 9i)Ä»+^*]B+^. 1-i-M«'.

II) Bezeichnet a eine complexe Zahl;

p und 9 positive oder negative ganze Zahlen, deren absolute

Werthe pl und 9, relative Primzahlen sind

;

r und * positive oder negative ganze Zahlen, deren ab.«nlote

Werthe rt und «, relative Primzahlen sind;

m den grüssten gemeinschaftlichen Factor filr qx undVr,;

mx den grossten gemeinschaftlichen Factor ßr pt und s,

;
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wo mithin m und mt
relative Primzahlen sind, und mmx der grusste

gemeinschaftliche Factor für ptrx
und qx tx ist; so flndet Folgen-

des Statt:

1) Die Zahl der verschiedenen Werthe von

* p r

(a*)-~ ist =~
tn

•

und die voo

(a')9 ist w i

2) Die Zahl der den beiden Potenzen

P r r p

(ai)« und (a')f

gemeinsamen Werthe ist

mmx

3) Die Zahl der verschiedenen Werthe sowohl von

als auch von

p r p

r p r

(«•)?.!• \at= ql
t

x
.

4) Es ist nur dann

p r r p

wenn m= »t|, mithin m—m
x
= l, wenn also nicht bloss ^ und rXt

Nondern auch px und sx relative Primzahlen sind.

5) Ks ist nur dann

P r, r p r

= (a')fl.l«»

wenn m— 1.

I P

6) Wenn m>l, so gibt es keine Potenz, mit der (a*)f multi-

ti
plicirt ein mit (af)* gleichbedeutendes Product gäbe.

7) #
Es ist in jedem Falle:

p r c r r r
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$.15. Aufgabe.

Die Gleichung

1) yi [y(P -f 7t)«+/*]«'+/M. yj*+ßi

nach f, «i und £<> in ganzen Zahlen aufzulösen.

Auflösung.

Man (Ose die Gleichungen

2) 2^7r+2ce»=(w oder zwischen n und — n),

3) 2f*1 rc-r-/5/r+ a(2y«-f g>)= (» oder zwischen w u. — w),

4) %H + f*i + f* + + Pfr + a(2y* + o>)= (jt od. zw. » u.— tc),

5) /?e0 +i?i(«i+f*o) + («iiS + «i?i)«=-ft^,

6) o£0 + c, (ex + fi©) + (tm,— ßßx)t
=— o,ft— <f

wo r=Mod.(p+90 und aj=arg.(/> -f yi), nach f*, p,, p0 , *» *i» «6

und o in ganzen Zahlen auf. Die Auflösungen dieser Gleichungeo

sind dann die Auflösungen der gegebenen Gleichung und unigekehrt.

Setzt man z. B. in die gegebene Gleichung

f>=3, 9=4, a=*, 0= J, a,=l, &= y=2,

dann 5 fflr «t , 30 für c und —

*

0 , so hat man eine identische

• Gleichung.

Die Aufgabe kann im Allgemeinen nur dann gelost werden,

wenn p t q, «, ß, ax> ßx
und y in bestimmten Zahlen gegeben

sind, dagegen können yx und y0 beliebig gegeben sein, und es

sind von yx und y0 die Zahlen e, ^ und e0 ganz unabhängig.

Die Auflösung dieser Aufgabe involvirt mehrere interessante

Lehrsatze als Spezialitäten.

>

$.16. Aufgaben.

I. Die Gleichung

nach p + qi, und die Gleichung
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2) t(p + yi)«+/«= r.fo +

nach p + qi und t aufzulösen.

Auflösung.

Die Gleichung 1. wird nur dann identisch, wenn man

3) P + qi=(pi .E*W=iPi + fiO-W*

setzt.

Bezeichnet o* irgend eine positive oder negative ganze Zahl

oder 0, so wird die Gleichung 2) nur dann identisch, wenn

4) /> + V*=(Pi+?iO. E^Ji

und

6) x= jl —y

setzt, wo y aus folgender Gleichung zu ziehen ist:

0) 2r*+arg (^i +o10+^^=(»od. zw. u. -*),

ohne Schwierigkeit folgt, dass:

7) Mod. (p+ yO=JB«H^. Mod. + ftt) •

8) • »«-(p-f90»«K-0h + ?i0 + + 2(ti -t)j».

wenn nämlich t, oder, wenn man t=t
1 annähme, die a so bestimmt

wird, dass der zweite Theil der Gleichung 8) zu einem Bogen
wird, der entweder =* jft, oder dann zwischen n und — n liegt.

Man hat z.B. folgende identische Gleichungen:

n [13,l72(cos|J * + «sin- «)]
l+^=„[2(cos^ « + t sin

J

ft
[7(cos| n? + tsin g jt)]l=4(—-7)1.

II. Bezeichnen « und ß, wie oben, eindeutige Grossen, und

hat man die vollkommene Gleichung

(*+yi)«^:=!H<?i,
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so rauss üothwendig

und

*+*=(P+Qtf^

III. Die Gleichung

r(*+yt)-+/«=P-f Qi.

wo a, ß, P und Q eindeutige Zahlen bezeichnen, nach *+jrt
und x aufzulösen.

Auflösung.

Es ist immer

x + yi= £ =„(P+ Qi)=T&

Zur Ermittlung de« * nehme man nun p beliebig reell, nur nicht

gebrochen an, bestimme hierauf in ganzen Zahlen so, dass

und lose eodlicb die Gleichungen

flfh + *)=<>,

a(
l
i
l +x)= o

nach x und 6 in ganzen Zahlen auf. Jeder der auf diese Weise

für x erhaltenen Werthe gehört den für x verlangten Werth en an,

und umgekehrt.
«

$. 17. Lehrsatz.

Die Gleichung

t(j> + <firw= f i (p + ©o* » « '

wird nur dann identisch,

«+ /K=K + A)r,log(p + qi)+ «log 1

wird, wo c beliebig reell, jedoch nicht gebrochen,
werden darf.

Digitized by Google



392 Demier: Ein Beilrag zur Analy&is der comptexen Zahlen

}. 18. Aufgaben.

I. Welche besondere Werthe der (a + ßf)ten Potem von

*+ßi

rV (p+qi). r^KfF

coindiciren mit (p + 91) . Ml
a+ß* ?

Auflösung.

Es sei

1) u[$(p + qi) . Tl = (p -f 91) '#>l*+<".

Zur Berechnung der Werthe von ra lose man nun von den zwei

Gleichungen

2) 2t0»+ 2ti»«+ arg. (p + 91) =s (it od . zw. » u. —n) ,

— [1 Mod.(p + qt)— 20t, Jt] = (jt od. zw. n u. — n) ,

die 2) nach t0 , dann die 3) nach r3 in ganzen Zahlen auf, setze

dann den fflr rs gefundenen Werth in die Gleichungen

4)
*

ß(*i +U + T9)= ßp t

5) «(n+Tjj-f T,)=C/i-f ff

und lose endlich diese zwei letztern Gleichungen nach ra und o*

in ganzen Zahlen auf. Die für ra auf diese Weise erhaltenen

Werthe sind die Auflösungen der Gleichung 1) nach x% , und

umgekehrt.

Setzt man z. B.
r >

/S=rl =f4=0, a=i, p=16;

so wird nach den obigen Gleichungen t8 = 4 und tj=4(l -f- ff),

woraus natürlich folgt, dass nur dann

rttVl6]»= 16 f

wenn t» entweder 0 oder eine reelle ganze Zahl ist, die 4 als

Factor enthält. Diess Beispiel zeigt zugleich, wie nothwendig

die Beibehaltung des ß in der Gleichung 4) ist
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11. Die Gleichung

a+ßi 1

nach fi aufzulösen.

Auflösung.

Man bestimme zuerst t0 , das nicht gebrochen sein darf, so,

2t0« -f arg. (p+ qi) -f 2or1n= (it oder zwischen n a. — «)

wird, nnd löse hierauf die Gleichungen

«*+*b)=fr.:

aj* «(r-f^o) .

+ — a* + /3»

nach fi und ^ in ganzen Zahlen auf. Dadurch gelangt man nur

zu den sämmtlicben verlangten Werthen von fx.

§. 19. Lehrsätze.

I. Wenn p reell, aber nicht gebrochen, und so bestimmt ist,

dass

1) 2f*» -f arg. (p+ qi) + arg.(pt + ©| t)= (« od. zw. « u. — jr),

so hat man folgende gesonderte Gleichungen

:

2) rlog[(p+ qi) {px +^0] = rlog(p + 70 +^log(p! + ftt),

3) r.+ro-zulogtCp + yi) (Pi+ tfiO]= r,log(p+ qi) -f r0log(p, + qt i) ;

und hieraus die vollkommene Gleichung:

4) log [(p + qi) (Pi + ?i0]= log(p + *Q+ logfa + fti).

II. Wenn y reell, aber nicht gebrochen, und so bestimmt

ist, dass

5) 2y» + arg.(p+ qi)— arg. (pt + qg i)= (» od. zw. »u.-»),

so hat man die gesonderten Gleichungen:
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und hieraus die vollkommene Gleichen?

log^rlb= ,og(p

+

«°
"~"

,0g(Pl

+

»

Anmerkung 1. Ohm hat in seinem „Geist der math.
Anal. 1842. pag. 117'% weoo wir unsere Bezeichnung beibehalten,
das StattBnden folgender Gleichungen behauptet:

Ml<P+ 9)(Pi +0iO]= olog(p + qi) + 0iog(pt + fti),

Diese beiden Gleichungen sind aber nachl. und II. unrichtig»
wie diess auch schon folgendes einfache Beispiel zeigt Es ist

0log(— l)=m und olog(+l)=0.

Setzt man nun in den Ohm'schen Gleichungen

9= 91=0 und p=pl =:—l,

so findet sich:

olog[(-l)(-l)] oder 0=olog(-l)+ olog(-l) oder 2»*,

+ 1
0log—

x
oder **«= 0logl—Olog(-1) oder

Die obigen Lehrsätze l.und II. aber geben in diesem Falle f»=—

1

und y= + l, mithin:

0log[(-l)(-l)]= 0log(~I)+ 0log(-l)+ >
1 Iogl=2m-2« >

+

1

Olog—j

=

0log 1—0|0g(—1) + 1 logl=—jri+ 2sri.

Von den O hm'schen Gleichungen ist die erste durchaus n ur dann
richtig, wenn arg^+otj+arg^+qt i) ein Bogen ist, der entweder
s=ft oder dann zwischen n und —n liegt, und die zweite, wenn
arg(/> + qt) — &rg(p

l + Oi$ ebenfalls ein solcher Bogen ist.

Anmerknng2. So wenig man aus der Gleichung 8) schlies-

sen darf, dass im Falle p+ 9*=Pi + Gleichung Statt fiode:

log1=0; ebenso wenig geht aus 4) die Gleichung log(p*f qtf*= 2 \og{p+qi) hervor. Die sämrötlichen Werthe des zweiten

Theils dieser Gleichung sind zwar auch Werthe des ersten Theils.
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aber nicht umgekehrt. So ist z. B.v wenn y eine unendlich viel-

deutige Zahl darstellt, die 0 und jede positive oder negative ganze

Zahl zu ibreu Werthen hat, jeder der unendlich vielen Wertbe
des Ausdrucks iyxi ein Werth von log(— l)

a
; aber auch nicht

einen einzigen von allen diesen Werthen vermag 2log(— 1) zu geben.

§.20. Lehrsätze.

I. Wenn p reell, aber nicht gebrochen, und so bestimmt

wird, dass

1) 2tin+ßl\\od.(p+qi)+a[2Tln+arg(p+qi)]= (itod.zw. nu. —»),

so hat man die gesonderten Gleichungen:

2) ,log„(p + V*)
8+<M= («+0Or1

Iog<p + gi) + r*Jog 1,

3) (« + ßi)r,log (p+ fi)=-yog Tl(p +

Aus der 2) folgt dann die vollkommene Gleichung:

4) log(p + ?Oa+'w= («+ 0Olog(p + q() + logl.

II. Aus I. ergeben sich folgende bemerkenswerthe Speziali-

täten. Wenn

1) 2f*i» + m ß*i* + ar8-Ö»+ f0]= (» od. zw. n u.—n) ,

wo m aber nur eine positive oder negative ganze Zahl bedeuten

darf; so ist:

und hieraus bei derselben Bedeutung von m:
#

3) logV*(p + qi)=^ log (p+ fi).

Wenn ferner

4) 2fio* + ~ [2r, n + arg. (p + ot)»] = (* od. zw. * u. - *),

wo wieder m nur eine positive oder negative ganze Zahl bedeu-

tet; so ist:

5) r t+mMt)H(P+ <PT=Wrlog r.V'dp-fyOP

-
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und hieraus

6) log(p -f qiy*=m logVCp + oi)".

So \stz. B. log3a=2logV35=2log(±3) und tiicht=2log3, da
sfimmtliche in dem Ausdruck /9+2(2y -f l)m enthaltenen Wertbe
nur Werthe von iog3» nicht auch zugleich von 2log3 sind.

In dem besondern Falle , da a ein positiver oder negativer

Schter Bruch, findet immer auch die Gleichung Statt:

7) olog0(p + qi)a= «o log (P+ f**)-

Anmerkung. In „Ohms Geist der math. Anal. 1842.

p. 122" findet sich, wenn wir unsere Bezeichnungsweise gebrau-

eben, die Gleichung behauptet:

olog0(p + 90
a+^= («+Wog(p

+

qi).

Diebs ist unrichtig. Setzen wir z. B.

p=—e=— 2,718...., 9=0=0, c=2;

60 findet man aus dieser Gleichung:

olog(-e)» oder 2=20log(-e)=2(l+*i).

Die obige Gleichung I. 1) aber gibt in diesem Falle p=— 1, und
hernach die Gleichung I. 2):

0log(- e)»= 2olog(- e) + _.log 1 = 2(1 + ni)- 2m.

Die Ohm'sche Gleichung ist durchaus nur dann richtig,

wenn ßlMod(p + qi)+ aarg(p + qi) entweder =jt, oder dann

zwischen » und —n liegt.
»

§.21. LebrsStze.

I. Wenn

r.logfo + ?i9= y.log(pi + ?i0.

so muss nothwendig

*t— yt _ /Mod.(p1 -f y1t)^2Ti»+ arg.(pl +
t—y

~~ /Mod. (p+ ?0 2r*+ arg. (p -f 91)

sein. In dem besondern Falle, da

*i s5 *= a^(Pi + 9iO=0,
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/

rauss

/Mod.(p
t -f-foi) 21

/Mod.(p -f </i)
~~

y

sein. Die Gleichung 2) drückt hier die Bedingungen aus, unter

welchen die beiden Indices eines Logarithmus hei constantem

Werthe desselben eine Aenderung verstatten.

II) Wenn P eine reelle Zahl bezeichnet, so ist von den

zwei Gleichungen

1) y,iog(Pi+7i*)=^
<>\ P_ *Mod-fa+gifl _ 2rl

ac+ arg.(p1 + ql i)

Z; ^— /JVlod.(/> + qi) ~ 2y«+arg.(p + yi)
'

jede eine Folge der andern.

III. Von den drei Gleichungen:

fV Mod.(/> + yi) - /Mod.(p, + y, fl— Qarg.fr
2) y= tJ

-

Q
,

^ (/»+Q*)/Mod.(p+ yQ-ZMod.^ + yi)-Qarg.fr1 +y1Q

ist die erste eine Folge der zwei übrigen, und umgekehrt.

Anmerkung. Mit Hülfe der zwei letztern Lehrsätze kann

leicht untersucht werden, ob eine gegebene Zahl ein Werth von

einem durch den Logarithmanden und die Basis gegebenen Lo-

garithmus ist. So findet man z.B., dass 0,0247....— 0,155.. ..t

zwar nicht ein Werth von löge, wohl aber von löge, und zwar

der spezielle Werth 0 '0g« »st«

§.22. Lehrsätze.

I. Wenn p reell, aber nicht gebrochen, und so bestimmt

wird, dass

1) 2(in+ arg. (pk + qx i) + arg.(p» + q%i)= (» od. zw. « u. — n) ,

so hat man die gesonderten Gleichungen

:
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2) •.K[(^i+7i0(f»t+W
,

)]=»,log(p1+^0+ /
Jog(^+^0,

«

= r>g(pi + 9l t) + y,log(Pl + 9,0

,

»

und aus dieser letztem die vollkommene Gleichung:

ö) log[(?i +fc0(/*+ 9.0]= log(p
1 + fcf) +log(p,+^.

II. Wenn f reell, aber nicht gebrochen ist, nnd so bestimmt

1) 2£*+ arg. (p, + qx i)— arg.fo + ytt)= (n od. *w. * u. — *),

so hat man die gesonderten Gleichungen

:

TM ff1 .

2) *>g^+-^7= *. !°8(Pi+ViO---clog(pa+^i)»

= r 4log(pi + 9i0- yilog(pt + 0»i),

4) '^^0«S+^ 5='>^i +9i0-y>g(p,+o^);

nnd hieraus die vollkommene Gleichung:
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Denkler: Ein Beitrag %ur Analyst» der complexen Zahlen.

Zusatz. Die Weglassang des r aus den Gleichungen I. 5)

und IL 5) würde diese Gleichungen in unvollkommene verwandeln;

die Ausdrücke rechts vom Gleichheilsseichen hätten dann unend-

lichmal mehr Werthe als die links. Eine brauchbare vollkommene
• « a

Gleichung zwischen log(aö) oder log^ und den beiden Zahlen

« e

loga und log6 wird wohl kaum existiren.

Anmerkung. In Ohra's „Geist der math. Anal. 1842.

pag. 126" findet man zwei Lehrsätze, die in unsern Zeichen sich

durch folgende Gleichungen darstellen lassen:

op+7» *+«« irf*«

ologlfa + 0iO \P% + 9tO]=o">g(Pi + 9i0 +o'°g + 9*0»

log
j£+y»«'

=oiog5T+9i0—oi°g(/£ + fri).

Für den Fall, da = *= 2»718...., fanden wir diese Gleichungen

schon im {.19. im Allgemeinen unrichtig. Richtig wird die erste

nur in dem besondern Falle, da arg. (/>+ gi) -f arg.(pt + qx i) ein

Bogen ist, der entweder gleich it oder dann zwischen n und—%
liegt, und die zweite jener zwei Gleichungen nur dann, wenn

arg(p|-f 9]t)—arg(pa -f ^jt) ein Bogen von derselben Beschaffen-

heit ist.

$.23. Lehrsätze.

L Wenn p reell, aber nicht gebrochen, und so bestimmt

wird, dass

1) 2fi*+ /J/Mod. ipt + *i0+ a[2y*+ arg. + *Q]

= oder zwischen n u. — »)

,

so hat man die gesonderten Gleichungen

:

2) dogy(pi+910^ («+Wog (ft+ fiO + c*>g i

,

fS+ff fS+91

3) K-e-r /WVogCft +OiO^og^ +

Dio erste dieser zwei Gleichungen gibt sofort die vollkommene

Gleichung:
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400 Densler: Ein Beitrag zur Analptis der eomplexen Zahlen.

4) log (Pl + 9li)«+ß<= («+ /JO log (p, -f o, t) + log 1.

11. Folgerungen von I. sind folgende Sätze:

Wenn

1) 2ft» + ~ [2y*+ arg. (;>. + qrf) = (* od. zw. »d.-jt),

wo m aber nur eine positive oder negative ganze Zahl bedeuten

darf; so ist

2) clogyV^T9TÖ= - • y+mcC+zologCpi+fti),

und hieraus bei derselben Bedeutung von m:

p+?«
m

1 p+ii
3) logV (p, +^0= - • logfo -f o,i).

Wenn ferner

1

4) 2f»«+ - [2y* + arg.(pt + gii)m ]= (» od. zw. * u. — n),

wo wieder m nur eine positive oder negative ganze Zahl bedeutet,

so ist:

TP+9<

rP+»' *»

5) y+«(C+A*) |Og(Pi + 9lO"
, =»«clogyV

r

(pi\qX i)
m

,

und hieraus:

p+»<
B

*
6) log + yi t)

m = m logV 0»! fOit)" •

In dem besondern Falle, da et ein positiver oder negativer

ächter Bruch ist, findet stets auch folgende Gleichung Statt:

olog0(p + qt)a = «olog(p + qi).

Anmerkung 1. Wenn in 1. 4) die t weggelassen würden,

so erhielte man eine Gleichung, bei der zwar sftmratliche Werthe
des ersten Theils auch zugleich Werthe des zweiten Theils wären,

hingegen unendlich viele Werthe des zweiten Theils sieh alsdann

nicht unter den Werthen des ersten Theils befänden.
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Anmerkung 2. 1d Ohms „Geist der math. Anal. 1842.

pag. 126." findet sieb , wenn wir unsere Zeichen beibehalten

:

olog$,

+

1iV+f= (« + ßi) ,log(p+ Ii).

Diese Gleichung ist durchaus nur in dem besondern Falle

richtig, da [ß/Mod.fpi-l-ftQ-f ar&*(Pi"T0iO] entweder =«, oder dann

zwischen n und — n liegt. Uebrigens haben wir för den Fall, da

p+ei=e=2,718...., die Unrichtigkeit dieser Gleichung schon im

j. 20L bemerkt.

{. 24.

Die logarithmisebe Reihe (p+qi)—i(p+tip+l(p+li)*—....
gibt in den särarotJichen Fällen ihrer Convergenz den speziellen

Werth 0log(l voi* log(l+j>+ffQ» w** leicht daraus ge-

folgert werden kann, dass die binomische Reibe für

so oft sie comrergirt, den besondern Werth

o(l+P+f

und die Ezponentialreihe Ef+t* den speziellen Werth o*** von

eH-* ausdrackt

Die Fortsetzung dieser Mittheilung behalte ich einer späteren

Gelegenheit vor.

> »

«

•

* *

n r

Theil XXVTU.
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402 Ker%: üeber die Aufgabe, einen Kreii tu beschreiben.

.Vi <;\
••'

•

r- . • *
' ii i-: *t ** i 1 1'

*"

,
' T ' • * O *» l*Vi • . , . I

I .
' ' . '

1
' .

:
* •

' ••:
' .

•

i". .. . ii I«. .«»» w ! , ^ 1

,

.1,':

Ueber die Aufgabe, einen Kreis zu beschreiben, wel-

cher drei gegebene Kreise berührt

- ••
i »

i

'

' •

1
' • •

•* •

Herrn FerdinetHd Rcttj * *

Rittmeister in ii* Grössnerfögi: HcssrscAen Gendarmerie wÜirraWtdt

»

Dritte Abtheilun g*).

: < ;
i

* •

Es ist in der zweiten Abtheilung dieser Abhandlung geseilt

worden, wie sämmtJichc Berübrungsau (gaben, bei welcheji ea sich

am die Berührung dreier gegebener Stücke (Kreide,, gerade.Linien

und Punkte) handelt, sich auf die Aufgabe, einen Kreis zu be-

schreiben, welcher drei gegebene Kreise berührt, zurückführen

lassen und wie also diesen sämmtlichcn Berührungsaufgaben eine

und dieselbe Auflösung zukommt.

Es besteht indessen noch eine Klasse von Aufgaben, bei

welchen die Berührung nur zweier gegebenen Stücke (Kreise,

gerade Linien und Punkte) sfalf finden soll, aber als dritte Be-

dingung das Verlangen gestellt wird, dass der Mittelpunkt des

zu berührenden Kreises in einer gegebenen geraden Linie liege.

Den Zusammenhang dieser Klasse von Aufgaben mit der Haupt-

aufgabe nachzuweisen ist der Zweck dieser dritten Abtheilung.

•) Fortsetzung Ton Thl. XXVI. Nr. Will. S. 266.— S. 293. Alle so

dieser dritten Abtheilung gehörenden Figurentafeln Taf.VlI. bis Taf. X.

sind mit „Ken" bezeichnet, und die Figuren auf denselben ohne Unter-

brechung von Fig. 1. bis Fig. 12. gezählt.
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welcher drei gegebene kreise berührt. 3. Abtheil. 403

§. 92.

Da wir bisher von der Betrachtung ausgingen, dass der Punkt

ein Kreis von unendlich kleinem Halbmesser und die gerade Linie

ein Theü einer Kreislinie von unendlich grossem Halbmesser sei,

die gerade Linie aber von einem Kreise, dessen Mittelpunkt einer

ihrer Punkte ist, rechtwinkelig geschnitten wird; so wird die er-

wähnte Klasse von Aufgaben in ihrer Allgemeinheit sich folgen-

dermassen ausdrücken lassen:
•

Gegeben sind drei Kreise ; man soll einen Kreis beschrei-

ben, der zwei der gegebenen Kreise berührt und den

dritten rechtwinklig schneidet;

und es soll diese Aufgabe in Bezug auf gleichartige und ungleich-

artige Berührung abgehandelt werden.

{. 93.

Berührt ein Kreis m'QXP) (Taf. V. Theil XXIV.) zwei andere

Kreise At und m gleichartig und schneidet zugleich einen dritten

Kreis a*) rechtwinkelig; so ist dieser dritte Kreis a der äussere

Aehnlichkeitskreis (§. 18. 1.) zu einem der gleichartig berührten

Kreise M und einem andern Kreise fft, welcher ebenfalls von
dem Kreise WCHT2

) gleichartig berührt wird.

Oer Beweis dieses Satzes folgt leicht aus §. 11.

>£•..• §. 94.

i .: . . .

Zur Auflösung der in §.92. gestellten Aufgabe kannte man
daher för gleichartige Berührung zweier gegebenen Kreise M und

m denjenigen Kreis 9Ä als Hülfskreis aufsuchen, für welchen in

Beziehung auf einen der zu berührenden Kreise M der gegebene

und rechtwinkelig zu schneidende Kreis a der äussere Aehnlich-

keitskreis ist, und dann diejenigen Kreise (BT und UP) bestimmen,

welche die drei Kreise M, m, 9W gleichartig berühren.

') WaR fn dieser dritten Abtheilunp vom Kreise a getagt wird, ist

dorchgehendn auch für den Kreis A göltig, so das« überall, unbeschadet

der Symmetrie der Buchstaben, A für a geschrieben werden kann.

27»
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404 Ker%: Leber die Aufgabe, einen Kreis zu beschreiben,

§. 95.

Für drei Kreise, M, m und a (Taf.V. Theil XXIV.), von wei-

chen zwei, M und m, von einem dritten Kreise UV (Vit*) gleichartig

berührt und der dritte a rechtwinkelig geschnitten werden, kann

daher die gerade Verbindungslinie a9l des Mittelpunktes a des

rechtwinkelig geschnittenen Kreises und des äusseren Aehniich-

keitspunktes % der gleichartig berührten Kreise M und wi, in

Uebereiustimmung mit dem Vorhergehenden, die äussere Aehn-
lichkeitsaxe ($.18.3.) genannt werden.

Und ebenso heisse die Linie gleicher Potenzen O'O" (Taf.

V. oder 0,0„ Taf. VII. Th. XXIV.) des rechtwinkelig geschnit-

tenen Kreises a und des, zu den beiden gleichartig berührten

Kreisen M und m gehörigen, äusseren Aehnlichkeitskreises %
(§. 11. 1.) die äussere Axe (§. 18.3.).

§. 96.

Es folgt leicht:

Ist der Halbmesser des rechtwinkelig zu schneidenden Krei-

ses a unendlich gross, soll also der Mittelpunkt des zu beschrei-

benden Kreises in einer gegebenen geraden Linie a'a" liegen

(Fig. 4.); so ist, für gleichartige Berührung, die äussere Aehnlich-

keitsaxe oft die von dem äusseren Aehnlicbkeitspunkt 91 der zu

berührenden Kreise M und m auf die gegebene Gerade a'a" ge-

fällte Senkrechte, und die äussere Axe 0'0"{O,0J fällt mit der

gegebenen Geraden a'a" zusammen.

Der Durcbschnittspunkt O der äusseren Aehnlichkeitsaxe all

mit der gegebenen Geraden a'a" ist daher der Hauptpunkt
aar äusseren Aehnlichkeitsaxe. (j. 18. 5.)

{.97.

Für ungleichartige Berührung möge folgende Betrachtung

vorausgehen

:

Es wurde (in §. 62.) der leicht zu erweisende Satz aufgestellt,

dass derjenige Kreis, welcher die Peripherien zweier inneren

Aehnlichkeitskreise J und 3 halbire» zugleich den zugehörigen

äusseren Aehnlichkeitskreis a rechtwinkelig schneide, und dass

der Mittelpunkt dieses den äusseren Aehnlichkeitskreis rechtwin.
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welcher drei gegebene Kreise berührt. 3. Abtheil. 405

kelig schneidenden Kreises immer ein Punkt der Linie äqoidiffe-

renter Potenzen, Q,Q,„ sei, welche zu den beiden inneren Aehn-

lichkeitskreisen, J und 3, gehöre.

Nennen wir eine Linie Q,Q„ (Fig. 1) von der Eigenschaft,

das«, wenn man von irgend welchem ihrer Punkte Qf eine Tan-

gente an einen Kreis a legt und mit dieser Tangente als Halb-

messer aus Q' als Mittelpunkt einen Kreis beschreiht, durch

diesen Kreis zugleich die Peripherie eines zweiten Kreises 3
balbirt wird, die Linie differenter Potenzen des recht-
winkelig geschnittenen Kreises a in Bezug auf den
balbirten Kreis 3.

S. 98.

Sind zwei Kreise a und 3 (Fig. 1 ) gegeben ; so findet sich

die Linie Q,Qt ,
differenter Potenzen des einen Kreises a in Be-

zug auf den andern Kreis 3 leicht durch folgende Construction

:

Man errichte auf dem Endpunkte d' irgend eines Durchmessers

d'd" des rechtwinkelig zu schneidenden Kreises a eine Senkrechte

dfk und auf irgend einem Durchmessers JD'D" des andern Krei-

ses 3 im Mittelpunkte eine Senkrechte 3&, mache d'

(=2)"Jt), beschreibe aus den Mittelpunkten der respectiven Kreise

a und 3 mit a£und 3^t Kreisbogen, welche sich in Q" schneiden,

und fülle durch diesen Schneidungspunkt Q" auf die Centrale o3

die Senkrechte Q,Q„\ eo ist diese die verlangte Linie differenter

Potenzen des einen Kreises a in Bezug auf den andern Kreis 3.

§. 99.

Lässt man den Halbmesser bald des einen, bald des andern

Kreises, bald beider Kreise unendlich ab- und zunehmen; so er*

geben sich fflr die Linie differenter Potenzen leicht folgende Sätze:

1) Die Linie differenter Potenzen eines Kreises (oder eines

Punktes) in Bezug auf einen Punkt fallt mit ihrer Lioie

gleicher Potenzen zusammen.

2) Die Linie differenter Potenzen eines Punktes in Bezug
auf einen Kreis fällt mit ihrer Linie aquidiffereotec Po-
tenzen zusammen.

3) Die Linie differenter Potenzen einer geraden Linie in

Bezug auf einen Kreis (oder eioen Punkt) fallt mit der

geraden Linie zusammen.
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406 Ker%: üebtr die Aufgabe, einen Kreis %u beschreiben,

4) Die Linie difTerenter Potenzen eines Kreises (oder eines

Punktes) in Bezug auf eine gerade Linie fällt unendlich

weit weg.

fi.
100. , ,

Denkt man sich (in Taf.VI. Th. XXIV.) zu den Kreisen M
und 2Ä den äusseren Aebnlichkeitskreis a gezogen , so fliesst aus

{, 97. leicht folgender Satz

:

Beröhrt ein Kreis HI8 (HI4) zwei andere Kreise M und m un-

gleichartig und schneidet zugleich einen dritten Kreis ä recht-

winkelig; so ist dieser dritte Kreis a der äussere Aehnlichkeits-

kreis zu einem der ungleichartig berührten Kreise M und einem

andern Kreise 9R, welcher von dem Kreise UP (BT4) mit dem be-

rührten Kreise M gleichartig berührt wird.

•

§. 101.

Zur Auflösung der in $.92. gestellten Aufgabe konnte man
daher fÖr ungleichartige Berührung zweier gegebenen Kreise M
und m denjenigen Kreis & als Hülfskreis aufsuchen, für welchen

in Beziehung auf einen der zu berührenden Kreise M der gege-

bene und rechtwinkelig zu schneidende Kreis a der äussere Aehn«

lichkeitskreis ist, und dann diejenigen Kreise (BT8 und HI4) be-

stimmen, welche den einen der zu berührenden Kreise M und

den Halfskreis SR gleichartig, den andern der zu berührenden

Kreise m aber ungleichartig berühren.

§. 102.

Für drei Kreise M t m und a, von welchen zwei, M und m,

von einem dritten Kreise Bls (W4) ungleichartig berührt und der

dritte a rechtwinkelig geschnitten werden, kann daher die gerade

Verbindungslinie <z3 des Mittelpunktes a des rechtwinkelig ge-

- schnittenen Kreises und des inneren Aebnlichkeitspunktes 3 der

ungleichartig berührten Kreise M und m, in Uebereinstimmung

mit dem Vorhergehenden, die innere Aehnliehkeitsaxe
(§.18.4.) genannt werden.

Und ebenso heiese die Linie differenter Potenzen Q,Q„ des

rechtwinkelig geschnittenen Kreises «, in Bezug auf den, zu den
beiden ungleichartig berührten Kreisen M und m gehörigen, inne-

ren Aehnlichkeitskreis 3, die innere Axe ($. 18.4.).
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i §. 103.' ' i*

Es folgt leicht:

Ist der Halbmesser des rechtwinkelig zu schneidenden Krei-

ses a unendlich gross, soll also der Mittelpunkt des zu beschrei-

benden Kreises in einer gegebeneo geraden Linie a'a" Hegen,

(Fig. 5.)» so ist, für ungleichartige Berührung, die innere Aeho-

lichkeitsaxe u3 die von dem inneren Aeholichkeitspunkt 3 der zu

berührenden Kreise M uud m auf die gegebene Gerade a'a" ge-

fällte Senkrechte, und die innere Axe Q,QU fallt mit! der gegebe-

nen Geraden a'a" zusammen.

Der Durehschnittspunkt Q der inneren Aehnlicbkeitsaxe a3

mit der .gegebenen Geraden a'a" ist daher der Hauptpunkt
der inneren Aehnljchkeitsaxe (§. 18.&).

§. 104.
I •

Aufgabe. Es sind drei Kreise AT, m, a gegeben (Fig. 2);

man soll einen Kreis DI beschreiben, der die beiden ersteren

Kreise, M und »» gleichartig berührt find den .totsten Kreis a

rechtwinkelig scbueidet.

»I
. » ' w

Auflösung. Man bestimme:

1) die äussere Aehnlicbkeitsaxe a%. (§. 95.);

2) den äusseren Aehnlichkeitskreis 91, welcher den gege-

benen Kreis a entweder schneidet/ (wie in Fig. 2.), oder

i nicht schneidet. < ,
* * • • *

Schneiden sich beide Kreise % und a 4 so hat man
in der geraden Verbindungslinie O'Q" ihrer Schnei-

dungspunkte O' und O" bereits die äussere a\xe.

Schueiden sie sich nicht, so ergiebt sich die äussere

Axe als Linie gleicher Potenzen (O
t
O

lt)
des äusseren

Aehnlichkeitskreises 91 und des rechtwinkelig (tu schnei-

denden Kreises a (§. 95.).

3) Im ersteren Falle suche man zu einem der Durchschnitts-

punkte Of (ü") and einem der zu berührenden Kreise

die Linie gleicher Potenzen; se ergiebt sich als

„,i Dorrchschmttspunkt dieser Linie mit der äusseren Aehn-

UebkeiUaxe a% 4er Pol p(P) der' Berührungspunkte.

(S. 18. 10.) i

Digitized by Google
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Im letaleren Falle lege man aus dejn Hauptpunkte

O der äusseren Aehnlicbkeitaaxe a% entweder an den

rechtwinkelig zu schneidenden Kreis a oder an den

äusseren Aehnlichkeitskreis 91 eine Tangente, beschreibe

i. mit derselben als Halbmesser aus dem Hauptpunkte ö
einen Kreis* den Hauptkreis der äusseren Axe (§. 1Ä. 7*),

und bestimme zu diesem und einem der zu berührenden

Kreise m(ßi} die Linie gleicher Potenzen; so ergiebt

sich als Durchschnittspunkt dieser Linie mit der äusseren

Aehnlichke'rtsaxe a% der Pol p(P) der Berührungspunkte.

(§. ia ia)
* .4

4) Aus dem gefundenen Pole p(P) beschreibe man mit einer

an den betreffenden Kreis m(M) gelegten Tangente pb'

(=pb*){PB'(=PB*)) als Halbmesser den Bestimmung-

kreis der Berührungspunkte; so ergeben sich letztere

als Durchschnittspunkte b' und 6* (B* und B*) beider

Kreise p und m (P und M).

5) Durch die gerade Verbindungslinie der gefundenen Be-

rührungspunkte 6' und 62 (B' und ß2
) mit dem Mittel-

punkt des zugehörigen Kreises m(M), resp. deren Ver-

längerung, ergeben sich als Durchschntttspunkte mit der

äusseren Axe O'O" (oder 0,0„) iwei Punkte OT und

Hl*, welche die Mittelpunkte zweier Kreise sind, die

beide der Aufgabe genagen.
* r. j

$. 105.

Aufgabe. Es sind drei Kreise M, m, a (Fig. 3.) gegeben;

man soll einen Kreis TU beschreiben , der die beiden ersteren

Kreise M und m ungleichartig berührt und den letzten Kreis a

rechtwinkelig schneidet.
•

Auflosung. Man bestimme:

1) die innere Aebnlichkeitsaxe «3; (§. 102.);

2) den inneren Aehnlichkeitskreis 3 und die Linie {Q,Q„)
differenter Potenzen des gegebenen Kreises a in Bezug

auf den inneren Aehnlichkeitskreis 3 «$. 97. u, 98.); so-

dann den Hauptkreis Q der inneren Aebnlichkeitsaxe,

welcher den gegebenen Kreis a rechtwinkelig schneidet

und die Peripherie des inneren Aebnliehkeitskreisee 3
halbirt.
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3) . 2a diesem* Hauptkreis <? der inneren Aebnlichkeitsaxe

' und «10001 der su berührenden Kreise Jf(*t) Sache man
die Linie gleicher Potenzen; so ergiebt deren Durch-

schnitt BHp*), mit der inneren Aefanlichkeitsaxe o3 den

Pol der Berührungspunkte. .
•

,

4) Ans dem gefundenen Pol PI
(p

I
) beschreibe man mit

einer an den betreffenden Kreis iV(m) gelegten Tangente

P'B*(=:PtB*)(p*b*(^p'b*)) als Halbmesser den Be-

stimmungskreis der Berührungspunkte; so ergeben sich

letztere als Durchschnittspunkte ß* und B* (o* und b*)

beider Kreise P* und M (p' und m).

5) Die durch die gerade Verbindungslinie der gefundenen

Berührungspunkte B*(b*) und B*(64) mit dem Mittel-

punkte des zugehörigen Kreises M(m), resp. deren Ver-

längerung, ergeben sich als Durchschnittspunkte mit der

inneren Axe Q,Q„ wei Punkte MI1 und JK4, welche die

~u Mittelpunkte zweier Kreise sind, die beide der Aufgabe

genügen.

§.106.

Aufgabe. Es sind zwei Kreise M, m und eine gerade Linie

a'a" gegeben (Fig. 4.); man seif einen Kreis Bf beschreiben, der

die beiden gegebenen Kreise gleichartig berührt und dessen Mit-

telpunkt in der gegebenen geraden Linie liegt.

Auflösung» Man bestimme:

1) die äussere Aebnlichkeitsaxe a% (8.96.);

2) den äusseren Aehnlichkeitskreis % welcher die gegebene

gerade Linie a'a" entweder schneidet oder nicht schneidet
v

3) Im ersteren Falle bestimme man zu einem der Durch
scbnlttspunkte (/(O") und einem der zu berührendes

Kreise M(nt) die Linie gleicher Potenzen ; so ergiebt

sich als Durchschnittspunkt dieser Linie mit der Susse-

ren Aehntichkeitsaxe oft der Pol P(p) der Berührungs-

punkte des Kreises M{m).

Im letzteren Falle lege man aus dem Hauptpunkte

O der äusseren Aehnlicbkeitsaxe eine Tangente an den
äusseren Aehnlichkeitskreis % beschreibe mit derselben

als Halbmesser aus dem Hauptpunkte einen Kreis, den
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zu diesem find einem der au berührenden Kreise M(m)
die Linie gleicher Potenzen; so ergiebt sich als Durcb-

schnittspunkt dieser Linie mit der äusseren Aehnlichkeits-

1» «« der P(p) der zu dem Kreis jtf(Nl) gehörigen

Berührungspunkte.

4) Ans dem gefundenen Pol P(p) beschreibe man mit einer

an den betreffenden Kreis lf(ro) gelegten Tangente

ZWO!*»**) {pb' (^pb*)) als Halbmesser den Bestim-

mnugskrets der Berührungspunkte; so ergeben sich letz-

tere als Durcbsehnittspunkte B' und B* (6
r und b*)

beider Kreise P und M {p und m).

6) Durch die gerade Verbindungslinie der gefundenen Be-
• ithrungspunkte # und B* (b' and o») iriit dem Mittel-

punkt des zugehörigen Kreises jtf(m), resp. oberen Ver-

lagerung, ergeben sich als Durchschnittspunkt« mit der

gegebenen Geraden <rV' swei PunkteW «od DP, welche

die Mittelpunkte «freier Kreise sind, die beide der Auf-

gabe genügen.

§. 107.

.. Sind die Halbmesser der gleichartig zu berührenden Kreise

üf und. st (§. 106.) -einander gleich, (Fig. 10.); so fällt der äussere

Aejinlkhkeitsfmnkt % und somit die äussere Aehntichkeitsaxe oft

unendlich weit weg ({j. 34,), der äussere Aehnlichkeitskreis ,%
wird eine gerade Linie WW , steht in der Mitte 3 der Centrale

Mm senkrecht auf dieser (§.44.) und schnellet entweder die ge-

gebene gerade Linie a'a" in dem Punkte O' (der Schneidungs-

punkt O' fällt in a'a" unendlich weit weg), oder schneidet sie nicht.

Im ersteren Falle fällt der Pol P(p) der Berührungspunkte,

als Durchschnittspunkt der zu dem Punkt O' und dem Kreise

Mim) gehörigen Linie .gleicher Potenzen mit der -äusseren Aebn-

•ichkeitsaxe (AL, unendlich weit weg, die Tangenten PB*(=PB*)
(p6*(t=p6*)) ergeben sieb als, auf den Endpunkten. B' und B*
<6* und «•) des in der Linie f>M (0/et> liegenden Durchmessers

#£»(A'&») senkrecht stehende Linien PB>, PB*(pb; Pb*), und

der in die gerade Linie PP^ip'p") übergehende Bestimmungs-

kreis P(p) lallt daher mit O'M(O'm) zusammen. Daher ergeben

sich die Berührungspunkte J5*, B* (6', b*) als üurenschnittspunkte

der Linie OMiO'm) mit dem gegebenen Kreis M(m).

Hieraus folgt forner, dass der Sehneidnngspunkt O' des äus-

seren Aehnlichkeitskreiees töH" und der gegebenen Geraden a'a"
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welcher drei gegebene Krelte berührt 3. AbtheU. 411

gleichzeitig den Mittelpunkten 'Vi' und; (§.106.) derjenigen

Kreise entspricht, welche beide der Aufgabe genfigen»

• • • •»ul ,»< «..t»i i. i - • i

Steht die Centrale Mm zweier Kreise von gleichen Halb-

messern senkrecht auf der gegebenen Linie a'a", so schneiden

sich Hie gegebene Gerade a'a" und der äussere AehnlichkeitskreisW (§.107.) nicht (Fig. II ). tt»< IftMt sich da« leicht zeigen,

dass die in der gegebenen Geraden a'a" liegenden Mittelpunkte

BT und HI* der zu beschreibenden Kreise unendlich weit wegfallen,

dass also die Kreise W und HP in gerade, auf der gegebenen

Linie a'a" senkrecht stehende, Linien WVH 1" und UPTH*" über-

gehen, welche Tangenten der gegebenen Kreise M und m sind.

J. 109. '

UV
'

•

Werden die Halbmesser der gegebenen Kreise M und m
(Fig. 10. und 11.) unendlich klein, gehen also die Kreise selbst in

Punkte über; so fallen auch die Berührungspunkte R' und B9
,

Fie 6' und 6*, mit den respecHven Punkten M und'

a und die Kreise MI' und VfP vereinigen sich.

sowi

men und die Kreise VT und Ml2 vereinigen sich.

§. 110.

Aufgabe. Es sind zwei Kreise, M and m, und eine gerade

Linie n'a" (Fig. 5.) gegeben ; man soll einen Kreis ltt beschreiben,

der die beiden gegebenen Kreise ungleichartig berührt und dessen

Mittelpunkt in der gegebenen geraden Linie liegt.

Auflösung. Man bestimme: >i • i •. • , .
•

,,;

1) die innere Aehnlichkeitsaxe a% ('{.103);
• wi .» • • .. # . -i , u< ,

% den inneren AehnlirhkeitskriMs X i : , / , /
Die Linie (Q, Q,,) differenter Potenzen der gegebenen

Geraden n'a" in Bezug auf den inneren Aebnlichkeits-

kreis 3 fallt mit der gegebenen Geraden n'a" zusammen
(§.99.3.);, daher ist der Durchschmttspuukt. Q dei ge-

gebenen Geraden a'a" mit der inneren Aehnlichkeitsaxe

«3 der Hauptpunkt der inneren Aehnlichkeitsaxe! und
der Halbmesser des Hauptkreises der inneren Aehnlich-

keitsaxe ergiebt sich als gerade Verbindungslinie Q#



419 Ker%: (Met dt* Aufgabe, einen Kreta %u beschreiben,

(=<?»") de» Hauptpunkte* Q mit dem Endpunkte »'

(B") des tn dem'Mittelpunkt 3 des inneren Aehnlichkeits-

kreises auf die innere Aehnlichkeitsaxe «3 errichteten

Durchmesser.* JW.
Man bestimme den Hauptkreis Q der inneren Aehnlich-

.•; keitsaxe und

3) zu diesem Hauptkreis Q und einem der zu berührenden

Kreise M(m) die Linie gleicher Potenzen; so ergiebt

sMi deren Durchschnitt ß^ip1
) mit der inneren Aehn-

lichkeitsaxe a3 als Pol der Berührungspunkte.

4) Aus dem gefundenen Pol P'ip1
) beschreibe man mit

einer an den betreffenden Kreis 3f(w) gelegten Tangente

P'Bi (^P'B*)(p1bi(=pIb4)) als Halbmesser den Be-

stimmungskreis der Berührungspunkte, so. ergeben sich

letztere als Durchnittspunkte B% und B* (63 und o4)
beider Kreise P1 und M{p l und m).

5) Durch die gerade Verbindungslinie der gefundenen Be-

rührungspunkte /?*und B* (6* und b*) mit dem Mittelpunkt

des zugehörigen Kreises Jf(m), resp. deren Verlängerung,

ergeben sich als Durchscbnittspunkte mit der gegebenen

Geraden n'a" zwei Punkte BT' und BT4 , welche die Mit-

telpunktezweier Kreise sind, die beide derAufgabe genügen.

§. 111.

Wird der Halbmesser des Kreises m (Fig. 4. und 5.) unend-

lich klein, geht also der Kreis m in einen Punkt über; so fallen

der äussere Aebnlichkeitspunkt 91 und der innere 3 mit dem

Punkte m zusammen (§. 32.) und ebenso fallen der äussere Aehn-

lichkeitskreis 91 und der innere 3 mit dem Punkte m zusammen

(§. 42.)- Da nun sowohl die äussere Aehnlichkeitsaxe oft, wie

auch die innere a3 auf a'a" senkrecht stehen ; so fallen auch die

Aehnlichkeitsaxen a% und o% sowie Ihre Hauptpunkte O und Q,

in einander. (Fig. 6.)

Es tritt nun Her Fall ein, dass der äussere Aehnlichkeitskreis

91 die gegebene Gerade a'a" nicht schneidet, daher ist zur Be-

stimmung des Halbmessers des Hauptkreises 0 von dem Haupt-

punkte O der Aehnlichkeiteaxe eine Tangente an den äusseren

Aehnlichkeitskreis zü legen ($.106.3.); also im vorliegenden Falle

O mit * (d. h. dem Punkte m) durch eine Gerade Om zu ver-

binden. Femer fällt »'(*") mit 3 (d. h. dem Punkte m) zussm-
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*

men und man erhält zur Bestimmung des Halbmessers des Haupt-

kreises Q die gerade Verbindungslinie Qm des Hauptpunktes Q
mit dem gegebenen Punkt m; so dass also auch die Hauptkreise

O und Q zusammenfallen.

Es geht hieraus hervor, dass, wenn der Kreis m (Fig. 4. u. 5.)

in einen Punkt übergeht, die Aufgaben §§. 106. and 110. sich

vereinigen.

J. 112.

Aufgabe. Es sind ein Kreis BS, ein Punkt m und eine ge-

rade Linie a'a" gegeben (Fig. 0.) ; man soll einen Kreis ITC be-

schreiben, der den gesehenen Kreis M beröhrt, durch den Punkt

m geht, und dessen Mittelpunkt in der geraden Linie a'a" liegt.

Auflösung. Man bestimme:

1) die (äussere oder innere) Aehnlicbkeitsaxe (a% oder o3),

d. b. man falle von dem gegebeoen Punkt m die Senk-

rechte mO(mQ) auf die gegebene Gerade a'a", und da

2) der (Süssere oder innere) Aehnlichkeitskreis (*& oder 3)

mit dem gegebenen Punkt m zusammenfällt (§. 111.); so

beschreibe man aus dem Hauptpunkt O(Q) mit der Senk-

rechten mO(mQ) als Halbmesser den Hauptkreis O(Q).

3) Zu diesem Hauptkreis und dem tu berührenden Kreis

M suche man die Linie gleicher Potenzen; so ergiebt

sich deren Durchschnitt P mit der Aehnlichkeitsaxe a%
(o3) (also mit der vnn dem gegebenen Punkt m auf die

gegebene Gerade a'a" gefällten Senkrechten mO=mQ)
der Pol der Berührungspunkte.

Mau verfahre weiter nach 4) und 5) der §§. 106. u. 110.

Aufgabe. Es sind zwei Punkte M und m und eine gerade

Linie a'a* gegeben (Fig. 10.) ; man soll einen Kreis DT beschreiben,

der durch die gegebenen Punkte geht und dessen Mittelpunkt in

der gegebenen Geraden liegt. ».

Auflosung dieser Aufgabe enthält bereits {.109., daher die

einfache Regel:

Man Moire die gerade Verbindungslinie Mm der gegebenen

Punkt* £ und m in 3, errichte, in d>m Halbirungspunkt 3 die
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Seakiecfate so ist deren Durchscbnittsponkt Hl mit der ge-

gebenen Geraden c'a" der Mittelpunkt den verlangten Kreises.

»« * J* • .* • • , »• - •' < , : » 'i

$. 114.

Aufgabe. Es sind ein Kreie m und zwei gerade Linien

M>M" Und o*a" gegeben <Figi7.); «an soll einen Kreis Dl be-

schreiben, dessen Mittelpunkt in einer der gegebenen Geraden

a'a" liegt und der die andere gegebene gerade M'M" und den

gegebenen Kreia m gleichartig beröhrt, d. h. beide ausschliefst.

Auflösung. Man bestimme:

1) die äussere Aehnlichkeitsaxe «9f; (der äussere Aehn-

lichkeitspuokt SC ergiebt sich nach §.31. uod nunmehr

die Axe a3f selbst nach §. 96.)

;

2) den äusseren Aehnlichkeitskreis 5C ($.39.), weicher die

gegebene gerade Linie a'a" entweder achneidet oder

nicht schneidet.

+ > 3). 'Im ersteren Falle (wie Fig. 7.) bestimme man zu einem

i i. . ,. der Durchschnittspunkte Gr*(0") und dem au berührenden

Kreise m die Linie gleicher Potenzen; so ergiebt sich

'als Durchschnittspunkt dieser Linie mit der äusseren

Aehnlichkeitsaxe a9C der Pol p der Berührungspunkte

des Kreises m. Im letzteren Falle lege man aus dem
""' Hauptpunkte O der äusseren Aehnlichkeitsaxe eine Tan-

;
,

, ,( gente au den äusseren Aabslkbkettskreis 2C, beschreibe

, mit derselben als Halbmesser aus dem Hauptpunkte

eioen Kreis, den Hauptkreis der äusseren Aehnlichkeits-

axe, und bestimme zu diesem und dem zu berührenden

* „ Kreis m die Linie gleicher Potenzen ; so ergiebt sich ata

Durchschnittspunkt dieser Linie mit der äusseren Aehn-

lichkeitsaxe a9T der Pol j> der zu dem Kreis m gehörigen

Berfihrungspunkte.

4) Aus dem gefundenen Pol p beschreihe man mit einer

an den Kreis m gelegten Tangente pA'(=^AÄ) als Halb-

mesaer, des Bestimmungskreis ,der Berührungspunkte;

so ergeben, sich diese ajs DurchscbmtUpunkte 6' und 6*

,„,..
(

beider -Kreise p und m.

5) Durch die gerade Verbindungslinie 1 der gefundenen Be-

rührungspunkte 6' und 6* mit dem Mittelpunkt des ge-

gebenen Kreises m, resp. deren Verlängerung, ergeben

sich als Durchschnittspunkte mit der gegebenen Geraden

a'a" zw*! Punkte Irr* uht! HP, welche die Mittelpunkte

zweier Kreise sind, dl« tieide der Aufgabe gesogen.
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wicker drei gegebene A're/se berührt. *. AHAeU, , 4|$

1) Der zu der gegebenen Linie1 fltM" (}. 1 14.)
1 gehörige

Berührungspol P (Fig. 7*) bestimmt eich, weM: (pach §.

53. 3.) für einen gegebenen Punkt (O') und eise Gerade

{M'M") letztere selbst die zugehörige Unie gleicher

Potenzen ist, die Berühruogspole ,für gleichartige Berüh-

rung aber in der äusseren Aebnlicbkeitsaxe a% liegen,

als Durcbschnittspunkt der z* beröbreuden Geraden

MM" mit der Äusseren Aebnlicbkeitsaxe att.
»V

Da nun die äussere Aehnlichkeitsaxc a% die Linie

gleicher Potenzen der conjugirten Berübrung&kreise ffl

und JII* ist (§.54.); so ergiebt sich der Halbmesser O'P
OuP} des zu der gegebenen Gerades M'M" gehörigen

Bestimmungskreises P, für den Fall, dass der äussere

• Aehntiohkeitskreis 9C die)gegebene Gerade nV schneidet,

alsbald- durch <üe gerade Verbindung des Poles P mit

. einem der Durchschnittspunkte Q1
oder Q". Hierdurch

. besternt sich ein Paar, und zwar das der gegebenen

Geraden M'M"' zugehörige Paar' ßerfitirungs^unkte B'
und schneller, als nach $.114. ^. das dem Kreise m
angehörige Paar Berührungspunkte 6' und 6*.

2) Für den Fall aber, dass der äussere Aehnl ichkeitskreis

3C die gegebene Gerade a'a" nicht schneidet, und man

die itaiihrungspaokte & und unabhängig von. den

BeriVungspuokten' 6' und 6* des Kjeieee nt bestimmen
WoUte,;aehrae man in Betracht* dass diß gegebepe Linie,

«V die Linie gleicher Potenzen, ist zu dem Sn«sese«

? .!...» Aehnliebkeitskreis * und dein $eeünunungsl(reie P
Berührungspunkte B' und B*, und suche zu dem äusseren

i Aehnliqbksitskteis *, der gegebnen Geraden a'a" als

gesehene. Linie gleicher Potenzen« und. dem Pole P als

Mittelpunkt des aweiten Kreises,,, diesen zweiten Kreis,

P selbst; so ergeben sich dann die Berührungspunkte

B4 und B* als Durchschnittspunkte desselben mit der

gegebenen Geraden APJf"*

l
» •

:
* .*

' . .... . .i> *i : i',7

Aufgabe. Em Kreis m und* swet gerade Linien und

a'a" sind gegeben (Fig. 8.) ; man soll einen Kreit JH besehreiben,

desaeu Mittelpunkt in einer der gegebenen, Geraden, a'a" liegt, und
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416 die Aufgabe, einen Kreit tu bestreiten,

der die ancjere gegebene Gerade M M" und den gegebenen Krem
m ungleichartig berührt, d. b. den Kreis m einschließt und die

Gerade MM" ausacbliesst.

Auflösung. Man bestimme: v

i) die innere Aebnlichkeitsaxe, a% (der' innere Aebnlichkeits-

pünlct 3 ergiebt sich nach f. 31. und nunmehr die Axe
a3 selbst nach 5. 103.)

;

«<«:. -»» \- * .' •
. '. ,.

I 2) den inneren Aebnlichkeitskreis 3 (nach $.40.). per Haupt-

punkt Q der inneren Aebnlichkeitsaxe i ergiebt sich als

Durchschnittapunkt dieser Axe .mit der gegebenen Ge-
raden a'o" (§.110. 2.), und nun bestimme man den Haupt-

kreis Q der inneren Aebnlichkeitsaxe (nach j. 110. 2.).

3) Zu diesem Hauptkreis Q und dem gegebenen Kreise m
:>>.. bestimme man die Linie gleicher Potenaen; so ergiebt

sich deren Durchschnitt p* mit der inneren Aebnlichkeits-

axe a3 ais Pol der Berührungspunkte 6S und 6*.

, Schliesslich verfahre man ganz nach $. 114. 4) und 5);

so erhält man in der Geraden u'a" zwei Punkte Hl* und

BT4 , welche die Mittelpunkte zweier Kreise sind, die

beide der Aufgabe genügen.

, , , §-U7. . .

Um auch für ungleichartige Berührung die der zu berühren-

den Geraden M'M" zugehörigen Berührungspunkte i?a und B* (ana-

16g f. 115. Ar gleichartige Berührung), unabhängig von den Be-

rührungspunkten 6* und 6* des Kreises m zu bestimmen, lege

man von dem Durchschnittspunkt P* der zu berührenden Geraden

M'M*' (Fig. 8.) mit der inneren Aebnlichkeitsaxe a3 eine Tangente

an den Hauptkreis Q und beschreibe mit derselben einen Kreis

P*; so schneidet derselbe die zu' berührende Gerade MM" in

den verlangten zwei Punkten B* und Ä».

...
•' »

§. 113.

Wird der Halbmesser des Kreises m (Fig. 7. und 8.) unendlich

klein, geht also der Kreis m in einen Punkt Aber (Fig. 9.); so

fallen mit dem Punkt m zusammen : der äussere Aehnlichkeitspunkt

V.nooVder Innere 3, ebenso der äussere Aebnlichkeitskreis 9 und

der innere 3 (fl. 42.)-. :
i

Damian sdwdhl rÄe äussere Aebnrrcbkertsaxe a«; wie auch
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die innere a3 auf a'a" senkrecht stehen; so fallen auch diese

Linien, so wie ihre Hauptpunkte O und Q in einander. Es
tritt nun der Fall ein, dass der äussere Aehnlichkeitskreis *
die gegebene Gerade a'a" nicht schneidet; daher ist zur Bestim-

mung des Hauptkreises O von dem Hauptpunkte O eine Tangente

an den äusseren Aehnlichkeitskreis 9C zu legen (§.114.3.), also

in vorliegendem Falle O mit 9C (d. h. dem gegebenen Punkte tu)

durch eine Gerade Om zu verbinden.

Ferner fällt £'($") mit 3 (d. b. dem gegebenen Punkte m)

zusammen und man erhält zur Bestimmung des Halbmessers des

Hauptkreises Q die gerade Verbindungslinie Qm des Hauptpunktes

Q mit dem gegebenen Punkt m, so dass also auch die Hauptkreise

O und Q zusammenfallen.

Es geht hieraus hervor, dass, wenn der Kreis m (Fig. 7. u. 8.)

in einen Punkt übergeht, die Aufgabeu der $$. 114. und 116. sich

vereinigen.

§. 119.

Aufgabe. Es siud zwei gerade Linien a'a", M'M" und ein

Punkt m gegeben (Fig. 9.); man soll einen Kreis Jtt beschreiben,

dessen Mittelpunkt in der gegebenen Geraden a'a" liegt, der die

Gerade M'M" berührt und zugleich durch den Punkt m geht

Auflosung dieser Aufgabe folgt nach §.118. leicht aus den

§§.114. und 116., daher die einfache Regel:

Man falle durch den gegebenen Punkt m auf die Gerade a'a"

eine Senkrechte, welche diese Gerade a'a" in O und die gegebene

Gerade M'M" in P schneidet, beschreibe aus O mit Om einen

Kreis, lege an denselben von P aus eine Tangente und beschreibe

mit derselben aus P einen Kreis, so schneidet dieser die gege-

bene Gerade in den Berührungspunkten B' und B* zweier Kreise

Dt' und III*, welche beide der Aufgabe genügen. Die Mittelpunkte

W und Jft* dieser Kreise erhält man als Durchschnittspunkte der

auf M'M" in den Berührungspunkten B' und B1 errichteten Senk-

rechten (Bin.' und W) mit der gegebenen Geraden a'a".

§. 120.

Es ist aus den §§. 112. und 119. leicht abzuleiten, wie man
verfahren müsse, wenn die Aufgabe gestellt sei: Einen Kreis Bt

zu beschreiben, dessen Mittelpunkt in einer gegebenen Geraden

Th«ii xxvni. 29
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418 Ker%: üeber die Aufgabe, Kreit %u beschreiben

a'a" zu liegen und der einen gegebenen Kreis M (eine gegebene

Gerade M'M") m einem bestimmten Funkt m zu berühren habe,

}. 121,
<

•

Behält der Kreis m (Fig. 7. und 8.) in seiner Peripherie Irgend

einen festen Punkt, wird aber dabei sein Halbmesser unendlich

gross gedacht; so geht der Kreis m In eine gerade Linie m'm",

und zwar in die Tangente seines festen Punktes über (Fig. 12.)»

und die Aufgabe verwandelt sieb in die Bestimmung eines Kreises

JH. dessen Mittelpunkt in einer Gerade» a'a" liege und der zwei

Gerade, M'M" und m'm", zu berühren habe. Hierbei fallen äus-

serer und innerer Aehnlichkeitspunkt 9C und 3 unendlich weit weg
und zwar in Richtungen, welche den Halbirungslinien der, von den

zu berührenden Linien M'M" und m'm" gebildeten , Nebenwinkel

(mHSM' und m'NM») entsprechen (§. 36.).

Nehmen wir an, der äussere Aehnlichkeitspunkt 9C falle in die

Richtung der den Winkel m'NM' halbirenden Linie; so fällt der

innere Aehnlichkeitspunkt 3 in die den Nebenwinkel m'NM" hal-

birende Richtung (§. 37.).

Unter dieser Voraussetzung fällt der äussere AehnMchkeits-

kreis 9C'9C" mit der Halbirunpdinie dieses Nebenwinkels m'NM"
und der innere Aehnlichkeitskreis mit der Halbirungslinie jene«

Winkels roWtf' zusammen (§. 50.). Da der äussere Aehnlichkeits-

punkt 9C und der innere 3 unendlich weit wegfallen, so ist dieses

auch der Fall mit der äusseren Aehnlichkeitsaxe a% und mit der

inneren o3 und folglich auch mit den Hauptpunkten O und Q
dieser Axen und mit den Polen P, (P*)t p, (p

1
) der Berührungs-

punkte als Punkte dieser Linien aft und a%

Nun schneidet der äussere Aehnlichkeitskreis 9t'«" die gege-

bene Gerade a'a" in dem Punkt O1 und der innere Aehnlichkeits-

kreis 3'3" schneidet sie in dem Punkt Q' und die ceordinirteu

Durchschnittspunkte O" und Q" fallen unendlich weit weg.

Da aber der, der gegebenen Geraden M'M"(m'm") entspre-

chende Pnl P(p) der Berührungspunkte in der Linie M'M"(m'm")
unendlich weit wegfallt; so ist für gleichartige Berührung*) der

Bestimmungskreis der, der Linie M'M" (m'm") entsprechenden

Berührungspunkte die durch 0' auf die Gerade M'M" (m'm") ge-

*) Eid eigentlicher Conatructiont-Unterachied roUehen gleichartiger

und ungleichartiger Berührung kann hier (nach $.69.) nicht ttattfiadcsL.
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(Ulfe Senkrechte PPtyp"), also ihr Durchschnitt £T'(6Q mit der

Geraden M'M"(m'm") ein Berührungspunkt dieser Linie. Es folgt

hieraus, dass der Mittelpunkt JhV des entsprechenden Berührungs-

kreises mit dem Punkt O' zusammen, der Berührungspunkt B7,

(ö
2
) aber, also auch der Mittelpunkt HP des entsprechenden mit

Jfl' conjugirten Kreises, sowie dieser Kreis HP selbst, unendlich

weit wegfallen. Ebenso erh.'ilt man fürungleichartige Berührung*),

dass, weil der, der gegebenen Geraden M'M"(m'm") entsprechende

Pol P'ip 1
) der Berührungspunkte in der Linie M'M" (m'm") un-

endlich weit wegfällt, der Bestimmungskreis der, der Linie M'M"
(m'm") entsprechenden Berührungspunkte die durch Q' auf die

Gerade M'M"(m'm") gefällte Senkrechte pi'Pi"(p*'p*"), also ihr

Durchschnitt i?3(68) mit der Geraden M'M"(m'm") ein Berührungs-

punkt dieser Linie ist Und ferner folgt, dass der Mittelpunkt

DP des entsprechenden Berührungskreises mit dem Punkte Q'

zusammen, der Berührungspunkt B* aber, also auch der Mittel-

punkt BP des entsprechenden mit DP conjugirten Kreises, sowie

dieser Kreis selbst, unendlich weit wegfallen.

*

§. m.

Aufgabe, Gegeben sind drei gerade Linien M'M", m'm",

a'a" (Flg. 12.); man soll einen Kreis beschreiben, der die zwei

ersteren Geraden, M'M" und m'm", berührt und dessen Mittel-

punkt in der letzteren, a'a", liegt.

Auflösung dieser Aufgabe enthält bereits §. 121. and aus

ihm fliesst die einfache Regel; Alan halbire den von den gege-

benen und zu berührenden Linien, M'M" und m'm'1
, gebildeten

Winkel m'NM", sowie seinen Nebenwinkel m'NM', so schneiden

die entsprechenden Halbirungalioleu, und 3*3 die gegebene

Gerade <*V' in awel Punkten W und »1«, welche die Mittelpunkte

zweier Kreise sied, die beide der Aufgabe genügen.

Die entsprechenden Berührungspunkte ß'
t b' und b* er-

geben sich als die Durchschnittspunkte der von den gefundenen

Mittelpunkten W und DP auf die gegebenen Geraden M'M" und

m'm" gefällten Senkrechten.

Die >ierte Abtheilung dieser Ablwndlong folgt in einem der nächsten
Hefte.

*) 9. vorige Seite.
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üeber den Gebrauch der Spiegel -Sextanten bei geo-

dätischen Messungen.

Von

dem Heraasgeber.

Dass zu allen geodätischen Messungen der die Winkel so-

gleich auf den Horizont projicirende Theodolit das geeignetste

und beste, die meiste Genauigkeit gewährende Instrument tat,

kann keinem Zweifel unterworfen sein; aber freilich unterliegt sein

Gebrauch nicht unerheblichen Schwierigkeiten und Unbequemlich-

keiten, und namentlich ist der Transport auch des leichtesten und

einfachsten Instruments dieser Art immer beschwerlich und nicht

unter allen Umständen leicht zu beschaffen, auch mit Kosten

verknöpft, weil er immer einen Hölfs- Arbeiter voraussetst. Wer
namentlich, wie der Herausgeber dieser Zeitschrift, selbst einsame

Spaziergänge, sei es auch nur zu seinem Vergnügen, zu gelegent-

lichen geodätischen Aufnahmen benutzt, um sich nach und nach

ein Bild der Umgegend seines Wohnorts zu verschaffen, ist not-
wendig auf die Anwendung eines anderen Instrumentes hingewie-

sen. Kein besseres Werkzeug zu diesem Zwecke besitzt aber

jetzt nach meiner Meinung die Wissenschaft, als den Spiegel-

Sextanten, der von mehreren geschickten Künstlern gegenwärtig

bei ungemein kleinen Dimensionen mit sehr grosser Vollendung

und Genauigkeit angefertigt wird. Aber freilich hat dieses In-

strument für den vorliegenden Zweck den Nachtheil, dass damit

nicht die auf den Horizont projictrten Winkel, sondern die mei-

stens In gegen den Horizont geneigten Ebenen liegenden Winkel
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selbst geraessen werden, so das» dieselben, bevor sie in die

Rechnung eingeführt werden können, immer erst noeb auf den

Horizont projicirt oder reducirt werden müssen, wozu die MessuDg
der Neigungswinkel ihrer Schenkel gegen den Horizont erforder-

lich ist. Diese Neigungswinkel lassen sich bekanntlich allerdings

auch mit dem Sextanten messen, wozu aber erfordert wird, dass

man einen Quecksilber - Horizont bei sich fahre, was zwar nicht

sehr beschwerlich ist, da diese Horizonte bekanntlich in, die Grosse

gewöhnlicher runder Tabacksdosen nicht übersteigende Dosen

eingeschlossen werden, aber in der That nicht viel nützt, weil die

Beobachtung vom Quecksilber -Horizonte auf freiem Felde, wo
man den Horizont unmittelbar auf dem Erdboden aufzustellen ge-

nöthigt ist, häuGg nur mit grosser Beschwerde ausgeführt werden

kann, viele Zeit in Anspruch nimmt, und die oscillirenden Bewe-
gungen des Quecksilbers nur selten vollständig aufhören, wozu
dann aber hauptsächlich noch kommt, dass die entfernten terre-

strischen Objecto meistens so schwach beleuchtet und die zu
messenden vertikalen Neigungswinkel meistens so klein sind, dass

deren Bestimmung mit dem Quecksilberhorizont ganz untbunlich

und unausführbar ist. Daher ist nach meiner Meinung dieses

Hülfsmittel zur Messung der vertikalen Neigungswinkel bei geo-

dätischen Messungen mit dem «Sextanten ganz zu verwerfen, und

man ist daher genothigt, noch ein besonderes Instrument zur Aus-

führung dieser Messungen bei sich zu fahren, was zwar leicht io

hinreichender Leichtigkeit und Genauigkeit erdacht und construirt

werden kann, aber den Beobachter auf seinen einsamen Excur-

sionen doch unter allen Umständen sehr belästigt und beschwert

In einem so ganz ebenen Lande wie das Küstenland, welches mir

die Vorsehung zum Wohnsitze angewiesen hat, lässt sich frei-

lich die Reduction der gemessenen Winkel auf den Horizont mei-

stens ganz vernachlässigen, ohne die Genauigkeit der Resultate

wesentlich zu beeinträchtigen,* und der Sextant ist in der That

schon häufig, namentlich früher, bei Landesvermessungen wohl

in dieser Weise mit Vortbeil angewandt worden, worüber man
s. B. die vielleicht fast etwas zu warme und die Kraft des Instru-

mentes etwas überschätzende Empfehlung v. Zacb's in der Mo-
natlichen Correspondenz. Tbl. III. 1801. S. 610. und S. 511.

nachsehen kann, wenn auch an dieser Stelle nicht geradezu be-

merkt wird, dass die Reduction der gemessenen Winkel auf den

Horizont überall unterlassen worden sei, was jedoch, wenn ich

mich recht erinnere, v. Textor an einer anderen Stelle in Bezug

auf seine in dem theilweise gleichfalls sehr ebenen Westphalen

ausgeführten Messungen ausdrücklich bemerkt. In Gegenden aber,

die einlgermaassen erhebliche Erhöhungen des Bodens darbieten,
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darf mau die Reductfon der roft dem Sextanten in gegen den Ho
rizont geneigten Ebenen gemessenen Winkel auf ^en Horizont

unter keiner Bedingung vernachlässigen, und da die besondere

Messung der zur Ausführung dieser Reductfon erforderlichen Data,

wie Ich oben mit hinreichender Deutlichkeit glaube dargelegt zu

liaben, unter alten Umstünden Beschwerden mancherlei Art her-

eeiffibrt, so will ich mir erlauben, in diesem Aufsätze ein beson-

deres Aufnahme-System mit dem Spiegel-Sextanten zu entwickeln,

welches die unmittelbare Messung der Neigungswinkel der betref-

fenden Gesichtslinien gegen den tterizent gar nicht erfordert, und

nicht bloss zur Kenntniss der horizontalen Protection der aufzu-

nehmenden Gegend, sendern auch unt Kenntniss der Hafcenver-

häftnisse aller in den Kreis der Messung gezogenen Punkte führt,

Jede geodätische "Messung, bei welcher mittelst des Theo-

doliten die auf den Horizont projtcirten Winkel gemessen werden,

Ist bekanntlich auf eine mit aller nur möglichen Genauigkeit tu
messende horizontale Grundlinie, Basis oder Standlinie zu gründen.

Bei jeder mit dem Spiegel-Sextanten auszuführenden geodätischen

Messung, bei wefcfcet nur die in gegen den Horizont geneigtem

Ebenen liegenden Winkel mit dem Sextanten gemessen worden, muss
man dagegen von einem Dreiecke ausgehen, dessen auf den Horizont

projicirte Seiten mit aller nur möglichen Genauigkeit gemessen,

und für dessen drei Spitzen oder Ecken, die Huben Aber einer

Utetiebig angenommenen Horizontalebene oder auch nur die rela-

tiven Hohen gleichfalls mit aller nur möglichen Genauigkeit be-

stimmt worden sind ; uoerhanpt also kann man sagen, dass jeder

mit dem Sextanten auszuführenden geodätischen Aufnahme, bei

welcher nur die in gegen den Horizont geneigten Ebenen liegen-

den Winkel selbst gemessen werden , drei Punkte zu Grunde ge-

legt werden messen, deren Lage im Räume man auf irgend eine

Weise roft aller nur möglichen Genauigkeit bestimmt bat, und
diese drei Punkte treten bei einer Messung von der in Rede
stehenden Art ganz an die Steile der einer Messung mit dem
die Winkel auf den Horizont projicirenden Theodoliten zu Grunde
zu legenden Basis oder Standlinie. Dass man bei Messungen
der ersteren Art nicht wie bei Messungen der zweiten Art mit

zwei Fundamentalpunkten ausreicht, sondern drei Fundamental-

punkte nStrrrg hat, liegt darin, Weil man bei jenen Messungen wie
bei letzteren die Protection der hegend auf den Horizont kennen
zu fernen wünscht, aher nicht die uuf den Horizont projicirteu

Winkel, sondern die wirklichen TSaturwihkel, um so Zu sagen,

roisst, und weil man zugleich auch zur Kenntniss der Möbenvet-
htitnisse der in den Kreis der Aufnahme gezogenen Objecte ge-
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lai^en wMI, was man bei Aufnahmen mit dem Theodoliten *enig-

•lenf in den meisten Fällen oioht beabsichtigt oder rieht unbedingt

su beabsichtigen braucht. Dies ist im Allgemeine» der Grund-

gedanke, dem das Aufnahme-System mit dem Spiegel-Sextanten,

das ich in diesem Aufsätze etwas näher zu entwickein beabsich-

tige, «eine Entstehung verdankt,

VVie man sich die Kenntnis» der gegenseitigen Lage der drei

Fundamentalpunkte im Räume verschaffen kann, braucht hier nicht

wejtraufi£ aus einander gesetzt zu werden. Bemerkt mag nur

werden, dass man auf einem möglichst ebenem und horizontalen

Terrain drei ^möglichst weit von einander entfernte Punkte aus-»

wählen wird, deren horizontale Entfernungen von einander durch

die bekannten Mittel zur Llngenmessung mit aller nur möglichen

Genauigkeit bestimmt werden müssen. Die , Hohenunterschiede

der drei Fundamentalpuukte wird man aber, wie es mir scheint,

am besten und mit der grössjen Genauigkeit durch ein genaues

Nivellement ermitteln, wozu freilich dem Beobachter ein gutes

NivelHrinstrutnent zu Gebote stehen muse. Dass man sich auch

anderer Hülfsmittel bedienen konnte, versteht sich von selbst-

aber das vorher angedeutete Verfahren scheint mir das beste zu

sein und die grüsste Genauigkeit fco gewahren, vorausgesetzt,

dass die drei Fundamentaletrakte auf einem möglichst ebenen und

horizontalen Terrain angenommen worden sind, was ja bekanntlich

auch bei der Annahme der Endpunkte einer jeden zu messenden

Basis oder Standiiaie besonders zu beachten ist. Hat man nun

aber die t/age der drei Fandamentalpunkte genau bestimmt, so

kann die ganze übrige Messung bloss mit dem Sextanten ausge-

führt werden, und tedndrt sieb lediglich auf die Auflösung der

folgenden Aufgabe:

Wenn die Lage dreier Punkte A0 , Alf im Räume
gegeben ist, und, wenn M einen vierten seiner Lage
im Räume nach *e*eb unbekannten Pumk* bez eichnet,
in den Punkten A0 , At , A2 die vier Winkel A XA^M,

A^A0M , A
{i
A

l
M , A0A2M der Dreiecke A0A X

M, A0A2M ge-
messen worden sind, die Lage des Punktes M zu be-
stimmen.

Man kann diese Aufgabe auf verschiedene Arten auflösen,

immer aber wird die Auflösung und die durch dieselbe nCthig

gemachte numerische Rechnung nicht ganz einfach ausfallen kön-

nen. Diefb^de andytiaefa* Auflösung scheint mir die grünste

Allgemeinheit darzubieten und insbesondere dadurch sich zu
empfehlen, dass sie ein Znackgefeen auf «Wve f*gur, eowte eto*
Unterscheidung verschiedener Fälle, gar «tobt erfordert
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Ein rechtwinkliges Coordinatensystera zu Grand« legend,

wollen wir die gegebenen CoordiDaten der drei Punkte A0 , Alt A%

0q» CqI Oi f b\ , C\ ; a2 , b2 , c2

bezeichnen. Werden dann ferner die 180° nicht übersteigenden

Winkel, welche die .beiden von dem Punkte A0 ausgehend ge-

dachten Linien A0A t und A0A2 mit den positiven Theilen der
drei Coordinatenaxen einschliessen , respective durch alf ßlt yt
und a2 , ß2 , y2 bezeichnet; so künneu diese Winkel und die beiden

Entfernungen A0A l
und A0A2 aus den gegebenen Coordinaten der

Punkte Aq, Alt A2 leicht auf folgende Art berechnet werden.

Die Entfernungen A0At und A0A2 findet man mittelst der Formeln

:

= V(ol - eo)
a+ (6,- bo)* + (Cl-c0)«,

M= V (a.-eo^+ Co.-fto^+^-Co)^;

und zur Berechnung der Winkel ßi, fi una* at* ß%» hat man
dann die einfachen Ausdrücke:

«!--==•, COSft --===-. COi yi=-=r
•"0^1 •, *O i*l "O^M

ga— gp fl 69 — 60 C- Cq
0*=-==^, cos/J4=^=r-, cosya=cos

Die Berechnung der Entfernungen AbAt und AqA* mittelst der
*

obigen Formeln erleichtert man sich dadurch, dass man die Huns-
winkel co,, ö, und co2 ,

öa mittelst der Formeln

und

tang°,i=^T^' tang5I=^-=^coa«>1

tang«^=^-°, tangS^^^coso,,
na — o0 aa—

g

0

berechnet; denn dann ist, wie man leicht findet:

und auf ganz ähnliche Art kano man auch noch die Entfernung

44 mittelst der Formel
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b©rccb nc rt

Da man nun in jedem der beiden Dreiecke A0A l
M und A0A2M

eine Seite, A0AX
und Ä0A2» und die beiden daran liegenden, mit

dem Sextanten gemessenen Winkel kennt, so lassen sich die drei

Entfernungen A0M, AXM, Ü^M des Punktes M von den drei

Punkten A 0 ,
Alt A 2 leicht berechnen, und diese Entfernungen

kOnnen also im Folgenden als bekannt angenommen werden. Be-

zeichnen wir der Kürze wegen die beiden mit dem Sextanten

gemessenen Winkel A XA0M und A%AQM respective durch fix und

I*», und die 180° nicht übersteigenden Winkel , welche die von

dem Punkte A0 ausgehend gedachte Linie A*M mit den positiven

Theilen der drei Coordinatenaxen einschliesst, durch o>, %; so

haben wir zur Bestimmung dieser drei Winkel die drei folgenden

• •

cos fi , = cos <*! cos o> -f cos ßi cosy + cos yx cos % ,

cosfi.2= cosa2 cos<p + cos ^2 cos 1p + cos y2 cos j ,

cos 9* -f cos^* + cosv*= l.

Wenn die drei Punkte A0, AXi A 2 in gerader Linie lägen, so

w&re offenbar mit Beziehung der oberen und unteren Zeichen

Äuf o i ti ja n d r • « 1 *

t

cosfij-.-Ii'os«,, 008/3,= dbcos^j, cos)'2 — 4- cos^! ;

COS^=±C08^

und die zwei ersten der drei obigen Gleichungen würden daher

in eine zusammenfallen, also die Bestimmung der Winkel cp, %

mittelst der obigen Gleichungen, uod daher auch die Bestimmung
der Lage des Punktes M aus den angestellten Beobachtungen,

nicht möglich sein, was auch ohne diese analytische Betrachtung

sogleich in die Augen fallt. Man sieht daher, dass die Punkte
A0 ,

Alt A 2 nie in einer geraden Linie liegen dürfen, und Ober-

haupt auch von der geradlinigen Lage möglichst abweichen müssen.

Die drei obigen Gleichungen werden nun mittelst des folgen-

den schon früher in ähnlicher Weise bei anderer Gelegenheit*)

von mir angewandten Verfahrens aufgelöst Den 180° nicht über-

•) Tbl. XXIV. S. 188.
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co« &=cos a
t cos Og + cos ßi cos ß2 + cos yl cos ya.

Man fibersieht leicht, dass der Winkel Ä der Winkel 4tÄÄ>
des Dreieck« A0A t A^,k$* so dass dieser Winkel, wenn man eich

der vorhergehenden Formeln nicht bedienen wollte, eich auch

mittelst der hekfcnnteu Farmern der ebenen Trigonometrie aus den

drei nach dem Obigen bereits bekannten Seiten dee iu Red»
stehenden Dreiecks berechnen lassen würde. Hierauf berechne

man die drei Griteeen A, B» C mittelst der Fermeln

(eoeefr --eos »»cos&) cosjh + (coso»— cosa
t
cos Sl) c»s

^

(cosj51 ^cos|S«cosÄ)cosul -fYcosfl-— cos/J. cos £)cosiu

s.olX^

(cos y!
— cosya cos &) cos -f (cos y»— cos cos &) cos f*»

C~ s'mÄ*

und setze

Dan. über*eugt man sieh zuvörderst lekht von der Richtigkeit

\ . ' Ii.

A cos «i +B cos& + Ccosyt= cospt ,

Jcosa* +#eos ßi + Ccosy, =cosfi,;

und weil nun nach dem (Tblgen
. . .. •

. * * »

cosft ^ coscifj coso; + cosft cpst^ -Hcosyi cosy,,

«osm^=s coea^oe*o>»f<coef?aoost^-+-eosyjoee %

ist, so isr offenbar

cosefj .X + cosfJj . F+ cosyi .£=0,

^s^.^+cos^ r+cosy,, Z=0;

was mittelst der obigen Ausdrücke von A, B, C ferner sogleich

zu -o>r Gleichung
t.nl'l' i .j .... 1

. - •
>

... v JJt+MV+ CZ^Q

führt Quadrirt man dann die drei Gleichungen

coso?=/* + Jr, cos^=B+F, cos X =j:(C^Z
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und addirt sie hierauf Mi «inafeder , «o ! etiULlt man auf der Stelle

die Gleichong
... .., . „

X*+ F* -f Z»= 1 - (A* + tf*+ C*).

... ... «

Drückt man nun die Grossen A, C auf folgende Art aua:

.
COS«, COS ftt -f COS Ctg COSflg— COSSI (COS«! COSf^-f COSOaCOSftt)

Ä_ cos coe ft, + cos cosf^-cosA (cosft cos/*,+ cogft, cos^)
^

cos

y

t coa f4 -f cos

y

t cos f4 — cos& (cosy! 068 4 cbs co» th)
'".

~~
. sin&2

, ,

'

so findet mau mittelst leichter Rechnung mit Hülfe der aus dem
Obigen bekannten Gleichungen:

; , ,

uod hat also jetzt zur Bestimmung der Grossen X, F, £4*» Are*

folgenden Gleichungen:
• •»»

co8«i .Jf+ cosft . F+ cosyi . Z=0,*

ctisttj.^+cbsjJg.y-feo»7a Zä0> 1 '

£t+F»+Z»=l- «>»f*i*-fcos«3«-- 2 cosacii» f
i
1 cos|i

>j

Bekanntlich ist eine Grosse von der Form

Vlinir; + VslnÄ^
~ 2

slnß 'linli
COIIÄ

ßtets positiv; und ttefl nah auch die' Grösse +\F* + £s stets

positiv ist, so kann, wenn die Aufgabe überhaupt möglich sein

soll, die vorstehende Grösse nicht grösser als die Einheit sein,

so dass wir also

cosa=\ + \^;-2- Ä̂-. in^cosÄ,

folglich nach dem Obigen
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X*+ F*+ Z»=sin0*

su setzen berechtigt sind.

Drücken wir mittelst der Gleichungen

cos

a

x .X+ cos ßx . F+ cosft . Z=0,
i

cosaa.^+ cosfo. F+cosya.Z=0

die Glossen F, Z beide durch JT aus, so erhalten wir:

cosyt
cos —cosct cosy^ ^

cos ßi cos y4— cos yi cos jS*
'

cos er. cos ß% — cos cos ag ^
cos& cos y» — cos yx cosß%

'

also, wie man leicht findet,

JT»+ F»+Za
_ 1 -» (cos at cos et, -fr- cos cos 4- cos yt

cosy»)«

JP ~~ (cos^cosya— cosyj cos/3a)
a

oder nach dem Obigen:

JK»+ F*+Z» sinfl«

X5 "~ (cos ßx cos y*— cos y. cos&)*

'

Folglich ist

,
(cos cos Yt

— cos yt cos fc) si n 6
A==± sTnS

und daher nach dem Vorhergehenden Gberbaupt mit Beziehung

der oberen und unteren Zeichen auf einander:

sinÄ

(cosy! cosa, — coso! co8y4)sinö

810 &

(COS Oi COS ß|— cosjSj cosa») sin 6
sin &

Setzt man der Kürze wegen:
.»

cosct cos ßi , cosy.

^=sTrTS ' ^-sbÄ* ^-sinÄ'

co« et, COS0, , _ co»yt .
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^= slnJ^' *
,==

«in!?
9

so ist nach dem Obigen:
<

^=Wi-Acos Ä) + cos Ä),

1» (<7t— o, cos Ä) + At(^i—^i «o« ,

C=A,(A,—A* cos Ä) + *i(A»—

A

t cosß);

coa 6=^V+V—2^ A3 cos £

;

*=db (ftA.-ita)slDß ©

,

F=i; (Ä^,—/iÄa) sin fl sin 0

,

Zz=z± (fug2— Oj/y sin £ sin 0

;

und hierauf:

co8(p=A+ X, cony=B+ Y, cos)[=C+Z.

Sollte einer der Winkel <p, ^, 7 der Null sehr nahe kommen,
so würde man sich bei der Berechnung desselben so zu verhalten

haben, wie im Archiv, Tbl. I. Nr. XI. 8.73. gezeigt worden ist.

Bezeichnen x, y, t die gesuchten Coordinaten des Punktes

lf, so hat mau zu deren Berechnung nun die folgenden Formeln:

x= a0 AqM . cos q> ,

y=60 +4^rcos^,

l = «o+^o^ c08 Xt

mittelst welcher diese Coordinaten leicht gefunden werden können«

Unsere Aufgabe lässt im Allgemeinen zwei Auflösungen zu;

welche der beiden Auflösungen genommen werdeo moss, hat man
in jedem einzelnen Falle besonders zu entscheiden, worüber all-

gemeine Regeln natürlich nicht gegeben werden können. Indess

mag hierüber Folgendes bemerkt werden, wobei wir grösserer

Deutlichkeit wegen annehmen wollen, dass die Ebene der xy die

Horizontalebene sei. Die Gleichung der durch die drei Punkte

Aq, Alt A% gelegten Ebene sei, wenn wir die veränderlichen

Coordinaten durch r, », j bezeichnen,

K{t- «o)+ £(»- 60)+ JV(f-«o)=0

,

so ist
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43Ü Grunert: Veber den Gebrauch des

-*o)+L{bi- 60)+Wh - Co)=0,

also, well nach dem Obigen

Q\—

a

0=A0At .coso^, 6t—

6

0
— ^t^ cos^,, ct—

c

a^=.

ist:
,

Äco$«j + Lcos£, + iVcos^zsO,

£ cos oa + L cos& + iVqos^ ss Q.

Weil nun aber nacb dem Obigen

A cosaj -f- Fcoa/3| -I* Zco8y£=:0,

Ä"cos 04+ Fcos/Jt + Zeo8va=r0

Ist. so igt offenbar

und die Gleichung der durch die drei Punkte A0 , Alt A* be-

stimmten Ebene ist folglich

*ör-flo)+ r(n-60) + Z(j-Co)=0.

Bezeichnen wir nun die Coordinaten des Punktes, In welchem
diese Ebene das von dem Punkte M auf die Horizontalebene ge-

fällte Perpendikel schneidet, durch xt y, z' t da die beiden ersten

Coordinaten dieses Durcbschnittspunktes offenbar mit den beiden

ersten Coordinaten des Punktes AI eioerlci sind) so Ut wegeu
vorstehender Gleichung:

also
. T. ,,

•
:

•P .'

r—

c

Q
—— v •

und daher nach dem Obigen:

Xco*<p -r- Fcostf;
x'-c©= ^ -AQM,
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x—c0 =sA0M.cae%

ist, wenn man «ubtrahirt: . . • . .,, .»
,

•,

9 a

_ •

oder nach dem Obigem \

also, weil bekanntlich »

Ist,
"

' 1 ...
x— x' = '

... ...»-. ^0jyt

pder oacb dem Obigen;

, AoM. sin©*
s—s = 2

—

Hieraas sieht man, dass i* jederzeit mit Z gleiches Vor*

zeichen hat. Nehmen wir nun den positiven Tbeil der dritten

Coordmatenaie oberhalb von der Horirontalebene, so Üsst sich

Folgendes sagen. Wenn fttr Z, «reiches nach dem Obigen immer

zwei absolut gleiche, dem Zeichen nach aber entgegengesetite

Werthe bat, sein positiver Werth gesetzt wird, so ist auch *— s*

positiv oder x> x', und der Punkt M liegt folglich oberhalb' von

der Ebene A0AkJ^; wenn dagegen Hör Z sein negativer Werth
gesetzt wird, so ist auch x— x* negativ oder x < x', und der

Punkt M liegt folglich unterhalb von der Ebene A^AXAV Wenn
also, was in jedem einzelnen Falle besonders ku beurtbeilen ist

und nie Schwierigkeiten unterworfen sein wird, der beobachtete

Punkt, dessen Lage bestimmt werden soll , qberbaMi von 4er

Ebene A^AVA% liegt, so muss man für Z «einen positiven Wertb
ietsen ; wenn dagegen der beobachtete Punkt unterhalb von 4er

Ebene A^äA Hegt, so muss man för Z seinen negativen Werth
eeteen; welche Werthe man aber ia jedem dieser betten Fall*

für X und T setzen raus«, kann nun nie zweifelhaft sein, weil

ife den oben für X, F, Z entwickelten Ausdrücken die oberen und

-unteren Zeichen sieb bekanntlich auf einander bezichen.
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432 ervnert: Leber den Gehrmveh des

Streng genommen muss man die sämmtlichen mit dem Sex-
tanten gemessenen Winkel wegen der terrestrischen Refraction

erbessern, bevor man dieselben in die Rechnung einfahrt. Da-
su bedarf man aber der Kenntnis« der horizontalen Entfernungen
der anvisirten Punkte von den betreffenden Stationspunkten und
der Neigungswinkel der Schenkel der mit dem Sextanten gemes-
senen Winkel gegen den Horizont. Diese Data verschafft man
sich mit zu diesem Zwecke hinreichender Genauigkeit dadurch,

dass man die ganze obige Rechnung zuerst ohne Rucksicht auf

die Strahlenbrechung fuhrt, hierauf in bekannter Weise die Nei-

gungswinkel der Schenkel der gemessenen Winkel gegen den
Horizont wegen der Refraction corrigirt und dann aus den beob-

achteten, d. h. mit dem Sextanten gemessenen Winkeln die ent-

sprechenden wahren Winkel etwa ganz in derselben Weise ab-

leitet, wie der Schiffer aus den beobachteten oder sogenannteo

scheinbaren Monddistanzen die entsprechenden wahren Mond-
distanzen berechnet, was hier um so weniger einer weiteren Er-

läuterung bedürfen wird, weil es mir wohl erlaubt ist, wegen
dieses Gegenstandes auf meinen denselben betreffenden Aufsatz

im Archiv. T hl. XXIV. Nr. XXXII. S. 470. zu verweisen. Dann
rauss man aber natürlich die ganze obige Rechnung mit den ver-

besserten gemessenen Winkeln noch einmal führen. Zur ersten

genäherten Kenntniss der horizontalen Entfernungen der anvisir-

ten Punkte von den betreffenden Stationspunkten und der Nei-

gungswinkel der Schenkel der mit dem Sextanten gemessenen

Winkel gegen den Horizont gelangt man leicht, weil man aus der

ersten Rechnung genäherte Werths für die Coordinaten des Punk-

tes M erhält und auch die Coordinaten der Punkte A0t A\, A%
als bekannt vorausgesetzt werden, was hier nicht weiter erläutert

zu werden braucht n

Wenn ich auch nicht glaube, dass sich eine vollkommenere

und genügendere Auflosung unserer Aufgabe wie die vorher-

gehende geben lässt, so will ich doch noch zeigen, wie dieselbe

auf indirecte Weise aufgelost werden kann , welches Verfahren

namentlich dann vielleicht mit Vortheil in Anwendung gebracht

werden dürfte, wenn die Schenkel der gemessenen Winkel sehr

wenig von der horizontalen Lage abweichen. Wir bezeichnen

wieder die Coordinaten der gegebenen Punkte AQt Al9 A* durch

o0 , 60 , Co; «i, 6j, Cgi o», 6», c, und die Coordinaten des zu

bestimmenden Punktes M durch x t y, x. Die Linien Ä^M, Ä[M»

A^M wollen wir durch «o , tty , n* und tfire horizontalen Projectio-

nen durch r0 , vt , t*, ihre Neigungswinkel gegen die durch

AQ , Alt At gelegten Horizontalebenen, welche als positiv oder
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und

V0= tt0C08 00 , rt = U| C08 6{ y f>j= «2 cos 02 .

Bezeichnen wir die horizontalen Projectionen der Punkte A0 , Alt Af
und M respective durch A0

'

, At
*

, A* und AT, so kann man aus

den gegebenen Coordinaten der Punkte A0 , Av , A% leicht die

horizontalen Projectionen ÄÖ'Ä?, Ä?I?, ÄJÄJ der Linien

A
X
A2 3 ArA0 und auch die horizontale Projection Ax 'A$ A± des

Winkels AlA0A% in dem Dreiecke A0Al A2 , natürlich auch die

Linien A0A l , A l A2 , A2A0 selbst berechnen. Da man nun in

jedem der Dreiecke J0A k
M und A0A%M zwei Winkel gemessen

bat, und die Seiten AoAlt A2A0 dieser Dreiecke kennt, so kann

man in denselben leicht die Seiten ÄJÜ , p, ÄJl, d. h. nach

dem Obigen die Grossen ti0 , tr
t , u«, berechnen, welche daher als

bekannt angenommen werden dürfen. Zur Berechnung der beiden

Winkel Ax'Ao'M' und AJAJW hat man die beiden folgenden

Formeln

:

^rU* -"0

cos4^7S7^=*V"
p^jjjffl + po ~ *»)

AtQ.Ao'A^'

in denen aber t?0 , et f e* noch unbekannt sind. Den Winkel

Ax'Aq'A^ kennt man aus dem Vorhergehenden, und ist dann,

welchen Fall wir hier zu Grunde legen wollen *), dieser Winkel

die Summe der beiden Winkel Ax 'AJM' und A2
rA0'M' , so hat

man die Bedingungsgleichung

:

Z AX'A0'M' +^A%'A0'M'=£Ax'A0'A*' t

und wird sich nun der vorhergehenden Formeln auf folgende W7

eise

zur indirecten Auflösung unserer Aufgabe zu bedienen haben.

Aus willkfibrlich angenommenen Werthen von z berechnet man
mittelst der Formeln

*) Wie man «ich in jedem »nderen Falle su verhallen bähen würde,

bedarf keiner weiteren Erläuterung.

Theil XXVIIL S»
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134 Gruner t: lieber den Gebrauch des

sin0, sin S,

die Winkel Bot 6,, B2 , und hierauf die Grossen ©0 , vt , v2 mit

telst der Formeln

worauf man die Winkel AX'AJM' und AJAJM' mittelst der oben

angegebenen Formeln findet, und nun untersucht, in wie weit

dieselben der Bedingungsgleicbung

genügen, überhaupt aber die angenommenen Wertbe von t so lange

verbessert, bis diese Gleichung vollständig erfüllt wird, wodurch

man dann zugleich auch &0 , Slt S2 und v0 , vlt e2 , so wie auch

die Winkel A
X
'AQ'M' und A2'

A

Q '
M' gefunden , Oberhaupt also die

relative Lage des Punktes M gegen die Punkte A0 ,
At , A2 be-

stimmt hat, und nun auch dessen zwei andere Coordinaten ar, y
immer leicht wird finden können, wie Jeder sogleich übersehen

wird. Vorstehende Andeutungen über diese indirecte Auflosung

unserer Aufgabe werden hier vollständig genügen.

In Bezug auf den Fall, wenn man bei einer mit dem Sextan-

ten ausgeführten Aufnahme die Neigungswinkel der Schenkel der

mit dem Sextanten gemessenen Winkel gegen den Horizont wirk-

lich mi8st, will ich dem Obigen noch die einfache Bemerkung
hinzufügen, dass es in diesem Falle keineswegs nöthig ist, die

mit dem Sextanten gemessenen Winkel wirklich auf den Horizont

zu reduciren, bevor man sie in die Rechnung einführt, wie auf
folgende Art leicht gezeigt werden kann. Wir wollen uns ein be-

liebig im Räume liegendes Dreieck A0A X
A2 denken, dessen Win-

kel Ao und A x
mit dem Sextanten, und die Neigungswinkel i, Iq, tt

der Seiten A0Aif A0A2t A XA% gegen den Horizont durch irgend

ein zweckmässiges Hülfsmittel gemessen worden sind. Bezeich-

nen wir dann die horizontalen Projectionen der Linien A0A X ,

A0A2 , AxA2 respective durch A0'Al
A0'A2

'

t Ax
'A2i so kommt es bei

einer Triangulirung bekanntlich immer aufdie Bestimmung vonAq'A^

und AX A%
' aus der als gegeben anzusehenden horizontalen Basis

oder Standlinie Aq'A^ und den gemessenen Winkeln an. Nun

hat man aber in dem Dreiecke A0A X
A2 die Proportionen:

v0 =zuqC08&0 , e, = u, cos 6t , t2= u2cQB&2t

^ AX 'A0'M' + ^ AJAJM* = A
x

> A0 ' A2'
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A0AX : AqAi= sin (AQ+ Ax ) : sinAx ,

A0Ax :AXA9 = sin (A0+ ^i) : sin 4>

;

und ausserdem bat man die Formeln:

A0'Al
'= A0Al .coai, A0

,Ai
' = A0A%.ca8i0t Ax 'A\' = AxA± .tf»ix ;

ist:

Aq'Ax
'

m
Aq A%

cost cosio

^o'A t
'

,
AX

'A2
'

C08I COSl!
= sin (^o+ : sin il0 ;

voraus man zur Berechnung von A0'At
' und A X'AJ sogleich die

Formeln

A
»
A% - sin(4>+ ^i)

* cos i'
A
° Al '

A I 71 _ *"»4> COg,l At A )

Al - 8\n(AQ + Ax ) cost *
A
° Al

erhält, welche die Keontniss der Reductionen der Winkel A0

and Ax gar nicht erfordern, sondern die unmittelbare Einfuhrung

dieser gemessenen Winkel selbst in die Rechnung gestatten.

Man vergleiche Ober das erweiterte Pothenot'sche Problem,

das bei Messungen mit dem Sextanten auch Anwendung finden

kann, den Aufsatz Archiv. Tbl. 1. Nr. XXXV. S. 238.
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XXIII.

Ueber die Entwickelung der Grundformeln der Drehung

eines Systems materieller Punkte um einen festen Punkt,

als weitere Ausfuhrung und Fortsetzung der Abhand-

lung in Thl. XXIV. Nr. VI. über die Hauptaxen eines

Systems materieller Punkte.

Von

dem Herausgeber.

' Die Entwickelung der Grundformeln der Drehung eines Systeme

materieller Punkte um einen festen Punkt, so wie dieselbe in den
gangbaren Lehrbüchern der Mechanik meistens gegeben wird, lässt

nach meiner Meinung in Rücksicht auf analytische Eleganz Einiges

zu wünschen übrig, weshalb ich diese merkwürdigen und wichtigen

Formeln im Folgenden nach einer von der gewöhnlichen zwar nicht

wesentlich, aber doch einigermaßen verschiedenen Methode ent-

wickeln und mit einigen mir nüthig scheinenden Bemerkungen he-

gleiten werde.

Durch den Punkt, um welchen die Drehung des Systems der

Massen m, mlt m9 vor sich gebt, als Anfang, legen wir

ein festes rechtwinkliges Coordinatensystem der xyt im Räume,
und ausserdem ein in dem Systeme der Massen festes rechtwink-

liges Coordinatensystem der rtjj, welches sich mit dem Systeme
der Massen zugleich dreht, ohne in demselben, nämlich gegen
dessen einzelne Punkte, seine Lage zu ändern. Setzen wir dann
der Kürze wegen:

cos (xx)= Oj , cos (*»)

=

bx , cos (xf)= cx ;

cos(#r)=<i2 ,
cos(y»)= 6a , cos(yj)= ca ;

cos (xr) = as , cos (xn) r= 6, , cos (xj) == c,

;
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00 ist nach der Lehre von der Verwandlung der Coordinaten:

t = a8r + 68n+c8j;
*

und zwischen den neun Grossen

0|>6|,Ci; «s» c*'* °a>

finden bekanntlich die folgenden Gleichungen Statt:

2) f öi* +V+V=I.

a3
a + o,* + c8»= l;

4) ^ 6, c, +64ca+68c3=0

,

cl o1 +caaa+csa8=0;

aI oÄ+6,62+c1 cÄ=0,

5) ^
tfaa8 -f6a68-f

c

8c8=0

,

Wenn man die drei Gleichungen 1) nach der Reihe zuerst mit

-

dann mit

c,«, — <rtc», «Vi,—

a

8c,, cla% ^-alc%
'
t

endlich mit

multiplicirt, und hierauf in jedem Falle zu einander addirt, so

erhält man, wenn der Kürze wegen



438 Grunert: üeber die Entwickelung der

6) p= «! 0** - c2ö3) + at(fa - c,M + o, (6, c,-cA)

= *i (caos - a^Ca) + 6» (<V»i— 03^) + 6, (ct a»— o,
1

gesetzt wird:

7) .

<*a*-a*c3x
c^-^c, c^-a,^

Nun ist aber nach der Lehre von der Verwandlung der Coor-

dinaten bekanntlich in völliger Allgemeinheit

:

X = a
1*-f-osy + 03!,

8) \ » =M + + V>

, wenn man diese Gleichungen mitogen vorhergehenden vergleicht:

a _ 6ac8—0,65 _&aC|—<?A .A ca—

ff> ^4 fi

Aus .den drei ersten dieser Formeln ergiebt sich unmittelbar

:

welchen Aasdruck man mittelst leichter Rechnung sogleich auf
die folgende Form bringt:

„,
, ^ 1 0^(V4^HV)(c1H^+^-(Vi+y,+W'

woraus sich mittelst der Gleichungen 2) und 4) auf der Stelle die

Gleichung

10) f*»=l

ergiebt.,
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Weil mit der Zeit t sich wohl und ax , bx , cx ; a*, 6g, ct ;

°»> ^»» aber nicht jr, n, j ändern; so ist nach 1):

Bx Bn
l

db
l

dc
t

Yt = *'et +
* et'

tu )By _d«s , M ö6»
3c,

8z 8a, ü6s 8r3

Von den drei Grössen

3y 3* 6* dt Bi Bu

*di~Sdi' zTt-x Tt* ni- z
$i'

die bei der vorliegenden Untersuchung hauptsächlich in Betracht

kommen, wird es genügen, etwa bloss die» erste einer besonde-

ren Betrachtung zu unterwerfen, weil dieselbe dann für die bei-

den anderen der drei obigen Grössen leicht ganz in derselben

Weise angestellt werden kann.

Nach 1) und 11) ist

du dx

und folglich, wie man hieraus mittelst leichter Rechnung sogleich

findet:

By Bx

*Bt"Bi

Nach 9) ist aber zuvorderst:
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»

_ /61C3— Cg6s öfla_ 68ci ~~ cs^i ^«A^
V f*

" ' 8< f*
' dtj

H—?—
's * W ?

. . <*s , 36i 86» 86. c, , 86t
PA.» 86.

+

1

p
(c

» 87 + °*Ii + c
» ~ät

) ~~7 ai"
+ a

* a7 + a
> ä* > * 9

•
*

63 8c. 8c* 8c3 o3 . 8ct . 8c* 8cw _

folglich, weil ans 4) sogleich

da
x

' 803 8as 8ct 8cj 8cs
c
» ^7+ °a 87 + °3 87

=~ (a1 8<
+ a

* "87 +* Jt } •

°l "8/ + a» "67 + °*7H
= ~~ (Ä| 87 + ** "87 + Äj

»^ •

o
i +H ~ft

+ 63 T/
=— (C| 87 +* "87 +

c

» 'dP

sich ergiebt:

(„,£- a, r« + (*.%-A»^) 0» + (c,£-c,*i) ,«

a. 86i PA« 86%
= ;?<

c
«-sr

+Ci i? +c'"s?)(,>

Ferner ist
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1

(«1
-ft

- 6* Tg") + (6! «a

— ct63 36a c3a,— <i3c, 3«!= £ 87 p er

i
c«°3— a%cS 8«a ^3CI

— c»6, 36,+—
j* ' Ift fi

— 37

_i_
°b / d«i 3a2 3o3 63 36, 36» 36,

+ ü (Cl 3T +Ca äF +c» är^TT^U +Ca "37 + C5
"3F)

'

c2a8— qac3 8ca 0,61—630, 36,
-

P
"87

£ *3T

,
0^63— 6^03 36a c3q,

— o^Ci 3c,
+

11 '
3" -

dt

= £ (<?I "37
+c

*"3f
+ °3^ * 7 (Ä1 "37 + *»"87 + b

» 3V}

,63 36, 36* . 363 c3 3c, cc2 3c,
+ u

(a»"37 + ^"37 + a
» 87}~7 (ö1 3T + "»

"67
+ °8 3TJ '

3a» 3c, 3ca 3a,
(«1 - a* 97) + («1^- )

036s—

6

ta3 3w2 63 c ! — c3 6, 3c,

= jT
—

•
87 £ 37

. 6ac3 —

c

a63 3c2 a3 6,—

6

3a, Ba
t+—

BT ^ Ii

63 3a, da^
,

3a3 65 3c, 3c4 3cSx= 7 (a«^ +^^+ a»^>-^c»-37 + c
«3< + c

»af)

t
CS(L ÖC

1 1 A ÖC» _L A
ÖC

*\ ^8/A
Ööl _L A _1_ A 9<1

3\+ >' (6
> "87 + 6

*"o7
+

Si
-*"

^
(6

* "37 + 6
«äT + ar^

Weil nun aber aus den Gleichungen 2) auf der Stelle
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6
« + a7 + *a ~a<— 0>

folgt, so ist:

«i ,
9a,

,
8aa 8*i3 68 86, 86t 86,

6, 86, 86^ 868 . c, Sc, 8c4 3c,

, So, 8c, a<?a a«,
(c

» °a "ai
0

+

ar~ ^ TT*

also:

362 . Ba, , a«2 86, v

l(0l äT -^äT)+(61 ar "°*"a£ )lr,?

. 8c, 86, 86o 8<r,

Folglich iat nach dem Obigen:
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. dy dx.

-.c.(cIJ + C,^+C,%)+ a,(61§+6,^+^
/ &i 8c*

,
3cSx ,

.
/ 86, 86t , 86,.- { «• («i -57+ o«Ht+ot-to >+

6

» (Ci er
+c

*c7
+c» e<M** ;

und setzen wir nun:

86, 86, 663 8c, 3c» 8c,
Ci

"äT + * er
+

c

» "87
=

~

(6
» "er

+ 64 er+ ^ •

J

8«! 8aj 8a8 86, 862 86,
61

"er
+

"5T

+

6
»~e<
= (<f

» er+ er + 03 8T} = r

;

so ist nach dem Obigen:

* (*I?
~~* TS*^ °3 ;> (9> + j8) 4 * (?*+ '*>+ ^r^+

-
(V

+

c9q) tf}- (c,p+ a,r) jjr— (aB?

+

b*p) jr»

oder

und folglich

:

81/ 8#
lim(x^-y^)= a9 \pm («• + ?*) - fror»—rrojr

|

+ $a 1 + **) -rmtn-pmTt) I

+ c» lrm (jr
ft+ jmkj*— pnn? |.
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Setzen wir

12) |

*= 2m(»*+&> »=*»»(?*+X*). <f=i:m(r*+n*);

so erhalten wir aus dem Vorhergehenden unmittelbar die Gleichung

:

dv dx
fi2m(xf

t
-y^)z= Sq -€r)

+ Ä3 0Öf/—T>r-Sp)

+ Cg (tfr — <£p—tT>q)

oder, wenn wir der Kürze wegen

P=Ap—Sq—Qr y

Q=T&q—T>r—Sp,

R= $r—<£p—X>q
setzen:

und folglich, weil offenbar

8t
=2m 51 = £m(*Bt*-*W )

Ist:

^m^^-y^)^ ä7
'

Für die Bewegung eines um einen festen Punkt drehbaren

Systems materieller Punkte hat man aber nach den von mir in

Tbl. XXV. S. 453. gegebenen Entwicklungen die folgenden Glei-

chungen :

<Px o2z

2m(x^-yw)=£m(xr^yX);

wo der feste Drehpunkt wie vorher als Anfang der Coordinaten

angenommen worden ist und die Bedeutung der Symbole X, Y, Z
a. a. O. nachgesehen werden raus«.
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Also ist nach dem Obigen:

u-£m(xY— yX) =-——
d
-

i

— »

und setzen wir nun der Kürze wegen

:

Ml
— 2m(yZ—z Y) , M2=2m (zX—xZ). J/s=2m (x Y—yX) ;

so erhalten wir auf ganz ähnliche Art wie vorher überhaupt die

drei folgenden Gleichungen:

/ + cx R)
I pMx

=—
Tt

,

13) . . . .

<* v3=
e<

Fuhrt man aber die Differentiationen aus, so wird:

M bp, ,
bq.br a«8 , 0a^ ac,

.

t
*

und folglich, wie man mittelst der aus dem Obigen bekannten

Relationen zwischen den neun Grössen «, , A|t c, ;
oa , 6^, ca ;

«3, 6j, f8 sogleich übersieht:

ap
t f»(«ii»i + a«jWs + ös^3)= ö

- -Qr-f Rg,

W) • < 41, + 6aiHa +bM = £ - Rp + Pr,

\ ^c^! +caAf»+ c3»3 ) = ^-P? + ty>.

Wenn die Axen der r, », ? die durch den Drehpunkt geleg-

ten Hauptaxen (Thl. XXV. Nr. VI.) des Systems der Massen sind,

so ist bekanntlich

2mv}= 0, £mjx = 0, 2mxn = 0;

also
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d = 0, e=o, isO
und folglich nach dem Obigco:

P= *p, Q= »9, Ä= (fr;

•*jfe
f 22-»?* f 5?-** 5^- Äar a*-*^' 3*-*5i'

folglich nach 14) in diesem Falle:

Wirkt in dem Systeme bloss die auf die Einheit der Massen
bezogene Schwere G, so nehme man den positiven Theil der

Axe der t vertikal abwärts. Dann ist, wobei man Tbl. XXV.
S. 449. zu vergleichen hat:

*'= 0, F'= 0, Z'=mG;

JT=0, F=0, Z=G;
folglich

:

Mx
= GZmy t M,= -G2mx, j*f,= 0;

and daher:

at/Ui* a*M%+ a3M3= GZm (atf-a%x) ,

+ 6, Jlf, + 6,Af8= GZmibtf— b%x),

CiMx + c*M*+ ctM% = GÄifay— c,*);

also nach 15)

:

( nGSmfay— a,a:)=*^ — — tf)^,
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8d
tiG(al

£my—a»£ma:)=ü^—(B— <£)qr,

,7> • ] pG^Zmy- b.Zmx) rp,

Br
p,G(cx2my — e%Smx) = <£^ — (ü - E)po/.

Nach I) ist

y= asjr+ 6,n+ ctj;

also:

«iy— = («i*« — *ia») 9 - o,— atc2) j

,

— btx= (6ica
- c, 69 ) j

— (a
v
b%—

6

4at ) r

,

«iSf
— c%x= (cta,— a, c,) r— (64ct— Ci6,)n

;

folglich nach 9):

a,y— aa# = p (c
ft
n - 6,j)

,

Alär-69ar
= f*(fl3?-C8Jr),

— c.a:= fi (63*—

a

3n).

Also ist nach 16), weil nach 10) bekanntlich ^=1 ist:

GZm (c3n- 68?) = ü ^— (»— ) qr ,

18) . . < GJSm(«8J-C8r)=B ü)rp,

\ C?2:iii(6tr-iii9)=tf^-(Ä-»)w;

oder:

10) . . { ^(«.-Swif-CaXm^^^-^-il)^,
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Sind *, J>, 5 die Coordiuaten de« Schwerpunkts der Massen

m, i»,, m«, m8 ,.... im Systeme der rnj, so ist bekanntlich:
'

also

20) • • •

-J
G{a&-c&2m= 'S

dJ
t
-{<t-a)rp,

Fällt der Schwerpunkt der Massen m, m, , m,, mg, .... mit

dem Drehpunkte zusammen, so int 2=0, #= 0, 5=0, also:

21)
j
»g*-(*-ll)ip=:0.

Dieselben Gleichungen erhält man aus 20) für €r=0.
r

Die Grössen p, q, r sind für die im Vorhergehenden ent-

wickelten allgemeinen Bedingttngsgleicbungen der Drehung eines

Systems um einen festen Punkt offenbar von besonderer Bedeu-

tung, und es ist daher wichtig, dass wir von der eigentlichen

Natur oder dem eigentlichen Wesen dieser Grossen eine möglichst

deutliche Vorstellung zu gewinnen suchen. Zu dem Ende wollen

wir uns zuerst die Frage vorlegen, ob nicht vielleicht zur Zeit t

gewisse Punkte des Systems in augenblicklicher Ruhe bleiben,

wo wir jetzt unter Punkten des Systems keineswegs bloss die

den Massen m, mlt m9 , iws entsprechenden Punkte verstehen.

Ist daher (xyz) ein beliebiger Punkt des Systems, so sind 37 » »

die Composanten seiner Geschwindigkeit nach den Axen der

x, y, z; und soll also dieser Punkt in augenblicklicher Ruhe

bleiben, so muss

|=o, |=o, !=«

sein. Nach 11) ist aber
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Dreh, eine* Systems materiell. Punkte um einen festen Punkt, etc. 449

3y 3a. 36, 0c,

31 -'"Sr + *"S"
+

*'5f"'

was, in Verbindung mit dem Vorhergehenden, za den Gleichungen

fährt. Multiplicirt man diese Gleichungen nach der Reihe zuerst

mit Ci, c,, c9 ; dann mit bit 6,, 68 ; endlich mit alf a,, a%;

und addirt sie in jedem Falle zu einander, so erhält man, mit

Rücksicht darauf, dass nach 2)

ÖC| 3c, 3c8 n

36. 36, 36,_n

ist, die drei folgenden Gleichungen:

(ci +C^+ c.^) r + (*t^ + c,^ + c8^)U=0

.

»» 3cj , 3c, , 3c8x . 3oi , . 3a, , . 3o3x A* 3f +*»3T + 6
>W*+ (ÄA "3* + b%

~bt
+ 6*"ä/>r—°*

also, wenn man die aus dem Obigen bekannten Ausdrucke Ton

p, q, r einfährt:

yr—/>n=0, p?—rr=0, rn—o?=0
oder

Theil XXVIII. 30
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450 Gruner t' l'eb^r die F.fifttitkdnnn der CrundforuieiH der

t « ?

p 7 r

welches die Gleichungen einer durch den Anfang der Coordina-

ten, also durch den festen Drehpunkt, gehenden Geraden sind.

Diese Gerade, dereo Punkte zur Zeit t bei der Drehung dei

Systems säramtlich in augenblicklicher Ruhe bleiben, so dass sich

also das System augenblicklich um diese Gerade wie um eine

feste Axe dreht, hat man die freiwillige odec au gen blick»

liehe Drehuogsaxe (axe instantane* de rotation) genannt;

und aus der vorhergehenden Betrachtung ergiebt sieb von selbst,

dass die Lage dieser Axe im Systeme der gegebenen Punkte

selbst eine völlig bestimmte ist.

Bezeichnen wir die 180° nicht übersteigenden Winkel, welche

der eine der beiden von dem Anfange der Coordinaten oder dem

festen Drehpunkte ausgehenden Tbeile der augenblicklieben oder

freiwilligen Drebungsaxe mit den positiven Theilen der Axen der

t* », } einscbliesst, durch a>, t^, %; so ist, wenn F etoen ge-

wissen Factor bezeichnet, nach, den vorhergehenden Gleichungen

der in Rede stehenden Axe:

Fco8<p=p , Fcosty^q, Fcosx= r;

also, wenn man quadrirt und addirt, nach einer bekannten Relation:

cos " i .
y

r

wo die oberen und unteren Zeichen sich auf einander beziehen.

Es» «tt nup (jrt/z) oder (jrtrj) ein beliebiger Punkt des Systems
und e bezeichne dessen wirkliche Geschwindigkeit, so ist bekanntlich

-V(5)'+ Off+(£)'-

Nun ist aber nach dem
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also:

Dreh. eine* Systems mot'erfeU. Punkte um einen festen Pnnki, etc.fö\

Bx 8«i 36, Äff

8« 9a,
„ 84, ,

Be, ' i •

IS)'*»)'*©)'!*

(86, 8c, £6 a 8c- 96, Bc9 \

(8^9^ 8c, da. de, 9o,|
+ 2

iW *cT
+ l#-"cT + "c7

,

8ri
jr"

Bezeichnet P die Entfernung des Punktes («yz) oder (jrn?)

von der freiwilligen Drehungsax«, deren Gleichungen wir im Obi-

gen gefunden haben, so ist nach den Lebren der analytischen

Geometrie bekanntlich:

p_4/"(gx—#?»)» + (rn—^Tp^—rr)»
s

Also ist die als ein mit der Längeneinheit als Halbmesser be-

schriebener Kreisbogen betrachtete Winkelgeschwindigkeit des

Punktes (xyz) oder (jrnj) bei der Drehung des Systems um die

freiwillige Drebungsaxe, also natürlich die Winkelgeschwindigkeit

des Systems überhaupt, bei dieser Drehung offenbar:

C t?V>*+0*+r*
P ~~ V (gx- pv)* + <rn~ +7tfrt5^

Nun ist aber

(9*-p»)* + (r»- o?)* + (Pf ~ rrp

= (o*+ r«)r*+ (r* tf*+ <p*+ ©*) j
2- fyor«- 2©t«j -2r&x

,

wo wir jetzt die Theile dieses Ausdrucks einzeln betrachten
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Nach dem Obigen ist

+ 2(.l«. +M.)^t

+ 2(o,o, + 6,6,)-gi -Jf

+ 2(a.«I + 6,6.)^

also, weil

ist:

-*fty-«'
i

(Sö
,

;-«'<5ör

~"^i c
»"gf '

"*^Ctr* "FT"""

^

Cl 7JF*Ui V

folglich offenbar:

also , weil au« der Gleichung

unmittelbar
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Dreh, eine» Systems materiell. Funkle um einen festen Punkt, etc. 453

folgt

:

Auf diese Art findet man überhaupt:

Ferner int nach dem Obigen:

, 9a, 9a« 3olv . 86i 96- .
968 .

36t «9aa 96a 9«, 96,- e
» IT' dt^ Bt ""ST^TF '

TT

ä£j 8a2 96A

/Ba, M, da, a&,\

-^Harar^* a<7

(9a, a^i aat a^\
¥'¥ +

*

also, wieder weil

«t
s+6l*+c1»=l.

und

"aßi+M,+e3C|=0
ist
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4Ö4 Gruneri : Ueber die Eniwickelung der Grundformeln der

84] da^ Bbt da3 863

V

folglich» wie man leicht findet:

+(«.S +«*

Weil nun aber

ist, ist

also nach dem Vorhergehenden:

und auf diese Weise erhält man überhaupt:
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Dreh, eines Systems materiell. Punkte um einen festen Punkt , etc. 455

/Bpi Bck
Bh% Bct . Bbz Bcz\

*T -~\BJ~Bt+~Bt' Bt
+ Bt)'

/Bc% Bai.dct öaa 8c3 Bas\

eT+ äiT- Bt
+

Bt ' Bt)'

Folglich ist nach dem Obigen:

l0 )S«i B6i , Ba* Bb% Ba9 Bi^t
+2

\-Bt Bi+W'lt+~Bt'~dt\*P

und daher offenbar:

(9*—J*)* + (rt>-#)» + (pj -rr)»= ü*.

oder

Also ist nach dem oben Bewiesenen offenbar die Grösse VpMV+r5

die Winkelgeschwindigkeit der Drehung des Systems um die frei-

willige oder augenblickliche Drehungsate.

Aus den oben für q*-\-r*, r*-r-/?*, p*+92 gefundenen Aua-

drficken folgt durch deren Addition die bemerkensWerthe Relation

:
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456 Kinkelin: Veter die Bewegung

und überhaupt konnte man aus den vorher von mir gegebenen

Entwicklungen noch manche andere merkwürdige Relationen ab-

leiten, was ich aber jetzt der Kürze wegen nicht weiter ausfah-

ren will.

Ueber die Bewegung eines magnetischen Pendels.

Von

Herrn U. Kinkelin,

Lehrer der Mathematik zu Aarburg.

§ 1.

Es sei (Taf. VI. Fig. 5.) MCO1
ein im Schwerpunkt C aufge-

hängtes Pendel, das sich um C frei bewegen kann, in O' ein

Elektromagnetstab, ebenso in O ein fester, so ist, wenn durch R
ihre Entfernung angedeutet wird, ihre Anziehung =— Bis

auf eine gewisse Genauigkeitsgrenze wird die Bewegung des

Peudels dieselbe sein, wie die eines, an einer steifen Linie,

die an einem Ende fest ist, magnetischen Punktes, der von

einem andern festen, senkrecht unter dem Aufhängepunkt gele-

genen magnetischen Punkt O angezogen wird.

§. 2.

Es sei (Taf. VI. Fig. 6.) der Aufhängepunkt in A t der magne-

tische bewegliche Punkt B t der in seiner Stellung B' über dem
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O fod demselben um a entfernt ist,

ABznL Die Horizontalprojektion der Bahn sei MNPQ-, OX9

OY, OZ seien respektive die drei Coordinatenaxen. Man bezeichne

^.BAB'mlta, ^BOX=cp, ^BOC=^, j£COi=u. Die Be-

wegungsgleichungen eines Punktes, der sich auf einer Oberfläche

a>(x,y,x)= 0 bewegt, sind

3? =
(̂

+V(sr),

5? =

wo U=f(Xdx+ Ydy+Zdt) das Anziehungspotenzial ist, das io

unserem Fall = ß* Die Gleichung der Bewegungsflfiche des Punk-

tes B ist

<p[x, y. x)=x* + y»+ 1«- 2* (a+ /)- a (a+ 20=0

,

ho dass nun unsere Bewegungsglelcbungen sind

:

(thc

g=-f,+ !Uy. | .... 0)

% =-£•+**(*-'-«>:

wo /L ein unbestimmter Faktor.

{. 3.

Man erhält hieraus auf die bekannte Weise

:

xdy—ydx= adt,

„,«*+y+».»^ (3)
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m und ß bedeute« bier zwei willkfrliebe Konstanten, e ist die

Geschwindigkeit »des Ponkfois iß in -«einer Bahn. Die erste Gl ei-

cbtiiig gibt den Ftächoosatz ia der ÄK-Cbeoe.

Um 7? auszudrucken, so Ist aus der FJäcbengleichung

:

Was das doppelte Vorzeichen betrifft, so ist zu bemerken, dass

z nie grosser als AO oder /+a werden kann; also ist

and somit, da R*=x2
-f y

2+t*

:

Ä=V/«+ (/+ fl)a-2(/+o)V>-^-y»,

und es ist:
• > •

'

Führt man nun die Coordinateo o und r ein, wo r=CO ist,

so wird:

v x — t cos cd , jf= r sin co

;

also: i-

Dies in die erste und letzte der Gleichungen (5) eingeführt, gibt:

woraus durch Elimination von dt:

,
la_ dt

V
und hieraus:

»= «+/« I r-sL* • •

dt
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magnetischen PtndeU. »|5ü

v ist eine willkürliche Winkelkonstante. Diese endliche Lösung
des Problems hängt von der Entwickejung eines elliptische!» lote*

grals ab.

J. 5.

.1
•

Bevor wir allgemein (6) weiter bet^aadeJn, untersuchen wir

einige spezielle Fälle.

Es sei /= od, alsdann wird x*=a, d.-h. der Punkt ist genö-

thigt, sich auf einer Ebene zu bewegen, die von O am die Grösse

a entfernt ist. Dies wäre der FaTI mit einer Kugel vom Halb-

messer a , die sich auf der Ebene von O beWegt Mit einem

starken Elektromagneten könnte dieser Versuch ausgeführt wer-

den und so wäre die Planetenbewegung direkt dargestellt In diesem

Fall wird Ä=V7»+a* and die Gleichung der Bahn ist:

i

Für a= 0, welches leicht herzustellen wäre, wird
,

du

wo ti= -; und durch Integration:
...IT

»^rV^Ä» + ^a*(cosvcoso>+sio»sina))+«», ;

oder, wenn die ursprünglichen Coordinaten eingeführt werden:

AV^*?= V A«+ jfc*(*cosv+y sin v) + «*.

Verfügt man über v so, dass v = », so wird

Es sei r0 die anfängliche Entfernung der Kugel J? von O, die

Geschwindigkeit des Anfangsstosses =f?0 , so ist diese

Ellipse, Hyperbel oder Parabel, jenachdem respektive

VI- »WS. —Vi
'2Ä

Da
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h inkelin: Ueber die

r =
A- Vä*+ /S^cos^-*)'

so folgt, dass fiir die Winkel

<d, » +2«, e» + 4w, .... a+Vtn

der nämliche Werth wiederkehrt Geht der Anfangsstoss durch

den Punkt 0 selbst, d. h. ist das Minimum von r=0, also o=0,

80 ist

xdy—ydx = 0, woraus y=mcr;

d. h. die Bahn ist eine geradlinige durch den Punkt O Allge-

mein ist das* Minimum vpn r für «= 0:

A + V> + 0«*'

5- ö-

Wenden wir uns wieder der Gleichung (5) zu und entwickeln

1

nach Potenzen von oÄ , so kommt
Vr*+o«

1 1 1 a« 3o* 5 a«

also

:

1 1 Ao»
+V-o» + 2Ar+ 0r*
T 2Vß*r*

Uä^ /ß— 2a*\ l

wenn man bei der sechsten Potenz von - stehen bleibt. Sooach ist

V— 0):

Ar-c* An* 1 3 Aa»(|?--2c») 1

Setzt man, da diese Curve eine hyperbelartige ist, den Win
kel für ein bestimmtes r bei der Hyperbel gleich v— wenr
vorausgesetzt wird, dass man denselben vom nämlichen Punk
aus zählt, so hat man die Bahngleichung in der XY- Ebene:

Digitized by Google



eines magnetiukm Pendelst. 4(iL

welche einer Hyperbel tun so näher koninit , *je grosser r gegen-

über a ist.

j. 7.

Ist ß negativ, d. h. die Curve eine geschlossene, so ist vor-

stehende Entwickelung unstatthaft. Setzt man alsdann einfach

—ß anstatt ß, so erhält man dann:

1 I lau«,. 3 a* 1

„ 3/2A «* a\ ,3.5/2* a« 0\* 3.5.7/2A o» 0V

1 1 lAfl» 3o» 1

\ + ~ Pr " c

Dieser Ausdruck kommt einer Ellipse um so näher, je gros-

ser r gegen a ist.

§. 8.

Behandeln wir nun die Gleichungen (2) und (3) unter der

Voraussetzung, dass die Schwingungen sehr klein seien, so kann

(*— a)
a vernachlässigen, und es wird dann

x— o— 2/»

^
und die Bewegungsgleichungen mit Polarcoordinaten siod:

0+/
oder, da nun /?*—r*—g- -f n*, so ist:
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» 'ff- *

Macben wir die Annahme a= 0, d. h. das8 die magnetischen

Schwerpunkte O und 0' im Zustaud der Ruhe auf einander fal-

len , so wird aus (7) durch Elimination von dt:

welche ebenfalls ein elliptisches Integral gibt. Dieses ist trans-

forjout:

ardr „ Luit
aco —— - -§- - -- - '

/ (/*+r») (-o*+2Är-f/Sr«) rf(/»+ r*)(--aH2Ar+ /Jr*)

Bestimmen wir nun w durch Approximation. In der Voraussetzung,

£ sei kleiner als 1, ist

t/TT** i 1 f* 1 r*

Setzt man noch voraus, dass das Pendel kleine Elongationen

mache, so kann man auch ^ vernachlässigen,und es wird alsdann

:

*
1

.

dt 1 a rdr

Stellt man ffir r den elliptischen Winkel durch o>'— v vor, so

kommt hieraus:

woraus ersichtlich, dass die Projektion der Pendelbahn der ellip-

tischen Form sehr nahe kommt und ffir sehr grosse / in sie fibergeht.

Ist ß negativ, also die Cnrve eine ellipsenförmige, worauf es

hier ankommt, so kommt hieraus durch Integration, wenn — ß
für ß gesetzt wird

:

Suchen wir hier die Punkte, wo r ein Maximum oder Minimum

wird, so muss ^ = 0, also aus (8):
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r~
ß ± 8 V A a

* ' •

wnn.

Man bemerkt leicht, das« dies die na*ml icben Werth

e

sind, welche bei der rein elliptischen Bahn erhalten

würden. Was dagegen die Werthe von o> betrifft, welche ihnen

entsprechen, so wird dann:

, ah n

-

Die grosse und kleine Axe der Bahn sind also um einen

konstanten Winkel dcn elliptischen Winkeln

voran. Die betrachtete Bewegung stimmt also insofern mit

der elliptischen überein, als die Projektionen der grossen and

kleinen Axe die nämliche Grösse haben, dagegen um einen kon-

stanten Winkel weiter nach vorn gerückt sind. Dieser Winkel

wird um so kleiner, je grosser / und ß und je kleiner « und h

sind, d. h. je länger das Pendel, je mehr sich die Bewegung der

Kreisbewegung nähert, je kleiner die magnetische Intensität und

je langsamer die Bewegung ist, d.h. je kleiner der Stoss ist, der

dem Pendel mitgetheilt wird.

§. 10.

Es sei o nicht gleich Null, dagegen die Schwingungen so

klein, dass » als verschwindend betrachtet werden kann, so

kommt aus (7) :

wenn wir von nun an ß negativ annehmen und der Kürze wegen

b=^r gesetzt wurde. Eliminirt man dt, so wird

eo= v-f a

^

-*
dr = v + a/Udrt

2J5r*

Digitized by Google



464 AinkeiHt: Oeöer dU

welche mit (6) insofern übereinstimmt, das«, wenn man 6=1
»etat, (6) herauskommt.

Nimmt man nun a so klein an, dass a4 .... xu vernachlässi-

gende Grössen sind, so ist

,1 _ 1 1 a» 1„ l« x 3a«. 1«»

Lässt man ^ verschwinden, so wird

1_ 11 o_l a»

so dass
|

_ , dr
Vdr= r

»— v= <ö'

:

rrfr

wo»'-» den Werth des Winkels bedeutet, wenn die Curve eine

Ellipse wäre.

Die Integrale rechterhand sind wieder periodische Funktionen

von r, mehr einem Glied von der Form

^(2Är-|3r*-a*)«.

Um in diesem Falle die Maxiraa- und Minimawerthe von r zu

finden, so muss wieder ^=0, also

oder

«ein.
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Diese Gleichung gibt sechs Werthe für r, wovon aber

reell sind , wie man sich leicht fiberzengen kann. Für dieseW
wird dann wieder

«0—V=Ü)'— v+ ß.

Die Projektion der Bewegung ist also keine Ellipse, dagegen

hat sie eine grosse und eine kleine Axe, die aber den elliptischen

nicht gleich sind. Dieselben stehen jedoch senkrecht auf einan-

der und sind gegen die elliptischen um den konstanten AVinkel

B geneigt.

}. 11.
*

Bei den vorhin betrachteten Fällen wurde als Bahnprojektion

eine Curve »weiten Grades, resp. eine Ellipse annähernd gefun-

den, deren Brennpunkt in O liegt, fÖr welche der Fläcbensatz

gilt und die somit die planetarischen Gesetze ziemlich anschau-

lich darstellen. Lamont, von dem diese Idee herröhrt, machte

davon im Winter 1853/54 Gebrauch in seiner Vorlesung über

populäre Astronomie. Wir wollen zum Schlüsse dieser ersten

Abtheilung noch den Fall betrachten, wenn a= oc, d.h. wenn die

magnetische Kraft senkrecht auf die Ebene XY wirkt. Es ist

dies der Fall eines in Folge der Schwerkraft freischwingenden

Pendels. Die beschleunigende Kraft in der Richtung der Anzieh -

ung sei — g, so werden die Bewegungsgleichungen, wenn der

Coordinatenanfang in Ä* angenommen wird:

^— 91«,

~=-o+2a(z-/);

woraus man erhält:

xdy-vdx=*dt, x*+y*+z*=2lz,
^

aus denen s und i zu elimioiren sind. Die erste Gleichung stellt

den Flächensatz dar, die dritte gibt die Geschwindigkeit von B
in seiner Bahn. Man erhält ans der zweiten Gleichung, wenn
jr«+ jy*=r« gesetzt wird:

Th«il XXYIII. 31
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4M h'inkelin: Leber die Bewegung

man die« in die dritte Gleichung «ad bemerkt,

Tdrz=xdx+gd#, so geht dieselbe über im

Aus dieser oöd der ersten Gleichung dt elimiulri, gibt

= (-V+2gV>-x*-y
»4ft

Man führe Polarcoqrdioaten ein:

jr=rco8co, y=rsio»;

geht obige Gleichung über in:

woraus man a> allgemein darstellen kann,, Wir betrachten aber

blos den speziellen Fall, wo die Schwingungen sehr klein sind,

so dass man x9 gegenüber /* vernachlässigen darf; dann wird

> > * «

oder

ar2 + >/
a xdx «f yrfy

2 = 2/» fiz
~~J~

'

so daßs

r*il<o=adt, dr*+r*dto* +~r =(-*j- + ß)dt*,

and wenn noch r* neben P vernachlässigt wird, durch Elimination

oo dt: .

oder, wenn die Grösse in der Klammer in zwei Faktoren zerlegt 'wM>:

«V/, » ,
....

dm —

Setzt man der* Kürze wegen
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so wird durch Multiplication dieser beiden Ausdrücke,mit einander:

9 Vg 9

so dass nnn;

abdr . bVri*^*
daiSS 4/"ä ä 4/*~ä

—

k% *
woraus »= » + arC8ll—==•

rVoJ-rJ Vr-ft2 rVa2—

6

2

Das Maximum Ton r ist offenbar r= «. Für diesen Werth sei

a>=0, also v= 0, so ist hieraus:

woraus schliesslich» wenn die rechtwinkligen Coordinaten wieder

eingeführt werden:

die Gleichung einer Ellipse, deren Mittelpunkt in

unter dem Aufhangepunkt ist, . wie bekannt

§. 12.

Im Bisherigen wurde nur je Ein Pol der beiden Magneten

berücksichtigt Es soll nun noch kurz die Berechnung aufgestellt

werden für den Fall, dass beide Pole, jeder als Punkt betrach-

tet, in Betracht kommen. Alsdann haben wir zwei Abstossungen

und zwei Anziehungen, nämlich (Taf. VI. Fig. 7.):

von A nach D, Anziehung

von A nach C, Abstossung = -f ;

wn £ nach €, Anziehung-

von B nach D, Abstossung = + ;

welche wir näher bestimmen wollen, für den Fall, dass in der

Ruhe D auf A lallt.

31*
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}. 13.

Abatoasung von A nach C. Die Reduktion

die Linie DO gibt

Ah™*'

Dies auf den Punkt D reduzirt, gibt:

Es ist nun

:

^C* = / + (/—o)»— «)cosy

l
coso AD R

cosy-I-
2/2 , ^rß-Ä€~ V P+(/-«)•-*(/- «)ee»7

'

und somit also die Abstossung von A nach /> gleich

#
l-a RVi

Anziehung von B nach C Wird dieselbe auf die Rieh*

tung von A nach D reduzirt, so erhält man auf ähnliche Weise:

4

» l V3^-, (a4t)1+
(/-.)(/+6)g|

,-

Die Abstossung von B nach D wieder ebenso auf A
nach D reduzirt, gleich

f. 14.

DI« Gesammtanziehung Von 4 nach ZI ist
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eines magnetischen Pendels. 469

T- Är lV1CT-
K.^y+ (/-«)(/+*)

Jff>,

* . (/-g)« ,
V'^-H- (*$-')'*«

und die Bewegungsgleichungcn sind demnach , wenn man noch die

Anziehung der Erde berücksichtigt:

4

ZT .Ol/ /\

$. 15.

Als Spezialfall, der wohl in der Praxis der braachbarste ist,

sei /=a, d. h. der bewegliche Magnet hat seinen einen Pol im

Aufhängepunkt; dann wird blos noch

Gibtman dem Pendel eine Kreisbewegung, uod zwar macht man

so verschwindet aocb das zweite Glied in T, und es tritt der

interessante Fall ein, das« dann blos noch, wie beim einfachen

magnetischen Punkt,

T ß,.

Zur Abkürzung wurde h fifr pp' genetzt.
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Kinkelin: lieber die Bewegung einet magnetischen Pendels.

§. 16.

»

Nimmt man die Schwingungen so klein an, dass z2 zu ver-

nachlässigen ist, so kann man, da alsdann

R* = r2 = 2zl, also * =

obigen Ausdruck filr T nach absteigenden Potenzen von / ord-

nen, wobei die zweiten und höheren Potenzen von
j
weggelassen

werden können, und man findet dann;

r__! Rh 3 (b-a)R*

^{(«+ 6)» +^ 27 (fl +^ + Äa

. Rh 2a» + 5«^ Rh Ufr .

(u« + R*)* 2/ +Ä*>
+

(6*+ Ä»)* » +^>

und filr die spezielle Annahme 6 = a, d. h. dass die beiden Mag-
netstäbe die gleiche Länge haben:

T___J* Rh
i

2Rh a R

Hiervon ist das Potenzial:

A Ä 2A ah

so dass man endlich für den Fall b~a unter der Annahme sehr

kleiner Schwingungen und unter Nichtberücksichtigung der Schwer-

a*
kraft erhält, wenn man ^ vernachlässigt:

wo »' wieder den elliptischen Hahnwinke* vorstellt

»
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i

•
i

Zur sphärischen

Von

Herrn Gustav Skrivan,

Lehrer der Mntlit'iiiatik an P. Bilka'« Erziehung« -lnvtitnte xu Wlea.

«. i.

Wenn die drei Höhenperpendlkel eine« ebene* Dreieckes be*

kannt sind, so kann das Dreieck aufgelöst werden, leb will diese

Aufgabe für ein sphärisches Dreieck lösen, wenn fär dasselbe die

drei, von den Scheitelpunkten der Winkel auf die ihnen gegen-

überliegenden Selten gezogenen Normalbögen (Höhenperpendikel)

bekannt sind.

Zuerst werde ich einige Formeln aufstellen, welche die Rela-

tionen zwischen den Seiten, Winkeln und Höhenperpendikeln des

sphärischen Dreieckes bilden.

Es sei (Taf. VI. Fig. 8.) ABC ein sphärisches Dreieck, des-

sen Seiten BC=a, AC=b, AB=zc. und die Winkel A t B, C
sind.

Ferner sei der Bogen AE=h
t
(Höhenperpend.) senkrecht auf a,

»> » BF=fi^ „ „ „ b,

„ „ CG=ht „ „ „ <*•

Setzt man noch der Kurze wegen:

BE=za
t , CE— a— ax und £BAE=Al3 £CAEz=A—Alt

CF=6I , AF=tb~~bi „ jLCBF =Blt ^ABTsaB—B,,

£G=c,, JG=±f~c, » jC>BCGi=*Gt..'4ACG±aC-Ci;
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so ist:

in c sinB= sin 6 sin C= sin AA ,

siocsin/4 = sinasin C = sin A*, >...(!)
ßfabsioA = sinasin2? = sin A3. )

Multiplizirt man die zwei ersten Gleichungen und dividirt da»

Produkt durch die dritte Gleichung, so ergicbt sich:

sin b sin C sin c sin j _
sin A

t
sinAg

~
sin 6 sin /I sin 03

oder

. _ sinA, sinAj
sincsin C=— / .

.

sin A3

.ben.o BinbsioB=^^, \ (2)
sin Aa

sin A. sin A3
sin a sin A = .—;

•

sig/<i

Sind daher die drei Höhenperpendikel nebst einer Seite oder

Winkel eines sphärischen Dreieckes bekannt, so kann man bezieh-

ungsweise entweder einen Winkel oder eine Seite mit Hülfe der

Gleichungen (2) finden.
, ,

,i

Dividirt man in (2) die erste Gleichung durch die zweite» so

ergiebt sich:

sine sin C sin A2

sin b
~~

sinB ~~
sin A,

'

sine sin C sinAi ,0
wie auch -— = -

—

-
Ä = -r—r* , } (3)

sina sin A sinA3

sin 6 smB _ sinA
1 .

sina ~ b'mA ~~
sinA^'

d. h. die Sinusse zweier Seiten eines sphärischen Dreieckes

stehen in umgekehrtem Verhältnisse mit den Sinussen der ihnen

zugehörigen Höhenperpendikel.

Ferner ist:

cosA= cos ht sin (B—Bx
)= cos A, sin (C— C\ )

,

cos#=coaÄ, sin/1, =cosA,sinQ,

cos C =: cos Ai sin(A— A
t ) = co8Aj8in/?i

;
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SkrtPan: Zur tphdritche* Trigonometrie. 473

woraus folgt:
,

cot»/«! sin Bx

£0^5- sln^-^)'

Da

cobHx sin (\

cosA, aini^i

'

sin/?
t »tnOi .

sin(a

—

a
t ) sin 6 sin 6,

sin(/i— ^i) sina »in 6 sin a sin (a— a|)

• *

ist, nnd setzt man in diese Formel ans (3) fllr den Werth
sinA«

iiHV «o folgt:

sin /?,B
x

sin hx
Binb

l

—At)~~ sin A3 ' sin(a— at
)

'

*\n(A

und endlich dieses Resultat in die erste Gleichung in (4) gesetzt,

giebt

:

cosA| sinA, sin6|

cos h\ sin h%
' sin («— Oj

)

oder

tgA^ sin bi

tgA, ~ sin (a -<!,)'

tgA, _ sin cx

tgA, sin er/

tgAj _«nc,
!

tgA, -"sinA/ /

• • • (8)

Die Gleichungen (4) und (5) enthalten die Relationen zwischen
den Höhenperpendikeln, den von ihnen gebildeten Winkeln und
Segmenten der Seiten eines sphärischen Dreieckes.

Sehr einfach ergeben sich noch die Gleichungen

:

sin q, sinA
x

sin(6— sin(Ä-^)

'

8in6| sinBx

Sinei sinC,

(6)
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Aus der bekannten Formel

....
folget:

cos a sin B sinC- cosA = cosB cos C ,

* » »
,

..

und wenn man diese Gleidkung qsadrirt, so ist:

cos«asin*B sin»C-2cos a cos A sin Zfsin C+ cosM = cos*#cos »C,

«reiche Gleichung sich Jeicht auf folgende, reducirt

:

«Csto^a-f 2cos«cQ8^sin Bßln CfsinM = sio*ß + sin«C

Verbindet man diese Gleichung mit jenen, die in (l) und X?)

vorkommen, so ergiebt sich:

sin *Ä3 Q . aln^sinAa 8\iiVi±^h\V^_8\B*ht -^s\o*ht
^r2 - ^nVl^cosäco8A

' H\n*a Ssin 2
/,, sin*a~ sin*aslK*a

wwau»«.
g

.

|nSfl « 8 jn 2/<i8m a
fl

und daraus ist:

. sin*A, (sin«A^in«A,)~sin»A8 sin«A,(l +sin»A,).
cosacosil= 2sin*A1 8inA2 sinA,

ferner folgt aus (2): f

. * sin/*2 sinÄssmasmJ = —
» .»

Wird diese Gleichung von der vorhergehenden subtrahirt, «b

erhält man:

cos a cosA— sin a sin A = cos (a + A)

rin'Vsjo'^+f^
2«in*^*Mi«B.V

Substituirt man diesen Werth von cos(a + 4) in die Formel

na + A l+cos(a + i<)

cos*—5— = y~ >

* *

so ist nach einer leichten Reduction:

•

1 "

a + A _ sin'At (sin^ + sinMs^sinMasin^Q -f-slnAt)»

h 4sin*Ai sinA-sinA«
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Auch kann man in diese Gleichung anstatt 1 + *l«

= 2aina(450+^) setzen, aUo

:

* a+ A
cos -.y—

A,

,
W [8inA1 (8inAa+8inAs)]«-[2sinA2 8inA,.sifi«(45n^)]

~"
2sinA,

"
sinA3 «in

A

s
~*

'

Addirt man die beiden Gleichungen (7), «o kann nach demselben

a 4- A
Verfahren, wie cos—^— gefunden wurde, die Gleichung filr

cos**— gefuodeo werdeo; dieselbe ist folgende:

a—A \

A, \
mW [sinAjCBinA^+sinAj^-^inA^inAtsin^0--^)]2 i

" sinA*sinA42siiiA
t

Auf dieselbe Weise entwickelt man auch die Gleichungen fflr

b±B e±C
cos—2— und cos—

.

Somit ergeben sich folgende Formeln:

cos
2

L \ (9)

, aI [sinA
1
(8inAa+sinA3)]*-[28inAasinA88in«(450db^)?

'

2sinAt
sin //2 sin A3

1

A±£
C08-

2
-

W [8inA,(sinAl +8inA,)]«-[2sioAlsinA>8in«(45o±^)]« f

(l0)

2 sin Aj sin At sin A3

2

4 W [sioAt(sinA1 +sinA^]*-[28inA1sinA16in
a(4Ö«±^)]t

|

(
'

2sinA8 * sinA
t sinA.

Digitized by Google



4?tf Skrififttt: Zur
I

Um noch diese drei Formeln für die logarithmtsche ßerech-

^nung einzurichten, so setze ninn et\*a in (U):

sin /«, (sin A* + sin A3) = 2sin A, . sin -z cos = sin $

und

daraus bestimmt man £ und »7, « o dann (9) für das obere Zeichen in

a
cos

o+ .4 1 aTsin 2
|—sin g?y 1 4/"sin (HM;) sin($—

ift

2 2«in^7 V l^Aa sinA3 ~2slnÄ;\ sl^lin
-

^
übergeht» welche Formel einer logarithmischen Behandlung fähig

ist. Auf dieselbe Weise verfahrt mau mit (10) und (11). Mithin

kann man mit Hülfe der Formeln (tt), (10) und (11) die drei Sei-

ten und Winkel eines sphärischen Dreieckes aus den gegebenen

Höhenperpendikeln linden.

• -
'

Offenbar können in speziellen Fallen die Höhenperpendikel

sowohl mit den Seitentals auch unter einander verschiedene Re-
lationen bildeii, wobei ich auch emige anführe.

1) Es sei Aj= A8 , so übergeht (9) in:

und aus (10) und (II) erhält man:

.
*±*= .j/' ^inAi+«in/^^in aMTFs1nl^

2 ' v sin A, sin A^ ' K }

C08 T"-*V sinATsinA,
(U>

In der Formel (12) bleibt der Werth für cos^t— nur dann reell,

wenn

8in *' > rräs; oder < rrär
i«t.

. . . . ,

S) Fflr A,=A, =
? ergebt sieh aus (12), (13) und (14):
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cos

. h

9

9

C08 -
J l \ s,nA

Weil die zwei Formeln (13) und (14) identisch sind, so ergiebt

sieb leiebt daraus , dass

b= c und B^C
ist. Mithin ist das sphärische Dreieck gleichschenklig und die

von den an der Basis liegenden Winkeln auf die gleichen Schen-

kel gezogenen Höhenperpendikel haben eine gleiche Länge»

auch in einem ebenen gleichschenkligen Dreiecke stattfindet.

3) Wäre Aj=A2= Ä3 , so ist offenbar aus (2):

a= 6= c und A — B= C,

daher sind die drei Höhenperpendikel eines gleichseitigen sphä-

rischen Dreieckes gleichlang, was ebenfalls eine Analogie zwischen

dem ebenen und sphärischen gleichseitigen Dreieck bildet.

Für ^ =^=^3=90° ist

cos^—-=VJ-sin*(45°±45«)

,

a-M= 180° und a-A=0,
folglich

a=^= 90° und ebenso 6= Ä=c=C=90°.

Wenn man in der Gleichung

sin^= sine sin Z?

entweder sine durch die drei Winkel oder sin 2? durch die drei

Seiten des sphärischen Dreieckes ausdrückt, so ergeben sich die

Gleichungen:

sinA, (15)

1

i
-s^—Vsini(a+ 6-f c)sini(a+6-ü)sin i(a+c-6)sini(6+c—„).
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Ist das Dreieck gleichschenklig, so dass s. B. &=c, alsdann

auch B=C ist, 86 ist:

sinA, =— cob\(A +iÄ)cosl(t2Ä-/<).cos*^

= -r^-V 8ini(26 + ö)sini(2o-«) . sin«S

>

sin a i *

oder

sillÄl= --i--j ^-cob(B+j) cos (Ä- (16)

28in2

„ ;
r

Y sin(* + |)sin(fi-|).

'isin^

In diesem Falle ist h^-h^ und daher auf dieselbe Art:

sinh\= sin ha (17)

2sin^- Sstn^

Sei noch az=b= c, alsdann ist auch A*=B= C; mithin ergiebt

sich

:

.inA,=sinA,=«ioA,== -^^-co.^-^V^sioJ. (18)

zsm^ "
8ln

2

Setzt man A = 90°, so übergeht A3 in 6 und A, in c; dann ist

die zur Hypotenuse gehörige flöhe h
x
noch zu bestimmen, wofür

man erhält:

(19)

sAnAt-\ ~cos(46+-2-)cos(45+-ir)cos(46 5~)cq»(45- -5-)

= ;V— sin (J5 + C) sin (Z?— C)

" =iVr
sin(6+c)sin(6-c).

Was nun nie Entfernung' des Punktes Ö vori den drei Seiten

anbelangt, so setze ich 0£=^i, OF=^, OG=pt ; alsdann wird:

*0 tg^silgBiSlhöj. »

1
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Da über ,.*,». i\ r «! .•«: »

; tgtf, *inat = .cotgÄ tffA,

ist, so folgt:

terH=^-«©tgÄcotgC, (20)

unde'ben so:

• •*•!• * '
t 1 j

\VLhm
ts^ cosT

kot*4 C0*S C ' W
«g^= ^7-cotg^cotgÄ. ... (22)

Setzt man in diese Gleichungen anstatt der Cosinusse der Sei-
ten die ihnen angehorigen Winkelfunctionen , so ist nach der ge-
horigeo-Keduction:

, cosA\ cosßcoaC , cos ,4

' = cöTBiötiC
oder * - » =eüKÄ^

und daraus

:

» i
-

ebenso:

«jn^-ft») cos 4<?>sAi •

if»i "cos^ecs^' (2t5)

11 9

sin - ^) _ cos_ßcos

Ä

a
s»n^ cos,J cosC W

»tn CA, — (i,) cos Cco* A,

--^i^rs' (28)- '

}. 2.
t

Halbirt man die Seiten a, 6, c des sphärischen Dreiecks ABC
(Tat VI. Fig. 9.) und errichtet in den Halbirupgspunkten D t E F
die Nbrmaibögen OD=Pl , QE = Hr ÖF=p% - so ist der
Durchschnittspunkt dieser Normalbögen, Ö', der Mittelpunkt des
am das Dreieck ABCX beschriebenen Kreises, wobei 0'B= 0'CHtO A = q ist

1 » . r

Setzt man

^OBC^Q>CB= Bl , ^OtAC=^0'CA=>A
l

t

'-\ '

. m .

jZBO*G*Hp> jüAO'B^^ 2a&C= X \

. • >

und
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so ist leicht zu erweisen, dass

Ä, = ^±f=:^, B-Bi= A-At
= A +*- C

(26)

ist Wenn man aus dieser Gleichung in die bekannte Formel

sio|tg Ä1 =tg ft

dea Werth für Bx sabstituirt ond dann sin| mittelst der drei

Winkel des Dreieckes ausdrückt, so folgt:
*

tgPi=tgK^+C-^)\
sin£ sin C ^

Nach demselben Verfahren gelangt man zu den Gleichungen:

»»-WM+B-OV =2&±£f£p!±^ (29)

Hieraus ist ersichtlich, dass aus den drei Winkeln des sphäri-

schen Dreieckes die Abstände des Mittelpunktes des umgeschrie-

benen Kreises berechnet werden können.

Es lassen sich folgende Gleichungen ganz einfach ableiten:

cos|=cos|sln£i, cos|=cos k2*in(Ä— cos^cos^sln^

;

*

verbindet man diese Formeln mit jenen in (26) und substituirt fär

die Cosinusse der Seiten die bekannten Winkel- Ausdrücke, so

ergiebt sich nach geboriger

eo4= .in^-c)Vr^^:r^)
.
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Wie man nun aus den gegebenen Winkeln des Dreieckes die

Entfernungen des Punktes O' von den Seiten bestimmt hat, so

lassen sich auch die drei gleichet! Entfernungen des Punktes O'

von deo Ecken A, B, C des Dreieckes sowohl durch die Win-

kel, als auch durch die Seiten ausdrücken. Denn es ist:

cotg p= cotg p, cos ^= cotgp2 cos $= cotgpz cos 2 > (33)

.»d wen. n... aas den früheren Gl.ich.ngen «r » ..d
J

di.

Werthe substituirt, so ergiebt sich nach einer leichten Reduktion

die Formel:

(34)

ü_ cos -f Z?+C)
gf

V^-cosi(^+Ä+C)cosl(^ fB-C)coh \ (Ä+C-*)cos C-A)

'

Sind die Seiten des sphärischen Dreieckes gegeben, so lässt sich

diese Formel mit Hülfe bekannter Gleichungen der sphärischen

Trigonometrie leicht auf folgende bringen

:

(35)

2 sin ^sin^.sing

tgP==
Valuta + 6 + c) sin

»
(a + 6- c) sin i(a + c^b) sin (6+ c

—

a
)'

Wenn die drei Abstände px > p%, pz nebst einem Winkel des

Dreieckes bekannt sind, so lässt sich das Dreieck auflösen. Denn

es ist:

sin/?s =sinpsin(i4

—

Ax ) t

sin p, = sin osio4;
folgt:

sin(i4—At ) sin/>3

sin^ ~~ sinp^

sin A cos ^! — sin A
x
cos -.4 8,nJ?3

sinjj ~~
sin;i»

'

so auch

!
i?£iciHLH^inÄ

* siu^2 sin^l

. *
weil aber cotg^ = sin^ cotg ist, so rouss auch

Th«ir xxvm.
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. 6 stn/»s co8i4
-Minp,

cot^™2= sin^^
•ein, oder

6 — »injfr cog^i -fr ainp,

cos pt sin4sin
5
=~

Quadrirt man diese Gleichung, so folgt:

»in*g=l — cos
6 (ginpa tfQ8i4 -f- ainpa)*

l i= c^s^sinM

woraus man erhält:
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Skrivan: Zur sphärischen Trigonometrie.

Dieser Gleichungen bedient man sich hauptsächlich dann, wenn
eine dem gegebenen Winkel gegenüberliegende Seite gesucht

wird. Sollte bloss eine Seite gesucht werden, welche dem gege-

benen Winkel im Dreiecke nicht gegenüber liegt, so I5sst eich

daför noch aas [«] eine etwas einfachere Formel herstellen. Denn
die Formel [o] lautet:

. b sinjjjcos^ -f sinpj
sin ~» = ;—2 •

2 cosp%sin A

and wenn beiderseits die Einheit addirt wird, so folgt:

da aber 1 +sin^=2sin^ + 46<>) ist, so mosa auch

eiW^+ 45A- sinKA + + *»> cosUA +Pm-Pü
\2 / cosp2sin/i

8in^+ 4So)a^"

*

M + ^C

C

0
°*^ * P'~^8)

(30)

sein. Hieraas ist zugleich ersichtlich, dass zur Bestimmung der

Seite 6 ausser dem Winkel A nur zwei Abstände p2 und p3 er-

forderlich sind.

Durch Vereinigung der Formeln (38) mit (36) ergiebtsieb leicht:

cos o (40)

=
slnl

V •«»lW+Ä+A)»»ÄW-ft-Ä)cosiU+^-ftjcosKi-^+Ä)

Vliulftr^M^ 4Ü)

2 r .=
8
-j^V aini( +^)sini(Cr-p

I
-a)cos J ( C-f^ -**)costfC-ft +*,).

In einem gleichschenkligen Dreiecke sind offenbar die zu den
gleichen Schenkeln gehörigen Abstände des Punktes O' einander

gleich ; ebenso sind in einem gleichseitigen Dreiecke alle drei

Abstände des Punktes O* von den Seiten anter einander gleich.

Ist das sphärische Dreieck rechtwinklig, so verwandelt sich

die Formel (27) in folgende, wenn ^=90° gesetzt wird:
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484 Skrivan: Zur sphärischen Trigonometrie.

,ß+c ^/ -cW (45»+ g±^).c..(4S»-^-g)
t«P.=tg(-2 **>)V .\nBrinC

Ferner folgt aus (28) und (29)

:

(42)

B- c \l — co*(45°+T5
) ~ ^T5)

2~>^ siöü
'

o c W -cos(4öo +^±^) sin(45° -
tgp,= tg(45o+—

5
-)\

Die Gleichungen (34) und [a] gestalten sich zu nachfolgenden:

2.cos(45°+^±£) \

tang q=^—8 (B+ C) C08
» f

(43)

. 6 sinn* \

2 cos pi i

Endlich folgt aus der Gleichung (37) die Gleichung för die Hypo-

tg^= tg(450-

a 1
V sin (90° \ p* +p,) sin (90°+p% (44)COS™ =

2 cosPl

=^J- Vcosto + p^costo-p,).

Da im gleichseitigen sphärischen Dreiecke pl =p%=p9 ist, so

folgt aus der Formel (27) wegen A= ß=C:

VZA A- cos-2-.cos^
1 af 3 O,^

acos«^

Aus (30) erhält man:

9= 120".
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Skrivan: Zur sphärischen Trigonometrie. 4&S

Aus (33), (34) und (36) folgt, mit Berücksichtigung der letzten

Formel:

cotgp=icotg;>!

oder

tgP= 2.tgpI ,

also auch:

tgp,:tg o= l:2, (47)

3A
C0ST 1 4/ 3A A

Alf ZA
co»^ \ —co8 "2" C08

2
cos

1'

2sin»£

y sin|.sin~

Endlich erhält man ans (37)

:

2 cos
2

2- cosp.sin^V «K^+^)8iD(^) (50)

cos/^i sin tj

Ist in einem Dreiecke «i = 6= c = 90°, so ergiebt sich

(49):

und aus (47):

*gPi=iV2.

§. 3.

Wenn man die Winkel A,B,C des Dreieckes ABC (Taf. VI.

Fig. 10.) halbirt, und die balbirenden Transversalen AO", BO",
CO" mit t|, e», r3 bezeichnet, so ist bekanntlich O" der Mit-

telpunkt des in das Dreieck eingeschriebenen Kreises. Daher sind

auch die Abstände 0*D, G"F, OmE des gemeinschaftlichen

Durchschnittspunktes O" der Transversalen von den Seiten unter

einander gleich. Setzt man nun :
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486 Skrivan: Zur sphärischen Trigonometrie.

0"J)et (y*F~ (fE^r, AF= mlt BD= t*% , CB=mlt

so sind auch folgende Gleichungen bekannt:

AF=AE= mi = \(b + c-a), \

BD=zBF=mi= i(a+c-b), \ (51)

C£=CZ>=wa= i(o+6-c). >

Wenn man in die Gleichung cotgt^cotgwi! . cos ^ für inj aas (51)

den Werth seist, nebst dem auch cos^ mittelst den drei Seiten

des Dreieckes ausdrückt, so folgt:

cotgej =cotgi(6+c-fl)\
sTn~6stoc

5 (52)

ebenso ergiebt sich:

cot^=cotel(«+4-c)V^±SiF?EI)
- <w

Hiermit ist die Aufgabe gelost, aus den drei Seiten des sphäri-

schen Dreieckes die winkelhalbirenden Transversaleo zu finden.

cot8 2 A
Wird in der Gleichung cotg r

=

Bin , (o _,. c _ g)
die <>ot

&J durch

die drei Seiten des sphärischen Dreieckes ausgedrückt, so gelangt

man nach einer leichten Reduktion su der Formel:

. Binj(q+ 6-f c)

°*^V^sTny(ä+6+c)siol^^ C J)

nun ist aber auch

sin l(6 + c-a)

V-co*l(A+B+C)cQaUA+B-C)co8i(A+C-B)co*i(B+C-A)= ZTa b c 5

2 sin g cos cos
^

mitbin kann man aus der obigen Formel ebenso erhalten

:

cotgr (56)

o A B C
'icos-^-cos^ cos-^

^-cosi(/l4^+C)cosi(^+^-r)cosU^+C-^)cosi(ß+C-^)-
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Skrioan: Zur sphärischen Trigonometrie. 487

Diese Formeln «teilen die Relationen Tor zwischen den Seiten

oder Winkeln und dem Abstände des Mittelpunktes eines in das

sphärische Dreieck eingeschriebenen Kreises.

Bezeichnet man die Winkel AOaF, OaBD, COaE mit

«

t,

so ist: ,

»i + c2 -f- 003 = 180°.

Da nun

cosa — cos c« cos
co. «,, = cotg,., Igr und cos(o, + «,) =

ist, ebenfalls aber

cos a>i=cos[180° — (oj2 + »3)]=:— cos(o>t + tos ),

so muss auch

cos r2 cos es—cos a
cotg*! tgr = jfcjfo-

sein. Daraus erhält man nach einer leichten Reduktion die Gleichung:

cos a= sin p» sin v9 cotg t?, [tg r, cotg ct cotg cs — tg r]. (57)

Setzt man hier tgt* cotg es cotg ea = tg£j , so fibergeht die For-

mel in:

sin r^sinra cotg P|
COÄa=

cos r cosä ' s,n (*» ~ r)
*

(58)

Nach demselben Verfahren gelangt man zu den Gleichungen:

, sin Vi sin r3 cot? r.

wobei tg$j= tgeÄ cotg e, cotg

c

8 ist; endlich

CMC= di£Ä££!££.. 8in(|,_ r) , (60)
cosrcosls x 7

und hier ist tgf8 = tgra cotg vt cotg pa.

Mit diesen Formeln lassen sich die drei Seiten des sphäri-

schen Dreieckes berechnen, wenn ausser den drei Winkelhalbiren-

den Transversalen noch der Abstand des Mittelpunktes des in

das Dreieck eingeschriebenen Kreises gegeben ist

Ist das Dreieck gleichschenklig, wobei a = 6 wlre, so muss

= sein; dann erhält man aus (57):

cos a=~± . cos (r,— r) , (61)

und aus (W) folgt;
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488 8 kr ivan: Zur sphärischen Trigonometrie.

co«c= cotgr8 [tgr,-a+ tgr)sin«r
I ]; (62)

ebenso erhält man aus (52), (54) und (55) die Gleichungen:

cotg Pl

(63)

sin(a-f
t
Osin(a— J)

Sin(a + ?)

cotgr=— r (64)
8*11»in|\ sin(a + |)sin(a-^)

In einem gleichseitigen Dreiecke, wo o= h= c ist, muss auch
«l = «>*= «'s sein » wofür sich die zuletzt entwickelten

(61), (63) und (64) in nachfolgende umwandeln:

COS 0,
cosa— 2~*eoc(«i — r), (65)

cotgr, = V sin ^ sin 5 ; (66)
2sin*j?

woraus noch folgt: sin t>j = sin ~
t somit sinri :sin"=2: V3.

• (67)

. 3a TT^a
_ li/ T 1 4rjr-g

s«n t2 Y sin ^ »»»2 ^ sm
.j

8ln 2

Vergleicht man diese Formel mit der (G6), so ist:

3gHs oder

tgr:tg Pl = l:2. , (68)

Ebenso findet man leicht sin r=i . tg ^ oder

sinr:tg|= l: v3. (69)
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Skriran: Zur sphärischen Trigonometrie. 489

Die Winkel <aa ,
oo3 sind in einem gleichseitigen Dreiecke

einander gleich» daher beträgt jeder 60°.

Wenn das sphärische Dreieck rechtwinklig ist, wobei 4=90°
gesetzt, alsdann erhält man aus den früheren Formeln folgende:

• »

A 1
cotg t>, = cos 2 • cotgm, =^ . cotg \(b + c— a)

oder tg©j = v2. tgi(o -f- c— a), (70)

welches die Formel für die den rechten Winkel halbirende Transver-

sale ist. Ebenso erhält man aus der Gleichung tgr=tg^.sini(6+c—a):

tgr = sini(6 + c-o), (71)

und aus (52) ergiebt sich ganz einfach:

B C
2y2.co8*£ cos

^
cotgr=^ ĝ

=^_^===- (72)

§. 4.

Vergleicht man nun alle in §. 2. und §. 3. entwickelten Glei-

chungen, so ergeben sich noch einige Relationen zwischen den

BestimmungsgrOssen des Mittelpunktes sowohl eines eingeschrie-

benen, wie auch des umgeschriebenen Kreises, für dasselbe sphä-

rische Dreieck.

Betrachtet man zuerst die Seitenabstände, sowohl des Punk-

tes O' wie auch O", fÖr welche die Formeln (27) bis (29) und

(55), (56) aufgestellt wurden, so erhält man aus (27) und (56)

nach einer leichten Reduktion:

2 cos \ cos~ cos^ . tg \{B + C- A)

tg», cotgr = j- „ - ——- (73)
V sinjßsinC.cos;(^T&-C)cosi(i4+C—B)

Ist das Dreieck rechtwinklig und J= 90°, so ist:

B C fB\C M \
2 cos "2 cos ^ tg I —K 45°

)

tg;>i cotgr = —===z v * -

^"sin£ sin C. sin (46« + ^-?)

«
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4Sti Skripan; Zur sphärischen Trigonometrie.

und für ein gleichseitiges Dreieck, wo also A-=zB~C ist:

2co8^.tg^
tgpi cotgr= -j =1»

ein A.cob-^

folglich

oder p!=r, was für das gleichseitige Dreieck vorauszusehen war.

Da nun in (68) tgex =2tgr ist, somit muss auch 2tgz*i =b tgtj sein«

Bezüglich der Abstände der Punkte O' und O" von den
Ecken des Dreieckes erhält man aus (35) und (52) nach einer

leichten Reduktion:

a b c
^singsingsiogCotgKo + c— a)

\o q cot0, r. = — • (75)8r ^ V^in6slncsin4(tt + c— 6)sin4(a + 6— c)

In einem gleichseitigen Dreiecke, wo a= 6= c ist, ergiebtslch :

tgocotgvi = l, (76)

also o= p,, «ras für das gleichseitige Dreieck evident ist.

Bildet man das Produkt aus den Gleichungen (34) und (56),

so gelangt man zu der Gleichung:

tg^tgr=—j g (77)

2COS ^ COS
-g

CO*
4J

Ferner folgt aus der Formel (55) und (35)

:

_ . a . 6 , e

*^ r = sin4(«+6+3" ^
Ist «= 6= c, so folgt:

2sin«S

tgPtgr =— (79)

sin^

Endlich sei noch fl=o= c= 90°, so ist:

tgpcotgr= V2. (80)
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Skrivan: Zur tphäritchen Trigonometrie. 491

§. 5.

Verbindet man die Mittelpunkte der Seiten a, b, c des sphft-

Dreieckes ABC (Tat VI. Fig. 11.) mit den gegenüberlie-

genden Ecken dieses Dreieckes, so schneiden sich bekanntlich

diese Transversalen gemeinschaftlich in einem Punkte O.

Setzt man nun

:

AD=zt, t BE = t>, CF=<,;

OD = Vl , OE = v% , OF=% ;

so auch:

<£CFB=:iplf Z-ADC—v+y £AEB= q>i\

£ CAD= Ax , ^CBE= B% , 4LBCF=CX \

alsdann ist im A CFJ?:

cosa— cos <j cos
|

cosg>, = »

sin t, sin
^

und im A^^s
cos 6— cos^cos

^
cos(180<)-<pl)=-cos(pl

= .

sin^sin^

Durch Gleichsetzung dieser Formeln erhält man:

c e
COSa— 008*8 COS £= COS COS^— C08 6

2cos <3 coe^= cosa +C08&,

mithin

:

cos« + cos 6 cosi(a+6)cosi(a—b)
co.<,= — =

—

K-ZJ~— (8i)

folgt:

cosa+co«e co« co» ?("—<0 ^co««t= 5~ — 4 (82)

2eo*2 ""S

t. -^-S£fAdL£2f£ — c
p
a*(6 -f c) cos j(6

—

c)

a a a
icos^ cos

^
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492 Skrltan: Zur

Mittelst diesen Gleichungen lassen sich aus den drei Seiten

a, b, c die diese Seiten halbirenden Transversalen berechneo.

Ferner ergiebt eich aus den bekannten Gauss 1

sehen Glei-

cos j(o- 6) cos \(a + 6) _ C0B 2

*

*ln(A+ B)

e " sinC
cos

2

und substituirt man diese Formel in (81), wobei noch anstatt

c
cos ^ dessen bekannter Winkelausdruck gesetzt wird, so folgt:

. sin(^+BUrco8\(B+C^~<n*\(A+C—B)
008 * = sin£ 1 sin ,4 sin* '

{b4)

ebenfalls:

_ sin(^+Q4/"co^Cg4-C~^)c^U^^-:^ /at*008

1

»- sin* T sin ^ sin C 1 { V

C0"» = sin^ Y sinüsinC (86)

Nun ergeben sich folgende Gleichungen:

sin
<j
sin C sin|sir>^

8in^=~sinT" und '"V-^-sü^—
folgt

:

8inAl :8in(A — At ) = sin C:sinZ? ; (87)

auf ähnliche Art findet man:

sinBx : sin (B— /?! ) = sin C : sin A , (88)

sin C, : sin (C— C, ) = sinß : sin A. (80)

Es wird daher jeder Dreieckswinkel mittelst der scitenhalbiren

den Transversale in zwei solche Winkel getheilt, deren Sinusse

eich zu einander so verhalten, wie die Sinusse der auf derselben

Dreiecksseite mit ihnen anliegenden anderen Dreieckswinkel.

Multiplizirt man (87) mit (89) und vergleicht die so entstan-

dene Proportion mit (88), so gelangt man zu der Gleichung:

sie At sin C1 sin(Ä-Ä1
)-sinBl sin(C-Ci)sin(i<-^) = 0, (90)
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Skrivan: Zur tphäriichen Trigonometrie.

welche bloss die Relationen zwischen den Winkeln enthält, die

von den Transversalen aus den Dreieckswinkeln gebildet wurden.

Au« (87) ist auch

:

ginM- Ax) _a\nB
sinjj sinC

cotg^ = cotg A + , (91)
#

cotgB1=cotgB+f^. (92)

_. _ sin A ,ÄÄ%
cotg C\ = cotg C+ -t-^ • (93)

Sind daher die drei Winkel des Dreieckes bekannt, so kann man
mit diesen Formeln auch die Winkel Al9 Bl$ Cx finden.

Es lässt sich aus den Dreiecken BOD und OAE sehr ein-

fach die Gleichung

8in«i- q l )=
8in

2
8lll9?3

,lD* sinlsintf,

ableiten; da jedoch siny,= 8'na>'°^
8Q wjrj auc|, :

8j^=^os|,

sin% 2

Aus diesen Gleichungen erhält man leicht folgende

:

<! +2cos2
cot^ =

sin* * <*>

cos<j + 2cos^
eot&V*^ ^ » (06)
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COStg -f 2C08j
co,**=

SiT^ W
Endlich ergiebt sich noch:

siny?
t _ sin fr sintfr sinf^ sinifo sin fa ^

sinifc^ainfe' sini^— sin*,' «inik— ain*,*
W

Ist das Dreieck gleichschenklig, so verwandeln sich ganz ein-

fach die hier entwickelten Formeln in nachstehende, wenn az+tb

gesetzt wird:

cosa M M cosa + cos c
cos fr

=—-, cos fr= cos fr
= — , (99)

cosg- 2 cos
2

ebenfalls

sin (\ idn(C— = «inA :sinA>

daher

mithin fällt die basishalbirende Transversale mit dem znr Basis

gehörigen Perpendikel zusammen. Weiter ist auch aus (93):

. n V2.ain(45<>+C)
cotgCi=sl + cotgC= j^g-

Wenn aber azzzb= c ist, so folgt aus den obigen Formeln gana

einfach

:

. . cosa cos A -n«.
cos fr

= COS fr— cos fr
= = —2 • (100)

2co»-j ain^

Endlich ergiebt sich filr ein rechtwinkliges Dreieck, wenn etwa

4 = 90° gesetzt wird, da cosa= cos b cos c ist:

C b
cos fr = 2co86cos£, cos fr ss 2 cos c cos (101)

welches die Gleichungen sind für die Transversalen den Katheten

angehörig. Ebenso ist

A sin C

Iat noch a=6=c=90°, so ist offenbar auch fr =fr=fr=90°
und cotgijj = V2.

Digijized by Google



Misceiien. 495

XXVI.
Misceiien.

Nachstehende Kofi» Ut mir xur Veröffentlichung zugesandt worden. G.

New Orleans, February IG, 1856.

The undersigned would respectfully iovite the attention of
experimentors to tbe following

Interestins; electrica^ experiment.

From the conductor of an electrica! macbine suspcnd by a
wire, or chain, a small roetallic ball (one of wood covered with
tin-foil), and under tbe ball place a ratber wide metallie basia
containing some oil of turpentine, at tbe diatance of about { loch.

If the handle of the machine be oow turoad slowly, the liquid in

tbe basin will begiu to move in differenr directions , and form
whirlpools. As the electricity on the conductor accumulates, the
troubled liquid will elevate itself in the centre, and, at last, be-
come attached to the ball. Draw off the electricity from tbe con-
ductor to let tbe liquid resume its positioo: a portion of the tur-

pentine remains attached to the ball. Turn the handle again very
slowly, and observe now the few drops adberingto the ball assume
a conical sbape with the apex dowowards, while the liquid onder
it assumes also a conical shnpe, tbe apex upwards, until both
meet. As the liquid does not accumulate on the ball, there must
necessarily be as great a current downwards as upwards, giving

the column of liquid a rapid circular motioo, which continues untu
the electricity from tbe conductor is nearly all discharged, silently,

or until it is discharged by a «park descending into the liquid,

The same phenomena take place with oil or water. Using the
latter liquid, the hall must be brought rouch nearer, or a much
greater quantity of electricity is necessary to raise it

Tliose who had occasion to observe the sublime phenomenon
of a water -spout, will at once perceive in this experiment a faith-

fal minature representation of the graduai foruiatfon, progress,
and breaking up of that grand phenomenon.

If, in this experiment, we let the ball swing to and fro, the little

water - spout will travel over its minature sea, carrying its whirlpools

along with it. When it break« up, a portion of the liquid, and with It

anytbing it may contain, remains attached to the ball. The fish, seeds,

leaves, etc. etc. , that have fallen to the earth in rain squalls, may bave
owed their elevation to the clouds to the same cause that attaches a
few drops of the liquid, with its particies of impurities, to the ball.

It is well known that water -spouts generally form on bot
aommer days in southern climates, and In so-called, dead calms;
they never form on rainy days, nor in windy weatber. If, io our
experiment, we blow upon the surface of the liquid, the discharge
of the electricity from the ball is thereby so mach facilitated, as
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»

to prevent (he elevation of the liquid entirely, or v at least, to

retard it very much. By holding a pointed conduetor near the
liquid, the elevation of it is eotirely prevented. lt seems not a
forced deduetion that lißhtning-rods, and not the firing of cannon
are the proper safeguards apainst the forroation and the disastxoos

effects of water -spouts. When we conteroplate tbe effects of
electrical attraction oo liquid», our attention is naturally drawn to

it» effects with regard to gase«, and especially atmospheric air.

The noncondueting air will, like other fluid«, beattracted, electri-

fied, and repelled, to seek its dissimilar electricity, giving rise

to currents and counter-currents, and at the electrical mach ine,

to the phenomenon known as the electrical wind, whilst by the Opera-

tion oi the grand electrical machine ofthe clouds, it produces those

fearful and destruetive corrents known as whirtwinde and toroados.

The table lands of Mexico are never wetted by rain, and but
Tery spannety by dew. It is in these elevated and dry regions

that whirlwin'ds are most freqoent. Water- spouts and whirlwinds
seem to be tbe lightning-rods that nature construets to afford to

the electricity of tbe ^puda a passage to the earth.

Dr. Bf. F. Bonzaoo.

Beweise für den Pythagoreischen Lehrsatz.

Von Herrn Hofrath Marx in Braunschweig.

1. Das AABC (Taf. IV. Fig. 8.) sei an B rechtwinklig. Man
lege an A ein Loth AD zu AC und verlängere dasselbe bis es
die verlängerte BC in D trifft. Dann ist DC : AC= AC : BC,
und also

ÄC* = DCx BC=BC2 + DBxBC.

Setzt man hier ÄS* für DBxBC an den Platz, so ist

Äc*= Sc* + Ab*,

2. Das ^DAC sei an A rechtwinklig und AB ein Loth von
A auf DC. Dann ist

ÄC* =DCXBC= BC* + DBxBC,
ALP=DCxDB= DB* + DBxBC,

folglich iiWißfe^H2Z>^ÄC+Ä^(Z)ß+ÄO»=^*.

Berichtig u n g.

Tbl. XIVIII. S. 117. mu«i die rechte Seite der Gleichung (15) nicht
—a, sondern —«(1— cos 9) heieeen.

Tbl. XXVIII. S. 941. nnu der Aufsatz „Uebungsa u fgaben " mit
XVIII. a. bezeichnet werden, da der vorhergehende Aufsatz aus Versehen
auch Nr. XVIU. erhalten hat.
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Liieraritcher Bericht CX.

Literarischer Bericht

cx.

Georg*» Freiherrn too Vega Logarithmisch- trigo-

nometrisches Handbuch. Vierzigste Auflage. Neu«
vollständig durchgesehene and revidirte Stereotyp-
Aasgabe. Bearbeitet von Dr. C. Bremiker. Berlin. Weid-
mann. 1856. 8. 1 Thlj. 71

/, Sgr.

Als wir im Literar. Ber. Nr. 1« die von Herrn Hüls se be-

sorgte neue Ausgabe der „Sammlung mathematischer Tafeln
von Vega" anzeigten, bemerkten wir auf S. 4: „Wir be-

dauern sehr, dass der Herausgeber nicht durch den
ganzen Quadranten die Winkel von 10 zu 10 Secunden,
wie z.B. in den Callet'schen Tafeln» hat fortschreiten
lassen. Wäre dies der Fall, so wurden wir seine Ta-
feln allen übrigen vorziehen"; und wir haben bei allen

neuen Ausgaben namentlich auch des „Vega'schen Hand-
buchs" wiederholt lebhaft bedauert, dass diese von uns schon

im Jahre 1840 geraachte Bemerkung bisher ganz unberücksichtigt

geblieben, und bei den Tafeln von Vega bisher immer ihre

alte und veraltete Einrichtung beibehalten worden ist. Wer wirk-

lich trigonometrische Rechnungen mit Eleganz, Schärfe und Ge-

nauigkeit au führen versteht, eine Fertigkeit, die keineswegs so

häuGg gefunden wird, wie Mancher wohl glaubt; wem bei diesen

Rechnungen immer die Regel vorschwebt, die Gauss sich zur

sie auch sein mochte, so scharf zu fahren, als es

TkLXXVIII. Hft.2.
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Literarischer Bericht CX.

Hülfsmittel irgend gestatteten*): der wird sieb wohl selbst sagen

müssen, dass von 10 zu 10 Secunden fortschreitende trigono-

metrische Tafeln ein so wichtiges Hülfsmittet zur Erleichterung

und zur Erhöhung der Genauigkeit aller betreffenden Rechnungen

sind, dass man es geradezu für eine Sünde halten muss, dass

man namentlich auch der Jugend bei'm Unterrichte in der Trigo-

nometrie dieses so ungemein wichtige Hülfsmittet mit einem schwer

begreiflichen Festhalten an dem Alten und Veralteten in Deutsch-

land bis jetzt vorenthalten hat Denn in Frankreich z. B. wird

seit länger als fünfzig Jahre kaum noch eine andere als die treff-

liche von 10 zu lOSecunden fortschreitende Calle
t
'sehe Tafel**)»

die bekanntlich auch die erste Veranlassung zur Erfindung der

Stereotypen durch Firm in Didot gab, gebraucht« ; namentlich

auch von den Seeleuten und allen übrigen Praktikern. Seit dem
Jahre 1840, insbesondere bei dem Anblick jeder von Herrn Hül sse
besorgten neuen Ausgabe des guten alten Vega, haben wir Be-

trachtungen wie die obigen über unser liebes deutsches Vaterland

und den mathematischen Unterricht auf dessen Lehranstalten oft

angestellt, und wurden daher in der freudigsten und angenehmsten

Weise überrascht, als ganz unverhofft die von Herrn Doctor Bre

-

miker in Berlin besorgte vierzigste Auflage des Vega' sehen
Handbuchs vor Kurzem in unsere Hände gelangte. Jedenfalls

hat die ausgezeichnete Verlagshandlung in Herrn Doctor Bremi-
ker ganz den richtigen Mann getroffen, der eine solche Arbeit

zu machen verstand, und wir gratuliren «}llen, die sich mit trigo-

nometrischen Rechnungen zn beschäftigen haben, und namentlich

auch allen höheren Lehranstalten, wahrhaft zu dem trefflichen Qe-

schenk, welches Herr Doctor Bremiker denselben mit dieser

neuen Ausgabe des Vega'scheo Haedbuchs gemacht hat» und
bedauern nur lebhaft, dass dies nicht schon weit frühe« geschahen
ist. Alle Vorzüge, welche diese mit Recht dem preussiscl^ea

Minister für Handel , Gewerbe und öffentliche Arbeiten, Herrn

von der Heydt Excellenz, der sich bekanntlich durch Förderung

und Veranlassung vieler dieVerhesserung des mathematischen Unter-

richts auf praktischen Lehranstalten bezweckeuder wissenschaft-

licher Arbeiten schon so sehr verdient gemacht hat, gewidmeten

neuen Tafeln vor allen älteren anzugeben, würde hier zu weit fivV

•) M. s. Literar. Ber. Nr. CIV. S. 2. In der Anzeige der hAbtönen
Schrift: Gaus« zum Gedächtnis« ron W. Sartorios <v. Wal-
ters h'ausen.

**) Die erste Auagabe wird vom Jahre 1795 «ein. Die aas voriie*

gende Ausgabe trägt wenigsten« diese Jahr«srahl mit dem BejaStlt:

„Tlsage l«*V<
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ren, «ad ist auch uonathig, da da* den Tafeln vorausgeschickte

Vorwort und die Einleitung an denselben darüber alle erforderliche

Auskunft geben. Wir begnügen uns daher mit folgenden Bemer-
kungen. Der wichtigst© Vortag ist unstreitig der, das« in der ganzen

trigonometrischen Tafel die Winkel von 10 zu lOSecunden fortschrei-

ten. Wie sehr dadurch die Berechnung der Proportionaltheiie erleich-

tert wird, wird wohl Jeder wissen, wer nur einmal eine trigonome-

trische Rechnung mit solchen Tafeln gemacht hat. Durch die

Bremtker'sche Tafel ist aber die Mähe, welche diese Berechnung

macht, geradezu fast auf Null reducirt, nämlich dadurch, dass

Herr Doctor Brem ik er noch kleine Multiplicationstäfelchen bei-

gefügt hat, welche die auszuführenden Muftiplicatlonen in hohem
Grade erleichtern, Alles zugleich in solcher Weise, dass die höchste

mit Tafeln von sieben Declmalstellen Oberhaupt zu erreichende

Genauigkeit auch wirklieh erreicht wird. Für das Intervall von
0° bis 4° schreiten die Winkel durch die einzelnen Secundeo fort

Aber nicht bloss die trigonometrische Tafel, sondern auch die

Tafel der Logarithmen der Zahlen hat vor den filteren Tafeln

mancherlei Vorzöge, in welcher Beziehung wir nur hervorheben

wollen, dass die Bremiker'schen Logarithmentafeln hei ziemlich

weitläufigen astronomischen Rechnungen, die wir mit Hülfe der-

selben kürzlich auszuführen Gelegenheit gehabt haben, uns nie

über die bei Berechnung der Proportionaltheiie zu nehmende Di£

ferenz in Zweifel gelassen haben, was In den älteren Vega'schen
Tafeln leider so häufig der Fall ist. Eine kleine Tafel zur Ver-

wandlung der natürlichen Logarithmen in gemeine, und umgekehrt;

Tafeln zur Verwandlung der Sternzeit in mittlere Zeit, und um*

gekehrt; Tafeln der astronomischen Refraction; und ein sehr

werthvolles Verzeicbniss der in der reinen Mathematik, Geographie

und Astronomie zur Anwendung kommenden Constanten, welches

wir im Interesse der Gymnasien, Real- und #ewerbscbulen gern

noch mit den wichtigsten physikalischen Coostanten, die in der

gewiss bald erscheinenden 41sten Ausgabe noch nachzutragen sein

dürften, vermehrt gesehen hätten, sind beigefügt. Iii dem Vor-

wort bat der Herr Herausgeber sich in lehrreicher Weise über

die früheren Ausgaben logarithraiech- trigonometrischer Tafeln und

deren verschiedene Vorzüge verbreitet. Wir erlauben uns, dazu

nur zu bemerken, dass die von William Gardiner bearbeitete

dritte Ansgabe der schonen Sherwin schen Tafeln nicht vom

Jahre 1741, wie die Meinung des Vorworts zu sein scheint» son-

dern vom Jahre 1742 und zugleich die correcteste Ausgabe dieser

sehTmen Tafeln ist, da die im Jahre 1770 von Clark besorgte

fünfte und letzte Ausgabe sehr fehlerhaft gedruckt sein soll. Die

gleichfalls in unserem Besitze befindliche grosse und prächtige
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4 UUraritcker Bericht CX.

Gardiner'scbe Tafel in Quart, die, wie wir vor langer Zeit
einmal io des bekannten früheren Berliner Astronomen Johann
B er do ulli astronomischen Briefen gelesen 20 haben glauben,

von der Berliner Sternwarte schon zu damaliger Zeit su einem
ungemein hohen Preise erstanden wurde, ist gleichfalls vom Jahre

1742, wie auch das Vorwort richtig angiebt, und die schöne
Avignon'scbe Ausgabe derselben vom Jahre 1770, wobei wir nur
bemerken wollen, dass man selbst in Frankreich zugiebt, dass
diese letztere Ausgabe nicht so correct sei wie die englische;

die in den ersten vier Geraden beigefugten logarithmischen Sinus

und Tangenten Air die einzelnen Secunden sind in derselben von
Mouton berechnet, der sonstige Herausgeber bat sich aber nicht

genannt. — Druck und Papier sind ganz den neueren Ansprüchen,

welche man jetzt an die Ausgaben solcher Tafeln macht, gemäss,

und der frühere sehr geringe Preis von l Thlr. 7 1
/* Sgr. ist nicht

erhöht worden. — Sollen wir nun hiernach noch Etwas zur be-

sonderen Empfehlung dieser trefflichen Tafeln hinzufügen ? Ge-
wiss nicht. Aber wünschen wollen wir, dass namentlich bei dem
mathematischen Unterrichte auf Schulen der bisherige Schlendrian

bei dem Gebrauche der älteren Tafeln endlich aufhöre, und diese

neuen ausgezeichneten Tafeln unverzüglich Eingang finden. Wir
wünschen dies; ob wir es aber auch in der erforderlichen Aus-
dehnung hoffen dürfen, müssen wir nach den bisherigen Erfah-

rungen sehr dahin gestellt sein lassen. Daher wünschen wir, dass

auch die höheren Unterrichtsbehörden das Ihrige thun mögen, um
der trefflichen Brem iker'schen Tafel recht bald möglichst allge-

mein Eingang zu verschaffen. p.

* Geometrie.

B°. lnstltuto Tecnfco dl Torlno. Sui princi-

pii geometrici de Disegno e specialmento dell' axo-
nometrico dalle lezioni di Geometria applicate alle

artl di Q,uintlno Seil».

Dieses lithograpbirte und deshalb wohl nicht in den Buch-

handel gekommene Memoire über die Principien des geometrischen

Zeichnens, welches, wie es scheint (m. s. pag. 1.), dem Unterrichte

auf dem Königlichen technischen Institute zu Turin zur Grund»

läge dient, scheint uns sehr zu verdienen, in einem weiteren

Kreise bekannt zu werden; denn dasselbe enthält in sehr bündi-

ger Kürze eine sehr deutliche, ganz elementare Darstellung der
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wichtigsten Arten des geometrischen Zeichnens, theiis bloss mit

Hülfe der synthetischen Geometrie, theiis, wo es die grössere

Kürze gebot, mit Hülfe der analytischen Geometrie. Alles, was
zur erfolgreichen praktischen Anwendung erforderlich ist, ist nach
unserer Meinung in diesem Memoire enthalten, und an erläutern-

den Beispielen fehlt es in demselben gleichfalls nicht, weshalb
wir dieser Schrift wohl eine Uebertragung in's Deutsche wünschen
mochten, da wir dieselbe, wie gesagt, namentlich sehr zweck-
mässig für Praktiker halten, um in möglichst kurzer Zeit eine

genügende Uebersicht der verschiedenen Arten der graphischen
Darstellung zu gewinnen. Um dieses unser ürtheil näher zu be-

gründen, geben wir im Folgenden eine Uebersicht der einzelnen

Hauptabschnitte: Parte I«. Determinaaloae della form»
t) posizione dl an corpo. Capo 1°. Posizionedi un punto
•ovra un piano. Capo 2°. Posizione di un punto o di un
corponellospazio. Parte »«. Diseajno de! corpl delle enl
llaee e delle col snperflcle sl cenosce la poslzlone e la
forma. Capo 1°. Piani quotati. Capo 2°. Geometria de-
•crittiva. Capo 3°. Prospettiva. Capo 4°. Disegno axono-
metrico. Diese zweite Abtheilung ist mit besonderer Sorgfalt, Deut-
lichkeit und bündiger Kürze bebandelt, im vierten Kapitel mit sehr
zweckmässiger Anwendung einiger allgemein bekannten Formeln der
analytischen Geometrie, und erläutert durch die Darstellungen einiger

Maschinen, insbesondere auch eines Planimeters. Wir glauben
nicht, das» man alle oben genannten Methoden der graphischen Dar-
stellung an einem anderen Orte zusammen so kurz und deutlich, aber
hinlänglich ausführlich für die praktische Anwendung, erläutert

findet, wie in diesem verdienstlichen Memoire des Herrn Quin-
tino Sella, weshalb wir dasselbe zur Beachtung wiederholt
empfehlen.

Physik.
Chronologischer Katalog der Nordlichter bis zum

Jahre 1866, sammt einer Bibliographie über diese Er-
scheinung. Von Dr. Ami Hone, wirklichem MitgMede
der Kaiserlichen Akademie der Wissenschaften zu
Wien. Aus dem Octoberhefte des Jahrgangs 1886 der
Sitzungsberichte der matheraatisch-naturw. Klasse.

•oJ*
686' chT01,0,08i8ch« Katalog der Nordlichter bis zum Jahre

1866 ist jedenfalls eine äusserst verdienstliche Arbelt, für welche
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die Wiegenschalt dem Herta Verfasser zn Dank verpflichtet 'ist*

wenn man namentlich bedenkt, wie unendliche Mflhe die Anfer-

tigung desselben gemacht haben muss, und Welche Unzahl der

verschiedenartigsten Schriften der Herr Verfasser dabei einau-

sehea genOthigt war. Deshalb halten wir uns fflr verpflichtet,

eben Jeden, wer sich f0r die Erscheinungen des Nordlichts be-

sonders interessirt oder sich der weiteren Ausbildung der Theorie

dieses so überaus merkwürdigen Phänomens tu widmen gedenkt,

auf diesen vom Jahre 500 v. Chr. Geb. bis zum Jahre 1856 reichen-

den, mit der kleinsten Nomparell -Schrift auf 74 Seiten in gross

Octav gedruckten Katalog'' dringend aufmerksam zu machen, für

dessen Publicatioo wir Im Namen der Wissenschaft dem Herrn

Verfasser nochmals uneern Dank aussprechen.

1« I * (Ml l« I ' . >
'

I ... < '|t.« - « Ii
4

- 'i . » . <

Vermischte Schriften.

Annali di scienze matematiche e fisiche, compilati
da Barnajia Tortolioi. (Vergl. Literarischer Bericht
Nr. CVI. S. 9.)

" *. .
»

Agosto 1866. Calcul des expressions generales, qui doo-

aent la valeur des divers elCments de la parabole. Par Geor-
ges Dostor. (Coatlnuaciene e fine.) p. 289. — Teoremi iotorno

all* attrasione di alcune superficie, e soiidi omogenei sopra no
punto materiale situato sul loro asse. Nota di B. Santini.

p. 293. — Sul principio di reciprocitä nella teoria delle forme.

Nota di F. Brioschi. p. 304. — Sopra i res« di Sturm. Note

di F. Faä di Bruno, p. 314. — Moto del doppio cono longo

due direttrici rettilinee poste in piani verticali tra loro convergenti.

Nota di Mattia Azzarelli. p. 31&

Settembre 185G. Moto del doppio cono lungo due direttrici

rettilinee poste in piani verticaji tra loro convergenti. Nota di

Mattia Azzarelli. (Contimiazione e 6ne.) p. 321. -- Sur l in-

duction «lectroatatique. TroUieme lettre de M. P. Volpicelli a
M. Regnault p. 335, - Elogio di Carlo Gustavo Jacob Jacob!

.

Tradowene dal Tedesco di G. RevL p. 342.

Ottobrö l£S>6. Elogio di Carlo Gustavo Jacob Jacobi. Tra-

duzjone dal Tedesco di G. Novi. (Continu&sione e fine.) <p. 360.

>-+ Sulla quadiatura della superflcie parallela ad una ae^erficie di
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quatl' ordin» conoaoiuU sott» U *o«|* 41 auperfici« di elasticita.

Memoria Ui & Tortolini. f. 37* ^Lettre d« Mr
, I* Profes-

aeur J. J. Sylvester a le Redacteur. p. 3G&!
I I »» • • ,m m *

f .« j . i » • ' i

Sitzungsberichte 4e,f Kaiaerlicbeo, Aka,de*Me de*

\>
T i&aenscha ftqn z.U. Wien, (S iehe literarischer Bericht

Nr. GVL S. 10L)
, .... . , .

. , ,

Jahrgangl856. Band XX. Hefj 2 und 3. Littrow: Dre}

Quellen Über den Kometen von 1556
1

. S. 301. — Reslhuber:
Ueber Professor Stampfer s Lichtpunkt • Mikrometer im Fern-

rohre des Meridiankreises der Sternwarte zu Kremsmünster. S. 314.

— Stampfer: Zusatz zu vorstehender Abhandlung. S. 327. —
Kreil: Ueber die Bestimmung der Seehohe aus dem beobachte-

ten Luftdrücke. S. 353. — Stark: Ueber die Methode des

Doppeltsprecbens in derselben Richtung auf einem Drabte. S. 531.

— Belli: Ueber das am 22. März zu Pavia beobachtete Meteor.

S. 540. — Härtenberger : Bestimmung analytischer Gleichun-

gen für die Seiten von Kegelschnitts -Vielecken und Anwendung
derselben. S. 541.

Jahrgang 1856. Band XXI. Heft 1. Struve: Ueber die

Breitengradmessung zwischen der Donau und dem Eismeer. S. 3.

— Oeltzen: Nachweis des Vorkommens von Sternen aus den

Argeiander'schen nördlichen Zonen in anderen Qoelleq. S. 19.

— Ebner: Ueber die Anwendung der JReibungs - Electricität zum
Zünden von Sprengladungen. S. 85. — Kreil: Erste Ergebnisse

der magnetischen Beobachtungen in Wien. S. 157. — F i al-

le owski: Rotation ohne Grundriss. S. 181.

Jahrgang 1856. Band XXI. Heft2. Zantedeschi: Del

raoto rotatorio dell' arco luminoso delP elettromotore voltiano.

S. 236. — Zantedeschi e Borlinetto: Delle differenze che

intercedono fra gli effetti prodotti dalla luce e dal calorico sopra

i cloruri e joduri d'argento. S. 243. — Resthuber: Unter-

suchungen über das atmosphärische Ozon (sehr interessant). S.351.

— Alle: Opposition der Calliope im Jahre 1857. S. 379. —
Winkler: Neue Theoreme zur Lehre von den bestimmten Inte-

gralen (sehr beachtenswertb). S. 389. — G railich: Ueber eine

Mittheilung Professor A. Beer's, die graphische Darstellung der

Amplituden- und Phasen -Verhältnisse der Reflexion geradlinig

polarisirten Lichtes enthaltend. Auf Veranlassung des Herrn

Sectioosrathes W. Haidinger. S. 427. — Brücke: Object-

Träger von Canarienglas. S. 430. — Pohl: Ueber die Ver-
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wendbarkeit des Mitscherlichschen Polarisation* - Saccharirae-

ters so chemisch -technischen Proben. S. 492. — Zantedeschi
e Borlioetto: Deila irradiaziooi chimiche, e della necessH*

del loro foco separato da quello delle irradiaxioni calorifiche e
luminose al cooeguimeoto della purezzo e perfezione delle prove

fotografiche negative ottennte colioduri d'argento. S.521. — Heger:
Ueber die Auflösung eines Systems von mehreren unbestimmten

Gleichungen des ersten Grades in ganzen Zahlen» welche ein«

grossere Anzahl von Unbekannten in sich schliessen, als sie zu

bestimmen vermögen. (Sehr beachtenswert.) S. 660.

VI ' »
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Mathematische

und physikalische Bibliographie.

Geometrie.

W. Wedemann, Das Unentbehrlichste und Interessanteste

aus der Längen-, Flachen- und Kürperrechnung. (Lehrerbuch.)'

3. Aufl. 8o.
7»/t Ngr.

W. Wedemann, Fragen und Aufgaben aus der Raumlehre.

(Scbülerbucb.) 4. Aufl. 8°. Weimar. 6 Ngr.

txcodftsie.

Fr. Malier, Tabellen der wirklichen Längen der Sinuse und

Cosinuse für den Halbmesser ven 1 bis 10 Klafter. Entworfen

und berechnet. Wien. Fol. 90 Ngr.

Praktische Mechanik.

Cb.Armengaud jun. , L'Ouvrier mecanicien. Guide de m4ca-

nique pratique etc. 5. edit In-12. avec 4 pl. Paris. 4 fr.

Astronomie.
*

Annuario del Reale Osservatorio di Napoll per l'anno 1857

o sia Almanaco annuale, che contiene inoltre particolari tavoie

utili e necessarie alla Nautica, Gnqmonica, Geographia e scienze

afGni. 8°. Neapel.

A. F. Dittmann, Die Erde ein Himmelskörper. Ein kriti-'

scher Hinblick auf die Geschichte und Wissenschaft der Astro-

nomie, gr. 8°. geh. Kiel. 1 Thlr.

E. Flash ar, Ob die astronomische Weltanschauung der christ-

lichen widerspricht? Ein Vortrag, gr. 8°. Berlin, geh. % Thlr.

Gst. Adf. Jahn, General - Register der Bände 21 bis 40 der

astronomischen Nachrichten. Hamburg. 6 Thlr.

C. Moesta, Informe sobre las observaciones hechas darante

el eclipse solar de 30 de No?ierobre de 1853, presentado al Sennor

Ministro de Instruccion publica. Santiago de Chile, 1854. 4°. MitlTaf.

Physik.

Annalen der Physik und Chemie. Herausgegeb, von J. C. F*og-

gendorff. 100—102. Bd. od. Jahrg. 1857. No. 1. gr. 8°. Leip.
«ig. Preis für den Jahrg. 9 Thlr. 10 Ngr.
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P. Ant. Cap, Stüdes biograpbiques pour servir a l'histoire

des sciences. Premiere se>ie. Chiroistes — Naturalistes. Paris,

1857. 80. 1 Thlr.

Paracelse. — Bernard Palissy. — Pierre Belou. —
Nie. Houtl. — Van Helmont. — WoiseCharas. — Ro*

bert Boyle. — Nie. Lemery. — Rouelle aine. — Van
Möns. — Labarraque. — Bernard Courtois. — AI. Du-

pasquier. — Benj. Delessert. — M. Bonafous , etc.

C. Gst. Carus, Ueber Lebensmagnetismus und Über die

magischen Wirkungen überhaupt. Leipzig. 8°. 1 Thlr. 15 Ngr.

Allgemeine Enzyklopädie der Physik. Bearb. von C. W. Bc ix,

Q.Uecb^T, F. CO. v. Feilitzscb, F. Grasbof, F. Harms etc.

Herausg. von Gst. Karsten. 2. Lief. Leipzig. 8°. 2 Thlr. 20 Ngr.

... Inhalt: 2. Bd. Krystallographie , von H. Karsten, p. 49—96.

Mit eingedr. Holzschn. — 5. Bd. Angewandte Mecha-

nik, von F. Grashof. p. 1-128. Mit eingedr. Holzschn.

u. 1 Kpfrtaf. — 19. Bd. Fernewirkungen des galvanischen

Stroms, von F. v. Feilitzscb. p. 1-89. Mit eingedr.

Holzschn. u. 2 Kpfrtaf.

J. Gavarret, Traite* d'electrioitrf. Tome L, avec 280 Cgures

daos le texte. In-18jesus. Paris. 8 fr.

J. Möller, Lehrbuch der Physik und Meteorologie. Theil-

weise nach Pouiltefs Lehrbuch der Physik seibststfihilig bear-

beitet. 5. Aufl. I. Bd. 5. u. 6. Lief. gr. 8°. geh. Braoneefcwelgi

a % Thlr.

fr, v, S,cb wind, Der Wasserdampf. Mit 32 Tabellen. Wien

uq4 Leipzig, 8°. 20 Ngr.

D. M. Warren, System of Physical Geograpby: contaming

a Description of the Natural «Features of the Land and Water,

th* Phepemeoa of the Atmosphere, and tbe Distribution of Ve-

getable and An imal Life: to which i» added a Treatise oo tbe

Physical Geography of the United States. With nuraerous en-

gravings, mapts and charts, drawn expressly for this work by

Jaraes H. Youna. 4°. Philadelphia and London, half-bound.

7 S> ^ d.

Vct. Weber, Licht und strahlende Wärme in ihren Bezienun-

gen zu einander mit Rücksicht auf die Identitatstheorie, zugleich

als Einleitung in die Wellentheorie des Äethers dargestellt. Mit

5 Jjt*. Taf. Berlin. 8°. 1 Thlr. 10 Ngr.

Vermischte Schriften.

Abhandlungen der k. Sachs. Ge*eUsch. der Wissenschaften.

V Bö* A- u. d. T.: Abhandlungen der mathematisch - physischen

Classe etc. III. Bd. hoch 4°. geh. Leipzig. 6 Tblr. 12 JSgr.
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Literarischer Bericht
CXI.

Systeme, Lehr- und Wörterbücher.

Mathematisches Wörterbuch. Alphabetische Zu-
sammenstellung sämmtlicher in die mathematischen
Wissenschaften gehörender Gegenstände in erklären-

den und beweisenden, synthetisch und analytisch be-

arbeiteten Abhandlungen. Von Ludwig Hoffmann,
Baumeister in Berlin. Verlag von Gustav Bosselmand
in Berlin. 1857. 6. (Erstes Heft. « bis Antikaustische
Linie.)

Eine so schwache Produktion, wie sie in Bezug auf das Ziel,

welches das Buch sich selbst zu stecken scheint, auf dem Felde

, der mathematischen Literatur uns seit lange nicht zu Gesicht

gekommen ist, und derselben, namentlich dem Auslande gegen-

über, wenn dieses irgendwie davon Notiz uehmen sollte, was wir

übrigens weder hoffen noch wünschen, keineswegs zur Ehre gereichen
kann. Man lese z. B. den so ungemein wichtigen Artikel: „Alge-

bratsche Gleichung. " Kein Wort von dem Fundamentalsatze der

Algebra, ohne den jede Gleichungstbeorie nichts ist; von dem
Verhalten der Wurzeln zu den Coefficienten der Gleichung; von

dem New ton 'sehen Satze; von der Anzahl der reellen und ima-

ginären Wurzeln, dass nämlich die letzteren immer nur in gera-

der Anzahl und paarweise vorhanden sein können ; kein Wort
über den Satz von Harriot oder Decartes über das Verhalten

der Anzahl der positiven und negativen reellen Wurzeln zu den

Zeichenfolgen und Zeichenwechseln in der Function der Gleichung

;

kein Wort über den herrlichen Satz von Sturm ; über Fourier's,

Grfiffe's und Anderer Auflusungsmethoden der höheren Glei-

chungen, u.s. w. u.s.w. Also nichts, was eine Einsicht in die

eigentliche Natur der algebraischen Gleichungen gewährt. Dagegen

die allertrivialsten Dinge, die berühmten Courier-Aufgaben, die Auf-

gabe Über die beiden Bomben werfenden Artilleristen u, s. w. aus

Meier-Hirsch, und dergleichen Scbulfuchsereien mehr, die an sich

Und für ihren Zweck ganz gut sind, aber nur nicht den fast alleinigen

Inhalt eines solchen Artikels ausmachen können und dürfen. Oder

man muss sich, wie wahrscheinlich dieses Wörterbuch, Schul-

lkl.XXVUI.Hft. 3. 3
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knabeo oder Handwerksburschen als sein Publikum denken. Nun
lese man aber namentlich die astronomischen Artikel und staune!!

Bei der völligsten Unkenntniss der Astronomie als Wissenschaft,

and theilweise sehr unklaren Vorstellungen, geben diese durch«

weg nichts mehr und nichts weniger, als die allergemeinsten popu-

lären astronomischen Schriften, worunter wir freilich nicht die

trefflichen Werke dieser Art von Littrow, Lamont, Ponts-
coulant, Quetelet, u. s. w. rechnen, die mit diesem Wörter-

buche keine Gemeinschaft haben und haben mögen. Dabei kommen
aber doch auch manche philosophisch sein- und scheinen sollende

Redensarten vor. Wenigstens klingt s. B. der Artikel : „ Angewandt©

Mathematik" in der Tbat sehr philosophisch, indem derselbe in sei-

nem ersten Theile also lautet: „Während die reine Mathematik in

ihrem arithmetischen Theile die Einheit und die Vielheit, in ihrem

geometrischen Theile die Ausdehnung im Räume zu Elementen aller

ihrer Untersuchungen und Erkenntnisse hat, so sind för die a. M.

ebenfalls zwei Elemente, auf welche die Erkenntnisse der reinen

Mathematik übertragen werden : 1) das Belebende und Bewegende

der Natur, die Kraft, und 2) das Leidende, das Raum •Erfüllende,

der Stoff, an welchem die Kräfte ihre Wirkungen ausüben." —
Fürchteten wir nicht, mit solcher Miserabilitat zu viel Raum zu

verschwenden, so hätten wir über diese letztere bohle Phrase

sehr Viel zu sagen. Bei aller dieser Philosophie versteht der Herr

Verfasser aber noch nicht die Benennung der dem rechten Winkel ge-

genüberstehenden Seite eines rechtwinkligen Dreiecks richtig zu

schreiben; denn überall findet sich „Hy pothenuse" statt «•Hypo-
tenuse". — Der Ehre der deutschen mathematischen Literatur war
bei einem solchen Buche das Archiv es schuldig, das obige, vielleicht

etwas hart zu sein scheinende Urtbeil auszusprechen, namentlich und
ganz besonders der Anrnaassung gegenüber, mit welcher gleich

zu Anfang das Vorwort sich: „an die geehrten Leeer" in

folgender Weise wendet: „Bei dem Wörterbuche, dessen erstes

Heft vorliegt, soll es mein Bestreben sein", u. s. w., „die mathe-
matischen Wissenschaften nicht nur an sich, sondern auch
in ihrer Anwendung auf andere Wissenschaften abzuhandeln und
zugleich die Theorie mit der Praxis zu verbinden." Wer aus
diesem Buche seine Kenntnis« der mathematischen Wissen-
Schäften und ihrer praktischen Anwendung zu schöpfen belie-

ben sollte, den würden wir aufrichtigst bedauern! Hätte der Herr
Verfasser oder Verleger dem Buche den Titel: „Mathematisch-
physikalisches Conver§ationi-Lexicsn« gegeben,

eo möchte das allenfalls angehen ; dies würde aber auch die höchste,

dem Buche etwa gebührende Bezeichnung sein, und wir möchten
in der Tbat dem Herrn Verleger den wirklich wohlgemeiu-
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ten Rath geben, dasselbe schleunigst gleich vom zweiten Hefte

an In der angegebenen Weise umzutaufen, wenn er noch auf

einigen Ersatz seines Schadens rechnen zu dürfen die Hoffnung

haben will; denn, Wer nur irgend sich einen Mathematiker nennt,

wird es nicht kaufen und zur Seite werfen, und mathematische

Anfänger müssen von ihren Lehrern vor dem Ankauf und dem

Gebrauch, wozu dieselben der jetzige Titel leicht verleiten könnte,

dringend gewarnt werden.

Geometrie.

Sammlung von Lehrsätzen und Aufgaben aus der

Planimetrie. Für den Schulgebrauch sachlich und me-

thodisch geordnet und mit Hülfsmitteln zur Bearbei-

tung versehen von J. O. Gandtner und Dr. K. F. Jung*

hans. Erster Theil, die Anwendung der Proportionen

nicht erfordernd. Mit sechs Figurentafeln. Berlin.

Weidmann. 1866. 8.

Biese neue Sammlung vorzugsweise durch Construction zu

losender geometrischer Aufgaben und eben so zu beweisender

geometrischer Lehrsätze scheint uns jedenfalls in sehr verständi-

ger Weise angelegt zu sein und vielen Stoff zu sehr zweckmäs-

sigen geometrischen Uebungen darzubieten. Zuerst sind die Sätze

zusammengestellt, welche als bekannt angenommen werden, und

mit denen der Schüler bei allen folgenden Uebungen vollständig

» auszukommen vermag, die er sich also, ehe er zu diesen Uebun-

gen schreitet, vollständig zu eigen gemacht haben muss, was auch

durchaus keine Schwierigkeit hat und von jedem Schüler verlangt

werden kann und muss, da deren Anzahl im Ganzen nur gering

Igt. Dann folgen Lehrsätze, die zu beweisen sind, und hierauf

vorzugsweise durch Construction zu lösende Aufgaben, wobei

jedoch auch eine Anzahl algebraisch zu lösender, auf Gleichungen

des ersten Grades oder reine quadratische Gleichungen führender

Aufgaben nicht fehlt. Der Stoff ist überall in natürliche Gruppen

vertheilt, nicht nur, wie es der Schulgebrauch erfordert, nach

den Beweis- und Auflösungsroitteln geordnet. Jede Groppe von

Sätzen und Aufgaben, d.h. jeder Paragraph der Sammlung, be-

bandelt eine bestimmte Figur. Mehrere Gruppen zusammen bil-

den einen Abschnitt, alle Sätze oder Aufgaben eines Abschnitts

entsprechen einer Stufe des geometrischen Unterrichts und setzen

das auf den früheren Stufen Erlernte voraus. Innerhalb einer

jeden Gruppe sind die Sätze methodisch und nach ihrem Zusam-

menhange geordnet, und die meisten Gruppen enthalten nament-
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lieh im Anfange eine Anzahl leichterer Sätze oder Aufgaben*

Andererseits fehlt es aber auch schon im vorliegenden Tbeile,

namentlich am Ende der einzelnen Paragraphen, nicht an Num-
mern, die selbst dem Schüler der obersten Stufe noch Stoff zum
Nachdenken bieten. Die Beweise und Auflösungen sind nirgends

vollständig gegeben, wobei aber kurze Andeutungen dazu durch

zweckmässige Hinweisuogen auf Früheres nicht fehlen. Eine

grossere Anzahl ganz kurzer, oft sehr zu Belehrung und Er-

läuterung dienender Fragen ist den einzelnen Nummern hauGg

beigefugt. Namentlich unter den Lehrsätzen finden sich manch«
den Herren Verfassern jedenfalls eigentümliche interessante geo-

metrische Beziehungen , wie sie sich bei einer solchen sorgfältigen

und mühevollen Arbeit immer von selbst zu ergeben pflegen, was
in dem ungemeinen Reichthum der Geometrie, der nie zu erschöpfen

ist, seinen natürlichen Grund hat. Ausser der grossen Reichhal-

tigkeit dieser Sammlung finden wir ihr Hauptverdienst in der äusserst

sorgfältigen methodischen, stets in folgerechter Weise vom Leichteren

zum Schwereren, dem Einfacheren zum Zusammengesetzteren forr>

schreitenden Anordnung der Lehrsätze und Aufgaben, so dass wir

überzeugt sind, dass das Buch nicht bloss in der Hand eines geschick-

ten Lehrers hej'm Unterrichte Nutzen stiften, sondern selbst auch

von einem gut vorbereiteten Anfanger bei m Selbststudium vor-

teilhaft benuUt werden kann. Das Buch ist zu reichhaltig, als

dass wir seinen Inhalt hier auch nur in seinen Haupturarisseu

anzugeben im Stande wären. Möge es daher allen Lehrern noch-

mals zur Beachtung empfohlen sein und der zweite, die Lehre
von den Proportionen voraussetzende Theil bald erscheinen. •

Physik.
Jahresbericht über die höhere Bürgerschule zu

Frankfurt an der Oder von Ostern 1857. Hiebei die
Abhandlung: Ueber verschiedene mathematiich-
physlkalische Probleme. Vom Dr. G. K msmann,
Frankfurt a. d. O. 1857. 4°.

Wir billigen die Wahl des Inhalts zu diesem Schulprognaram
ganz und wünschen, dass andere Lehranstalten bei Abfassung
ihrer Programme öfters gleiche Gesichtspunkte verfolgen mochten.

Der Herr Verfasser behandelt nämlich verschiedene wichtige phy-

sikalisch - mathematische Probleme, die in den gewöhnlichen phy-

sikalischen Elementarbüchern nur sehr oberflächlich behandelt

werden, in eingehender grundlicher Weise so, dass dieselbe kei-
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neswegs über den Gesichtskreis der Schüler hinausgeht und diese

Probleme sehr zweckmässig zur Uebung derselben benutzt werden

können, wodurch er zugleich seine mit der unsrigen völlig über-

einstimmende Ansicht über die besondere Wichtigkeit der mathe-

matischen Seite des physikalischen Schulunterrichts an den Tag
gelegt hat* Wir haben es schon oft hervorgehoben, and wieder-

holen es auch bei dieser Gelegenheit, dass auf Schulen der höhere

physikalische Unterricht vorzugsweise mathematisch ertheilt wer-

den, und das Experiment zwar keineswegs ganz vernachlässigen,

aber sich dabei nnr auf das Notwendigste beschränken muss, wenn
er seinen Zweck erfüllen und wahrhaft befruchtend und anregend

wirken soll, wozu eine so grosse Anzahl der trefflichsten Ele-

mente in demselben liegen. Auf den Universitäten, wo der phy-

sikalische Unterricht leider!! oft nur zu sehr, ja nicht selten

ganz und gar im Dienste der Medicin steht und derselben als sei-

ner Gebieterin huldigt, wird die mathematische Seite der Physik

in den gewöhnlichen Vorlesungen über diese herrliche Wissen-

schaft, — einige sehr rühmliche Ausnahmen, auf die der Kundige

nicht besonders hingewiesen zu werden braucht, natürlich abge-

rechnet, — oft ganz vernachlässigt, was dann aber auch meistens

nur zu bedauerlichen Resultaten fuhrt. Auch deshalb haben die

höheren Lehranstalten, auf denen wahre Gründlichkeit und Strenge,

die mit einer elementaren Betrachtungsweise sehr wohl zu verei-

nigen ist, das erste Haupt- und Grundelement alles Unterrichts

sein muss, um so mehr die Verpflichtung, die in Rede stehende

Seite des so bildenden physikalischen Unterrichts hauptsächlich

hervorzuheben, und jede Schrift, welche dazu fördernd zu wirken

sncht, wird von uns jederzeit mit besonderer Freude und Aner-

kennung begrüsst werden. Deshalb auch das vorliegende, ganz

elementar in sehr gründlicher, völlig für den Schulunterricht ge-

eigneter Weise verfasste Programm! Die Auswahl der betreffen-

den Lehren ist sehr zweckmässig getroffen, und überall hat der

Herr Verfasser, wie z. B. bei der Bestimmung der Brechungs-

verbaltnisse, auf die neuesten Methoden, die sieb noch nicht in

den Lehrbüchern finden, Rücksicht genommen, wodurch die Schritt

auch für Lehrer, denen eine grössere Bibliothek nicht zu Gebote

steht, lehrreich ist Der Inhalt ist folgender: I. Die spezifi-

eche Wärme. Allgemeine Theorie and dann 1. Die Mischungs-

methode. 2. Die Eisschmelzungsmethode. 3. Die Erkaltungsme-

tbode. Endlich : Beachtenswerthe Anmerkungen über die Ermittelung

der spezifischen Wärme der Gase mit besonderer Rücksicht auf

die neuesten Arbeiten von von Seydlitz, Krönig, Kremers
u. s. w. — II. Die Constanten galvanischer Rheoraoto-
ren. Von dem Obmschen Gesetze aasgehend: Tangenten-

Digitized by Google



boussoie, elektromotorische Kraft, Wideretand, Einheit dei Lei-

tnngswiderstandes, Letfangswiderstand der Drfthte, spezifischer

Leitungswid erstand, u. s. w. — III. Die Declination der Mag-
netnadel*). — IV. Der Brechungsexponent, mit Rücksicht

auf die Methode und das Instrument von Meyerstein. — V. Das
Biid bei sphärischen Spiegeln und Linsen. Die gewöhn-
lichen einfachsten optischen Formeln als bekannt voraussetzend,

hauptsächlich Ober Lage der Bilder in Bezug auf die Objecte,

Vergrößerung u. s. w.

Wir empfehlen dieses Programm den Lesern zur Beachtung

und haben es namentlich deshalb etwas näher als sonst gewöhn-

lich besprochen, weil es die wichtigste Seite des physikalischen

Unterrichts in geeigneter Weise hervorbebt und die Forderung

dieses wichtigen Unterrichts, der, nach richtigen Grundsätzen

ertheilt, so viele treffliche Bildungsmittel enthält, aber bei unrich-

tiger Behandlung seineo Zweck auch ganz verfehlen kann, nach

dieser Seite hin sich angelegen sein lässt.

in unserem Besitze befindlichen solchen Fernrohrs vollständig verbürgen kön-
nen, und ihrem verhiltnissm aasig sehr niedrigen Preise die allgemeinste nnd
wirniste Empfehlung zur Anschaffung, namentlich auch für die Apparate der

Schulen verdienen: desto mehr halten wir es für unsere Pflicht, den neue-

sten Preis-Conrant der Steinheil'schen Werkstltle in München, für dessen

Zusendung wir ihrem berühmten Vorsteher verbindlichst danken, nachstehend

unseren Lesern sogleich milcutheilen. (Den früheren Preis -Courent s. m.
Tbl. XXV. Uterar. Ber. Nr. XCVII. 8.8.) O.

*) Die hier entwickelte Methode sur Bestimmung der Declination

Ist ganz die leichte and genaue Methode, welche der Herausgeber im

Archiv. Thl. XXIV. S. 135.— S. 137. mit Berücksichtigung des Excea-

tricit&tsfehlers des Instruments angegeben hat, was natürlich auch ia

der vorliegenden Schrift bemerkt ist Der Herausgeber erlaubt sich

nur m bemerken, dass in neuerer Zeit von Herrn Breithaupt und
So ha in Cassel sehr schöne und genaue Feldmesser-Bonssoleo , bei

denen das Fernrohr sich ganz durchschlagen lässt, verfertigt werden,

su dem verhältnissmässig geringen Preise von 80 Rthlr. , welche sich

sur Ausführung seiner Methode sur Bestimmung der Declinatioo der

Magnetnadel vortrefflich eignen. Da diese trefflichen Instrumente sehr

vielen Zwecken zugleich entsprechen, und als Feldmesser -Boussolen,

rnagnetisohe Declinatorien u. s. w. benutst werden können, so verdie-

nen sie sehr, in die physikalischen Kabinette der höheren Lehranstalten

Optische Instrumente.

G.
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Preis - Courant der optischen and astronomischen

Werkstatte wu €. A. Steinhell in München pro 1851,

Die Dimensionen sind im Parlier Duodectmalmaasse , die Preise im Müoz-
vereins-Guldenfntse franco München angesetzt. Einzelne Preiserhöhun-
gen gegen den Courant von 1855 haben in Constructionsverbesserungen
ihren Grand. Die Werkstätte arbeitet nur auf Bestellungen. Diese wolle man
direct an die Anstalt richten. Verpackungskosten werden besondere, berechnet.
Auf allen Objeetivfassungen ist die Firma a. das Productions-Numero gravirt.^—

—

M—

—

— J

L Abtheilung. Fernrohren.

a. Tuben ohne Stativ, mit fournirtem Holzrohr.

Refractor von 108*. Oeffnung, 13J Fuss Brennweite,
mit6 Okularen von 80. 10LML 32(L480mal. Vergr.
u. Sonnenglas, dann Sucher v. 33'" Oeffn. u. £21 Brennw.

Refractor von Qß"' Oeffnung und Iii Fuss Brennweite,

6 Okulare von 6iL 02. 138, 184. 226. 414mal. Vergr., Son-
nenglas, dann Sucher von 27* Oeffn. u. 27 Zoll Brennw.

Refractor von 84"* Oeffn. , 9| Fuss Brennw., ß Okulare
von 58. 22. llfi, 155, 232.348mal. Vergr., dann Sucher
von 24^ Oeffn. u. 24 Zoll Brennw

Refractor von 28"' Oeffn.. 9 Fuss Brennw., mit ß Oku-
laren von 54* 22. 108. 144* 21fL 324mal. Vergr., dann
Sucher von 24? Oeffn. und 24 Zoll Brennw

Refractor von 72* Oeffn. und 8 Fuss Brennw., mit

5 Okularen von 64. 96, 128. 122. 288mal. Vergr., dann
Sucher von 21? Oeffn. und 21 Zoll Brennw

Zu diesen Refraktoren werden auf Bestellung entspre-

chende parallak tische Aufstellungen mit und ohne
Stunden und Deklinationskreise geliefert. Der Preis

richtet sich nach der Grösse und nach dem Grade der

Eleganz, die verlangt wird, worüber man aich ver-

ständigen wird.

Tubus von 6Q? Oeffn. und 78 Zoll Brennw., die 5 astron.

Okulare vergrößern 52. 28. 104 156, 234mal, das
18/ff

terr. Okular 78mal, Sucher von

Tubus von 48? Oeffn., Brennw., astr. &L 80* 120.
10**

180. 240, terr. 60* Sucher

Tubus von 42*. Oeffn., 60" Brennw., astr. 60- 80. 120.
9*

180, terr. 60, Sucher

Tubus von 36* Oeffn. , 60" Brennw. , astr. 8a 120,180,
9*

terr. 60* Sucher

Tubus v. 33'" Oeffn. , 42" Brennw., astr. 56. 86. 126, terr. 54

Tubus von 22"' Oeffn., 27" Brennw., astr. 54. 8L terr. 34

Tubus von 24?. Oeffn., 24". Brennw., astr. 48. 72, terr. 30
Zu den Tuben jiff 6—12 werden auf Bestellung ent-

^

sprechende Pyramidalstative mit und ohne Kreise,'

von einfacher oder eleganter Arbeit, oder auch pa-

rallakt Aufstellungen am vereinbart« Preise geliefert.
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b. Tuben. Rohr und Stativ Messing; in polirtem Kasten.

Tubus 33^ Oeffn., 42" Brennw., terr. 50. 70, astr. 54. tiL
l 126mal. Vergr., Sonnenglas Triebstange

L TubusWLL

.

»

IL

18.

20.

2L
±L
2i
*L
2i
2<L

2L
28.

29.

;;o.

31.

32.

33.

34.

ort-

i-7

35,

32*

3&

Oeffn., 22^ Brennw., terr. 34^ astr. 51. 81mal.
Vergr.-r~$onnengfas . . . . "V ' '",*

Tubus 21^ Oeffn., 21^ Brennw., terr. 3L astr. 42. 63mal.
Vergr., Sonnengla.s . .. ..''. ^ , .' - .

'

Tabus 15^ Oeffn., 12! Brennw., terr. 28, astr. :^>. OOnial.

Vergr., Sonnenglas

c. Sucher, Helligkeit und Gesichtsfeld gross.

Kometenftucher von 22^ Oeffn. und 22Ü Brennw.,
mit 13imal. Vergr. , parallaktisch montirt. Das Stativ
mit 3 Fussschrauben und aus Messingrühren gebil-

det zum Stellen auf den Tisch. Die Höhe kann ge-
ändert, jede Axe geklemmt und das Ganze auch als
Horizontal -Stativ benützt werden .

Besonderer Okitinrstutzen mit Trieb um ^? 12
auch als Tubus zu benutzen. Beigegeben sind terr.

Okulare von 31 und astr. von 54 u. älmal. Vergr. nebst
Sonnenglas

Sucher von 15^ Oeffn., 12^ Brennw., mit Dmal. Vergr.
Sucher kleiner» von 9^ Oeffn. und timul. Brennw.,

mit 6mal. Vergr. . . . . • . . «,!.

iL Zugfernröhren.

ZugfernrShre 33^ Oeffn., IT Brennw., terr. Vergr.54
»

»

»

!'

22
11
2]

II!

ISII!

12"'

»

»»

J •

'J

" <

» }

24^
III

III

>

»

> >

?

>

»

j »

!»

34

m
31

22i
Li
11

7

lü
ir,

Ii'

2W
• >

Okular zusammenschiebbar
15^ Brenn w., terr. Vergr. 35
12" „ „ ,» 24
1*2" 21
9" IS

r „ „ „ 11
i*— •» »» •» «*

Sollen diese Zugfernrohre ein Sonnenblendrohr er-

halten, so erhöht sich der Preis von No. 21—24um
No. 25=28 um
No.29-34um

Baumschrauben, Futterale «der Lcdernnrke werden
auf Verlangen beigegeben und beaonderi verrechnet.

Marine-Fernröhren mit Holzrohr und Sonnen-

blende, nur Okularzug.

Hnrtnefernrohr 24^ Oeffn., 2A!L Brennw., 30m. Vergr.

„ 211 „ 26m.
»» [hl

LH

»

»

»> 22ru.

15m.

GW.

22Ö

Uü

_^

Iii

30

liO

1Ü
m
2Ji

il

22
22
22

10
in

1Ü

3
2
I

Li

21

Januar 1857. C. il Stein hei/.



Literarischer Bericht CXU. \

Literarischer Bericht

CXII.

Interessante Notiz über eine grosse mathematische

Bibliothek in England.

Mein Freund» der so verdiente Director der Realschule so

Posen, Herr Dr. Brennecke, hat mir folgende allgemein inter-

essante flotiz mitgetheilt : G.

„Wissen Sie, wo die vollständigste Bibliothek für reine
Mathematik au finden ist ? Ich habe es zufällig erfahren. Ich war

im vorigen Sommer in England in Cheltenham und wurde unbe-

kannter Weise von einem Mr. Grave eingeladen zu Tische.

Derselbe bat mich am folgenden Tage, seine kleine mathema-

tische Bibliothek anzusehen. Ich kam seiner Aufforderung nach.

Er führte mich in ein von seinem Wohnhause (wo seine Frau

wohnt und er seine Gesellschaften giebt) entlegenes Stadtviertel.

Dort hat er ein anderes Haus, das von dem Parterre bis zum
Boden nur mit rein mathematischen Büchern in schönster Ordnung
(Über 9000 Bände) angefüllt ist. Ich fand auch Ihre Werke, s. B.

auch das ganze Archiv, vollständig. Er hält sich einen eigenen

Bibliothekar."

Arithmetik.

Auflugungsmethode für algebraische Bucbstaben-
gtelchungen mit einer einzigen unabhängigen Buch-
sfabengfösse. Von Dr. Ignaz Heger. Mit einer Tafel.

Aus dem XII. Bande der Denkschriften der matbem.-
naturw. Clasne der k. Akademie der Wissenschaften

Tbl. XXVIII. Hfl. 4. 4
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besonders abgedruckt. Wien. Aas der kaiserlich-kö-
niglichen Hof- und Staatsdruckerei. 1856. 4.

Diese Abhandlung enthalt die Darlegung einer allgemeinen

Auflösungsmethode für algebraische Gleichungen von der Form
/*(jr,«)=0, welche nebst der Unbekannten x noch eine zweite

Buchstabengrösse a in sich schliessen, so class F(x, a) eine al-

gebraische Function der zwei Buchstabengrossen x und a von der

Gestalt S{Haaxx
] ist und folglich ein Polynom von Gliedern von

der Form ffa
a
x* darstellt, wofür die Gleichung

(o+ l)x* + x9 + (a*- 1)**— (a*— 2a)x + a»- a = 0

ein Beispiel liefert. Nachdem der Herr Verfasser in den Vor-
bemerkungen der früheren Arbeiten von Newton mit beson-

derer Rücksicht auf dessen analytisches Parallelogramm *), von

Stirling, Cram er, Lagrange und Anderen kurz Erwähnung
gethan bat, fahrt er auf S. 3. in folgender Weise fort:

„Später beschäftigte sich Fourier sehr angelegentlich mit

diesem Gegenstände und wir haben, gewissen Andeutungen, in

seinem Werke nach, allen Grund zu glauben, dass er eine allge-

meine Auflosungsmethode für solche Gleichungen und zwar

nicht blos für eine einzelne Gleichung mit einer einzigen über-

schüssigen Buchstabengrösse, sondern auch mit einer beliebig

grossen Anzahl von solchen , und auch für Systeme von mehre«

ren solchen Gleichungen gefunden habe. 'Leider sind die Ergeb-

nisse dieser Untersuchungen, gleichwie viele andere von ihm
aufgefundenen Schätze des Wissens für uns verloren gegangen.

Aber auch in seinem Werke findet sich keine Andeutung jener

eben früher erwähnten Untersuchungen Über die Unstetigkeit der

Genüge leistenden Functionen."

. „Endlich wurde derselbe Gegenstand von Petzval genauer

bebandelt Bei seinen Untersuchungen über die linearen Dif-

ferentialgleichungen gelangte derselbe nicht nur zu einer

Reihe von Integrationsmethoden für dieselben, sondern fand aneb
Auflosungsmethoden für eine algebraische Gleichung, welche nebst

der Unbekannten x noch andere constante Parameter beherbergt.

Dieser Fund war auch einmal der Gegenstand seiner öffentlichen

Vorträge an der Wiener Universität, und die Grundzüge dieser

Metbode finden sich in seinem Werke : „ Integration der linearen

Differentialgleichungen" niedergelegt Diesen zuletzt erwähnten

0 M. «^Mathematische« Wörterbuch. Tbl. III. 8. «76.
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Arbeiten verdankt diese Abhandlung ihr Entstehen. Ed wurde mir

nämlich erst später kund, dass schon Fourier, wiewohl auf einem

andern Wege, denselben Gegenstand bebandelt hatte, wie sich

dies in seinem Werke : „Analyse des equations determinees" an-

gedeutet findet, in welches dieser grosse Mathematiker seine Unr
tersuchungen über Gleichungen niederlegen wollte. Leider ist der

grosste Theil hiervon fflr uns verloren gegangen, weil die Her-

ausgabe des zweiten Bandes durch seinen Tod vereitelt wurde.

Der erschienene erste Band enthält glücklicher Weise eine kurze

übersichtliche Darstellung: „Exposee synoptique" des Gesammt-
inbaltes. Hieraus nun ist ersichtlich, dass das vierte Buch die-

ses Werkes eine allgemeine Auflösungsmethode für Buch-
stabengleichungen und Systeme von solchen enthalten

sollte. Daselbst sind in gedrängter Kurze die Grundzuge dieser

Methode auseinandergesetzt; allein sie scheinen bisher selbst ge-

lehrten Lesern ganz und gar unverständlich geblieben zu sein,

verrouthlich wegen der ganz eigentümlichen Behandlungsweise

dieses Gegenstandes, und wären es vielleicht auch fflr mich ge-

blieben, wenn ich nicht durch die auf einem ähnlichen Gedanken-

gange gegründeten Untersuchungen Petzval's über die linearen

Differentialgleichungen zu ihrem Verständnisse geleitet worden

wäre. Es ist mir auch gelungen, die Methode Fourier'« zur

Auflösung von Buchstabetigleichungen und Systeme von solchen

genau in derselben Weise wieder aufzufinden, wie sie einst die-

ser grosse Analyst selbst, seinen eigenen Andeutungen nach, ge-

habt haben mochte. Es lag dies zwar so eigentlich nicht in der

ursprünglichen Absicht; ich ging vielmehr, so wie jeder andere

an meiner Stelle, auch darauf aus, auf diesem wenig betretenen

Felde wo möglich einiges Eigenlhtim zu gewinnen und glaube

wirklich einiges gefunden zu haben; in der Mehrzahl der Falle

jedoch geschah es, dass ich zwar meinte, einen eigenen Fund

gethao zu haben und dann, Fourier s Exposee synoptique zur

Hand nehmend, zu meiner Ueberroschung gewahr ward, wie der-

selbe darin bereits angedeutet war, mit wenigen, aber so bezeich-

nenden Worten, dass kein Zweifel übrig bleiben konnte, Fou-
rier habe dasselbe bereits selbst besessen. Ich fand mich dadurch

nur noch mehr bestimmt, in dieser Abhandlung, welche einen

Theil dieses Fundes zum Gegenstande hat, genau den von Fou-
rier eingeschlagenen Weg beizubehalten. Es ist dies keineswegs

blos ein Opfer, welches man den Manen dieses grossen Mannes
bringt, ich hege vielmehr die Ueberzeugung, dass diese Darstel-

lungsweise zugleich die allgemeinste von allen sei, indem sie

nicht blos auf eine einsige Buchstabengleichung mit einer einzi-

gen überschüssigen Bucbstabengrösse Anwendung verstattet, son-
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dem allgemeine Giftigkeit besitzt, wie gross auch die Anzahl der

Gleichungen und der überschüssigen Buchstabengrüssen sein mag.**

„Das in dieser Abhandlung gelüste Problem stellt, wie aus

diesen Bemerkungen ersichtlich ist, nur den einfachsten Fall dar.

Die darin auseinandergesetzte Auflösungsmetbode verstattet aber

eine allgemeine Anwendung auf beliebig gestaltete algebraische

Buchstabengleichungen und Systeme von solchen mit beliebig

ielen überschüssigen Buchstabengrossen. Dieser Abhandlung
sollen auch mehrere andere nachfolgen, welche die complicirteren

Probleme behandeln, wodurch die Theorie der algebraischen
Buchatabengleichungen eine erschöpfende Darstellung ge-

winnen wird. Diese Reihe von Abhandlungen wird, wie schon

erwähnt, zum grössten Theile als eine Wiederherstellung der von

Fourier zuerst aufgefundenen, aber durch seinen Tod leider ver-

loren gegangenen allgemeinen Auflösungsmethode für Buchstaben-
gleichungen anzusehen sein; ob und wie weit mir dies wirklich

gelungen ist oder nicht, mag jeder Leser durch Vergleichung

meiner Arbeit mit dem oberwähnten Exposäe synoptique selbst

entscheiden."
»

Je sehnlicher jeder Mathematiker die Wiederberstellung der

verloren gegangenen Arbeiten Fourier'« Aber die Auflösung der

Gleichungen wünschen muss: desto grösser und allgemeiner ist

das Interesse, welches die vorliegende Abhandlung erregt, und
desto mehr müssen wir dieselbe der Aufmerksamkeit aller

Mathematiker, welche sich fär diesen Gegenstand interesei-

ren, empfehlen, wobei wir zugleich dem Herrn Verfasser für seine

mühevollen und scharfsinnigen Untersuchungen unseren wärmsten

Dank auszusprechen nicht unterlassen können, eben so wie dem
Herrn Professor Petzval, dessen Untersuchungen mit die Ver-
anlassung zu dieser verdienstlichen Arbeit, von der wir mit dem
grössten Vergnügen genaue Kenntnis* genommen, gegeben haben.

Auf eine nähere Darlegung der Metboden des Herrn Verfassers

können wir hier begreiflicher Weise nicht eingehen, sondern un-

sere Leser nur dringend auffordern, sich die Kenntnis« d crselben

aus der Abhandlung selbst so bald als möglich zu Verschaffen.

Im Allgemeinen wollen wir jedoch bemerken, dass die Methode

auf die Entwickelung in absteigende oder aufsteigende Reihen zu-

rückkommt, dass aber hiebe» die Kunst hauptsächlich darin be-

steht, diese Entwicklungen so vorzunehmen und anzuordnen»

dass sowohl den betreffenden Reiben die nöthige Convergenz

verschafft wird, als auch Unterbrechungen der Stetigkeit strafte;

und sorgfaltig vermieden werden, was Alles auch an mehreren

sehr zweckmässigen und lehrreichen Beispielen erläutert witd.
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Aus den folgenden Ueberschriften der Hauptabschnitte wer-

den die Leser den Gant; des Herrn Verfassers in seinen allge-

meinsten Umrissen erkennen: Vorbemerkung. — ISntwick«

lang der Warxeln In Form einer nach absteigenden
Potenzen der unabhängigen BuchstabenGrösse *) geord*
neten Reihe. Einleitung. I. Bestimmung des Anfangs-
gliedes. II. Bestimmung der Folgeglieder. — Entwick-
lang der Warsein einer CHelchang In eine nach
aufsteigenden Potenzen von a— a geordnete Reihe.

I. Bestimmung des Anfangsgliedes. II. Bestimmung
der Folgeglieder.

Indem wir noch besonders auf die mit grosser Deutlichkeit

und Prficision aur S. 38. 42. 74. 92. 99. ausgesprochenen allge«

meinen Satze oder Regeln aufmerksam machen / wünschen wW
sehr, dass der Herr Verfasser die Wissenschaft recht bald mit

der Fortsetzung seiner so interessanten und wichtigen Arbeit er-

freuen möge.

Geometrie.
Lehrbuch der Stereometrie von Ernst Essen (Leh-

rer der Mathematik und Physik am Gymnasium c«
Stargard.) Stargard i. P. Gustav Weher. 185ü. 8.

Dieses Lehrbuch der Stereometrie lässt in Bezug auf Ein-

fachheit, Strenge und Vollständigkeit nichts zu wünschen übrig,

und bekundet überall den gewandten, seinem Gegenstande mit

der grössten Liebe ergebenen Lehrer, wobei zugleich eine grös-

sere Anzahl eigentümlicher Darstellungen nicht fehlt, die alle

zunächst den verdienstlichen Zweck haben , der Stereometrie eine

grossere Einfachheit zu verleihen, und dadurch den Unterricht in

derselben zwar zu erleichtern, aber auch das grosse in demselben

liegende bildende Element stets festzuhalten und zu wahren. Wir
können daher dieses Lehrbuch allen Lehrern zur sorgfältigsten

Beachtung aus vollkommenster Ueberzeugung recht sehr empfehlen«

Physik.
Aufgaben aus der Physik nebst ihren Auflösungea

und einem Anhange, physikalische Tabellen enthaltend.

•.) Das obige tL n . . > • \ n *
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Zum Gebrauch« für Lehrer und Schüler in höheren
Unterricbtsanstalten und besonder« zum Selbstun-
terricht bearbeitet von Dr. C. Fiiedner, Hauptlehrer an
der Realschule zu Hanau. Mit 50 in den Text einge-
druckten Holzschnitten. Zweite verbesserte und ver-
mehrte Auflage. B ra un schweig. Vieweg. 186Ö. 8.

• >

Die erste Auflage dieser sehr guten Sammlung physikalischer

Aurgaben ist im Literar. Bericht Nr. LXIV. S. 635. angezeigt und
empfohlen worden. Das baldige Erscheinen einer zweiten Auf-

lage zeigt, wie sehr das verdienstliche Buch diese Empfehlung

verdiente. Der dort angegebene Hauptinhalt ist im Wesentlichen

derselbe geblieben, mit der einzigen Abänderung, das« die Ab-

schnitte XXIV. und XXV. jetzt in den einen Abschnitt XXIV.
über die Brechung des Lichts zusammengezogen worden sind,

und der Abschnitt XXV. über die früher nicht besonders berück-

sichtigte Farbenzerstreuung des Lichts jetzt neu hinzuge-

kommen ist. Der, eine Anzahl sehr zweckmässiger physikalischer

Tabellen enthaltende Anhang ist schon auf dem Titel besonders

bemerkt worden. Die Hauptveränderung aber, welche mit dieser

neuen Auflage vorgenommen worden ist, besteht darin, dass jetzt

die Aufgaben und Auflösungen in zweckmässiger Weise von ein-

ander gesondert und in zwei besondere Hefte gebracht worden

sind. Je mehr im Interesse des Gedeihens des physikalischen

Unterrichts wir wünschen, das« die mathematische Seite dessel-

ben immer mehr hervorgehoben werden roftge, weil derselbe nur

dann den grossen Nutzen, den er zu stiften so sehr viel treff-

liche Elemente enthält, wirklich stiften wird : desto freudiger haben

wir die neue Auflage dieses Büchleins begrü'sst, welches gerade

in dieser Richtung sehr wohlthfitig zu wirken geeignet ist. Papier,

Druck und Figuren sind so vorzüglich, wie man es von der Ver-

lagshandlung gewohnt ist.

Erste Ergehnisse der magnetischen Beobachtungen
in Wien von Karl Kreil, wirklichem Mitglied« der kai-

serlichen Akademie der Wissenschaften. Aus dem
XII. Bande der Denkschriften der mathematisch-natur-
wissenschaftlichen Claase der kaiserlichen Akademie
der Wissenschaften besonders abgedruckt. Wien. Aus
der kaiserlich-königlichen Hof- und Staats druckerei.
1856. 4.

Magnetische und geographische Ortsbestimmungen
an den Küsten des adriatischen Golfes im Jahre 1854.
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Voii Karl Kreil; wirklichen Mitglieds der käuflichen
Akademie der Wissenschaften. Atta dem X. Bande der

Denkschriften der raatbematiach-natur wi ssensebaft-
liehen Clasae der kaiserlichen Akademie der Wissen-
schaften besonders abgedruckt. Wien. Aus der kai-

serlich-königlichen Hof- und Staatsdruckerei. 1855. 4.

Diese Früchte der Arbeiten der kaiserlich- Österreichischen

Centrulanstalt för Meteorologie uud Erdmagnetismus in Wien,

welcher Herr Professor Kreil mit so grossein Eifer und tiefer

Kenntnis« des betreffenden Gegenstandes vorsteht, sind jedenfalls

für die Wissenschaft von der grossten Wichtigkeit, und liefern

von Neuem den Beweis, mit welcher Grossartigkeit und immer
grösserer Ausdehnung das meteorologisch- magnetische Netz ßber

den ganzen österreichischen Kaiserstaat ausgespannt wird. Die
magnetischen und astronomisch - geographischen Arbeiten an den
Küsten des ad riatischen Golfes liefern die betreffenden Constanten

für die folgenden Punkte: Triest, Venedig, Parenzo, Pol«, Fiume,

Lussin Piccolo, Zara, Spalato, Curzola, Lagosta, Lissa, Lesina,

Gravosa bei Ragusa, Megline bei Cattaro, Antivari. Dnrazzo,

Valona, Korfü, Brindisi, Motfetta, Ancona; und eine der Abband-

tung beigefügte Karte der magnetischen Linien an den
Küsten des adriatischen Meeres liefert eine sehr deutliche

und interessante Uebersicht des Verhaltens der .magnetischen

Kraft in jener in so vielen Beziehungen merkwürdigen Gegend tfer

Erde. Aus der Abhandlung über die magnetischen Verhältnisse

Wiens theilen wir unseren Lesern die folgenden der Epoche 1854,

5

entsprechenden Resultate ihrer grossen Wichtigkeit wegen mit:

Declination = 13<>.2\05,

jährliche Abnahme . T' . . = 9',15,

horizontale Intensität . . . = 2,00174,

jährliche Zunahme . . . . = 0,00290,

Inclination =64°. 16',35,

jahrliche Abnahme . . . . = 2',18,

Intensität der Gesammtkraft = 4,61048,

jährliche Zunahme . . . . = 0,00195.

Vermischte Schriften. .

Annali di scienze matematiche e fisiche, compilati
da Barnaba Tortoliai. (VergL Literar. Ber. Nr. CX. S.6.)

» *
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Nor embre 1866. Varie cose astronoroiche. Nola dl Giu-

seppe Bieneiii. p: 4ÖJ. — lotorno eile superficies qoeJi defor-

niandosi ritengono le Stesse Iinee dt tnrvatura. Di Codazsi Del-

fino. p. 423. — Suil* epera del mg. Fioorecis. Deila loogetita

umana e della quaatita della Tita sui gtobo. Avtieolo del prof.

G. Panzi. p. 417. — Salla forza centrifuga terrestre in qoanto

sturba la direzione della gravita. Formole e sperienze del dott.

ß. Santini. p. 445.

Au« dem öctoberbefte 1866 dieser Annaleo ist von des Herrn

Herausgebers trefflicher Abbandlung:

Sulla quadratura della superficie parallela ad
una superficie di quart' ordine conosciuta sotto

il oorae di superficie di etasticita,

ein besonderer Abdruck (Roma. Tipografia delle belle arti.

1866.) veranstaltet worden, so dass ein Jeder sich leicht in den

Besitz dieser ausgezeichneten Abhandlung setzen kann.

Decerobre 1856. Sulla forza ceotrifuga terrestre in quanto

sturba la direzione della gravita. Formole e sperienze dell dott.

B. Santini. (Cootinuazione e fine.) p. 449. — Note aar nn theo-

reue general par rapport ä l'elimination. Par M. A. Cayley.

p. 454. — L'occultaziooe di Giove nella sera 2 Gennajo 1857 os-

seryata a Modena. Del Sig. G. Biancbi. p. 459. — lnterao al

teorema di Budan. NoU di Angelo GeaoccbL p. 462.

* - *

»
*

Berichtigung.
f n dem Literar. Ber. Nr. CXI. Seite 1 Zeile 7 o- schalte man

hinter „Dagegen" die folgenden Worte ein: „hauptsächlich
in dem hiermit unmittelbar zusammenhängenden Arti-
kel: \»*etzeo der Gleichungen."
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Mathematische

und physikalische Bibliographie.

Geschichte der Mathematik.

A. Poppe, Chronologische Uebersicht der Erfindungen and

Entdeckungen auf dem Gebiete der Physik, Chemie, Astronomie etc.

2. Aufl. gr. 8°. geb. Frankfurt a. M. 10 Ngr.

Systeme, Lehr- und Wörterbücher.

F. Haller von HalleTstein, Lehrbuch der Elementarmathe-

matik. 3. Aufl. gr. 8°. geh. Berlin. 2% Thlr.

L. Hoffmann, Mathematisches Wörterbuch. Alphabetische

Zusammenstellung sämmtlicher in die mathematischen Wissenschaf-

ten gehörender Gegenstände in erklärenden und beweisenden syn-

thetisch bearbeiteten Abbandlungen. 1. Lief. Mit 68 Holzschn!

Berlin. 20 Ngr.

E. H. Richter, Lehrbuch der Mathematik. 2. Thl. A. u.d. T.:

Lehrbuch der Aehnlicbkeitslehre und der Flächenraumlehre, gr. 8°.

Frankfurt a. d. O. 16 Ngr.

.r -

Duhamel, Elements de calcul infinitesimal. Tomeil. Paris.

8°. Mit 1 Taf. Schluss. Preis vollst. 4 Thlr.

J. Heger, Auflüsungsnietbode für algebraische Buchstaben-

gleichungen mit einer einzigen unabhängigen Buchstabengrosse,

gr. 4». geh. Wien. 1% Thlr.
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P. Halber, Sammlung von arithmetischen Aufgaben. 3. Aufl.

gT. 8°. Sulzbacb. 12 Ngr.

F. Mocnik, Manuale di aritmetiea. Tradotto da G. Zani-
pleri. Edizione III. Parte I. gr. 8°. geb. Wien. 18 Ngr.

A. Steinhäuser, Anbang zu allen deutschen Ausgaben von

Logarithmentafeln. Nach Bo/da's Anhang erweitert hoch 4°.

geh. Wien. 24 Ngr.

v. Teirich, Lehrbuch der Algebra. 2. Aufl. 1. Hälfte, gr. 8°.

geh. Wien. Preis für das vollständige Werk 1% Thlr.

Geometrie.

Fleischhauer und E. Fleischbauer, Der praktische Geo-

roeter oder Anleitung mir gewerbKebeo &»metrie. 2. Aufl. 8°.

geh. Langensalza. 1 Thlr.

F. Mocnik, Geometria intultiva per il ginnasio inferiore.

Parte I. Edizione II. gr. 8°. geh. Wien. 15 Ngr.

Cb. Schwenk, Grundzfige der darstellenden Geometrie för

technische Schulen, gr. 8°. geh. Stuttgart. 28 Ngr.

TriffOBometrie*

L. Kambly, Die Elementar- Mathematik för den Schulunter-

richt bearbeitet. 3. Tbl.: Ebene und sphärische Trigonometrie.

3. Aafl. gr. 8° geh. Breslau. 12»/, Ngr.
-

Mechanik.

G. Decher, Handbuch der rationellen und technischen Me-
chanik. 1. Abtb. A. u. d. T.: Handbuch der rationellen Mechanik.

3. ßd. : Mechanik veränderlicher Systeme. 3. Lief. Augsburg. Ä°.

Mit 2 Taf. 1 Tblr.

Tbiroux, Essai sur le mouveraent des projectiles dans les •

milieux resistants. 2« cahier. Partie pratique. Paris. 8°.

Tbiroux, Essai sur les projectiles atlonges. Paris. 8*.

Optik.

W. A. F. Zimmermann, Oßrrk fcder die Lehre vom Liebt.

gr.
*o g6b. Berlin. 1% Thlr.

Astronomische Beobachtungen auf der kßnigl. Sternwarte zu
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Berlin. Herausgegeben *v - Fo1 -
cart-

Berlin. 4 Tblr.

J. Ölengef, Aos^clcliong de* BeoWhtungsfebler nach der

Metbode der kleinsten Quadratsumraeh. gr. 8*. geh. BraunscHweig.
•

'

1 K

IV Thlr.
'
Haridatlss der Erde und des HirafeeU in tO Lief. Nett red.

Ausg. 7. Lief. d.U. I<np.-*or. Wteiinär. 10 Ngr.

Memorie del nuovo osservatorio del colleglo Romano. Roma.

4*. Mit5faf.
A. Öiietelet, Anouaire de l'Observatoire royäl de Bruxelles.

A. Steinhäuser, Grundzage der mathematischen Geographie

und der Landkarten -Projection. Lex. 8°. geh. Wien. 2y4 Thlr.

Physik.

F. C. Bakewell, A Manual of Electricity, Practical and

Theoretical. Second edition, revised. Illustrated by noumerous

Engraviogs. London and Glasgow, 8°. 2 Thlr.

P. H. Boutigny, Etudes sur les corps ä Testat spheroYdal,

nouvelle branche de physique. 3C edition, considerableraeot aug-

mentee. Paris. 8°. Mit 26 Abbild. 2 Thlr.

H. W. Dove, Ueber die Rückfalle der Külte im Mai. gr. 4°.

cart. Berlin. 24 Ngr.

Fr. H einen, Ueber einige Rotationsapparate, insbesondere

die Fe ss el' sehen, gr. 8°. geh. Braunschweig. 20 Ngr.

J. Lamont, Magnetische Ortsbestimmungen, ausgeführt an

verschiedenen Punkten des Königreichs Bayern. 2. Tbl. Lex. 8°.

München. 2% Thlr.

Ph. Spiller, Grundriss der Physik nach ihrem gegenwärtig

gen Standpunkte. 2. Aufl. gr. 8°. geh. Wien. 1% Thlr.

O. üle, Physikalische Bilder im Geiste kosmischer Anschau-

ung. Allen Freunden der Natur gewidmet. 2. Bd. mit eingedr.

Holzschn. A. u. d. T. : Die Erscheinungen der Wellenbewegung oder

die Lehre vom Schall, Licht und Wärme. Halle. 8°. 1 Thlr.

Verzeichniss der neuesten chemischen, physikalischen und

pharmaceutischen Apparate, Gerätschaften und Instrumente der

Handlung W. Batka in Prag. gr. 8°. Leipzig. 16 Ngr.

J. Weiser, Lehrbuch der Fisik. 1. u. 2. Lief. gr. 8°. geh.

Wien. Preis des vollständ. Werks 2% Thlr.

J. Weiser, Anfangsgründe der Fisik. 2. Aufl. gr. 8°. geb.

Wien. 1% Thlr.

J. M. Ziegler, Hypsometrischer Atlas. Mit Erläuterungen

und HöhenVerzeichnissen, qu. fol. geh Winterthur. 2% Thlr.
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Vermischte Schriften.

F. Arago's sämmtliche Werke. Deutsche Original-Ausgabe.

Herausgegeben von| G. W. Hanke). 6 Bd. gr. 8°. geh. Leip-

zig. 1% Thlr.

Sitzungsberichte der k. k. Akademie der Wissenschaften.

Mathematisch - naturwissenschaftliche Gasse. XXII. Bd. 2. Hft.

Lex. 8°. Wien. geh. 2 Thlr.

Zeitschrift för Mathematik und Physik von O. Sc hl «milch
und B. Witaschel. 2. Jahrg. 1. Hft. Lex. 8°. Vollständig

5 Thlr.
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Mathematische

ood physikalische Bibliographie.

XII.

Arithmetik.

Cardanus Formel, deren Verwandlung zur Berechnung der

Wurzeln von Zahleugleichungen von der Gestalt: Px—Q= 0,

und eine allgemeine aus jener abgeleitete Form der Wurzeln der

letzteren. Lösung des dreihundertjährigen Problems von Doctor

E. Büchner. Hildburghausen. 12 Ngr.

J. W. F. Gronau, Ueber die allgemeine und volle Gültigkeit

mathematischer Formeln. 1. Tbl. gr. 4°. geb. Danzig. a
/s Thlr.

Keil, Gemeine oder Briggische Logarithmen mit 3 und 4

bis zu 6 Decimalen. gr. 8°. geh. Eisenberg. 2 Ngr. Tabellen

einzeln V/4 Ngr.

Meyer, A., Demonstration de deux propositions nouvelles

sur le calcul des profoabilites, precöd^e de la reTutation des objec-

tions formule*es contre elles au sein de l'Acadejnie de Belgique.

Liege. 4°. 18 Ngr.

Meyer, A., Nouveaux ^l^ments du calcul des variations.

Liege. 8°. 1 Thlr. 10 Ngr.

J. Kogner, Materialien zum Gebrauche bei und nach dem
Unterrichte aus der Arithmetik an Unter -Realschulen. 1. Tbl.

geh. gr. 8°. Wien. % Thlr.

Tb. Spieker, Leitfaden für den arithmetischen Unterricht io

höheren Lehranstalten. 1. u. 2. Cursus. gr. 8°. geh. Potsdam.

12»/, Ngr.

Winckler, Ant., Neue Theoreme zur Lehre von den be-

stimmten Integralen. Wien. 8°. Mit 2 Taf. 6 Ngr.

Geometrie*

F. Mocoik, Geometrische Anschauungslehre für die Unter-

Gymnasien. 1. Abth. 3. Aufl. gr. 8°. geh. Wien. V, Thlr.
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Cb. H. Nagel, Lehrbach der ebenen Geometrie. & Aufl.

gr. 8». geh. Ulm. 20 Ngr.

Ch. Nagel. Lehrbuch der Stereometrie. 3. Aufl. gr. 8°. geb.

Ulm. 14 Ngr.

Mechanik.

D u h a ru e t , Lehrbuch der analytischen Mechanik. Ins Deutsch«
übertragen von O. Schlömilch. 2. Aufl. 1. Lief. gr. 8°. geh.

Leiptig. % Thlf.

A. Timmermans, Traite de mtfcanique rationelle. Bruzel-

te«. 8«. Mit Abbildungen. 3 Thlr. 10 Ngr.

Praktische Mechanik.

F. Redtenbacher, Die Bewegung» -Mechanismen. Darstel-

lung und Beschreibung eines Theiles der Maschinen-Modell-Samm-

luug der polytechnischen Schule in Carlsruhe. qu. fol. in Mappe.

Mannheim. 10 Thlr.

Astronomie*

Annalen der k. k. Sternwarte in Wien. Herausgegeben von

C. v. Littrow. 3. Folge. 5. und 6. Bd. Jahrg. 1855 und 185Ö.

gr. 8°. geh. Wien, a Thlr.

Astronomische Beobachtungen auf der Künigl. Sternwarte au

Berlin. Herausgegeben von J. Kr. Encke. 4. Bd. Berlin. 4 Thlr.

Connaissance des temps ou des niouvements Celestes , a l'usage

des astronomes et des navigateurs, pour Tan 1859, publiee par le

Bureau des longitudes. Paris. 8°. 1 Thlr. 20 Ngr.

Handatlas der Erde uad des Himmels in 70 Lief. Neu red.

Ausi;. 8. u. 9. Lief. qu. Imp.-Fol. Weimar, a % Thlr.

C. L. Harding, Atlas novus coelestis 27 tabulis continens

Stellas inter polum borealem et trigesimum gradum declinationia

australis adhuc observatas. Editio nova. Et s. t. : Neuer Himmel-

atlas von 27 Taf. , enlh. die bis jetzt zwischen dem Nordpol und

dem 30- Grade südlicher Abweichung beobachteten Sterne. Neu
herausg. u. sehr verb. von Gst. Ad. Jahn. Halle. Fol. 15 Thlr.

W. Oeltzen, Resultate aus der Vergleichung des Sternka-

talogs von Fedorenko mit anderen Quellen. Lex. 8°. Wien. 8 Ngr.

L. Stoltzenborg, Astronomischer Jugend- Almanach. gr. 8°.

geh. Landsberg a. d. W. 18 Ngr.

Uhlemann, Max., Grundzuge der Astronomie und Astrolo-

gie der Alteo. besonders der Aegypter. Leipaig. 8°. 30 Ngr.

Natuurkuudige Verhandelingen van de Hollandsche MaaUchappij
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der Wetenschappe« te Haarlem. Tweede versatueliug. Twaalfde

deel. Haarlem. 4« 3 Thlr. 10 Ngr. > .

lohalt: J.H. Madler, Beitrage aar Fixsternkuode. Mit

2 Tab.

£. C. Ward, Neue Mondtafeln aar Berichtigung der schein-

baren Distanz des Mondes von der Sonne etc. hinsichtlich Re-

fraction und Parallaxe. In's Deutsche übertragen von E. F. J. Hu-
na Id. 4°. Haniburg und Leipzig, cart. 2 Thlr.

NantilL

C. Breraiker, Annuaire oautique ou 6ph4merides et table»

eompletes pour Tun 1850 pour determiner la longitude, la latitude

et le tenij)8 dans la navtgation etc. gr. 8°. geb. Berlin. % Thlr.

C. Bremiker, Nautisches Jahrbuch oder vollständige Ephe-

meriden und Tafeln ffir das Jahr 1859 zur Bestimmung der Länge,

Breite und Zeit zur See etc. gr. 8°. geh. Berlin. % Thlr.

Dr. G. Meezenbroek de Jager, Leerboek der stuurmans-

konst. Met 27Ö tusschen den tekst geplaatste boutsnee - figureo.

Roy. -8°. Groningen. Ö f. 50 c, gebonden 7 f. 20 c.

C. Rumke r, Directorder Hamburger Navigationsschule, Hand*

buch der SchiftTahrtskunde, mit einer Sammlung von Seemanns-

tafeln, zwei Seekarten, zwei Sternkarten, einer magnetischen Karte

und der Abbildung nebst Beschreibung eines KaufTabrtei-Schiffes.

Im Auftrage der Hamburger Gesellschaft zur Verbreitung mathe-

matischer Kenntnisse verfasst. gr. 8°. in Leder gebunden. Ham-
burg. 4 Thlr. 12 Ngr.

FfcyfltlL

Boue", Ami, Chronologischer Katalog der Nordlichter bis zum
Jahre 1856 saramt einer Bibliographie über diese Erscheinung.

Wien. 8°. Aus den „Sitzungsberichten J856 der k. k. Akademie
der Wissenschaften." 12 Ngr.

B abinet, Etudes et lectures sur les sciences d'observatioo et

leurs applications pratiques. Vol. III. Paris. 12°. 25 Ngr.

G. Battig, Fünf Wandtafeln für den Unterricht in der Phy-
sik. Imp.-Fol. Erfurt. 24 Ngr.

A. v. Baumgartner, Von der Umwandlung der Wärme in

Electricität. Lex. 8°. geb. Wien. 4 Ngr.

A. v. Baumgartner, Ueber Gewitter überhaupt, Hagelwet-

ter insbesondere. Lex. 8°. geh. Wien. 4 Ngr.

W. Beetz, Leitfaden der Physik. 2. Aufl. Lex. 8°. geh.

Berlin. 24 Ngr.

J. Böhm, Ueber die SeehChe von Prag. Lex. 8*. geh. Wien.
5 Ngr.
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A. Boue, Parallele der Erdbeben, der Nordlichter oud de«

Erdmagnetismus. Lex. 8°. geh. Wien. Va Thlr.

Dienger, J.
, Aasgleichung der Reobacbtungsfehler nach der

Methode der kleinsten Quadratsuniroen. Mit zahlreichen Anwen-
dungen, namentlich auf geodätische Messungen. Mit Inden Text
eingedruckten Hnlzschn. Braunschweig. 8°. I Tblr. 5 Ngr.

Die Fortschritte der Physik im Jahre 1854. Dargestellt von
der Physikalischen Gesellschaft zu Berlin. X. Jahrg. Redig. von

A. Krönig. 1. Abtheilung, gr. 8°. geb. Berlin. 2 Tblr.

Gavarret, Jul., Traite* d'e*lectricite\ Tome I«". Paris. 8°.

Mit Abbildungen im Text. 2 Thlr. 20 Ngr.

Heinen, Fr., (Jeher einige Rotations • Apparate , insbeson-

dere den Fessel sehen. Mit in den Text eingedr. Holzschnitten.

Braunschweig. 8°. 20 Ngr.

Jolly, Ueber die Physik der Molekularkrflfte. gr. 4° geb.

München. 6% Ngr.

Physikalisches Lexicon. 2. Aufl. Von O. Marbach. Fortges.

von C. S. Cornelius. 53. 54. Lief. Lex. 8°. Leipzig, ä % Thlr.

Vct. Meurein, Observation* m^teorologiques faites a Lille

pendant l'annee 1854-55: Lille. 8°. Mit 4 Taf.

Noad, H. M., A Manual of Electricity; including Galranism,

Magnetism, Dia-Magnetism, Electro Dynamics, Magneto -Electri-

city, and the Electric Telegraph. Part 2. London. 8°. 4 Thlr.

6 Ngr.

E. Keicbardt, Die Theorie der Wirme, ein Versuch zur

Erklärung der Erscheinungen von Wärme, Licht und Electricität.

gr. 8°. geh. Jena. % Tblr.

Agst. Reslhuber, Untersuchungen über das atmosphärische

Ozon. Wien. 8°. Aus den „Sitzungsberichten der mathera.-naturw.

Classe der Kaiserl. Akademie der Wissenschaften." 5 Ngr.

Schmidt, J. F. Jul., Die Eruption des Vesuv in ihren Phä-

nomenen im Mai 1855, nebst Ansichten und Profilen der Vulkane

des phlegräischen Gebietes Roccamonfina's und des Albaner Ge-

birges. Nach der Natur aufgenommen und durch WT

inkelmessun-

gen berichtigt. 0 Taf. nebst erklär. Text. Olmiitz. Fol. 5 Thlr.

v. Sonklar, K., Ein Condensations-Hygrometer. Mit 1 Tafel.

8«. Wien. Aus den „Sitzungsberichten 1856 der k.k. Akademie der

Wissenschaften. " 6 Ngr.

Vermischte Schriften.

Sitzungsberichte der k. k. Akademie der Wissenschallen. Mathe-

matisch - natunvissenschaftl. Classe. XXIII. Bd. (Jahrg; 1857.) l.Hft.

Lex'. 8». Wien. geh. 2% Thlr.
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