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1. VORLESUNG - EINFUHRENDE BEISPIELE

Wir beginnen mit einigen typischen Beispielen zur Invariantentheorie.

DREIECKSKONGRUENZEN

Beispiel 1.1. Wir betrachten Dreiecke im R?. Die Ebene R? sei mit dem
Standardskalarprodukt versehen, sodass wir Langen, Winkel und Flédchenin-
halte zur Verfiigung haben. Eine affine Isometrie (oder eine Kongruenz) der
Ebene ist eine Abbildung

R? — R?
der Form
P— AP+,
wobel A = CCL Z eine lineare Isometrie ist, also durch eine orthogonale

Matrix beschrieben wird, und wobei v € R? ein (Verschiebungs)-Vektor ist.
In Koordinaten liegt also die Abbildung

()= (0 G+ ()

vor. Orthogonal bedeutet, dass die Spaltenvektoren eine Orthonormalbasis
bilden. Im zweidimensionalen bedeutet dies, dass entweder A eine Drehmatrix

A — (CQS a —sin a)
sin @ cos «
oder eine gespiegelte Drehmatriz (oder uneigentliche Drehmatriz)
A — (cgs a  sin « )
sin @ — cos «
ist. Zu den ebenen Kongruenzen gehoren insbesondere Verschiebungen, Ach-
senspiegelungen, Punktspiegelungen und Drehungen, die auch aus der Schu-

le bekannt sind. Diese Abbildungen erhalten allesamt das Skalarprodukt,
Langen, Winkel (aber ohne die Orientierung) und Flicheninhalte.

Unter einem Dreieck in der Ebene verstehen wir einfach ein Tupel aus drei
Punkten der Ebene, also ein geordnetes Tripel (P, Py, P3) mit P, = (x;, ;) -
Die Dreieckspunkte sind also geordnet und wir erlauben auch degenerierte
(oder ausgeartete) Dreiecke, beispielsweise konnen die Punkte kolinear sein
oder auch zusammenfallen. Ein Dreieck ist also einfach ein Punkt im RS.
Eine Kongruenz g iiberfiihrt ein Dreieck A in ein neues Dreieck g(A), und
zwar ist das Bilddreieck durch

9(D) = g(Pr, P, Ps) = (g(P1), 9(P2), 9(P3))

definiert. Zwei Dreiecke /A1 und A, heiflen geordnet kongruent, wenn es ei-
ne Kongruenz gibt, die das eine Dreieck in das andere iiberfithrt (bei einer
nicht geordneten Kongruenz kann man noch die Nummerierung der Punkte
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édndern). Die (geordnete) Kongruenz von Dreiecken ist eine Aquivalenzrelati-
on. Unter einer Kongruenz bleiben diejenigen Gréflen eines Dreiecks erhalten,
die generell unter einer Kongruenz erhalten bleiben, also der Flédcheninhalt,
die Lénge der Seiten, und daraus abgeleitete Groflen wie der Umfang des
Dreiecks, die Léange der kleinsten Seite, usw., dagegen werden andere Gréfien
des Dreiecks verdndert, seine Lage im Raum, die Koordinaten seiner Punkte.

Da ein Dreieck durch die Koordinaten seiner Eckpunkte vollsténdig beschrie-
ben wird, miissen alle dem Dreieck zugeordneten Groflen als eine Funktion
der sechs Koordinaten (x1, y1, 2, ya, x3, y3) ausdriickbar sein. Eine Grofle
ist also einfach eine zunéchst beliebige Funktion

p: RO — R, A pu(D),

(man kann auch andere Wertebereiche zulassen). Man sagt, dass eine solche
Funktion nur von der Kongruenzklasse abhdingt oder invariant unter der
Kongruenz ist, wenn fiir jedes Dreieck A € R® und jede Kongruenz g die
Gleichheit

WD) = pu(g(D))

gilt. Eine solche invariante Funktion nennt man auch eine innere Grifie des
Dreiecks, da sie nicht von der Lage des Dreiecks in der Ebene abhéngt (wobei
man sowohl die invariante Funktion als auch den Wert einer solchen an einem
bestimmten Dreieck als innere Grole bezeichnet).

Der Fliacheninhalt (vergleiche Aufgabe 1.1; man verschiebe den Eckpunkt
(x3,y3) des Dreiecks in den Nullpunkt und betrachte dann die daran anlie-
genden Seiten als Vektoren) des Dreiecks wird durch

1171—953 To — T3
— Y3 Y2—UY3

wAa) = ‘
(21— 373)( —y3) — (y1 — y3) (22 — 3)]|

| =N — DN

= |$1yz — ol — T1Y3 + T3Y1 — T3Ya + Toys]

gegeben. Aufgrund der inhaltlichen Interpretation als Flidcheninhalt eines
Dreiecks muss es sich um eine innere Groflie handeln. Dies ldsst sich aber
auch rechnerisch iiberpriifen. Um den Rechenaufwand zu minimieren, sind
folgende einfache Voriiberlegungen sinnvoll:

e Wenn eine Funktion p invariant ist, so ist auch jede Funktion invariant,
die nur von dieser Funktion abhingt; wenn also der Ausdruck v(A) =
T1Ys — TolY1 — T1Ys + T3y — T3ye + Toys unter einer bestimmten Kongru-
enz invariant ist, so ist insbesondere auch der Betrag davon unter dieser
Kongruenz invariant.

e Da man jede Kongruenz als Hintereinanderschaltung von besonders einfa-
chen Kongruenzen schreiben kann, ndmlich von Verschiebungen, Drehungen
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und eventuell einer Spiegelung an der z-Achse, geniigt es, die Invarianz unter
diesen erzeugenden Kongruenzen zu zeigen.

Betrachten wir also diese speziellen Kongruenzen. Bei einer Verschiebung g
um den Vektor (w, z) ist

v(g(A) = vz +w, y1 42, 22+ w, Yo+ 2, 23+ w, Y3 + 2)
~ et Ty —w— (x3 —w) :vg—w—(xg—w))
m—z=Ws—2) p—z—(p—2)
— det <SE‘1—$3 $2—373)
Y1 —Ys Y2—UYs
= v(Q).

Fiir eine Drehung D (um den Nullpunkt) um den Winkel o und einen Vektor
v € V und die zugehorige Verschiebung V,, gilt V_p,yo DoV, = D. Da wir
die Invarianz unter einer Verschiebung schon bewiesen haben, kénnen wir
annehmen, dass der dritte Eckpunkt der Nullpunkt ist, dass also (z3,y3) =
(0,0) ist. Damit ist aufgrund des Determinantenmultiplikationssatzes

V(D(A)) = det((@sa —sina) <x1 x2>>
sin @ cos « Y1 Yo

cos o —sin « Ty Ta
det

= det | .

sin @ cos « Y1 Yo
= det (xl L2

Y1 Y2
= v(A).

Fiir die Spiegelung (Achsenspiegelung um die z-Achse) S = ((1] _01> ist
schliellich

wsen =v((y ) (o ) = -uia

Die Funktion v ist also nicht invariant unter der Spiegelung, wohl aber ihr Be-
trag oder das Quadrat davon (letzteres gilt iiber jedem Kérper). Die Funktion
v (oder v? oder |v|) enthélt auch die Information, ob das Dreieck ausgeartet
ist oder nicht, ndmlich genau dann, wenn v den Wert 0 annimmt.

Betrachten wir die Seitenldngen. Da wir mit geordneten Dreiecken arbeiten,
sind (fiir ¢ # j) die Seitenlédngen

2 2

Ly = \/(fb’i—%’) + (v — yj)
invariant unter Kongruenzen (sie sind nicht invariant unter Umnummerie-
rungen, da diese ja beispielsweise Ljs in Lj3 iiberfithren). Der Ausdruck

U = Lo+ L3+ Los, also der Umfang, ist invariant unter den Kongruenzen,
aber auch unter Umnummerierungen.

Die Invarianz der Seitenléngen ist ein Spezialfall der Invarianz der Skalar-
produkte. Isometrien erhalten das Skalarprodukt, dies ist ihre definierende



Eigenschaft. Zu i # j (und k die dritte Zahl aus {1,2,3}) sei

Ty — T Tj — Tk
Sij = s
Yi — Yk Y; — Yk
= (v —mp) (75 — 2p) + (y; — i) (Y5 — Yi) )
= XTj — Tk — TjTk + Tp + YiY5 — YiYk — YiYk + Y-

Das ist also das Skalarprodukt der beiden vektoriellen Seiten, die am Fck-
punkt P anliegen. Diese Funktionen sind invariant unter geordneten Kon-
gruenzen. Die Invarianz der Winkel (an einer bestimmten Ecke) zwischen
zwei Dreiecksseiten folgt direkt aus der Invarianz der Skalarprodukte der
zwei Seiten.

Es gibt eine Reihe von elementargeometrischen Sétzen, die besagen, dass ein
Dreieck bis auf Kongruenz durch die Angabe gewisser Groflen bestimmt ist,
z.B. durch die Angabe der drei Seitenldngen oder die Angabe eines Win-
kels und der Liangen der beiden anliegenden Seiten. Betrachten wir die drei
Léngen als Abbildung (die wir die Lingenabbildung nennen)

L: RS — R A (Lia(D), Lis(D), Las(D)).

Zwei Dreiecke sind geméf Satz 36.2 (Lineare Algebra (Osnabriick 2024-2025))
genau dann kongruent, wenn ihre Werte unter der Abbildung L iibereinstim-
men. Die Faser der Abbildung iiber einem Léngentupel /1, {5, /3 besteht aus
allen geordneten Dreiecken, deren Seitenldngen gleich ¢; sind. Die Abbildung
ist nicht surjektiv, da das Lingentupel eines Dreiecks in R3 liegt und die
Dreiecksungleichung ¢; < f5 + ¢3 (und Permutationen davon) erfiillen muss.
Wenn p: R® — R irgendeine invariante Funktion ist, so ist diese auf den
Kongruenzklassen, also den Fasern von L, konstant, und somit gibt es eine
eindeutig bestimmte Funktion /i: R® — R mit 4 = jio L. In einem gewissen
Sinn beschreiben die L;; sdmtliche invarianten Funktionen. Es ist ein klas-
sisches Resultat von Heron, dass man den Flécheninhalt eines Dreiecks aus
den drei Seitenldingen berechnen kann, siche Aufgabe 1.3.

SYMMETRISCHE POLYNOME

Definition 1.2. Es sei K ein Korper. Ein Polynom f € K[Xy,..., X,] heifit
symmetrisch, wenn fiir jede Permutation o € §,, die Gleichheit

f=1r
besteht, wobei f? aus f entsteht, indem man {iberall in f die Variable X;
durch X, ersetzt.!

'Wenn man die durch eine Permutation induzierte lineare Abbildung
K" — K", e; — €4(i),

betrachtet, so ist es natiirlicher, die i-te Variable X;, die ja die i-te Projektion von K" auf
K bezeichnet, auf X; o o, also auf X;-1(;), abzubilden.
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Beispiel 1.3. Bei n = 1 sind alle Polynome symmetrisch, da dort die Iden-
titdt die einzige Permtation ist. Bei n = 2 sind die Konstanten und bei-
spielsweise x + v, 7y, 5 + x + v, 3z + 3y + 2%y? symmetrische Polynome. Bei
n = 3sind x +y + 2z, 2y + 2 + yz, vyz, vt + y* + 2* typische Beispiele.

Die Summe und das Produkt von symmetrischen Polynomen ist wieder sym-
metrisch, daher bilden die symmetrischen Polynome einen Unterring des Po-
lynomringes.

Definition 1.4. Das i-te elementarsymmetrische Polynom in n Variablen
ist das Polynom (mit i = 1,...,n)

Ei= > Xy Xy,

1<ki<...<k;<n

Die elementarsymmetrischen Polynome treten in folgender Situation auf.
Bemerkung 1.5. Wir betrachten das Produkt
(T+Xy)--(T+X,)

in K[Xq,...,X,,,T] = K[Xy,...,X,][T]. Wenn man dieses Produkt aus-
multipliziert, so erhélt man ein (normiertes) Polynom in 7' vom Grad n,
wobei die Koeffizienten selbst Polynome aus K[X7,...,X,] sind. Da man
beim Ausmultiplizieren alles mit allem multiplizieren muss, gilt

(T+X) - (T+X,) =T"+ET" '+ -+ E,T°,

wobei E; gerade das i-te elementarsymmetrische Polynom bezeichnet. Das
normierte Polynom in 7" mit den Nullstellen —X; besitzt also die elementar-
symmetrischen Polynome als Koeffizienten.

Mit Hilfe der elementarsymmetrischen Polynome kann man nun einfach alle
symmetrischen Polynome in eindeutiger Form schreiben. Dies ist der Inhalt
des Hauptsatzes tiber symmetrische Polynome. Fiir den Beweis ben6tigen wir
den Begriff der gradlexikographischen Ordnung.

Definition 1.6. Es sei K ein Korper und K[Xy,..., X,] der Polynomring
iiber K. Die gradlexikographische Ordnung auf der Menge der Monome ist
durch

XX <X{’1...in,
falls der Grad von X{*'--- X (also Y I a;), kleiner als der Grad von
Xfl .o+ XPn ist, oder, bei gleichem Grad, wenn a; = by,...,a; = by, aber
apr1 < bryq ist, gegeben.

Man verwendet also die Ordnung auf der Variablenmenge. Man vergleicht
zwei Monome f und g, indem man zuerst den Grad miteinander vergleicht.
Stimmt dieser iiberein, so vergleicht man die Exponenten der ersten Variable
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der beiden Monome miteinander (man vergleicht also den ,, Anfangsbuchsta-
ben“). Wenn es hier einen Groflenunterschied gibt, so ist die Sache entschie-
den. Andernfalls schaut man sich den Exponenten der zweiten Variablen an,
und so weiter. Dies fiihrt zu einer totalen Ordung auf der Menge der Mono-
me. Zu einem Monom gibt es jeweils nur endlich viele Monome, die beziiglich
dieser Ordnung kleiner sind. Daher kann man iiber diese Ordnung Induktion
fiithren.

Zu einem Polynom f nennt man das Monom aus f (mit einem Koeffizienten #
0) mit dem grofiten Exponententupel in der gradlexikographischen Ordnung
das Leitmonom von f.

Satz 1.7. Jedes symmetrische Polynom F € K[Xy,...,X,] ldsst sich ein-
deutig als Polynom in den elementarsymmetrischen Polynomen schreiben.

D.h. es ist
F = ZaVE”

mit eindeutig bestimmten Koeffizienten a, € K.

Beweis. Wir fiihren Induktion iiber die gradlexikographische Ordnung. Zur
Existenz. Es sei F' ein symmetrisches Polynom. Es sei X{*--- X2 das Leit-
monom von F' (mit dem Koeffizienten ¢ # 0) Es ist a;4; < a; fiir alle 4.
Andernfalls ndmlich betrachtet man die Permutation, die X, und X; ver-
tauscht. Das resultierende Monom muss wegen der Symmetrie ebenfalls in F'
vorkommen, wére aber grofler in der gradlexikographischen Ordnung.

Wir betrachten das Polynom
G =F —cEl ®EyP ... g B

n—1
Dabei treten rechts die elementarsymmetrischen Polynome mit nichtnegati-
ven Exponenten auf. Das Polynom rechts enthélt ebenfalls X" --- X" als
Leitmonom: Hierzu muss man sich die Monome in F; klar machen. Das Leit-
monom von E; ist X, - -+ X; und das Leitmonom von EF ist (X, --- X;)* (das
Leitmonom ist multiplikativ, siche Aufgabe 1.14). Daher hat das Polynom
rechts das Leitmonom

X{U*az . (XIXQ)CQ—GS o (Xl - Xn_l)“nfl_a” . (X1 .- -Xn)a"
= XX XX

In der Differenz G verschwindet also dieses Monom, d.h. G hat einen kleineren
Grad in der gradlexikographischen Ordung. Da G ebenfalls symmetrisch ist,
liefert die Induktionsvoraussetzung die Behauptung. Zur Eindeutigkeit. Wir
zeigen, dass die elementarsymmetrischen Polynome algebraisch unabhéngig
sind. Es sei also
H(Ey,...,E,) =0,

wobei H # 0 ein Polynom in den n Variablen Yi, ..., Y, sei. Wir schreiben
H als Summe von Monomen der Form

a1—az\/a2—as . \/an
YTy, Y,
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mit a; > ... > a,. Es sei (aq,...,a,) dasjenige Tupel mit
a; = i1,

das in der gradlexikographischen Ordnung maximal ist unter allen Tupeln,
fir die Y\ 7*2Y;?7* ... Y% in H vorkommt (es werden also die a verglichen,
nicht die Differenzen). Dann besitzt H(E,..., E,) als Polynom in X das
Leitmonom X{" --- X% und wére nicht 0. d

Insbesondere ist der Ring der symmetrischen Polynome selbst isomorph zu
einem Polynomring in n Variablen.

1. ARBEITSBLATT

UBUNGSAUFGABEN

Aufgabe 1.1.

Y2 D

vyi4qcC

2 1

Man begriinde anhand des Bildes, dass zu zwei Vektoren (xy,y;) und (22, y2)
die Determinante der durch die Vektoren definierten 2 x 2-Matrix mit dem
Flacheninhalt des von den beiden Vektoren aufgespannten Parallelogramms
(bis auf das Vorzeichen) tibereinstimmt.

Aufgabe 1.2. Es seien P, = (ay,b1), P = (a2,b2) und Py = (as,bs)
drei Punkte im R2. Stelle den Flicheninhalt des zugehorigen Dreiecks mit
ai, by, az, by, as, by dar.
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Aufgabe 1.3. Es seien a, b, ¢ die Seitenléngen eines Dreiecks. Zeige, dass der
Flacheninhalt des Dreiecks gleich
V2a2¢2 + 2¢2b2 + 24202 — a* — bt — A
4

F =

ist.

Aufgabe 1.4. Driicke die Funktion v* als Funktion der L; (siche Beispiel
1.1) aus.

Aufgabe 1.5. Driicke die Funktion Si5+S13+ Sa3 als Funktion der L7, (siche
Beispiel 1.1) aus.

Aufgabe 1.6. Wir betrachten die Abbildung
RS — R3,
(.’El, Y1, T2, Y2, T2, y2) —
(\/(xl - 5152)2 + (Y1 — y2)2, \/(Il - $3)2 + (1 — y3)2, \/(5102 - $3)2 + (2 — y3)2> )

die einem Dreieck die Léngen seiner Seiten zuordnet. Zeige, dass das Bild
dieser Abbildung aus den Punkten ({1, {5, f3) € RZ, besteht, die die Drei-
ecksungleichung erfiillen.

Aufgabe 1.7. Diskutiere die Ahnlichkeit von Dreiecken analog zu Beispiel
1.1.

Aufgabe 1.8. Wir fassen ein Dreieck A als ein geordnetes Tripel
(P, Py, P3) € R® auf. Begriinde die folgenden topologischen Eigenschaften.

(1) Die Menge der nichtentarteten Dreiecke ist offen.
(2) Die Menge der gleichseitigen Dreiecke ist abgeschlossen.
(3) Die Menge der gleichschenkligen Dreiecke ist abgeschlossen.

Aufgabe 1.9. Wir betrachten die Abbildung
RS — R3,
(371, Y1, T2, Y2, T2, y?) —

(w1 = 22)* + (11 — 12)°, (21— 23)" + (g1 — y3)*s (w2 — 23)* + (12 — 13)°)
die einem Dreieck die Langenquadrate seiner Seiten zuordnet. Bestimme die
reguldren Punkte der Abbildung.



10

Aufgabe 1.10. Bestimme die Fasern (bis auf Homéomorphie) der Langenab-
bildung L aus Beispiel 1.1.

Aufgabe 1.11. Wir betrachten die Abbildung
L: R — R,
(xly Y1, T2, Y2, T2, y2) —

(% (01— 22 + (1 — o) /(01— 7)” + (1 — w0)"s (02— 0)* + (32 — y3>2) ,

die einem Dreieck die Léngen seiner Seiten zuordnet. Es sei B das Bild der
Abbildung. Gibt es eine stetige Abbildung

s: B— RS

mit
Los = IdB{?

Aufgabe 1.12. Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper. Zeige, dass
die Abbildung
K% — K3,
(l‘lv Y1, T2, Y2, T2, 92) —
(21— 22)" + (11 — 92)°, (21— 23)* + (1 — y3)", (22— 23)" + (32 —3)°)
surjektiv ist.

Aufgabe 1.13. Es sei K ein Korper und sei R = K[X7,...,X,] der Poly-
nomring iiber K. Zeige, dass ein Polynom F' € R genau dann symmetrisch
ist, wenn die homogenen Komponenten von F symmetrisch sind.

Aufgabe 1.14. Es sei K ein Korper und sei R = K[X7, ..., X,] der Poly-
nomring iiber K. Zu f € R, f # 0, sei LM (f) das Leitmonom zu f in der
gradlexikographischen Ordnung. Zeige, dass das Leitmonom sich multiplika-
tiv verhélt, dass also

LM (fg) = LM (f) - LM (g)
fiir Polynome f,g # 0 gilt.

Aufgabe 1.15. Schreibe das symmetrische Polynom
X3Y? —2X? —2Y? + 5XY

als Polynom in den elementarsymmetrischen Polynomen.
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Aufgabe 1.16. Schreibe das symmetrische Polynom
3XY2Z2 — X Y - 2P+ XPYR 2P

als Polynom in den elementarsymmetrischen Polynomen.

Aufgabe 1.17. Schreibe die symmetrischen Polynome
X4+ X}

als Polynom in den elementarsymmetrischen Polynomen.

Aufgabe 1.18. Es sei K ein Korper, der eine dritte primitive Einheitswurzel
¢ enthalte. Zeige, dass das Polynom (X; + (X5 + C2X3)3 € K[Xy, Xy, X3
symmetrisch ist und bestimme seine Darstellung mit den elementarsymme-
trischen Polynomen.

Aufgabe 1.19. Es sei K ein Korper. Wir betrachten zu jedem n € N, die
Abbildung

@: K" — K" (A, Aoy oo, A\p) —> (co, €1y ooy Cn1) s
die einem Nullstellentupel (A, A2, ..., A,) das Koeffiziententupel
(co, €1,y - ., Cn—1) (ohne die 1) des normierten Polynoms

(X =M (X =X) (X = A) =P =cotcr X+ +co X4 X"
zuordnet.

(1) Beschreibe ¢ explizit fiir n = 2.

(2) Beschreibe ¢ explizit fiir n = 3.

(3) Begriinde, dass die ¢ polynomiale Abbildungen sind.

(4) Zeige, dass die Fasern von ¢ endlich sind.

(5) Wann ist die Faser zu einem Tupel (cg, ¢, ..., ¢,—1) leer?

(6) Was ist die maximale Anzahl in einer Faser? Man gebe Beispiele, dass
diese Maximalanzahl fiir K = R erreicht wird.

(7) Es sei K nun algebraisch abgeschlossen. Zeige, dass ¢ surjektiv ist.

Die elementarsymmetrischen Polynome lassen sich, wie jede endliche Menge
an Polynomen, als eine polynomiale Abbildung von K™ nach K" auffassen.
Bei K = R (oder C) sind dafiir auch Eigenschaften aus der Analysis 2
relevant.

Aufgabe 1.20. Wir betrachten die Abbildung
F: R — R (2,9,2) — (x+y+ 2,0y + 22 + yz, 192).

Zeige, dass ein Punkt P = (x,y, z) genau dann ein reguldrer Punkt von F
ist, wenn die Koordinaten von P paarweise verschieden (also z # y, © # z

und y # z) sind.



12

Aufgabe 1.21. Bestimme die kritischen Punkte der durch die elementar-
symmetrischen Polynome definierten Gesamtabbildung

R" — R", (21, ..., 25) — (E1(z1, .., 20), -, En(21, .0, 20)).

Es sei R ein kommutativer Ring und A eine kommutative R-Algebra. Die
Elemente fi,..., f, € A heilen algebraisch unabhingig (iiber R), wenn fiir
jedes vom Nullpolynom verschiedene Polynom P € R[Xj,...,X,] bei der
Einsetzung

P(flu'”)fn) 7é 0
gilt.

Aufgabe 1.22. Es sei A eine kommutative R-Algebra iiber einem kommuta-
tiven Ring R und sei fi,..., f, € A eine Elementfamilie. Zeige, dass folgende
Aussagen dquivalent sind.

(1) Die Elemente fi,..., f, sind algebraisch unabhéngig.
(2) Der Einsetzungshomomorphismus

R[Xy,..., X, — A, X, — fi,
ist injektiv.
(3) Der Einsetzungshomomorphismus
R Xy,.... X, — R[f1,..., fu], Xi— fi,
ist bijektiv.

2. VORLESUNG - OPERATIONEN VON GRUPPEN
GRUPPENOPERATIONEN

In den beiden Beispielen der ersten Vorlesung operiert eine Gruppe auf einer
Menge: Die Kongruenzabbildungen bilden eine Gruppe, und eine Kongruenz
tiberfiihrt ein Dreieck in ein weiteres (kongruentes) Dreieck. Eine Permuta-
tion ¢ € S, iiberfiithrt ein n-Tupel in ein weiteres Tupel und ein Polynom
(in n Variablen) in ein Polynom. Diese Situation wird durch den Begriff der
Gruppenoperation erfasst, welcher grundlegend fiir die Invariantentheorie ist.

Es sei G eine zumeist multiplikativ geschriebene Gruppe mit neutralem Ele-
ment e.

Definition 2.1. Es sei GG eine Gruppe und M eine Menge. Eine Abbildung
GxM— M, (g,x) — gz,

heifit Gruppenoperation (von G auf M), wenn die beiden folgenden Eigen-
schaften gelten.
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(1) ex = z fir alle x € M.
(2) (gh)x = g(hz) fur alle g, h € G und fiir alle x € M.

Man spricht auch von einer Aktion oder einer Wirkung der Gruppe G auf
M. Im Zusammenhang von Gruppenoperationen schreibt man die Gruppe
zumeist multiplikativ, und ebenso schreibt man die Operation multiplikativ.

Definition 2.2. Es sei GG eine Gruppe und M eine Menge. Eine Gruppen-
operation von G auf M heif3t treu, wenn aus gr = x fir alle x € M folgt,
dass g = e ist.

Lemma 2.3. Es sei G eine Gruppe und M eine Menge. Es sei Perm (M)
die Gruppe der Permutationen auf M. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Wenn G auf M operiert, so ist die Abbildung
G — Perm (M), g — (z — gx),

ein Gruppenhomomorphismus.
(2) Wenn umgekehrt ein Gruppenhomomorphismus

p: G — Perm (M), g — ¢(9),
vorliegt, so wird durch
GxM— M, (g,2) — (o(9)(2),

eine Gruppenoperation von G auf M definiert.
Beweis. Siehe Aufgabe 2.1. O

Unter dieser Korrespondenz ist die Operation genau dann treu, wenn ¢ in-
jektiv ist.

Beispiel 2.4. Nach Lemma 2.3 (2) und nach Lemma 44.12 (Lineare Algebra
(Osnabriick 2024-2025)) ist eine Gruppenoperation von (Z,0,+) auf einer
Menge M dasselbe wie eine bijektive Abbildung

F: M —s M,

wobei die 1 wie F' wirkt. Bei gegebenem F’ ist also die Gruppenwirkung fiir
r € M durch n-x = F"(x) definiert, wobei F™ bei n > 0 die n-fache
Hintereinanderschaltung von F' und bei n < 0 die —n-fache Hintereinander-
schaltung der Umkehrabbildung F'~! bedeutet.

Definition 2.5. Es sei M eine Menge, auf der eine Gruppe G operiere. Eine
Teilmenge T" C M heiflt G- invariant , wenn zu jedem x € T und jedem
o € G auch ox € T gilt.

Definition 2.6. Es liege eine Gruppenoperation einer Gruppe G auf einer
Menge M vor. Man nennt zwei Elemente x,y € M

G- dquivalent (oder dquivalent unter GG), wenn es ein ¢ € G mit y = gz
gibt.
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Diese Relation ist in der Tat eine Aquivalenzrelation, wie man sich direkt
iiberlegen kann. Die Aquivalenzklassen bekommen einen eigenen Namen.

Definition 2.7. Es liege eine Gruppenoperation einer Gruppe G auf einer
Menge M vor. Die Aquivalenzklassen auf M zur G-Aquivalenz nennt man
die Bahnen der Operation.

Definition 2.8. Es liege eine Gruppenoperation einer Gruppe G auf einer
Menge M vor. Ein Punkt x € M heifit Fixpunkt der Operation, wenn gr = x
ist fiir alle g € G.

Ein Element x € M ist genau dann ein Fixpunkt der Operation, wenn die
Bahn durch diesen Punkt einelementig ist, und dies ist genau dann der Fall,
wenn die zugehorige Standgruppe ganz G ist.

Definition 2.9. Es liege eine Gruppenoperation einer Gruppe G auf einer
Menge M vor. Zu x € M heifit

G, ={9€G|gx=2z}

die Isotropiegruppe zu x.

Dabei handelt es sich um eine Untergruppe von G. Andere Bezeichnungen
hierfiir sind Standgruppe oder Stabilisator .

Beispiel 2.10. Es sei G eine Gruppe und M eine Menge. Dann gibt es stets
die sogenannte triviale Operation von G auf M, die durch gr = =z fiir
alle ¢ € G und alle x € M gegeben ist. In diesem Fall ist jeder Punkt ein
Fixpunkt und alle Bahnen sind einelementig.

Definition 2.11. Es liege eine Gruppenoperation einer Gruppe G auf einer
Menge M vor. Die Operation heifit transitiv, wenn es zu je zwei Elementen
z,y € M ein g € G mit gr = y gibt.

Eine Operation ist genau dann transitiv, wenn es nur eine Bahn gibt.
Beispiel 2.12. Es sei GG eine Gruppe. Die Verkniipfung
G x G — G, (g,h) —> gh,

kann man als eine Gruppenoperation der Gruppe G auf sich selbst ansehen.
Diese Operation ist treu und transitiv, es gibt also nur eine Bahn. Fiir zwei
Elemente g; und g5 ist ja g, = (91951)92.

Beispiel 2.13. Es sei GG eine Gruppe und H C G eine Untergruppe. Dann
liefert die Verkniipfung

HxG — G, (h,g) — hg,

eine Gruppenoperation von H auf . Die Bahnen dieser Operation stim-
men mit den Rechtsnebenklassen zu dieser Untergruppe iiberein. Wenn G
endlich ist, so sind die Bahnen (nach dem Beweis zu Satz 46.7 (Lineare Al-
gebra (Osnabriick 2024-2025))) alle gleichméchtig, was bei einer beliebigen
Gruppenoperation keineswegs der Fall sein muss.
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Beispiel 2.14. Es sein € N, M = {1,...,n} und S, die Gruppe der
Permutationen auf M. Dann liegt eine natiirliche Operation

Sp X M — M, (0,1) — o(i),

vor. Der zugehorige Gruppenhomomorphismus ist die Identitdt. Die Opera-
tion ist treu, da jede Permutation # Id;; mindestens ein Element aus M
bewegt. Zu jedem i € M ist die Isotropiegruppe G; isomorph zur Permuta-
tionsgruppe S,_1 = Perm (M \ {i}). Fiir je zwei Elemente i, j € M gibt es
eine Permutation (z.B. eine Transposition), die 7 in j iiberfithrt. Bei dieser
Gruppenoperation gibt es also nur eine Bahn.

Beispiel 2.15. Es sei R ein kommutativer Ring und G = R* seine Einhei-
tengruppe. Die Einschrinkung der Ringmultiplikation

R*x R— R, (r,s) —> rs,

liefert eine Gruppenoperation der Einheitengruppe auf dem Ring. Diese Ope-
ration ist treu, das Nullelement ist ein Fixpunkt der Operation. Zwei Elemen-
te a,b € R, die beziiglich dieser Operation dquivalent sind, heiflen assoziiert.
Dieser Begriff spielt bei der eindeutigen Primfaktorzerlegung in einem fakto-
riellen Bereich eine wichtige Rolle.

Lemma 2.16. FEs sei G eine Gruppe, die auf einer endlichen Menge M
operiere. Fs sei F' die Menge der Fixpunkte der Operation und es seien
My, ..., M, die verschiedenen Bahnen mit mindestens zwei Elementen. Dann
15t

#O) = #(F)+ 3 # ().

Beweis. Die Menge M ist zerlegt in die Bahnen der Operation, und diese sind
entweder einelementig und entsprechen den Fixpunkten, oder mehrelementig,
und werden dann rechts mitgezahlt. U

Beispiel 2.17. Es sei G eine Gruppe. Die Konjugation kann man als eine
Operation von G auf sich selbst auffassen, indem man

gz = gxg”'
setzt. Dabei haben wir die Gruppenverkniipfung symbolfrei und die Ope-
ration zur Unterscheidung mit - geschrieben. Dass eine Operation vorliegt
kann man direkt nachpriifen oder aus Lemma 44.19 (Lineare Algebra (Os-
nabriick 2024-2025)) folgern. Die Aquivalenzklassen unter dieser Operation,
also die Bahnen der Konjugation, heiflen Konjugationsklassen. Die Elemente
im Zentrum der Gruppe sind genau die Fixpunkte.

Beispiel 2.18. Es sei M eine Menge und
F: M— M
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eine bijektive Abbildung mit der zugehorigen Gruppenoperation von Z auf
M. Die Operation ist genau dann trivial, wenn F' die Identitét ist. Die Fix-
punkte der Operation sind genau die Fixpunkte von F'. Die Isotropiegruppe
ax € Mist Zk (k > 1), falls « ein Fixpunkt der k-ten Hintereinander-
schaltung F* und k minimal mit dieser Eigenschaft ist; andernfalls ist sie
gleich 0. Die durch x € M definierte Bahn besteht aus

{F"(z) |n€eZ}.

Dabei kénnen natiirlich einzelne Bahnen endlich sein, auch wenn die Opera-
tion treu ist.

Definition 2.19. Es liege eine Gruppenoperation einer Gruppe G auf einer
Menge M vor. Dann nennt man die Menge der Bahnen den Bahnenraum der
Operation. Er wird mit

M\G
bezeichnet. Die Abbildung
M — M\G, x — [x],

wobei [z] die Bahn durch = bezeichnet, heifit Quotientenabbildunyg.

Der Bahnenraum ist also einfach die Quotientenmenge der Aquivalenzrela-
tion, die durch die Gruppenoperation festgelegt wird, und die angegebene
Quotientenabbildung ist die zugehorige kanonische Projektion.

Beispiel 2.20. Wir betrachten die n-dimensionale Sphére
S = {x eR"™ | ||lz|| = 1}
und die antipodale Abbildung
a: S — S, r— —x,
die also jeden Punkt auf seinen gegeniiberliegenden Punkt abbildet. Wegen
aoa = Idg

gibt dies Anlass zu einer Operation von G = {1,—1} = Z/(2) auf der
Sphére S, bei der 1 durch die Identitdt und —1 durch « operiert. Diese
Operation ist treu und jede Bahn ist zweielementig von der Form {z, —z}.
Insbesondere besitzt die Operation keinen Fixpunkt. Der Bahnenraum (ver-
sehen mit einer geeigneten Topologie) heifit n-dimensionaler reell-projektiver
Raum.

Definition 2.21. Es sei GG eine Gruppe und seien M und N zwei Mengen,
auf denen jeweils G operiert. Dann heifit eine Abbildung

p: M — N
G- invariant (oder G- vertrdglich ) wenn fiir alle ¢ € G und alle z € M
die Gleichheit

p(gr) = go(z)
gilt.
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Dieser Begriff wird insbesondere auch dann verwendet, wenn die Gruppe G
auf der zweiten Menge N trivial operiert.

Lemma 2.22. FEs liege eine Gruppenoperation einer Gruppe G auf einer
Menge M wvor. Es sei M\G der Bahnenraum zu dieser Operation. Dann
gelten folgende Aussagen.

(1) Die Quotientenabbildung
qg: M — M\G, x — [x],

ist G-invariant (wobei G auf dem Bahnenraum trivial operiert).
(2) Wenn N eine weitere Menge ist und

p: M — N

eine G-invariante Abbildung (wobei die Operation von G auf N trivial
sei), so gibt es genau eine Abbildung

¢: M\G — N
mit ¢ = pogq.

Beweis. (1) Fir x € M und g € G sind = und gz in der gleichen
Aquivalenzklasse, also ist

q(gx) = [92] = [2] = gla].
(2) Das folgt aus Lemma 45.20 (Lineare Algebra (Osnabriick 2024-2025)).
U

Beispiel 2.23. Es sei X eine Menge und n € N,. Wir setzen M = X x
.-+ x X mit n Faktoren. Die Permutationsgruppe S,, operiert auf M durch

o1, ) = (To) s Tam))s

d.h. ¢ vertauscht die Indizes. Die Fixpunkte dieser Operation sind genau
die Diagonalelemente, also die Elemente der Form (y,...,y). Wenn r die
Anzahl der verschiedenen Elemente in x = (z1,...,xz,) bezeichnet und a;,
1 <i <r, die Anzahl angibt, wie oft die einzelnen Werte auftreten, so ist die
Isotropiegruppe zu x gleich S,, X - - - xS, (das sind diejenigen Permutationen,
die einen jeden Index auf einen Index mit gleichem Eintrag abbilden) und
besitzt genau a;!- - - a,! Elemente. Die zugehorige Bahn besitzt entsprechend

|
—*— Elemente.
ai!l--ar!

Bei X = R sind die polynomialen Funktionen
1+ -+ xp, inxj,...,xl---xn
i<j

(also die elementarsymetrischen Polynome) S,-invariante Abbildungen nach
R.
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Beispiel 2.24. Es liege eine Gruppenoperation einer Gruppe G auf einer
Menge M vor. Es sei L eine weitere Menge und Abb (L, M) die Menge der
Abbildungen von L nach M. Dann wird durch

G x Abb (L, M) — Abb (L, M), (g, ¢) — g,

wobei gy durch (g¢)(x) = g(p(x)) definiert sei, eine Operation von G auf
Abb (L, M) gegeben. Fiir das neutrale Element e € G gilt ja

(ep)(z) = e(p(x)) = ¢(z)
fiir jedes x € M, also ep = ¢, und fiir beliebige g,h € G, ¢ € Abb (L, M)
und z € M gilt

((gh)p)(z) = (gh)(p(z)) = g(h(p(x))) = g((hp)(x)) = (9(hp))(z),
also (gh)e = g(hy).

Zu einer Gruppe G nennt man die Menge G mit der durch
g-oph = hyg

definierten Verkniipfung die oppositionelle Gruppe G. Sie wird mit G°P be-
zeichnet.

Beispiel 2.25. Es liege eine Gruppenoperation einer Gruppe G auf einer
Menge M vor. Es sei N eine weitere Menge und Abb (M, N) die Menge der
Abbildungen von M nach N. Dann wird durch

G°P x Abb (M, N) — Abb (M, N), (g,¢) — g,

wobei g durch
(99)(2) = (p(g2))

definiert sei, eine Operation der oppositionellen Gruppe G°P auf Abb (M, N)
gegeben. Fiir das neutrale Element e € G gilt ja

(ep)(z) = plex) = ¢(x)
fiir jedes z € M, also ep = ¢, und fiir beliebige g, h € G, ¢ € Abb (M, N)
und z € M gilt

((g-0p W)p)(x) = ((hg)p)(x)

((hg)(x))
(h(gr))
= (he)(g2)
= (9(hg))(x),

also (g -op h) = g(hy). Statt mit der oppositionellen Gruppe zu arbeiten
kann man diese Konstruktion auch als eine Operation von rechts auffassen.

Die Fixelemente von Abb (M, N) unter dieser Operation sind gerade die
G-invarianten Abbildungen von M nach N. Diese Konstruktion wird insbe-
sondere bei N = R o0.A. angewendet, wenn es also um auf M definierte
Funktionen geht.
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2. ARBEITSBLATT

UBUNGSAUFGABEN

Aufgabe 2.1. Es sei G eine Gruppe und M eine Menge. Es sei Perm (M)
die Gruppe der Permutationen auf M. Zeige folgende Aussagen.

(1) Wenn G auf M operiert, so ist die Abbildung
G — Perm (M), g — (z — gx),
ein Gruppenhomomorphismus.
(2) Wenn umgekehrt ein Gruppenhomomorphismus
¢: G — Perm (M), g — ¢(z),
vorliegt, so wird durch
GxM— M, (g,2) — (o(9)(2),

eine Gruppenoperation von G auf M definiert.

Aufgabe 2.2. Zeige, dass die G-Aquivalenz bei einer Gruppenoperation in
der Tat eine Aquivalenzrelation ist.

Aufgabe 2.3. Bestimme fiir die Operation der Kongruenzen die Isotropie-
gruppen zu jedem Dreieck A = (Py, Py, P3) € RS.

Aufgabe 2.4. Essein € N. Betrachte die Gruppenoperation der n-ten Ein-
heitswurzeln durch Multiplikation auf C. Bestimme die Bahnen und die Iso-
tropiegruppen dieser Operation. Kann man die Quotientenabbildung durch
eine polynomiale Funktion realisieren?

Aufgabe 2.5. Es sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und G =
GL (V) die allgemeine lineare Gruppe mit ihrer natiirlichen Operation auf
V'\ {0}. Zeige, dass diese Gruppenoperation transitiv ist. Wie sieht es aus,
wenn man SL (V') betrachtet?

Aufgabe 2.6. Es sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und G = GL (V)
die allgemeine lineare Gruppe zusammen mit ihrer natiirlichen Operation auf
der Menge

M = {(v,...,v,) € V" | Basis}.

Zeige, dass diese Operation transitiv ist. Wie sieht es auf ganz V" aus?
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Aufgabe 2.7. Zeige, dass die Isotropiegruppe bei einer Gruppenoperation
kein Normalteiler sein muss.

Aufgabe 2.8. Diskutiere Links- und Rechtsoperationen.

Aufgabe 2.9. Wir betrachten die geordneten Dreiecke A = (P, Py, P3) als
Punkte im RS. Definiere eine Gruppenoperation der S auf dem R® derart,
dass die Bahnen den ungeordneten Dreiecken (also den Dreiecken ohne Num-
merierung) entsprechen. Bestimme die Isotropiegruppen zu jedem Dreieck.

Aufgabe 2.10. Zeige, dass zwei Permutationen o,7 € S,, genau dann kon-
jugiert sind, wenn ihre Zykeldarstellung den gleichen Typ haben, d.h. wenn
die Anzahl der Zykel und deren Léngen iibereinstimmen.

Aufgabe 2.11. Betrachte zur symmetrischen Gruppe S, die Operation
durch Konjugation. Bestimme die Bahnen und die Isotropiegruppen fiir
n < 5.

Aufgabe 2.12. Es sei GL,,(K) die Menge der invertierbaren n x n-Matrizen
iiber einem Korper K. Zeige, dass fiir zueinander konjugierte Matrizen M
und N aus GL,(K) die folgenden Eigenschaften bzw. Invarianten {iberein-
stimmen: Die Determinante, die Figenwerte, die Dimension der Eigenrdume
zu einem Eigenwert, die Diagonalisierbarkeit, die Trigonalisierbarkeit.

Aufgabe 2.13. Wir betrachten die geordneten Dreiecke A = (P, Ps, P;)
als Punkte im R®. Betrachte die Gruppenoperation der S; auf dem R®
durch Umnummerierung der Eckpunkte. Man gebe sechs reelle Polynome
(Fy,..., Fg) an derart, dass die Fasern der dadurch definierten Gesamtabbil-
dung

F: RO — R®
genau die Bahnen der Operation sind.

Aufgabe 2.14. Wir betrachten die Menge der quadratischen Polynome
M = {aX’+bX +c|abceK, a0}

iiber einem Korper K, und es sei G die Menge der Transformationen vom
Typ X — aX + § mit a # 0.

(a) Zeige, dass G auf M in natiirlicher Weise operiert.
(b) Zeige, dass G auf K durch Multiplikation mit o operiert.
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(c) Zeige, dass die Diskriminante, also der Ausdruck b? — 4ac, der einem
quadratischen Polynom zugeordnet ist, G-vertraglich beziiglich dieser
beiden Operationen ist.

Aufgabe 2.15. Bestimme die Konjugationsklassen der (eigentlichen)
Wiirfelgruppe.

Aufgabe 2.16. Es sei G eine Gruppe, die auf den Mengen M und N operiere.
Zeige, dass auf der Abbildungsmenge Abb (M, N) eine Operation der Gruppe
G vorliegt, wobei ein Gruppenelement ¢ durch

cep=co0poog

wirkt.

Aufgabe 2.17. Es sei GG eine Gruppe, die auf den Mengen M und N ope-
riere. Wir betrachten die Operation der Gruppe G auf der Abbildungsmenge
Abb (M, N), wobei ein Gruppenelement ¢ durch

ceyp = 0'0(,000'_1

wirkt. Zeige, dass ¢ genau dann G-vertréaglich ist, wenn ¢ ein Fixpunkt der
Operation ist.

Aufgabe 2.18. Es sei X ein topologischer Raum und
R = C(X,R) = {f: X — R| f stetige Abbildung}.

Zeige, dass R ein kommutativer Ring ist. Man gebe auch ein Beispiel an, das
zeigt, dass R im Allgemeinen nicht nullteilerfrei ist.

Aufgabe 2.19. Es seien X und Y topologische Rdume und
p: X —Y
eine stetige Abbildung. Zeige, dass dies einen Ringhomomorphismus
C(V,R) — C(X,R), f — fop,

induziert.

Geméfl Aufgabe 2.1 ergibt eine Gruppenoperation fiir jedes g € G eine Bi-
jektion x — gx auf M. Wenn M zusétzliche Strukturen besitzt, so verlangt
man héaufig, dass diese Bijektionen diese Strukturen respektieren, also bei-
spielsweise linear oder stetig sind. Man spricht dann von einer linearen oder
von einer stetigen Operation oder sagt, dass die Gruppe als Gruppe von
Automorphismen oder als Gruppe von Homéomorphismen operiert.
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Aufgabe 2.20. Es sei X ein topologischer Raum, auf dem eine Gruppe G
operiere, wobei zu jedem g € G die Abbildung x — gz stetig sei. Zeige,
dass dadurch eine Operation (von rechts) von G auf dem Ring der stetigen
Funktionen C'(X,R) als Gruppe von Ringautomorphismen gegeben ist.

Aufgabe 2.21. Zeige, dass die reellen Zahlen (R,+) auf der Menge der
komplexen Zahlen durch

R x C — C, (t,z) —> &*™z,

operiert. Bestimme die Bahnen, die Isotropiegruppen und die Quotientenab-
bildung dieser Operation.

Aufgabe 2.22. Es sei
f: C—C

eine stetige Funktion. Zeige, dass die beiden folgenden Aussagen dquivalent
sind.

(1) Es gibt eine stetige Funktion
g: RZO — C

mit f(z) = g(]z]) fur alle z € C.

(2) Fiir alle n-ten Einheitswurzeln ( € C (allen € N)ist f((z) = f(z)
fiir alle z € C.

(3) Fiir alle w € C mit |w| = 1ist f(wz) = f(2) fir alle z € C.

Aufgabe 2.23. Wir betrachten die Untergruppe Z C R mit der zugehorigen
Operation, also

ZxR—R, (n,x)—n+uz.

Es sei
C = C'R,R) = {f:R— R| f stetig}.

(a) Beschreibe die zugehorige Operation von Z auf C' (von rechts).

(b) Was ist (2% — 3z + 5) e 4 (e sei die Operation aus (a)).

(¢) Wir nennt man die Z-invarianten Funktionen aus C? Was sind typsche
Beispiele dafiir (man denke an Analysis 1)?

(d) Zeige, dass es auBer den Konstanten keine invarianten Polynome gibt.
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3. VORLESUNG - LINEARE OPERATIONEN
LINEARE OPERATIONEN

Eine Operation einer Gruppe G auf einer (geometrischen) Menge M ist das
gleiche wie ein Gruppenhomomorphismus der Gruppe in die Permutations-
gruppe des geometrischen Objektes. Haufig betrachtet man nur solche Ope-
rationen, deren zugehorige Permutationen Automorphismen sind, also die
relevanten geometrischen Eigenschaften des Objektes respektieren. Bei einer
Operation auf einer Mannigfaltigkeit wird man beispielsweise fordern, dass
die Automorphismen Diffeomorphismen sind. Wenn das geometrische Objekt
ein Vektorraum ist, so interessiert man sich insbesondere fiir die linearen Au-
tomorphismen.

Definition 3.1. Es sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. Es sei G
eine Gruppe. Eine Operation

w: GxV —V
heilt linear, wenn fiir jedes ¢ € G die Abbildung
V— V, v p(o,v),

K-linear ist.

Bei einer linearen Operation sind die Abbildungen ¢, = u(o,—) sogar K-
Automorphismen. Eine lineare Operation ist das gleiche wie ein Gruppenho-
momorphismus

G — GL (V).

Beispiel 3.2. Es sei V' ein K-Vektorraum iiber einem Koérper K. Die all-
gemeine lineare Gruppe GL (V') operiert in natiirlicher Weise linear auf V.
Die Elemente ¢ € GL (V) sind ja definiert als K-Automorphismen von V/
in sich und somit ist die Abbildung

GL (V) x V. —V, (p,v) — ¢(v),

wohldefiniert. Da die Verkniipfung auf GL (V') einfach die Hintereinander-
schaltung von Abbildungen ist, ergibt sich sofort

p(P(v) = (porp)(v),

sodass es sich um eine Gruppenoperation handelt. Diese Operation besitzt
nur zwei Bahnen, ndmlich den Nullpunkt 0 und V'\ {0}, da es zu zwei von 0
verschiedenen Vektoren v; und vy stets einen Automorphismus gibt, der v,
in vy iberfiihrt.

Beispiel 3.3. Essei V ein K-Vektorraum iiber einem Kérper K. Die natiirli-
che lineare Operation der allgemeinen linearen Gruppe GL (V') auf V| also
die Abbildung

GL (V) xV —V, (¢,0) — ¢(v),
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induziert fiir jede Untergruppe G C GL (V') eine lineare Operation
GxV —V, (p,v) — p(v).

Diese einfache Konstruktion beinhaltet eine Vielzahl von interessanten Ope-
rationen. Wichtige Untergruppen der GL (V) sind die spezielle lineare Grup-
pe SL (V) (dazu muss V endlichdimensional sein) und alle endlichen Grup-
pen (wenn die Dimension von V' hinreichend gro8 ist). Wenn der Vektorraum
weitere Strukturen triigt, beispielsweise eine Bilinearform (beispielsweise ein
Skalarprodukt bei K = R oder K = C), so lassen sich weitere wichtige Un-
tergruppen definieren, wie die orthogonale Gruppe O (V') und die eigentliche
Isometriegruppe SO (V).

Beispiel 3.4. Es sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum iiber einem
Korper K. Die allgemeine lineare Gruppe GL (V') operiert auf Hom (V, V)
durch Konjugation, also durch

GL (V) x Hom (V, V) — Hom (V, V), (¢,0) — @ofop .

Diese Operation ist linear, sieche Aufgabe 3.6. Bei V' = K" ist das die Wir-
kungsweise der invertierbaren Matrizen auf dem Raum aller Matrizen, die
einen Basiswechsel beschreibt, also

GL,(K) x Mat,(K) — Mat,(K), (B, M) — Bo Mo B™".

Die passende Interpretation ist, dass die Matrix M eine lineare Abbildung
beziiglich einer bestimmten Basis von V' beschreibt, dass B den Basiswechsel
von dieser Basis zu einer zweiten Basis beschreibt, und dass die neue Matrix
B o M o B~! die gleiche lineare Abbildung beziiglich der zweiten Basis be-
schreibt. Siehe Korollar 11.12 (Lineare Algebra (Osnabriick 2024-2025)). Ein
grofler Teil der linearen Algebra dreht sich um die Frage, zu einer linearen
Abbildung eine moglichst einfache Matrixbeschreibung zu finden.

Beispiel 3.5. Die symmetrische Gruppe .5, ist die Gruppe der Permutatio-
nen auf der Menge I = {1,...,n}, also

Sn = {o: I — I| o Bijektion}

mit der Hintereinanderschaltung als Verkniipfung. Das neutrale Element ist
die Identitét. Eine Permutation wird typischerweise als Wertetabelle geschrie-

ben,
(o) 7" oty

S, ist eine Gruppe mit n! Elementen.

Die Permutationsgruppe S,, operiert als Gruppe von linearen Automorphis-
men auf K" wie folgt: Der i-te Basisvektor e; wird auf e,(; geschickt, also
e; — €4(;). Dies definiert nach Satz 10.10 (Lineare Algebra (Osnabriick 2024-
2025)) einen linearen Automorphismus

o: K" — K",
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den wir ebenfalls mit o bezeichnen. In Matrizenschreibweise wird diese lineare
Abbildung durch diejenige Matrix beschrieben, bei der in der i-ten Spalte in
der o(i)-ten Zeile eine 1 steht, und sonst iiberall 0. Eine solche Matrix nennt
man eine Permutationsmatrix. Wenn F;; diejenige Matrix bezeichnet, die
genau an der Stelle ij (i-te Zeile, j-te Spalte) eine 1 und sonst iiberall eine 0
als Eintrag besitzt, so ist die zu ¢ gehérende Permutationsmatrix gleich

E; = ) Es;
j=1
Diese Matrix ist in gewissem Sinn der Graph der Permutation.

Die Menge der Permutationsmatrizen bilden eine endliche Untergruppe der
allgemeinen linearen Gruppe GL,(K), und die Zuordnung o +— FE, ist ein
Gruppenisomorphismus zwischen der Permutationsgruppe S,, und dieser end-
lichen Untergruppe. Nach Beispiel 3.3 operiert die Permutationsgruppe S,
linear auf dem K™.

Definition 3.6. Es sei K ein Korper und G eine Gruppe, die auf einem
K-Vektorraum V linear operiere. Ein Untervektorraum U C V heifit G-
inwvariant , wenn fiir alle 0 € G und alle v € U auch ov € U ist.

Dies kann man auch so ausdriicken, dass jede zu ¢ € G gehérende Abbildung
vy den Unterraum U in sich selbst abbildet. D.h. U ist ¢,-invariant fiir jedes
o € V. Bei endlichdimensionalem V' ist dann sogar stets

v, (U) = U.

Die Operation lédsst sich in natiirlicher Weise auf einen jeden invarianten
Unterraum einschranken. Man nennt diese Rdume daher auch einfach G-
Rdume.

Definition 3.7. Es sei K ein Korper und G eine Gruppe, die auf einem
K-Vektorraum V' linear operiere. Der Untervektorraum

{veV]ov=uwtfiralleoe G}

heifit der Fizraum der Gruppenoperation.

Der Fixraum ist einfach die Menge aller Fixpunkte der Operation. Er ist ein
G-invarianter Untervektorraum.

DARSTELLUNGSTHEORIE

Eine lineare Operation einer Gruppe auf einem Vektorraum nennt man auch
eine Darstellung der Gruppe. In der Darstellungstheorie steht die Frage im
Mittelpunkt, auf wie viele (wesentlich verschiedene) Arten eine bestimmte
Gruppe auf einem Vektorraum linear operieren kann. Mit dieser Kenntnis
kann man sowohl die Gruppe selbst als auch ihre Operationen besser verste-
hen.
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Definition 3.8. Es sei G eine Gruppe, K ein Kérper und V ein (endlichdi-
mensionaler) K-Vektorraum. Einen Gruppenhomomorphismus

p: G— GL(V)

nennt man eine (endlichdimensionale) Darstellung (iiber K).

Man spricht auch von einer linearen Darstellung. Bei V' = K" spricht man
auch von einer Matriz-Darstellung. Das Bild der Darstellung ist eine Unter-
gruppe der allgemeinen linearen Gruppe. Die Dimension des Vektorraumes
V' nennt man auch die Dimension der Darstellung.

Eine Darstellung von G in GL (V) ist das gleiche wie eine lineare Operation
von G auf V. Die Darstellungstheorie einer gegebenen Gruppe beschéftigt
sich mit der Menge aller méglichen Darstellungen zu dieser Gruppe.

Eine Darstellung
p: G— GL (V)
einer Gruppe in einen K-Vektorraum V heifit treu, wenn p injektiv ist.

Man interessiert sich hauptséchlich fiir die treuen Darstellungen. Wenn eine
Darstellung der Gruppe G nicht treu ist, so besitzt sie einen nichttrivialen
Kern H C G, und es ergibt sich nach Satz 47.11 (Lineare Algebra (Osna-
briick 2024-2025)) eine treue Darstellung der Restklassengruppe G/H.

Man unterscheide sorgfiltig zwischen abstrakten intrinsischen Eigenschaften
einer Gruppe und Eigenschaften, die mit ihrer Einbettung in die allgemeine
lineare Gruppe zusammenhéngen. Die Eigenschaften einer linearen Operati-
on héngen von beiden ab.

Definition 3.9. Es sei GG eine endliche Gruppe und K ein Korper. Unter der
requlidren Darstellung von G versteht man den Gruppenhomomorphismus?

G — GL (KG), or— (e; — €yr).

Diese Darstellung ist die Verkniipfung des injektiven Gruppenhomomorphis-
mus
G — Perm (G), 0 — (17— o7T),

der auch im Satz von Cayley auftaucht, mit dem ebenfalls injektiven Grup-
penhomomorphismus, der einer Permutation 7 auf einer Menge I (die im
vorliegenden Fall G ist) ihre lineare, durch e; — en(; festgelegte Realisie-
rung zuordnet (der Permutation wird ihre Permutationsmatrix zugeordnet).
Insbesondere ist die reguldre Darstellung treu, und somit gibt es fiir jede
endliche Gruppe iiberhaupt eine treue Darstellung. Es ldsst sich also jede
endliche Gruppe als Untergruppe der Gruppe der invertierbaren Matrizen
realisieren, und zwar iiber jedem Korper.

2Hierbei wird durch die Zuordnung 7 — o7 eine Permutation auf G definiert; diese gibt
die zugehorige lineare Abbildung auf der Standardbasis des K& vor. Unter K¢ verstehen
wir die Menge der Abbildungen von G nach K, der isomorph zu K#(©) ist.
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CHARAKTERE

Definition 3.10. Es sei G ein Monoid und K ein Koérper. Dann heifit ein
Monoidhomomorphismus

x: G— (K™, 1,")
ein Charakter von G in K.

Die Menge der Charaktere von G nach K bezeichnen wir mit Char (G, K).
Mit dem trivialen Charakter (also der konstanten Abbildung nach 1) und der
Verkniipfung

(X1 x2)(9) = x1(9) - x2(9)
ist Char (G, K) selbst ein Monoid, und zwar ein Untermonoid des Abbil-
dungsmonoid von G nach K*. Da es zu jedem Charakter den inversen Cha-
rakter y~! gibt, der durch

XH9) = (x(9))™
definiert ist, bildet Char (G, K) sogar eine kommutative Gruppe(siehe unten).

Definition 3.11. Es sei GG ein Gruppe und K ein Kérper. Dann nennt man
die Menge der Charaktere
G := Char (G,K) = {x: G — K* | x Charakter}

die Charaktergruppe von G (in K).

Ein Charakter einer Gruppe ist nichts anderes als eine eindimensionale Dar-
stellung.

Lemma 3.12. Es sei G eine Gruppe, K ein Korper und G¥ = Char (G, K)
die Charaktergruppe zu G. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) GY ist eine kommutative Gruppe.
(2) Bei einer direkten Gruppenzerlequng G = Gy X Gy ist (G X Gg)Y =
GY x GY.

Beweis. Siehe Aufgabe 3.20. |

Lemma 3.13. Es sei G eine endliche kommutative Gruppe mit dem Ezxpo-
nenten m, und es sei K ein Korper, der eine primitive m-te Finheitswurzel
besitzt. Dann sind G und G isomorphe Gruppen.

Beweis. Nach Lemma 3.12 (2) und dem Hauptsatz fiir endliche abelsche
Gruppen kann man annehmen, dass G = Z/(n) eine endliche zyklische
Gruppe ist, und dass K eine n-te primitive Einheitswurzel besitzt. Jeder
Gruppenhomomorphismus

p: G— K*
ist durch ( = ¢(1) eindeutig festgelegt, und wegen

"= (p(1)" = ¢(n) = »(0) =1
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ist ¢ eine n-te Einheitswurzel. Umgekehrt kann man zu jeder n-ten Einheits-
wurzel ¢ durch die Zuordnung 1 — ¢ nach Lemma 44.12 (Lineare Algebra
(Osnabriick 2024-2025)) und Satz 47.4 (Lineare Algebra (Osnabriick 2024-
2025)) einen Gruppenhomomorphismus von Z/(n) nach K* definieren. Die
Menge der n-ten Einheitswurzeln ist, da eine primitive Einheitswurzel vor-
handen ist, eine zyklische Gruppe der Ordnung n. Also gibt es n solche
Homomorphismen. Wenn ( eine primitive Einheitswurzel ist, dann besitzt
der durch 1+ ¢ festgelegte Homomorphismus die Ordnung n und ist damit
ein Erzeuger der Charaktergruppe, also (Z/(n))¥ = Z/(n). d

DARSTELLUNGEN DER ZYKLISCHEN (GRUPPE

Eine endliche zyklische Gruppe Z/(r) ldsst sich auf unterschiedliche Wei-
se als Untergruppe der allgemeinen linearen Gruppe GL (V) bzw. GL,(K)
auffassen, wie die folgenden Beispiele zeigen.

Beispiel 3.14. Es sei K ein Korper, der eine r-te primitive Einheitswurzel
¢ besitzt. Dann ist die Untergruppe

po(K) = {¢"|i=0,1,....,r—1} C K~
eine zyklische Gruppe der Ordnung r. Somit ist die Zuordnung
Z/(r) — K*,i— (',

eine (treue) eindimensionale Darstellung (also ein Charakter) einer zyklischen
Gruppe.

Beispiel 3.15. Es sei K ein Kérper und G = Z/(r). Der Erzeuger 1 operiert
auf Z/(r) durch Addition mit 1, die zugehorige Permutation (auf {1,...,r})
ist also durch k — k+1 (und r — 1) gegeben. Die zugehorige Permutations-
matrix ist

0o 0 ... 0 1
10 0 ... 0
0O 1 0 ... 0
0 0 1 0
Somit ist die Zuordnung
00 ... 0 1\'
1 0 0 ... 0
Z/)(r) — GL.(K),ir— [0 1 0 ... 0}
0O ... 0 1 0

die regulédre Darstellung der zyklischen Gruppe.
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Beispiel 3.16. Es sei K ein Korper und (i,...,(, € K seien Einheitswur-
zeln. Dann ist

q‘ 0‘ B ()
0o ¢ 0 - 0
|220717 )
0O --- 0 ;’Z_l ()
0 -+ -~ 0

eine zyklische Untergruppe der allgemeinen linearen Gruppe GL, (K). Thre
Ordnung ist das kleinste gemeinsame Vielfache (nennen wir es r) der Ord-
nungen der (. Die Zuordnung

& 0 - - 0

0 ¢ 0 - 0
Z/(r) — GL(K), i — | = - . . ],

0O --- 0 7@’1_1 0

0o -+ - 0 ¢

ist eine n-dimensionale Darstellung einer zyklischen Gruppe.

Beispiel 3.17. Es sei K ein Korper, der eine r-te primitive Einheitswurzel
¢ besitzt. Dann ist die Untergruppe

{(% <0i> |i=0,1,...,r—1},

der speziellen linearen Gruppe SLy(K) eine zyklische Gruppe der Ordnung
r. Die Zuordnung

Z)(r) —s SLo(K), i —> (Ci OA) ,

ist eine zweidimensionale Darstellung einer zyklischen Gruppe.

Beispiel 3.18. Eine jede invertierbare Matrix M € GL,(K) endlicher Ord-
nung iiber einem Korper K erzeugt eine endliche zyklische Untergruppe der
allgemeinen linearen Gruppe. Thre Determinante muss eine Einheitswurzel
sein, deren Ordnung die Ordnung der Matrix teilt. Auch die Eigenwerte ei-
ner solchen Matrix miissen Einheitswurzeln sein, sieche Aufgabe 21.25 (Linea-

re Algebra (Osnabriick 2024-2025)). Wie das reelle Beispiel zeigt,

0 1
-1 0
muss eine Matrix endlicher Ordnung weder diagonalisierbar noch trigonali-
sierbar sein. Uber einem endlichen Kérper besitzt jede invertierbare Matrix

eine endliche Ordnung.

Beispiel 3.19. Es sei K ein Koérper der positiven Charakteristik p > 0.
Dann bilden die Matrizen

{(§ 1) 1aczo]

eine zyklische Untergruppe der SLy(K) mit p Elementen.
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Satz 3.20. Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Kérper der Charak-
teristik 0. Dann ist jede invertierbare Matrix M € GL,(K), die endliche
Ordnung besitzt, diagonalisierbar.

Beweis. Die Matrix ist trigonalisierbar und besitzt eine jordansche Normal-
form. Wir zeigen, dass die einzelnen Jordanbltcke

A 1 0 - -0
o x 1 0 --- 0
o -~ 0 X 1 0
0 -+ -« 0 X 1
0 -vv v e 0 A

trivial sind. Wegen der endlichen Ordnung muss A eine Einheitswurzel sein.
Durch Multiplikation mit A~'E,, kénnen wir davon ausgehen, dass eine Ma-
trix der Form

1 a 0 - o 0
01 a 0 --- 0
O - 0 1 a O
0O -« -~ 0 1 a
0 ««v oo oo 0 1

(mit @ # 0) vorliegt. Wenn dies keine 1 x 1-Matrix ist, so gibt es zwei Vekto-
ren u, v, wobei u ein Eigenvektor ist und v auf v+au abgebildet wird. Die k-te
Iteration der Matrix schickt dann v auf v 4+ kau und wegen Charakteristik 0
ist dies nicht v, im Widerspruch zur endlichen Ordnung. U

Korollar 3.21. FEs sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper der Cha-
rakteristik 0. Dann ist jede Darstellung einer endlichen zyklischen Gruppe
Z/(r) in GL,(K) in einer geeigneten Basis von der Form

g‘ ()' B ()
0 ¢ 0 - 0
Z/(r) — GL,(K),i— | + . . .. |,
0 0 Gy 0
0 0 ¢

mit gewissen Einheitswurzeln (.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Satz 3.20. O
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3. ARBEITSBLATT

UBUNGSAUFGABEN

Aufgabe 3.1. Wir betrachten die Operation der additiven Gruppe G =

((C, 0, —|—) auf C2 durch
Yy Yy

und die zugehorige Operation auf dem Polynomring C[X, Y.

(a) Zeige, dass eine Operation vorliegt.

(b) Zeige, dass die Operation nicht linear ist.

(c) Bestimme die Bahnen der Operation. Skizziere die (reelle) Situation.
(d) Welche Untergruppen treten als Isotropiegruppen auf?

Aufgabe 3.2. Zeige, dass die Abbildung
S, — GL,(R), m — M,

die einer Permutation 7 auf {1, ..., n} ihre Permutationsmatrix M, zuordnet,
ein injektiver Gruppenhomomorphismus ist.

Aufgabe 3.3. Diagonalisiere die Permutationsmatrix

0 0 1
1 00
010
iiber C.

Aufgabe 3.4. Man bestimme zu jeder Permutation 7 € Sj fiir die zugehori-
ge Permutationsmatrix die Eigengerade.

Die néchste Aufgabe verwendet die sogenannte Kleinsche Vierergruppe. Dies
ist einfach die Produktgruppe Z/(2) x Z/(2).

Aufgabe 3.5. Wir interessieren uns fiir treue Matrix-Darstellungen der
Kleinschen Vierergruppe G = Z/(2) x Z/(2) tiber einem Korper K.

(a) Zeige, dass es keine eindimensionale treue Darstellung von G gibt.

(b) Die Charakteristik von K sei nicht 2. Zeige, dass es eine zweidimen-
sionale treue Darstellung von G gibt.

(c) Es sei K = 7Z/(2). Zeige, dass es keine zweidimensionale treue Dar-
stellung von G gibt.

(d) Zeige, dass es einen Korper K der Charakteristik 2 derart gibt, dass
es iber K eine zweidimensionale treue Darstellung von G gibt.
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(e) Die Charakteristik von K sei 2. Zeige, dass es eine vierdimensionale
treue Darstellung von G gibt.

Die folgende Aussage ergibt sich aus Lemma 13.8 (Lineare Algebra (Osna-
briick 2024-2025)).

Aufgabe 3.6. Es sei K ein Korper. Wir betrachten die Operation der all-
gemeinen linearen Gruppe G = GL,(K) auf dem Vektorraum der n X n-
Matrizen V' = Mat,,(K) durch Konjugation, also

GL,(K) x Mat, (K) — Mat,(K), (g, M) — gMg™".

Zeige, dass diese Operation linear ist.

Aufgabe 3.7. Es sei K ein Korper. Wir betrachten die Operation der all-
gemeinen linearen Gruppe G = GLy(K) auf dem Vektorraum der 2 x 2-
Matrizen V' = Matoyo(K) durch Konjugation, also

GLy(K) x Matgys(K) — Matyyo(K), (g, M) — gMg™".

Beschreibe diese Operation explizit.

Aufgabe 3.8. Es sei K ein Korper. Wir betrachten die Operation der all-
gemeinen linearen Gruppe G = GLy(K) auf dem Vektorraum der 2 x 2-
Matrizen V' = Matoyo(K) durch Konjugation, also

GLy(K) x Matgys(K) — Matyyo(K), (g, M) — gMg™".

Bestimme die Isotropiegruppe von ((1) 8)

Aufgabe 3.9. Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper. Wir betrach-
ten die Operation der allgemeinen linearen Gruppe G = GL,(K) auf dem
Vektorraum der n x n-Matrizen V' = Mat,,(K) durch Konjugation, also

GL,(K) x Mat,,(K) — Mat,(K), (g, M) — gMg™".

Wie ist der Satz iiber die Jordansche Normalform in diesem Kontext zu
interpretieren?

Aufgabe 3.10. Uberpriife, dass die reguliire Darstellung in der Tat ein Grup-
penhomomorphismus ist. Wie sieht es aus, wenn man die regulére Darstellung
mit der Rechtsmultiplikation statt mit der Linksmultiplikation definiert?

Aufgabe 3.11. Zeige, dass jede endliche Gruppe eine treue Darstellung in-
nerhalb der speziellen linearen Gruppe besitzt.
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Aufgabe 3.12. Es sei K ein Korper und G C GL,(K) eine zyklische Unter-
gruppe, die von ¢ € GL,(K) erzeugt werde. Zeige, dass ein Untervektorraum
U C K™ genau dann G-invariant ist, wenn er p-invariant ist.

Aufgabe 3.13. Wir betrachten die Permutationsmatrix

0001
1 000
M_Ol()()
0010

iber R.

(a) Bestimme das charakteristische Polynom xj; von M.

(b) Bestimme die Faktorzerlegung von y,;. Was sind die Eigenwerte von
M?

(c) Bestimme die Eigenrdume zu den Eigenwerten von M.

(d) Bestimme die direkte Summenzerlegung von R* in M-invariante Un-
tervektorrdume, die der Faktorzerlegung von y,; entspricht.

(e) Bestimme zu einer Basis, die sich aus Basen der einzelnen invarianten
Untervektorrdume zusammensetzt, die beschreibende Matrix.

Aufgabe 3.14. Finde treue Darstellungen fiir Z.
Aufgabe 3.15. Finde treue Darstellungen fiir Q.

Aufgabe 3.16. Berechne die Ordnung der Matrix

2 41
320
01 3

iiber dem Korper Fs.

Aufgabe 3.17. Es sei I, ein endlicher Korper (mit ¢ Elementen). Bestimme
die Anzahl der Elemente in

GL,(F,) .

Aufgabe 3.18. Es sei F, ein endlicher Koérper. Bestimme die Anzahl der
Elemente in

SL,(F,) .
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Wir erinnern an folgende Definition.

Zu einer Gruppe G heifit die von allen Kommutatoren aba='b7!, a,b € G,
erzeugte Untergruppe die Kommutatorgruppe von G. Sie wird mit K(G)
bezeichnet.

Die Kommutatorgruppe ist nach Lemma 21.5 (Kérper- und Galoistheorie
(Osnabriick 2018-2019)) ein Normalteiler, die Restklassengruppe G/K(G)
nennt man auch die Abelianisierung von G.

Aufgabe 3.19. Es sei G eine Gruppe und
p: G— K*

eine eindimensionale Darstellung von G in einen Korper K. Zeige, dass p
durch die Abelianisierung von G faktorisiert.

Aufgabe 3.20. Es sei G eine Gruppe, K ein Kérper und GV = Char (G, K)
die Charaktergruppe zu G. Beweise die folgenden Aussagen.

(1) GV ist eine kommutative Gruppe.
(2) Bei einer direkten Gruppenzerlegung G = G; X Gy ist (G1 X Gq)Y =
GY x GY.

Aufgabe 3.21. Bestimme die eindimensionalen Darstellungen der symme-
trischen Gruppe S5 in C.

Aufgabe 3.22. Es sei D eine endliche Gruppe, K ein Koérper und x €
DY = Char (D, K) ein Charakter. Zeige, dass x(d) fiir jedes d € D eine
Einheitswurzel in K ist.

Aufgabe 3.23. Es sei K ein Korper und sei D eine endliche kommutative
Gruppe mit dem Exponenten m. Zeige, dass folgende Aussagen dquivalent
sind.

(1) K besitzt eine m-te primitive Einheitswurzel.

(2) Zu jedem Primpotenzteiler p” von m besitzt K eine p"-te primitive
Einheitswurzel.

(3) Zu jedem Teiler n von m besitzt K eine n-te primitive Einheitswurzel.

(4) Zu jeder Ordnung n eines Elementes d € D besitzt K eine n-te pri-
mitive Einheitswurzel.
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Aufgabe 3.24. Es sei
D =7Z/(,)x - xZ](l,) x 7

eine endlich erzeugte kommutative Gruppe. Zeige explizit, dass man die Cha-
raktergruppe G = DV (zu einem Korper K) mit

oy (K) % oo g, (K) % (K*)'

identifizieren kann.

Aufgabe 3.25. Es seien D; und D, kommutative Gruppen und seien DY
und Dy die zugehorigen Charaktergruppen zu einem Korper K.

(1) Zeige, dass zu einem Gruppenhomomorphismus
p: Dy — Dy
durch die Zuordnung x — x o ¢ ein Gruppenhomomorphismus
©Y: Dy — DY
definiert wird.
(2) Es sei D3 eine weitere kommutative Gruppe und sei
v: Dy — Dg
ein Gruppenhomomorphismus. Zeige die Gleichheit
(Wop) = oy

Aufgabe 3.26. Es sei D eine kommutative Gruppe und K ein Korper.
a) Zeige, dass durch
D — (DY)Y, d+— (evq : x — x(d)),

ein natiirlicher Gruppenhomomorphismus von D in das Doppeldual (DY)
gegeben ist.

b) Es sei nun D endlich und es sei vorausgesetzt, dass K eine m-te primitive
Einheitswurzel enthélt, wobei m der Exponent von D sei. Zeige, dass dann
die Abbildung aus a) ein Isomorphismus ist.

Die in der vorstehenden Aufgabe auftretende Abbildung evy heifit Evaluie-
rungsabbildung (zu d).

Aufgabe 3.27. Es sei D eine endliche kommutative Gruppe und es sei K
ein Korper. Wir betrachten die Zuordnung

E+— Bt ={x e D"|x(d) =1fiir alled € E},

die einer Untergruppe von D eine Untergruppe von D" zuordnet. Zeige die
folgenden Aussagen.
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(a) Die Zuordnung ist inklusionsumkehrend.
(b) Unter der kanonischen Abbildung
D — (DY)Y, d— (evq : x — x(d)),

ist evg(E) C (E+)*.
(c) Es sei vorausgesetzt, dass K eine m-te primitive Einheitswurzel

enthélt, wobei m der Exponent von D sei. Zeige, dass dann evy(F) =
(E4H)* gilt.

Aufgabe 3.28. Es sei D eine endliche kommutative Gruppe mit dem Expo-
nenten m, und es sei K ein Korper, der eine primitive m-te Einheitswurzel
besitzt. Zeige, dass die Zuordnungen

Ev— E+={x e D"|x(d) =1fir alle d € E}
und
H+— H*={de D| x(d) =1 fiir alle y € H}

(zwischen den Untergruppen von D und den Untergruppen von DV) zuein-
ander invers sind.

Aufgabe 3.29. Es sei D eine endliche kommutative Gruppe mit der zu-
gehorigen Charaktergruppe DY in einen Korper K. Zeige, dass die Abbildung

DY — KX, x —> Hx(d),
deD

ein Gruppenhomomorphismus ist.

Aufgabe 3.30. Man gebe ein Beispiel einer Untergruppe G C GL,(K) mit
r > 2, die von zwei Elementen erzeugt wird, die beide als Endomorphis-
men diagonalisierbar sind, derart, dass die einzigen G-invarianten Untervek-
torrdume 0 und K" sind.

Aufgabe 3.31. Betrachte die Untergruppe G C GLy(R) die durch die drei

Matrizen
-1 0 1 0 0 1
0 1/’\0 —=-1/’\1 0

erzeugt wird. Liste die Elemente dieser Gruppe auf und bestimme samtliche
Untergruppen.

Aufgabe 3.32. Es sei D eine endliche kommutative Gruppe und £ C D
eine Untergruppe. Es sei K ein Korper.
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(a) Zeige, dass der Kern des natiirlichen Gruppenhomomorphismus
v: DY — EY, x — X|E,

gleich B+ ist.
(b) Es sei vorausgesetzt, dass K eine m-te primitive Einheitswurzel be-
sitzt, wobei m der Exponent von D sei. Zeige, dass 1 surjektiv ist.

4. VORLESUNG - INVARIANTENRINGE I
INDUZIERTE DARSTELLUNGEN

Proposition 4.1. Es sei K ein Kiorper, V ein K-Vektorraum und
GxV —V

eine lineare Operation einer Gruppe G auf V. Durch diese Operation werden
folgende lineare Operationen induziert.

(1) Die Operation auf dem k-ten Produkt® von V mit sich selbst, also
GxVF—=V* (o,01,...,0) — (a(v1),...,0(v)).

(2) Die Operation auf dem k-ten Dachprodukt /\k V', also

k k
G X /\ V— /\ V,
die durch vy A\ ... Nvg — a(v)) A ... Ao(vg) festgelegt ist.
(3) Die duale Operation (von rechts) auf dem Dualraum V*, also die Ab-
bildung
V*xG—V* (f,0) — foo.

Beweis. Siehe Aufgabe 4.1. O

LINEARE OPERATIONEN UND DER POLYNOMRING
Es sei G eine Gruppe, die auf einer Menge X (beispielsweise einem Vektor-
raum) operiere. Es sei K ein Korper und
fi X—K

eine beliebige Funktion mit X als Definitionsbereich und K als Zielbereich.
Die Menge dieser Funktionen Vorlage : Op : Abbildungne bilden einen kom-
mutativen Ring, wobei je zwei Funktionen addiert oder multipliziert werden,

3Diese Konstruktion lag schon Beispiel 1.1 zugrunde.
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indem an jedem Punkt x € X die Werte dieser Funktion addiert bzw. mul-
tipliziert werden. Zu o € G, aufgefasst als Bijektion

o X — X,
ergibt sich die neue Funktion
X~ x LK,

also f oo. Die Gruppe operiert also auch auf dem Funktionenring, und zwar
wegen

folor) = (foo)or
von rechts. Zu diesem Ubergang vergleiche auch Beispiel 2.25.

Auf einem K-Vektorraum sind die einfachsten Funktionen von V' nach K
die Linearformen. Wenn eine Gruppe G linear auf V' operiert, so ist die
Zuordnung (vergleiche Proposition 4.1 (3))

V*xG—V* (f,0) — foo,
selbst K-linear.

Bei V' = K™ bilden die Projektionen p;, wobei die Projektion p; ein Tupel
(21, ..., x,) auf seine i-te Komponente x; abbildet, eine Basis von V* (die
sogenannte Dualbasis). Ein Polynom f € K[X,...,X,] aus dem Polynom-
ring in n Variablen iiber K kann man direkt als eine Funktion (die zugehérige
Polynomfunktion) von K™ nach K interpretieren, indem man in das Polynom
das Tupel (z1,...,x,) einsetzt, bzw. die Variable X; als die i-te Projektion
p; interpretiert.

Man mochte nun jedem endlichdimensionalen K-Vektorraum V' (ohne Be-
zug auf eine Basis) einen Polynomring K[V] zuordnen, dessen Elemente
man als K-wertige Funktionen auf V' auffassen kann. Da es stets eine linea-
re Isomorphie V' = K™ gibt, wird es auch einen K-Algebraisomorphismus
K[V] =2 K[Xy,...,X,] geben.

Definition 4.2. Es sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum. Man
nennt die von allen formalen Monomen f; - f5--- f,,, wobei die f; Linear-
formen auf V' sind, symbolisch erzeugte kommutative K-Algebra, die die
linearen Beziehungen zwischen den Linearformen respektiert, den Polynom-
ring zu V. Er wird mit

K[V]
bezeichnet.

Bemerkung 4.3. Jedes Element in K[V] besitzt eine Darstellung der Form
> af,

(mit endlicher Indexmenge), wobei a, € K und f, ein formales Produkt
aus Linearformen ist. In einem solchen Produkt sind wegen der geforderten
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Kommutativitit die Faktoren vertauschbar. Da lineare Relationen zwischen
den Linearformen respektiert werden miissen, folgt aus einer Gleichung

g = bigi+- -+ by
fir Linearformen ¢, g, ..., g, (mit b; € K) die Gleichung

l
9fefn = > bigifa- fne
j=1

Wenn V' n-dimensional ist und fi,..., f,, eine Basis von V* ist, so ldsst
sich daher jedes Element aus K[V] als Polynom in den f; schreiben. Diese
Darstellung ist auch eindeutig, da es in K[V] nur Relationen gibt, die von
einer linearen Relation herriihren, es solche aber in einer Basis nicht gibt.
D.h. es gibt einen K-Algebraisomorphismus

K[Xl,,Xn] —>K[V], Xz'—>fz

Bemerkung 4.4. Es sei K ein unendlicher Koérper und V' ein endlichdi-
mensionaler K-Vektorraum. Dann l&sst sich der Polynomring K [V] auch als
die von sdmtlichen Linearformen erzeugte K-Unteralgebra von Abb (V) K)
definieren. Dies beruht darauf, dass ein Polynom # 0 auf K" (also als Po-
lynomfunktion aufgefasst) nicht die Nullfunktion ist. Bei einem endlichen
Korper ist dies nicht richtig, wie das Polynom X? — X iiber Z/(p) zeigt.

Definition 4.5. Es sei K ein Korper, V, W seien endlichdimensionale K-
Vektorrdume und ¢: V' — W sei eine lineare Abbildung. Den durch

o W — V¥

tiber fi -« fon = ©*(f1) ... ¢*(fm) gegebenen K-Algebrahomomorphismus
K[W] — K|V]

nennt man induzierten Algebrahomomorphismus.

Bemerkung 4.6. Es sei

p: K" — K™
eine lineare Abbildung, die durch eine m x n-Matrix A gegeben sei. Dann
wird der zugehorige K-Algebrahomomorphismus

K[Yi, ...,V — K[X1,..., X,]

durch Y; +— >0, ;i X} gegeben. Nach Definition wird Y; auf die Hinterein-
anderschaltung

K" 25 gm Py K

abgebildet. Diese schickt den i-ten Standardvektor e; auf

pi(p(e)) = pj (Z aki€k> = ;.

k=1
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Durch diese Bedingungen ist aber gerade

Zajkpk = Z @k X

k=1 k=1

charakterisiert. Zu einer Linearform ZTZI b;Y; berechnet man also das Bild
>or ¢ X;, indem man ¢ = AYb ausrechnet (siehe auch Lemma 15.11 (Li-
neare Algebra (Osnabriick 2024-2025))). Fiir ein beliebiges Polynom F €
K[Yi,...,Y,] ergibt sich das Bild, indem man in F' jedes Y; durch den an-

gegebenen Ausdruck ersetzt. Rechnerisch muss man nur die Gleichung

Tn Ym

konsequent anwenden.

Definition 4.7. Es sei K ein Korper, V ein endlichdimensionaler K-Vektor-
raum und

GxV —V

eine lineare Operation einer Gruppe G auf V. Es sei K[V] der Polynomring
zu V. Die Operation der Gruppe G (von rechts) auf K[V], die fiir jedes
o € G per Definition 4.5 durch die Zuordnung

V —V* f+— foo,
festgelegt ist, nennt man die induzierte Operation auf dem Polynomring.

Beispiel 4.8. Es sei K ein Korper. Wir betrachten die symmetrische Gruppe
Sy, die auf K™ linear operiert, indem o € S,, den i-ten Standardvektor e; auf
eo(;) schickt (wie in Beispiel 3.5). Diese Gruppenoperation induziert geméaf3
Definition 4.7 eine Operation auf dem Polynomring K[Xj,..., X,]. Dabei
wird X; auf X,-1(; geschickt! Abgesehen von diesem Invertieren ist diese
Operation der S,, auf dem Polynomring nichts anderes als die in der ersten
Vorlesung besprochene Operation.

Wenn eine Gruppe auf dem K" durch Diagonalmatrizen operiert, wie in
Beispiel 3.16 und Ahnlichen, so eriibrigt sich das Transponieren, wenn man
zur zugehorigen Operation auf dem Polynomring iibergeht.

Beispiel 4.9. Auf einem K-Vektorraum V operiert die Einheitengruppe K*
durch skalare Multiplikation. Die entsprechende Operation auf dem Polynom-
ring K[V]ist fiir A\ € K* durch f — Af fiir eine Linearform f gegeben. Ein
Produkt f; --- f; von Linearformen wird auf \?f; - - - f; abgebildet.

Beispiel 4.10. Es sei K ein Korper, der eine r-te primitive Einheitswurzel
¢ besitzt. Wir betrachten die in Beispiel 3.14 beschriebene Operation von

Z)(r) = p,(K)
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auf K durch skalare Multiplikation. Die zugehdrige Operation auf dem Po-
lynomring K|[X] ist dadurch gegeben, dass (' € p,(K) durch X — ('X
wirkt. Somit wird eine Potenz X7 auf (¥ X7 abgebildet. Insbesondere ist das
Polynom X" fix unter dieser Gruppenoperation.

Zu einem Vektorraum V ist der Polynomring K[V] in natiirlicher Weise* N-
graduiert, und zwar besteht die d-te Stufe aus allen K-Linearkombinationen
von Produkten der Form f; --- f;, wobei die f; Linearformen sind.

Lemma 4.11. Es sei K ein Korper, V' ein endlichdimensionaler K -Vektor-
raum und
GxV —V

eine lineare Operation einer Gruppe G auf V. Dann ist die induzierte Ope-
ration auf dem Polynomring R = KI[V] homogen, d.h. fiir jedes o € G und
f € Ry ist auch fo € Ry.

Beweis. Siehe Aufgabe 4.2. O

Die Stufen R, sind also G-invariante Untervektorrdume von R.

INVARIANTENRINGE

Da eine Operation einer Gruppe von links auf einem geometrischen Objekt
X in natiirlicher Weise zu einer Operation von rechts auf dem Ring der
Funktionen auf X fiihrt, werden wir im Folgenden die Operationen auf einem
Ring generell von rechts schreiben. Dle Gruppe wirkt dabei automatisch als
eine Gruppe von Ringautomorphismen.

Definition 4.12. Es sei G eine Gruppe, die auf einem kommutativen Ring R
als Gruppe von Ringautomorphismen operiert (von rechts). Dann bezeichnet
man

RY = {f € R| fo = f fiir alle 0 € G}
als den Invariantenring (oder Firring®) von R unter der Operation von G.

Das ist in der Tat wieder ein Ring, ein Unterring von R. Die 0 und die 1
sind invariant, da alle ¢ € G als Ringautomorphismen operieren. Ebenso ist
mit invarianten Funktionen f, g € RY auch das Negative — f, deren Summe
f + g und deren Produkt fg invariant.

“Die Formulierung ,,in natiirlicher Weise“ kann man an dieser Stelle gut erldutern. Die
angesprochene N-Graduierung von K[V] besteht unabhéingig und ohne Bezug auf eine
Basis. Man kann einen Polynomring auch mit einer Z"-Graduierung versehen, doch ist
dies abhéngig von einer gewéhlten Basis.

°Die Bezeichnung Fixring ist eigentlich genauer, da in ihr ausgedriickt wird, dass jedes
Element daraus auf sich selbst abgebildet wird, und nicht, wie invariant hiufig verwendet
wird, dass gewisse Teilmengen zwar auf sich abgebildet werden, dabei aber Elemente der
Teilmenge durchaus vertauscht werden konnen. Die Bezeichnung Invariantenring ist aber
dennoch die gebrauchlichere.
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Bemerkung 4.13. Es sei R eine kommutative K-Algebra iiber einem Korper
und es sei G eine Gruppe, die als Gruppe von K-Algebraautomorphismen
operiere. Zu jedem o € G sei also

c: R— R

ein K-Algebrahomomorphismus. Dann ist K C RY und der Fixring RY
ist selbst eine K-Algebra. Zu einer linearen Operation von G auf einem K-
Vektorraum V' ist die zugehorige Operation von G auf dem Polynomring
K|[V] eine Operation als Gruppe von K-Automorphismen.

Lemma 4.14. Es sei G eine Gruppe, die auf einem kommutativen Ring R als
Gruppe von Ringautomorphismen operiere. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Fiir die Einheiten gilt
(R%)" = RN R*.
(2) Wenn R ein Korper ist, so ist auch R® ein Kérper.

Beweis. Siehe Aufgabe 4.6. O

Lemma 4.15. Es sei K ein Korper, V' ein endlichdimensionaler K -Vektor-
raum und

GxV —V
eine lineare Operation einer Gruppe G auf V. Dann ist der Fizring R® C
R = KI[V] der induzierten Operation auf dem Polynomring K[V] ein N-
graduierter Unterring. Dabei ist

(RG)d = (Ra)%,
die d-te Stufe des Fizringes ist der Fixraum der induzierten Operation auf
der d-ten Stufe des Polynomringes.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Lemma 4.11. O

In diesem Fall ist also die Bestimmung des Fixringes gleichbedeutend mit der
Bestimmung des Fixraumes zu K[V], fiir jedes d € N.

Beispiel 4.16. Es sei K ein Korper, der eine r-te primitive Einheitswurzel ¢
besitzt. Wir betrachten die Operation von p,(K) auf K und auf K[X] durch
skalare Multiplikation (siehe Beispiel 3.14 und Beispiel 4.10). Der Fixring
zu dieser Operation ist K[X"]. Dazu muss man nur die Wirkungsweise des
Erzeugers ¢ der Gruppe verstehen und nach Lemma 4.15 muss man nur die
(eindimensionalen) homogenen Stufen K[X]; = K - X% betrachten. Die in-
duzierte Operation ist X% — (¢X“. Dies ist genau dann die Identitit, wenn d
ein Vielfaches von 7 ist. Daher bilden die Stufen K[X],,. den Invariantenring.

Beispiel 4.17. Zur natiirlichen Operation der symmetrischen Gruppe .5,
auf K" bzw. auf K[Xy,...,X,] ist der Fixring

K[X,..., X" = K[E\, ..., E,],
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wobei die E; die elementarsymmetrischen Polynome sind. Dies ist die Exi-
stenzaussage von Satz 1.7; die dortige Eindeutigkeitsaussage bedeutet, dass
der Fixring isomorph zu einem Polynomring in n Variablen ist.

Bemerkung 4.18. Die Elemente eines Polynomrings K[V] zu einem K-
Vektorraum V' kann man als Funktionen von V nach K auffassen. Wenn
eine lineare Operation einer Gruppe G auf V vorliegt, so ist ein Element
f € K[V]¢ C KJ[V] eine invariante Funktion von V nach K im Sinne von
Definition 2.21. Zu o € G und v € V ist ja

flo(v)) = (fo)(v) = f(v).

Wenn K unendlich ist, so gilt hiervon auch die Umkehrung, d.h. ein Polynom
f € K|[V], das aufgefasst als Funktion auf V' invariant ist, gehért zum Invari-
antenring K [V]G, siehe Aufgabe 4.17. Bei endlichem K muss die Umkehrung
nicht gelten, siche Beispiel 4.19. Wir werden spéter sehen, dass es zu jedem
kommutativen Ring einen topologischen Raum gibt, auf dem man Elemente
des Invariantenringes zu einer Gruppenoperation als invariante Abbildungen
auffassen kann.

Beispiel 4.19. Wir betrachten die natiirliche Operation der symmetrischen
Gruppe G = Sy = Z/(2) auf V. = (Z/(p))> (p > 2), das nichttriviale

Element vertauscht die Komponenten (das entspricht der Matrix <(1) (1))
bzw. X <— Y'). Wegen
f=XY"=X?Y = X(Y?-Y) - Y(X? - X)

ist dieses Polynom, aufgefasst als Funktion auf V', die Nullfunktion und somit
insbesondere G-invariant. Dagegen ist f kein symmetrisches Polynom und
gehort nicht zu Z/(p)[X, Y]C.

4. ARBEITSBLATT

UBUNGSAUFGABEN

Aufgabe 4.1. Es sei K ein Korper, V' ein K-Vektorraum und
GxV —V

eine lineare Operation einer Gruppe G auf V. Zeige, dass dadurch in natiirli-
cher Weise die folgenden linearen Operationen induziert sind.

(1) Die Operation auf dem k-ten Produkt von V' mit sich selbst, also

G x Vk: — Vka (Ja U1y 7Uk) — (U<Ul)’ to ’O-<Uk))'
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(2) Die Operation auf dem k-ten Dachprodukt A"V, also

k k
Gx \V— AV,

die durch vy A ... A v — o(v1) A ... Ao(vg) festgelegt ist.
(3) Die duale Operation (von rechts) auf dem Dualraum V*, also die
Abbildung

V*xG—V* (f,0) — foo.

Aufgabe 4.2. Es sei K ein Koérper, V' ein endlichdimensionaler K-Vektor-
raum und

GxV —V

eine lineare Operation einer Gruppe G auf V. Zeige, dass die induzierte
Operation auf dem Polynomring K[V] homogen, d.h. dass fiir jedes 0 € G
und f € Ry auch fo € Ry gilt.

Aufgabe 4.3. Bestimme in Beispiel 3.16 und Beispiel 3.19 die induzierte
Wirkung der Gruppe auf der d-ten Stufe des Polynomringes K[V].

Aufgabe 4.4. (a) Es sei K ein Korper. Zeige, dass die Einheitengruppe
von K nicht zyklisch unendlich ist.
(b) Es sei R ein kommutativer Ring, dessen Charakteristik nicht zwei sei.
Zeige, dass die Einheitengruppe von R nicht zyklisch unendlich ist.
(c) Beschreibe einen kommutativen Ring, dessen Einheitengruppe zy-
klisch unendlich ist.

Aufgabe 4.5. Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Kérper und sei F' €
K[X,Y] ein homogenes Polynom. Zeige: F' zerfillt in Linearfaktoren.

Aufgabe 4.6. Es sei G eine Gruppe, die auf einem kommutativen Ring R
als Gruppe von Ringautomorphismen operiere. Zeige die folgende Aussagen.

(1) Fiir die Einheiten gilt
(R%)" = RN R~

(2) Wenn R ein Kérper ist, so ist auch R® ein Kérper.

Aufgabe 4.7. Inwiefern ist die Galoistheorie ein Spezialfall der (algebrai-
schen) Invariantentheorie?
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Aufgabe 4.8. Es sei GG eine endliche Gruppe, die auf einem kommutativen
Ring R als Gruppe von Ringautomorphismen operiere. Zeige, dass zu jedem
f € Rsowohl > _. fo als auch [] .. fo zum Fixring R® gehoren.

Aufgabe 4.9. Wir betrachten die lineare Operation der zyklischen Gruppe
Z/(3) auf dem R?, die durch die Dritteldrehung gegeben ist, also durch die
drei Matrizen

1 0 1 _ V3 ) _1 3
(69 o=z 7)== (a =)
2 2 2 2

und die zugehodrige Operation der Gruppe auf dem Polynomring R =
R[X,Y].

(a) Bestimme das Bild von X unter den beiden zugehérigen nichttrivialen
Ringautomorphismen, also Xo und Xo2.

(b) Berechne X + Xo + Xo?.

(c) Zeige, dass es keine invariante Linearform # 0 gibt.

(d) Berechne X - Xo - Xo?. Bestitige, dass dieses Polynom invariant ist.

Aufgabe 4.10. Es sei K ein unendlicher Kérper und K[Xj,...,X,] der
Polynomring iiber K. Die Einheitengruppe K* operiere durch skalare Mul-
tiplikation auf R, d.h. zu A € K* gehort der durch X; — AX; definierte
K-Algebraautomorphismus. Zeige, dass der Fixring zu dieser Operation K
ist.

Aufgabe 4.11. Betrachte die Operation der symmetrischen Gruppe S,, auf
dem Polynomring R = K[X},..., X,] iiber einem Korper K. Bestimme (zu
n = 2,3,4) fiir jede Untergruppe H C S, den Fixring RY.

Aufgabe 4.12. Es sei S ein kommutativer Ring mit 2 # 0 und a € S.
Zeige, dass die Gruppe Z/(2) = {1,—1} auf der quadratischen Erweiterung

R = S[X]/(X? - a)

als Gruppe von S-Algebrahomomorphismen operiert, indem —1 durch X —
— X wirkt. Bestimme den Fixring zu dieser Operation.

Aufgabe 4.13. Es sei R ein kommutativer Ring und G eine Gruppe, die auf
R als Gruppe von Ringautomorphismen operiere. Zeige, dass die Operation
genau dann trivial ist, wenn RY = R ist.
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Aufgabe 4.14. Es sei K ein Korper. Zeige, dass auf K[X,Y]/(XY) eine
Gruppenoperation von Z/(2) gegeben ist, indem das nichttriviale Gruppen-
element X und Y vertauscht. Bestimme den Fixring zu dieser Operation.

Aufgabe 4.15. Es sei R ein kommutativer Ring und G = (R, +) die addi-
tive Gruppe zu R.

(a) Zeige, dass durch die Zuordnung
G — Hom%® (R[X], R[X]), r — o,

wobei ¢, den durch X > X 4 r gegebenen R-
Algebrahomomorphismus  bezeichnet, eine  Gruppenoperation
von G auf dem Polynomring R[X]| definiert ist.

(b) Zeige, dass der Fixring zu dieser Operation gleich R ist.

Aufgabe 4.16. Es sei R ein kommutativer Ring und G = (R*,-) die mul-
tiplikative Gruppe zu R.

(a) Zeige, dass durch die Zuordnung
G — Hom%® (R[X], R[X]), r — ¥y,

wobei 1, den durch X +— rX gegebenen R-Algebrahomomorphismus
bezeichnet, eine Gruppenoperation von G auf dem Polynomring R[X]
definiert ist.

(b) Man gebe Beispiele fiir kommutative Ringe derart, dass der Fixring
zu dieser Operation gleich R ist.

(¢) Man gebe Beispiele fiir kommutative Ringe derart, dass der Fixring
zu dieser Operation nicht gleich R ist.

Aufgabe 4.17. Es sei K ein unendlicher Korper und V' ein K-Vektorraum,
auf dem eine Gruppe linear operiere. Zeige, dass f € K[V] genau dann zu
K[V]9 gehort, wenn f: V — K G-invariant ist.

Aufgabe 4.18. Es sei n € N,. Es sei F' eine komplexe, auf C konvergente
Potenzreihe der Form
F = chnzj”.
§=0

Zeige, dass fiir jede n-te komplexe Einheitswurzel ¢ die Gleichheit F/((z) =
F(z) fur alle z € C gilt.
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Aufgabe 4.19. Es sei F = ) ° ¢;z' eine komplexe auf C konvergente
Potenzreihe und n € N,. Fiir jede n-te komplexe Einheitswurzel ( gelte
F(¢z) = F(z) fiir alle z € C. Zeige, dass ¢; = 0 fiir alle ¢ gilt, die kein
Vielfaches von n sind.

Aufgabe 4.20. Es sei

f: C—C
eine stetige Funktion. Zeige, dass die beiden folgenden Aussagen &quivalent
sind.

(1) Es gibt eine stetige Funktion
g: ]RZO — C

mit f(z) = g(]z]) fur alle z € C.

(2) Fiir alle n-ten Einheitswurzeln ( € C (allen € N)ist f((z) = f(z)
fiir alle z € C.

(3) Fiir alle w € C mit |w| = 1ist f(wz) = f(2) fir alle z € C.

Aufgabe 4.21. Wir betrachten die Operation der r-ten komplexen Einheits-
wurzeln G = p,.(C) auf C durch Multiplikation und die zugehorige Operation
auf dem Polynomring C[X], dessen Fixring C[X"] ist. Ferner betrachten wir
die reelle Entsprechung dieser Situation, also die Operation auf R? durch die
Gruppe der Drehmatrizen der Ordnung r und die zugehorige Operation auf

R[X,Y].
(a) Zeige
R[Re (27), Im (2")] € R[X,Y]%.

(b) Zeige, dass diese Inklusion echt sein kann.

Aufgabe 4.22. Betrachte die Untergruppe G C GLg(R) aus Aufgabe 3.31.
Bestimme zu jeder Untergruppe H C G ein Polynom aus R[X,Y], das
beziiglich H invariant ist, aber nicht beziiglich einer gréfferen Untergruppe.

Aufgabe 4.23. Es sei K ein Korper der positiven Charakteristik p. Wir
betrachten die durch ((1) 1) erzeugte zyklische Gruppe und ihre natiirliche
Operation auf K[X,Y]. Zeige, dass der Invariantenring gleich

K[Y,X? — XY?P™]

ist.
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Aufgabe 4.24. Es sei A ein kommutativer Ring und
R=AxAx---xA
der n-fache Produktring von A mit sich selbst.

(a) Zeige, dass die symmetrische Gruppe S,, auf R durch Vertauschen der
Komponenten operiert.

(b) Bestimme den Fixring zu dieser Operation.

(c) Zeige, dass fiir jede transitive Untergruppe H C S, der Fixring gleich
dem Fixring aus Teil (b) ist.

Aufgabe 4.25. Es sei K ein Korper. Wir betrachten die Operation der
allgemeinen linearen Gruppe G = GL,(K) auf dem Vektorraum der n x n-
Matrizen V' = Mat,,(K) durch Konjugation, also

GL,(K) x Mat,,(K) — Mat,(K), (g, M) — gMg™",

und die induzierte Operation der GL,, (K) auf dem Polynomring zu Mat,, (K)
(also dem Polynomring in n? Variablen). Zeige, dass die Spur und die Deter-
minante von M zum Invariantenring gehoren.

Aufgabe 4.26. Es sei K ein Korper. Wir betrachten die Operation der
allgemeinen linearen Gruppe G = GL,(K) auf dem Vektorraum der n x n-
Matrizen V' = Mat,,(K) durch Konjugation, also

GL,(K) x Mat,(K) — Mat,(K), (g, M) — gMg™',

und die induzierte Operation der GL,, (K) auf dem Polynomring zu Mat,, (K)
(also dem Polynomring in n? Variablen). Zeige, dass die Koeffizienten des
charakteristischen Polynoms von M zum Invariantenring gehdren.

5. VORLESUNG - INVARIANTENRINGE II
INVARIANTENRINGE ZU UNTERGRUPPEN

Proposition 5.1. Es sei R x G — R eine Operation einer Gruppe G auf
einem kommutativen Ring durch Ringautomorphismen. Es sei H C G eine
Untergruppe. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) R C RH.
(2) Sind Hy und Hy Untergruppen in G mit G = H; - Ha, so ist

R N R™ = R
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(8) Ist H ein Normalteiler in G, so operiert die Restklassengruppe G/H
auf RY durch

flo] = fo.
Dabes ist
RY = (")

Beweis. (1) ist klar. (2). Die Voraussetzung bedeutet, dass man o = [["_, o;

mit gewissen o; € H; oder o; € H, schreiben kann.

Die Inklusion D ist nach (1) klar. Die Inklusion C ist wegen

fo = f[oi = foui [[oi = f[]oi = £
; =2 =2

=1

klar. (3). Die Operation ist zundchst wohldefiniert, d.h. unabhingig vom
Reprisentanten. Es seien dazu 0,0’ € G mit o’'c™! € H gegeben und
f € RH". Dann ist

fo' = fo'o7lo = fo.
Wegen der Normalteilereigenschaft gibt es firoc € Gund7 € Hein7t € H
mit o7 = 7'0. Fiir f € RY ist

(fo)r = frlo = fo
und somit gehort fo ebenfalls zu R¥. Wir haben also eine Abbildung

R x G — RY.

Diese Abbildung ist in der Tat eine Gruppenoperation. Das neutrale Element
wirkt identisch und die Assoziativitdt ergibt sich aus

follr]) = flot] = flo7) = (fo)r = (flo])r = (flo])[7].

Es liegt also eine Operation von G auf R vor, und da die Elemente 0 € H
identisch wirken, induziert dies eine Operation von G/H auf R¥. Bei den
Abbildungen f +— fo handelt es sich um Ringautomorphismen auf R¥, da
es sich um Einschrankungen von Ringautomorphismen auf R handelt, wobei
sich die Surjektivitit aus der Existenz von o~ ! ergibt.

Wir kommen zur Gleichheit
RY = (R¥)“".
Zum Beweis der Inklusion C sei f € RY. Dann ist insbesondere f € RH.
Wegen flo] = fo = fist f auch G/H- invariant. Zum Beweis der Inklusion
Dsei f € (RH)G/H C RH. Doch dann ist fir 0 € G wiederum fo =
flol = f. O
Lemma 5.2. Es sei
RxG— R
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eine Operation einer Gruppe G auf einem kommutativen Ring R durch Ring-
automorphismen. Es seien H, H C G konjugierte Untergruppen. Dann sind
die Invariantenringe R und R™" in natirlicher Weise isomorph.

Beweis. Die beiden Untergruppen seien vermoge 7 € G zueinander konju-
giert, d.h. die Abbildung

H—H' o+ 7 tor,
sei ein Gruppenisomorphismus. Wir betrachten den zu 7 gehérenden Ring-
automorphismus

R— R, f— fT.

Fir f € R und o' € H' mit o/ = 77 lo7 ist
(fr)o’ = (fr)(r"lor) = for = fr,

also liegt das Bild in R”’. Da man die Rollen von H und H’' vertauschen
kann, liegt ein Isomorphismus vor. U

POLYNOMIALE DREIECKSINVARIANTEN

Beispiel 5.3. Wir betrachten die Menge der Dreiecke, aufgefasst mit
der Operation der Kongruenzabbildungen, siehe Beispiel 1.1. Die Vekto-
ren v € R? fasst man als Verschiebungen T, und damit als Kongruenz-
abbildungen auf. Mit einer beliebigen Kongruenz ¢ besteht die Beziehung
poT, = T,wu) o . Daher bilden die Verschiebungen einen Normalteiler in
der Kongruenzgruppe G (der uneigentlichen affinen Isometriegruppe). Nach
Proposition 5.1 kann man den Invariantenring R[X, Y7, Xy, Ya, X3, Y3]9 suk-
zessive berechnen. Unter der Untergruppe V' der Verschiebungen ist der In-
variantenring offenbar gleich

R[X17}/17X27}/27X37}/3]V = R[Xl - X37Y1 - }/337X2 - X37}/2 - }/23]

Dieser Ubergang entspricht geometrisch der Verschiebung des dritten Eck-
punktes in den Nullpunkt. Die Operation der Restklassengruppe, die ja die
uneigentliche Drehgruppe O(R) ist, auf diesem Polynomring in vier Va-
riablen (die wir jetzt Uy, Vi, Us, Vo nennen) rithrt von der natiirlichen (und
linearen) Operation der uneigentlichen Drehgruppe auf dem R? her. Die De-
terminante induziert einen surjektiven Gruppenhomomorphismus

Ox(R) — {1, -1},

deren Kern die eigentliche Drehgruppe SO2(R) ist (das Urbild von —1 bilden
die Drehspiegelungen). Daher gibt es nach Proposition 5.1 (3) eine natiirliche
Operation der Gruppe Z/(2) auf

R[U,, Vi, Uy, Vo]302®)

und man sollte zuerst diesen Invariantenring ausrechnen. Aufgrund der
geometrischen Interpretation (die drei Quadrate der Langen des Dreiecks,
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das Skalarprodukt der Seiten am Nullpunkt, der orientierte Flicheninhalt)
miissen

U2+ V2 U2+ V2 (U —Uy)? + (Vi = V), UhUs + ViVa, UlVa — UV,

invariante Polynome sein, was man auch direkt durch Rechnungen bestétigen
kann. Das Skalarprodukt ist dabei unmittelbar (dies ist ein Spezialfall der Po-
larisationsformel) mit den ersten drei Lingenquadraten polynomial ausdriick-
bar. Da die drei Langen zwar die unorientierte Kongruenzklasse des Dreiecks
bestimmen, es zu einem (nicht entarteten) Langentripel aber zwei entgegen-
gesetzt orientierte Dreiecke gibt, muss es ein weiteres SO5(R)-invariantes Po-
lynom geben, das aber nicht O(R)-invariant ist, sondern Orientierungswech-
sel respektiert. Die Orientierung ist am fiinften Polynom, der Determinante,
ablesbar. Die drei Langenquadrate und die Determinante bestimmen die ori-
entierte Kongruenzklasse des Dreiecks eindeutig, somit reprasentieren diese
vier Funktionen die Quotientenabbildung. Das Quadrat der Determinante
kann man als Polynom in den Langenquadraten ausdriicken (beispielsweise
ausgehend von der Heronschen Flichenformel).

Lemma 5.4. Die Drehgruppe

S0, (R) — {(COS @ —sin O‘) lae [0,271')}

sin &« cos «

operiere linear und simultan auf dem R* = R? x R2. Dann ist der Invari-
antenring der zugehdrigen Operation auf dem Polynomring R[Uy, Vi, Us, Va]
gleich

R[U1, Vi, Uy, V332 ®) = R[UE + V2, UZ + V2, U Uy + ViVa, Ui Va — Up VA

Dabei sind die ersten drei Erzeuger algebraisch unabhdingig, und das Quadrat
von UVy — UV ldsst sich durch die ersten drei Erzeuger ausdriicken.

Beweis. Die Invarianz der angegebenen Polynome sowie ihre inhaltliche Be-
deutung wurden schon in Beispiel 5.3 bemerkt. Wir betrachten die Erweite-
rung

R[Ul, Vi, Us, ‘/2] C (C[Ul, Vi, Us, ‘/2]
Die angegebene Operation der SO2(R) auf dem reellen Polynomring lésst sich
direkt auf den komplexen Polynomring fortsetzen, da das Gruppenelement

s = [COSa — sin «
~ \sina cos «
durch U; — cos aU;—sin aVj etc. wirkt, und diese Ringhomomorphismen reell
oder komplex aufgefasst werden kénnen.® Ein Polynom F € R[Uy, Vi, Uy, V5]

ist genau dann invariant, wenn es aufgefasst in C[Uy, Vi, Us, V3| invariant ist.
Wir fithren neue komplexe Variablen ein, ndmlich

W1:U1+i‘/1, ZlZUl_i‘/l7W2:U2+i‘/2, ZQZUQ_I‘/Q

5Die operierende Gruppe wird also nicht komplexifiziert.
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Es bestehen die Beziehung
WiZy = (U +i) (U —iVi) = U + V7,
WoZy = (Uy+ Vo) (Us —iVa) = UZ + V2,
WiZy = (Uy +iV1)(Uy — iVa) = U1 Uy + Vi Vo — i(Uy Vo — U V)
und
WeZy = (U +iVa) (U —iVy) = UiUs + ViV +i(U Vo — Us ).

Die beiden letzten Gleichungen zeigen, dass sich umgekehrt auch U U +
ViVa und U Vy — UsVy durch Wi Zs und W52, ausdriicken lassen. Die beiden
Systeme erzeugen also die gleiche C-Unteralgebra von

C[Ulv ‘/17 UQ, ‘/2] = C[Wla Zlv W27 ZQ]
Wir schreiben die Elemente der operierenden Gruppe als

. (cos& —sin «

. = cosa +isina,
sin & cos «

wobei wir die Drehgruppe mit den komplexen Zahlen vom Betrag 1 (zusam-
men mit der komplexen Multiplikation) identifizieren. Die Operation wird
dann zu (e bezeichne die aus dem Reellen fortgesetzte Operation und - die
komplexe Multiplikation)

Wieo = (Uy+1iVi)eco
= (cosa)U; — (sina)V; +i((sina)Uy + (cos ) V4)
= (U +iVi)(cosa + isina)
- W,-0o

(ebenso fiir Ws) und

= (U1 - 1‘/1) Lo

= (cosa)U; — (sina)V; — i((sin@)U; + (cos a)V;)
= (U —iVi)(cosa —isin )
= Zy-0!

(ebenso fiir Z,). Wir betrachten auf C[Wy, Z;, Ws, Z,] die” Z-Graduierung,
bei der Wi, W5 den Grad 1 und 7, Z den Grad —1 bekommen. Die Ope-
ration der Gruppe ist homogen beziiglich dieser Graduierung. Daher ist der
Invariantenring ein graduierter Unterring. Auf der d-ten Stufe des Ringes ist
die Operation fiir t € S* C C* durch H ~ t?H gegeben. Fiir d = 0 ist dies
die Identitit, sodass die O-te Stufe invariant ist. Fiir d # 0 gibt es t € S*
mit t¢ # 1, sodass es aufer 0 keine weiteren invarianten Polynome in der d-
ten Stufe gibt. Der Invariantenring ist also die 0-te Stufe. Diese besteht aus
Linearkombinationen von Monomen der O-ten Stufe, und ein Monom vom

Zl.O'

"Wir werden Graduierungen mit einer beliebigen graduierenden Gruppe und die zu-
gehorige Operation der Charaktergruppe in der siebten Vorlesung besprechen.
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nullten Grad muss ein Produkt der Elemente W;Z; sein. Der Invariantenring
ist also

C[W17Z17W27ZQ]SOQ(R) = (C[W1217W1Z27WQZI7W2ZQ]

= ClU7 + V2, U3 + V3, UiUs + ViV, Ui Va — U V.
Wir kehren zur reellen Situation zuriick. Es sei F' € R[Uy, Vi, Us, V5] ein in-
variantes Polynom. Dann gibt es ein komplexes Polynom P in vier Variablen
mit

F = P(U} + V2, U3 + V3, UiUz + ViVa, Ui Va — U V).

Mit Hilfe der komplexen Konjugation sieht man, dass es auch ein reelles
Polynom mit dieser Eigenschaft geben muss. Daher gilt fiir den reellen Inva-
riantenring

R[U, Vi, Uz, Vo028 = RIUT + VP, U3 + V3, UnUs + ViV, Ur Vs — Uz VA
Fiir den Zusatz siehe Aufgabe 5.4. O

Der folgende Satz ist die polynomial-invariantentheoretische Version der Aus-
sage, dass die Kongruenzklasse eines Dreiecks durch die drei Seitenldngen
(SSS) bzw. einen Winkel und zwei anliegende Seitenléngen (SWS) festgelegt
ist. Aufgrund dieses elementar-geometrischen Satzes weify man, dass man jede
Invariante der Kongruenzklasse eines Dreiecks ,irgendwie” als eine Funktion
der drei Langen ausdriicken kann. Daraus folgt aber keineswegs automatisch,
dass man eine polynomiale Invariante auch polynomial ausdriicken kann.

Satz 5.5. Die orthogonale Gruppe O9(R) (der Drehungen und der Drehspie-
gelungen) operiere linear und simultan auf dem

R* = R* x R%
Dann ist der Invariantenring der zugehorigen Operation auf dem Polynom-
ring R[Uy, Vi, Us, Vi gleich
R[U}, Vi, Uy, V5] 02 ®) = RUZ + V2, U3 + V2, Uy Uy + ViVa).
Die drei Erzeuger sind dabei algebraisch unabhdingig. Jede polynomiale In-
variante eines (nummerierten) Dreieckes lisst sich polynomial in den drei
Seitenquadraten ausdriicken.
Beweis. Wie in Beispiel 5.3 erwéhnt, gibt es eine kurze exakte Sequenz
1 — SO3(R) — O9(R) — {1,—1} — 1.

Wir kénnen daher aufgrund von Proposition 5.1 den Invariantenring

R[Uy, Vi, U, Vo] 2
aus dem Invariantenring zu

R[Uy, Vi, Us, Vo] 2028
ausrechnen, der in Lemma 5.4 zu

B = R[U} + V32, U3 4+ Vi, U1Uy + ViVa, Ui Vy — U VA
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bestimmt wurde. Das nichttriviale Element der Restklassengruppe {1, —1}
wirkt auf B durch einen beliebigen Reprisentanten, beispielsweise durch

. . 1 . . .
die Spiegelung (O . Der zugehorige Ringautomorphismus léasst Uy, Uy

-1
unverindert und schickt Vi, V5 auf ihr Negatives. Unter dieser Abbildung
sind die drei vorderen Erzeuger invariant und der hintere Erzeuger wird
auf sein Negatives abgebildet. Da das Quadrat des vierten Erzeugers zu
A = R[U? + V2, U3 + V2, U Uy + ViVs] gehort, liegt eine Operation auf
einem Ring der Form A[X]/(X? — a) durch X <> —X vor. In einem solchen
Fall ist A der Invariantenring. U

QUOTIENTENKORPER VON INVARIANTENRINGEN

Proposition 5.6. Es sei G eine Gruppe, die auf einem Integritdtsbereich R
als Gruppe von Ringautomorphismen operiere. Dann gelten folgende Eigen-
schaften.

(1) Der Invariantenring RC ist ein Integrititsbereich.
(2) Die Operation induziert eine Operation von G auf dem Quotien-
tenkorper Q(R) als Gruppe von Kérperautomorphismen.
(3) Es ist Q(RY) C (Q(R))“.
(4) Es ist
RN(Q(R)® = R°.

Beweis. (1) ist wegen R® C R klar. (2). Es sei K = Q(R) der Quoti-
entenkorper von R. Zu jedem o € G setzt sich der Ringautomorphismus
f — fo aufgrund der universellen Eigenschaft der Nenneraufnahme zu ei-
nem Korperautomorphismus % > % fort. (3). Ein Element aus dem Quoti-
entenkorper Q(RG) hat die Form g mit invarianten Elementen f,g € RC.
Es ist also insbesondere invariant unter der induzierten Operation auf K.
Daher gilt Q(RY) C (Q(R))“. (4). Die Inklusion R C RN Q(R)“ ist di-
rekt klar. Die andere Inklusion ergibt sich, da die Operation von G auf Q(R)
eingeschrénkt auf R die urspriingliche Operation ist. Wenn also f € R ist
und aufgefasst in Q(R) invariant ist, so ist es iiberhaupt invariant. O

Bemerkung 5.7. Mit Proposition 5.6 hiangt die Invariantentheorie von In-
tegritédtsbereichen eng mit der Galoistheorie des Quotientenkorpers zusam-
men. In der Situation des Satzes ist bei endlichem G die Korpererweiterung
K% C K eine Galoiserweiterung, wie aus dem Satz von Artin folgt. K¢
ist ja gerade der Fixring unter den Koérperautomorphismen zu G. Die Un-
tergruppen H C G liefern Zwischenkérper K¢ € M = K" C K und
M N R = R ist der zugehorige Zwischenring (man darf aber nicht er-
warten, dass es eine bijektive Korrespondenz zwischen Zwischenringen und
Untergruppen gibt). Haufig besitzen Aussagen der Invariantentheorie stérke-
re Analoga in der Galoistheorie. Zu Proposition 5.1 (3) vergleiche man etwa
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die Riickrichtung von Satz 17.5 (Kérper- und Galoistheorie (Osnabriick 2018-
2019)) (1).

Es gibt aber auch erhebliche Unterschiede zwischen Invariantentheorie und
Galoistheorie. Beispielsweise geht man in der klassischen Galoistheorie eher
von einem Grundkorper K aus und untersucht Kérpererweiterungen X' C L
zusammen mit der K-Automorphismengruppe von L, wihrend man in der
klassischen Invariantentheorie eher mit dem Erweiterungsring anfingt und
versucht, die Fixringe zu einer gewissen Operation zu bestimmen. Auch in
der Invariantentheorie wird haufig ein Grundkorper k vorausgesetzt, doch
tritt dieser kaum als Invariantenring auf, sondern iibernimmt die Rolle, dass
alle beteiligten Ringe k-Algebren {iber diesem Korper und alle Ringhomo-
morphismen k-Algebrahomomorphismen sind. Beispielsweise ist die Bestim-
mung von Invariantenringen zum Polynomring k[X1, ..., X,] zu (linearen)
Gruppenoperationen schon ein riesiges Teilgebiet der Invariantentheorie.

Bei einer endlichen Gruppe gilt in Proposition 5.6 (3) sogar Gleichheit, wie
die folgende Aussage zeigt.

Lemma 5.8. Es sei G eine endliche Gruppe, die auf etnem Integritdtsbereich
als Gruppe von Ringautomorphismen operiere. Dann st

Q(RY) = (Q(R)“.

Beweis. Die Inklusion Q(R%) C (Q(R))“ gilt nach Proposition 5.6 (3) fiir
jede Gruppe. Zum Beweis der Umkehrung seien f,g € R, g # 0, mit g €
(Q(R))Y gegeben. Wir betrachten

h = H go.

oc€G,0#eq

Dann gelten in Q(R) die Identitéten

fF_n
g hg
(HJEG, oc#eq gU)g
_ N
- HO’EGQO—‘

Nach Voraussetzung ist der Bruch und in dieser Darstellung offenbar auch der
Nenner (siehe Aufgabe 4.8) invariant. Also muss auch der Zahler invariant
sein und somit ist 5 € (RG). g

Beispiel 5.9. Es sei K ein unendlicher Korper. Wir betrachten auf R =
K[X,Y] die Operation von K* durch skalare Multiplikation. Zu A € K*
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gehort also der durch X +— AX, Y — \Y gegebene K-Algebrahomomor-
phismus. Der Invariantenring dazu ist K, also ein Koérper. Der Quotien-
tenkorper von K[X,Y] ist der Funktionenkorper K (X,Y) in zwei Varia-
blen. Sein Invariantenring unter der Operation ist K (%), also der Funktio-
nenkorper in einer Variablen. In dieser Situation gilt also

Q(R%) # (Q(R))“.

5. ARBEITSBLATT

UBUNGSAUFGABEN

Aufgabe 5.1. Es sei V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum und
w € V ein fixierter Vektor.

(a) Zeige, dass durch
RxV —V, (t,v) — v+ tw,

eine Operation von (R, +) auf V' definiert ist.
(b) Zeige, dass eine differenzierbare Funktion

f:V—R

genau dann unter dieser Operation invariant ist, wenn fiir die Rich-
tungsableitung in Richtung w die Beziehung D, f = 0 gilt.

Aufgabe 5.2. Es sei G eine Gruppe, die auf einer Menge M operiere, und
es sei H C G ein Normalteiler. Zeige, dass auf dem Bahnenraum M/H die
Restklassengruppe G/ H in natiirlicher Weise operiert, und dass der Bahnen-
raum (M/H)/(G/H) mit dem Bahnenraum M /G iibereinstimmt.

Aufgabe 5.3. Es sei K ein Korper, G eine Gruppe und
p: G— GL (V)

eine Darstellung von G in einen n-dimensionalen K-Vektorraum V. Es seien
uy,...,u, und vy,...,v, zwei Basen von V und

Pu, Po: G — GL,(K)

seien die zugehorigen Matrixdarstellungen. Zeige, dass die Invariantenringe
K[X1,...,X,]% und K[Y,...,Y,]%" isomorph sind.

Aufgabe 5.4. Beweise den Zusatz von Lemma 5.4.
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Aufgabe 5.5. Zeige, dass der im Beweis zu Lemma 5.4 verwendete komplexe
Invariantenring nicht faktoriell ist.

Aufgabe 5.6. Erstelle eine Version von Lemma 5.8 fiir geeignete multipli-
kative Systeme.

Aufgabe 5.7. Diskutiere Beispiel 5.9 fiir den Fall, dass K ein endlicher
Korper ist.

Aufgabe 5.8. Es sei G C GL,(K) eine Untergruppe, die zur Operation
von G auf dem Polynomring K[Xy,..., X,] fuhrt. Zeige, dass dies auch eine
Operation von G auf der Lokalisierung K[X1, ..., X,](x,,.. x,) induziert, und
dass (K[Xl, oo Xl Xn))G isomorph zu (K[Xl, . ,XR}G)H ist, wobei
n = (X,...,X,,)NK[Xy,..., X,] bezeichnet.

Aufgabe 5.9. Man gebe ein Beispiel fiir einen Integritidtsbereich R und einer
Gruppenoperation einer endlichen Gruppe G auf R derart, dass nicht jeder

Zwischenring S, R C S C R, der Invariantenring zu einer Untergruppe von
G ist.

Aufgabe 5.10. Wir betrachten die natiirliche Operation der Drehgruppe
SO, (R) auf dem R* = (R2)*. Mit den natiirlichen Identifizierungen C = R2
und

SO, (R) 2 {ueC||ul =1}
kann man dies als eine lineare Operation auf dem C? auffassen. Zeige, dass
die zugehorige Operation auf dem Polynomring Clw, z] nur die Konstanten
als Invarianten besitzt.

Aufgabe 5.11. Driicke die Funktion

R* — R, (z,y) — 27,
explizit als eine stetige Funktion in den Funktionen zy und z? — 3? aus.
(vergleiche Aufgabe 4.21).

Aufgabe 5.12. Es sei K ein unendlicher Kérper. Wir betrachten auf dem
Korper K(X,Y) die Operation von K*, wobei A\ € K* durch X ~—
AX,Y — AY auf K[X,Y]| wirkt und diese Wirkung auf den Quotien-
tenkorper fortgesetzt wird. Zeige, dass der Fixring zu dieser Operation gleich

K (%) ist.
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Aufgabe 5.13. Es sei K = R oder C. Wir betrachten die skalare Multipli-
kation von K* auf K". Es sei Y ein metrischer Raum und

p: K" —Y

eine stetige Abbildung, die auf den Bahnen der Operation konstant sei. Zeige,
dass ¢ konstant ist.

6. VORLESUNG - DER REYNOLDS-OPERATOR
DIE ALTERNIERENDE GRUPPE

Wir haben in Satz 1.7 gesehen, dass der Invariantenring zur Operation der
symmetrischen Gruppe .S,, auf dem Polynomring isomorph zum Polynomring
in den elementarsymmetrischen Polynomen ist. Eine wichtige Untergruppe
der symmetrischen Gruppe ist die alternierende Gruppe A,, C S, an deren
Definition wir erinnern.

Definition 6.1. Zu n € N heifit die Untergruppe
A, = {o €S, |sgn(o) =1}
der geraden Permutationen die alternierende Gruppe.
Die alternierende Gruppe ist der Kern des Signumshomomorphismus und
damit ein Normalteiler. Die A, operiert wie die S, auf dem Poly-

nomring K[Xi,...,X,]. Wir interessieren uns fiir den Invariantenring
K[Xy,...,X,]*. Nach Proposition 5.1 (1) haben wir die Inklusionen

K[E.,...,E,)] =2 K[X,,...,X,]”" C K[X,,...,X,]*™ C K[X\,...,X,].

Zur Beschreibung des Invariantenringes unter der alternierenden Gruppe ist
der Begriff der relativen Invarianten beziiglich eines Charakters sinnvoll.

RELATIVE INVARIANTEN

Definition 6.2. Es sei K ein Korper und R eine kommutative K-Algebra,
auf der eine Gruppe G als Gruppe von K-Algebraautomorphismen operiere.
Es sei

x: G— K~
ein Charakter auf G. Dann nennt man

Rg ={f€eR| fo=x(o)- ffiralle o e G}

die x- relativen Invarianten oder Semitnvarianten beziiglich x.
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Der Invariantenring ist also die Menge der Invarianten relativ zum trivialen
Charakter. Die y-relativen Invarianten sind ein R“-Untermodul von R. Wenn
namlich ¢ invariant und f y-invariant ist, so ist

(9f)o = (g)o-(f)o = gx(o)f = x(o)(gf)-

DER INVARIANTENRING ZUR ALTERNIERENDEN GRUPPE

Lemma 6.3. FEs sei K ein Korper der Charakteristik # 2. Dann gilt fir die
natirliche Operation der Permutationsgruppe S, auf dem Polynomring die
Gleichheit

KX X5 = KX X5 A,

sgn

wobei A = [, _,(X; — X;) die Vandermondesche Determinante ist.

Beweis. Das Polynom A hat die Eigenschaft, dass es signumsinvariant ist,
dass sich also sein Vorzeichen bei einer ungeraden Permutation umkehrt.
Hierzu muss man sich nur klar machen, dass sich bei einer Transposition das
Vorzeichen um —1 #@ndert. Dabei kann man sich sogar auf solche Transposi-
tionen beschrianken, die zwei Nachbarn ¢ und ¢ 4+ 1 miteinander vertauschen.
Dann wird aus dem Faktor X;,; — X, der Faktor X; — X;,; und alle anderen
Faktoren werden allenfalls vertauscht. Insgesamt wird A auf —A abgebil-
det. Wir miissen also zeigen, dass jedes signumsinvariante Polynom F' ein
Vielfaches von A ist. Der andere Faktor ist dann automatisch .S, -invariant.

Fiir diese Teilerbeziehung geniigt es wegen der Faktorialitiat von K[V] zu
zeigen, dass X; — X; ein Teiler von F'ist (i # j). Wir schreiben F' in den
neuen Variablen X, k # 14,7, X; + X;, X; — X als

F =) Gu(Xp, Xi + X)) (X; — X;)".

n=0
Dann ist einerseits
F(X; 0 X)) = ) (—1)"Gu(Xi, Xi + X;) (X, — X))"
n=0

und anderseits (da F signumsinvariant ist)

F(X;m X)) = =F = =) Gu( X, Xi + X;)(X; — X))
n=0

Daraus folgt wegen char(K) # 2, dass fiir n gerade G, = 0 sein muss.
Insbesondere ist Gy = 0. Also ist F' = H(X; — Xj), wie behauptet. O

Noch einmal explizit: Es geht um die Polynome, die relativ zur Signumsab-
bildung invariant sind, fiir die also

Fo = sgn(o)F
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fiir alle Permutationen gilt. Fiir eine gerade Permutation ¢ muss also
Fo =F
sein, fiir eine ungerade Permutation dagegen
Fo = —F.
Insbesondere sind solche Polynome invariant unter der alternierenden Grup-
pe.

Satz 6.4. Es sei K ein Korper der Charakteristik char(K) # 2. Die alter-
nierende Gruppe A, operiere natirlich auf V= K™. Dann ist

K[Vt = K[V o K[V]Sr = K[E,,...,E,|®K[E,,...,E,]-A.

sgn

Beweis. Die Gleichheit rechts ergibt sich aus Satz 1.7 und Lemma 6.3. Auf
K[V]*» operiert die Restklassengruppe S,/A, = {1,—1} = Z/(2) wie in
Proposition 5.1 beschrieben. Es sei 7 das nichttriviale Element daraus. Dieses
wird représentiert durch eine beliebige ungerade Permutation, etwa durch
eine Transposition. Es sei /' € K[V]4» ein Polynom, das invariant unter der
alternierenden Gruppe ist. Nach Proposition 5.1 (3) ist F'7 unabhéngig von
dem gewédhlten Reprasentanten 7. Es ist

1 1
F = 5(F+ Fr)+ §(F — Fr),

wobei die beiden Summanden symmetrisch bzw. signumsinvariant sind. Dies
tiberpriift man, indem man die (geraden oder ungeraden) Permutationen dar-
auf anwendet. Die Summe ist direkt, da der Durchschnitt 0 ist: Ein Polynom,
das sowohl symmetrisch als auch signumsinvariant ist, muss 0 sein. U

Beispiel 6.5. Die natiirliche Operation der alternierenden Gruppe Az =
Z/(3) auf dem K wird durch den Zykel

€1 > €9, € ——> €3, €3 —— €]

erzeugt. Besitzt K dritte primitive Einheitswurzeln, so kann man die zu-
gehorige Matrix diagonalisieren und man erhélt eine neue Basis (vergleiche
Lemma 24.11 (Lineare Algebra (Osnabriick 2024-2025))) mit den Eigenvek-
toren

e1+ e+ e3, €1+ Cea + CPes, €1 + (Pea + Ces.
Wir fithren die neuen Variablen

U=X+Y+Z,V=X+Y+CZW=X+CY+(Z
ein. In dieser Basis ist der erzeugende Automorphismus durch
Ur— U,V — (V, W — W
gegeben und der Invariantenring ist in dieser Basis gleich
K[U, V3 VW, W?|.
Die einzige Relation ist durch V3W? = (VIW)3 gegeben.
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Wie sieht der Unterring der symmetrischen Polynome aus? Die Transposition
Y < Z ldsst U unverdndert und vertauscht V' und W. Das bedeutet fiir
den alternierenden Invariantenring, dass V2 und W? vertauscht werden. Der
symmetrische Invariantenring ist daher

K[U,VW, V3 + W?].
Dabei sind
VW = X2 4 Y24+ 22+ (XY +CXY +(XZ+CXZ+YZ+ Y Z,

V3
= XP 4+ Y+ 22+ 6XYZ + 362 XY? +36X2Y + 36X 7P
+3E2 X327 + 36°Y 7% + 3¢Y?Z
und
W3
= XP4 Y34+ 23 +6XYZ +36XY? +36°X%Y 4 362X 72
+3EX2Z +3¢Y 77 4 36*Y? Z.

Fiir die Vandermondesche Determinante gilt
N = Y-X)Z-X)(Z-Y)
= XY? - XY+ X Z-XZ*4+YZ*-Y*Z

1 3 _ w3
= gV W)

REYNOLDS-OPERATOR

Definition 6.6. Es sei R C S ein Unterring eines kommutativen Ringes S.
Man sagt, dass R ein direkter Summand von S ist, wenn es einen R-Modul
M gibt mit S = R@® M (es liegt also ein R-Modulisomorphismus vor).

Diese  FEigenschaft ist &dquivalent dazu, dass es einen R-

Modulhomomorphismus
v: S — R

mit ¢ ot = Idg gibt, wobei ¢t: R — S die Inklusion bezeichnet. Der direkte
Summand M ist der Kern von . Eine stiarkere Figenschaft ist die Existenz
eines Ringhomomorphismus

v: S — R
mit ¢ or = Idg.

Beispiel 6.7. Es sei K ein Koérper und A eine von 0 verschiedene K-Algebra.
Dann ist K ein direkter Summand von A. Dies beruht darauf, dass man
die 1 zu einer K-Basis von A ergénzen kann. Mit dem von den anderen
Basiselementen erzeugten K-Untervektorraum V' C Aist dann A = K- 16
V. Im Allgemeinen muss es aber keinen K-Algebrahomomorphismus A — K
geben. Bei einer (nichttrivialen) Korpererweiterung K C L gibt es keinen
Ringhomomorphismus von L nach K.
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Beispiel 6.8. Es sei K ein Korper und A eine von 0 verschiedene K-Algebra.
Dann ist K ein direkter Summand von A. Dies beruht darauf, dass man
die 1 zu einer K-Basis von A ergénzen kann. Mit dem von den anderen
Basiselementen erzeugten K-Untervektorraum V' C Aist dann A = K-1&
V. Im Allgemeinen muss es aber keinen K-Algebrahomomorphismus A — K
geben. Bei einer (nichttrivialen) Korpererweiterung K C L gibt es keinen
Ringhomomorphismus von L nach K.

Fiir einen Invariantenring R C R nennt man einen R“-Modulhomomor-
phismus

p: R — R¢
mit p ot = Idpe auch einen Reynolds-Operator. Ein Reynolds-Operator
muss im Allgemeinen nicht existieren, er existiert aber unter der folgenden
Bedingung.

Lemma 6.9. Es sei G eine endliche Gruppe, die auf einer kommutativen K -
Algebra R als Gruppe von K -Algebraautomorphismen operiere. Die Gruppen-
ordnung sei kein Vielfaches der Charakteristik von K. Dann ist die Abbildung

1
p: R—>RG,fr—>meU7

ein Reynolds-Operator. Insbesondere ist R C R ein direkter Summand.

ceG

Beweis. Aufgrund der Voraussetzung an die Charakteristik ist # (G) eine
Einheit in K und damit in R, also ist die angegebene Abbildung wohldefi-
niert. Die Abbildung ist offenbar ein Gruppenhomomorphismus. Fiir ¢ € R®
und f € R ist ferner

plgf) = 50 > (9f)o

= gp(f),

daher liegt ein R“-Modulhomomorphismus vor. Fiir g € R ist

1 1 1
plg) = WC;GQU = ng = m(#((})g) =9

ceG

also ist
pot = Idge.
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Die Bedingung, dass die Gruppenordnung zur Charakteristik teilerfremd ist,
ist fiir viele Resultate der Invariantentheorie eine wesentliche Voraussetzung.
Der andere Fall, dass die Gruppenordnung ein Vielfaches der Charakteristik
ist, bildet ein eigenes Kapitel der Invariantentheorie, und besitzt sogar einen
eigenen Namen. Man spricht von modularer Invariantentheorie.

Beispiel 6.10. Es sei K ein Korper der Charakteristik 0 und A = K[X,Y].
Auf der A-Algebra
B = A[S,T]/(XS+YT+1) = K[X,Y,S,T]/(XS+YT +1)
operiert die additive Gruppe (K, +), indem ein A € K durch
X=X Y=Y S—=S4+NY,T—T-)\X
wirkt. Wegen
X(SH+NY)+Y(T—XAX) = XS+YT = -1

sind diese zunéchst auf K[X,Y, S, T] definierten Ringautomorphismen auch
auf der Restklassenalgebra B Automorphismen. Der Invariantenring ist A =
K[X,Y], wobei die Inklusion

AC B¢
unmittelbar klar ist. Zum Beweis der Umkehrung betrachten wir die Nenne-
raufnahmen A — Ay und B — By. Es ist

Bx (K[X,Y, S, T|/(XS+ YT +1))x
(Ax[S,T)/(XS+YT +1)

Ax [T]7

wobei beim letzten Isomorphismus S auf %YT abgebildet wird. Ebenso ist
By = Ay[S]. Die Operation lédsst sich auf diese beiden Nenneraufnahmen

fortsetzen. Fiir die Operation auf Bx = Ax[T] ist Ax der Invariantenring.
Zu einem \ € K, A\ # 0, wird ein Polynom

F=a+aT+ - +a 1T +a,T"

[rauiraml

auf
ap+ar (T —AX) + -+ an (T = AX)" + a, (T — AX)"
abgebildet. Bei n > 1 ist der Koeffizient zu 77!
an—1 —nAXay,

und dies ist bei A # 0 nicht gleich a,_;. Also ist ein solches Polynom nicht
invariant. Das gleiche Argument gilt fiir Ay C Ay[S] = By.

Es sei nun F' € B invariant. Dann ist F' auch als Element in Bx bzw. in By
invariant und daher ist sowohl F' € Ay als auch F' € Ax. Aus

G H
F = — = —
Xn ym
folgt
GY™ = HX"
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und aus der Faktorialitdt von KX, Y] ergibt sich, dass G ein Vielfaches von
X" sein muss. Somit gehort F' zu A. Der Invariantenring ist also A. Dieser ist
aber kein direkter Summand in B. Esist 1 ¢ (X,Y) in A, aber 1 € (X,Y)
in B, was unmittelbar aus der definierenden Gleichung XS+YT = —1 folgt.
Nach Aufgabe kann daher kein direkter Summand vorliegen.

6. ARBEITSBLATT

UBUNGSAUFGABEN

Aufgabe 6.1. Es sei M = {1,...,n} und sei m eine Permutation auf M.
Die zugehorige Permutationsmatrixz M, ist dadurch gegeben, dass
An(i)i = 1
ist und alle anderen Eintrage 0 sind. Zeige, dass
det M, = sgn(m)

ist.

Aufgabe 6.2. Man mache sich klar, dass die symmetrische Gruppe S3 die
uneigentliche Symmetriegruppe eines gleichseitigen Dreiecks ist und die al-
ternierende Gruppe As dabei die eigentliche Symmetriegruppe ist. Ebenso
fur die Sy, die A4 und das (gleichseitige) Tetraeder.

Aufgabe 6.3. Wie findet man die in Aufgabe 6.2 angesprochenen Figuren
in der natiirlichen Operation der S5 bzw. S, auf dem R3 bzw. R* wieder?

Man denke an Aufgabe 28.12.

Aufgabe 6.4. Driicke das Quadrat der Vandermondeschen Determinante
mit den elementarsymmetrischen Polynomen aus.

Aufgabe 6.5. Es sei K ein Korper und R eine kommutative K-Algebra,
auf der eine Gruppe G als Gruppe von K-Algebraautomorphismen operiere.
Zeige, dass ein Element f € R, f # 0, allenfalls beziiglich eines Charakters
semiinvariant sein kann.

Es sei M eine Menge, auf der eine Gruppe G operiere. Eine Teilmenge T' C
M heifit G- invariant , wenn zu jedem x € T und jedem ¢ € G auch
oxr € T gilt.
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Aufgabe 6.6. Es sei M eine Menge, auf der eine Gruppe G operiere und
es sei T C M eine Teilmenge. Zeige, dass T' genau dann eine G-invariante
Teilmenge ist, wenn 7" eine Vereinigung von Bahnen ist.

Aufgabe 6.7. Es sei M eine Menge, auf der eine Gruppe G operiere. Es sei
T C M eine G-invariante Teilmenge. Zeige die folgenden Aussagen.

(a) Es gibt eine natiirliche Abbildung
¢: T\G — M\G
zwischen den Bahnenrdumen.
(b) Die Abbildung ¢ ist injektiv.
(c) Die Abbildung ¢ muss nicht surjektiv sein.

Aufgabe 6.8. Es sei R ein kommutativer Ring, auf dem eine Gruppe G
als Gruppe von Ringautomorphismen operiere. Es sei a C R ein Ideal, das
unter der Gruppenoperation invariant ist (es gelte also fo € a fir f € a
und jedes o € (). Zeige die folgenden Aussagen.

(a) Es gibt eine natiirliche Operation von G auf dem Restklassenring
R/a.
(b) Es gibt einen Ringhomomorphismus
w: RY/(an RY) — (R/a)“.

(c) Die Abbildung v aus Teil (b) ist injektiv.
(d) Wenn G endlich ist und R einen Kérper der Charakteristik 0 enthélt,
so ist 1 surjektiv.

Aufgabe 6.9. Zeige durch ein Beispiel, dass der Reynolds-Operator zur Ope-
ration einer endlichen Gruppe auf einem kommutativen Ring kein Ringho-
momorphismus sein muss.

Aufgabe 6.10. Es sei R ein kommutativer Ring, auf dem eine endliche
Gruppe G als Gruppe von Ringautomorphismen operiere, wobei die Grup-
penordnung eine Einheit in R sei. Zeige, dass der Reynolds-Operator.

1
. G
p: R— R ,fl—>#(G)§ fo,

oceG
invariant beziiglich G ist, also

p(f7) = p(f)
fir alle f € Rund 7 € G gilt.
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Aufgabe 6.11. Es sei R C S ein direkter Summand von kommutativen
Ringen. Es sei I C R ein Ideal und f € R. Zeige, dass aus f € [ die
Zugehorigkeit f € I folgt.

Aufgabe 6.12. Es seien R und S kommutative Ringe, wobei R ein direkter
Summand von S sei, sagen wir S = R @ V mit einem R-Modul V. Zeige,
dass fiir ein multiplikatives System M C R die Beziehung

Sy = Ry @V
gilt.

Aufgabe 6.13. Es seien R und S kommutative Ringe, wobei R ein direkter
Summand von S sei, sagen wir S = R & V mit einem R-Modul V. Zeige,
dass fiir ein Ideal I C R die Beziehung

S/1S = R/ I® V]IV
gilt.

Aufgabe 6.14. Betrachte die Operation der symmetrischen Gruppe S,, auf
dem Polynomring R = K[X},..., X,] iiber einem Korper K. Bestimme (zu
n = 2,3,4 und in geeigneter Charakteristik) fiir jede Untergruppe H C S,
den Reynolds-Operator von R nach RY.

In Beispiel 6.10 trat eine sogenannte erzwingende Algebra auf.

Aufgabe 6.15. Es sei R ein kommutativer Ring und sei a = (f1,..., fa)
ein endlich erzeugtes Ideal. Es sei f € R ein weiteres Element. Dann nennt
man die R-Algebra

A= R[,....T)/(hT 4+ fuTo + f)

die erzwingende Algebra zu den f1,..., f,, f. Zeige, dass A folgende Eigen-
schaft erfiillt: Zu jedem Ringhomomorphismus ¢: R — S in einen kommuta-
tiven Ring S mit der Eigenschaft ¢(f) € aS gibt es einen R-Algebrahomo-
morphismus v: A — S. Zeige ebenso, dass dieser Homomorphismus nicht
eindeutig bestimmt ist.

Aufgabe 6.16. Es sei K ein unendlicher Kérper und R = K[X3,..., X,)]
der Polynomring iiber K mit der Standardgraduierung. Die Einheitengruppe
K> operiert linear auf K™ und auf dem Polynomring durch skalare Multipli-
kation. Zeige, dass die d-te Stufe R; mit dem Raum der relativen Invarianten
beziiglich des Charakters

K* — KX, 2 — 2%,

ubereinstimmt.
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Aufgabe 6.17. Es sei R ein kommutativer Ring, auf dem eine endliche
Gruppe G als Gruppe von Ringautomorphismen operiere. Zeige die folgenden
Aussagen.

(a) Zu jedem k € N und jedem f € R ist der Ausdruck

Ve(f) = Z HfU

TCG, #(T)=k o€T
invariant.
(b) Wenn R einen Korper der Charakteristik 0 enthélt, so erzeugen die
Ui(f), f € R, k € N, den Invariantenring.
(c) Teil b) gilt nicht ohne die Voraussetzung an die Charakteristik.

Aufgabe 6.18. Es sei GG eine endliche Gruppe, die auf einem kommutativen
Ring R als Gruppe von Ringautomorphismen operiere, wobei die Ordnung
von G eine Einheit in R sei. Es sei H C G ein Normalteiler. Es sei p der
Reynolds-Operator zu G, § der Reynolds-Operator zu H und v der Reynolds-
Operator zur Operation von G/H auf R (siche Proposition 5.1). Zeige

p = "oo.

7. VORLESUNG - GRADUIERUNGEN

Wir haben schon vereinzelt die Standardgraduierung auf dem Polynomring
verwendet. In dieser Vorlesung fithren wir graduierte Ringe allgemein ein und
erldutern den engen Zusammenhang zwischen Graduierungen und Gruppen-
operationen von kommutativen Gruppen.

GRADUIERUNGEN

Definition 7.1. Es sei R ein kommutativer Ring und D eine kommutative
Gruppe. Eine R-Algebra A heifit D- graduiert , wenn es eine direkte Sum-

menzerlegung
A= EPA
deD
mit R-Untermoduln A, derart gibt, dass R C Ay ist und fiir die Multiplika-
tion auf A die Beziehung
Ad : Ae g Ad—i—e
gilt.
Eine einfache Uberlegung zeigt, dass 1 € A, ist und dass somit A, eine R-

Unteralgebra von A ist. Haufig spricht man einfach von einem D-graduierten
Ring A. Statt R kann man stets Z oder Ag als Grundring wéhlen.
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Bemerkung 7.2. In einer D-graduierten R-Algebra besitzt jedes Element
a € A eine eindeutige Darstellung

a:Zad mit ag € Ag,
deD
wobei nur endlich viele der a; ungleich 0 sein kénnen. Die a; heiflen dabei
die homogenen Komponenten von a, die Ay heiflen ebenfalls die homogenen
Komponenten von A (oder d-ten Stufen) und Elemente a € A, heiflen ho-

mogen vom Grad d. Die Gruppe D heifit die graduierende Gruppe. Der Fall
Ay = 0 ist erlaubt.

Durch eine Graduierung wird die Multiplikation auf einer Algebra A {iber-
sichtlicher strukturiert. Man muss lediglich fiir homogene Elemente a € Ay
und b € A, die Produkte ab € Ay, kennen, dadurch ist schon die gesamte
Multiplikation distributiv festgelegt.

Beispiel 7.3. Es sei R ein kommutativer Ring und R[Xj, ..., X,]| der Poly-
nomring in n Variablen iiber R. Dieser ist in naheliegender Weise Z-graduiert.
Man definiert fiir ein Monom X' X252 ... X*» den Grad durch ky+ko+4- - -+k,
und setzt A4 als den R-Modul aller Polynome an, die R-Linearkombinationen
von Monomen von Grad d sind. Bei der Multiplikation von zwei Monomen
verhilt sich der Grad offensichtlich additiv, sodass dadurch eine graduierte
R-Algebra entsteht. Es ist Ag = R und A,, = 0 fiir negativen Grad n. Diese
Graduierung heifit auch die Standardgraduierung auf dem Polynomring.

Beispiel 7.4. Es sei R ein kommutativer Ring und R[Xq, ..., X,] der Poly-
nomring in n Variablen iiber R. Die additive Gruppe des Polynomrings ist

einfach
P r-x
veN"
Daher ist der Polynomring Z"-graduiert, wobei die v = (v, ..., v,)—te Stufe

einfach aus allen R-Vielfachen des Monoms
XY =Xt X

besteht. Die Stufen zu v € N" sind also isomorph zu R, die anderen Stufen,
bei denen mindestens eine Komponente negativ ist, sind 0. Diese Graduierung
nennt man die feine Graduierung des Polynomringes.

Durch einen (surjektiven) Gruppenhomomorphismus
7" — D
kann man aus der feinen Graduierung des Polynomrings wiederum ,,grébere

Graduierungen“ gewinnen. In Beispiel 7.13 wird diese Konstruktion einge-
setzt.

Beispiel 7.5. Es sei K ein Korper, a € K und n € N. Dann besitzt die
Restklassenalgebra A = K[X]/(X™ — a) eine Graduierung mit der gradu-
ierenden Gruppe D = Z/(n), und zwar setzt man (wobei z die Restklasse
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von X sei)
Ag = { X2’ | X e K}.

Jedes Element f € A kann man durch ein Polynom représentieren, das ma-
ximal den Grad n — 1 besitzt. Daher besitzt jedes f eine Summendarstellung
mit Summanden aus den A,. Diese Summenzerlegung ist direkt, da man mit
der einzigen gegebenen Gleichung X" = a nicht weiter reduzieren kann. Die
Multiplikationseigenschaft folgt aus Az? - pz® = Apz®*, und dies ist gleich
Apax®e ™ falls d + e > n ist, und andernfalls gleich Auz®¢. So oder so ist
es ein Element aus Ag..

Lemma 7.6. Es sei D eine kommutative Gruppe und A ein kommutativer
D-graduierter Ring. Dann ist der Unterring Ag C A ein direkter Summand.

Beweis. Die Stufen A, sind Ap-Moduln, daher ist

A:A0@< -~ Ad>

deD, d#0

eine direkte Summenzerlegung. U

Wir nennen die Stufe Ag auch die neutrale Stufe des graduierten Ringes.

HOMOGENE IDEALE

Definition 7.7. Es sei R ein kommutativer Ring, D eine kommutative Grup-

pe und
A=PAa

deD
eine D-graduierte R-Algebra. Ein Ideal a C A heifit homogen, wenn zu
f € a auch die homogenen Komponenten f; € a sind.

Fiir ein homogenes Ideal liegt die Summenzerlegung
0= Do

mit
a; = an Ay

VOr.

Lemma 7.8. Es sei R ein kommutativer Ring, D eine kommutative Gruppe
und A eine D-graduierte R-Algebra. Es sei a C A ein homogenes Ideal.
Dann ist auch der Restklassenring A/a D-graduiert. Dabei ist

(A/a)y = Ada/da.

Beweis. Siehe Aufgabe 7.9. O
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GRADUIERUNGEN UND (GRUPPENOPERATIONEN

Wir kommen nun zu der Beziehung zwischen D-Graduierungen und Opera-
tionen der Charaktergruppe DV.

Lemma 7.9. Es sei K ein Korper, D eine kommutative Gruppe und A eine
D-graduierte kommutative K-Algebra. Dann gibt es einen Gruppenhomomor-
phismus

DY = Char (D, K) — Auty (A4), x — (aqg — x(d)ag),

der Charaktergruppe von D in die (homogene) K-Automorphismengruppe
von A. Wenn alle Ag # 0 sind, so ist diese Zuordnung injektiv.

Beweis. Zu jedem Charakter
x: D— K*

ist die durch ¢, (3 4epad) = Duep X(d) - aq definierte Abbildung ¢, mit
der Addition vertréglich. Die Vertréglichkeit mit der Multiplikation folgt fiir
homogene Elemente a; € Ay und a, € A, aus

QOX(CLd : ae) = X(d + e)ad *Qe = X(d) ' X(e)ad *Qe = pr(ad) . @X(ae>7

woraus sich aufgrund des Distributivgesetzes auch der allgemeine Fall ergibt.
Fir a € Ay (und insbesondere fiir a € K) ist ferner ¢, (a) = x(0)a =
a, sodass ein K-Algebrahomomorphismus vorliegt. Der triviale (konstante)
Charakter geht bei dieser Zuordnung auf die Identitéit. Es seien nun zwei
Charaktere 1, xo € Char (D, K) gegeben. Fiir ein homogenes Element a, €
Ad ist

Px1-x2 (ad) = (Xl ) X2)(d> " Q4
x1(d) - x2(d) - aq
X1(d) - oy, (aa)
90X1(90X2 (ad))

= <90X1 © @Xz)(ad)?

sodass die Gesamtzuordnung mit den Verkniipfungen vertréglich ist. Daher
gilt auch

Oy O Py—1 = Pyox-1 = 1 = Idy,

sodass jedes ¢, ein K-Algebraautomorphismus und die Gesamtzuordnung ein
Gruppenhomomorphismus ist. Die Injektivitdt ergibt sich unter Verwendung
von Lemma 44.22 (Lineare Algebra (Osnabriick 2024-2025)) folgendermafien.
Bei x # 1 gibt es ein d € D mit x(d) # 1. Nach Voraussetzung ist

Ad#07

sei also a € Ay, a # 0. Damit ist ¢, (a) = x(d)a # a, da x(d) — 1 eine
Einheit ist. Also ist ¢, # Ida. OJ
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Aufgrund dieses Lemmas operiert also die Charaktergruppe zur graduieren-
den Gruppe auf A als Gruppe von (homogenen) K-Algebraautomorphismen.
Der zugehorige Invariantenring zu dieser Operation fallt unter schwachen
Bedingungen mit dem Ring der neutralen Stufe der Graduierung zusammen.

Satz 7.10. Es sei K ein Kérper, D eine kommutative Gruppe und A eine
D-graduierte kommutative K-Algebra. Zu jedem d € D, d # 0, gebe es einen
Charakter x € DV mit

x(d) # L.

Dann ist Ay der Invariantenring unter der natiirlichen Operation der Cha-
raktergruppe G = DY auf A.

Beweis. Fiir ein Element f € Ay und einen beliebigen Charakter x ist of-
fenbar

ex(f) = x(0)f =,
sodass Ay C A% ist. Da die Operation der Charaktergruppe homogen ist,
sind die homogenen Komponenten eines invarianten Elements f € A eben-
falls invariant. Es sei f € A;N A% und d # 0. Aufgrund der Voraussetzung
gibt es einen Charakter
x: D— K~

mit y(d) # 1. Dann ist
ox(f) = x(d)f # f,

also sind solche Elemente nicht invariant. O

Korollar 7.11. Es sei K ein Korper, D eine endliche kommutative Gruppe
und A eine D-graduierte kommutative K-Algebra. Der Korper enthalte hin-
reichend viele Einheitswurzeln, sodass die Charaktergruppe G = DV von D
1somorph zu D sei. Dann ist Ag der Invariantenring unter der natiirlichen
Operation der Charaktergruppe G auf A.

Beweis. Dies folgt direkt aus Satz 7.10. O

Beispiel 7.12. Es sei K ein Korper der positiven Charakteristik p und der
Polynomring K[X] sei durch D = Z/(p) iiber Z — Z/(p) graduiert. Die
neutrale Stufe ist offenbar K[XP?]. Die Charaktergruppe zu Z/(p) ist aber
trivial, da es wegen

(x—=1)P = 2P -1

neben der 1 keine weiteren p-ten Einheitswurzeln in K gibt. Damit ist natiir-
lich auch die induzierte Operation trivial und der Invariantenring ist K[X].

Wir besprechen abschliefend ein wichtiges Beispiel fiir Invariantenringe, die
die sogenannten A-Singularititen représentieren.
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Beispiel 7.13. Es sei K ein Korper, der eine primitive n-te Einheitswurzel
¢ enthalte. Wir betrachten die Untergruppe

G = {(8 C(—)1> = 1} C GLy(K)

und die zugehérige Operation auf K? bzw. auf K[U,V]. Es handelt sich um
eine zyklische Gruppe der Ordnung n, die von

£ 0
=6 &)

erzeugt wird. Die Operation von g auf K[U, V] ist durch U +— (U und V —
71V gegeben. Offenbar sind

X=0"Y=V"Z2=U0V
invariante Polynome unter dieser Gruppenoperation, die in der Beziehung
Xy =27"

stehen. Dass diese drei Invarianten den Invariantenring erzeugen, sieht man
am besten, wenn man die Situation graduiert realisiert. Dazu sei der Poly-
nomring Z x Z-graduiert, wobei U den Grad (1,0) und V' den Grad (0,1)
besitze. Wir betrachten den Gruppenhomomorphismus

§: 72 — 7.)(n) =: D, (a,b) — a — b,

und die zugehorige D-Graduierung des Polynomringes. Wir identifizieren die
Charaktergruppe DV mit der obigen Gruppe G, indem wir

x: D— K*

mit <XE)1) N (81)> identifizieren. Bei dieser Identifizierung entspricht die

obige explizite Operation von G auf K[U, V] der natiirlichen Operation der
Charaktergruppe geméfl Lemma 7.9. Nach Korollar 7.11 ist der Invarianten-
ring unter der G-Operation gleich der neutralen Stufe unter der D-Graduie-
rung. Der Kern von 0 wird durch (n,0), (0,n), (1,1) erzeugt. Die zugehori-
gen Stufen bilden somit den Invariantenring. Der Invariantenring ist also

K[U", v, UV].

Im vorstehenden Beispiel haben wir einen surjektiven Ringhomomorphismus
K[X,Y,Z]/(XY — Z") — K[U",V",UV] = K[U,V]°.

Dies ist in der Tat ein Isomorphismus, d.h. XY = Z" ist die einzige relevante
Gleichung. Dies liegt daran, dass das Polynom XY — Z™ irreduzibel ist und
dadurch der Restklassenring K[X,Y, Z]/(XY — Z") ein Integritétsbereich
ist. Die Ubereinstimmung mit dem Invariantenring folgt nun aus der Dimen-
sionstheorie, die wir aber nicht systematisch entwickeln werden. Jedenfalls
ist dieser Restklassenring und der gesuchte Invariantenring zweidimensional,
sodass sie iibereinstimmen miissen, siche Aufgabe 12.14.
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7. ARBEITSBLATT

UBUNGSAUFGABEN

Aufgabe 7.1. Es sei R ein kommutativer Ring, D eine kommutative Gruppe
und A eine D-graduierte R-Algebra. Zeige 1 € Ay und folgere, dass Ag eine
R-Unteralgebra von A ist.

In den meisten der folgenden Aufgaben kann man statt mit einem Grund-
koérper mit einem beliebigen kommutativen Grundring arbeiten.

Aufgabe 7.2. Es sei K ein Korper, D eine kommutative Gruppe und A eine
D-graduierte kommutative K-Algebra. Zeige, dass zu einem Untermonoid
M C D der K-Vektorraum

@Baem Ad
ein Unterring von A ist.

Aufgabe 7.3. Es sei K ein Korper, D eine kommutative Gruppe und A eine
D-graduierte kommutative K-Algebra, die ein Integritdtsbereich sei. Zeige,
dass die Menge

M ={deD|A;#0}

ein Untermonoid von D ist.

Vor der nichsten Aufgabe erwdhnen wir die folgende Definition.

Es sei K ein Korper, D eine kommutative Gruppe und A eine D-graduierte
K-Algebra. Ein K-Automorphismus

p: A— A
heifit homogen, wenn fiir jedes homogene Element a € Ay gilt p(a) € Ay

Aufgabe 7.4. Es sei K ein Korper, D eine kommutative Gruppe und A
eine D-graduierte kommutative K-Algebra. Zeige, dass der in Lemma 7.9 zu
einem Charakter y € DV eingefiihrte Automorphismus

oy A— A

homogen ist.

Aufgabe 7.5. Es sei D eine kommutative Gruppe und R ein kommutativer
D-graduierter Ring. Es sei
. D—F

ein Gruppenhomomorphismus mit F' = kern 7. Zeige folgende Aussagen.

(1) R ist in natiirlicher Weise E-graduiert.
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(2) Die Operation von EY auf R im Sinne von Lemma 7.9 stimmt mit

der Operation via
7. EY — DY
iiberein.

(3) Die neutrale Stufe von R beziiglich der E-Graduierung ist @, R
Dieser Ring ist F-graduiert und seine neutrale Stufe stimmt mit der
neutralen Stufe von R in der D-Graduierung iiberein.

(4) Vergleiche die letzte Aussage mit Proposition 5.1.

Aufgabe 7.6. Beschreibe im Sinne von Aufgabe 7.5, wie auf dem Polynom-
ring R[ X7, ..., X,] (R ein kommutativer Ring) die feine Graduierung mit der
Standardgraduierung zusammenhéngt.

Aufgabe 7.7. Es sei K ein Korper und V' ein endlichdimensionaler K-
Vektorraum. Zeige, dass es auf dem Polynomring K[V] keine kanonische feine
Graduierung gibt.

d+n—1)

Aufgabe 7.8. Zeige, dass es im Polynomring in n Variablen genau ( o

Monome vom Grad d gibt.

Aufgabe 7.9. Es sei R ein kommutativer Ring, D eine kommutative Gruppe
und A eine D-graduierte kommutative R-Algebra. Es sei a C A ein homo-
genes Ideal. Zeige, dass der Restklassenring A/a ebenfalls D-graduiert ist.

In der folgenden Aufgabe wird mit V(F) zu einem Polynom F €
K[Xy,...,X,] die Nullstellenmenge von F' bezeichnet, also
V(F) ={P e K" | F(P)=0}.

Aufgabe 7.10. Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Kérper. Es seien
a,b € N, teilerfremd und

K*x K* — K2 (t,(2,y)) — (tax, tby) ,

die zugehorige Operation der Einheitengruppe auf der Ebene K?2. Zeige, dass
neben dem Nullpunkt die Bahnen der Operation die Form

V(eX" —dy?)\ {(0,0)}

haben, wobei ein Koeffizient ¢ oder d als 1 gewéhlt werden kann.
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Aufgabe 7.11. Wir betrachten die Gruppenoperation
K* x K> — K2, (u, 7, y) — (uz,u 'y).

Bestimme die Bahnen der Operation. Ist der Quotient (versehen mit der
Bildtopologie) ein Hausdorff-Raum?

Aufgabe 7.12. Es sei R ein Integritdatsbereich und » € R ein Element, das
keine Quadratwurzel in R besitze. Zeige, dass das Polynom X? —r € R[X]
irreduzibel ist.

Aufgabe 7.13. Beschreibe die Korpererweiterung R € C als eine Z/(2)-
graduierte R-Algebra.

Was ist die zugehdrige Operation der Charaktergruppe und was besagt Lem-
ma 7.9 in dieser Situation?

Aufgabe 7.14. Es sei G die Menge der stetigen geraden Funktionen und U
die Menge der stetigen ungeraden Funktionen von R nach R. Zeige, dass

C"(R,R) = GaU
eine Z/(2)-graduierte R-Algebra ist.

Aufgabe 7.15. Es sei R ein kommutativer Ring mit 2 € R*, auf dem
die Gruppe Z/(2) als Gruppe von Ringautomorphismen operiere. Zeige, dass
man R mit einer Z/(2)-Graduierung versehen kann derart, dass die neutrale
Stufe der Invariantenring ist.

Aufgabe 7.16. Es sei K ein Korper, D eine kommutative Gruppe und A
eine D-graduierte kommutative K-Algebra. Es sei

p: A— A

ein homogener Automorphismus. Zeige, dass es einen Charakter y € D" mit
© = , gibt, wobei ¢, der gem&fl Lemma 7.9 zu x gehorige Automorphismus
ist.

Aufgabe 7.17. Es sei K ein Korper und
57— 7

ein Gruppenhomomorphismus. Bestimme die neutrale Stufe von K[X,Y] zur
Graduierung, die durch grad (X;) = d(e1) und grad (X3) = 0(ez) gegeben
ist.
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Aufgabe 7.18. Es sei K ein Korper, D eine kommutative Gruppe und R
eine kommutative D-graduierte K-Algebra. Es sei G = D" mit der natiirli-
chen Operation auf R. Zeige, dass d € D einen Charakter \ auf G derart
definiert, dass (unter geeigneten Voraussetzungen an D und K) die Menge
der Semiinvarianten beziiglich A gerade die d-te Stufe der Graduierung ist.

Aufgabe 7.19. Es sei K ein Korper und n € N. Zeige, dass das Polynom
XYy -z

irreduzibel ist.

8. VORLESUNG - MONOIDRINGE
MONOIDRINGE

Definition 8.1. Es sei M ein kommutatives (additiv geschriebenes) Monoid
und R ein kommutativer Ring. Dann wird der Monoidring R[M| wie folgt
konstruiert. Als R-Modul ist

R[M] = €P Ren,

d.h. R[M] ist der freie Modul mit Basis e,,, m € M. Die Multiplikation wird
auf den Basiselementen durch

€m €k ‘= Cmik
definiert und auf ganz R[M] distributiv fortgesetzt. Dabei definiert das neu-
trale Element 0 € M das neutrale Element 1 = ¢y der Multiplikation.

Bemerkung 8.2. Ein Element in einem Monoidring lésst sich eindeutig als
f = Z A€oy
meM

schreiben, wobei M C M eine endliche Teilmenge ist und a,, € R. Addiert
wird komponentenweise und die Multiplikation ist explizit durch

Feg=1)> amen (Z bk€k> =) > amby | e
meM

keM LeM \m+4k=0meM keM

gegeben. Dies ist mit distributiver Fortsetzung gemeint. Die Menge der ¢,
iiber die hier summiert wird, ist endlich, und auch die inneren Summen sind
jeweils endlich.

Es ist iiblich, statt e,, suggestiver X™ zu schreiben, wobei X ein Symbol ist,
das an eine Variable erinnern soll. Die Multiplikationsregel X™X* = Xm+k
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erinnert dann an die entsprechende Regel fiir Polynomringe. In der Tat sind
Polynomringe Spezialfille von Monoidringen, und diese Notation stammt von
dort. Auch ein exakter Beweis, dass in der Tat ein Ring mit assoziativer und
distributiver Multiplikation vorliegt, funktioniert wie im Fall von Polynom-
ringen. Meistens schreibt man ein Element einfach als »  _, a,»,X™, wobei
fast alle a,, = 0 sind. Elemente der Form X" nennt man Monome. Die
Abbildung M — R[M], m +— X™ ist ein Monoidhomomorphismus, wobei
rechts die multiplikative Monoidstruktur des Monoidringes genommen wird.

Ein Monoidring ist in natiirlicher Weise eine R-Algebra, und zwar sind die
Elemente f aus R aufgefasst in R[M] gleich

f=11=fX"
Man nennt daher auch R den Grundring des Monoidringes. Monoidringe

sind bereits fiir Grundkorper interessant.

Beispiel 8.3. Es sei n eine natiirliche Zahl und M = N”" das n-fache direkte
Produkt der natiirlichen Zahlen. Ein Element £ € N" ist also ein n-Tupel
(ki,...,k,) mit k; € N. Dies kann man auch als
(k1y... kn) = k1(1,0,0,...,0) + k2(0,1,0,...,0) +--- + £,(0,0,0,...,1)
schreiben. Damit lisst sich das zugehérige Monom X* eindeutig als
XF = XPrXp e X

schreiben, wobei wir X; = X% = X(0:-010.-0) fiir das Monom zum i-ten
Basiselement geschrieben haben. Das bedeutet aber, dass der Monoidring
zum Monoid N” iiber R genau der Polynomring in n Variablen ist. Insbe-
sondere ist BR[N] = R[X]. Der Monoidring zum trivialen Monoid {0} ist der
Grundring selbst.

Beispiel 8.4. Es sei n eine natiirliche Zahl und M = Z" das n-fache direkte
Produkt der ganzen Zahlen. M ist also die freie kommutative Gruppe vom
Rang n. Jedes Element k € Z" ist ein n-Tupel (kq, ..., k,) mit k; € Z. Dies
kann man auch als
(k1,. .. kn) = k1(1,0,0,...,0) + k2(0,1,0,...,0) +--- + k,(0,0,0,...,1)
schreiben und das zugehorige Monom X* kann man eindeutig als
X = X xR X

mit k; € Z schreiben, wobei wir wie in Beispiel 8.3 X; = X% geschrieben
haben. Fiir diesen Monoidring schreibt man auch

RIM] = RIX1,..., X0, X740 XY,

n

und dieser ist isomorph zur Nenneraufnahme des Polynomringes am Produkt
der Variablen, also

R[M] = R[X1,..., X, X;7' ..., X Y = R[Xy,..., X0lx,x,,

Diesen Ring nennt man auch den Laurent-Ring in n Variablen iiber R.
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UNIVERSELLE EIGENSCHAFT DER MONOIDRINGE
Satz 8.5. Es sei R ein kommutativer Ring und sei M ein kommutatives
Monoid. Es sei B eine kommutative R-Algebra und
o: M — B

ein Monoidhomomorphismus (beziglich der multiplikativen Struktur von B).
Dann gibt es einen eindeutig bestimmten R-Algebrahomomorphismus

o RIM] — B
derart, dass das Diagramm
M — R[M]
N
B

kommutiert.

Beweis. Ein R-Modulhomomorphismus ¢: R[M] — B ist festgelegt durch
die Bilder der Basiselemente X™, m € M. Das Diagramm kommutiert genau
dann, wenn @¢(X™) = ¢(m) ist. Durch diese Bedingung ist die Abbildung
also eindeutig festgelegt und ist bereits ein R-Modulhomomorphismus. Es ist
zu zeigen, dass dieser Homomorphismus auch die Multiplikation respektiert.
Esist ¢(1) = ¢(X°) = p(0) = 1. Ferner ist
FX™XE) = (X" = p(m+ k) = p(m)- (k) = G(X™) - B(X*).

Auf der Ebene der Monome respektiert die Abbildung also die Multiplikation.

Daraus folgen fiir Elemente f = ) apX™ und g = >, 0 XF die
Identitéten

Az (o)) = oz (320 ) )

= ) < > ambk>g0(€)

meM

eM \m+k=¢

= > ambre(m)p(k)
m,keM

= (Z amw(m)> (Z bw(@)

meM keM
= @(Z amX’”>¢(Z kak>,
meM keM
sodass die Abbildung ein Ringhomomorphismus ist. U

Korollar 8.6. Es ser R ein kommutativer Ring. Es seien M und N kom-
mutative Monoide und set
p: M — N
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ein Monoidhomomorphismus. Dann induziert dies einen R-Algebrahomomor-
phismus zwischen den zugehdrigen Monoidringen

¢: R[M] — R[N], X™ — XM,

Beweis. Dies folgt aus Satz 8.5 angewandt auf die R-Algebra B = R[N] und
den zusammengesetzten Monoidhomomorphismus M % N — R[N]. O

Bemerkung 8.7. Eine Familie von Elementen m; € M, i € I, in ei-
nem Monoid M ergibt einen Monoidhomomorphismus N) — M, indem
das i-te Basiselement e; auf m,; geschickt wird. Dies ist insbesondere fiir
endliche Indexmengen I = {1,...,n} relevant. Der Monoidhomomorphis-
mus induziert dann nach Korollar 8.6 einen R-Algebrahomomorphismus
R|N"| = R[X},...,X,] — R[M]von der Polynomalgebra in den Monoidring.
Diese Abbildung ist der Einsetzungshomomorphismus, der durch X; — X"
gegeben ist.

Definition 8.8. Zu einem kommutativen Monoid M und einem kommuta-
tiven Ring R nennt man einen Monoidhomomorphismus

M — (R,-,1)
auch einen R- wertigen Punkt von M.

Bemerkung 8.9. Ein kommutatives Monoid wird héufig durch endlich vie-
le Erzeuger eq, ..., e, zusammen mit binomialen Gleichungen zwischen den
Erzeugern beschrieben. Diese sind von der Form

mey + -+ npe. = miep + -0+ mpe,

mit n; € N. Ein K-wertiger Punkt ¢: M — K ist durch die Werte a; =
©(e;) eindeutig festgelegt. Dabei muss die Bedingung

ni nr __ mi
al ...ar _al e q

my
T

erfiillt sein, und zwar fiir jede im Monoid giiltige binomiale Gleichung.

Lemma 8.10. Es sei R ein von 0 verschiedener kommutativer Ring. Es seien
M und N kommutative Monoide und set p: M — N ein Monoidhomomor-
phismus. Dann ist ¢ genau dann injektiv (surjektiv), wenn der zugehdrige
R-Algebrahomomorphismus ¢: R[M] — R[N| injektiv (surjektiv) ist.

Beweis. Es sei ¢ injektiv, und angenommen, dass

@(Z ame> = Z am XM = 0.

meM

Da die ¢(m), m € M, alle verschieden sind, folgt daraus a,, = 0. Ist
umgekehrt ¢ nicht injektiv, sagen wir p(m) = @(k), m # k, so ist auch
@(X™) = p(X*), obwohl X™ £ X ist.

Ist ¢ surjektiv, so kann man fiir ein beliebiges Element ) _\ a,X™ aus R[N]
sofort ein Urbild angeben, némlich ) .\ a, X", wobei m, ein beliebiges
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Urbild von n sei. Ist hingegen ¢ nicht surjektiv, so sei n € N ein Element,
das nicht zum Bild gehort. Dann ist das Monom X™ von 0 verschieden und
kann nicht im Bild des Algebrahomomorphismus liegen. U

Korollar 8.11. FEs sei R ein von 0 verschiedener kommutativer Ring. Es sei
M ein kommutatives Monoid und m; € M, i € I, eine Familie von Elemen-
ten aus M. Dann bilden die m; genau dann ein Monoid-Erzeugendensystem
fiir M, wenn die X™ i € I, ein R-Algebra-FErzeugendensystem fiir den Mo-
noidring R[M| bilden.

Beweis. Die m;, ¢ € I, bilden genau dann ein Monoid-Erzeugendensystem fiir
M, wenn der Monoidhomomorphismus NU) — M surjektiv ist. Dies ist nach
Lemma 8.10 genau dann der Fall, wenn der zugehérige Homomorphismus

R[X;,i € I| — R[M], X; —> X™,
surjektiv ist. Dies ist aber genau dann der Fall, wenn die X™ ein R-Algebra-

Erzeugendensystem bilden. U

Korollar 8.12. Es sei R ein kommutativer Ring und S eine R-Algebra.
Es sei M ein kommutatives Monoid. Dann gibt es einen nattrlichen R-
Algebrahomomorphismus

RIM] — S[M], > amX™— > anX™,
meM meM

(die Koeffizienten aus R werden also einfach in S aufgefasst).

Beweis. Dies folgt aus Satz 8.5, angewandt auf die R-Algebra S[M] und den
Monoidhomorphismus M — S[M]. O

DIFFERENZENGRUPPE ZU EINEM MONOID

Wir interessieren uns nun fiir die Frage, wann ein Monoidring ein Integritéts-
bereich ist (was nur bei integrem Grundring sein kann) und wie man dann
den Quotientenkorper beschreiben kann. Da im Quotientenkorper jedes von
null verschiedene Element invertierbar sein muss, gilt das insbesondere fiir
die Monome T, m € M, und es liegt nahe, nach einer additiven Gruppe zu
suchen, die M umfasst.

Definition 8.13. Es sei M ein kommutatives Monoid. Dann nennt man die
Menge der formalen Differenzen

M) ={m-n|mmneM}
mit der Addition
(m1 —n1) + (ma2 —ng) == (my +ma) — (n1 + n2)
und der Identifikation

myi—ny = mo —ne falls es ein m € M gibt mit m+mq+ns =m-+mso+n;.
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die Differenzengruppe zu M.

Wir {iberlassen es dem Leser als Aufgabe, zu zeigen, dass die Differenzen-
gruppe wirklich eine Gruppe ist. Die vorstehende Konstruktion ist natiirlich
der Konstruktion von Quotientenkorpern bzw. Quotientenringen nachemp-
funden, man muss nur die multiplikative Schreibweise dort additiv umdeuten.
Die Konstruktion der Differenzengruppe ist eigentlich elementarer. Die Dif-
ferenzengruppe zum additiven Monoid N ist natiirlich Z. Die Elemente in
einem Monoid kann man direkt im Differenzenmonoid auffassen, und zwar
durch den Monoidhomomorphismus

M — T'(M), m+— m —0,

wobei wir statt m — 0 einfach m schreiben. Vo6llig unproblematisch ist dieser
Ubergang aber doch nicht, da diese Abbildung im Allgemeinen nicht injektiv
sein muss. Das hat damit zu tun, dass in der obigen Definition bei der Identi-
fizierung links und rechts ein m auftreten darf (und das lésst sich auch nicht
vermeiden). Natiirlich will man auch diejenigen Monoide charakterisieren,
fiir die man dieses Extra-m nicht braucht.

Definition 8.14. Man sagt, dass in einem kommutativen Monoid M die
Kiirzungsregel gilt (oder dass M ein Monoid mit Kiirzungsregel ist), wenn
aus einer Gleichung

m+n=m+kmit m,n, ke M,
stets n = k folgt.

Fiir ein solches Monoid ist die Abbildung in die Differenzengruppe injektiv,
siehe Aufgabe 8.13.

WEITERE BEGRIFFE FUR MONOIDE

Definition 8.15. Ein kommutatives Monoid M heif3t endlich erzeugt, wenn

es Elemente my,...,m, € M gibt derart, dass man jedes m € M als
n
m = Zajmj
j=1

mit a; € N schreiben kann.

Definition 8.16. Ein kommutatives Monoid M heifit spitz, wenn 0 das ein-
zige invertierbare Element in M ist.

Definition 8.17. Ein kommutatives Monoid M heif3t torsionsfre:, wenn fiir
m,n € M aus rm = rn fiir eine positive Zahl » € N, stets m = n folgt.

Wenn M ein endlich erzeugtes, torsionsfreies Monoid mit Kiirzungsregel ist,
so ist die zugehorige Differenzengruppe isomorph zu Z" und wird auch das
Differenzengitter zu M genannt.
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Definition 8.18. Es sei M ein torsionsfreies kommutatives Monoid mit
Kiirzungsregel und mit zugehoriger Differenzengruppe I'(M). Dann heifit das
Untermonoid

M = {m eT(M)| esgibt r € N, mit rm € M}
die Normalisierung von M.

Ein Monoid heifit normal, wenn es ein torsionsfreies Monoid mit Kiirzungs-
regel ist und mit seiner Normalisierung iibereinstimmt.

8. ARBEITSBLATT

UBUNGSAUFGABEN

Aufgabe 8.1. Berechne
(37° — 27" + 5T7) - (47° — 6T" + 5T7)
im Monoidring Z/(7)[Z/(3)] iiber dem Kérper Z/(7).

Aufgabe 8.2. Berechne
(AT° — 9T + 9T + 7T — 4T*) - (4T° = T" + 5T> + 7T° — T*)
im Monoidring K[Z/(5)].

Aufgabe 8.3. Zeige, dass die Multiplikation auf einem Monoidring zu einem
kommutativen Monoid das Assoziativgesetz und das Distributivgesetz erfiillt.

Aufgabe 8.4. Es sei R ein kommutativer Ring. Beweise die R-Algebraiso-
morphie

R[Z" = R[Xy,..., Xu]x,x,
mit Hilfe der universellen Eigenschaften von Monoidringen und Nennerauf-
nahmen.

Aufgabe 8.5. Wir betrachten die kommutativen Monoide M = N" und
N = N°. Zeige, dass ein Monoidhomomorphismus von M nach N eindeutig
durch eine Matrix (mit r Spalten und s Zeilen) mit Eintrdgen aus N bestimmt
ist.
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Aufgabe 8.6. Es sei K ein Korper. Finde ein kommutatives Monoid M
derart, dass eine Isomorphie

KM| = K[X,Y,UV]/(UX -VY)

vorliegt.

Aufgabe 8.7. Es sei R ein kommutativer Ring und A = R[X}, ..., X,] der
Polynomring iiber R. Es sei
{X"|veJ CN"}

eine Familie von Monomen in A. Zeige, dass die durch diese Monome erzeugte
R-Unteralgebra von A mit dem Monoidring R[M] tibereinstimmt, wobei M
das von den v, v € J, erzeugte Untermonoid von N" ist.

Aufgabe 8.8. Es seien M C N kommutative Monoide. Zeige, dass durch
M = {n € N |es gibt k € N, mit kn € M}

ein Untermonoid von N gegeben ist, das M umfasst.

Aufgabe 8.9. Es sei M ein kommutatives Monoid und R ein kommutativer
Ring. Charakterisiere, fiir welche Teilmengen I C M die Teilmenge

R[I| = @71 < RIM]

ein Ideal in R[M] ist.

Aufgabe 8.10. Es sei M ein kommutatives Monoid. Zeige, dass die zugehori-

ge Differenzengruppe I' = I'(M) eine kommutative Gruppe ist, und dass sie

folgende universelle Eigenschaft besitzt: Zu jedem Monoidhomomorphismus
o: M — G

in eine Gruppe G gibt es einen eindeutig bestimmten Gruppenhomomorphis-
mus

o: I'— G,
der ¢ fortsetzt.

Aufgabe 8.11. Wir betrachten das von 2 und 3 erzeugte Untermonoid in
den natiirlichen Zahlen, also

M = {0,2,3,4,5,...} C N,

und den Restklassenring R = 7Z/(9). Ferner betrachten wir die Menge der R-
wertigen Punkte von M und N (also die Menge der Monoidhomomorphismen
Moryon (M, R) bzw. More, (N, R)) und die Restriktionsabbildung

Y Mormen (N, R) — Morpen (M, R), m — 7|
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(a) Bestimme die Einheiten und die nilpotenten Elemente von R.

(b) Bestimme die Anzahl von Mory,., (N, R).

(c) Zeige, dass ein p € Morye, (M, R) mit der Eigenschaft, dass p(2)
eine Einheit in R ist, eine Fortsetzung nach N besitzt.

(d) Bestimme sémtliche 7 € Morpo, (N, R), deren Einschrankung auf
M \ {0} die Nullfunktion ist.

(e) Bestimme sidmtliche p € Morpye, (M, R), die keine Fortsetzung nach
N besitzen.

(f) Bestimme die Anzahl von Morye, (M, R).

Aufgabe 8.12. Man gebe ein Beispiel eines Untermonoids M C N2, das
nicht endlich erzeugt ist.

Aufgabe 8.13. Es sei M ein kommutatives Monoid mit zugehoriger Diffe-
renzengruppe I' = I'(M). Zeige, dass folgende Aussagen dquivalent sind.

(1) M ist ein Monoid mit Kiirzungsregel.
(2) Die kanonische Abbildung M — I'(M) ist injektiv.
(3) M lasst sich als Untermonoid einer Gruppe realisieren.

Aufgabe 8.14. Es sei K ein Korper und G eine Gruppe. Dann kénnen
wir den Monoidring K[G] betrachten. Es sei nun weiter M ein K[G]-Modul.
Zeige, dass

(a) M nichts anderes ist als ein K-Vektorraum V' zusammen mit einem
Gruppenhomomorphismus p: G'— Autg (V).

(b) ein K[G]-Modulhomomorphismus ¢: M — M eine K-lineare Abbil-
dung ist, fiir die zusétzlich ¢ o p(g) = po p fir alle g € G gilt.

Bemerkung: p heifit dann eine Darstellung von G. Solche Darstellungen sind
oft einfacher zu handhaben als G und man kann mit Hilfe von p oft hilfreiche
Erkenntnisse {iber G selbst gewinnen.

9. VORLESUNG - MONOIDRINGE ALS INVARIANTENRINGE

In dieser Vorlesung mochten wir Monoidringe als Invariantenringe zu einer
Gruppenoperation auf einem Polynomring realisieren, wobei wir den Weg
iiber graduierte Ringe beschreiten. Wir zitieren den folgenden Satz, das so-
genannte Lemma von Gordan, das eine Beziehung zwischen (normalen, torsi-
onsfreien, endlich erzeugten) Monoiden (mit Kiirzungsregel) und endlich er-
zeugten rationalen konvexen Kegeln stiftet. Ein solcher (polyedrischer) Kegel
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besteht aus allen Linearkombinationen mit nichtnegativen Koeffizienten zu
einer endlichen Familie von Vektoren im Q”. Er heifit spitz, wenn er abgese-
hen vom Nullpunkt vollsténdig in einem Halbraum liegt. Ein solcher Kegel
ist der Durchschnitt von endlich vielen Halbrdumen (auch dies ist ein Satz
aus der Theorie der polyedrischen Kegel).

Satz 9.1. (1) Es sei M C Z" ein normales endlich erzeugtes Monoid
und C = QsoM der zugehirige rationale Kegel. Dann ist M = I'NC,
wobei I' C Z™ das Differenzengitter zu M ist.

(2) Wenn umgekehrt I' C Q" eine endlich erzeugte Untergruppe und
C C Q" ein endlich erzeugter rationaler Kegel ist, so ist der Durch-
schnitt M = I'NC' ein normales endlich erzeugtes Monoid.

Statt im Q™ kann man genauso gut im R" arbeiten, allerdings wird verlangt,
dass die Kegel von Vektoren mit rationalen Koordinaten erzeugt werden.

NORMALE MONOIDRINGE ALS INVARIANTENRINGE

Wir betrachten auf dem Polynomring K[Xj, ..., X,] Graduierungen, die aus
der feinen Graduierung, bei der die Variable X; den Grad e; € Z" bekommt,
hervorgehen, indem man einen Gruppenhomomorphismus

0: 72" — D

in eine kommutative Gruppe D fixiert (den man als surjektiv voraussetzen
darf). Dies ergibt eine D-Graduierung des Polynomrings, bei der der Grad
der Variable X; durch

festgelegt ist. Die neutrale Stufe dieses so graduierten Polynomringes besteht
aus den Linearkombinationen aller Monome X7 - - - X% deren Exponenten-
tupel (ay,...,a,) € Z" unter 6 auf 0 € D abgebildet wird. Die neutrale Stufe
wird also durch den Kern von ¢ vollstéandig beschrieben. Wenn umgekehrt ei-
ne Untergruppe A C Z" gegeben ist, so kann man die Restklassenabbildung

7" — 7"J]A=:D
betrachten und erhélt so einen D-graduierten Ring.

Satz 9.2. Es sei K ein Korper. Fir eine kommutative K-Algebra R sind
folgende Aussagen dquivalent.

(1) R ist ein Monoidring tiber K zu einem endlich erzeugten, torsions-
freien, normalen, spitzen Monoid mit Kirzungsregel.

(2) R ist die neutrale Stufe einer D-Graduierung eines Polynomringes
K[Xy,...,X,], wobei die Graduierung durch einen surjektiven Grup-
penhomomorphismus

0: 2" — D
gegeben ist.
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Beweis. (1) = (2). Es sei R = K[M] mit einem kommutativen Monoid M,
das die angegebenen Eigenschaften erfiillt. Dann gibt es nach Satz 9.1 (1)
einen reellen Raum R”™ und einen spitzen rationalen polyedrischen Kegel C' C
R™ derart, dass M = Z"NC ist (dabei kann man Z" als das Differenzengitter
zu M wihlen). Ein solcher Kegel ist der Durchschnitt von endlich vielen
Halbrdumen Hj, j = 1,...,7. Diese Halbrdume kann man mit der Hilfe von
linearen Abbildungen

mi: R" — R
durch
H; = ;' (Rxo)
realisieren. Wegen der Rationalitdt kann man die 7; sogar als ganzzahlig,

also als Abbildungen von Z" nach Z, ansetzen. Dies fithrt zu einem Grup-
penhomomorphismus

. 4" — 7,
der injektiv ist. Wenn némlich 7(w) = 0 ist, so gehort w € Z" C R" zu
jedem der Halbrédume H;, und das gleiche gilt fiir —w. Wegen der Spitzheit
muss w = 0 sein. Es sei A = 7(Z") das Bild in Z" und es sei

0: 72" —7Z"/A=:D
der zugehorige Restklassenhomomorphismus. Insgesamt ist
M Z" N q
= Z'n()H,

j=1
{(a1,...,a,) € Z" | mj(a1,...,a,) > 0 fiir alle j}
{(by,...,b,) e ACZ" | b; >0}

{(by,...,b.) € A| (by,...,b) N}

= N'NnA

N" N kern d.

[ral

Das zuletzt angegebene Monoid entspricht aber der Menge aller Monome in
K[Xi,...,X,], deren §-Grad gleich 0 ist. Also ist

K[M] = KIN'NA] = K[N"NkernJ]

der Ring der neutralen Stufe von K[Xj,...,X,] unter der durch § gege-
benen Graduierung. (2) = (1). Die neutrale Stufe besteht aus simtlichen
K-Linearkombinationen zu Monomen, deren Grad unter der Graduierung 0
ist. Diese Monome bilden offenbar ein Monoid, das wir M nennen. Es ist also

M = ANN

mit A = kernd = Z". Der zugehorige Monoidring stimmt mit der neutralen
Stufe iiberein. Wegen M C N" ist das Monoid spitz, torsionsfrei und geniigt
der Kiirzungsregel. Die Normalitéat ist ebenfalls klar. Wegen M = ANN" =
AN (RZ,) folgt die endliche Erzeugtheit aus Satz 9.1 (2). O
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Beispiel 9.3. Es sei k¥ € N, fixiert. Wir betrachten das Monoid M C 7?2,
das durch die Vektoren

(0,1), (1,1), (2,1),...,(k—1,1), (k, 1)

erzgeut wird. Das Differenzengitter des Monoids ist der umgebende Z2. Das
Monoid kann man auch mit einem Kegel beschreiben, und zwar mit dem
durch die beiden Linearformen m; = (1,0) und my = (—1,k) festgelegten
Kegel C. Fiir die Gleichheit M = C N Z? muss man sich klar machen, dass
man jeden Gitterpunkt innerhalb des Kegels als eine additive Kombination
der vorgegebenen k + 1 Vektoren schreiben kann. Insbesondere ist somit das
Monoid normal. Wir wollen dieses Monoid mit einer Graduierung im Sinne
von Satz 9.2 beschreiben. Dazu fassen wir die beiden Linearformen zu einer
(injektiven) Abbildung
. 72— 72

zusammen, wobei fiir die Standardvektoren 7(1,0) = (1,—1) und 7(0,1) =
(0, k) gilt (die Bilder der erzeugenden Vektoren (j, 1) sind 7(j,1) = (j, k—3)).
Es ist also 7(Z%) = A = ((1,-1),(0,k)) und dies ist auch der Kern unter
dem surjektiven Gruppenhomomorphismus

§: 772 — 7/ (k)
mit
d(e1) = d(e2) = 1.
Der Monoidring R[M] ist isomorph zum Unterring
RIXF XFy xXF2y? . YF] C R[X,Y].

Die Graduierung im néchsten Beispiel kam bereits in Lemma 5.4 zum Zuge.

Beispiel 9.4. Wir betrachten die Z-Graduierung (aufgefasst als Gruppen-
homomorphismus Z* — Z) auf K|[U;,Us, Vi, Vs], bei der Uy, Us den Grad 1
und Vi, V5 den Grad —1 bekommen. Der Kern dieser Graduierung ist

1 1 0
0 0 1
3 ~ - 4
722 A= ol | ) C Z°.
0 1 0
Das Monoid
M = ANnN
0
wird zusétzlich von (1) erzeugt. Die vier Monoiderzeuger entsprechen den

1
Monomen vom Grad U, Vi, Uy Va, U Vi, Uy Vs, die den Monoidring als Algebra
erzeugen. Wir berechnen die Linearformen, die im Sinne des Beweises der
Riickrichtung von Satz 9.2 den Kegel im R3 beschreiben, der das Monoid
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festlegt. Diese Linearformen ergeben sich durch die vier Projektionen des R*
eingeschrinkt auf R3 mit der obigen Einbettung. Dies ergibt die Linearformen

m = (1,1,0), my = (0,0,1), m3 = (1,0, 1), 7y = (0, 1,0).

Die Erzeuger dieses Kegels im R? sind

1 0\ [0 ~1
o, (1], (o], 1
0o/ \o 1 1

Sie werden durch 7 auf die oben erwidhnten Monoiderzeuger abgebildet.

Satz 9.5. Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Kdérper der Charakteristik
0. Fir eine kommutative K-Algebra R sind folgende Aussagen dquivalent.

(1) R ist ein K-Monoidring zu einem endlich erzeugten, torsionsfreien,
normalen, spitzem Monoid mit Kiirzungsregel.

(2) R ist die neutrale Stufe einer D-Graduierung eines Polynomringes
K[Xy,...,X,], wobei die Graduierung durch einen surjektiven Grup-
penhomomorphismus

0: 72" — D

gegeben ist.
(8) R ist der Invariantenring einer treuen Operation A der Gruppe

b
ey (K) % -+ % g, (K) x (KX)
auf dem Polynomring K[X1,...,X,| der Form
Atrs .- tage, Xi) = £ e X,

(mit gewissen d; ; € Z/(¢;) firj < a undd;; € Z firj > a).
(4) R ist der Invariantenring zur linearen Operation der Gruppe der in-
vertierbaren Diagonalmatrizen

g e 0 0 0
da1 d2,a+b
0 gl Pen |
! ath 1t =1firl<j<a
J
0 0 .
0 0 0 gl

auf dem K" (fir gewisse ¢; firl < j < a).

Beweis. Die Aquivalenz von (1) und (2) folgt direkt aus Satz 9.2. Von (2)
nach (3). Nach dem Hauptsatz iiber endlich erzeugte kommutative Gruppen
ist
D = Z/(6) x - x L] (L) x Z°,
daher ist
G = DY = py,(K) x - x g, (K) x (K¥)°,
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siehe Aufgabe 3.24. Die zur Graduierung geméfl Lemma 7.9 gehérende Grup-
penoperation der Charaktergruppe ist fiir Yy € G durch

X; — x(6(e:)) X;
festgelegt. Mit
5(62‘) = (5i,1, - ;5i,a+b)
und
X = (t,-- - tass)
(beides entsprechend der Produktzerlegung von D bzw. von DV)ist

0 dia
X(5(ez))XZ = X((S’i,la . )6i,a+b)Xi = tl d tajrljin'

Es liegt also die im Satz beschriebene Form der Operation vor. Aufgrund der
Voraussetzung an den Korper sind die Bedingungen von Satz 7.10 erfiillt, also
ist die neutrale Stufe der Invariantenring. Nach Lemma 7.9 ist die Operation
treu. (3) nach (2). Es sei die Operation mit den Daten d; ; gegebenen. Wir
setzen

D = Z/(l)) x - X L) (l) x Z°

und definieren einen Gruppenhomomorphismus 0: Z" — D durch e; —
(di1, . ..,d;qasp). Die Gruppenoperation der durch 0 gegebenen Graduierung
ist gerade die vorgegebene Operation. Diese Aussage folgt somit aus Satz
7.10. Die Aquivalenz von (3) und (4) ist klar. O

Beispiel 7.12 zeigt, dass man im vorstehenden Satz auf die Voraussetzung
der Charakteristik nicht verzichten kann.

VERONESE-RINGE

Definition 9.6. Es sei A eine Z-graduierte R-Algebra und s € N,. Dann
nennt man

A(S) = EBnEZAsn C A

den s-ten Veronese-Ring von A.

Dabei handelt es sich offenbar um einen Unterring von A. Wegen A, C
A®) liegt eine R-Unteralgebra vor. Die Veroneseringe kann man selbst Z-
graduieren, indem man entweder die Graduierung direkt iibernimmt (wobei
dann die Stufen, deren Index kein Vielfaches von s ist, gleich 0 sind) oder
aber die Graduierung als (A®)); := A,4 ansetzt.

Lemma 9.7. Es sei A eine Z-graduierte R-Algebra und s € Ny. Es sei
vorausgesetzt, dass R eine s-te primitive Einheitswurzel enthalte. Dann st
A®) der Invariantenring unter der natiirlichen Operation der Charaktergrup-

pe (Z/(s))".
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Beweis. Wir betrachten A als Z/(s)-graduiert durch den kanonischen Grup-
penhomomorphismus Z — Z/(s). Dann ist der Veronese-Ring A die O-te
Stufe von A in dieser neuen Graduierung. Daher folgt die Aussage aus Ko-
rollar 7.11. U

Lemma 9.8. Es sei A eine Z-graduierte R-Algebra, die von der ersten Stufe
Ay erzeugt sei. Dann wird der Veronese-Ring A®) von der Stufe A, erzeugt.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass jedes homogene Element von A®) von A,
erzeugt wird. Es sei also f € Agq. Nach Voraussetzung ist

f= g r,xyt T
veNn?

mit Elementen x; € A; und mit ;' , v, = sd. Diese Summe kann man in
d Teilsummen aufspalten, d.h. man kann z¥ = x# ... z#4 schreiben, wobei
die p; jeweils Gradtupel vom Grad s sind. U

Beispiel 9.9. Essei K ein Korper, R = K[X7, ..., X,] der Polynomring und
R®) der Veronese-Ring zu s € N,. Nach Lemma 7.6 ist R®) C R ein direkter
Summand. Bei s > 2 (und n > 1) gibt es keinen Ringhomomorphismus
¥: R— RY
mit ) ot = Idps) . Dies liegt daran, dass
¢(X1) = ap+as+ags+ -+ apg = Xl

mit a;s € R;s keine Losung besitzt.

VERONESE-RINGE ZU POLYNOMRINGEN

Wir betrachten nun genauer die Veronese-Ringe zum Polynomring mit der
Standardgraduierung.

Lemma 9.10. Es sei K ein Korper und R = K[Xy,...,X,| der Polynom-
ring tiber K in n Variablen und s € N,. Dann ist der Veronese-Ring R
der Monoidring zum Monoid

M = {m:(ml,...,mn)eNn\ZmieNs} C N".

i=1
Wenn K eine s-te primitive Finheitswurzel enthdlt, so ist dies zugleich der

Invariantenring zur linearen Operation der jus(K) auf dem K™ durch skalare
Multiplikation.

Beweis. Dies folgt aus Satz 9.2 zur D := Z/(s)—Graduierung
" — 7 — ZJ(s) .

Der Kern dieser Abbildung geschnitten mit N bildet gerade die angegebene
Menge. Der Zusatz folgt aus Lemma 9.7. U
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Die in der letzten Aussage angesprochene Gruppenoperation ist besonders
einfach, sie wird linear durch Diagonalmatrizen mit konstanten Eintrigen
realisiert, die s-te Einheitswurzeln sind. Die Determinanten dieser Matri-
zen sind i.A. nicht 1, d.h. es handelt sich nicht um eine Untergruppe der
speziellen linearen Gruppe. Damit hangt der Umstand zusammen, dass die
Veronese-Ringe typischerweise ziemlich viele Gleichungen benétigen, um sie
als Restklassenring eines Polynomrings zu beschreiben.

Beispiel 9.11. Zum Polynomring K[X] iiber einem Korper K und jedem
s € N, ist der s-te Veronese-Ring isomorph zum Polynomring selbst. Es
handelt sich einfach um den von X* iiber K erzeugten Unterring.

Beispiel 9.12. Zum Polynomring A = K[X,Y] iiber einem Koérper K und
einem s € N, wird der s-te Veronese-Ring durch die Monome
X X7y, o Xyshys

erzeugt. Bei s = 2 handelt es sich um

K[X* XY, Y? = K[U,V,W]|/(UW —V?).
Bei s = 3 handelt es sich um
K[X°, X?Y, XY?Y?| = K[UV,W,Z])(UZ - VW, UW - V> VZ - W?).
Diese Ringe sind nicht isomorph zum Polynomring in zwei Variablen. Bei-
spielsweise ist A® im Gegensatz zum Polynomring nicht faktoriell, die Ele-
mente U, V, W sind irreduzibel, aber nicht prim, und die Gleichung UW =

V2 bedeutet, dass zwei wesentlich verschiedene Zerlegungen dieses Elementes
vorliegen.

9. ARBEITSBLATT

UBUNGSAUFGABEN

Aufgabe 9.1. Beschreibe

als Monoidring und als neutrale Stufe eines Polynomrings in einer geeigneten
Graduierung.

Aufgabe 9.2. Wir betrachten die Graduierung des Polynomringes
K[X,Y,Z] mit der graduierenden Gruppe Z/(5), bei der die Variablen die
Grade Grad (X) = 1, Grad (YY) = 2 und Grad (Z) = 3 bekommen. Wir
mochten ein Erzeugendensystem fiir die Monome X%Y°Z¢ (nicht 1) mit in
der nullten Stufe bestimmen.
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(a) Bestimme die Monome X*Y?*Z¢ mit minimalem Exponententupel in
der nullten Stufe, bei denen jeweils zwei Exponenten gleich 0 sind.

(b) Bestimme die Monome XY ®Z¢ mit minimalem Exponententupel in
der nullten Stufe, bei denen jeweils ein Exponent gleich 0 ist.

(c) Zeige, dass die Monome aus Teil (a) und (b) zusammen sémtliche
Monome der nullten Stufe erzeugen.

Aufgabe 9.3. Bestimme das Monoid und den Monoidring, das durch den
Kegel
C = {av+bw|a,be Ry}

2 5
K[X,Y] derart, dass der Monoidring der Ring der neutralen Stufe ist.

mit v = 3) und w = <2> bestimmt ist. Finde eine Graduierung auf

Aufgabe 9.4. Es sei M C I' = Z" ein normales, spitzes Monoid, wobei
I' das Differenzengitter zu M sei. Es sei ' = R-M C R" der zugehérige
rationale Kegel. Zeige, dass bei n = 2 dieser Kegel durch zwei Halbraume
(bzw. Linearformen) beschreibbar ist, und dass bei n = 3 jede Anzahl an
Halbrdumen r > n auftreten kann.

Die beiden nédchsten Aufgaben machen zwei Extremfille von Satz 9.5 (4)
explizit.

Aufgabe 9.5. Es sei K ein Korper und dy, ..., d, seien ganze Zahlen. Zeige,
dass die Zuordnung

tdl 0 0

0o t 0 -~ 0
po(K) — GL(K), t — | = . . . |,

0 0 ti1 0

0 0 &

ein Gruppenhomomorphismus ist.

Aufgabe 9.6. Es sei K ein Korper und seien /4, ..., ¢, natiirliche Zahlen
und dy, ..., d,, ganze Zahlen. Zeige, dass die Zuordnung

e (K) X -+ X pug, () x (K*)" — GLy(K) = K,

d da
(tl, .. ,ta+b) — 17 -~ta++bb,

ein Gruppenhomomorphismus ist.
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Aufgabe 9.7. Bestimme zur durch einen Gruppenhomomorphismus
§: 72 — 7./ (3)

bestimmten Z/(3)-Graduierung auf K[U, V] den Ring der neutralen Stufe in
Abhéngigkeit von 4.

Aufgabe 9.8. Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper der Charak-
teristik 0 und sei D eine endliche kommutative Gruppe mit der zugehorigen
Charaktergruppe G. Es sei
0: 2" — D

ein surjektiver Gruppenhomomorphismus mit der zugehorigen Graduierung
auf K[X,...,X,] und der zugehorigen Operation von G auf K". Es sei P =
(1, ..., x,) € K" ein fixierter Punkt. Es sei I = {i | 2; # 0} und sei E die
von den d(e;) = Grad (X;), ¢ € I, erzeugte Untergruppe von D.

(1) Bestimme [ und F fiir den Nullpunkt (0, ..., 0).
(2) Bestimme [ und £ fiir den Einspunkt (1, ..., 1).
(3) Zeige, dass die Isotropiegruppe im Punkt P der Operation gleich

{9€Glgle=1}

1st.

Aufgabe 9.9. Es sei K ein Korper und A eine Z-graduierte K-Algebra, auf
der eine Gruppe G als Gruppe von homogenen K-Algebrahomomorphismen
operiere. Zeige

(A0)7 = (49

Aufgabe 9.10. Zeige, dass der Veronese-Ring K[U,V]® als K-Algebra
durch s+1 Elemente Zy, 71, ..., Z, erzeugt wird derart, dass sémtliche 2 x 2-
Minoren der Matrix

Zo 71 ... Zeo Zea
7y Zy oo Ty Z

Relationen zwischen diesen Erzeugern sind.

Aufgabe 9.11. Es sei A = @, Aq ein graduierter kommutativer Ring
und es sei A, eine Stufe, die eine Einheit enthalte. Zeige, dass A. als Ap-
Modul isomorph zu Ag ist.

Aufgabe 9.12. Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Koérper der Cha-
rakteristik 0. Bestimme in der Situation von Aufgabe 9.6 den Invariantenring
der zugehorigen Operation auf dem Polynomring.
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Aufgabe 9.13. Bestimme die minimale Anzahl eines Erzeugendensystems
fiir den Veronese-Ring K[X;, ..., X,]®.

Aufgabe 9.14. Es sei K ein Kérper und s € N,. Bestimme den Typ des
s-ten Veronese-Ringes K[U,V]®. Fiir welche s handelt es sich um einen
Gorenstein-Ring?

10. VORLESUNG - NOETHERSCHE RINGE
NOETHERSCHE RINGE

Unser Ziel ist es zu zeigen, dass wenn R ein noetherscher Ring ist, dass dann
auch der Polynomring R[X] ein noetherscher Ring ist (Hilbertscher Basis-
satz). Dies gilt dann auch fiir die Hinzunahme von mehreren (endlich vielen)
Variablen und insbesondere fiir Polynomringe in endlich vielen Variablen
iiber einem Koérper. Wir erinnern an den Begriff des noetherschen Ringes.

Emmy Noether (1882-1935)

Definition 10.1. Ein kommutativer Ring R heifit noethersch, wenn jedes
Ideal darin endlich erzeugt ist.

Proposition 10.2. Fir einen kommutativen Ring R sind folgende Aussagen
dquivalent.

(1) R ist noethersch.
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(2) Jede aufsteigende Idealkette
ap Cap Caz € ...

wird stationér, d.h. es gibt ein n mit a, = a1 = ....

Beweis. (1) = (2). Es sei
ap C ap Caz € ...

eine aufsteigende Idealkette in R. Wir betrachten die Vereinigung
o= Jan

die wieder ein Ideal in R ist. Da R noethersch ist, ist a endlich erzeugt, d.h.
a = (f1,..., fx). Da diese f; in der Vereinigung der Ideale a,, liegen, und da
die Ideale aufsteigend sind, muss es ein n derart geben, dass fi,..., fx € a,
liegt. Wegen

(fla---afk‘) g a, g Apntm g U an g (fla“-)fk')
neN
fiir m > 0 muss hier Gleichheit gelten, sodass die Idealkette ab n stationér
ist.
(2) = (1). Es sei a ein Ideal in R. Wir nehmen an, a sei nicht endlich er-
zeugt, und konstruieren sukzessive eine unendliche echt aufsteigende Ideal-
kette a, C a, wobei die a,, alle endlich erzeugt sind. Es sei dazu

aq CaC...Ca,Coa

bereits konstruiert. Da a,, endlich erzeugt ist, aber a nicht, ist die Inklusion
a, € aecht und es gibt ein Element f,,1 € a, f,11 € a,. Dann setzt das
Ideal a,+1 = a, + (fny1) die Idealkette echt aufsteigend fort. O

Lemma 10.3. Es sei R ein noetherscher Ring. Dann st auch jeder Rest-
klassenring R/b noethersch.

Beweis. Es sei a € R/b ein Ideal und sei a C R das Urbildideal davon.
Dieses ist endlich erzeugt nach Voraussetzung, also a = (f1,..., f,). Die
Restklassen dieser Erzeuger, also fi,..., f., bilden ein Idealerzeugendensy-
stem von a

Fiir ein Element
g €agiltjag=>" rfiin Rund damit g = Y7 7 f; in R/b. O

DER HILBERTSCHE BASISSATZ

Wie viele grundlegende Aussagen der kommutativen Algebra geht der Hil-
bertsche Basissatz, dem wir uns jetzt zuwenden, auf David Hilbert zuriick,
genauer auf seine Arbeit von 1890, ,Ueber die Theorie der algebraischen
Formen*“.
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David Hilbert (1862-1943)

Satz 10.4. Es sei R ein noetherscher Ring. Dann ist auch der Polynomring
R[X] noethersch.

Beweis. Es sei b ein Ideal im Polynomring R[X]. Zu n € N definieren wir
ein Ideal a, in R durch

a, = {cGR[esgithEbmitF:cX”-i-cn_lX”_l-i----+ch—i—cO}.

Das Menge a,, besteht also aus allen Leitkoeffizienten von Polynomen vom
Grad n aus b. Es handelt sich dabei offensichtlich um Ideale in R (wobei wir
hier 0 als Leitkoeffizient zulassen). Ferner ist a,, C a,,41, da man ja ein Poly-
nom F' vom Grad n mit Leitkoeffizient ¢ mit der Variablen X multiplizieren
kann, um ein Polynom vom Grad n + 1 zu erhalten, das wieder ¢ als Leitko-
effizienten besitzt. Da R noethersch ist, muss diese aufsteigende Idealkette
stationdr werden; sei n derart, dass a, = a,,; = ... ist.

Zujedemi < mseinuna; = (¢a,...,Cyx,) ein endliches Erzeugendensystem,
und es seien

Fj = ¢;; X “ + Terme von kleinerem Grad

zugehorige Polynome aus b (die es nach Definition der a; geben muss).

Wir behaupten, dass b von allen {F}; | 0 <i<mn, 1<j <k} erzeugt wird.
Dazu beweisen wir fiir jedes G € b durch Induktion iiber den Grad von
G, dass es als R-Linearkombination mit diesen Fj; darstellbar ist. Fiir G
konstant, also G € R, ist dies klar. Es sei nun der Grad von G gleich d und
die Aussage sei fiir kleineren Grad bewiesen. Wir schreiben

G=cX"4cg 1 X+ 46X + .
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Es ist ¢ € a4 und damit kann man c als R-Linearkombination der c¢;;,
0 <7 < n 1 < j < k; schreiben. Bei d < n kann man c¢ so-
gar als R-Linearkombination der cq;, j = 1,...,kq, schreiben, sagen wir
c = Zfi 1 Tjcq- Dann ist G — Zfi ,riFg € b und hat einen kleineren
Grad, sodass man darauf die Induktionsvoraussetzung anwenden kann. Bei
d > nist

Damit gehort

G — Z Tind_iFij
ebenfalls zu b und hat einen kleineren Grad, sodass man wieder die Indukti-
onsvoraussetzung anwenden kann. ]
Korollar 10.5. Es sei R ein noetherscher Ring. Dann ist auch R[ X7, ..., X,)]

noethersch.

Beweis. Dies folgt durch induktive Anwendung des Hilbertschen Basissatzes
auf die Kette

R C R[Xi]

C (R[Xi])[Xs] = R[Xy, X)]

C (R[X1, Xy))[X3] = R[X1, X, Xj]

c ...

C R[Xh . ) Xn]

Ul

Korollar 10.6. Es sei K ein Korper. Dann ist K[X, ..., X,| noethersch.
Beweis. Dies ist ein Spezialfall von Korollar 10.5. O

Definition 10.7. Es sei R ein kommutativer Ring. Eine R-Algebra A heifit
von endlichem Typ (oder endlich erzeugt), wenn sie die Form

A = R[X;,...,X,]/a
besitzt.
Eine endlich erzeugte R-Algebra besitzt also eine Darstellung als Restklas-

senring einer Polynomalgebra {iber R in endlich vielen Variablen. Eine solche
Darstellung ist keineswegs eindeutig.

Korollar 10.8. Es sei R ein noetherscher Ring. Dann ist jede R-Algebra
von endlichem Typ ebenfalls noethersch. Insbesondere ist fiir einen Kdérper
K jede K-Algebra von endlichem Typ noethersch.

Beweis. Dies folgt aus Korollar 10.5 und aus Lemma 10.3. U
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NOETHERSCHE MODULN

Definition 10.9. Es sei R ein kommutativer Ring und M ein R-Modul. Der
Modul M heifit endlich erzeugt oder endlich, wenn es ein endliches Erzeu-
gendensystem v;, @ € I, fir ihn gibt (also mit einer endlichen Indexmenge).

Wir wollen zeigen, das fiir einen noetherschen Ring R und einen endlich
erzeugten R-Modul jeder R-Untermodul wieder endlich erzeugt ist. Solche
Moduln nennt man noethersch.

Definition 10.10. Es sei R ein kommutativer Ring und M ein R-Modul.
Dann heiit M noethersch, wenn jeder R-Untermodul von M endlich erzeugt
ist.

Fir M = R stimmt dies mit der Definition eines noetherschen Ringes iibe-
rein, da ja die R-Untermoduln von R gerade die Ideale sind.

In den folgenden Aussagen verwenden wir folgende Sprech- bzw. Schreibwei-

Se.

Definition 10.11. Es sei R ein kommutativer Ring und seien My, M5, M3
R-Moduln. Man nennt ein Diagramm der Form
0O — My — My — M; — 0

eine kurze exakte Sequenz von R-Moduln, wenn M; ein R-Untermodul von
M, ist, und wenn Mj3 ein Restklassenmodul von M, ist, der isomorph zu
Mg/Ml ist.

Die Exaktheit bedeutet, dass an jeder Stelle die Beziehung
kern ;1 = bild ¢;
gilt, wenn ¢; die R-Modulhomomorphismen bezeichnet.

Lemma 10.12. Es sei R ein kommutativer Ring und
0O— My — M — My —0

eine kurze exakte Sequenz wvon R-Moduln. Dann ist M genau dann
noethersch, wenn sowohl M, als auch Ms noethersch sind.

Beweis. Es sei zundchst M noethersch, und U C M; ein Untermodul. Dann
ist U direkt auch ein Untermodul von M, also nach Voraussetzung endlich
erzeugt. Es sei nun V' C Mj ein Untermodul des Restklassenmoduls. Das
Urbild von V in M unter der Restklassenabbildung sei V. Dieser Modul ist
nach Voraussetzung endlich erzeugt, und die Bilder eines solchen Erzeugen-
densystems erzeugen auch den Bildmodul V.

Es seien nun die &uBeren Moduln M; und M; noethersch, und sei U C M
ein Untermodul. Es sei U3 C M3 der Bild-Untermodul davon. Us wird von
endlich vielen Elementen sy, ..., s, erzeugt, und wir konnen annehmen, dass
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diese s; = 7; die Bilder von Elementen r; € U sind. Betrachte U N M.
Dies ist ein Untermodul von M, und daher endlich erzeugt, sagen wir von
t1,...,t, die wir als Elemente in U auffassen. Wir behaupten, dass

Tl,...,T’n,tl,...,tk

ein Erzeugendensystem von U bilden. Es sei dazu m € U ein beliebiges
Element. Dannist m = > | a;s; und daher geht das Element m—3""_, a;r;
rechts auf 0. Dann gehort es aber zum Kern der Restklassenabbildung, also
zu M. Andererseits gehort dieses Element auch zu U, also zum Durchschnitt

My N U, der ja von den ty,...,t, erzeugt wird. Also kann man
n k
m — Z a;r; = Z bjtj
i=1 j=1
bzw. m = > a;r; + Z?Zl b;t; schreiben. O

Satz 10.13. Es sei R ein noetherscher kommutativer Ring und M ein end-
lich erzeugter R-Modul. Dann ist M ein noetherscher Modul.

Beweis. Wir beweisen die Aussage durch Induktion iiber die Anzahl n der
Modulerzeuger von M. Bei n = 0 liegt der Nullmodul vor. Es sei n = 1.
Dann gibt es eine surjektive Abbildung R — M = R/a. Nach Lemma 10.12
ist aber ein Restklassenmodul eines noetherschen Moduls wieder noethersch,
und der Ring selbst ist nach Voraussetzung noethersch, also ist M noethersch.

Es sei nun n > 2 und die Aussage fiir kleinere n bereits bewiesen. Es
sei my,...,m, ein Erzeugendensystem von M. Wir betrachten den durch
myq, ..., m,_1 erzeugten R-Untermodul, den wir mit M; bezeichnen. Dieser
Untermodul gibt Anlass zu einer kurzen exakten Sequenz, ndmlich

O—>M1—>M—)M/M1:M3—>0

Hier wird der linke Modul von n — 1 Elementen erzeugt und ist nach Indukti-
onsvoraussetzung noethersch. Der rechte Modul wird von der Restklasse von
my,, also von einem Element erzeugt, ist also auch noethersch. Nach Lemma
10.12 ist dann M noethersch. U

10. ARBEITSBLATT

UBUNGSAUFGABEN

Aufgabe 10.1. Begriinde, warum der Ring
ZIX,Y, Z, W]/ (XY — ZW,5X® — Y Z* + 2W XY)

noethersch ist.
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Aufgabe 10.2. Es sei R ein kommutativer Ring und sei
ap Cap Caz € ...

eine aufsteigende Kette von Idealen. Zeige, dass die Vereinigung (J, oy an
ebenfalls ein Ideal ist. Zeige durch ein einfaches Beispiel, dass die Vereinigung
von Idealen im Allgemeinen kein Ideal sein muss.

Aufgabe 10.3. Es sei K ein Korper und sei
K[X,, n € N]

der Polynomring iiber K in unendlich vielen Variablen. Man beschreibe dar-
in ein nicht endlich erzeugtes Ideal und eine unendliche, echt aufsteigende
Idealkette.

Aufgabe 10.4. Zeige, dass ein Unterring R C S eines noetherschen Ringes
nicht noethersch sein muss.

Vor der néchsten Aufgabe erinnern wir an die Reduktion.

Es sei R ein kommutativer Ring und ng das Nilideal von R, das aus allen
nilpotenten Elementen von R besteht. Dann nennt man den Restklassenring

R/ng die Reduktion von R.

Aufgabe 10.5. Man gebe ein Beispiel eines nicht-noetherschen Ringes, des-
sen Reduktion ein Korper ist.

Aufgabe 10.6. Es sei K ein Korper und sei A eine kommutative K-Algebra,
die als K-Modul endlich sei. Zeige, dass ein Element f € A genau dann eine
Einheit ist, wenn es ein Nichtnullteiler ist.

Aufgabe 10.7. Es seien K und L Korper, es sei K C L eine endliche
Korpererweiterung und sei A, K C A C L, ein Zwischenring. Zeige, dass
dann A ebenfalls ein Korper ist.

Aufgabe 10.8. Es sei R ein kommutativer Ring und M ein R-Modul. Dann
ist M genau dann noethersch, wenn jede aufsteigende Kette

Mo © My © M, C ...

von R-Untermoduln stationar wird.
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Die folgenden Aufgaben verwenden den Begriff des artinschen Moduls, der
,dual“ zum Begriff des noetherschen Moduls ist.

Es sei R ein kommutativer Ring. Ein R-Modul M heif3t artinsch, wenn jede
absteigende Kette

M, O My, O M3 O ...
von R-Untermoduln stationdr wird.

Ein kommutativer Ring R heifit artinsch, wenn er als R-Modul artinsch ist.

Aufgabe 10.9. Es sei A ein artinscher Integritatsbereich. Man zeige, dass A
ein Korper ist. Man gebe ein Beispiel eines artinschen kommutativen Ringes,
der kein Korper ist.

Aufgabe 10.10. Es sei R ein kommutativer Ring und sei a ein Ideal mit
dem Restklassenring

S = R/a.

Zeige, dass die Ideale von S eindeutig denjenigen Idealen von R entsprechen,
die a umfassen.

Zeige, dass das Gleiche fiir Primideale, Radikalideale und maximale Ideale
gilt.

Aufgabe 10.11. Zeige, dass Q keine Algebra von endlichem Typ iiber Z ist.

Aufgabe 10.12. Es sei K ein Korper und sei A = K[X,Y]. Finde eine
K-Unteralgebra von A, die nicht endlich erzeugt ist.

Aufgabe 10.13. Bestimme zum Ideal
I = (10,62% +8,42* — 12)

in Z[z] die im Beweis zum Hilbertschen Basissatz konstruierte Idealkette und
das zugehorige Erzeugendensystem von I. Schreibe die obigen Erzeuger als
Linearkombination mit dem konstruierten Erzeugendensystem.

Aufgabe 10.14. Es sei R ein noetherscher Integritdtsbereich. Zeige, dass
sich jedes Element aus R als ein Produkt von irreduziblen Elementen schrei-
ben lasst.
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Aufgabe 10.15. Es sei A ein kommutativer Ring und sei
0O—M-—N—P—0

eine kurze exakte Sequenz von A-Moduln. Man zeige, dass N genau dann
artinsch ist, wenn M und P artinsch sind.

Aufgabe 10.16. Es sei R ein kommutativer Ring und M ein R-Modul.
Zeige: Wenn M artinsch und ¢ : M — M R-linear und injektiv ist, so ist
¢ ein Isomorphismus. Formuliere und beweise auch eine analoge Aussage fiir
den Fall, das M noethersch ist.

Es sei R ein kommutativer Ring, auf dem eine Gruppe G als Gruppe von
Ringautomorphismen operiere, und es sei V' ein R-Modul. Eine Operation
von G auf V als Gruppe von R“Modulautomorphismen heifit vertrdiglich
(beziiglich der Operation von G auf R), wenn

(fo)-(vo) = (f-v)o
firalleoc € G, f € Rundv € V gilt.

Aufgabe 10.17. Es sei R ein kommutativer Ring, auf dem eine Gruppe
G als Gruppe von Ringautomorphismen operiere. Es sei V' ein R-Modul, auf
dem G als Gruppe von R%-Modulautomorphismen operiere, wobei die beiden
Operationen vertriglich seien. Zeige, dass der Fixmodul V& ein R“-Modul
ist.

11. VORLESUNG - GANZHEIT
GANZHEIT

In der néchsten Vorlesung werden wir sehen, dass bei einer endlichen Grup-
pe, die auf einem kommutativen Ring als Gruppe von Ringautomorphismen
operiert, der Ring ganz iiber seinem Invariantenring ist, wodurch eine enge
Beziehung zwischen diesen beiden Ringen gestiftet wird. Hier fithren wir die
Ganzheit und verwandte Begriffe ein.

Definition 11.1. Es seien R und S kommutative Ringe und sei R C S eine

Ringerweiterung. Fiir ein Element x € S heifit eine Gleichung der Form
2y e 4+ = 0,

wobei die Koeffizienten r;, i = 0,...,n — 1, zu R gehoren, eine Ganzheits-

gleichung fiir x.

Definition 11.2. Es seien R und S kommutative Ringe und R C S eine
Ringerweiterung. Ein Element z € S heifit ganz (iiber R), wenn z eine
Ganzheitsgleichung mit Koeffizienten aus R erfiillt.
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Definition 11.3. Es seien R und S kommutative Ringe und R C S eine
Ringerweiterung. Dann nennt man die Menge der Elemente x € S, die ganz
iitber R sind, den ganzen Abschluss von R in S.

Definition 11.4. Es seien R und S kommutative Ringe und sei R C S eine
Ringerweiterung. Dann heifit S ganz {iber R, wenn jedes Element z € S
ganz iiber R ist.

S ist genau dann ganz iiber R, wenn der ganze Abschluss von R in S gleich
S ist.

Lemma 11.5. Es seien R und S kommutative Ringe und R C S eine
Ringerweiterung. Fir ein Element x € S sind folgende Aussagen dquivalent.

(1) z ist ganz iber R.

(2) Es gibt eine R-Unteralgebra T von S mitx € T und die ein endlicher
R-Modul ist.

(8) Es gibt einen endlichen R-Untermodul M wvon S, der einen Nicht-
nullteiler aus S enthdlt, mit xM C M.

Beweis. (1) = (2). Wir betrachten die von den Potenzen von x erzeugte R-
Unteralgebra R[z] von S, die aus allen polynomialen Ausdriicken in z mit
Koeffizienten aus R besteht. Aus einer Ganzheitsgleichung

2 0" 4 1o = 0

ergibt sich

" = 2" = 02" — e — i — .

Man kann also " durch einen polynomialen Ausdruck von einem kleineren
Grad ausdriicken. Durch Multiplikation dieser letzten Gleichung mit z* kann
man jede Potenz von x mit einem Exponenten > n durch einen polynomialen
Ausdruck von einem kleineren Grad ersetzen. Insgesamt kann man dann aber
all diese Potenzen durch polynomiale Ausdriicke vom Grad < n — 1 ersetzen.
Damit ist

R[x] = R+ Rz + Rx* +--- + Rz" % + Ra"*
und die Potenzen 2° = 1,z' 22 ... ,2" ! bilden ein endliches R-Modul-
Erzeugendensystem von T = R[z].

(2) = (3). Essei x € T C S, T eine R-Unteralgebra, die als R-Modul
endlich erzeugt sei. Dann ist 7" C T, und T enthélt den Nichtnullteiler 1.

(3) = (1). Sei M C § ein endlich erzeugter R-Untermodul mit M C M.
Es seien y1,...,y, erzeugende Elemente von M. Dann ist insbesondere xy;
fiir jedes i eine R-Linearkombination der y;, j = 1,...,n. Dies bedeutet

n
rY; = E TijY;j
j=1



104

mit 7;; € R, oder, als Matrix geschrieben,

Y1 1 Ti2 -+ Tin U1

Y2 o1 T22 ... Taon Y2
x . = . . .

Yn "1 Tn2 -+ Tnn Yn

Dies schreiben wir als

r—T11 —T12 e —Tin U1
—T2.1 r—"To2 ... —Ton Y2

0 = :
—Tn1 —Tn2 oo X —Tpn Yn

Nennen wir diese Matrix A (die Eintriige sind aus S), und sei A*¥ die adjun-
gierte Matrix. Dann gilt A*¥Ay = 0 (y bezeichne den Vektor (yi,...,%,))
und nach der Cramerschen Regel ist A*¥A = (det A)E,, also gilt

((det A)E,)y = 0.
Es ist also (det A)y; = 0 fiir alle j und damit
(det A)z = 0

fiir alle z € M. Da M nach Voraussetzung einen Nichtnullteiler enthélt,
muss det A = 0 sein. Die Determinante ist aber ein normierter polynomialer
Ausdruck in x vom Grad n, sodass eine Ganzheitsgleichung vorliegt. O

Korollar 11.6. Es seien R und S kommutative Ringe und sei R C S
eine Ringerweiterung. Dann ist der ganze Abschluss von R in S eine R-
Unteralgebra von S.

Beweis. Die Ganzheitsgleichungen X — r, r € R, zeigen, dass jedes Element
aus R ganz iiber R ist. Es seien 1 € S und x5 € S ganz iiber R. Nach der
Charakterisierung der Ganzheit gibt es endliche R-Unteralgebren 77,7, C S
mit 1 € T; und 2o € Ts. Es sei yq,...,y, ein R-Erzeugendensystem von
Ti und zy, ..., z, ein R-Erzeugendensystem von T5. Wir kénnen annehmen,
dass y; = 21 = 1 ist. Betrachte den endlich erzeugten R-Modul

T=T T = (yzj,i=1,...,n,j=1,....,m),

der offensichtlich x; + o und z3z5 (und 1) enthilt. Dieser R-Modul T ist
auch wieder eine R-Algebra, da fiir zwei beliebige Elemente gilt

(Z rijyi2j> (Z Skzyk2l> = Z Tij SkiYiYrk=j =15

und fiir die Produkte gilt y;y, € T und z;2; € T, sodass diese Linear-
kombination zu T' gehort. Dies zeigt, dass die Summe und das Produkt von
zwei ganzen Elementen wieder ganz ist. Deshalb ist der ganze Abschluss ein
Unterring von S, der R enthélt. Also liegt eine R-Unteralgebra vor. U
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Definition 11.7. Es seien R und S kommutative Ringe und R C S eine
Ringerweiterung. Man nennt R ganz-abgeschlossen in S, wenn der ganze
Abschluss von R in S gleich R ist.

(GANZHEIT UND ENDLICHKEIT

Eng verwandt mit der Ganzheit A C B ist die Endlichkeit der Algebra B
iiber A, die einfach bedeutet, dass B ein endlich erzeugter A-Modul ist.

Lemma 11.8. Es sei S eine endliche R-Algebra und M ein endlich erzeugter
S-Modul. Dann ist M auch ein endlich erzeugter R-Modul.

Beweis. Es sei si,...,s; ein R-Modul-Erzeugendensystem von S und
vy, ...,v, ein S-Modul-Erzeugendensystem von M. Dann bilden die Pro-
dukte s;v;, 1 <@ < k, 1 < j < n, ein R-Modul-Erzeugendensystem von M.

O

Korollar 11.9. FEs sei S eine endliche R-Algebra und T eine endliche S-
Algebra. Dann ist T eine endliche R-Algebra.

Beweis. Dies folgt direkt aus Lemma 11.8. |

Satz 11.10. Es sei p: R — S ein ganzer Ringhomomorphismus von endli-
chem Typ. Dann ist S endlich iiber R.
Beweis. Es sei S = R[zy,...,z,). Wir betrachten die Kette

R — R[r1] — R[z1,29) — ... — R[z1,...,2,) = S

von ganzen Ringhomomorphismen, die jeweils durch ein Element erzeugt
werden. Nach Korollar 11.9 geniigt es zu zeigen, dass
R — R[x]

endlich ist, wenn x eine Ganzheitsgleichung iiber R erfiillt. Mit der Ganz-
heitsgleichung ldsst sich aber eine Potenz (und damit alle hoheren Potenzen)
von x als R-Linearkombination der kleineren Potenzen ausdriicken, sodass
ein endlich erzeugter R-Modul vorliegt. U

NORMALE UND FAKTORIELLE INTEGRITATSBEREICHE

Definition 11.11. Ein Integritédtsbereich heifit normal, wenn er ganz-abge-
schlossen in seinem Quotientenkorper ist.

Wichtige Beispiele fiir normale Ringe werden durch faktorielle Ringe geliefert.

Definition 11.12. Ein Integritédtsbereich heiflt faktorieller Bereich, wenn
jede Nichteinheit f # 0 sich als ein Produkt von Primelementen schreiben
lésst.
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Lemma 11.13. Es sei R ein Integrititsbereich. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent.

(1) R ist faktoriell.

(2) Jede Nichteinheit f # 0 besitzt eine Faktorzerlegung in irreduzible
Elemente, und diese Zerlequng ist bis auf Umordnung und Assoziiert-
heit eindeutig.

(3) Jede Nichteinheit f # 0 besitzt eine Faktorzerlegung in irreduzible
Elemente, und jedes irreduzible Element ist ein Primelement.

Beweis. (1) = (2). Es sei f # 0 eine Nichteinheit. Die Faktorisierung in
Primelemente ist insbesondere eine Zerlegung in irreduzible Elemente, sodass
also lediglich die Eindeutigkeit zu zeigen ist. Dies geschieht durch Induktion
iiber die minimale Anzahl der Primelemente in einer Faktorzerlegung. Wenn
es eine Darstellung f = p mit einem Primelement gibt, und f = ¢;- - -, eine
weitere Zerlegung in irreduzible Faktoren ist, so teilt p einen der Faktoren g;
und nach Kiirzen durch p erhélt man, dass das Produkt der iibrigen Faktoren
rechts eine Einheit sein muss. Das bedeutet aber, dass es keine weiteren
Faktoren geben kann. Es sei nun f = p;---ps und diese Aussage sei fiir
Elemente mit kleineren Faktorisierungen in Primelemente bereits bewiesen.
Es sei
f=pr-ps =aqq

eine weitere Zerlegung mit irreduziblen Elementen. Dann teilt wieder p; einen
der Faktoren rechts, sagen wir pju = ¢;. Dann muss u eine Einheit sein und
wir konnen durch p; kiirzen, wobei wir u~! mit ¢, verarbeiten kénnen, was
ein zu ¢ assoziiertes Element ergibt. Das gekiirzte Element ps - - - ps hat eine
Faktorzerlegung mit s—1 Primelementen, sodass wir die Induktionsvorausset-
zung anwenden konnen. (2) = (3). Wir miissen zeigen, dass ein irreduzibles
Element auch prim ist. Es sei also ¢ irreduzibel und es teile das Produkt fg,
sagen wir

qh = fg.
Fiir h, f und g gibt es Faktorzerlegungen in irreduzible Elemente, sodass sich
insgesamt die Gleichung

qhy---hy = fr---fsgi- - g

ergibt. Es liegen also zwei Zerlegungen in irreduzible Element vor, die nach
Voraussetzung im Wesentlichen iibereinstimmen miissen. D.h. insbesondere,
dass es auf der rechten Seite einen Faktor gibt, sagen wir f;, der assoziiert
zu ¢ ist. Dann teilt ¢ auch den urspriinglichen Faktor f. (3) = (1). Das ist
trivial. U

Der Polynomring iiber einem Korper ist faktoriell, was wir aber nicht bewei-
sen werden.

Satz 11.14. Es sei R ein faktorieller Integrititsbereich. Dann ist R normal.
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Beweis. Es sei K = Q(R) der Quotientenkdérper von R und ¢ € K ein
Element, das die Ganzheitsgleichung

¢" T q" T e g = 0
mit r; € R erfiillt. Wir schreiben ¢ = a/b mit a,b € R, b # 0, wobei
wir annehmen konnen, dass die Darstellung gekiirzt ist, dass also a und

b € R keinen gemeinsamen Primteiler besitzen. Wir miissen zeigen, dass b
eine Einheit in R ist, da dann ¢ = ab™! zu R gehort.

Wir multiplizieren die obige Ganzheitsgleichung mit " und erhalten in R
a™ + (rp_1b)a™ "t + (rn,gbZ)a"’Q +-- (rlbn’l)a + (rob™) = 0.
Wenn b keine Einheit ist, dann gibt es einen Primteiler p von b. Dieser teilt
alle Summanden (rn,ib")a”_i fiir # > 1 und daher auch den ersten, also a”.

Das bedeutet aber, dass a selbst ein Vielfaches von p ist im Widerspruch zur
vorausgesetzten Teilerfremdheit. O

Definition 11.15. Es sei R ein Integritétsbereich und Q(R) sein Quoti-
entenkorper. Dann nennt man den ganzen Abschluss von R in Q(R) die
Normalisierung von R.

11. ARBEITSBLATT

UBUNGSAUFGABEN

Aufgabe 11.1. Es sei R C S eine ganze Erweiterung von Integritétsberei-
chen und sei ' C R ein multiplikatives System. Zeige, dass dann auch die
zugehorige Erweiterung Rp C Sp ganz ist.

Aufgabe 11.2. Es seien R und S Integritdatsbereiche und sei R C S eine
ganze Ringerweiterung. Es sei f € R ein Element, das in S eine Einheit ist.
Zeige, dass f dann schon in R eine Einheit ist.

Aufgabe 11.3. Es sei R ein kommutativer Ring und A eine R-Algebra. Zei-
ge, dass wenn R ein Korper ist, die Begriffe algebraisch und ganz fiir ein
Element x € A iibereinstimmen. Zeige ferner, dass fiir einen Integritétsbe-
reich, der kein Korper ist, diese beiden Begriffe auseinander fallen.

Aufgabe 11.4. Man gebe ein Beispiel einer ganzen Ringerweiterung R C S,
wo es einen Nichtnullteiler f € R gibt, der ein Nullteiler in S wird.
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Aufgabe 11.5. Es seien R, S, T kommutative Ringe und seien ¢ : R — §
und ¢ : S — T Ringhomomorphismen derart, dass S ganz iiber R und T
ganz liber S ist. Zeige, dass dann auch T' ganz iiber R ist.

Aufgabe 11.6. Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper und F' €
K[X,Y] ein nichtkonstantes Polynom. Zeige, dass der Restklassenring

KX, Y]/(F)
eine endliche K[T]-Algebra ist.

Aufgabe 11.7. (1) Es sei R ein Integritatsbereich. Zeige, dass R ganz-
abgeschlossen im Polynomring R[X] ist.
(2) Man gebe ein Beispiel fiir einen kommutativen Ring R, der im Poly-
nomring nicht ganz-abgeschossen ist.

Aufgabe 11.8. Es sei K ein Korper und A eine endliche K-Algebra. Zeige:
Dann ist A artinsch.

Aufgabe 11.9. Es sei R ein normaler Integritidtsbereich und R C S eine
ganze Ringerweiterung. Es sei f € R. Zeige, dass fiir das von f erzeugte
Hauptideal gilt:

RO(f)S = (f)R.

Aufgabe 11.10. Es sei K ein Korper und sei R; C K, ¢ € I, eine Familie
von normalen Unterringen. Zeige, dass auch der Durchschnitt (,.; R; normal
ist.

Aufgabe 11.11. Es sei R ein Integritdtsbereich. Zeige, dass R genau dann
normal ist, wenn er mit seiner Normalisierung iibereinstimmt.

Aufgabe 11.12. Es sei R ein Integritétsbereich. Es sei angenommen, dass
die Normalisierung von R gleich dem Quotientenkorper Q(R) ist. Zeige, dass
dann R selbst schon ein Korper ist.

Aufgabe 11.13. Es sei R ein normaler Integritatsbereich und f € R, f # 0.
Zeige, dass die Nenneraufnahme R; ebenfalls normal ist.
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Aufgabe 11.14. Es sei R ein normaler Integritdtsbereich und sei S C R
ein multiplikatives System. Zeige, dass dann auch die Nenneraufnahme Rg
normal ist.

Aufgabe 11.15. Es sei R ein normaler Integritéitsbereich. Zeige, dass dann
auch der Polynomring R[X| normal ist.

Aufgabe 11.16. Es sei R ein normaler Integritdtsbereich und a € R. Es
sei vorausgesetzt, dass a keine Quadratwurzel in R besitzt. Zeige, dass das
Polynom X? — g prim in R[X] ist. Tipp: Verwende den Quotientenkdrper
Q(R). Warnung: Prim muss hier nicht zu irreduzibel dquivalent sein.

Aufgabe 11.17. Es sei R ein Integritdatsbereich. Zeige, dass die folgenden
Eigenschaften dquivalent sind.

(1) R ist normal.
(2) Fiir jedes Primideal p ist die Lokalisierung R, normal.
(3) Fiir jedes maximale Ideal m ist die Lokalisierung R, normal.

(Man sagt daher, dass normal eine lokale Eigenschaft ist.)

Aufgabe 11.18. Es sei R ein faktorieller Bereich. Zeige, dass jedes von 0
verschiedene Primideal ein Primelement enthélt.

Aufgabe 11.19. Es sein = p{'---p® die kanonische Primfaktorzerlegung
der natiirlichen Zahl n. Es sei k eine positive natiirliche Zahl und sei voraus-
gesetzt, dass nicht alle Exponenten «; ein Vielfaches von k sind. Zeige, dass
die reelle Zahl

B

n

irrational ist.

Aufgabe 11.20. Es seien M C N endlich erzeugte kommutative Monoide
mit Kiirzungsregel. Zeige, dass fiir einen Koérper K der Ringhomomorphismus
K[M] C K[N] genau dann endlich ist, wenn es zu jedem n € Nein k € Ny
mit kn € M gibt.



110

12. VORLESUNG - ENDLICHKEITSSATZE

Wir kommen nun zu wichtigen Folgerungen der in den letzten beiden Vorle-
sungen entwickelten Begriffe fiir die Invariantentheorie.

(GANZHEIT UND INVARIANTENRINGE

Lemma 12.1. Es sei R ein kommutativer Ring, auf dem eine endliche Grup-
pe G durch Ringautomorphismen operiere. Dann ist RS C R eine ganze
Erweiterung.

Beweis. Zu f € R betrachten wir das Produkt
P = [[(X - fo) € RIX].

oeG

Die Koeffizienten dieses Polynoms gehoren zum Invariantenring RY. Ferner
ist P normiert und es ist P(f) = 0 (daja X — feq = X — f ein Linearfaktor
ist). Somit liefert P eine Ganzheitsgleichung fiir f iiber RY und daher ist
RY C R ganz. O

Satz 12.2. Es sei R ein normaler Integrititsbereich und G eine Gruppe,
die auf R als Gruppe von Ringautomorphismen operiere. Dann ist auch der
Invariantenring normal.

Beweis. Es sei ¢ € Q(RG) C Q(R) und q erfiille eine Ganzheitsgleichung
iiber R®. Wegen RY C R ist g auch ganz iiber R und wegen der Normalitiit
von R muss ¢ € R gelten. Wegen

RNQ(RY) = RY

geméf Proposition 5.6 ist somit ¢ € R, also ist R® normal. O

Es ist eine wichtige Frage, welche weiteren Figenschaften eines Ringes sich
- unter welchen Bedingungen - auf einen Invariantenring iibertragen. Fiir
die endliche Erzeugtheit werden wir das im Folgenden behandeln, fiir die
Faktorialitat weiter unten. Die Eigenschaft, dass der Invariantenring bei einer
linearen Operation ein Polynomring (also ,reguldr®) ist, werden wir spéter
ausfithrlich behandeln.

DER SATZ VON NOETHER

Der folgende Satz heifit Satz von Noether.

Satz 12.3. Es sei K ein Kérper, R eine endlich erzeugte kommutative K -
Algebra, auf der eine endliche Gruppe G durch K-Algebraautomorphismen
operiere. Dann ist der Invariantenring R® eine endlich erzeugte K -Algebra.
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Beweis. Es sei
R == K[f1;7fn]

Nach Lemma 12.1 ist R C R eine ganze Erweiterung. Zu jedem f; gibt es
daher eine Ganzheitsgleichung

i+ ai,ni—lfinﬁl +-Fainfitag =0

mit a;; € RY Wir betrachten die von den Koeffizienten a, ; erzeugte K-
Unteralgebra von RY, also

S = Kla;;, 1 <i<n,0<j<n] C RC.

Dabei ist S endlich erzeugt, und sdmtliche Ganzheitsgleichungen sind iiber
S formulierbar, d.h. nach Korollar 11.6, dass R auch iiber S ganz ist. Da R
iiber K endlich erzeugt ist, ist R insbesondere iiber S endlich erzeugt, sodass
S C R nach Satz 11.10 sogar endlich ist. Da S noethersch ist, muss nach
Satz 10.13 auch die S-Unteralgebra R C R ein endlicher S-Modul sein.
Damit ist insgesamt R eine endlich erzeugte K-Algebra. U

Aus Lemma 12.1 und Satz 12.3 folgt in Zusammenhang mit Satz 11.10, dass
R% C R eine endliche Abbildung ist.

Bemerkung 12.4. Das 14. Hilbertsche Problem ist die Frage, ob fiir jede
Gruppenoperation auf einer endlich erzeugten K-Algebra auch der Invarian-
tenring R® endlich erzeugt ist. Es wurde von Hilbert 1900 auf dem interna-
tionalen Mathematikerkongress in Paris als eines seiner 23 mathematischen
Probleme vorgestellt und in den spéaten Fiinfzigern durch ein Gegenbeispiel
von Masayoshi Nagata negativ beantwortet.

DER SATZ VON HILBERT

Wir geben einen weiteren Beweis fiir den Endlichkeitssatz unter der Voraus-
setzung, dass der Invariantenring ein direkter Summand ist. Die dabei ope-
rierende Gruppe muss nicht endlich sein. Die Voraussetzung, dass es einen
Reynolds-Operator gibt, ist fiir endliche Gruppen erfiillt, wenn ihre Ord-
nung kein Vielfaches der Charakteristik ist. Sie ist ferner fiir die sogenannten
linear-reduktiven Gruppen in Charakteristik 0 erfiillt, also beispielsweise fiir
die allgemeine lineare Gruppe, was wir spater zeigen werden, siche Satz 29.3.

Definition 12.5. Es sei K ein Korper. Eine Z-graduierte kommutative K-
Algebra R heifit positiv-graduiert, wenn Ry = 0 fir d < 0 und Ry = K
ist.

Insbesondere kann man den Polynomring positiv graduieren, wenn man jeder
Variablen einen positiven Grad grad (X;) = d; € Ny, zuweist.

Lemma 12.6. Es sei G eine Gruppe, die auf dem positiv graduierten Po-
lynomring K[Xy,...,X,] als Gruppe von homogenen Ringautomorphismen
operiere. FEs sei I das von allen homogenen Invarianten positiven Grades
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erzeugte Ideal in K[Xy,...,X,] und es sei fi,..., fm ein homogenes Ideal-
erzeugendensystem dieses Ideals. Es sei vorausgesetzt, dass der Invarianten-
ring ein homogener direkter Summand des Polynomringes ist. Dann bilden
die fi,..., fm ein Algebraerzeugendensystem des Invariantenringes, d.h. es
15t

K[X1,.... X% = K[fi,..., fm].

Beweis. Aufgrund der Homogenitédt der Operation ist der Invariantenring
selbst positiv graduiert. Wir beweisen die Inklusion

K[Xy,..., X% C K[f1,..., fm]

durch Induktion iiber den Grad. Wir betrachten also ein homogenes Element
f € K[Xy,...,X,]9 von positivem Grad. Wegen f € I kann man

f=> hif
j=1

mit homogenen Elementen h; von einem Grad < grad (f) schreiben. Der
Reynolds-Operator

p: K[X1,..., X, — K[X1,...,X,]%

angewendet auf diese Gleichung, liefert

f=0olf) = P(Z hjfj) - Zp(hj)fj-

Dabei ist der Grad von p(h;) gleich dem Grad von h; und somit kleiner als
der Grad von f und sie gehéren zum Invariantenring, sodass die p(h;) nach
Induktionsvoraussetzung in der von den f; erzeugten Algebra liegen. U

Das Ideal I heifit auch das Hilbertideal.

Korollar 12.7. Es sei G eine Gruppe, die auf dem positiv graduierten Poly-
nomring K[Xy,...,X,] als Gruppe von homogenen K -Algebraautomorphis-
men operiere. Es sei vorausgesetzt, dass der Invariantenring ein homogener
direkter Summand des Polynomringes ist. Dann ist der Invariantenring eine
endlich erzeugte K-Algebra.

Beweis. Es sei I das von allen Invarianten positiven Grades erzeugte Ide-
al in K[Xy,...,X,]. Aufgrund des Hilbertschen Basissatzes besitzt I ein
endliches Idealerzeugendensystem. Daher folgt die Aussage aus Lemma 12.6.

O
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FAKTORIALITAT DER INVARIANTENRINGE

Wiéhrend Invariantenringe unter schwachen Voraussetzungen normal sind,
ist die Faktorialitét eher eine seltene Eigenschaft. In Beispiel 7.13 haben wir
eine lineare Operation einer zyklischen Gruppe Z/(n) auf K[U, V| kennenge-
lernt, deren Invariantenring gleich K[X,Y, Z]/(XY — Z") ist. Die Gleichung
XY = 7" zeigt, dass zwei wesentlich verschiedene Zerlegungen in irreduzible
Elemente vorliegen. Dieser Invariantenring ist also nicht faktoriell.

Satz 12.8. Es sei R ein faktorieller Bereich und es sei G eine endliche
Gruppe, die auf R als Gruppe von Ringautomorphismen operiere. Die Cha-
raktergruppe zu G mit Werten in der Einheitengruppe R* sei trivial, d.h. es
15t

Hom (G, R*) = 0.

Dann ist auch der Invariantenring faktoriell.

Beweis. Wir zeigen, dass F' € R¢, F' # 0, eine im Wesentlichen eindeutige
Zerlegung in irreduzible Faktoren besitzt. Es sei

F=Fr . Fr

die Zerlegung in R in irreduzible Faktoren, wobei die F; paarweise nicht (in
R) assoziiert seien. Fiir jedes 0 € G ist dann auch

F = Fo = (Fio)" - (F,0)™.

Wegen der Faktorialitdt von R muss diese Zerlegung mit der urspriinglichen
Faktorzerlegung iibereinstimmen, d.h. zu jedem ¢ gibt es ein j und eine Ein-
heit a;; € R* mit

Fio = a;; F}.
Es sei

{1...m} =L
jeJ

die disjunkte Zerlegung der Indexmenge, bei der zwei Indizes ¢, 7 in der glei-
chen Teilmenge landen, wenn es ein ¢ € G derart gibt, dass Fjo und Fj
assoziiert sind. Wir setzen

H; =[] F

iEIj

F=]]H/

JjeJ

Insbesondere ist dann

Es ist

Hio = | [[F |o =[] (Fo) = a;(0) [[ B = a;(0)H;

iG[j iEIj ’iEIj
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mit einer (von o abhéngigen) Einheit
H;o
aj(o) = I-} :

J

An dieser letzten Darstellung sieht man, dass die Zuordnung G — R*, 0 —
a;(0), ein Charakter ist. Nach Voraussetzung ist dieser also trivial, und damit
sind die H; invariant. Somit ist

F = ]]H,

jeJ
eine Faktorzerlegung in RY. Die H; sind dabei irreduzibel in RY  da eine
Faktorzerlegung H; = AB sofort zu einer Zerlegung von H; = Hielj E;
in Teilprodukte fiihrt, die aber wegen der Wahl der I; nicht invariant sein
konnen. Wenn F' = [], A eine beliebige Zerlegung von F' in irreduzible
Faktoren 4, € R ist, so sind die A,, aufgefasst in R, Produkte gewisser
F;, und wegen der Wahl der I; wird A, sogar von einem H; (in R und in

RY) geteilt. Es liegt also eine eindeutige Zerlegung in irreduzible Faktoren
vor und damit ist B¢ nach Lemma 11.13 (2) faktoriell. O

Korollar 12.9. Es sei K ein Korper und R = K[X1,...,X,]. Es sei G eine
endliche Gruppe, die auf R als Gruppe von K-Algebraautomorphismen ope-
riere. Die Charaktergruppe GV sei trivial. Dann ist auch der Invariantenring
faktoriell.

Beweis. Dies folgt aus Satz 12.8. O

Das Beispiel der symmetrischen Gruppe zusammen mit dem nichttrivialen
Signumscharakter, wo der Invariantenring ein Polynomring ist, zeigt, dass
die Bedingung des vorstehenden Satzes nicht notwendig fiir die Faktorialitat
des Invariantenringes ist.

DiE KRULLDIMENSION

Definition 12.10. Es sei R ein kommutativer Ring. Eine Kette aus Prim-
idealen

Po C p1 C ... C Py,
nennt man Primidealkette der Lange n (es wird also die Anzahl der Inklu-
sionen gezahlt, nicht die Anzahl der beteiligten Primideale). Die Dimension
(oder Krulldimension) von R ist das Supremum iiber alle Langen von Prim-
idealketten. Sie wird mit dim (R) bezeichnet.

Wir werden hier die Dimensionstheorie nicht systematisch entwickeln. Ohne
Beweis teilen wir das folgende Ergebnis mit.

Satz 12.11. Es set R ein noetherscher Ring der Dimension d. Dann besitzt
der Polynomring R[X] die Dimension d + 1.
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Insbesondere ist die Dimension des Polynomringes K[Xj, ..., X,] iiber einem
Korper K gleich n. Wir werden bald, ausgehend von der Ganzheit iiber
dem Invariantenring, sehen, dass der Invariantenring dimensionsgleich zum
Ausgangsring ist.

12. ARBEITSBLATT

UBUNGSAUFGABEN

Aufgabe 12.1. Es sei D eine endliche kommutative Gruppe und R ein D-
graduierter Ring. Zeige, dass R ganz iiber der neutralen Stufe R, ist.

Aufgabe 12.2. Es sei D eine kommutative Gruppe und R ein D-graduierter
normaler Integritdtsbereich. Zeige, dass dann auch die neutrale Stufe R
normal ist.

Aufgabe 12.3. Es sei M C 7Z" ein normales, spitzes, endlich erzeugtes
Monoid und K ein Korper. Zeige, dass der Monoidring K [M] eine positive
Graduierung besitzt.

Aufgabe 12.4. Wir betrachten die natiirliche Operation der symmetrischen
Gruppe S,, auf dem Polynomring K[X;, ..., X,] iiber einem Korper K. Be-
stimme eine Ganzheitsgleichung fiir die Variablen X; iiber dem Invarianten-
ring.

Aufgabe 12.5. Begriinde, dass Klz,y] C Klz,y,z|/(zy — z™) endlich ist.
Wie sieht es tiber K|z, z] bzw. Ky, 2] aus?

Aufgabe 12.6. Begriinde, dass K|y, z] C Klz,y,2]/(z* + y2% + 2™") end-
lich ist. Wie sieht es iiber K[z, y| bzw. K|z, z] aus?

Aufgabe 12.7. Wir betrachten die natiirliche Operation der alternierenden
Gruppe A, auf dem K[X7, ..., X,]. Fiir welche n € Nist der Invariantenring
K[X1,..., X4 faktoriell?
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Aufgabe 12.8. Betrachte die Menge M derjenigen positiven Zahlen, die mo-
dulo 4 den Rest 1 haben. Zeige, dass M mit der Multiplikation ein kommuta-
tives Monoid ist. Bestimme die irreduziblen Elemente und die Primelemente
von M. Zeige, dass in M jedes Element Produkt von irreduziblen Elementen
ist, aber keine eindeutige Primfaktorzerlegung in M gilt.

Aufgabe 12.9. Wir betrachten die Operation von Z/(2) auf R = KU, V],
wo das nichttriviale Element durch U — —U, V +— —V wirkt, mit dem
(nichtfaktoriellen) Invariantenring

R® = K[U>,V*,UV] = K[X,Y,Z]/(XY — Z?).

Analysiere den Beweis zu Satz 12.8 in dieser Situation, insbesondere fiir das
Element XY = Z2? € RC.

Aufgabe 12.10. Es sei K ein Korper und R eine kommutative K-Algebra,
auf dem eine endliche Gruppe G als Gruppe von K-Algebraautomorphismen
operiere. Es sei

x: G— K~
ein Charakter. Zeige, dass zu jedem f € R die Summe
>
= x(0)

zu Rg gehort.

Aufgabe 12.11. Essei K ein Koérper und R eine integre K-Algebra, auf dem
eine endliche Gruppe G als Gruppe von K-Algebraautomorphismen operiere.
Es sei
x: G— K*

ein Charakter und RS der zugehorige R-Modul der Semiinvarianten. Es
sei RS # ( vorausgesetzt. Zeige, dass es einen R“-Modulhomomorphismus
0: RY — Rg derart gibt, dass ¢ nach Nenneraufnahme an einem Element
f € RC, f+#0, ein Isomorphismus wird.

Aufgabe 12.12. Es sei K ein Korper und K[U, V] sei mit der Z/(n)-Gradu-
ierung versehen, bei der U den Grad 1 und V' den Grad —1 bekommt. Zeige,
dass die Stufen Ry, d # 0, (als Rp-Moduln) nicht isomorph zu Ry sind.

Aufgabe 12.13. Es sei R ein Hauptidealbereich, der kein Korper sei. Zeige,
dass die Krulldimension von R gleich eins ist.
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Aufgabe 12.14. Es sei ¢: R — S ein surjektiver Ringhomomorphismus
zwischen den Integritédtsbereichen R und S. Die Krulldimension dieser Ringe
sei endlich und gleich. Zeige, dass dann ¢ ein Isomorphismus ist.

Aufgabe 12.15. Es sei R ein kommutativer Ring von endlicher Krulldimen-
sion d. Zeige, dass die Krulldimension des Polynomrings R[X] mindestens
d+ 1 ist.

Aufgabe 12.16. Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper und sei
R = K[X,Y] der Polynomring in zwei Variablen. Zeige, dass R die Krulldi-

mension zweil besitzt.

13. VORLESUNG - DAS SPEKTRUM I

Alexander Grothendieck (1928-2014)

DAS SPEKTRUM EINES KOMMUTATIVEN RINGES

Bei einer linearen Operation einer Gruppe G auf einem K-Vektorraum V'
haben wir einerseits die Operation auf dem geometrischen Objekt, ndmlich
dem Vektorraum, und andererseits die Operation auf dem zugehérigen Po-
lynomring als Gruppe von Ringautomorphismen. Es ist wiinschenswert, zu
einer solchen algebraischen Operation auf einem beliebigen kommutativen
Ring auch eine geometrische Interpretation zu besitzen. Dieses (und vieles
andere) leistet das Spektrum eines kommutativen Ringes.
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Definition 13.1. Zu einem kommutativen Ring R nennt man die Menge der
Primideale von R das Spektrum von R, geschrieben

Spek (R) .

Man spricht auch von einem affinen Schema.

Definition 13.2. Auf dem Spektrum eines kommutativen Ringes R ist die
Zariski-Topologie dadurch gegeben, dass zu einer beliebigen Teilmenge T° C
R die Mengen

D(T) == {p € Spec(R) | T £ p}
als offen erklart werden.

Fiir einelementige Teilmengen T = {f} schreiben wir D(f) statt D({f}).

Lemma 13.3. Die Zariski-Topologie auf dem Spektrum Spek (R) eines kom-
mutativen Ringes R ist in der Tat eine Topologie.

Beweis. Es ist D(0) = () und D(1) = Spek (R), da jedes Primideal die 0
und kein Primideal die 1 enthélt.

Zu einer beliebigen Familie T;, ¢ € I, aus Teilmengen T; C R ist

UDHD=D<UE>

iel iel
Dabei ist die Inklusion C klar, da

T, c | Un
i€l
gilt und da aus S C T stets D(S) C D(T) folgt. Fiir die andere Inklusion
sei p € D(U;e;T7). Dohes gibt ein f € J;o; 7y mit f ¢ p. Somit gibt es
eini € I mit f € T; und daher p € D(T;) fiir dieses i.

Zu einer endlichen Familie 71, ...,T, aus Teilmengen 7; C R ist
(\D(T;) = D(Ty---T,,).
i=1

Dabei bezeichnet T; ---T, die Menge aller Produkte f;---f, mit f; € T;.
Hierbei ist die Inklusion D klar. Fiir die umgekehrte Inklusion sei p € D(T;)
fir alle s = 1,...,n vorausgesetzt. Das bedeutet, dass es f; € T; mit f; & p
gibt. Aufgrund der Primidealeigenschaft ist dann fy---f, ¢ p, also p €
D(Ty---T,). OJ

Wir betrachten das Spektrum stets als topologischen Raum. Die Primideale
sind die Punkte dieses Raumes. Wir schreiben hdufig X = Spek (R) und
r € X, um die geometrische Sichtweise zu betonen. Fiir das Primideal, das
durch x reprasentiert wird, schreibt man dann wiederum p,.
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Die Komplemente der offenen Mengen, also die abgeschlossenen Mengen in
der Zariski-Topologie, werden mit

V(T) = {p € Spek (R) | T C p}
bezeichnet.

Proposition 13.4. Fir das Spektrum X = Spek (R) eines kommutativen
Ringes R gelten folgende Figenschaften.

(1) Es ist D(T) = D(a), wobei a das durch T erzeugte Ideal (Radikal)
in R sei. Man kann sich also bei der Beschreibung der offenen Teil-
mengen auf die Radikale von R beschrinken.

(2) Fir eine Familie a;, i € I, von Idealen in R ist

D) =D (Z ai) .

iel iel
(8) Fir eine endliche Familie a;, i = 1,...,n, von Idealen in R ist
ﬂ (ﬂal> = D(al---an).
=1 =1

(4) Es ist D(a) = X genau dann, wenn a das Einheitsideal ist.

(5) Es ist D(a) C D(b) genau dann, wenn a C rad (b) gilt.

(6) Das Spektrum ist genau dann leer, wenn R der Nullring ist.

(7) Esist D(a) = 0 genau dann, wenn a nur nilpotente Elemente enthilt.

(8) Die offenen Mengen D(f), f € R, bilden eine Basis der Topologie.

(9) Eine Familie von offenen Mengen D(a;), i € I, ist genau dann eine
Uberdeckung von X, wenn die Ideale a; zusammen das Einheitsideal
erzeugen.

Beweis. (1). Die Inklusion C ist klar. Die andere Inklusion beweisen wir durch
Kontraposition und nehmen p ¢ D(T) an. Dann ist 7' C p und somit gilt

a C rad(a) C p,

da ein Primideal ein Radikalideal ist. Daher ist auch p ¢ D(rad (a)). (2) und
(3) sind klar nach (1) und dem Beweis zu Lemma 13.3. (4). Wenn a nicht das
Einheitsideal ist, so gibt es nach Aufgabe 13.6 ein maximales Ideal a C m,
also m ¢ D(a). (5). Die Implikation von rechts nach links ist klar. Fiir
die Umkehrung sei a ¢ rad (b) vorausgesetzt. Dann gibt es nach Aufgabe
138 ein f € amit f* ¢ b fiir alle n € N. Dann gibt es auch ein Primideal
p DO bmit f ¢ p. Alsoistp € D(a)und p ¢ D(b). (6). Der Nullring besitzt
kein Primideal. Ein vom Nullring verschiedener kommutativer Ring besitzt
nach Aufgabe 13.6 maximale Ideale. (7). Jedes Primideal enthélt sdmtliche
nilpotenten Elemente, also ist V(a) = X fiir ein solches Ideal. Wenn dagegen
a ein nicht nilpotentes Element f enthélt, so gibt es nach Aufgabe 13.7 auch
ein Primideal p mit f ¢ p, alsoist p € D(f) C D(a). (8). Dies folgt direkt
aus D(a) = U, D(f)- (9) folgt aus und (2) und (4). O
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Proposition 13.5. Fir das Spektrum X = Spek (R) eines kommutativen
Ringes R gelten folgende Eigenschaften.

(1) Der Abschluss einer Teilmenge T C X ist V ((\,cp Pz)-

(2) Der Abschluss eines Punktes x € X ist V(p,).

(8) Ein Punkt x € Spek (R) ist genau dann abgeschlossen, wenn p, ein
maximales Ideal ist.

Beweis. (1). Firy € Tisty € V(p,) € V(Nyer P), sodass die angegebene
Menge eine abgeschlossene Menge ist, die T" umfasst. Es sei q ein Primideal
mit ¢ € V(N,erPz), also N,erpe € q. Um zu zeigen, dass q auch zum
Abschluss von T' gehort, muss man zeigen, dass T' jede offene Umgebung von
q schneidet. Es sei also q € D(f), d.h. f ¢ g. Dann ist auch f & [, o7 Pz
und somit gibt es ein x € T mit f ¢ p,. Also ist p, € D(f) und somit
TND(f) # 0. (2) ist ein Spezialfall von (1). (3) folgt aus (2). 0

Vor der néchsten Aussage erinnern wir an die (Quasi)-Kompaktheit von to-
pologischen Réumen: Ein topologischer Raum X heifit kompakt (oder dber-
deckungskompakt), wenn es zu jeder offenen Uberdeckung

X = U U; mit U; offen und einer beliebigen Indexmenge [
iel
eine endliche Teilmenge J C [ derart gibt, dass

x =Ju
ieJ
ist. Haufig spricht man von kompakt nur, wenn der Raum neben dieser
Uberdeckungseigenschaft auch hausdorffsch ist, und nennt dann die Uber-
deckungseigenschaft die Quasikompaktheit.

Korollar 13.6. Das Spektrum X = Spek (R) eines kommutativen Ringes
R st quasikompakt.

Beweis. Nach Proposition 13.4 (9) ist X = J,c; D(a;) genau dann, wenn
die Ideale a;, © € I, zusammen das Einheitsideal erzeugen. Das von der
Familie erzeugte Ideal besteht aus allen endlichen Summen f; + --- + f,
mit f; € a;;. Wenn also das Einheitsideal erzeugt wird, so bedeutet dies,
dass es eine endliche Auswahl {i1,...,i,} € I und Elemente f; € a;; mit
> —1 fj = 1 gibt. Dann ist aber

X =D(1) = |JD(f) = |JD(w;,)
j=1 j=1
und somit ist eine endliche iiberdeckende Teilfamilie gefunden. U

Das Spektrum ist nur in Ausnahmesituationen ein Hausdorffraum, d.h. im
Allgemeinen kann man zwei Punkte des Spektrums nicht durch offene Um-
gebungen trennen.
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Beispiel 13.7. Ein Korper hat bekanntlich nur zwei Ideale, ndmlich das
Einheitsideal K, das kein Primideal ist, und das Nullideal 0, das ein Primideal
ist. Das Spektrum eines Korpers besteht also aus einem einzigen Punkt.

Beispiel 13.8.

N

e Las

@ & 7 60 () feh

So stellt man sich das Spektrum von Z vor. Die Verbindungslinien sollen
vermitteln, dass es sich um ein eindimensionales Objekt handelt. Das Nullideal
malt man fett, um anzudeuten, dass es sich um einen dichten Punkt handelt.

Die Primideale in Z sind einerseits die maximalen Ideale (p), wobei p eine
Primzahl ist, und andererseits das Nullideal 0. Die maximalen Ideale bilden
die abgeschlossenen Punkte von Spek (Z). Das Nullideal ist darin ein wei-
terer nicht abgeschlossener Punkt. Die einzige abgeschlossene Menge, in der
dieser Punkt enthalten ist, ist die ganze Menge. Die abgeschlossenen Men-
gen in Spek (Z) sind neben der Gesamtmenge die endlichen Teilmengen aus
maximalen Idealen.

Man visualisiert Spek (Z) als eine (gedachte Gerade), auf der die Primzahlen
diskret liegen, wiahrend der Nullpunkt ein fetter Punkt ist, der die gesamte
Gerade représentiert.

Beispiel 13.9. Fiir den Polynomring R = K[X;,...,X,] iber einem
Koérper K vermitteln die sogenannten Punktideale eine gute geometrische
Vorstellung von Spek (R). Ein Punktideal hat die Form

(Xl—al,Xg—ag,...,Xn—an)

zu einem festen Tupel a = (a1,a9,...,a,) € K". Ein Punktideal ist der
Kern des durch X; — a; festgelegten K-Algebrahomomorphismus

Ya: R— K

und daher ein maximales Ideal. Diese Zuordnung definiert insgesamt eine
injektive Abbildung

K™ — Spek (R).
Wenn K algebraisch abgeschlossen ist, so werden dadurch sogar alle maxima-
le Ideale von R erfasst. Daher stellt man sich das Spektrum des Polynomrings

in n Variablen als den affinen Raum vor, der allerdings auch noch weitere
nichtabgeschlossene (und schwerer zu visualisierende) Punkte enthilt. Zu
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einem Polynom f € K[Xy,...,X,] besitzt V(f) N K" eine anschauliche In-
terpretation: Es ist a € V(f) N K" genau dann, wenn f(aq,...,a,) = 0
ist.

Auch wenn ein beliebiger endlichdimensionaler K-Vektorraum V mit dem
zugehorigen Polynomring K[V] vorliegt, so erhdlt man eine natiirliche Ein-
bettung

V' C Spek (K[V]).
Einem Vektor v € V ist das maximale Ideal {f € K[V] | f(v) = 0} zugeord-
net. Dieses wird von den in v verschwindenden Linearformen erzeugt.

Als Variante erwéhnen wir noch das K-Spektrum.

Definition 13.10. Es sei K ein kommutativer Ring und R eine kommutative
K-Algebra. Zu einer weiteren K-Algebra L nennt man die Menge der K-
Algebrahomomorphismen

Homg (R, L)

das L- Spektrum von R. Es wird mit L—Spek (R) bezeichnet.

Dies Bezeichnung wird insbesondere bei L = K verwendet. Wenn man zu
einer K-Algebra R das affine Schema als X = Spek(R) bezeichnet, so
schreibt man auch X (L) fiir das L-Spektrum und spricht von der Menge
der L-wertigen Punkte. Wenn K ein algebraisch abgeschlossener Korper und
R vom endlichen Typ iiber K ist, so besteht X (K) genau aus den maximalen
Idealen von R.

13. ARBEITSBLATT
UBUNGSAUFGABEN
Aufgabe 13.1. Es sei R ein kommutativer Ring und p ein Ideal. Zeige, dass

p genau dann ein Primideal ist, wenn der Restklassenring R/p ein Integritéts-
bereich ist.

Aufgabe 13.2. Es sei a ein Ideal in einem kommutativen Ring R. Zeige, dass
a genau dann ein Primideal ist, wenn a der Kern eines Ringhomomorphismus
¢: R — K in einen Korper K ist.

Aufgabe 13.3. Zeige, dass ein Primideal ein Radikal ist.
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Aufgabe 13.4. Es sei R ein kommutativer Ring und m C R ein Ideal in R.
Zeige, dass m genau dann ein maximales Ideal ist, wenn der Restklassenring
R/m ein Korper ist.

Aufgabe 13.5. Es sei R ein kommutativer Ring und sei @ # R ein Ideal
in R. Zeige: a ist genau dann ein maximales Ideal, wenn es zu jedem g € R,
g€ aein f € aundeinr € Rmit rg+ f = 1 gibt.

Aufgabe 13.6. Es sei R ein vom Nullring verschiedener kommutativer Ring.
Zeige unter Verwendung des Lemmas von Zorn, dass es maximale Ideale in

R gibt.

Aufgabe 13.7. Es sei R ein kommutativer Ring, a C R ein Ideal und
M C R ein multiplikatives System mit a N M = (). Zeige mit dem Lemma
von Zorn, dass es dann auch ein Primideal p mit a € p und mit pN M = ()
gibt.

Aufgabe 13.8. Es sei a ein Radikal in einem kommutativen Ring. Zeige,
dass a der Durchschnitt von Primidealen ist.

Vor den nichsten Aufgaben erinnern wir an den Begriff eines lokalen Ringes
und einer Lokalisierung.

Ein kommutativer Ring R heift lokal, wenn R genau ein maximales Ideal
besitzt.

Es sei R ein kommutativer Ring und sei p ein Primideal. Dann nennt man die
Nenneraufnahme an S = R\ p die Lokalisierung von R an p. Man schreibt
dafiir R,. Es ist also

Ry=4Lrerggpl.
g

Aufgabe 13.9. Es sei R ein kommutativer Ring. Zeige, dass R genau dann
ein lokaler Ring ist, wenn a + b nur dann eine Einheit ist, wenn a oder b eine
Einheit ist.

Aufgabe 13.10. Es sei R ein kommutativer Ring und sei m ein maximales
Ideal mit Lokalisierung R,,. Es sei a ein Ideal, das unter der Lokalisierungs-
abbildung zum Kern gehort. Zeige, dass dann R, auch eine Lokalisierung
von R/a ist.
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Aufgabe 13.11. Beschreibe das Spektrum eines diskreten Bewertungsrin-
ges.

Aufgabe 13.12. Es sei K ein Korper. Beschreibe das Spektrum von
K[X,Y]/(XY).

Aufgabe 13.13. Es sei R ein kommutativer Ring. Zeige, dass R genau dann
der Nullring ist, wenn sein Spektrum Spek (R) leer ist.

Aufgabe 13.14. Skizziere das Spektrum von Z[X].

Aufgabe 13.15. Es sei R ein kommutativer Ring, sei f € R und sei a ein
Ideal. Zeige, dass f € a genau dann gilt, wenn fiir alle Lokalisierungen R,
gilt, dass f € aR, ist.

Aufgabe 13.16. Es sei R ein kommutativer Ring und sei p ein Primideal.
Dann ist der Restklassenring S = R/p ein Integritatsbereich mit Quotien-
tenkorper @) = Q(S) und R, ist ein lokaler Ring mit dem maximalen Ideal
pR,. Zeige, dass eine natiirliche Isomorphie

Q(S) = Ry/pR,
vorliegt.

Den in der vorstehenden Aufgabe auf zweifache Weise konstruierten Koérper
nennt man auch den Restekdrper in p. Er wird mit x(p) bezeichnet.

Aufgabe 13.17. Es sei GG eine Gruppe, die auf einem kommutativen lokalen
Ring als Gruppe von Ringautomorphismen operiere. Zeige, dass der Fixring
RY ebenfalls lokal ist.

Aufgabe 13.18. Es sei M ein kommutatives Monoid, I' seine Differenzen-
gruppe und K ein Korper. Zeige, dass die Spektrumsabbildung

K —Spek (I') — K —Spek (M)

injektiv ist.
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14. VORLESUNG - DAS SPEKTRUM II
FUNKTORIELLE EIGENSCHAFTEN DES SPEKTRUMS

Das Spektrum ordnet nicht nur einem kommutativen Ring einen topologi-
schen Raum zu, sondern auch einem Ringhomomorphismus eine stetige Ab-
bildung zu.

Proposition 14.1. Es sei p: R — S ein Ringhomomorphismus zwischen
kommutativen Ringen. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Die Zuordnung
" Spek (S) — Spek (R), p +— ¢"(p) = ¢ (p),

ist (wohldefiniert und) stetig.
(2) Esist (¢*)"Y(D(a)) = D(aS) fiir jedes Ideal a C R.
(8) Fiir einen weiteren Ringhomomorphismus

v: S —T
gilt (P o) = "oy

Beweis. Die Abbildung ist nach Aufgabe 14.1 wohldefiniert. Zur Stetigkeit
ist die Aussage (2) zu zeigen. Wir argumentieren mit den abgeschlossenen
Mengen. Fiir ein Primideal g € Spek (S) ist ¢*(q) € V(a) genau dann, wenn
a C ¢ '(q) ist. Dies ist dquivalent zu p(a) C q und ebenso zu aS C q. (3)
ist klar. U

Die in der vorstehenden Aussage eingefiihrte stetige Abbildung heifit Spek-
trumsabbildung (zu dem gegebenen Ringhomomorphismus). Bei einem Un-
terring R C S geht es einfach um die Zuordnung p — p N R. In diesem
Fall spricht man auch von ,,Runterschneiden“. Vor der ndchsten Aussage er-
innern wir an einige topologische Eigenschaften von stetigen Abbildungen.
Eine stetige Abbildung
f: X—Y

zwischen topologischen Raumen X und Y heiit abgeschlossen (offen), wenn
Bilder von abgeschlossenen (offenen) Mengen wieder abgeschlossen (offen)
sind. Unter einer Einbettung versteht man eine injektive Abbildung, bei der
die eingebettete Menge homéomorph zur Bildmenge ist.

Proposition 14.2. Es sei R ein kommutativer Ring. Dann gelten folgende
Aussagen.

(1) Zu einem Ideal a C R und der Restklassenabbildung
qg: R— R/a
ist die Spektrumsabbildung
q*: Spek (R/a) — Spek (R)
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eine abgeschlossene Finbettung, deren Bild V(a) ist.
(2) Zu einem multiplikativen System M C R ist die zur kanonischen
Abbildung
t: R — RM

gehorige Abbildung
t*: Spek (Ry;) — Spek (R)

ingektiv, und das Bild besteht aus der Menge der Primideale von R,
die zu M disjunkt sind.
(3) Zu f € R ist die zur kanonischen Abbildung

t: R — Ry
gehorige Abbildung
" Spek (Ry) — Spek (R)
eine offene Finbettung, deren Bild gleich D(f) ist.

Beweis. (1) folgt aus Aufgabe 10.10: Die Primideale in R/a entsprechen iiber
p+— ¢ *(p) = p + a den Primidealen von R, die a enthalten. Die angegebene
Abbildung ist also bijektiv und hat das beschriebene Bild. Zu einem Ideal
b C R/a und einem Primideal p C R/a ist b C p genau dann, wenn

b+a=¢q'(b) Cp+a=q(p
in R gilt. Also ist das Bild von V' (b) gleich V' (b+a) und damit abgeschlossen.
Fiir (2) siche Aufgabe 14.2. (3). Da fiir ein Primideal p und ein Element f €
R die Beziehung f ¢ p genau dann gilt, wenn p zum multiplikativen System
{f™ | n € N} disjunkt ist, folgt aus Teil (2), dass die Abbildung injektiv ist
und dass ihr Bild gleich D(f) ist. Das gleiche Argument, angewendet auf

g € Rbzw. ¢ € Ry zeigt, dass das Bild von D(g) C Spek (Ry) gleich
D(fg) und damit offen ist. O

Lemma 14.3. Es sei p: R — S ein Ringhomomorphismus zwischen kom-
mutativen Ringen und es sei

©": Spek (S) — Spek (R), p — ©"(p),

die zugehorige Spektrumsabbildung. Dann ist die Faser tiber einem Primideal

q € Spek (R) gleich Spek ((S/q4S)p(r\q)). D-h. die Faser besteht aus allen
Primidealen p € Spek (S) mit ¢S C p und mit pNe(R\ q) = 0.

Beweis. Aufgrund von Proposition 14.2 miissen wir nur die zweite Formulie-
rung beweisen. Fiir ein Primideal p C S gilt ¢ ~!(p) = q genau dann, wenn
sowohl ¢(q) C p als auch p(R\ q) C S\ p gilt. Die erste Bedingung ist zu
qS C p und die zweite Bedingung ist zu

p(R\g)Np =0

dquivalent. O
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Insbesondere ist die Faser eines Spektrumsmorphismus iiber einem Punkt
selbst wieder das Spektrum eines Ringes. Wir werden spéter eine weitere Be-
schreibung der Faser mit Hilfe des Tensorprodukts kennenlernen. Ein Spezial-
fall der vorstehenden Aussage ist, dass die Faser iiber einem maximalen Ideal
m gleich Spek (S/mS) ist, da in diesem Fall aus mS C p sofort m C ¢~ *(p)
folgt und wegen der Maximalitit Gleichheit gelten muss. Bei einem Inte-
gritdtsbereich R und dem Nullideal eriibrigt es sich, das Erweiterungsideal
zu betrachten, die Faser wird einfach durch Spek (S¢( R\{O})) beschrieben.

Korollar 14.4. Es sei
p: R— S
emn Ringhomomorphismus zwischen kommutativen Ringen und es sei
¢*: Spek () — Spek (R), p — ©"(p),

die zugehdrige Spektrumsabbildung. Dann ist die Faser iber einem Primideal

q € Spek (R) genau dann leer, wenn qS N (R \ q) # 0.

Beweis. Dies folgt aus Lemma 14.3 und Proposition 13.4 (6). O
Beispiel 14.5. Es sei K ein Korper und sei ein K-Algebrahomomorphismus
K[Xy,..., X, — K[Y1,...,Y,], X; — P,

gegeben. Nach Lemma 14.3 wird die Faser iiber einem maximalen Ideal der
Form (X; — ay,...,X,, — a,) durch V(P, — ay,..., P, — a,) beschrieben.
Ein K-Punkt (Y} —bq,...,Y,, —by) gehort zu dieser abgeschlossenen Menge
genau dann, wenn

Pi(by,....bn) = a;
fire = 1,...,n ist.
Beispiel 14.6. Die Faser zu
Spek (Z[X]) — Spek (Z)

iber einem Primideal (p) zu einer Primzahl p ist nach Lemma 14.3 und
Proposition 14.2 (1) gleich

V(pZ[X]) = Spek (Z[X]/pZ[X]) = Spek (Z/(p)[X]).
Uber dem Nullideal (0) ist die Faser gleich
Spek ((Z[X])z\0y) = Spek (Q[X]).

In jedem Fall ist also die Faser gleich Spek (K[X]), wenn K den Restekorper
zum Primideal bezeichnet.
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DIE SPEKTRUMSABBILDUNG BEI EINER GANZEN ERWEITERUNG

Wir betrachten Besonderheiten der Spektrumsabbildung zu einer ganzen Er-
weiterung. Die folgende Aussage heifit die going up-Eigenschaft einer ganzen
Erweiterung.

Lemma 14.7. Es sei

p: R— S
ein ganzer Ringhomomorphismus. Es seien qo C q1 Primideale in R und pg
ein Primideal in S mit ©*(po) = qo. Dann gibt es ein Primideal p; 2 po in
S mit ¢*(p1) = qi.

Beweis. Wir betrachten die injektive Abbildung
R/q0 — S/po,

die nach wie vor ganz ist. Wir kénnen also annehmen, dass eine ganze Erwei-
terung R C S von Integritdtsbereichen vorliegt und miissen ein Primideal
p € Spek (S) finden, das auf ein vorgegebenes Primideal q € Spek (R) run-
terschneidet. Wir lokalisieren R an g und S an R\q C S, wobei die induzierte
Abbildung
Ry — Spyg

nach wie vor injektiv und ganz ist. Wir konnen also annehmen, dass R ein
lokaler Integritétsbereich ist und R C S eine ganze Erweiterung. Wir su-
chen ein Primideal aus S, das auf das maximale Ideal m herunterschneidet.
Nehmen wir an, dass die Faser iiber m leer ist. Dann ist nach Korollar 14.4
das Erweiterungsideal mS gleich dem Einheitsideal. Dann gibt es Elemente
fiyooos fn € mund sq,...,8, € Smit sy fi+---+s,fn = 1. Diese Gleichung
gilt auch im Unterring T = R[sy,...,s,] C S. Die Erweiterung R C T ist
endlich erzeugt und ganz, also nach Satz 11.10 sogar endlich. Es ist m7" = T
und damit 7'/m7T = 0. Aus dem Lemma von Nakayama folgt daraus 1" = 0,
ein Widerspruch. O

Die folgende Aussage heifit die lying over-Eigenschaft einer injektiven ganzen
Erweiterung.

Lemma 14.8. Es sei
p: R— S
ein injektiver ganzer Ringhomomorphismus. Dann ist die Spektrumsabbildung
©*: Spek (S) — Spek (R)

surjektiv.

Beweis. Es sei q € Spek (R) vorgegeben. Die induzierte Abbildung
Rq — SR\q

ist ebenfalls injektiv. Der Beweis zu Lemma 14.7 zeigt, dass es ein Primideal
aus Sg\q gibt, das auf q runterschneidet. O
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Satz 14.9. Es seien R und S kommutative Ringe und es sei
p: R— S
ein ganzer Ringhomomorphismus. Dann ist die Spektrumsabbildung
©*: Spek (S) — Spek (R)

abgeschlossen. Wenn ¢ zusdtzlich injektiv ist, so ist p* surjektiv.

Beweis. Wir zeigen fiir eine beliebige abgeschlossene Teilmenge

V(a) C Spek (9)

mit einem Ideal a C S, dass das Bild
¢ (V(a) = V(e '(a))

ist, also insbesondere wieder abgeschlossen ist. Dafiir betrachten wir den
induzierten Ringhomomorphismus

R/¢~'(a) — S/a,
der ebenfalls ganz und zusétzlich injektiv ist. Daher ist
V(a) = Spek (S/a) — V(™" (a)) = Spek (R/~" (w))

nach Lemma 14.8 surjektiv. Also ist p*(V(a)) = V(¢ '(a)). Der Zusatz folgt
ebenfalls aus Lemma 14.8. U

Lemma 14.10. Es sei K ein Kirper, A ein Integrititsbereich und K C A
eine ganze Erweiterung. Dann ist auch A ein Kérper.

Beweis. Es sei a € A, a # 0. Wir betrachten eine Ganzheitsgleichung
a"+rp1a" 4 ra+r = 0.

Wenn rg = 0 ist, so konnen wir a ausklammern und erhalten, da a ein
Nichtnullteiler ist, eine Ganzheitsgleichung kleineren Grades. Wir konnen
also annehmen, dass rq # 0 ist. Dann ist

a- ("M rpad" ) s (mrg) =1
und somit ist a eine Einheit. O

Lemma 14.11. FEs se:

p: R— S
ein ganzer Ringhomomorphismus. Es seien p # q Primideale in S mit
©*(p) = ¢*(q). Dann istp € q. D.h. die Fasern sind nulldimensional.

Beweis. Es sei v := p*(p) = ¢*(q). Wir machen den Ubergang
R — R./tR, = k(v)
und betrachten die induzierte Abbildung
k(t) =1 K — (S/vS)orye) = A,
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die ebenfalls ganz ist. Nach Lemma 14.3 ist Spek (A) die Faser von ¢* {iber
t. Wir miissen also zeigen, dass das Spektrum einer iiber einem Korper K
ganzen Algebra nulldimensional ist, es also keine Inklusionen von Primidealen
gibt. Es sei p C q eine Inklusion von Primidealen aus A. Wir gehen zu K —
A/p iiber. Somit ist A/p ein Integritdtsbereich und eine ganze Erweiterung
eines Korpers. Nach Lemma 14.10 ist A/p selbst ein Korper. Also ist

q=p

Satz 14.12. Es sei
p: R— S
ein injektiver ganzer Ringhomomorphismus. Dann ist
dim (S) = dim (R).
Beweis. Zu einer Primidealkette po C p; C ... C p, aus S ist die Kette
©*(po) C ¢*(p1) C ... C ¢*(pn) nach Lemma 14.11 ebenfalls echt, sodass
dim (S) < dim (R)

ist. Zu einer Primidealkette qo C q; C ... C q, aus R gibt es zunéchst nach
Lemma 14.8 ein Primideal py aus S mit ¢*(po) = qo. Nach Lemma 14.7 kann
man dies sukzessive zu einer Kette po C p; C ... C p, mit ¢*(p;) = q;
fortsetzen. Daher ist auch

dim (S) > dim (R).

Satz 14.13. Es sei
R— S

ein endlicher Ringhomomorphismus zwischen kommutativen Ringen. Dann
bestehen die Fasern der Spektrumsabbildung

Spek (S) — Spek (R)

aus endlich vielen Punkten.

Beweis. Siehe Aufgabe 14.19. ]
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14. ARBEITSBLATT

UBUNGSAUFGABEN

Aufgabe 14.1. Es seien R und S kommutative Ringe und sei ¢: R — S ein
Ringhomomorphismus. Es sei p ein Primideal in S. Zeige, dass das Urbild
¢~ 1(p) ein Primideal in R ist.

Zeige durch ein Beispiel, dass das Urbild eines maximalen Ideales kein ma-
ximales Ideal sein muss.

Aufgabe 14.2. Es sei R ein kommutativer Ring und S C R ein multiplika-
tives System. Zeige, dass die Primideale in Rg genau denjenigen Primidealen
in R entsprechen, die mit S einen leeren Durchschnitt haben.

Aufgabe 14.3. Beschreibe das Spektrum Spek (R,) einer Lokalisierung eines
kommutativen Ringes R an einem Primideal p.

Aufgabe 14.4. Es sei
p: R— S

ein Ringhomomorphismus zwischen den kommutativen Ringen R und S und
es sel p € Spek (5) ein Primideal. Zeige, dass es natiirliche Ringhomomor-
phismen

Romrp) — 5
(zwischen den Lokalisierungen) und
K97 (p) — (p)
(zwischen den Restekorpern) gibt.

Aufgabe 14.5. Es sei K ein Korper und seien R und S integre, endlich
erzeugte K-Algebren. Es sei

p: R— S

ein K-Algebrahomomorphismus und n ein maximales Ideal in S mit
¢ 1(n) = m. Die Abbildung induziere einen Isomorphismus R, — S,. Zei-
ge, dass es dann auch ein f € R, f € m, derart gibt, dass Ry — S,y ein
Isomorphismus ist.
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Aufgabe 14.6. Es sei R ein kommutativer Ring, a C R ein Ideal und S C

R ein multiplikatives System. Zeige, dass es eine natiirliche Ringisomorphie
(R/a)s = Rs/aRs

gibt, wobei links die Nenneraufnahme am Bild des multiplikativen Systems
in R/a bezeichnet.

Aufgabe 14.7. Welche ,,Funktoren® in der Mathematik kennen Sie?

Aufgabe 14.8. Zeige, dass die Spektrumsabbildung zur Reduktion
R — R/UR

eines kommutativen Ringes R eine Homoéomorphie ist.

Aufgabe 14.9. Es sei R ein kommutativer Ring, der einen Korper der posi-
tiven Charakteristik p > 0 enthalte (dabei ist p eine Primzahl). Zeige, dass
die Abbildung

R— R, f+— [P,
ein Ringhomomorphismus ist, den man den Frobeniushomomorphismus
nennt.

Aufgabe 14.10. Es sei R ein kommutativer Ring der positiven Charakte-
ristik p > 0. Zeige, dass die Spektrumsabbildung zum Frobeniushomomor-
phismus

R— R, f— [P,

eine HomGomorphie ist.

Aufgabe 14.11. Wir betrachten den R-Algebrahomomorphismus
R[Y] — R[X], Y — X~

Zeige, dass die zugehorige Spektrumsabbildung surjektiv ist, dass aber die
zugehorige Abbildung auf der Ebene der R-Spektren nicht surjektiv ist.

Aufgabe 14.12. Es sei R ein kommutativer Ring. Bestimme die Fasern zur
Spektrumsabbildung zur Ringerweiterung R C R[X1,..., X,].

Aufgabe 14.13. Bestimme die Fasern der Spektrumsabbildung zu R[X] C
C[X].
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Wenn der Grundkérper die komplexen Zahlen sind, so gibt es auf dem C-
Spektrum auch eine komplexe Topologie, die wesentlich feiner als die Zariski-
Topologie ist. Dies wird in den folgenden Aufgaben entwickelt.

Aufgabe 14.14. Es sei R eine endlich erzeugte kommutative C-Algebra.
Zeige, dass es auf dem C-Spektrum C—Spek (R) eine natirliche Topologie
(oder komplexe Topologie) gibt, die im Falle des Polynomringes C[ X7, ..., X,)]
mit der metrischen Topologie auf dem C” {ibereinstimmt. Zeige ferner, dass
zu einem C-Algebrahomomorphismus ¢: R — S zwischen endlich erzeugten

C-Algebren R und S die induzierte Abbildung
C—Spek () — C—Spek (R)

stetig in der natiirlichen Topologie ist.

Aufgabe 14.15. Es sei P € C[X] ein nichtkonstantes Polynom. Zeige, dass
die Funktion

C—C, z+— P(2),

die Eigenschaft besitzt, dass Urbilder von beschréinkten Teilmengen 7" C C
beschrénkt sind.

Aufgabe 14.16. Es seien F,..., F, € C[Xy,...,X,] Polynome mit der
Eigenschaft, dass der dadurch definierte C-Algebrahomomorphismus

CYa,.... Vi) — C[Xy,..., X,)], Y; — Fj,
ganz ist. Zeige, dass die zugehorige Abbildung
C" — C*, (z1,...,2p) — (Fi(21, ..., 20), .o Frly, .. 2)),
die Eigenschaft besitzt, dass Urbilder von beschrinkten Teilmengen 7' C CF

wieder beschrankt sind.

Man folgere, dass in der vorstehenden Situation die Abbildung F' eigentlich
ist, dass also Urbilder kompakter Teilmengen wieder kompakt sind, und dass
F' abgeschlossen ist.

Aufgabe 14.17. Zeige, dass bei R C R[X] die going-up-Eigenschaft nicht
gelten muss.

Aufgabe 14.18. Zeige, dass die Spektrumsabbildung zur Normalisierung
einer monomialen Kurve eine Homéomorphie ist.
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Aufgabe 14.19. Essei R — S ein endlicher Ringhomomorphismus zwischen
kommutativen Ringen. Zeige, dass die Fasern der Spektrumsabbildung
Spek (S) — Spek (R)

aus endlich vielen Punkten bestehen.

Aufgabe 14.20. Bestimme die Fasern der Spektrumsabbildung zu Q[X]| C
R[X]. Welche sind endlich?

15. VORLESUNG - QUOTIENT UND INVARIANTENRING
OPERATIONEN AUF DEM SPEKTRUM

Es sei G eine Gruppe, die auf einem kommutativen Ring R als Gruppe von
Ringautomorphismen operiere. Zu jedem o € G liegt also ein Ringautomor-
phismus

Yot R— R
vor, der wiederum zu einer Spektrumsabbildung

. Spek (R) — Spek (R)

fithrt, die eine Hom6omorphie ist. Die Operation von G auf R ergibt als eine
Operation von G auf Spek (R) als Gruppe von Homéomorphismen. Da wir
die Operation auf dem Ring von rechts schreiben, und das Spektrum kontra-
variant ist, ist es natiirlich, die Operation auf dem affinen Schema Spek (R)
von links zu schreiben. Wir werden gleich sehen, dass man bei einer linea-
ren Operation auf einem Vektorraum und der zugehorigen Operation auf dem
Polynomring iiber das Spektrum die urspriingliche Operation zuriickgewinnt.

Lemma 15.1. Es sei K ein Korper und seien V und W endlichdimensionale
K-Vektorraume. Es sei
v V—W
eine K -lineare Abbildung und
p: K[W] — K[V]
der zugehorige K -Algebrahomomorphismus zwischen den Polynomringen und
©*: Spek (K[V]) — Spek (K[W])
die zugehorige Spektrumsabbildung. Dann kommutiert das Diagramm
1 N W
! ) 3
Spek (K[V]) = Spek (K[W]),

wobei die vertikalen Abbildungen die natirlichen Einbettungen sind.
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Beweis. Es seien
m, ={F € K[V]| F(v) =0} und m,, = {G € K[W] | G(w) = 0}

die zu den Vektoren v bzw. w gehorigen maximalen Ideale. Die Aussage folgt
aus

pr(my) = ¢ (m,)

= {G e KW]|p(G) € m,y}

= {G e K[W]|p(G)(v) = 0}
= {Ge K[W][(Goy)(v) =0}
= {G e K[W][G((v) =0}

g

Proposition 15.2. Es set K ein Kdrper, V ein endlichdimensionaler K-
Vektorraum, auf dem eine Gruppe G linear operiere. Es sei

K[V] x G — K|[V]
die zugehorige Operation auf dem Polynomring K[V und
G x Spek (K[V]) — Spek (K[V])

die zugehdrige Operation auf dem Spektrum. Dann liegt tiber die natiirliche
Einbettung V' C Spek (K[V]) eine Fortsetzung der Operation vor.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Lemma 15.1. U

QUOTIENT UND INVARIANTENRING BEI ENDLICHEN (GRUPPEN

Es sei R ein kommutativer Ring, G eine endliche Gruppe, die auf R und
damit auch auf X = Spek (R) als Gruppe von Automorphismen operiere.
Dann hat man einerseits den topologischen Quotienten X /G und andererseits
den Invariantenring R“ und damit dessen Spektrum Spek (RG). Wir zeigen
nach einigen Vorbereitungen, dass diese zwei geometrischen Objekte gleich
sind, also dass
X/G = Spek (RY)
gilt. Dabei werden wir zeigen, dass die Spektrumsabbildung

t*: Spek (R) — Spek (R%)

(die zur Inklusion RY C R gehort) die Eigenschaften eines topologischen
Quotienten erfiillt.

Korollar 15.3. Es sei R ein kommutativer Ring, auf dem eine endliche
Gruppe G durch Ringautomorphismen operiere. Dann ist die Spektrumsab-
bildung

t*: Spek (R) — Spek (R%)
surjektiv und abgeschlossen. Insbesondere trigt Spek (RG) die Bildtopologie
unter dieser Abbildung.
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Beweis. Dies folgt aus Lemma 12.1 und aus Satz 14.9. U

Fiir die néchste Aussage iiber die Fasern und Bahnen bei einer endlichen
Gruppenoperation benotigen wir das Lemma iiber die Primvermeidung.

Lemma 15.4. Es set R ein kommutativer Ring, a ein Ideal und py,...,p,
eine endliche Familie von Primidealen. Es gelte a C |J;_, p;. Dann ist a C
p; fiir ein i.

Beweis. Wir fithren Induktion iiber n. Bei n = 1 ist die Aussage trivial. Es
sei die Aussage fiir n Primideale bewiesen, und seien n+1 Primideale gegeben.
Fiir jedes ¢ kénnen wir annehmen, dass a € ;4 Pj ist, da andernfalls die
Aussage nach Induktionsvoraussetzung bewiesen ist. Demnach gibt es jeweils
ein f; € amit fi ¢ J,p;. Dann muss insbesondere f; € p; sein. Das
Element fi+ fofs -+ fnr1 gehort zu a und damit ist auch f1+ fofs - for1 €
p; fiir ein 7. Dies ist aber sowohl bei7 = 1 als auch bei7 > 2 ein Widerspruch.

0

Lemma 15.5. Es sei R ein kommutativer Ring, auf dem eine endliche Grup-
pe G durch Ringautomorphismen operiere und es sei

t*: Spek (R) — Spek (R%)

die zugehorige Spektrumsabbildung. Dann gilt fir p,q € Spek (R) die Aqui-
valenz: 1*(p) = 1*(q) genau dann, wenn es ein o € G mit o*(p) = q gibt.
Das heif$t, dass die Bahnen der Operation von G auf Spek (R) mit den Fasern
von L* dbereinstimmen.

Beweis. Wenn o*(p) = o~ 1(p) = qist und f € RYNq, so ist auch f =
fo € p, also ist

c(p) = RNp = RENq = (q).

Primideale in derselben Bahn besitzen also den gleichen Bildpunkt unter der
Spektrumsabbildung.

Zum Beweis der Umkehrung betrachten wir die Faser iiber v € Spek (RG)
und es sei p ein Element dieser Faser, welches es nach Korollar 15.3 gibt. Wir
miissen zeigen, dass jedes Primideal q der Faser in der Bahn durch p liegt,
dass es also ein 0 € G mit o*(p) = q gibt. Wir nehmen an, dass dies nicht
der Fall sei, und es sei q ein Primideal der Faser iiber v, das aber nicht zur
Bahn durch p gehort. Aus q # o*(p) (fir alle 0 € G) folgt ¢ Z o*(p), da
andernfalls die Faser im Widerspruch zu Lemma 14.11 nicht nulldimensional
wére. Nach Lemma 15.4 ist dann auch

9z Jorp) = T
oceG

Essei f € q, f ¢ T. Die Menge T wird unter der Gruppenoperation auf sich
selbst abgebildet, daher ist auch fo ¢ T. Somit ist auch g = [[ .o fo ¢ T.
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Andererseits ist aber ¢ € R® und g € q, also ergibt sich der Widerspruch
ge RENg=tCpCT O

Satz 15.6. Es set R ein kommutativer Ring, auf dem eine endliche Gruppe
G durch Ringautomorphismen operiere und es sei

t*: Spek (R) —> Spek (R%)

die zugehorige Spektrumsabbildung. Dann ist (Spek (RG),L*) der Quotient
der Gruppenoperation von G auf Spek (R).

Beweis. Die Abbildung
t*: Spek (R) —> Spek (R%)

ist nach Korollar 15.3 surjektiv, sodass nach Lemma 15.5 die Punkte aus
Spek (RG) den Bahnen der Gruppenoperation entsprechen. Daher ist

Spek (RG)

ein mengentheoretischer Quotient. Nach Korollar 15.3 tragt Spek (RG) die
Bildtopologie, sodass es sich auch um einen topologischen Quotienten han-
delt. O

Aus den vorstehenden Aussagen folgt insbesondere, dass die Fasern der Spek-
trumsabbildung

Spek (R) — Spek (RG)

aus endlich vielen Elementen bestehen, und zwar ist deren Anzahl maximal
gleich der Anzahl der Elemente der Gruppe G.

QUOTIENT UND INVARIANTENRING ALLGEMEIN

Wenn die operierende Gruppe nicht endlich ist, so ist das Spektrum des Inva-
riantenringes im Allgemeinen nicht der Quotient der Gruppenoperation. Es
ist ein eigenstéindiges, umfassendes Problem, den Quotienten zu einer alge-
braischen Gruppenoperation zu bestimmen, die unter der Bezeichnung geo-
metrische Invariantentheorie firmiert. Zwar existiert stets der Bahnenraum,
der mit der Bildtopologie versehen der Quotient in der Kategorie der topo-
logischen Raume ist, doch wiinscht man sich auch eine algebraische Struktur
auf dem Quotienten (beispielsweise mochte man iiber , polynomiale Funktio-
nen“ auf dem Quotienten sprechen kénnen). Schon einfache Beispiele zeigen,
dass man einen sinnvollen algebraisch-geometrischen Quotienten nur erwar-
ten kann, wenn man die Operation auf eine offene (moglichst grofie) Teil-
menge einschrinkt. Um den Quotienten zu beschreiben reichen die affinen
Varietéten nicht aus, und nur solche kann man iiber Invariantenringe gewin-
nen. Stattdessen muss man in der Kategorie der quasiprojektiven Varietéten
bzw. der Schemata einen Quotienten konstruieren.
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Beispiel 15.7. Die Operation der Einheitengruppe K* eines Korpers K
auf dem K" (n > 2) durch skalare Multiplikation besitzt den Nullpunkt
als Fixpunkt und die Geraden durch den Nullpunkt ohne diesen als weitere
Bahnen. Die zugehorige Operation auf dem Polynomring R = K[X3, ..., X,)]
(vergleiche Beispiel 5.9) besitzt bei unendlichem K nur die Konstanten als
invariante Polynome. Die Spektrumsabbildung

Spek (R) — Spek (R)

ist also konstant und vermag nicht die Bahnen zu trennen. Nach Aufgabe
5.13 gibt es bei K = R (oder C) noch nicht einmal stetige Funktionen des
R™ in einen metrischen Raum, die die Bahnen trennen.

Wenn man hingegen den Nullpunkt herausnimmt, so ist der Bahnenraum
nach Definition der projektive Raum iiber K, einer der wichtigsten Réaume
iiberhaupt. Dieser ist nicht das Spektrum eines kommutativen Ringes, er
wird aber iiberdeckt durch offene Teilmengen, die Spektren zu kommutativen
Ringen sind. Ein solches geometrisches Objekt nennt man ein Schema. Die
skalare Multiplikation auf dem punktierten affinen Raum besitzt also einen
sinnvollen Quotienten in der Kategorie der Schemata.

Dennoch besitzt das Spektrum des Invariantenringes viele Eigenschaften, die
man auch von einem Quotienten erwartet. Z.B. ist die Spektrumsabbildung

Spec (R) —» Spec (R%)

surjektiv, wenn RY ein direkter Summand in R ist, wenn also ein Reynolds-
Operator existiert. Dies ist nicht nur bei endlichen (nicht modularen) Grup-
pen der Fall, sondern auch bei Operationen diagonalisierbarer Gruppen, die
den Graduierungen entsprechen, und allgemeiner bei den sogenannten linear-
reduktiven Gruppen, die wir spéter einfiithren werden.

Lemma 15.8. FEs seien R, S kommutative Ringe und R C S ein direkter
Summand. Dann ist die Spektrumsabbildung

Spek (S) — Spek (R)

surjektiv.

Beweis. Es sei

S=RaV
mit einem R-Modul V. Es sei p ein Primideal von R. Nach Aufgabe 6.12 und
nach Aufgabe 6.13 sind auch

Ry — Spyp = Ry @V
und
Kk(p) = Ry/pRy — Sp\p/(PRy)Sryp = Ry /PR, © V,/pV,
direkte Summanden. Daher ist insbesondere der Ring rechts nicht 0 und

somit ist nach Proposition 13.4 (6) und nach Korollar 14.4 die Faser iiber p
nicht leer. 4



139

Das folgende Beispiel, das an Beispiel 6.10 anschlief$t, zeigt, dass die Spek-
trumsabbildung zum Invariantenring zu einer Operation der additiven Grup-
pe (K, +) nicht surjektiv sein muss.

Beispiel 15.9. Es sei K ein Korper der Charakteristik 0 und A = K[X,Y].
Auf der A-Algebra
B = A[S,T]/(XS+YT+1) = K[X,Y,S,T]/(XS+YT+1)
operiert die additive Gruppe (K, +), indem ein A € K durch
X=X Y=Y S=S+AY, T—T-2X

wirkt. Wie in Beispiel 6.10 gezeigt wurde, ist der Invariantenring unter dieser
Gruppenoperation gleich A = K[X,Y]. Die Spektrumsabbildung
Spek (B) — Spek (A)
ist nicht surjektiv. Fiir das maximale Ideal
m=(X,Y)CA

ist das Erweiterungsideal (X,Y)B offenbar gleich dem Einheitsideal. Somit
ist die Faser iiber m nach Korollar 14.4 leer. Zu jedem anderen Primideal
p € Spek (A), p # m ist die Faser gleich «(p)[S,T]/(¢¥(X)S + (V)T + 1),
wobei
v A=K[X,Y] — k(p)

der kanonische Ringhomomorphismus in den Restekorper ist. Nach Voraus-
setzung ist mindestens eines der 1 (X), (YY) eine Einheit, sodass eine Iso-
morphie zu x(p)[U] vorliegt. Die Fasern sind also affine Geraden. Diese sind
wiederum genau die Bahnen der Operation, sodass die offene Teilmenge

D(m) C Spek (A)

der Quotient der Operation ist.

15. ARBEITSBLATT

UBUNGSAUFGABEN

Aufgabe 15.1. Es sei G eine Gruppe, die auf einem Integritéatsbereich R als
Gruppe von Ringautomorphismen operiere. Zeige, dass das Nullideal (0) €
Spek (R) ein Fixpunkt der Operation von G auf dem Spektrum ist.

Aufgabe 15.2. Es sei K ein Korper der Charakteristik # 2. Wir betrachten
die Operation von Z/(2) auf Spek (K[T]), wobei das nichttriviale Element
durch T'+— —T operieren moge. Bestimme die Fixpunkte dieser Operation.
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Aufgabe 15.3. Bestimme die Fixpunkte der Operationen auf
Spek (C[X,Y]), die durch folgende Untergruppen G der GL2(C) gege-
ben sind.

G 10

(
(
wa-c e ()
(
(

4) G die Gruppe der invertierbaren Diagonalmatrizen,
5) G die Gruppe der reellen Drehmatrizen.

Aufgabe 15.4. Es sei G eine Gruppe, die auf einem kommutativen Ring R
als Gruppe von Ringautomorphismen und damit auf Spek (R) operiere. Es
sei p € Spek (R). Zeige, dass der Stabilisator G, auf dem lokalen Ring R,
und auf dem Restekorper #(p) in natiirlicher Weise operiert.

Aufgabe 15.5. Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Kérper und R eine
endlich erzeugte kommutative K-Algebra. Es sei G eine Gruppe, die auf R
als Gruppe von K-Algebraautomorphismen operiere. Es sei m € Spek (R) ein
maximales Ideal, das unter der zugehorigen Gruppenoperation auf Spek (R)
ein Fixpunkt sei. Zeige, dass die nach Aufgabe 15.4 zugehorige Operation
von G auf dem Restekorper x(m) trivial ist.

Eine Operation einer Gruppe G auf einer Menge M heif3t fixpunktfrei, wenn
fiir jedes g € G, g # e, die Abbildung

M — M, x — gz,

fixpunktfrei ist.

Aufgabe 15.6. Zeige, dass eine Operation einer Gruppe G auf einer Menge
M genau dann fixpunktfrei ist, wenn fiir jeden Punkt x € M der Stabilisator
G, trivial ist.

Eine Gruppenoperation auf einem Spektrum ist in den seltensten Féllen fix-
punktfrei im strengen Sinne der obigen Definition. Haufig kann man aber die
Operation auf eine offene Teilmenge derart einschrinken, dass sie auf den
maximalen Idealen dieser offenen Menge fixpunktfrei ist.

Aufgabe 15.7. Wir betrachten die natiirliche Operation der symmetrischen
Gruppe S,, auf dem K™, wobei K einen Korper der Charakteristik # 2 be-
zeichne. Bestimme die grofite Teilmenge U C K™ derart, dass S, auf U
fixpunktfrei operiert.
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Aufgabe 15.8. Es sei K ein Korper der Charakteristik ## 2. Wir betrachten
die natiirliche Operation der symmetrischen Gruppe S,, auf

Spek (KT, ...,T,]) .

Bestimme die groBte offene Teilmenge U C Spek (K[T7,...,T,]) derart, dass
S, auf der Menge der abgeschlossenen Punkte aus U fixpunktfrei operiert.

Aufgabe 15.9. Es sei
c: R— R
ein Ringautomorphismus auf einem kommutativen Ring R. Wir betrachten
die Menge
M ={f-fol|[eR}

Zeige, dass M eine Untergruppe von (R, +) ist, aber im Allgemeinen kein
Ideal.

Aufgabe 15.10. Es sei
c: R— R

ein Ringautomorphismus auf einem kommutativen Ring R. Wir setzen

M =A{f-fol|feR}

und betrachten ein Primideal p. Zeige, dass aus M C p folgt, dass p ein
Fixpunkt unter der Spektrumsabbildung zu o ist, und dass davon nicht die
Umkehrung gelten muss.

Fiir die folgende Aufgabe ist Aufgabe 14.16 hilfreich.

Aufgabe 15.11. Es sei GG eine endliche Gruppe, die auf dem C” linear ope-
riere. Es sei S = C[X1,..., X,]¢ der zugehorige Invariantenring. Zeige, dass
der Bahnenraum C"\G, versehen mit der Bildtopologie des (euklidischen)
C™, mit dem C-Spektrum C—Spek (), versehen mit der natiirlichen Topo-
logie, iibereinstimmt.

Aufgabe 15.12. Es sei G eine Gruppe, die auf einem kommutativen Ring R
als Gruppe von Ringautomorphismen operiere und es sei p € Spek (R) ein
Primideal. Zeige, dass p genau dann ein Fixpunkt der zugehorigen Operation
auf Spek (R) ist, wenn die abgeschlossene Teilmenge V' (p) G-invariant ist.
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Aufgabe 15.13. Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Kérper und R
eine endlich erzeugte kommutative K-Algebra. Es sei

c: R— R
ein K-Algebraautomorphismus. Zeige, dass die Menge der abgeschlossenen
Fixpunkte der Spektrumsabbildung
o*: Spek (R) — Spek (R)
gleich der Menge der abgeschlossenen Punkte in V(M) mit
M ={f-fo|feR}

ist.

Aufgabe 15.14. Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Kérper. Wir be-
trachten die natiirliche Operation der symmetrischen Gruppe S3 auf

Spek (K[X,Y, Z])
zusammen mit der Quotientenabbildung
Spek (K[X,Y, Z]) — Spek (K[FE1, Es, E3)).

Man gebe fiir jede mogliche Anzahl n € {1,...,6} einen abgeschlossenen
Punkt P € Spek (K[E,, Ey, E5]) an, derart, dass die Faser iiber P aus genau
n Punkten besteht.

Aufgabe 15.15. Wir betrachten den Polynoring K[X, Y] iiber einem Korper
K mit der durch Grad (X) = 1 und Grad(Y) = —1 gegebenen Z-Gradu-
ierung und der zugehorigen Operation der (multiplikativen) Gruppe G =
K> durch

K*x K* — K%, (\z,y) — (Az, \"1y).

(1) Bestimme den Invariantenring (sieche Satz 7.10).

(2) Bestimme die Bahnen der Operationen (auf K? und auf
Spek (K[X,Y])).

(3) Bestimme die Fasern von

Spek (K[X,Y]) — Spek (K[X,Y]“).

16. VORLESUNG - TENSORPRODUKT

In dieser Vorlesung fiihren wir eine wichtige Konstruktion fiir Moduln ein,
das sogenannte Tensorprodukt. Die Eigenschaften des konstruierten Objektes
sind dabei wichtiger als die Konstruktion selbst.
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DAs TENSORPRODUKT VON MODULN
Definition 16.1. Es sei R ein kommutativer Ring und seien Vy,... V,,, W
R-Moduln. Eine Abbildung
v Vixeo-xV, — W

heifit R- multilinear , wenn fiir jedes ¢ € {1,...,n} und jedes (n — 1)-Tupel
(U1, ., Viz1, Vi1, ..., Uy) (mit v; € V) die induzierte Abbildung

Vi— W, U|—>@Z)(Ul,...,Uz‘_l,u,vi+1,...,1}n>,

R-linear ist.

Bei n = 2 spricht man von bilinear.

Definition 16.2. Es sei R ein kommutativer Ring und Vi,...,V,,, W seien
R-Moduln. Es sei F' der von sdmtlichen Symbolen vy ® v ® - -+ ® v, (mit
v; € V;) erzeugte freie R-Modul. Es sei U C F' der von allen Elementen der
Form

(1) 7’(1)1®"’®UZ‘_1®UZ‘®UZ‘+1®"‘®Un>—v1®'"®Ui—1®rvi®vi+1®
...®fun’

(2) @ RV 1R UFHW) QU ® - RV, — V1 R+ RV QUR Vi1 ®
QU VR QUi QW RV K R Uy,

erzeugte R-Untermodul. Dann nennt man den Restklassenmodul F/U das
Tensorprodukt der V;, i € {1,...,n}. Es wird mit

Vi®rVo®pr---®@rV,

bezeichnet.

Die Bilder von (vy,...,v,) in V) ®g Vo ®g - -+ ®r V,, bezeichnet man wieder
mit v; ® -+ ® v,. Jedes Element aus V; ®g -+ ®r V,, besitzt eine (nicht
eindeutige) Darstellung als

al”l,l@"'®U1,n+"'+amvm,l®"'®Um,n

(mit a; € R und v;; € V;). Insbesondere bilden die (zerlegbaren Tensoren)
1 ®- - -®u, ein R-Modulerzeugendensystem des Tensorprodukts. Die definie-
renden Erzeuger des Untermoduls werden zu Gleichungen im Tensorprodukt,
sie driicken die Multilinearitdt aus. Insbesondere gilt

V1 QU1 QT QU411 QU = V1180 QVj—1 QTV; QVj41 Q- Q Uy
fiir beliebige 1, j.

Wichtiger als die Konstruktion des Tensorprodukts ist die folgende univer-
selle Eigenschaft.

Lemma 16.3. Es sei R ein kommutativer Ring und Vi,...,V, seien R-
Moduln.
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(1) Die Abbildung
T ViXeoo XV, — ViQg Qg Vi, (V1,...,0,) —> U1 @+ -+ @ Uy,

ist R-multilinear.
(2) Es sei W ein weiterer R-Modul und

b Vix - x Vy, —s W

eine multilineare Abbildung. Dann gibt es eine eindeutig bestimmite

R-lineare Abbildung
V: ViQp- - Qp Vi — W
mit ) = 1 om.

Beweis. (1) folgt unmittelbar aus der Definition des Tensorprodukts. (2). Da
die 11 ® - -+ ® v, ein R-Modulerzeugendensystem von V| ®pg --- ®g V,, sind
und

V(1 @ - Quy,) = (v, ...,0,)
gelten muss, kann es maximal eine solche lineare Abbildung geben. Zur Exi-
stenz betrachten wir den freien Modul F' aus der Konstruktion des Tensor-
produkts. Die Symbole v; ® - - - ® v,, bilden eine Basis von F', daher legt die
Vorschrift ¢(v; ® -+ ® v,) := ¥(vq,...,v,) eine lineare Abbildung

F—W

fest. Wegen der Multilinearitdt von ¢ wird der Untermodul U auf 0 abge-
bildet. Daher induziert diese Abbildung nach dem Faktorisierungssatz einen
R-Modulhomomorphismus

FIUZV,®g - Qg Vy — W,
O

Das Tensorprodukt ist durch diese universelle Eigenschaft bis auf (eindeu-
tige) Isomorphie festgelegt. Wenn es also einen R-Modul 7' zusammen mit
einer multilinearen Abbildung V;j x --- x V,, — T derart gibt, dass jede mul-
tilineare Abbildung in einen R-Modul W eindeutig iiber 7" mit einer linearer
Abbildung von T nach W faktorisiert, so gibt es einen eindeutig bestimm-
ten Isomorphismus zwischen 7" und dem Tensorprodukt Vi ®pg -+ @g V..
Daher ist diese universelle Eigenschaft wichtiger als die oben durchgefiihrte
Konstruktion des Tensorprodukts.

Proposition 16.4. Es sei R ein kommutativer Ring und U,V,W seien R-
Moduln. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Es ist
UxprV 2 VrU.
(2) Es ist
URr(VRrW) = (UegrV)egW.
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(3) Es ist
Ur(VoW) =2 (UrV)® (UgrW).

Beweis. Siehe Aufgabe 16.4. O

Proposition 16.5. Es sei R ein kommutativer Ring und seien U, V, W, M
R-Moduln. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Zu einem R-Modulhomomorphismus ¢: U — V gibt es einen natirli-
chen R-Modulhomomorphismus ¢ Qg lIdy: UQ®r M — V Qg M.
(2) Zu einer exakten Sequenz

U—V—W-—0
von R-Moduln ist auch
URXprM — VM —WRM —0

exakt.

Beweis. (1). Die Abbildung
Ux M —V@gpM, (u,m) — o(u) @ m,
ist R-bilinear und induziert daher einen R-Modulhomomorphismus
UQrM —V ®@r M.
(2). Die Surjektivitét der Abbildung
VQrM — W Qr M

ist klar, da die w ® m ein R-Modulerzeugendensystem von W @z N bilden
und diese im Bild der Abbildung liegen. Fiir die Exaktheit an der anderen
Stelle miissen wir die Isomorphie

V @r M/bild (U @z M) = W @ M

nachweisen. Dazu beweisen wir fiir diesen Restklassenmodul, dass er die uni-
verselle Eigenschaft des Tensorprodukts erfiillt. Es sei also

WxM-— N

eine R-multilineare Abbildung in einen R-Modul N. Somit liegt auch eine
eindeutige multilineare Abbildung

v: VXM-—N
und damit eine R-lineare Abbildung

V: VorM — N
vor. Wegen

Y(bildU x M) = 0
ist

D(bildU @r M) = 0
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und daher gibt es eine eindeutige Faktorisierung

V ®r M/ bild (U @z M) —» N.

RINGWECHSEL

Wir betrachten jetzt den Fall des Tensorproduktes, wenn iiber R ein R-Modul
M und eine kommutative R-Algebra R’ vorliegt.

Definition 16.6. Zu einem R-Modul M und einem Ringhomomorphismus
R — R

zwischen kommutativen Ringen nennt man R’ ®z M den durch Ringwechsel
gewonnenen R'- Modul .

Beispiel 16.7. Es sei V' ein reeller Vektorraum. Die Tensorierung mit der
R-Algebra C, also

Ve .= C®rV,

nennt man die Komplezxifizierung von V. Wenn V' die Dimension n besitzt,
so besitzt V¢ als komplexer Vektorraum ebenfalls die Dimension n. Wenn
man V¢ als reellen Vektorraum betrachtet, so besitzt er die reelle Dimension
2n.

Proposition 16.8. Fs sei R ein kommutativer Ring, M ein R-Modul und
R — R' ein Ringhomomorphismus. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Das Tensorprodukt R' @ g M ist ein R'-Modul.
(2) Es gibt einen kanonischen R-Modulhomomorphismus

M — R QrM,v— 1Q0w.

Bei R = R’ ist dies ein Isomorphismus.
(8) Zu einem R-Modulhomomorphismus p: M — N ist die induzierte
Abbildung

Idr ®¢p: R@orM — R ®r N

ein R'-Modulhomomorphismus.
(4) Zu M = R" ist

R ®@r R" = (R')".
(5) Zu einem weiteren Ringhomomorphismus R' — R ist
R// ®R M g R// ®R’ (R/ ®R M)

(eine Isomorphie von R"-Moduln).
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Beweis. (1). Die Multiplikation
R' xR — R, (r,s) —> rs,
ist R’-bilinear und fiihrt nach Lemma 16.3 zu einer R'-linearen Abbildung
R @r R — R'.
Dies induziert nach Proposition 16.4 (2) und nach Proposition 16.5 einen
R-Modulhomomorphismus
R @r (R ®r M)~ (R ®rR)®r M — R ®@r M.
Dies ergibt eine wohldefinierte Skalarmultiplikation
R' x (R ®@r M) — (R' @r M),
die explizit durch®

n

S - (ZT’j@Wj) = Z(STJ)@?TL]‘

J=1

gegeben ist. Aus dieser Beschreibung folgen direkt die Eigenschaften einer
Skalarmultiplikation. (2). Die R-Homomorphie folgt direkt aus der Bilinea-
ritdt des Tensorprodukts. Bei R* = R ist die Abbildung surjektiv. Die Ska-
larmultiplikation R x M — M induziert eine R-lineare Abbildung

Die Verkniipfung der kanonischen Abbildung M — R ®g M mit dieser Ab-
bildung ist die Identitdt auf M, sodass die erste Abbildung auch injektiv
ist. (3) folgt aus der expliziten Beschreibung in (1). (4) folgt aus Propositi-
on 16.4 (3).(5). Nach Teil (2) haben wir einerseits eine R-lineare Abbildung
M — R ®g M. Dies fiihrt zu einer R-multilinearen Abbildung

R'"XM — R"x (R ®@r M) — R" @ (R @r M),
die eine R-lineare Abbildung
R'"@r M — R" ®@pr (R ®r M)
induziert. Andererseits haben wir eine R'-lineare Abbildung
R ®@p M — R"®@p M.

Rechts steht ein R”-Modul, daher kann man die Skalarmultiplikation als eine
R’-multilineare Abbildung

R'"X (R ®@r M) — R" @p M
auffassen, die ihrerseits zu einer R'-linearen Abbildung

R” ®R’ (R/ ®R M) — R// ®R M

8Wenn man die Skalarmultiplikation direkt {iber diese Formel definieren mochte hat
man das Problem der Wohldefiniertheit.
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fithrt. Diese beiden Abbildungen sind invers zueinander, was man auf den
zerlegbaren Tensoren {iberpriifen kann. Daran sieht man auch, dass sich die
R"-Multiplikationen entsprechen. O

Proposition 16.9. Es sei R ein kommutativer Ring und M ein R-Modul.
Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Zu einem multiplikativen System S C R ist Mg = Rg ®r M.
(2) Zu einem Ideal I C R ist M/IM = R/I ®pr M.

Beweis. Siehe Aufgabe 16.6. O

Beispiel 16.10. Zu einem Integritdtsbereich R mit Quotientenkorper Q(R)
und einem R-Modul M erhélt man im Tensorprodukt Q(R) ® g M einen Mo-
dul iiber dem Quotientenkorper Q(R), also einen Vektorraum. Dieser Vek-
torraum tréagt haufig schon wesentliche Informationen iiber den Modul. Seine
Dimension nennt man auch den Rang des Moduls.

Beispiel 16.11. Zu jeder kommutativen Gruppe H und jedem kommutati-
ven Ring R enthélt man im Tensorprodukt R ®z H einen R-Modul. Wenn
H endlich erzeugt und die Zerlegung (vergleiche den Hauptsatz iiber endlich
erzeugte kommutative Gruppen)

H=7"XZ/(ny) x -+ xXZ/(ng)
vorliegt, so ist der tensorierte Modul die direkte Summe aus R" und den
R®zZ/(n;) = R/(n;R),
wobei deren Gestalt von der Charakteristik des Ringes abhéngt.

Beispiel 16.12. Es sei GG eine Gruppe, die auf einem kommutativen Ring R
als Gruppe von Ringautomorphismen operiere, und es sei R“ der Invarianten-
ring. Dann gehért zu jedem R%-Modul M das Tensorprodukt R ® e M. Auf
diesem R-Modul operiert die Gruppe G in natiirlicher und mit der Operation
auf R vertriglichen Weise, siche Aufgabe 16.12.

16. ARBEITSBLATT

UBUNGSAUFGABEN

Aufgabe 16.1. Es sei R ein kommutativer Ring und M ein R-Modul. Zeige,
dass die Skalarmultiplikation

Rx M — M, (r,m) — rm,

R-bilinear ist.
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Aufgabe 16.2. Es sei K ein Korper und seien [ und J endliche Indexmen-
gen. Zeige, dass die Abbildung
Abb (I, K) x Abb (J,K) — Abb (I x J,K), (f,9) — [ ® g,
mit
(f ®9)(i,5) = f(i)-9(j)

multilinear ist.

Aufgabe 16.3. Es sei K ein Korper und seien [ und J endliche Indexmen-
gen. Zeige, dass das in Aufgabe 16.2 direkt beschriebene Produkt mit dem
Tensorprodukt iibereinstimmt.

Aufgabe 16.4. Es sei R ein kommutativer Ring und U,V,W seien R-
Moduln. Zeige die folgenden Aussagen.

(1) Es ist
UxrpV 2 VerU.
(2) Es ist
Uepr(VorW) = (UgrV)®rW.
(3) Es ist

Upr(VeW) 2 (UkgV)® (UxgW).

Aufgabe 16.5. Es sei R ein kommutativer Ring. Zeige die R-Modulisomor-
phie

Aufgabe 16.6. Es sei R ein kommutativer Ring und M ein R-Modul. Zeige
folgende Aussagen.

(1) Zu einem multiplikativen System S C R ist Mg = Rg ®p M.
(2) Zu einem Ideal I C Rist M/IM = R/I @r M.

Aufgabe 16.7. Es seien R und S kommutative Ringe und R C S sei ein
direkter Summand. Zeige, dass fiir jeden R-Modul M die natiirliche Abbil-
dung

M — S Rr M

injektiv ist.

Es sei R ein kommutativer Ring. Ein R-Modul M heifit flach, wenn die
Tensorierung mit M die Exaktheit von beliebigen Sequenzen erhilt.
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Aufgabe 16.8. Es sei R ein kommutativer Ring. Zeige, dass der R-Modul
R" flach ist.

Aufgabe 16.9. Man gebe ein Beispiel eines nicht flachen Moduls {iber einem
kommutativen Ring.

Aufgabe 16.10. Es sei H eine endlich erzeugte kommutative Gruppe und
H=7"XZ/(ny) X -+ X Z/(ng)

eine direkte Zerlegung (mit n; € N ). Zeige mit Hilfe des Tensorproduktes,
dass die Zahl r in jeder direkten Zerlegung von H gleich ist.

Aufgabe 16.11. Es sei K ein Korper, R eine kommutative K-Algebra und G
eine Gruppe, die als Gruppe von K-Algebraautomorphismen auf R operiere.
Ferner liege eine lineare Operation von GG auf einem endlichdimensionalen K-
Vektorraum V' vor. Zeige, dass auf dem R-Modul R ®x V eine vertrigliche
Operation von G als Gruppe von R%-Modulautomorphismen vorliegt.

Aufgabe 16.12. Es sei R ein kommutativer Ring, auf dem eine Gruppe G
als Gruppe von Ringautomorphismen operiere mit dem Invariantenring R®.
Es sei M ein RS-Modul und R ®pge M der durch Ringwechsel gewonnene
R-Modul. Zeige, dass es eine vertrigliche Operation von G auf R ®re M
als Gruppe von R%-Modulautomorphismen gibt, und dass es eine natiirliche

Abbildung
M — (R®pe M)°

gibt. Zeige, dass unter der Bedingung, dass R® ein direkter Summand von
R ist, diese Abbildung injektiv ist, und dass dies ohne diese Voraussetzung
nicht gelten muss.

Aufgabe 16.13. Berechne das Tensorprodukt
(Z e (Z/(2)0Z/(3) @z (Z*©Z/(2) ®Z/(4)) .

Aufgabe 16.14. Es sei R ein kommutativer Ring und S C R ein multipli-
katives System. Zeige, dass der R-Modul Rg flach ist.
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17. VORLESUNG - HOPF-ALGEBREN
TENSORPRODUKT VON RINGEN
Wir betrachten jetzt die Situation, in der zwei kommutative R-Algebren vor-
liegen.
Lemma 17.1. Es sei R ein kommutativer Ring und A, B seien kommutative
R-Algebren. Dann ist das Tensorprodukt
A®rB
eine kommutative R-Algebra und es gibt R-Algebrahomomorphismen
A— A®rB,a— a®1,

und
B— A®rB,b—1®0D.

Beweis. Die Multiplikationen auf A bzw. auf B fithren zu R-linearen Abbil-
dungen pg: A®rA — Aund up: B®rB — B. Dies ergibt eine R-bilineare
Abbildung

(A®rA) X (B®rB) — A®gr B
und damit zu einer R-linearen Abbildung

Aufgrund der Kommutativitat des Tensorprodukts kénnen wir dies als eine
R-lineare Abbildung

JI (A@RB)®R(A®RB)—>A®RB

auffassen, wodurch eine Multiplikation auf A ®g B definiert wird. Diese Mul-
tiplikation wird auf den zerlegbaren Tensoren explizit durch

(a1 ®0b1) - (a2 ® by) = a1az ® biby

und allgemein durch

(Z a; X bz> . (Z Cj & d]> = Z CLZ'C]' X blb]
i=1 j=1 Y]

gegeben. Die bisherige Uberlegung sichert, dass dies wohldefiniert ist. Der
Nachweis, dass durch diese Multiplikation das Tensorprodukt zu einem kom-
mutativen Ring wird, erfolgt iiber diese explizite Beschreibung, wobei man
sich auf die zerlegbaren Elementen beschrinken kann. Dass Ringhomomor-
phismen vorliegen ergibt sich ebenfalls aus der expliziten Beschreibung. [

Beispiel 17.2. Zu einem kommutativen Ring R und den Polynomringen
A = R[Xy,..., X und B = R[Y),...,Y,] ist

A®rB = R[X1,...,Xm, Y1,...,Y,].
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Die Vorgabe X; — X; ® 1 und Y; — 1 ® Y definiert den Einsetzungshomo-
morphismus
RXy,..., Xm,Y1,...,Y, ] — A®Rr B.
Die Zuordnung
Ax B — R[X1,...,Xm, Y1,...,Y,], (a,b) —> a - b,

ist R-bilinear und definiert nach Lemma 16.3 (2) einen R-Modulhomomor-
phismus
A®rB — R[X1,..., Xm, Y1,..., Y]

Beide Abbildungen sind invers zueinander.
Beispiel 17.3. Zu einem kommutativen Ring R und endlich erzeugten R-
Algebren A = R[X;,...,X,,]/aund B = R[Y},...,Y,]/bist

A®rB = R[Xy,..., X, Y1,...,Y,]/(a+b).
Dies wird dhnlich wie die Isomorphie in Beispiel 17.2 begriindet.

Beispiel 17.4. Es sei ¢: R — S ein Ringhomomorphismus zwischen kom-
mutativen Ringen und

©": Spek (5) — Spek (R)
die zugehorige Spektrumsabbildung. Zu einem Primideal p € Spek (R) ist
die Faser zu ¢* iiber p gleich Spek (k(p) ®g S). Dies folgt aus
K(p) ®r S = Ry/pRy ®r S = (S/P)y(rp)

(nach Proposition 16.9) und der Beschreibung der Faser in Lemma 14.3.

Satz 17.5. Es sei R ein kommutativer Ring und A, B, S seien kommutative
R-Algebren. Dann ist

Hom?%® (A®p B,S) = Hom%® (A, S) x Hom%¢ (B, S).

Beweis. Uber die natiirlichen R-Algebrahomomorphismen (siche Lemma
17.1)
A— A®rB,ar—a®1,
und
B— A®RrB,b—1®0D,
erhélt man eine Abbildung von links nach rechts. Da die ¢ ® 1 und 1 ®

b ein R-Algebraerzeugendensystem von A ®g B bilden, ist darauf ein R-
Algebrahomomorphismus nach S festgelegt. Es kann also zu

(p,%) € Hom%® (A, S) x Hom%? (B, S)

maximal einen Homomorphismus links geben, der darauf abbildet. Die Ab-
bildung ist also injektiv. Zum Nachweis der Surjektivitat sei (¢, 1) gegeben.
Wir betrachten die Abbildung

Ax B — S, (a,b) — p(a)(b).
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Diese Abbildung ist offenbar R-bilinear, daher gibt es dazu nach Lemma 16.3
einen R-Modulhomomorphismus

0: A ®Kr B — S.
Dieser ist wegen

O(a1 @by -as ®by) = B(ajas ® biby)
p(araz) - P (bibs)
p(ar)p(az)(bi)v(ba)
= (a1 ®by) - O(az ® by)

auch mit der Multiplikation vertraglich. U

Bei Z = Spek (R), X = Spek (A) und Y = Spek (B) schreibt man auch
X x7Y = Spek (A @p B)

(manchmal auch X x g Y') und nennt dies das Produkt der affinen Schemata
X und Y (iiber Z). Der obige Satz iibersetzt sich zur folgenden universellen
Eigenschaft dieses Produkts: Zu einem affinen Schemamorphismus (also einer
Spektrumsabbildung)

Y: T = Spek (C') — Z = Spek (R)

und zwei Morphismen ¢q1: T" — X und ¢py: T' — Y iiber ¢ gibt es einen
eindeutigen Morphismus

0: T — X x5,

der mit allen vorgegebenen Morphismen kommutiert. Wenn Z = Spek (K)
das Spektrum eines Korpers ist, so bedeutet dies fiir die K-wertigen Punkte
insbesondere

(X %z V)(K) = X(K) x Y(K).

HoPF-ALGEBREN UND AFFINE GRUPPENSCHEMATA

Wir haben zu einer Operation einer Gruppe G auf einem kommutativen
Ring R eine geometrische Interpretation gefunden, ndmlich die Operation
der Gruppe auf dem Spektrum von R. Der Ring bildet zusammen mit sei-
nem Spektrum eine algebraisch-geometrische Einheit, und die Gruppenwir-
kung hat algebraische und geometrische Eigenschaften, die eng miteinander
verflochten sind. Die Gruppenoperation kénnen wir als einen Gruppenho-
momorphismus in die Automorphismengruppe des Ringes oder des affinen
Schemas auffassen. Wir haben aber bisher noch keine Sprache dafiir, ob die
Operation als Ganzes algebraisch-geometrisch ist, und wir haben noch nicht
geklért, ob wir die operierende Gruppe eher als ein algebraisches oder als ein
geometrisches Objekt ansehen wollen.

Zum ersten Problemkreis betrachten wir einerseits die multiplikative Gruppe
(K*,1,-) und andererseits die additive Gruppe (K, 0, +) zu einem Koérper K.



154

Die typischen Operationen dieser beiden Gruppen haben ziemlich verschie-
dene Eigenschaften. Die multiplikativen Operationen sind , diagonalisierbar*
und eng mit den Graduierungen (siehe Satz 7.10) verbunden, die Invarian-
tenringe sind daher recht einfach zu berechnen und sind insbesondere direkte
Summanden. Letzteres muss fiir die additive Gruppe nicht gelten, wie Bei-
spiel 6.10 (vergleiche auch Beispiel 15.9) zeigt. Dieser Unterschied ist aber
bisher lediglich eine Beobachtung, da wir nur einige Beispiele von Operatio-
nen dieser Gruppen betrachtet, aber noch nicht fixiert haben, auf welche Art
diese Gruppen operieren sollen.

Beispiel 17.6. Die Exponentialfunktion ist bekanntlich ein Gruppenisomor-
phismus

(R,0,4) — (Ry,1,-) C RX, t s ¢,

mit dem natiirlichen Logarithmus als Umkehrfunktion. Daher kann man jede
Gruppenoperation der additiven Gruppe R auf einer beliebigen Menge auch
als eine Operation der positiven multiplikativen Gruppe R, ansehen und
umgekehrt. Sdmtliche operationstheoretischen Konzepte wie Bahn, Isotro-
piegruppe, Invariantenring stimmen dabei iiberein. Beispielsweise kann man
die skalare Multiplikation von R* auf dem R"™ als die Operation

(R,0,+) x R" — R", (t,21,...,7,) —> (e'z1,...,e'x,),

auffassen. Diese Operation kann man nur unter Verwendung einer transzen-
denten Funktion hinschreiben. Wenn man nur ,algebraische Operationen*
zulassen mochte, so sind die multiplikative und die additive Gruppe nicht
isomorph, und sie besitzen sehr unterschiedliche Operationen.

Die Gruppenaxiome kann man durch die folgenden kommutativen Diagram-
me ausdriicken. Dabei sei G die Gruppe, p die Multiplikation, e das neutrale
Element und inv die Inversenabbildung.

uxIdg

GxGEx(G — Gxd

Ide xpd L
GxG &5 G |

G Y agxa
Idg N\ b
G

i Id
G "IN GxaG

1 b
{e} — G

Die duale Formulierung dieser Diagramme fiithrt zum Begriff der Hopf-
Algebra.
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Definition 17.7. Es sei K ein kommutativer Ring.? Eine kommutative K-
Algebra H heifit Hopf-Algebra, wenn es fixierte K-Algebrahomomorphismen
(genannt Komultiplikation, Koeinheit und Koinverses)

A: H— H®g H,
e: H— K

und
S: H—H

derart gibt, dass die Diagramme

H A, Hop H

Al L dg ®A
HoxH 2 o Heog H,

H 2 HoxH
=N le®ldy

K®x H
und
A
H — H®rH
€l dIdg-S
K — H
kommutieren.

Beispiel 17.8. Es sei (G, 1, ) eine endliche Gruppe und K ein kommutativer
Ring. Wir setzen

H = Abb (G, K)

mit der Addition und Multiplikation von Abbildungen, die unabhéngig von
GG sind. Wir definieren auf H eine Hopf-Algebrastruktur unter Verwendung
der Gruppenstruktur. Die Gruppenmultiplikation

w: GxG—G
fithrt zur Abbildung
Abb (G,K) — Abb (G, K)®Abb (G, K) 2 Abb (G x G, K), f+—— foupu,
wodurch wir die Komultiplikation

A H— HQx H

9Wir schreiben hier K fiir den kommutativen Grundring; die Schlagkraft des Konzeptes
zeigt sich bereits vollstdndig im Fall, dass K ein Korper ist, so dass man sich unter K
gerne einen Korper vorstellen kann.
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festlegen. Das Basiselement e, zu 0 € G wird dabei auf
Z er ® €p = ZeT ® €er-1.q
T p=0 T
abgebildet. Das neutrale Element 1 € G induziert die Auswertungsabbildung
e: H=Abb (G,K) — K, f+— f(1),

und die Inversenbildung

inv: G — G, o0— 01,

fithrt zu
S: Abb (G,K) — Abb (G, K), f+— f oinv,

wobei das Basiselement e, auf e,—1 abgebildet wird. Die Abbildungen A, ¢, S
sind offenbar K-Algebrahomomorphismen. Die Gruppenaxiome kann man
durch die Kommutativitéit geeigneter Diagramme ausdriicken. Wendet man
auf diese den Funktor Abb (—, K') in Zusammenhang mit geeigneten Iden-
tifizierungen an, so erhélt man die Kommutativitat der Diagramme in der
Definition einer Hopf-Algebra.

Beispiel 17.9. Es sei K ein kommutativer Ring. Auf dem Polynomring K[X]
kann man folgendermaflen eine Hopf-Struktur erkldren. Die Komultiplikation
wird durch

A: KIX] - KX g KIX|ZKIX)Y], X — X®14+1 X =X+4Y,
erkldrt. Die Koeinheit wird durch
K[X] — K, X +—0,
festgelegt und das Koinverse ist durch
K[ X] — K[X], X — =X,

definiert. Nach Aufgabe 17.15 ist dies in der Tat eine Hopf-Algebra, die man
die Hopf-Algebra der additiven Gruppe nennt.

Beispiel 17.10. Es sei K ein kommutativer Ring. Auf K[X, X7!] & K[X]y
kann man folgendermafien eine Hopf-Struktur erkléren. Die Komultiplikation
wird durch

A KX, X' — KX, X "o KX, X 2 K[X, XY, Y,
X— X110 X =X"Y,
erklart. Die Koeinheit wird durch
KX] — K, X — 1,
festgelegt und das Koinverse ist durch
KX, X' — KX, X, X— X1,

definiert. Nach Aufgabe 17.18 ist dies in der Tat eine Hopf-Algebra, die man
die Hopf-Algebra der multiplikativen Gruppe nennt.
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Beispiel 17.11. Es sei (D, 0,+) eine kommutative Gruppe, K ein kommu-
tativer Ring und K[D] der zugehorige Gruppenring, also

K[D] = KX

Darauf ldsst sich die Struktur einer Hopf-Algebra erkliren, indem man die
Komultiplikation als

A: K[D] — K|[D] ®k K[D], X% — X% ® X4,
die Koeinheit als
e: K[D] — K, X+ X" =1,
und das Koinverse als
S: K[D] — K[D], X% — X%,

ansetzt. Diese K-Algebrahomomorphismen gehoren zu den Gruppenhomo-
morphismen D — D x D, d + (d,d), D —- 0Ound D — D, d ~ —d, im
Sinne von Korollar 8.6.

Die Konstruktion in Beispiel 17.10 ist ein Spezialfall der Hopf-
Algebrastruktur auf einem Gruppenring, namlich fiir D = Z.

Definition 17.12. Es sei K ein kommutativer Ring und H;, H, kommutative
K-Hopf-Algebren. Ein K-Algebrahomomorphismus

Q: H, — H,

heiit Hopf-Algebrahomomorphismus, wenn er mit den Komultiplikationen,
den Koeinheiten und den Koinversen vertriglich ist.

17. ARBEITSBLATT

UBUNGSAUFGABEN

Aufgabe 17.1. Es sei R ein kommutativer Ring und a,b C R seien Ideale.
Zeige die R-Algebraisomorphie

R/a®r R/b = R/(a+b).

Aufgabe 17.2. Es sei R ein kommutativer Ring und S, 7" C R seien multi-
plikative Systeme. Zeige die R-Algebraisomorphie

Rs ®pr Rt = Rg.r.
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Aufgabe 17.3. Es sei K C L eine Korpererweiterung. Zeige, dass L Qg L
kein Korper sein muss.

Aufgabe 17.4. Es sei

p: R— S
ein ganzer Ringhomomorphismus zwischen kommutativen Ringen und R —
R’ ein weiterer Ringhomomorphismus. Zeige, dass auch

o R — RS, f—f®1,

ganz ist.

Aufgabe 17.5. Es sei K ein Korper und n € N,. Bestimme zur Spek-
trumsabbildung
©*: Spek (K[X]) — Spek (K[X])
zum Ringhomomorphismus
o: K[X] — K[X], X — X",

die Fasern zu jedem Punkt p € Spek (K[X]). Worin unterscheiden sich die
Fasern, welche Eigenschaften sind fiir jede Faser gleich? Wie viele Isomor-
phietypen der Fasern gibt es bei K algebraisch abgeschlossen?

Aufgabe 17.6. Es sei K ein Korper und sei K[X] der Polynomring iiber
K und L = K(X) sein Quotientenkorper. Bestimme die L-wertigen Punkte
von K[X] ®x K[X]. Welcher Punkt entspricht der (zweifach genommenen)
natiirlichen Inklusion K[X] C K(X)?

Aufgabe 17.7. Es sei R ein kommutativer Ring und es seien A = @, Aq
und B = P, . B. kommutative graduierte R-Algebren, wobei D und E
kommutative Gruppen seien. Zeige, dass A ®r B in natiirlicher Weise eine
D x E-Graduierung tragt.

Aufgabe 17.8. Es sei R ein kommutativer Ring und es seien A und B kom-
mutative R-Algebren. Es seien H und G Gruppen, wobei die Gruppe H auf A
und die Gruppe G auf B jeweils als Gruppe von R-Algebrahomomorphismen
operiere. Zeige, dass dann eine natiirliche Operation der Produktgruppe
H x G auf A ®g B vorliegt.

Aufgabe 17.9. Es sei G eine Gruppe, die auf einer kommutativen R-Algebra
A als Gruppe von R-Algebrahomomorphismen operiere. Zeige, dass G in
natiirlicher Weise auch auf den Tensorprodukten A®r A, ARQr ARgr A, etc.
operiert.
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Man {iberlege sich auch, wo die vorstehende Konstruktion im Laufe der Vor-
lesung vorkam (ohne dass explizit das Tensorprodukt verwendet wurde).

Aufgabe 17.10. Es sei R ein kommutativer Ring und seien A, B kommu-
tative R-Algebren. Es sei G eine Gruppe, die auf R, A, B als Gruppe von
Ringautomorphismen operiere, wobei die Operationen mit den Strukturho-
momorphismen vertraglich seien.

(1) Zeige, dass G in natiirlicher Weise auf A ® p B operiert.
(2) Zeige, dass es einen Ringhomomorphismus

A® @pe B — (A®g B)°

gibt.
(3) Man gebe ein Beispiel, das zeigt, dass der Ringhomomorphismus aus
(2) kein Isomorphismus sein muss.

Zu einem Korper K, zwei Mengen X,Y und Funktionen f: X — K und
g: Y — K schreiben wir f - g fiir die Abbildung X x Y — K, (z,y) —

f(x)g(y).

Aufgabe 17.11. Es sei K ein Korper und seien X und Y endliche Mengen.
Zeige, dass man jede Funktion

h: X XY — K

h=> fig
i=1

mit Funktionen f;: X — K und g;: Y — K schreiben kann.

in der Form

Aufgabe 17.12. Es sei K ein Korper. Zeige, dass man nicht jede Funktion
h: NxN-— K

h=73 fi-g
=1

mit Funktionen f;: N — K und g;: N — K schreiben kann.

in der Form

Aufgabe 17.13. Zeige, dass man nicht jede stetige Funktion
h: RxR—R

h = Zfi'gi
i=1

mit stetigen Funktionen f;, g;: R — R schreiben kann.

in der Form
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Aufgabe 17.14. Wo wird in Beispiel 17.8 die Endlichkeit der Gruppe ver-
wendet?

Aufgabe 17.15. Es sei K ein kommutativer Ring. Zeige, dass auf dem Po-
lynomring K [X] durch die K-Algebrahomomorphismen

A: KIX] - KX g KX ZKIX)Y], X — X®14+1X =X +Y,
e: K[X] — K, X — 0,
und
S: K[X] — K[X], X — =X,
eine Hopf-Struktur erklért wird.

Aufgabe 17.16. Es seien M und N kommutative Monoide und R ein kom-
mutativer Ring. Zeige die R-Algebraisomorphie

R[M x N] = R[M]®gr R[N].

Aufgabe 17.17. Zeige, dass man die Funktion
h: RxR—R, (z,y) — /2% + 2,

nicht in der Form
h=> fig
i=1

mit stetigen Funktionen f;, g;: R — R schreiben kann.

Aufgabe 17.18. Es sei K ein kommutativer Ring. Zeige, dass auf
K[X7X_1] = K[X]X

durch
A KIX, X' — KX, X 'og KIX, X 12 KX, X 1Y, Y],

X— X111 X=X"Y,

durch
KX, X' — K, X —1,
und durch
KX, X' — KX, X, X— X,

eine Hopf-Struktur erklart wird.
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18. VORLESUNG - AFFINE GRUPPENSCHEMATA

In dieser Vorlesung machen wir uns klar, dass das Spektrum einer Hopf-
Algebra eine Struktur aufweist, die dhnlich zu einer Gruppe ist, und wir er-
klaren, wie Gruppenoperationen mit Hopfalgebren beschrieben werden kon-
nen.

AFFINE GRUPPENSCHEMATA

Definition 18.1. Es sei K ein kommutativer Ring und H eine kommutative
K-Hopf-Algebra. Dann nennt man das Spektrum G = Spek (H) zusammen
mit den induzierten K-Morphismen

A" GxgG— G,
€: Spek (K) — G
und
S G— G

das zugehorige affine Gruppenschema.

Die Gruppenschemata sind im Allgemeinen keine Gruppen im eigentlichen
Sinne, allein schon weil die Primideale, also die Punkte, unterschiedliche Héhe
und unterschiedliche Restklassenkorper besitzen. Solche Primideale kénnen
nicht sinnvoll miteinander verkniipft werden. Wir werden gleich sehen, dass
Punkte, deren Restklassenkorper zusammenpassen, miteinander verkniipft
werden kénnen.

Lemma 18.2. Es sei K ein kommutativer Ring, H eine kommutative Hopf-
Algebra und G = Spek (H) das zugehdrige affine Gruppenschema. Dann
gelten folgende Aussagen.

(1) Die folgenden Diagramme von K-Morphismen kommautieren:

GXKGXKG A*ﬁgc GXKG
Idg xA* | LA

G xx G S G

Id x(e*¢*)
—

G GXKG
o, LA
G

S*xId
_>G

G G XK G
Spek (K) - G
(2) Fir jede kommutative K -Algebra L ist G(L) mit den induzierten Ope-
rationen eine Gruppe.
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Beweis. (1) folgt unmittelbar aus der Kommutativitidt der entsprechenden
Diagramme fiir die Hopf-Algebra. (2) folgt aus (1) und aus

(G xx G)(L) = Hom’® (H @k H,L)
— Hom®® (H,L) x Hom%# (H, L)
— G(L) x G(L),

wobei die mittlere Gleichung auf Satz 17.5 beruht. O

Die vorstehende Aussage erkliart auch teilweise die Bezeichnung Gruppen-
schema. Einem Gruppenschema ist nicht nur eine Gruppe zugeordnet, son-
dern gleich eine ganze Familie von Gruppen. Das affine Schema legt dabei die
algebraische Struktur der Gruppenverkniipfung fest, wihrend die Anzahl der
Elemente in der Gruppe vom gewéhlten Grundring K abhéngt. Wir erlautern
das Konzept der K-Punkte an einigen Hopf-Algebren.

Beispiel 18.3. Es sei (G, 1, ) eine endliche Gruppe und K ein Korper. Die
geméf Beispiel 17.8 zugehorige Hopf-Algebra ist einfach H = Abb (G, K),
also das # (G)-fache direkte Produkt von K mit sich selbst. Ein K-Algebra-
homomorphismus

¢: Abb (G,K) — K

muss (wegen e,-e, = 0fiir o # 7) eine Projektion auf eine Komponente sein.
D.h. ¢ muss die Auswertung von f € Abb (G, K) an einem Gruppenelement
o € G sein. Daher ist

K —Spek (Abb (G, K)) = G.
Dartiber hinaus ist
Spek (Abb (G, K)) = K—Spek (Abb (G, K)).

Wir identifizieren also Gruppenelemente, Primideale von Abb (G, K) und
ihre zugehorigen K-Algebrahomomorphismen (einen Gruppenelement o €
G entspricht die Projektion p, auf die o-Komponente und ihr Kern). Ebenso
ist

G x G = K—Spek (H) xx K—Spek (H) = K—Spek (H ®k H).
Ein Paar (0,7) € G x G entspricht dabei dem K-Algebrahomomorphismus
Hex H— K, fi® far— o(f1) - 7(f2).

Die durch die Hopf-Algebrastruktur induzierte Multiplikation p auf G von o
und 7, angewendet auf e,, ist

plo,7)(e,) = ((0@7)0A)(ey)
= (U®T>< Z €p1®6p2>

p1-P2=pP

= Z 0(601) ) 7_(602)'

p1-p2=p
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Die Summanden sind nur dann gleich 1 (andernfalls sind sie 0), wenn p; = o
und py = 7 ist. Daher ist die Summe nur im Fall

p=o0T
gleich 1 und sonst gleich 0. Dies bedeutet wiederum
ulo,7) = o,

da ja o7 ebenfalls genau an e,, den Wert 1 und sonst iiberall den Wert 0
besitzt und die K-Algebrahomomorphismen von H nach K auf der Basis
festgelegt sind. Also stimmt die durch die Hopf-Struktur gegebene Multipli-
kation mit der vorgegebenen Multiplikation iiberein. Das gleiche gilt fiir das
neutrale Element und die Inversen. Insgesamt gewinnt man also die endliche
Gruppe als affines Gruppenschema zur Hopf-Algebra zuriick.

Beispiel 18.4. Es sei K ein kommutativer Ring und H = K[X] der Poly-
nomring versehen mit der in Beispiel 17.9 eingefiihrten (additiven) K-Hopf-
Algebrastruktur. Zu einer kommutativen K-Algebra L haben wir die natiirli-
che Bijektion
L — Hom®E (H, L),

wobei ein Element a € L auf den K-Algebrahomomorphismus abgebildet
wird, der durch X +— a festgelegt ist. Unter dieser Bijektion wird die durch
die Hopf-Struktur induzierte Verkniipfung zur Addition auf L, sieche Aufgabe
18.1. Daher nennt man Spek (K[X]) auch die additive Gruppe iiber K.

Beispiel 18.5. Es sei K ein kommutativer Ring und H = K[X, X!] =
K[X]x sei mit der in Beispiel 17.10 eingefithrten (multiplikativen) K-Hopf-
Algebrastruktur versehen. Zu einer kommutativen K-Algebra L haben wir
die natiirliche Bijektion

L* — Hom%® (H, L),

wobei eine Einheit a € L* auf den K-Algebrahomomorphismus abgebildet
wird, der durch X + a festgelegt ist. Da a eine Einheit ist, ist dies auf
genau eine Weise moglich. Unter dieser Bijektion wird die durch die Hopf-
Struktur induzierte Verkniipfung zur Multiplikation auf L*, sieche Aufgabe
18.10. Daher nennt man Spek (K[X, X~!]) auch die multiplikative Gruppe
iiber K.

Beispiel 18.6. Es sei K ein kommutativer Ring und n € N. Wir mdochten
eine Hopf-Algebra konstruieren, derart, dass die Menge ihrer K-Punkte mit
der induzierten Gruppenstruktur gleich der Gruppe der invertierbaren n x n-
Matrizen GL, (K) iiber K ist. Eine solche Matrix besteht aus n? Eintrigen,
von daher betrachten wir zunéchst den Polynomring

Einen K-Punkt dieses Ringes, also eine Belegung der Variablen, fassen wir als

eine Matrix auf. Die Bedingung, dass die Matrix invertierbar ist, kann man
iiber die Determinante ausdriicken, und zwar muss diese eine Einheit in K
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sein. Eine Belegung der Variablen, die einer invertierbaren Matrix entspricht,
muss also aufgrund der universellen Eigenschaft der Nenneraufnahme durch

H = K[X;;,1<4,5 <n|p
faktorisieren, wobei D die Determinante in den Variablen X;; bezeichnet.

Wir erkldaren auf H eine Hopf-Algebrastruktur, wobei wir uns von der Grup-
penstruktur auf der allgemeinen linearen Gruppe leiten lassen. Die Komulti-
plikation wird durch

H— Hog H Xy Y Ya® Zy,
k=1

definiert. Die Koeinheit wird durch

€(X,) = {1 fiir ¢ = 7,

0 sonst,

festgelegt, das Koinverse wird mit Hilfe der Formel
2t

det M
erstellt, wobei die adjungierte Matrix ein Polynom in den Eintrdgen der Ma-

trix ist. Das Koinverse bildet demnach X;; auf den (7, j)-ten Eintrag in der
rechten Seite der obigen Formel ab.

adj

Gernerell gilt, dass man eine Gruppe, die man allein mit algebraischen (po-
lynomialen) Ausdriicken hinschreiben kann, auch durch eine Hopf-Algebra
gewinnen kann.

Beispiel 18.7. Die spezielle lineare Gruppe wird als Hopf-Algebra durch
H = K[X;, 1 <4,5 <n]/(D—1)

festgelegt, wobei D die Determinante in den Variablen Xj; bezeichnet. Die
Komultiplikation, die Koeinheit und das Koinverse sind wie in Beispiel 18.6
zu wihlen.

OPERATIONEN VON AFFINEN (GRUPPENSCHEMATA

Wir wollen nun auch Gruppenoperationen mit Hopf-Algebren ausdriicken.
Dabei wird die Menge, auf der operiert wird, ein Spektrum eines kommuta-
tiven Ringes sein. Um die Operation richtig algebraisieren zu konnen, iiber-
setzen wir die Axiome einer Gruppenoperation in die Sprache der kommuta-
tiven Diagramme. Eine Gruppenoperation einer Gruppe G auf einer Menge
X liegt genau dann vor, wenn die Diagramme (es sei p die Verkniipfung auf
der Gruppe und v die Operationsabbildung)
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GxGxX "M% aux
Idg xv | v
GxX ELEN X
und
X M ogxx
Idx \ lv
X
kommutieren.

Definition 18.8. Es sei K ein kommutativer Ring, H eine kommutative K-
Hopf-Algebra und R eine kommutative K-Algebra. Unter einer Kooperation
von H auf R versteht man einen K-Algebrahomomorphismus

N: R— H®g R

derart, dass die beiden Diagramme

R N H®k R
N 1l A®Idg
Idg @N
H®K R — H®K H@K R
und
R Y HeyR
=N\ le®lIdg
K®x R
kommutieren.

Definition 18.9. Es sei K ein kommutativer Ring, H eine kommutative K-
Hopf-Algebra und G = Spek (H) das zugehorige affine Gruppenschema. Es
sei

N: R— H®g R

eine Kooperation von H auf einem kommutativen Ring R mit dem Spektrum
X = Spek (R). Dann nennt man den zu N gehorenden K-Morphismus

N*: G xg X =Spek (H @ R) — X
eine (K -algebraische) Operation des affinen Gruppenschemas G auf X.

Lemma 18.10. Es sei K ein kommutativer Ring, H eine kommutative Hopf-
Algebra und G = Spek (H) das zugehorige affine Gruppenschema. Es sei R
eine weitere kommutative K-Algebra, auf der eine Kooperation von H und
damit eine Operation von G auf X = Spec (R) vorliege. Dann gelten folgende
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Aussagen (dabei ist p = AN*, v = N* und j* bezeichnet den Strukturmor-
phismus X — Spek (K)).

(1) Die folgenden Diagramme von K-Morphismen kommutieren:
GXKGXKX MX—Id>X GXKX

Idg xv | v
GxgX BN X

und
x AN o x
Idx N\ lv
X

(2) Fir jede kommutative K-Algebra L liegt eine Gruppenoperation von
G(L) auf X(L) vor.

Beweis. Dies wird dhnlich wie Lemma 18.2 bewiesen. O

Beispiel 18.11. Zu einem kommutativen Ring K ldsst sich die skalare Mul-
tiplikation auf dem K™ bzw. auf dem Polynomring R = K[Xj,...,X,] fol-
gendermafien als eine Kooperation der Hopf-Algebra H = K[U,U™!'] zur
multiplikativen Gruppe realisieren: Man definiert die Kooperation durch

K[Xy,...,X,] — KU, U@k K|X1,...,X,], Xi — U ® X,.

Ein K-Punkt von H ®k R ist dabei nach Satz 17.5 durch einen K-Punkt von
H und einen K-Punkt von R gegeben, also durch eine Einheit ¢ € K* und
ein n-Tupel (aq,...,a,) € K" festgelegt. Dieser wird unter der Kooperation
wie gewiinscht auf (tay, ..., ta,) abgebildet.

18. ARBEITSBLATT

UBUNGSAUFGABEN

Aufgabe 18.1. Es sei K ein kommutativer Ring und H = K[X] sei mit der
in Beispiel 17.9 eingefithrten (additiven) K-Hopf-Algebrastruktur versehen.
Zeige, dass zu einer kommutativen K-Algebra L die induzierte Gruppen-
struktur auf

L = (Spek (H))(L)

mit der Addition auf L iibereinstimmt.
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Aufgabe 18.2. Es seien R und R’ kommutative Ringe und seien
01,02 R— R
Ringhomomorphismen. Zeige, dass
= {reR[pi(r) =¢a2(r)}

ein Unterring von R ist.

Ein wichtiger Spezialfall der vorstehenden Aussage ist in der folgenden Si-
tuation gegeben.

Aufgabe 18.3. Es sei K ein kommutativer Ring und H eine kommutative K-
Hopf-Algebra zusammen mit einer Kooperation von H auf der kommutativen
K-Algebra R. Wir betrachten die beiden K-Algebrahomomorphismen

N: R— H®g R
(die Kooperation) und
to: R— HR®g R, r—1®r.
Zeige, dass die Menge
S ={reR|N(r)=1(r)}

eine K-Unteralgebra von R ist.

Den in der vorstehenden Aufgabe definierten Unterring nennt man auch den
Invariantenring der Kooperation.

Aufgabe 18.4. Es sei X eine Menge, auf der eine Gruppe G operiere, und
sei

p: X —Y
eine Abbildung in eine weitere Menge Y. Zeige, dass ¢ genau dann G-
invariant ist, wenn das Diagramm

GxX 5 X
p2d Ly
X S vy
kommutiert, wobei v die Gruppenoperation und py die zweite Projektion
bezeichnet.

Aufgabe 18.5. Essei K ein kommutativer Ring und R eine kommutative K-
Algebra, auf der eine endliche Gruppe G als Gruppe von K-Algebraautomor-
phismen operiere.

(a) Definiere eine Kooperation der Hopf-Algebra H = Abb (G, K) auf
R derart, dass man iiber die zugehorige Operation der Spektren die
urspriingliche Operation zuriickgewinnt.
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(b) Zeige, dass der Invariantenring R mit dem Invariantenring zur Ko-
operation iibereinstimmt.

Aufgabe 18.6. Es sei K ein kommutativer Ring, D eine kommutative Grup-
pe und K[D] der zugehorige Gruppenring mit der in Beispiel 17.11 beschrie-
benen Hopf-Struktur. Es sei A eine kommutative K-Algebra.

(1) Es liege eine D-Graduierung von A (als K-Algebra) vor. Zeige, dass

durch

A— K[D|®k A, ag+— T ® aq,

eine K-Kooperation der Hopf-Algebra K[D] auf A festgelegt wird.

(2) Es liege eine K-Kooperation
N: A— K[D] @y A
von K[D] auf A vor. Zeige, dass durch
Ag={a€A|T"®a=N(a)}

eine D-Graduierung auf A festgelegt wird.
(3) Zeige, dass die Zuordnungen aus (1) und (2) invers zueinander sind.

Aufgabe 18.7. Es sei K ein Korper und sei A = K|[Xy,...,X,]. Definiere
eine Hopf-Algebrastruktur auf A derart, dass zu jeder kommutativen K-
Algebra L ein natiirlicher Gruppenisomorphismus

(Spek (K[ X7, ..., X,])(L) = (L",+)
besteht.

Bei den beiden folgenden Aufgaben denke man an lineare Gleichungen, ins-
besondere daran, wie sich die Losungen einer homogenen Gleichung zu den
Losungen einer inhomogenen Gleichung verhalten.

Aufgabe 18.8. Es sei R ein kommutativer Ring, fi,..., f, € R und
Definiere eine Hopf-Algebrastruktur auf A (iiber R).

Aufgabe 18.9. Es sei R ein kommutativer Ring, fi,..., f.,f € R. Wir
setzen

A= R[T,....T.]/(fiTh+ -+ f.T,),
versehen mit der in Aufgabe 18.8 diskutierten Hopf-Algebrastruktur, und

Definiere eine Kooperation von A auf B (iiber R).
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Aufgabe 18.10. Es sei K ein kommutativer Ring und H = K[X, X! =
K[X]x sei mit der in Beispiel 17.10 eingefithrten (multiplikativen) K-Hopf-
Algebrastruktur versehen. Zeige, dass zu einer kommutativen K-Algebra L
die induzierte Gruppenstruktur auf L* = (Spek (H))(L) mit der Multipli-
kation iibereinstimmt.

Aufgabe 18.11. Es sei K ein kommutativer Ring, D eine kommutative

Gruppe und K[D] der zugehorige Gruppenring. Bestimme zu einer kommu-
tativen K-Algebra L die Gruppe (Spek (K[D]))(L).

19. VORLESUNG - FORMEL VON MOLIEN
DiE HILBERT-REIHE UND DIE FORMEL VON MOLIEN

Wir setzen nun die Untersuchung der Invariantenringe K[X1,..., X,]% zu
einer endlichen Gruppe G C GL,(K) fort. Insbesondere wollen wir charak-
terisieren, wann der Invariantenring ein Polynomring ist, wie das beispiels-
weise bei der symmetrischen Gruppe der Fall ist. Fiir diese Fragestellung ist
das Konzept der Hilbert-Reihe hilfreich.

Definition 19.1. Es sei K ein Kérper und R eine positiv-graduierte kom-
mutative K-Algebra mit der Eigenschaft, dass fiir jedes g € N die Stufe Ry
endlichdimensional ist. Dann nennt man die Potenzreihe

Z dlmK (Rd)Zd
d=0
die Hilbert-Reihe von R.

Es handelt sich also um eine Potenzreihe mit Koeffizienten aus N. Wir werden
sie als formale Potenzreihe handhaben, Konvergenzuntersuchungen werden
keine Rolle spielen. Die Hilbert-Reihe héngt nicht nur von dem Ring, sondern
auch wesentlich von der gegebenen Graduierung ab. Die Hilbert-Reihe eines
Polynomringes, wobei die Variablen positiven Grad besitzen, hat folgende
Gestalt.

Lemma 19.2. Es sei K ein Korper und es sei R = K[Xy,...,X,] der
Polynomring tiiber K, wobei die X; den positiven Grad d; € N, haben mdgen.
Dann ist die Hilbert-Reihe dieses Ringes gleich

1

H(R,z) = A—20) (=)
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Beweis. Die Monome X7 --- X2 vom Gesamtgrad d = > 7 d;v; bilden
eine K-Basis von Ry4. Die Dimension der d-ten Stufe Ry ist also die Anzahl
der Elemente in der Menge

Ad = {(Vl,...,Vn) e N" ‘ I/ldl +—|—I/ndn :d}
Die Behauptung folgt somit aus

o) o)
)SILTEIED D DI
d=0 d=0 (v1,...,vn)EAG
— vidy | .. vndn
() (=)

1— 2z 1=z
wobei wir im letzten Schritt die Formel fiir die geometrische Reihe verwendet

haben. O

Die lineare Operation von einer endlichen Gruppe G auf einem K-
Vektorraum V' bzw. auf dem zugehorigen Polynomring R = K[V] induziert
eine K-lineare Operation Ry — Ry in jeder Stufe (standard-graduiert) und
der Invariantenring RY ist selbst graduiert. Dies erméoglicht folgende Defini-
tion.

Definition 19.3. Die endliche Gruppe G operiere linear auf dem Polynom-
ring R = K[Xj,...,X,]. Dann nennt man die Potenzreihe

(I)G<Z) = Zdlm[( (Rdc)Zd
d=0
die Hilbert-Reihe (oder Molien-Reihe) zu dieser Operation.

Die Dimensionen der homogenen Stufen sind endlich und daher ist diese
Definition sinnvoll. Die Hilbert-Reihe zur Operation ist einfach die Hilbert-
Reihe des Invariantenringes.

Die Dimension des Fixraumes zu einer linearen Operation kann man iiber
die Spur der einzelnen Automorphismen berechnen. Wir erinnern an die De-
finition der Spur einer Matrix und eines Endomorphismus.

Definition 19.4. Es sei K ein Korper und sei M = (aij)ij eine n X n-Matrix
iiber K. Dann heift

Spur (M) := Z @i
die Spur von M.

Definition 19.5. Es sei K ein Korper und sei V' ein endlichdimensionaler
K-Vektorraum. Es sei ¢: V — V eine lineare Abbildung, die beziiglich einer
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Basis durch die Matrix M beschrieben werde. Dann nennt man Spur (M) die
Spur von ¢, geschrieben Spur (¢).

Diese Definition ist unabhéngig von der gewahlten Basis, sieche Aufgabe 14.16
(Lineare Algebra (Osnabriick 2024-2025)).

Lemma 19.6. Es sei K ein Kérper und V' ein endlichdimensionaler K -
Vektorraum, auf dem eine endliche Gruppe G linear operiere. Die Grup-
penordnung sei kein Vielfaches der Charakteristik von K. Dann besitzt der
Fizraum der Operation (also der gemeinsame FEigenraum zum Eigenwert 1)

die Dimension
1

dimg (V) = ord (G) Z Spur (o).
oeG

Beweis. Wir betrachten die lineare Abbildung

1
S
‘G| oeG
Zuw € V ist m(w) G-invariant und fiir v € V¢ ist 7(v) = v. Daher ist 7
eine lineare Projektion

V— VY

Eine lineare Projektion wird in einer geeigneten Basis durch eine Diagonal-
matrix beschrieben, in der m = dimg (VG) Einsen und sonst Nullen stehen.
Also ist Spur (r) = m. Die Behauptung folgt daraus, dass die Spur additiv
ist. U

Der folgende Satz berechnet die Hilbert-Reihe (Formel von Molien).

Satz 19.7. Es set K ein algebraisch abgeschlossener Korper der Charakter-
istik 0. Die endliche Gruppe G operiere linear auf einem endlichdimensiona-
len K-Vektorraum V. Dann ist

1 1
Palz) = # (Q) ; det (Id —zo)

Beweis. Der lineare Automorphismus o ist nach Satz 3.20 diagonalisierbar,
da er endliche Ordnung hat. In einer geeigneten Basis besitzt die duale Ab-
bildung ¢* die Gestalt

Auf der d-ten Stufe induziert dies den linearen Automorphismus
o K[V]y — K[V]4

mit X¥ — £€”X". Die Eigenvektoren von ¢® sind die (”+§_1) verschiedenen

Monome
vy v,
Xyt Xn"
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(essein = dimg (V)) mit v+ -+ 1, = d mit den Eigenwerten &;" - -

Die Spur von ¢@ ist daher

Spur Z &

v|=d

Nach Lemma 19.6 ergibt sich

mit

dimg (K[V]$) =

Spur (U(d)) — Z ML g,

V1+"'+Vn:d

Damit ist unter Verwendung der geometrischen Reihe

CDQ(Z)

Z ( (G) Z Spur >
— d Z ( Gh -53:%) !

oceG v+ +1/n—d

ord (G) Z Z fo‘ 10 gjlnz’/1+"'+un
OI‘d Z (Zgalz ) cee (Z 5;-/7””2”")

v1=0 vn=0
1

1
ord (G) Z =% (1- 2501) (1= &)

ord Z det Id —20)

.gl’n
n -

O

Die Formel besagt insbesondere, dass diese Potenzreihe eine rationale Funk-
tion (also ein Quotient aus zwei Polynomen) ist und daher nur endlich viele
Polstellen hat. Die Nennerpolynome in den Summanden sind im Wesentli-
chen die charakteristischen Polynome der Gruppenelemente, doch steht hier
die Variable bei der linearen Abbildung, nicht bei der Identitéit.

DER SATZ VON CHEVALLEY-SHEPHARD-TODD

Wir wenden uns nun der Charakterisierung derjenigen linearen Operationen
auf dem Polynomring zu, die zu einem Invariantenring fiihren, der selbst ein

Polynomring ist.
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Definition 19.8. Ein linearer Automorphismus auf einem endlichdimensio-
nalen K-Vektorraum heifit Pseudorefiektion (oder Pseudospiegelung), wenn
er in einer geeigneten Basis durch eine Matrix der Form

1 0 -« --- 0
o 1 0 --- 0
o --- 0 1 0
0 - -+ 0 ¢

wobei ( # 1 eine Einheitswurzel ist, beschrieben werden kann.

Eine Pseudoreflektion besitzt also eine Hyperebene (einen (n—1)-dimensiona-
len Untervektorraum), auf der sie fix ist (der Eigenraum zum Eigenwert 1)
und einen weiteren dazu linear unabhéngigen Eigenvektor zum Eigenwert (.
Die Ordnung der Einheitswurzel ¢ bestimmt auch die Ordnung der Pseudo-
reflektion. Das Inverse einer Pseudoreflektion ist wieder eine Pseudoreflekti-
on. Gelegentlich wird eine Pseudoreflektion etwas allgemeiner dadurch defi-
niert, dass es einen (n—1)-dimensionalen fixen Untervektorraum gibt und die
Matrix endliche Ordnung besitzt. Im Fall eines algebraisch-abgeschlossenen
Korpers der Charakteristik 0 macht dies keinen Unterschied. In positiver

Charakteristik p ist auch eine Pseudoreflektion (der Ordnung p) in

11
0 1
diesem allgemeineren Sinn. Zur Betonung nennt man die oben definierten
Abbildungen dann auch diagonalisierbare Pseudoreflektionen.

Definition 19.9. Eine endliche Untergruppe G C GL,(K) heifit Reflekti-
onsgruppe (oder Spiegelungsgruppe), wenn sie durch Pseudoreflektionen er-
zeugt wird.

Man beachte, dass dies keine Eigenschaft der (abstrakten) Gruppe G ist,
sondern eine Eigenschaft der Untergruppe G C GL,(K). In einer Reflek-
tionsgruppe kann man jedes Element 7 als ein Produkt 7 = oy -0} mit
Pscudoreflektionen o; schreiben.

Die Bedeutung von Reflektionsgruppen in der Invariantentheorie kommt im
folgenden wichtigen Satz, dem Satz von Chevalley-Shephard-Todd, zum Aus-
druck.

Satz 19.10. Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper der Charak-
teristik null. Die endliche Gruppe G operiere linear und treu auf dem K-
Vektorraum V. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(1) G C GL,(K) ist eine Reflektionsgruppe.
(2) Der Invariantenring K[ X1, ..., X,]¢ ist (isomorph zu einem) ein Po-
lynomring (in n Variablen).

Aus Dimensionsgriinden ist klar, dass wenn der Invariantenring ein Polynom-
ring ist, dieser n Variablen besitzt. Die geometrische Relevanz ist, dass genau



174

dann eine Operation einer Reflektionsgruppe auf dem affinen Raum vorliegt,
wenn der Quotient selbst ein affiner Raum ist.

Der Beweis dieses Satzes benutzt verschiedene Lemmata und verwendet die
Theorie der Hilbert-Reihen. Hierbei werden verschiedene elementare Hilfs-
mittel aus der Theorie der Potenzreihen verwendet.

Lemma 19.11. Es ser K ein algebraisch abgeschlossener Korper und o €
GL,(K) eine Pseudorefiektion. Es sei H, der Fizraum zu o und L, eine
Linearform # 0, die auf H, verschwindet. Dann ist L, fiir jedes Polynom
f € K[Xy,...,X,] ein Teiler von fo — f.

Beweis. Firv € H, ist

(fo =) = flov) = f(v) = flv) = f(v) = 0.

Das Polynom fo — f verschwindet also auf der Nullstellenmenge von L. Wir
konnen L, zu einer Variablenmenge L, Lo, ..., L, ergidnzen und

fo—f = P(Ly,Lo,...,Ly)Ly + Q(Lo, ..., Ly)

schreiben. Das Polynom @) verschwindet auf H, und ist somit die Nullfunk-
tion, also muss es gemdfl Aufgabe 3.18 (Algebraische Kurven (Osnabriick
2025-2026)) auch das Nullpolynom sein, da der Kérper unendlich ist. O

Lemma 19.12. FEs sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper der Cha-
rakteristik 0 und G C GL,(K) eine Reflektionsgruppe. Es sei I das Ideal
in K[X1,...,X,], das durch die homogenen Invarianten von einem positiven
Grad erzeugt wird. Es gelte

glhl+"'+gmhm = 0,
wobei die hy, ..., hy, € K[Xy,...,X,] homogene Polynome und die
Giseosgm € K[X1,...,X,]¢

invariante Polynome seien. Dann ist hy € Ig oder g1 € (g2, .-, Gm)-

Beweis. Wir fithren Induktion iiber den Grad von h;. Bei hy = 0 gehort
natiirlich hy zu Ig. Fiir hy # 0 und grad (h;) = 0ist g1 € (g2,---,9m)-
Es sei also grad (hy) > 1 und die Aussage fiir kleineren Grad bewiesen. Es
sei g1 ¢ (go,...,9m) vorausgesetzt und es sei 0 € G eine Pseudoreflektion.

Dann ist
Zgi : (hza) = <Zgzhz>a = 0o = 0.
=1 i=1

Nach Lemma 19.11 kann man

hz‘O' = hz—f—LUﬁZ
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schreiben, wobei L, eine beschreibende Linearform des Fixraumes zu o ist
und h; einen kleineren Grad als h; besitzt. Wir schreiben die obige Gleichung

als - -
0= Z gi <hi + La%i> = Ls (Z gz%z) .
i=1 i=1

Dabher ist die Summe rechts gleich 0 und nach Induktionsvoraussetzung ist
h, € Ig, also auch hyo — hy = hiL, € Ig.
Esseinun 7 = o01---0, € G ein Produkt von Pseudoreflektionen. Dann ist
k
T —h = Z (h10i- 0% — h1oi1 - 0%)

i=1
k

= Z (hio; — h1) (01 -+ - O%).

i=1
Da hio; — hy zu I gehort und I unter G invariant ist, gehort auch hy7 — hy
zu Ig. Mit dem Reynolds-Operator p ist

1 1
p(hn) = hy = (md @ TZm) —hy = W(G)Z(h”_hl)'

eG TEG

Dies gehort zu Ig und wegen p(hy) € Ig ist auch hy € Ig. O

19. ARBEITSBLATT

UBUNGSAUFGABEN

Aufgabe 19.1. Bestimme die Hilbert-Reihe von K[X,Y]/(X3 Y5, X?Y?)
in der Standardgraduierung.

Aufgabe 19.2. Es sei K ein Korper und seien A und B endlich erzeugte
positiv-graduierte K-Algebren. Zeige, dass zwischen den Hilbert-Reihen die
Beziehung

H(A®g B) = H(A)- H(B)
besteht, wobei A ® B mit der natiirlichen N-Graduierung (wie sieht die
aus?) versehen sei.

Aufgabe 19.3. Es sei K ein Korper und sei R eine endlich erzeugte, kommu-
tative, positiv-graduierte K-Algebra und ¢ € N. Welche Beziehung besteht
zwischen der Hilbert-Reihe von R und der Hilbert-Reihe des ¢-ten Veronese-
Ringes R,



176

Aufgabe 19.4. Es sei K ein Korper und sei R eine endlich erzeugte, kom-
mutative, positiv-graduierte K-Algebra. Zeige, dass die Hilbert-Reihe von R
genau dann ein Polynom ist, wenn die Krulldimension von R null ist.

Aufgabe 19.5. Es sei K ein Korper und sei V' ein endlichdimensionaler
K-Vektorraum. Zeige, dass die Zuordnung

End (V) — K, ¢ — Spur (),

K-linear ist.

Aufgabe 19.6. Es sei K ein Korper und sei M eine n x n-Matrix iiber K.
Wie findet man die Spur (M) im charakteristischen Polynom x,, wieder?

Aufgabe 19.7. Es sei K ein Korper und sei M eine n x n-Matrix iiber K
mit der Eigenschaft, dass das charakteristische Polynom in Linearfaktoren
zerfallt, also

X = (X = A)P - (X = Ag)H2e o (X — Mg )P,

Zeige, dass
k
Spur (M) = ) ik
i=1

ist.

Aufgabe 19.8. Es sei K ein Korper und sei P = X" —c¢ € K[X] ein
irreduzibles Polynom. Es sei

f=ap X" a2 X"+ X +ag
ein Element in der einfachen endlichen Korpererweiterung
K C L = K[X]/(P)

vom Grad n. Zeige, dass die Spur von f gleich nayg ist.
Aufgabe 19.9. Zeige, dass man jede endliche zyklische Gruppe Z/(n) in

GL2(C) sowohl als Reflektionsgruppe als auch als eine Gruppe ohne Pseudo-
reflektionen realisieren kann.

Aufgabe 19.10. Zeige, dass die spezielle lineare Gruppe SL,,(K') keine Pseu-
doreflektionen enthélt.
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Aufgabe 19.11. Wir betrachten die symmetrische Gruppe S, mit ihrer
natiirlichen Einbettung S, C GL,(K) iiber einem Korper K. Zeige, dass
o € S, genau dann eine Transposition ist, wenn o eine Pseudoreflektion ist.

Aufgabe 19.12. Zeige, dass die alternierende Gruppe A, in ihrer natiirli-
chen Realisierung in GL,(K) keine Pseudoreflektionen enthélt.

Aufgabe 19.13. Es sei K ein Korper und es sei ¢p € GL,(K) eine Pseudo-
reflektion. Zeige, dass jede Konjugation von v ebenfalls eine Pseudoreflektion
ist.

Aufgabe 19.14. Man gebe ein Beispiel fiir eine nichttriviale zyklische Re-
flektionsgruppe derart, dass die Erzeuger der Gruppe keine Pseudoreflektio-
nen sind.

Aufgabe 19.15. Es sei K ein Korper, G C GL,(K) eine Untergruppe und
H C @ die von allen Pseudoreflektionen in G erzeugte Untergruppe. Zeige,
dass H ein Normalteiler in G ist.

Aufgabe 19.16. Man gebe ein Beispiel fiir eine Reflektionsgruppe G und
eine nichttrivale Untergruppe H C G, die keine Pseudoreflektion enthélt.

Aufgabe 19.17. Wie viele Pseudoreflektionen enthélt die allgemeine lineare
Gruppe GLy(F3) iiber dem Korper F3 mit drei Elementen.

Aufgabe 19.18. Es sei K ein Korper, 0 € GL,(K) eine Pseudoreflektion
und G die von o erzeugte zyklische Gruppe. Zeige direkt, dass der Invarian-
tenring K[X1,...,X,]¢ ein Polynomring ist.

Aufgabe 19.19. Beweise den Satz von Chevalley-Shephard-Todd direkt fiir
die eindimensionale Situation, also fiir eine endliche Gruppe G C K* und
die zugehorige Operation auf K[X].

Aufgabe 19.20. Begriinde mit dem Satz von Chevalley-Shephard-Todd,
dass der Ring der symmetrischen Polynome ein Polynomring ist.
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20. VORLESUNG - REGULARITAT
BEWEIS DER HINRICHTUNG

Wir kommen zum Beweis der Hinrichtung im Satz von Chevalley-Shephard-
Todd, d.h. wir zeigen, dass eine Spiegelungsgruppe einen Polynomring als
Invariantenring besitzt. Wir werden wiederholt mit partiellen formalen Ablei-
tungen arbeiten. Diese verhalten sich wie die iiblichen partiellen Ableitungen
iiber R oder iiber C.

Definition 20.1. Es sei K ein Korper. Zu einem Polynom

F =) aX"ecK[X,. . X)

und 2, 1 <17 < n, heifit das Polynom
or
0x; =

L 1 Vi—1 v;—1 v Vi+1 v
OF = > via, XY XU XPTIXT e X
14

die formale partielle Ableitung von F' nach X;.

Wir beweisen nun die Hinrichtung.

Lemma 20.2. Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper der Cha-
rakteristik null. Die endliche Gruppe G operiere linear und treu als eine
Reflektionsgruppe auf dem K-Vektorraum V. Dann ist der Invariantenring
K[Xy,..., X, isomorph zu einem Polynomring (in n Variablen).

Beweis. Wir betrachten das Hilbertideal I C K[Xj,...,X,], das von al-
len homogenen invarianten Polynomen positiven Grades erzeugt wird. Es
sei I¢ = (f1,...,fm) ein homogenes minimales Erzeugendensystem fiir
dieses Ideal. Aufgrund von Lemma 12.6 bilden diese fi,..., f,, ein Al-
gebraerzeugendensystem von K[Xi,..., X,]¢ Wir zeigen, dass die f; al-
gebraisch unabhéngig sind und nehmen an, dass g(fi,..., fn) = 0 mit
g € K[Y1,...,Y], g # 0, ist. Es sei dabei g von minimalem Grad.

Das Monom Y" aus g wird nach Einsetzen zu f*, was ein homogenes Polynom
vom Grad ) . v; grad (f;) ist. Wir kénnen daher annehmen, dass alle Mono-
me, die in ¢g(f1,..., fm) vorkommen, den gemeinsamen Grad d haben (die
Monome, die zu einem anderen Grad fiihren, werden einfach weggelassen).

Wir betrachten

dg
g; = ayl (fh tey fm)7
die zum Invariantenring K[X7, . .., X,]¢ gehéren. Die g; sind 0 oder sie haben
den Grad d — grad (f;). Da ¢ nicht konstant ist, ist
dg
0
dy 4
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fiir zumindest ein 7, da wir Charakteristik 0 voraussetzen. Dann muss auch
g; # 0 fiir ein 7 sein, da g nach Annahme minimalen Grad besitzt.

Wir betrachten das Ideal J = (g1,...,9m) € K[Xj,...,X,], und sei nach
Umnummerierung &k (> 1) so gewéhlt, dass

J = (gla'-'agk‘)

ist, aber keine echte Teilmenge davon dieses Ideal erzeugt. Fiir ¢ > k schrei-
ben wir

k
g = Y hijg;,
=1

wobei h;; = 0 ist oder aber homogen vom Grad grad (g;) — grad (g;) =
grad (f;) — grad (f;). Es folgt

0 = S(glief)
- Yugh
¢ 2 - S (Z hmgj> o,
- i=k+1 =
- z%(ﬁﬁ > (m52)

Wegen g1 ¢ (g2, .., gr) gehort fiir jedes s das homogene Element

nach Lemma 19.12 zu I5. Daraus ergibt sich durch Multiplikation mit z; und
Aufsummierung die Zugehorigkeit

8f1 —+ Z hjlzxsaf" = (grad (f1))f1 + Z hji(grad (f;))f;

j=k+1  s=1 j=k+1
€ (:cl,...,mn)IG
- (‘rlflv"'uxnfl)_'_(f?’"'?fm)'
Die hinteren Summanden in diesem Polynom gehéren zu (fs, ..., f,), daher

ist auch

fi € (@ifisanfi) + (fos o) fin)-

Aus Gradgriinden ist f; € (fa,..., fm), was ein Widerspruch zur Minima-
litdt des Idealerzeugendensystems von I ist. O



180

LAURENT-ENTWICKLUNG DER HILBERT-REIHE

Wir wenden uns nun der Riickrichtung im Satz von Chevalley-Shephard-
Todd zu. Zuerst erinnern wir an die Laurent-Entwicklung. Eine rationale
Funktion besitzt gemafl Korollar 16.13 (Funktionentheorie (Osnabriick 2023-
2024)) eine Laurent-Entwicklung

F(z) N~
Q(’Z) = Z aizla
e
wobei k eine eventuell negative Zahl ist. Ist ak # 0 und k& minimal und
negativ, so heifit —k die Polstellenordnung ( hat einen Pol der Ordnung

Lemma 20.3. FEs sei K ein algebraisch abgeschlossener Kérper der
Charakteristik 0. Es sei G C GL,(K) eine endliche Untergruppe und sei
r die Anzahl der Pseudoreflektionen in G. Dann ist die Laurent-Entwicklung
der Hilbert-Reihe des Invariantenringes um z = 1 gleich

1 r

Pa(z) = ———(1—2)""+ 1—z)™H
Beweis. Nach der Molien-Formel ist
d —
a2 Z Id —20)
G
Die Summanden haben die Gestalt
1 1 1 1 1

#(G) det (Id —z0) #(G) (1—2861) (1—2&n)
wobei die &, ; die Eigenwerte (mit Wiederholungen) von o seien. Fiir ¢ = Id
hat der entsprechende Summand in z = 1 einen Pol der Ordnung n. Fiir
o # Id haben die Summanden an z = 1 einen Pol von maximaler Ordnung
n — 1. Diese Maximalitat tritt genau dann ein, wenn der Eigenwert 1 die
Vielfachheit n — 1 besitzt, wenn also ¢ eine Pseudoreflektion ist. In diesem
Fall ist

1 1 1

det (Id —z0) - (1—2)*1 (1—zdeto)’
da bei einer Pseudoreflektion der andere Eigenwert gleich der Determinante
ist. Daher ist der Koeffizient zu (1—2)"""! in der Laurent-Entwicklung gleich

1 1
# (G) Z 1 —deto

o Pseudoreflektion

(im hinteren Faktor wird z = 1 gesetzt). Das Inverse einer Pseudoreflektion
ist ebenfalls eine Pseudoreflektion, daher ist

1 1 1
2 - —
Z 1 —deto Z (1—det0+1—(deta)1>

o Pseudoreflektion o Pseudoreflektion
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— Z 1

o Pseudoreflektion

BEWEIS DER RUCKRICHTUNG

Wir beweisen nun die Riickrichtung des Satzes von Chevalley-Sheppard-
Todd, dass also ein algebraisch unabhéngiges Algebraerzeugendensystem nur
bei einer Reflektionsgruppe vorliegen kann. Die Strategie ist, die von den
Pseudoreflektionen erzeugte Untergruppe H C G zu untersuchen und dabei
letztlich auf H = G zu schlieffen.

Korollar 20.4. Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper der Cha-
rakteristik 0. Es sei G C GL,(K) eine endliche Gruppe derart, dass der
zugehdrige Invariantenring von n algebraisch unabhdngigen homogenen In-
varianten 0y, ...,0, erzeugt werde. Es sei d; = grad (0;) und r die Anzahl
der Pseudoreflektionen in G. Dann st

IG|=dy---dy, undr=dy+---+d, —n.

Beweis. Nach Lemma 19.2 ist

Be(z) = 1 1

(T—zt)  (1—zh)
Wegen 1 — 24 = (1—2)(1+z+---+zd_1) ist dies gleich
1 1 1
(1—2)" 1+4+z+--+20"1 T4 z4... + 21"

Der Bruch m hat um 2z = 1 die Potenzreihenentwicklung
1 d-1
- — —1)+...
7 oy Fm D+

was sich durch Einsetzen und Ableiten ergibt. Die Laurent-Entwicklung um
z = 1 ist somit

(I)G(Z)

_ ﬁ(dil—d;;ll(z_l)*m)"'(din_dzc;l(z_l)Jr”')

1 di+--+d,—n
= 1—2)™" " 1— )
e U I e e A LS I

Der Vergleich mit Lemma 20.3 ergibt die Behauptung. U

Wir beweisen nun die Riickrichtung im Satz von Chevalley-Shephard-Todd.
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Lemma 20.5. Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper der Charak-
teristik null. Die endliche Gruppe G operiere linear und treu auf dem K-
Vektorraum V. Der Invariantenring K[X1, ..., X,|¢ sei ein Polynomring.
Dann ist G C GL,(K) eine Reflektionsgruppe.

Beweis. Es sei
K[Xi1,..., X% = K[6y,...,6,]

mit §; algebraisch unabhéingig, und es sei grad (6;) = d;. Es sei H C G die
durch alle Pseudoreflektionen erzeugte Untergruppe. Aufgrund der Hinrich-
tung des Satzes von Chevalley-Shephard-Todd wissen wir bereits

K[X1,..., X" = K[¢,..., ¢, O K[X1,...,X,]¢

mit grad (¢;) = e; und ¢; algebraisch unabhéngig. Jedes §; ist ein Poly-
nom in den ;. Wir kénnen annehmen, dass beide Polynomfamilien nach
aufsteigendem Grad geordnet sind, es ist also d; < dy < ... < d, und
e1 < ey <...< e,. Dabei muss

e; < d;
fiir alle ¢ gelten, da andernfalls nach Aufgabe 20.8
K[ela"wei] - K[¢17"'a¢i—1]

gelten wiirde, was aber wegen der algebraischen Unabhéngigkeit der Familien
nicht sein kann. Es sei r die Anzahl der Pseudoreflektionen in G und in H.
Nach Korollar 20.4 ist

n n

r=Y (di-1)=> (e—1)

i=1 i=1
Daher muss e; = d; gelten. Damit ist aber
G| =dy---d, = ey ---e, = |H|

und damit
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20. ARBEITSBLATT

UBUNGSAUFGABEN

Aufgabe 20.1. Uberpriife Korollar 20.4 fiir die symmetrische Gruppe.

Aufgabe 20.2. Zeige, dass der Polynomring K[X7, ..., X,] ein freier Modul
tiber dem Polynomring K[E\,..., E,] der elementarsymmetrischen Polyno-
me ist.

Aufgabe 20.3. Es sei K ein Korper und sei K[X] der Polynomring iiber K.
Beweise die folgenden Rechenregeln fiir das formale Ableiten F' +— F:

(1) Die Ableitung eines konstanten Polynoms ist 0.
(2) Die Ableitung ist K-linear.
(3) Es gilt die Produktregel, also

(FGY = FG' + F'G.

Aufgabe 20.4. Es sei K ein Korper und sei K[X]| der Polynomring iiber
K. Essei F' € K[X]und a € K. Zeige, dass a genau dann eine mehrfache
Nullstelle von F ist, wenn F'(a) = 0 ist, wobei F’ die formale Ableitung von
F' bezeichnet.

Aufgabe 20.5. Es sei K ein Korper der Charakteristik p > 0. Man cha-
rakterisiere die Polynome F' € K[X,Y] mit der Eigenschaft, dass

(1) die erste partielle Ableitung,
(2) die zweite partielle Ableitung,
(3) beide partiellen Ableitungen

0 sind.

Aufgabe 20.6. Essei H € K[Xj,...,X,]ein (in der Standardgraduierung)
homogenes Polynom vom Grad e. Zeige die Beziehung
0H OH
H=X—+-- ne——-
‘ ax, T,
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Aufgabe 20.7. Es sei K ein Korper und seien Fi, ..., F,, € K[Xi,...,X,]
und Gy, ...,G, € K[Yi,...,Y,,] Polynome. Wir setzen

H; = Gy(Fy, ..., Fp).

Zeige, dass die formalen partiellen Ableitungen die ,,formale Kettenregel“

OH1 OH1 0G1 0G, OF OF
X, ' 0Xn oY, " OV £ oX, "t 09X,
: IR = : R v )° : IR
OH, OH, Gy, dGy, Y; OFm OFm
aX1 "t 0Xa oY, T Yy 0X1 T 09Xy
erfiillen, wobei der Ausdruck 32 bedeutet, dass die Variablen Y; durch die
J

Polynome F; zu ersetzen sind.

Aufgabe 20.8. Es sei K ein Koérper und R = K[Xy,...,X,] der Polynom-
ring mit der Standardgraduierung. Es seien @, Py,..., P, € R homogene
Polynome mit

Q € K[P,,...,P,].

Zeige ) € K[P;, j € J], wobei der Grad der P;, j € J, maximal gleich dem
Grad von () ist.

Die folgende Aussabe kann man bei K = C mit dem Satz von Chevalley
(der besagt, dass Bilder , konstruierbarer Mengen“ wieder konstruierbar sind)
und der Transformationsformel fiir Volumina beweisen. Gibt es auch einen
elementaren algebraischen Beweis?

Aufgabe 20.9. Es sei K ein Korper der Charakteristik 0 und seien

Q1,...,Qn € K[X1,...,X,)]

algebraisch unabhéngige Polynome. Zeige

9Q;
det ((an)i]) # 0.
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21. VORLESUNG - EBENE KOMPLEXE GRUPPEN I

In den folgenden Vorlesungen mochten wir die endlichen Untergruppen
G C SLy(C) (bis auf Konjugation) und die zugehorigen Invariantenringe
K[U,V]% bestimmen. Es wird sich herausstellen, dass es hierzu eine iiber-
schaubare Klassifikation gibt, namlich die ADE-Klassifikation. Die auftre-
tenden Invariantenringe bzw. ihre Spektren (also die Bahnenriume) nennt
man ADFE-Singularititen. Von Singularitdten spricht man, da diese Invari-
antenringe keine Polynomringe sind, also nicht ,,reguliar® sind. Die anvisierte
Klassifikation beruht auf der Klassifikation der endlichen Bewegungsgruppen
im R3.

EINE LISTE VON UNTERGRUPPEN DER SLy(C)

Wir betrachten die folgenden Beispiele von endlichen Untergruppen der
SLy(C). Wir werden spéter sehen, dass diese Liste bis auf Konjugation
vollsténdig ist.

Beispiel 21.1. Die zyklische Gruppe der Ordnung n lésst sich einfach als eine
Untergruppe der SLy(C) realisieren. Dazu sei ¢ eine n-te komplexe primitive

Einheitswurzel, beispielsweise ( = e . Die von

(8 c?-l) - (8 cgl)

erzeugte Untergruppe, also

{(%] Coj) |j:0,...,n—1} € SLy(C),

ist eine zyklische Gruppe der Ordnung n. Diese Untergruppe wird mit Z,
bezeichnet.

Beispiel 21.2. Es sei n € N, und sei ¢ eine 2n-te komplexe primitive
Einheitswurzel, beispielsweise

27i

Die von den Matrizen

A= Ay = (g <91> und B = <? 6)

erzeugte Untergruppe der SLy(C) heifit die bindre Diedergruppe. Sie wird mit
BD,, bezeichnet. Das Element A besitzt die Ordnung 2n und es ist

n_ (¢" 0y _ (=1 0 _
(5 ) (0 0)

Insbesondere besitzt B die Ordnung 4. Es ist

0 i\ (¢ 0 0 i ¢t o) [0 i .
o= (o) 68 = ()= (0 o) -
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Somit lassen sich alle Elemente der Gruppe als
AB mit0<i<2n—1,0<j<1,

schreiben. Da B nicht zu der von A erzeugten Untergruppe gehort und (bei
n > 2) umgekehrt, ist diese Darstellung bei n > 2 eindeutig und BD,,
besitzt genau 4n Elemente. Es liegt die Untergruppenbeziehung Z,, C BD,,
vom Index 2 vor.

Beispiel 21.3. Die Matrizen

¢ 0 0 i 1 (¢7 (T
a=m= (5 g) o= (0 o) me-5(6 ).

wobei ( eine primitive achte Einheitswurzel ist, erzeugen eine Untergruppe
von SLy(C). Die Ordnungen dieser Elemente ergeben sich folgendermafen.

Es ist
e _ (=10 _ o
also besitzt A die Ordnung 8 und B die Ordnung 4. Mit

141

V2

o3 ;(C <7) (U <7> (<7 C7)
V2 \¢® ¢ )\ ¢)\¢ ¢
1 C6+<4 <6+1 <7 <7
2/2 \ ¢+ )\ ¢
1 O+ EHE+C CHEH T+
W2\CHC+C+T CH+C+C+E

0 4)

sodass die Ordnung von C' gleich 6 ist. Jedes Element dieser Gruppe kann
man als A’B/C* schreiben, wobei die Exponenten jeweils maximal bis zur
Ordnung der Matrizen laufen. Um das einzusehen muss man untersuchen,
was passiert, wenn man ein solches Element mit A oder B rechterhand mul-

tipliziert. Es ist
LT\ (¢ 0
oA = \/§<<5 <)(O 47)

- ule )

(5 V%)

(+¢ C+(
¢ T+¢

27i

C_GS :e%:

ist

1
2
1
2
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¢ O) (1+¢ ¢+
0 ¢"J\1+¢ 1+
¢ 0\ [0 i\ [¢+¢" ¢C+1
0 ¢"J\i 0)\¢*+¢° ¢*+¢?
_ L o) (0 1) (¢ TN
200 (") \i 0)\¢ ¢
man kann also A von rechts an C' vorbeischieben. Wegen
_ L (Y (0
on = 56 )0 )
_ L(C C)
V2 \¢&
HEED
V2 \0 -\ ¢
= AC

kann man B von rechts an C' vorbeischieben. Wegen

(0 1\ (¢ O
o= (10) (6 )
_ (0 ¢
= (¢ ¢
~(¢T 0\ [0 i
N 0 ¢)J\i O
(¢ 0\ /0 i
— \o (7 i 0
= A'B
kann man B von rechts an A vorbeischieben. Wegen
s _ (=1 0\ _ 4 po
S G B
kann man sogar jedes Gruppenelement als
ABICkmit0<i<7,0<;j<1,0<k<2,
schreiben.

Wir zeigen, dass es unter diesen Elementen keine Wiederholungen gibt. Die
Produkte A*B7 mit 0 < i <7, 0 < j < 1, bilden nach Beispiel 21.2 die binére
Diedergruppe BD, der Ordnung 16, dort gibt es also keine Wiederholungen.
Also enthilt die Gruppe eine Untergruppe der Ordnung 16 aber auch eine
Untergruppe der Ordnung 3 (die von C? erzeugte Untergruppe), also muss
ihre Ordnung 48 sein (und in den obigen Produkten kann es keine Wieder-
holung geben). Es handelt sich also um eine Gruppe mit 48 Elementen, die
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die bindre Oktaedergruppe heiflt. Sie wird mit BO bezeichnet. Es liegt die
Untergruppenbeziehung
Zs € BDy C BO

Vvor.

Beispiel 21.4. Es seien

- ¢ 0 (0 i B 1 (7 §7
A‘<0 <7)’B‘(i 0) ““dc‘ﬁ(cs <>’

wobei ¢ eine primitive achte Einheitswurzel ist, die Erzeuger der bindren
Oktaedergruppe BO. Die darin von A%, B, C' erzeugte Untergruppe besteht
aus allen Elementen A¥B/C* mit 0 < i < 3,0< 35 < 1,0 <k < 2, wie
dhnliche Berechnungen wie die aus Beispiel 21.3 zeigen, und besitzt demnach
24 Elemente. Diese Gruppe nennt man die bindre Tetraedergruppe, sie wird
mit BT bezeichnet.

Beispiel 21.5. Es sei £ eine primitive 5-te komplexe Einheitswurzel. Wir
setzen 5 P 5
3 0) 1 <—€+€ 5—5)
E=— und F' = — .
(0 £ VE\&E-& =&
Die von diesen Elementen erzeugte Untergruppe der SLy(C) heifit die bindre
Ikosaedergruppe. Es ist
5 (-1 0
(4

und somit besitzt £ die Ordnung 10. Wegen

o 1( & & - €3>‘<—£+§4 52—53)
& =& g-& -
(£2+§3 24+ &M +6-2 0

_1)
besitzt F' die Ordnung 4. Ferner ist
(& 0\ 1 [¢+¢ -8

B (0 52> \/S<€2—§3 5—54)
_ _L<—£4+£2 1—5)
RV AR RS Y
(—£4+§2 1—5).(—54%2 1—5)
-1 &-¢ -1 &-¢

(2B -2 2604282 €64+ 1
T\t 28326 —1 424262

FHi-2+0+8-2

/\O‘!I}—‘O‘IIHCNI

Dabei ist
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1+x/5)

und (unter Verwendung von &% 4 &% = —+5

e 1-¢Y’
-1 &-¢
24+ 83 -2 —2§4+2g2—§+1>.(—54+52 1—g)

( 253+25 424262 -1 £ —¢
(554—553 5g2+55 0 )
5¢4 — 5¢3 — 5E? 4 5¢

_ <5 10(&3 + €2) 0 )

0 —5—10(& + &?)
0

555@)

also ist

)

und die Ordnung von EF ist 6. Diese Gruppe besitzt 120 Elemente und heifit
die bindre Ikosaedergruppe, sie wird mit Bl bezeichnet.

UNTERGRUPPEN DER SPEZIELLEN UNITAREN GRUPPE

In den oben aufgelisteten endlichen Untergruppen der SLy(C) sind die (er-
zeugenden) Matrizen von der Form

%)

d.h. es handelt sich um unitdre Matrizen. Wir erinnern an die entsprechenden
Begrifflichkeiten. Das Standardskalarprodukt auf dem C" ist durch

n
2) =) wiE
=1

definiert. Eine lineare Abbildung f: C* — C™ heifit unitdr, wenn sie das
Standardskalarprodukt respektiert, wenn also

(f(w), f(2)) = (w,2)
fiir alle w, z € C" gilt. Dies ist das komplexe Analogon zu den Isometrien
im Reellen.

Definition 21.6. Der C" sei mit dem komplexen Standardskalarprodukt
versehen. Die Menge aller unitéren linearen Abbildungen f: C™ — C" bilden
eine Gruppe, die die unitire Gruppe heifit. Sie wird mit U, (C) bezeichnet.

Definition 21.7. Der C" sei mit dem komplexen Standardskalarprodukt
versehen. Die Menge aller unitéren linearen Abbildungen f: C"* — C" mit

Determinante 1 bilden eine Gruppe, die die spezielle unitire Gruppe heifit.
Sie wird mit SU,(C) bezeichnet.
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Lemma 21.8. Jede endliche Untergruppe G C SL,(C) ist zu einer Unter-
gruppe der SU,(C) konjugiert.

Beweis. Es sei (—, —) das Standardskalarprodukt auf dem C". Wir definieren
zuerst unter Bezug auf die endliche Gruppe

G C SL,(C)

ein neues Skalarprodukt auf C", ndmlich

1
Q(w,z) = ———= > (ow,02).
7O 2
Nach Aufgabe 21.7 handelt es sich in der Tat um ein Skalarprodukt. Fiir ein
Gruppenelement 7 € G ist ferner

1 1
O(Tw, 72) = m;@ﬂu,m’z) = m%(aw,az) = ®(w, 2),

da ja insgesamt iiber die gleichen Gruppenelemente aufsummiert wird. Die
zu G gehorenden linearen Abbildungen sind also unitér beziiglich ®. Es sei

Uy, - .., U, eine Orthonormalbasis von C" beziiglich ® und sei M die Matrix,
deren Spalten die u; sind. Wir betrachten die konjugierte Gruppe

H = M7'GM,
also

H={M"'"oM|oeG}
Dabei gilt die Beziehung
(w,z) = &(Mw, Mz),
da dies fiir die Standardbasis git. Fiir 7 € H und w,z € C" gilt

(tw,72) = (M 'oMw,M 'oMz)
= ®(cMw,0Mz)
= d(Mw,Mz)
= (w,2),

d.h. H ist beziiglich des Standardskalarproduktes unitiar. Wegen
T=M"'loM

und ¢ € SL,(C) besitzt auch 7 die Determinante 1, und daher ist H C
SU,(C). O
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21. ARBEITSBLATT

UBUNGSAUFGABEN

Aufgabe 21.1. Es sei ( € C eine n-te primitive Einheitswurzel. Zeige, dass
die zyklische Gruppe

7z, - {(Cj COJ.) |j:(),...,n—1} C SL,(C)

auf der Punktmenge
J

treu operiert, dass sie bei n ungerade auf der Geradenmenge

{<(§Z)> |j:o,...,n_1}

ebenfalls treu operiert und dass sie bei n gerade auf der Geradenmenge

{<(<<_jj)> u:o,...,g_l}

operiert, aber nicht treu. Was ist in diesem Fall der Kern der Operation?

Aufgabe 21.2. Zeige, dass die bindre Diedergruppe BD; eine zyklische
Gruppe der Ordnung 4 ist.

Aufgabe 21.3. Wir betrachten die bindre Diedergruppe BD,,. Zeige, dass

bei n > 3 die von
0 i
5= (i o)

erzeugte Untergruppe kein Normalteiler ist.

Aufgabe 21.4. Es sei ( € C eine 2n-te primitive Einheitswurzel. Zeige,
dass die binédre Diedergruppe BD,, auf der Geradenmenge

L(Ea=om=—fou(ph (D

Aufgabe 21.5. Zeige, dass die in Beispiel 21.1, Beispiel 21.2, Beispiel 21.3
und Beispiel 21.4 beschriebenen Gruppen bereits Untergruppen der SUy(C)
sind.

operiert.
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Aufgabe 21.6. Zeige, dass die Matrix

F:L(—f+5‘* §2—53)
Ble-g g-¢

zu SUy(C) gehort.

Aufgabe 21.7. Es sei G C GL,(C) eine endliche Untergruppe und es sei
(—, —) das Standardskalarprodukt auf dem C". Zeige, dass durch

O(w, z) = @ (;G (ow,02)

ein Skalarprodukt auf C" definiert wird.

Aufgabe 21.8. Es sei M € Mat,(C) eine Matrix und
p: C"—C"

die zugehorige lineare Abbildung. Zeige, dass ¢ genau dann unitér ist, wenn
‘M - M die Einheitsmatrix ist.

In den folgenden Aufgaben rekapitulieren wir einige Eigenschaften der Ein-
heitswurzeln und der Kreisteilungspolynome.

Aufgabe 21.9. Bestimme die Koordinaten der fiinften Einheitswurzeln in

C.

Aufgabe 21.10. Es sei n € N,. Zeige, dass die n Vektoren (im C")
(17 C? CQ’ tet 7Cn_1)’c G /”'LTL(C)7

linear unabhéngig sind.

Aufgabe 21.11. Es sei ( # 1 eine n-te Einheitswurzel in einem Korper K.
Zeige
TP+ (1 =0

Aufgabe 21.12. Bestimme die Kreisteilungspolynome &, fiir n < 15.

Aufgabe 21.13. Bestimme die Eigenwerte und die Eigenvektoren der Ma-

trix
Rl
A )
mit ( = %
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Aufgabe 21.14. Zeige, dass die Matrix

7 o)

zur bindren Oktaedergruppe gehort (dabei ist ¢ eine primitive achte Ein-
heitswurzel). Gehort sie auch zur bindren Tetraedergruppe?

Aufgabe 21.15. Zeige, dass die binére ITkosaedergruppe 120 Elemente be-
sitzt.

22. VORLESUNG - EBENE KOMPLEXE GRUPPEN II

In der linearen Algebra wird der folgende Hauptsatz tiber endliche (eigentli-
che) Symmetriegruppen im Raum bewiesen.

Satz 22.1. Es sei G C SOz (R) eine endliche Untergruppe der Gruppe
der eigentlichen, linearen Isometrien des R3. Dann ist G eine der folgen-
den Gruppen.

(1) Eine zyklische Gruppe Z/(n), n > 1,
(2) FEine Diedergruppe Dy, k > 2,

(8) Die Tetraedergruppe Ay,

(4) Die Wiirfelgruppe Sy,

(5) Die Ikosaedergruppe As.

Mit Hilfe dieses Satzes konnen wir den Satz iiber die Charakterisierung der
endlichen Untergruppen der SLy(C) beweisen.

DIE BEZIEHUNG ZWISCHEN SLy(C) UND SO3(R)

Fiir die Klassifikation der endlichen Untergruppen der SLy(C) werden wir die
platonische Klassifikation der endlichen Untergruppen der SO3(R) heranzie-
hen. Die Beziehung zwischen diesen beiden Fragestellungen beruht darauf,
dass einerseits die SLy(C) auf der komplex-projektiven Geraden P¢ und an-
dererseits die Isometrien des R3 auf der 2-Sphiire

SZ g RS
operiert. Die Homdomorphie Pt 2 S? ermdglicht einen Zusammenhang zwi-
schen diesen Gruppen und ihren endlichen Untergruppen.

Die projektive komplexe Gerade P ist die Menge aller Geraden im C? durch
den Nullpunkt; sie ist topologisch betrachtet eine Sphire S?. Diesen Zu-
sammenhang kann man explizit machen, indem man als Zwischenschritt mit
C U {oo} arbeitet. Diese erweiterte komplexe Ebene steht einerseits mit der
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projektiven Geraden (C ist eine affine Karte der projektiven Gerade, die den
,2unendlich fernen Punkt® oo nicht enthélt) und andererseits mit der Sphére
tiber die stereographische Projektion in Bijektion (oo entspricht dabei dem
Nordpol).

Eine komplexe Zahl v € C definiert die von (u,1) € C? erzeugte Gerade
und damit den Punkt (in homogenen Koordinaten) (u : 1) der komplex-
projektiven Geraden Pg. Die Umkehrabbildung ist durch (u : v) — % gege-
ben, die fiir v # 0 definiert ist. Dem Punkt (1,0) entspricht der unendlich
ferne Punkt oo.

Die Umkehrabbildung der stereographischen Projektion ist die Abbildung
C~R? — S?\ {N},

z = a+bi —> (2Re (2), 2Im (2), |2)* —

2a, 2b, a® +b* — 1).

N — =
1+ |z ) 1+a2+b2(

Die Gesamtabbildung
P\ {(1:0)} — C — S*\ {N}

besitzt insgesamt die Beschreibung

1 2
(s o) g (2me (£), 2mm (1), |2 1)
A
Mit uw = a + bi und v = ¢ + di schreibt man dies (unter Verwendung von
lv]* = vT) als
2
_ 1)

ﬁ (m (4. 2mm (%),

1
= —— (2 Re (uv), 2Im (uv), |u]2 - |’U|2)
ul™ + [v]

1
= TETATE (2ac + 2bd, 2bc — 2ad, a® +b* — ¢ — d?) .
Diese Formel zeigt, dass die Abbildung fiir alle (u : v) € P{ definiert ist,
wobei (1 : 0) auf den Nordpol (0,0,1) abgebildet wird. Es liegt also eine
explizite Bijektion P{ — S? vor. Die Umkehrabbildung ist (fiir (z1, 22, x3) #
(0,0,1) mit 2% + 22 + 22 = 1) durch

(21, T2, x3) — (1 + @21 1 1 — 3)

u

v

u

v

gegeben. Wenn man eine normierte Repréasentierung dieses Punktes erhalten
mochte, so muss man durch /2 — 2x3 dividieren.

Insbesondere erhilt man eine explizite (in den natiirlichen Topologien stetige)
Abbildung

C*\ {(0,0)} — 5%,
deren Fasern genau die punktierten komplexen Geraden sind.

Die natiirliche Operation der GLy(C) auf C? - und das gilt auch fiir jede
endliche Untergruppe G C GL5y(C) - induziert eine Operation auf der Menge
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der eindimensionalen Untervektorrdume (also der komplexen Geraden durch
den Nullpunkt) und damit auf P§. Eine Gerade H C C? wird durch o €
GL2(C) einfach auf die Bildgerade o(H) abgebildet. Eine Gerade ((u,v))

wird unter o = (fl 7;) auf die Gerade ((¢u + muv,nu + pv)) abgebildet,
bzw. in homogenen Koordinaten

(u:v) — (bu+muv : nu+pv).

Dabei wirken Streckungen, also Abbildungen der Form mit s # 0,

s
0
trivial auf der Menge der Geraden und auf der projektiven Geraden. Da
man jede invertierbare Matrix als Produkt einer solchen Streckungsmatrix
und einer invertierbaren Matrix mit Determinante 1 schreiben kann, muss
man im Wesentlichen die Operation der SLy(C) auf der projektiven Geraden
verstehen. Die einzige Matrix M € SLy(C) neben der Einheitsmatrix, die
sdmtliche Geraden auf sich selbst abbildet, ist

-1 0
e (00

Definition 22.2. Es sei K ein Kérper und n € N. Die Restklassengruppe
SLn(K)/(K* -1dNSL,(K))
heifit projektive spezielle lineare Gruppe. Sie wird mit
PSL,(K)

bezeichnet.

Insbesondere ist PSLy(C) = SLy(C)/{£E>}. Diese Gruppe operiert in natiir-
licher Weise treu und transitiv auf der projektiven Geraden. Mittels der obi-
gen Identifizierung Pf = S? kann man die Operation der Gruppen (und
Untergruppen) GLy(C), SLy(C), PSLy(C) auf P§ zu einer Operation dieser
Gruppen auf der zweidimensionalen Sphére {ibersetzen. Es stellt sich heraus,
dass die zugehorigen Automorphismen im Allgemeinen nicht langentreu sind.
Um dies zu erreichen, arbeiten wir mit der unitéren Gruppen SUy(C).

Satz 22.3. Es gibt einen surjektiven Gruppenhomomorphismus

(o 1) (0 2

ist. Die Abbildung kann explizit (mit u = a + bi und v = ¢ + di unter der
Bedingung a® + b* + ¢ + d* = 1) durch

— a?+ 0 —c*—d*  2(—ad+ be) 2(ac + bd)
(¢ %)

dessen Kern gleich

2(ad + be) a? = +ct—d®>  2(—ab+ cd)
2(—ac + bd) 2(ab + cd) a? —b? — * + d?

(% u
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realisiert werden.

Beweis. Es sei
@: Pt — 2

die explizite Homoomorphie zwischen der komplex-projektiven Geraden und
der 2-Sphire S2. Durch

GLy(C) — Aut (5%), 0 —> pooop,

erhélt man einen Gruppenhomomorphismus der allgemeinen linearen Gruppe
in die Gruppe der stetigen Automorphismen (also der Homéomorphismen)
der Sphire. Eine explizite Rechnung fiir o € SUy(C) zeigt, dass der zugehori-
ge Homoomorphismus von einer linearen Abbildung der angegebenen Gestalt
herriihrt. Zur Surjektivitit. Fiir v = 0 und v = a + bi mit a® +0*> = 1 geht
die Matrix links auf

1 0 0

0 a*>—0*> —2ab

0 2ab a*— b

Wenn man s = cosa und ¢ = sin« vorgibt und a = —V\‘(’gl und b = + Vxl/gs

setzt (das Vorzeichen ist geeignet zu wihlen), so wird die Matrix zu

1 0 0
0 cosa —sina | ,
0 sina cosa

d.h. sie beschreibt die Drehung um den Winkel oo um die x-Achse. Diese Dre-
hung liegt also im Bild der Abbildung. Indem man die Rollen von a,b,c,d
andert, sieht man, dass auch die Drehungen um die beiden anderen Koordi-
natenachsen im Bild der Abbildung liegen. Nach Aufgabe 22.12 lisst sich je-
de Isometrie als eine Verkniipfung von Drehungen um die Koordinatenachsen
erhalten. Also ist die Abbildung surjektiv. Zur Bestimmung des Kerns addie-
ren wir jeweils die beiden Eintrige der Matrix, die nicht auf der Diagonalen
liegen und symmetrisch zur Diagonalen sind. Dies ergibt die Bedingungen

bc = bd = c¢d = 0. Die Differenzen von je zwei Eintrdgen der Diagona-
len ergibt daraus die Bedingungen > = ¢ = d?> = 0, woraus insgesamt
b = c = d = 0 folgt. Die Bedingung a®> = 1 fiihrt dann zu den beiden
Elementen im Kern. O

Lemma 22.4. Das einzige FElement aus SUy(C) der Ordnung 2 ist
-1 0
(0 5)

Beweis. Es sei
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10
0 1

u —=v\ fu —=v\ u? — 00 —ul —uv
v v - \w+uv —ovv+Tuu
(10
- ()
Wir nehmen zunéchst v # 0 an. Daraus folgt u+u = 0, also ist der Realteil
von u gleich 0. Daher ist u imagindr und sein Quadrat ist negativ. Dann ist

aber auch u? —v¥ negativ und nicht gleich 1. Alsoist v = 0. Dann ist u?> = 1
und somit ist v = +1. U

mit u =a+bi , v = ¢+ di und mit M? = < ).Dasbedeutet

Satz 22.5. Die endlichen Untergruppen der SLo(C) sind bis auf Isomorphie

(1) die endlichen zyklischen Gruppen Z,,
(2) die bindren Diedergruppen BD,,, n > 2,
(3) die bindre Tetraedergruppe BT,

(4) die bindre Oktaedergruppe BO,

(5) die bindre Ikosaedergruppe BI.

Beweis. Nach Lemma 21.8 kénnen wir davon ausgehen, dass G C SU,(C)
ist. Es sei

T SUQ(C) — SOg(R)

der surjektive Gruppenhomomorphismus aus Satz 22.3. Es sei H = «(G) die
Bildgruppe von G unter dieser Abbildung, fiir die es aufgrund von Satz 22.1
starke Einschrankungen gibt. Wenn # (G) ungerade ist, so enthélt G kein
Element der Ordnung 2. Also ist GN(kern ) trivial und somit ist G — H ein
Isomorphismus. Aufgrund der Klassifikation fiir endliche Symmetriegruppen
muss G zyklisch sein. Es sei also # (G) gerade, sagen wir # (G)) = 2™u mit
u ungerade. Nach dem Satz von Sylow besitzt G' eine Untergruppe mit 2™
Elementen und damit insbesondere auch ein Element der Ordnung 2. Wegen
Lemma 22.4 gibt es in SUy(C) nur das Element (_01 _01) der Ordnung 2.
-1 0

Also ist < 0 -1

) € G und somit ist kernm C G. Damit ist insbesondere

G =7 (n(G)),

d.h. G ist das Urbild zu einer endlichen Untergruppe H C SO3(R). H ist also
eine der Untergruppen aus der Liste von Satz 22.1. Zwei isomorphe Gruppen
Hy, H, C SO3(R) sind sogar konjugiert. Wenn a € SO3(R) den inneren
Automorphismus stiftet und @ € SUy(C) ein Urbild ist, so vermittelt & einen
Isomorphismus der Urbildgruppen 7=*(H;) und 7—!(H,). Der Isomorphietyp
von G ist also durch 7(G) festgelegt. Wenn n(G) = D,,, T, O, I ist, so muss
G = BD,, BT, BO, BI sein, da der Isomorphietyp festgelegt ist und die in
den definierenden Beispielen Beispiel 21.2, Beispiel 21.4, Beispiel 21.3 und
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Beispiel 21.5 beschriebenen Gruppen modulo dem Element der Ordnung 2
die entsprechenden reellen Symmetriegruppen ergeben. O

QUOTIENTENSINGULARITATEN

Definition 22.6. Es sei K ein Korper und G C GL,(K) eine endliche
Untergruppe. Dann nennt man den Invariantenring K[X;,..., X,]9 (bzw.
sein Spektrum) eine Quotientensingularitit.

Definition 22.7. Es sei K ein Korper und G C SL,(K) eine endliche
Untergruppe. Dann nennt man den Invariantenring K[X;, ..., X,]9 (bzw.
sein Spektrum) eine spezielle Quotientensingularitit.

Diese beiden Definitionen umfassen als Extremfall auch die Situation, wo der
Invariantenring regulér ist, also im strengen Sinn {iberhaupt keine Singula-
ritdt vorliegt. Es kann sein, dass ein kommutativer Ring sowohl zum Inva-
riantenring zu G C GL,(K), G < SL,(K), als auch zum Invariantenring
zZu

H C SL,(K)

isomorph ist. Ein Beispiel dafiir ist der Polynomring selbst. Ein Beispiel
fiir eine Quotientensingularitét, die keine spezielle Quotientensingularitét ist,
ist der Veronesering [U,V]®), k > 3, den wir in Beispiel 9.12 vorgestellt
haben. Wir haben bisher noch nicht gezeigt, dass diese fiir £ > 3 nicht auch
als ein Invariantenring zu einer Operation einer Untergruppe der speziellen
linearen Gruppe realisiert werden kann. Dies wird sich als Nebenresultat der
Berechnungen der néchsten Vorlesungen ergeben.

22. ARBEITSBLATT

UBUNGSAUFGABEN

Aufgabe 22.1. Es sein € Ny und o = %. Betrachte die Untergruppe
der Drehmatrizen

o J
G:{(CQSQ sma) |j:0;...,n—1}§SL2(R)'
s « COs «

Zeige, dass diese Gruppe, aufgefasst in SLy(C), konjugiert zu Z,, aus Beispiel
21.1 ist.
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Aufgabe 22.2. Es sei G C GL,(K) eine Untergruppe der allgemeinen
linearen Gruppe iiber einem Kérper K und K C L eine Korpererweiterung.
Zeige

K[X1,...,X,]¢ = K[X1,..., X, ]NL[Xy,..., X%

Aufgabe 22.3. Betrachte die Untergruppe der Drehmatrizen, die durch die

Vierteldrehung
0 -1
1 0

erzeugt wird. Bestimme den reellen und den komplexen Invariantenring zur
zugehorigen linearen Operation.

Aufgabe 22.4. Bestimme zu einer speziellen unitdaren Matrix

(“ __U) € SU,(C)

(% u

die Eigenwerte und die Eigenvektoren.

Aufgabe 22.5. Zeige, dass zu einer speziellen unitdren Matrix

(“ __ﬁ> € SU,(C)

(% u

~Y

die beiden Eigenvektoren, aufgefasst in P{ = S?, antipodal sind.

Aufgabe 22.6. Zeige, dass zu einer diagonalisierbaren Matrix

<“ ”) € SL,(C)

w z

[

die beiden Eigenvektoren, aufgefasst in PL = S? nicht antipodal sein
milssen.

Aufgabe 22.7. Uberpriife, dass die in Vorlesung 22 angegebenen Abbildun-
gen eine Homdomorphie zwischen P und S? stiften.

Aufgabe 22.8. Es sei GG eine Gruppe, die auf einer Menge M operiere,
und es sei v: M — N eine Bijektion. Zeige, dass dann auch eine natiirliche
Operation von G auf N vorliegt.
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Aufgabe 22.9. Es sei M € SLy(C) eine spezielle Matrix mit der zugehori-
gen Abbildung

p: Pp =S — P =52
Zeige, dass ¢ keine langentreue Abbildung und nicht zu einer linearen Ab-
bildung von R? nach R? fortsetzbar sein muss.

Aufgabe 22.10. Es seien a, b, ¢, d reelle Zahlen mit
G+ +E+d = 1.

Zeige, das die Determinante der Matrix

A+ - —d*  2(—ad+ be) 2(ac+ bd)
2(ad + be) a2 =+ —d®>  2(—ab+cd)
2(—ac + bd) 2(ab + cd) a? = —cA+d?

gleich 1 ist.

Aufgabe 22.11. Zeige, dass die (komponentenweise) komplexe Konjugation
einen Gruppenautomorphismus auf SU,(C) induziert, der unter der in Satz
22.3 beschriebenen Abbildung

SUQ((C) — SOg(R),

1 0 O
mit der Konjugation mit [ 0 —1 0 | auf SO3(R) vertraglich ist. Zeige fer-
0 0 1

ner, dass die komplexe Konjugation auf SUs(C) auch als Konjugation mit

der Matrix (_01 é) realisiert werden kann.

Aufgabe 22.12. Zeige, dass sich jede eigentliche lineare Isometrie des R3
als Verkniipfung von Drehungen um die drei Koordinatenachsen realisieren
lasst.

Aufgabe 22.13. Zeige, dass man die Kleinsche Vierergruppe nicht als Un-
tergruppe der SLg(C), wohl aber als Untergruppe der GLy(C) realisieren
kann.

Aufgabe 22.14. Man gebe ein Beispiel von zwei endlichen Untergruppen
G,H C GlLy(C), die zueinander isomorph, aber nicht zueinander konjugiert
sind.
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Aufgabe 22.15. Man gebe ein Beispiel von zwei endlichen Untergruppen
G,H C SL3(C), die zueinander isomorph, aber nicht zueinander konjugiert
sind.

Aufgabe 22.16. Zeige, dass die binédre Ikosaedergruppe nicht isomorph zur
Permutationsgruppe S5 ist.

Aufgabe 22.17. Bestimme die Ordnungen der Elemente der binéren Ikosa-
edergruppe.

Aufgabe 22.18. Zeige, dass die in Beispiel 21.2, Beispiel 21.3, Beispiel 21.4
und Beispiel 21.5 beschriebenen Gruppen unter dem surjektiven Gruppen-
homomorphismus

SU2(C) — SO3(R)
die Urbildgruppen der entsprechenden reellen Gruppen sind.

23. VORLESUNG - ADE INVARIANTEN
ZUR BERECHNUNG DER INVARIANTENRINGE

Wir mochten nun die Invariantenringe zu den in Satz 22.5 klassifizierten
endlichen Untergruppen der speziellen linearen Gruppe in der Dimension
zwei berechnen. Eine typische Besonderheit der speziellen Quotientensingu-
laritédten in der Dimension zwei ist, dass sie sich mit einer einzigen Gleichung
beschreiben lassen. Diese Gleichungen wollen wir im Folgenden bestimmen.

Satz 23.1. Es sei G C SUs(C) eine endliche Untergruppe mit ihrer natirli-
chen Operation auf dem Polynomring C[U,V]. Es sei H = 7n(G) die zu-
gehdorige Untergruppe von SO3(R) und es sei K eine Bahn zur Operation von
H auf der Sphire S%, die wir auch mit der komplez-projektiven Geraden Pg
und der Menge der eindimensionalen Untervektorridume in C* identifizieren.
Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Zur Klasse K mit den darin enthaltenen Punkten (in P§)
(al : b1)7 (a2 : b2)7 ) (ar : bT)

st das Polynom

T

Fo=]0U-aV)

J=1

G-semitnvariant.
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(2) Insbesondere ist zu einer Halbachsenklasse

K = (a; :by), (az: b3),...,(a, :b,)

das Polynom

F =[]0 -aqV)
j=1
G-semiinvariant.
(3) Wenn F € C[U, V] ein homogenes, G-semiinvariantes Polynom mit
der Fuaktorzerlegung
F=]]dU-¢V)
j=1
ist, und wenn (c : d) einer dieser (Nullstellen)-Punkte ist, so ist auch
h(c:d) fir h € H ein solcher Punkt.

Beweis. (1). Fiir o € G ist

Fo = (ﬁ(bjU—ajV))a

J=1
T

= [ (U = a;V)o).

j=1

Wir wissen, dass o aj: ) projektiv betrachtet gleich einem der Punkte, sagen

b]
ag . . a; ag .

, ist. Dies bedeutet, dass o | ,? | und den gleichen
by, b; by

eindimensionalen Untervektorraum von C? definieren, und daher ist

(5) o (i)

mit einem gewissen §; € C*. Da dies fiir jedes j gilt, und da die Wirkung
von ¢ auf der zugrunde liegenden Punktmenge K bijektiv ist, also in Fo die
(bis auf Streckung) gleichen Linearfaktoren wie in F' vorkommen, gilt

wir gleich (

Fo = (F
mit einem ( = H;Zl §; € C*. Wir betrachten die Zuordnung
F
G—C* o0+ Fa.

Dies ist ein Charakter, wie man sieht, wenn man das Verhalten der einzelnen
Faktoren betrachtet. Daher ist F' eine Semiinvariante. (2) ist ein Spezialfall
von (1). (3). Da F semiinvariant ist, ist insbesondere sein Nullstellengebilde
in C2?, also die Vereinigung der Geraden zu den beteiligten Linearformen,
invariant. Das Bild einer solchen Geraden unter ¢ € G muss also eine der
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Geraden sein. Die Gleichheit von Geraden bedeutet aber, dass ihre zugehori-
gen Punkte auf der projektiven Gerade iibereinstimmen. O

Die (Semi)-Invarianten zu den Halbachsenklassen sind besonders wichtig, da
sie einen vergleichsweise kleinen Grad besitzen und haufig ein Algebraerzeu-
gendensystem des Invariantenringes bilden.

Bemerkung 23.2. Satz 23.1 liefert die Grundlage zur Bestimmung der Inva-
riantenringe unter den natiirlichen Operationen der endlichen Untergruppen
der SU,(C). Insbesondere erlaubt dieser Satz folgende Strategie: Wenn G
gar keine nichttrivialen Charaktere besitzt, so sind die im Satz konstruierten
Semiinvarianten sogar Invarianten. Andernfalls gibt es einen nichttrivialen
Charakter und damit einen surjektiven Gruppenhomomorphismus

o: G—Z/(r)

mit » > 2. Der Kern N = kern ¢ ist eine echte Untergruppe von G und
kommt ebenfalls in der Liste aus Satz 22.5 vor, besitzt aber eine kleinere
Ordnung. Da N ein Normalteiler in G ist, konnen wir den Invariantenring
zu G aus dem Invariantenring zu N mittels Proposition 5.1 (3) ausrechnen.

DIE INVARIANTENRINGE DER ZYKLISCHEN UND DER BINAREN
DIEDERGRUPPE

Der Invariantenring zur Operation der zyklischen Gruppe

{5 &)

wobei ( eine primitive n-te Einheitswurzel bezeichnet, wurde bereits in Bei-
spiel 7.13 bestimmt. Es ist

K[U", V", UV] = K[X,Y, Z)/(XY — Z").

Diese Ringe bzw. die zugehorigen Spektren nennt man A, 1-Singularititen
(man beachte die Indizierung)! Darauf aufbauend kénnen wir den Invarian-
tenring zu den binéren Diedergruppen BD,, bestimmen.

Beispiel 23.3. Es sei m € N, und es sei K ein Korper der Charakteristik
# 2, der eine vierte primitive Einheitswurzel i und eine 2m-te primitive
Einheitswurzel ¢ enthalte. Wir betrachten die von den Matrizen

A= (8 CQI) und B = (? (1))

erzeugte Untergruppe G (die man auch als BD,, bezeichnet) der SLy(K)
mit ihrer natiirlichen Operation auf R = K[U,V]. Es sei H C G die von
A erzeugte zyklische Untergruppe der Ordnung 2m. Da G die Ordnung 4m
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besitzt, ist H ein Normalteiler in GG. Daher kénnen wir mit Hilfe von Propo-
sition 5.1 (3) und Beispiel 7.13 den Invariantenring K[U, V]“ ausrechnen. Es
ist ja

S = K[U, V| = K[U*™ V> UV] = K[X,Y, Z]/ (XY — Z*™).
Die Operation des nichttrivialen Elementes aus G/H = Z/(2) auf diesem

Invariantenring wird durch die Operation von B auf K[U, V] reprisentiert.
Sie ist also durch U — iV und V — iU gegeben und induziert

X = U?m — iva2m — pY,
Y — V2m — i2mU2m — pX,

Z=UV+— iUV =-2Z2,
wobei p = =1 ist, je nachdem, ob m gerade oder ungerade ist.

Durch diese Operation ist S Z/(2)-graduiert. Bei m gerade sind
X+Y, 22 Z(X -Y)

invariante Polynome (bei m ungerade X — Y, Z% Z(X +Y)) und Z und
X — Y sind semiinvariante Polynome. Mittels X = 3(X +Y) + $(X —Y)
und ¥V = (X +Y) — (X —Y) lisst sich fiir jedes Monom X'Y7Z* die ho-
mogene Zerlegung beziiglich dieser Graduierung angeben (wegen (X —Y)? =
(X +Y)? — 422%™ kann diese Invariante durch die anderen ausgedriickt wer-
den). Deshalb bilden L = X +Y, M = Z?, N = Z(X —Y) ein Algebraer-
zeugendensystem des Invariantenringes

RG — SZ/(Z)
Es besteht die Relation

N? = Z3%(X -Y)
= M(X?+Y?-2XY)

= M(L*—4XY)
= ML?>—4MM™
= ML?>—4M™",

Da das Polynom
N? — ML* + 4M™H
irreduzibel ist, und der Invariantenring zweidimensional sein muss, ist
RY = K[L,M,N]/(N? — ML? +4M™"").
Unter schwachen Bedingungen an den Korper K ist dieser Ring isomorph zu

KXY, Z)/(X*+YZ?+Y™).
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Man spricht von den D,, o-Singularititen (man beachte die Indizierung).
Nach Aufgabe 23.8 ist D3 isomorph zu Az, also

CIX,Y,Z]/(X*+YZ*+Y?) = C[S,T,U]/(ST + U*),
so dass man diese D-Liste bei D4 beginnen l&sst. In den urspriinglichen Va-
riablen U und V' sind

U2m + VZm’ U2v2 und Uv(U2m _ V2m)

ein Algebraerzeugendensystem aus invarianten Polynomen. In Charakteristik
# 2,3 kann man die D,-Gleichung, also X? +YZ?2+Y? = 0,in X2+ Y3 +
73 = 0 transformieren.

DIE INVARIANTEN DER BINAREN TETRAEDERGRUPPE

Beispiel 23.4. Die bindre Diedergruppe BD- ist ein Normalteiler in der
bindren Tetraedergruppe BT'. Die Untergruppenbeziehung kann man direkt
aus den expliziten Beschreibungen

=y )0 e 2056 -

(wobei ¢ eine primitive achte Einheitswurzel ist) ablesen.

Beispiel 23.5. Wir wollen den Invariantenring zur binédren Tetraedergruppe
BT C SLy(C) berechnen, die auf dem Polynomring C[U, V] operiert. Wir
verwenden den Normalteiler BD; € BT. Der Invariantenring C[U, V]BP2
wird nach Beispiel 23.3 von
L=U'+V" M=U*V?und N=UV(U*-V*")
erzeugt mit der Relation
N? — ML* +4M?* = 0.

Auf diesem Invariantenring wirkt die Restklassengruppe BT /BDy = Z/(3),
wobei das nichttriviale Element (die 1) durch

(6 0
V2 \¢ ¢

reprisentiert wird. Diese Matrix schickt U auf \%((7U +¢"V) und V auf
\%(CSU + (V). Daher ist

1
U' — _Z(U4 +4U%V + 6UV? + 4UV? + V*)

und

1 1
Vi = (FU+ V) = = (U = 40PV + 6%V — 4UVe + V)

und damit

1 1
L=U"+V'— —§(U4+6U2V2+V4) = —5L—3M.
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Ferner wird M = U?V? auf

1 1
LUV (CU V) = LU VP(U+ V)
1
= Z(U4 —2U0°V? + VY
1
— S(L—2M
)
— SL—-M
4 2
geschickt. Das Element N = UV(U* — V*) wird auf

1 7 7 1 5 3 3
ﬁ(g U+¢ v)ﬁ(c U+ (V) (—20%V —20V?)
= (U+V)(-U+V)(-UV -UV?)
(U+V)(-U+V)(-1)HUV(U*+V?)
UV(U = VYU +V)U +iV)(U —iV)
uv (Ut -v*)

)

also auf sich selbst geschickt. Neben
N = UV (U*—-V*
sind, wie man direkt nachrechnet, auch
P = L?+12M?* = U® + 14U*V* + V8
und
Q = L?—36LM* = U —33U%V* — 33U V8 + V12

invariant. Wegen

N* = (ML?* —4M®)* = M2L* — 8M*L? + 16M°
einerseits und

(L — 36LM?)" — (L? + 12M?)°

= —T2L'M*+ 1296L>M* — 36L*M* — 432L*M* — 1728 M°

= —108LAM? + 864L>M* — 1728 M6
= —108(M?L* —8M"L* +16M°)

andererseits haben wir zwischen diesen Invarianten die Relation
—108N* = (L* — 36LM?)* — (L* + 12M?)°.
Mit P = L? +12M? und Q = L3 — 36 LM? liegt also die Relation
Q* — P’ +108N* = 0
vor.

Wir miissen noch zeigen, dass damit alle Invarianten erfasst sind, dass al-
so der Invariantenring von N, P, erzeugt wird. Dazu lassen wir uns da-
von leiten, dass eine Operation der Z/(3) vorliegt, die von einer Z/(3)-
Graduierung herrithren muss. Nach Korollar 7.11 ist der Invariantenring
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gleich dem Ring der neutralen Stufe, der hdufig einfacher zu bestimmen ist.
Wie oben berechnet, wirkt der Erzeuger der Gruppe durch L — —%L —3M
und M ~ L — M. Durch Diagonalisierung dieser Matrix erhélt man, dass

A = V3L — 6M
und
B = V3iL +6M

Eigenvektoren zu den Eigenwerten _HT\/EI bzw. —1—T\/§,1 sind, die dritte Ein-
heitswurzeln sind. Wegen

1

L =
2/3i

(A+ B)

und )
M = —(B-A)
12

kann man die definierende Gleichung (des Invariantenringes zu BD,) in den
Variablen N, A, B als

N? — ML* +4M?
v (YN o mra( L) 3o ay
B 12\ 24/3i 12

1 1
= N?’4+ —(B*+B?A—-—BA>-A%)+ —(B®—-3B*A+3BA%> - A®
+144( + )+432( 3 +3 )

1
— N2 - B3 o A3
g =)
schreiben. Wir konnen also davon ausgehen, dass der Ring
1 1
K[N,A,B]/| N>+ —B*>— —A4°
[N, 4, ]/( +108 108

vorliegt, der Z/(3)-graduiert ist, wobei N den Grad 0, B den Grad 1 und A
den Grad 2 bekommt. Die definierende Gleichung besitzt den Grad 0. Der
Ring der nullten Stufe wird offenbar von N, A%, B3, AB erzeugt. Fiir die oben
gefundenen invarianten Polynome gilt

P = L21+12M2
— ——(A4+B)*+ —(B—A)?

und

Q = L31— 36 LM? 1
N 2\{§i(A+B)<_E
- 6\@@4 + B)(—A*+ AB - B?)
= 6\/§i(A3+B3).

1

(A+B) = (B - A)2>
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Mit Hilfe der Relation kann man A® (und B3) als Linearkombination von
N, P, () ausdriicken. Daher sind dies Algebraerzeuger des Invariantenrings
und dieser ist zu

CIX,Y,Z]/(X*+Y?+ Z%)

isomorph. Man spricht von der Eg-Singularitdt.

23. ARBEITSBLATT
UBUNGSAUFGABEN
Aufgabe 23.1. Zeige, dass der Quotient

1—33'3
.21314‘1'21

r3 = +4/1— 2?2 — a3

Der in der Vorlesung verwendete Begriff einer Singularitéit wird durch fol-
gende Definition prizisiert (es ist eher ein wichtiges Kriterium).

fiir z1, 20 — 0 und

gegen 0 konvergiert.

Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper und seien F,...,F, €
K[Xy,...,X,] Polynome mit der zugehorigen affinen Varietét

Y = V(F,...,F,) C A7,

die irreduzibel sei und die Dimension d besitze. Es sei P € Y ein abge-
schlossener Punkt. Dann heifit P ein glatter Punkt von Y, wenn der Rang

der Matrix
oF;
0X;/ s

im Punkt P mindestens n — d ist. Andernfalls heifit der Punkt singuldr.

Die meisten Punkte einer affinen Varietét sind glatt, die singulédren Punkte,
wenn es sie denn gibt, bilden eine abgeschlossene Teilmenge, die der singuldre
Ort von Y heifit. Die Varietét heifit glatt, wenn sie in jedem Punkt glatt ist.

Im Falle einer einzigen Gleichung F' bedeutet singuldr in einem Punkt
P € V(F) einfach, dass P eine gemeinsame Nullstelle sémtlicher partiel-
len Ableitungen ist.

Aufgabe 23.2. Zeige, dass der affine Raum A}, iiber einem algebraisch ab-
geschlossenen Korper K glatt ist.
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Aufgabe 23.3. Zeige, dass die Nullstellenmenge V(XY — Z") C A3 (mit
n > 2) genau in P = (0,0,0) singulér sind.

Aufgabe 23.4. Zeige, dass die Nullstellenmengen V(X2 + Y Z? + Y™ 1)
A3 (mit m > 1) iiber einem Kérper K der Charakteristik 0 genau in P
(0,0,0) singulér sind.

1M

Aufgabe 23.5. Zeige, dass die Nullstellenmenge V(X2 + Y3 + Z4) C A%
tiber einem Korper K der Charakteristik # 2,3 genau in P = (0,0,0) sin-
gulér ist.

Aufgabe 23.6. Bestimme den singulédren Ort der Nullstellenmenge
V(X?+YZ%) C Ak

Aufgabe 23.7. Bestimme den singuldren Ort der Nullstellenmenge
V(X?*+YZ*+2") C Ak

Aufgabe 23.8. Zeige explizit, dass der Ring C[X,Y, Z]/(X? +YZ? +Y?)
(also die Diedersingularitit zu m = 1) isomorph zu C[S, T, U]/(ST — U*) ist.

Aufgabe 23.9. Zeige direkt, dass die Polynome
Ut 4+ VA UV and UV(UP™ — V)

invariant zur Operation der bindren Diedergruppe BD,, auf C[U, V] sind,
und bestimme eine Relation zwischen diesen Polynomen.

Aufgabe 23.10. Bestimme zu den endlichen Untergruppen G C SUy(C)
die Halbachsenklassen auf S? und auf der projektiven Geraden Pg.

Aufgabe 23.11. Bestimme zu den endlichen Untergruppen G C SU,(C)
und zu jeder Halbachsenklasse ein zugehoriges semiinvariantes Polynom.



210

24. VORLESUNG - ADE SINGULARITATEN
DIE INVARIANTEN DER BINAREN OKTAEDERGRUPPE

Wir setzen die Berechnung der Invariantenringe zu den Operationen der end-
lichen Untergruppen der SUy(C) fort.

Beispiel 24.1. Zur Berechnung des Invariantenringes zur Operation der
bindren Oktaedergruppe BO auf C[U, V] benutzen wir die Normalteilerbe-
ziehung BT C BO (mit der Restklassengruppe Z/(2)), Proposition 5.1 und

Beispiel 23.5. Das Element (g 507
tive Einheitswurzel ist, wirkt durch U + £U und V + £7V. Somit wird in
der Darstellung
C[U,V]®T = CIN, P,Q]/(Q* — P>+ 108N")
das Polynom N = UV(U* — V*) auf
Uv(-U*+V*) = —N,
P auf P und @ auf —@Q) geschickt. Auf dem isomorphen Ring
CIX,Y,Z]/(X*+Y?*+ Z%)

ist dies einfach die Operation, die Y auf sich und X, 7 auf ihr Negatives
abbildet. Wir arbeiten mit der Z/(2)-Graduierung, bei der ¥ den Grad 0
und X, Z den Grad 1 besitzen. Nach Korollar 7.11 ist der Invariantenring
gleich der neutralen Stufe in der Graduierung. Diese Stufe wird neben Y von
R=XZund S = Z2 erzeugt (wegen X2 = —Y3 — (Z2)” kann man auf X2
verzichten). Zwischen Y, R, S besteht die Relation

RP+Y?S+ 5% = (X2 +Y?Z2?+2° = 22 (X + Y+ Z%) = 0.
Nach Umbenennung der Variablen ist also der Invariantenring zur binéren

Oktaedergruppe isomorph zu
CIX,Y,Z]/(X*+Y?+YZ?).

> € BO\ BT, wobei £ eine achte primi-

Diesen Invariantenring bezeichnet man als Er-Singularitt.

DIE INVARIANTEN DER BINAREN IKOSAEDERGRUPPE

Der Invariantenring zur bindren Ikosaedergruppe verhélt sich in vielerlei Hin-
sicht anders als die anderen Invariantenringe. Wir kénnen den Invarianten-
ring nicht aus der Kenntnis von anderen Invariantenringen berechnen. Datfiir
kénnen wir zeigen, dass es keinen nichttrivialen Charakter der bindren Iko-
saedergruppe gibt, woraus sich {iber Satz 23.1 direkt invariante Polynome
ergeben.

Lemma 24.2. Die bindre Ikosaedergruppe Bl besitzt keinen nichttrivialen
Charakter.
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Beweis. Wir gehen von der Darstellung der binédren Ikosaedergruppe in Bei-
spiel 21.5 aus. Es sei
v: Bl — Z/({)

-1 0

0 -1
auf 0 abgebildet wird, so faktorisiert dieser Homomorphismus durch die re-
elle Tkosaedergruppe. Diese ist aber isomorph zur alternierenden Gruppe As,
welche einfach ist. Also wird diese Matrix nicht auf 0 abgebildet und somit
muss ¢ gerade > 2 sein. Dann gibt es auch einen surjektiven Homomorphis-
mus fiir £ = 2. Der Kern dieser Abbildung besitzt 60 Elemente. Aufgrund
der Liste in Satz 22.5 kommen dafiir nur eine zyklische Gruppe oder eine
Diedergruppe in Frage. In beiden Fillen hétte BI ein Element der Ordnung
15 und damit hatte auch die reelle Tkosaedergruppe ein solches Element, was
aber nicht der Fall ist. OJ

ein surjektiver Gruppenhomomorphismus. Wenn das Element

Lemma 24.3. Der Invariantenring C[U, VB! zur bindren Ikosaedergruppe
besitzt im Grad 60 die Dimension 2.

Beweis. Wir verwenden Lemma 19.6 und Techniken, die auch im Beweis zur
Formel von Molien verwendet werden. Es sei dazu 0 € BI, das beziiglich ei-

ner geeigneten Basis durch eine Diagonalmatrix beschrieben wird,

&0
0 &t
wobei ¢ eine Einheitswurzel ist. Die Wirkungsweise dieses Elementes auf der
d-ten Stufe C[W, Z]; ist durch

Wizdfi — fiéi*dwizdfi —_ §2ifdwizd7i

gegeben (W, Z seien die Linearformen zur gewihlten Basis). Daher ist die

Spur von ¢® durch
d d
Z €2ifd — é*d Z (52)Z
i=0 i=0

gegeben. Es sei nun d = 60. Da die Ordnung von ¢ nach Aufgabe 22.17 ein
Teiler von 60 ist, sind die &, 71, &2 sechzigste Einheitswurzeln. Bei 0 = +E,
ist diese Summe jeweils 61. Bei jedem anderen Gruppenelement ist nach
Lemma 22.4 £ # 1 und daher durchlaufen die Summanden von ¢ = 0 bis
i = 59 mehrfach simtliche Potenzen von &2, sodass diese Summe 0 ist und
lediglich der Summand (£2)* = 1 iibrighleibt. Die Summe der Spuren zu
allen 0% o € BI, ist somit 61 +614 118 = 240. Nach Lemma 19.6 ist also
dime (C[U, V&) = 2. O

Beispiel 24.4. Mit Hilfe von Satz 23.1 und Lemma 24.2 kann man direkt
invariante Polynome fiir die binédre Tkosaedergruppe angeben. Ein Ikosaeder
hat 12 Ecken, 20 Flachen und 30 Kanten, wobei die Ecken, die Flachenmit-
telpunkte und die Kantenmittelpunkte die Halbachsenklassen bilden. Daher
gibt es invariante Polynome A, B,C' vom Grad 12,20 und 30. Diese kann
man mit einigem Rechenaufwand explizit ausrechnen, indem man explizit
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die Halbachsenklassen der reellen Tkosaedergruppe angibt (also beispielswei-
se alle zwolf Eckpunkte), diese ins Komplexe iibersetzt und die zugehorigen
Linearformen multipliziert. Unabhéngig davon, ob diese Polynome explizit
oder nicht vorliegen, kann man zeigen, dass diese den Invarianenring erzeu-
gen, dass also RY = C[A, B,(C] gilt. Es sei dazu P € RY invariant, das
wir als homogen annehmen diirfen. Wir fithren Induktion {iber den Grad,
wobei der Grad 0 der (triviale) Induktionsbeginn ist. Es sei P homogen von
positivem Grad und es sei
P = [](dU-¢V)
j=1

die Faktorzerlegung in Linearfaktoren. Nach Satz 23.1 (3) enthélt die (nicht-
leere) indizierte Familie eine volle Bahn der Operation der reellen Ikosaeder-
gruppe auf S? bzw. PL. Wenn diese Bahn eine Halbachsenklasse ist, so ist

P =HD

mit D = A, B oder = C. Wegen der Invarianz von P und D ist auch H
invariant. Nach Induktionsvoraussetzung ist also H € C[A, B,C]. Wenn
dagegen die indizierte Familie keine Halbachsenklasse enthélt, so enthélt sie
eine Bahn mit sechzig Elementen (aus o(P) = P fiir 0 € [ folgt, dass P
ein Halbachsenpunkt ist). Also ist

P =HD

und D ist invariant vom Grad 60. Nach Lemma 24.3 ist der Raum der inva-
rianten Polynome vom Grad 60 zweidimensional. Die Polynome A%, B3, C?
erzeugen diesen Raum, da sie paarweise linear unabhéngig sind, was daraus
folgt, dass sie (in C[U, V]) aus unterschiedlichen Linearfaktoren zusammen-
gesetzt sind. Daher ist D € C[A, B, C] und dies gilt nach Induktionsvoraus-
setzung auch fiir H.

Weiterhin folgt aus der Zweidimensionalitédt der sechzigsten Stufe des Inva-
riantenringes, dass eine Relation der Form

aA’ + B® +~4C? = 0

mit «, B,7 # 0 vorliegen muss, was den Isomorphietyp des Ringes bereits
bestimmt.

Wir geben noch die invarianten Polynome zu den Halbachsen an, und zwar
geben wir homogene invariante Polynome vom Grad 12,20, 30 an, wobei wir
die Invarianz nur exemplarisch iiberpriifen. Wir setzen

A=U"V+ 11UV —UVY,
B = U* = 228U"V° 4 494U"V10 4 228U° V1 4 V20
und

C = U 4+ 5220575 — 10005U2°V10 — 100050 °01V2° — 5220°V2% + /30,
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Wenn man nachweist, dass diese Polynome invariant sind, so muss wegen
A B,C € (CLA, B, C] und aus Gradgriinden (bis auf Skalierung) A = A,
B = B und C = C, gelten. Die erzeugenden Matrizen

_ (&0 _ et -8
E——<0 52) undF—ﬁ(g_g;; 5—54)

(wobei & eine primitive 5-te komplexe Einheitswurzel sei) der bindren Ikosa-
edergruppe wirken durch

bzw.

U %((—5 LEYT (@ —EW), Vs

=
&5
|

U —8U, Vi =€V

1 2 3 4
%(@ — U+ (E-ENY).

UMV +110°Ve —UvIHE
= (=E9)(=)UNV + 11(8) UV — (=€) (=¢*) UVt
= UMV +nutve —pyvtt

und (mit einer aufwéndigen Rechnung)

(AF = (U"V +110VS —UuviYHF
= UMV +110%ve —uvit,

Zwischen diesen invarianten Polynomen besteht, wie eine aufwéndige Rech-
nung zeigt, die Beziehung

C? — B* — 1728A°

(U + 5220V — 100050V — 10005010V — 52205V 4 v30)*

— (U = 228UV 4 494UV 4 228U°V P 4 V) — 1728(UMV + 11U°VE — UV
U™V°(1044 + 684 — 1728) + . ..

Dies iiberpriift man, indem man die Koeffizienten zu den Monomen U>'V57,
t + 7 = 12, berechnet. Da diese Relation irreduzibel ist, liegt die Isomorphie

ClU,V|P! = C[A, B,C)/(C? - B® — 17284°)

vor. Nach Umbenennung und Streckung der Variablen ist dieser Ring iso-
morph zu C[X,Y, Z]/(X?* + Y3 + Z°).

Diesen Invariantenring bezeichnet man als Fg-Singularitit.

Satz 24.5. Der Restklassenring C[X,Y, Z]/(X? + Y3 + Z°) ist faktoriell.

Beweis. Dies folgt aus Lemma 24.2, Beispiel 24.4 und Korollar 12.9. U

Bemerkung 24.6. Die Komplettierung des Ringes

R =C[X,Y,Z]/(X*+Y?+ Z°)

5
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am maximalen Ideal R, ist R = C[X,Y, Z]/(X? + Y3 + Z®). Dieser Ring
ist ebenfalls faktoriell (die Komplettierung eines faktoriellen Ringes muss
im Allgemeinen nicht faktoriell sein). Es gilt sogar, dass dieser Ring der
einzige zweidimensionale komplette Ring (bis auf Isomorphie) iiber C ist,
der faktoriell, aber nicht reguldr, also nicht der Potenzreihenring C[X, Y]
ist.

24. ARBEITSBLATT

UBUNGSAUFGABEN

Aufgabe 24.1. Zeige, dass der Ring K[X,Y, Z]/(X? + Y3 + Y Z?3) iiber ei-
nem Korper K der Charakteristik # 2,3 genau in P = (0,0,0) singulir
ist.

Aufgabe 24.2. Bestimme fiir die binédre Tetraedergruppe die Dimension von
ClU, VIET fir d < 12.

Aufgabe 24.3. Bestimme fiir die bindre Oktaedergruppe die Dimension von
ClU, V)59 fiir d < 24.

Aufgabe 24.4. Zeige, dass die Nullstellenmenge V(X2 + Y3 + Z°) C A%,
tiber einem Korper K der Charakteristik # 2,3,5 genau in P = (0,0,0)
singulér ist.

Aufgabe 24.5. Zeige, dass es auf den A- und den D-Singularitdten und auf
der Fg und der F,-Singularitit glatte Kurven gibt, die durch den singuléren
Punkt laufen.

Aufgabe 24.6. Bestitige, dass die in Beispiel 24.4 angegebenen Polynome
A, B,C in der Tat invariant sind, und dass die dort angegebene Relation
besteht.

Aufgabe 24.7. Zeige, dass es einen injektiven Ringhomomorphismus
CIX,Y,Z]/(X*+Y?+ Z°) — C[R, S, T]/(RS — T?)
gibt.
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Aufgabe 24.8. Zeige, dass die Ringe der ADE-Singularitéiten eine positive
Graduierung besitzen. Man gebe diese jeweils an.

Aufgabe 24.9. Bestimme zu den endlichen Untergruppen G C SUy(C)
jeweils die Kommutatoruntergruppe und die Abelianisierung.

Aufgabe 24.10. Zeige, dass es auf der Eg-Singularitéit keine glatte Kurve
gibt, die durch den singuldren Punkt lauft.

25. VORLESUNG - LOKALE FUNDAMENTALGRUPPE

Zu einer endlichen Untergruppe G C SUy(C) liegt im Quotienten X =
C?/G im Bildpunkt P von 0 € C? eine Singularitit vor, dagegen ist X \ { P}
glatt. Wir stellen uns die folgenden Fragen:

Kann man es dieser glatten offenen Menge ansehen, dass sie nur durch einen
singuldren Punkt zu einer affinen Varietét abgeschlossen wird (oder kénnte
man sie auch durch einen glatten Punkt abschliefien)?

Kann man die Gruppe G, mit der wir X definiert haben, aus intrinsischen
Eigenschaften von X oder von X \ {P} rekonstruieren?

Sind die zu den unterschiedlichen G auftretenden Quotienten untereinander
verschieden?

Wir werden all diese Fragen positiv beantworten, wobei wir eine wichtige
topologische Konstruktion einsetzen, ndmlich die Fundamentalgruppe.

DiE FUNDAMENTALGRUPPE

Es sei X ein topologischer Raum, den wir als wegzusammenhéngend vor-
aussetzen wollen, zu je zwei Punkten z,y € X gibt es also einen stetigen
Weg

v: [0,1] — X

mit v(0) = z und (1) = v.
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Zwei Wege
Yo,m: [0,1] — X

heiflen homotop, wenn es eine stetige Abbildung (die eine Homotopie zwi-
schen 7o und 7, genannt wird)

':[0,1] x[0,1] — X
gibt, fiir die
['(s,0) = 70(s), I'(s,1) = 7(s), T(0,) = z und I'(1,£) = y

fir alle s, t gilt. Zu jedem festen ¢ ist I'(—, ¢) ein stetiger Weg von = nach y.
Man schreibt vy ~ ¥, fiir homotope Wege. Die Homotopie ist eine Aquiva-
lenzrelation auf der Menge der stetigen Wege von x nach y. Ein Weg v heifit
geschlossen, wenn v(0) = (1) ist, wenn also der Startpunkt mit dem End-
punkt iibereinstimmt. Dieser Punkt heiffit dann auch Aufpunkt des Weges.
Héufig betrachtet man stetige geschlossene Wege in X als stetige Abbildun-
gen v: St — X.

Zwei stetige geschlossene Wege kann man miteinander verkniipfen, indem
man zuerst den einen Weg und anschliefend den anderen Weg durchlauft.
Als Definitionsbereich erhélt man dabei das Intervall [0,2]. Man kann aber,
indem man die beiden Wege doppelt so schnell durchlduft, auch das Ein-
heitsintervall als Definitionsbereich wéahlen. Wichtig ist, dass zu geschlos-
senen homotopen Wegen vy ~ 9y und 73 ~ 9; auch die Verkniipfungen
v = Y71 und & = 6yd; homotop sind. Dies erlaubt eine Verkniipfung auf
der Menge der Aquivalenzklassen von homotopen geschlossenen Wegen mit
Aufpunkt x, die mit 71 (X, z) bezeichnet wird. Diese Menge ist mit dem kon-
stanten Weg (also der Homotopieklasse des konstanten Weges) als neutralem
Element eine Gruppe, die die Fundamentalgruppe von X heiffit. Die Asso-
ziativitéat ist dabei nicht véllig selbstverstéandlich, da drei geschlossene Weg
je nach Klammerung zu unterschiedlichen Wegen auf dem Einheitsintervall
fithren. Die entstehenden Wege sind aber homotop, sodass auf den Homoto-
pieklassen die Assoziativitéit gilt. Die inverse Homotopieklasse ist durch den
entgegengesetzt durchlaufenen Weg gegeben. Deren Verkniipfung ist in der
Tat homotop zum konstanten Weg, oder, wie man auch sagt, nullhomotop.
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Definition 25.1. Ein topologischer Raum X heif3t einfach zusammenhding-
end, wenn er wegzusammenhéngend ist und wenn jeder stetige geschlossene
Weg in X nullhomotop ist.

Der einfache Zusammenhang bedeutet, dass m(X,xz) = 0 ist (fiir einen
beliebigen Aufpunkt z € X).

Die Fundamentalgruppe der punktierten reellen Ebene ist Z, man spricht von der
Windungszahl des Weges.

Definition 25.2. Ein topologischer Raum X heifit kontrahierbar (oder zu-
sammenziehbar) auf einen Punkt P € X, wenn es eine stetige Abbildung

H: X x[0,1] — X
derart gibt, dass die Eigenschaften
(1) H(—,0) = Idy,
(2) H(_vl) = P,
(3) H(P,t) = P fiir allet € [0,1]
gelten.

Beispielsweise ist der R™ kontrahierbar und nach dem folgenden Satz auch
einfach zusammenhéngend.

Satz 25.3. Die Fundamentalgruppe eines kontrahierbaren Raumes ist trivi-
al.

Zu einer stetigen Abbildung
p: X —Y

und einem Punkt z € X mit y = ¢(x) induziert ein stetiger geschlossener
Weg ~: [0,1] — X mit Aufpunkt z einen stetigen geschlossenen Weg ¢ o
~v in Y mit Aufpunkt y. Diese Zuordnung ist mit Homotopien von Wegen
vertraglich, d.h. wenn v ~ § zwei homotope Wege in X mit Aufpunkt x
sind, so sind auch @ o~ und o homotop. Daher gibt es eine wohldefinierte
Abbildung

m (X, z) — m (Y, y).
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Diese Abbildung ist sogar ein Gruppenhomomorphismus.

Die Berechnung der Fundamentalgruppe ist im Allgemeinen schwierig. Ein
wichtiges Hilfsmittel sind Uberlagerungen.

Definition 25.4. Es seien X und Y topologische Réume. Eine stetige Ab-
bildung

p: Y — X
heiBt Uberlagerung, wenn es eine offene Uberdeckung X = U,e; Ui und eine
Familie diskreter topologischer Riume Fj, i € I, derart gibt, dass p~1(U;)
homoomorph zu U; x F; (versehen mit der Produkttopologie) ist, wobei die
Homoomorphien mit den Abbildungen nach U; vertréiglich sind.

Zu einer stetigen Abbildung 7: Y — X und einem stetigen Weg

v: [0,1] — X
nennt man einen stetigen Weg
7:[0,1] — Y
mit
7 =Toy

eine Liftung von 7. Bel einem geschlossenen Weg verlangt man dabei nicht,
dass die Liftung wieder geschlossen ist. Zu einer Uberlagerung und einem
vorgegebenen Punkt y € Y iiber v(0) gibt es eine eindeutige Liftung 4 mit

7(0) = y.
7ZUR FUNDAMENTALGRUPPE DER QUOTIENTENSINGULARITATEN

Essei X = CO\G = <Spek (ClU, V])G>C, damit meinen wir den Quotienten
mit der natiirlichen komplexen Topologie, vom Spektrum aus gesehen ist das
die Menge der abgeschlossenen Punkte mit der induzierten komplexen Topo-
logie. Wir wollen zeigen, dass man die operierende Gruppe G im Quotienten
X wiederfinden kann, und zwar als Fundamentalgruppe der punktierten Sin-
gularitét, also des Quotienten ohne den singuldren Punkt.

Zuerst zeigen wir, dass die Fundamentalgruppe (des Spektrums) einer
positiv-graduierten Algebra trivial ist.

Lemma 25.5. Es sei R eine positiv-graduierte endlich erzeugte C-Algebra.
Dann ist X = (Spek (R))q kontrahierbar und die Fundamentalgruppe m (X)
15t trivial.

Beweis. Es ist X C C™ eine abgeschlossene Teilmenge, die unter der Ope-
ration
C*xC"—C"
mit
t(zy,...,o,) = (tdlzvl, . ,td"$n)
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von t € C* abgeschlossen ist, wobei die d; die positiven Grade der Erzeu-
ger der Algebra bezeichnen. Es geniigt daher, eine Kontraktion des affinen
Raumes C™ auf den Nullpunkt anzugeben, die mit den Bahnen der Operation
vertréiglich ist. Dazu setzen wir die Operationsabbildung zu einer Abbildung

CxC"—C"

mit der gleichen Vorschrift fort. Wegen d; > 1 ist dies wohldefiniert und
algebraisch, also insbesondere stetig. Fiir ¢ = 0ist dies die Nullabbildung
und fiir t = 1 die Identitdt. Fiir jedes ¢t € [0,1] wird der Nullpunkt auf

sich abgebildet. Die auf die Verbindungsstrecke von 0 nach 1 eingeschriankte
Abbildung

0,1] xC" — C"

ist somit eine kontrahierende Abbildung auf den Nullpunkt. Nach Satz 25.3
ist die Fundamentalgruppe trivial. U

Zu einer endlich erzeugten zusammenhéngenden C-Algebra R, einem maxi-
malen Ideal m C R und dem zugehorigen Punkt P € X = (Spek(R))e
nennt man die Fundamentalgruppe von X \ {P} die lokale Fundamental-
gruppe von X in P. Bei einer positiv graduierten C-Algebra meint man mit
der lokalen Fundamentalgruppe die lokale Fundamentalgruppe im Punkt, der
zum irrelevanten Ideal R, gehort.

Im Fall der ADE-Singularititen ist (0,0) € C? der Fixpunkt der Gruppen-
operation und sein Bildpunkt im Quotienten ist der singuldre Punkt P € X.
Wenn man die beiden Punkte (0,0) und P jeweils herausnimmt, so erhalt

man eine Gruppenoperation von G auf C? \ {(0,0)} mit dem Quotienten
X \ {P}. Wir werden gleich begriinden, dass die Abbildung

C*\{(0,0)} — X\ {P}

eine Uberlagerung ist und dass die Fundamentalgruppe von X \ { P} isomorph
zu G ist. Dazu zitieren wir ohne Beweis den folgenden Satz.

Satz 25.6. Es sei G eine endliche Gruppe, die auf einem einfach zusam-
menhdngenden Hausdorff-Raum X fixpunktfrei operiere. Dann ist

X — X\G

eine Uberlagerung und die Fundamentalgruppe des Bahnenraumes X\G ist
gleich G.

Satz 25.7. Es sei G C SLy(C) eine endliche Untergruppe mit der zugehdori-
gen zweidimensionalen speziellen Quotientensingularitit R = C[U,V]Y.
Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Die Operation von G auf C?\ {(0,0)} ist fixpunktfrei.
(2) Die Fundamentalgruppe von (Spek (R))q \ {P} ist gleich G, wobei P
der singuldre Punkt von (Spek (R))¢ ist.
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Beweis. (1). Die zu 0 € G gehorende lineare Abbildung besitze einen Fix-
punkt # 0. Dann ist dies ein Eigenvektor zum Eigenwert 1. Da ¢ nach Satz
3.20 diagonalisierbar ist, ist in einer geeigneten Basis

-9

und wegen G C SLy(C) ist ¢ = 1, also ist o die Identitét. (2) folgt aus
(1) und Satz 25.6, unter Beriicksichtigung von Aufgabe 15.11 und Aufgabe
25.11. U

Dies beantwortet die eingangs erwéhnten Fragen positiv. Fiir die erste Frage
muss man wissen, dass die punktierte komplexe Ebene, also

C*\ {(0,0)} = R*\ {(0,0,0,0)},

eine triviale Fundamentalgruppe besitzt.

25. ARBEITSBLATT

UBUNGSAUFGABEN

Aufgabe 21.1. Es sei ( € C eine n-te primitive Einheitswurzel. Zeige, dass
die zyklische Gruppe

7, = {(COJ C‘L) yj:o,...,n—1} C SLy(C)

auf der Punktmenge
J
()0}

treu operiert, dass sie bei n ungerade auf der Geradenmenge

@(ﬁaﬂj:a“wn_%

ebenfalls treu operiert und dass sie bei n gerade auf der Geradenmenge

L& =051

operiert, aber nicht treu. Was ist in diesem Fall der Kern der Operation?

Aufgabe 21.2. Zeige, dass die bindre Diedergruppe BD; eine zyklische
Gruppe der Ordnung 4 ist.
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Aufgabe 21.3. Wir betrachten die bindre Diedergruppe BD,,. Zeige, dass

bei n > 3 die von
0 i
B = (i 0)

erzeugte Untergruppe kein Normalteiler ist.

Aufgabe 21.4. Es sei ( € C eine 2n-te primitive Einheitswurzel. Zeige,
dass die binédre Diedergruppe BD,, auf der Geradenmenge

L(E P 1a=om—bor(Q) ()

Aufgabe 21.5. Zeige, dass die in Beispiel 21.1, Beispiel 21.2, Beispiel 21.3
und Beispiel 21.4 beschriebenen Gruppen bereits Untergruppen der SUy(C)
sind.

operiert.

Aufgabe 21.6. Zeige, dass die Matrix
s L (—5+§4 §2—£3)
VB A\ -¢& {-¢
zu SUy(C) gehort.

Aufgabe 21.7. Es sei G C GL,(C) eine endliche Untergruppe und es sei
(—, —) das Standardskalarprodukt auf dem C". Zeige, dass durch

1
O(w,z) = e ;} (ow,oz)

ein Skalarprodukt auf C" definiert wird.

Aufgabe 21.8. Es sei M € Mat,(C) eine Matrix und
p: C"—C"

die zugehorige lineare Abbildung. Zeige, dass ¢ genau dann unitér ist, wenn
YM - M die Einheitsmatrix ist.

In den folgenden Aufgaben rekapitulieren wir einige Eigenschaften der Ein-
heitswurzeln und der Kreisteilungspolynome.

Aufgabe 21.9. Bestimme die Koordinaten der fiinften Einheitswurzeln in

C.
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Aufgabe 21.10. Es sei n € N,. Zeige, dass die n Vektoren (im C")

(17 C? C27 st 7Cn71)7 C E Mn(c)7

linear unabhéngig sind.

Aufgabe 21.11. Es sei ( # 1 eine n-te Einheitswurzel in einem Korper K.
Zeige

<n71+<n72++€~+1 — 0
Aufgabe 21.12. Bestimme die Kreisteilungspolynome ®,, fiir n < 15.

Aufgabe 21.13. Bestimme die Eigenwerte und die Eigenvektoren der Ma-

trix
L(C C7>
V2 \¢& ¢
mit ( = %

Aufgabe 21.14. Zeige, dass die Matrix

(i

V2 \¢ —i
zur bindren Oktaedergruppe gehort (dabei ist ¢ eine primitive achte Ein-
heitswurzel). Gehort sie auch zur bindren Tetraedergruppe?

Aufgabe 21.15. Zeige, dass die binédre Tkosaedergruppe 120 Elemente be-
sitzt.
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22. VORLESUNG - FUNDAMENTALGRUPPE VON MONOIDRINGEN
DIE LOKALE FUNDAMENTALGRUPPE VON MONOIDRINGEN

In der letzten Vorlesung haben wir gesehen, dass im Falle der ADE-Singular-
itdten die operierende Gruppe als lokale Fundamentalgruppe des Invarian-
tenringens, also als Fundamentalgruppe des punktierten Quotientenraumes
wiederkehrt. Die A-Singularitdten sind Monoidringe der Form

die operierende Gruppe ist die zyklische Gruppe Z/(n) und dies ist auch die
lokale Fundamentalgruppe. In dieser Vorlesung beschéftigen wir uns gene-
rell mit der lokalen Fundamentalgruppe von Monoidringen, wobei wir diese
wieder wie in der neunten Vorlesung als Invariantenringe zu einer kommuta-
tiven Gruppe und als Ringe der neutralen Stufe einer Gradierung auf einem
Polynomring auffassen.

Die Grundidee ist folgende: Wenn M ein Monoid ist und
v M —Z

ein Monoidhomomorphismus, so induziert dies nach Korollar 8.6 einen C-
Algebrahomomorphismus

C[M] — ClZ) = C[T, T "]
und damit eine Spektrumsabbildung
Spek (C[T',T~']) — Spek (C[M]),

also einen Morphismus der punktierten Geraden in das Spektrum des Moni-
dringes. In der natiirlichen Topologie liegt somit eine stetige Abbildung

C* = (Spek (C[T,T7')) . — Ye = (Spek (C[M]))¢

vor. Durch Einschrianken dieser Abbildung auf den Einheitskreis S' C C*
erhdlt man eine stetige Abbildung des Kreises nach Y (bzw. in eine gewisse
offene Teilmenge U C Y) und damit einen geschlossenen Weg. Es wird
sich herausstellen, dass diese Wege, unter bestimmten Voraussetzungen, zur
Berechnung der Fundamentalgruppe entscheidend sind.

Zur weiteren Durchfithrung dieser Idee sei das Monoid als
M = kerno N N"
zu einem surjektiven Gruppenhomomorphismus (einer Graduierung)
0: 72" — D
gegeben. Dann ist C[M] C C[Xy,..., X,] der Ring der neutralen Stufe in
dieser Graduierung und nach Satz 9.5 der Invariantenring zur zugehorigen
Operation der Charaktergruppe DY auf A{.. Die zugehorige Spektrumsabbil-

dung
Af. — Spek (C[M])
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induziert, wenn man sie auf geeignete offene Teilmengen einschrankt, in der
natiirlichen Topologie eine Uberlagerung, mit deren Hilfe man in vielen Féllen
(aber nicht ohne weitere Voraussetzungen) die lokale Fundamentalgruppe
berechnen kann. Eine wichtige Voraussetzung ist, dass D endlich ist. Die
Formulierung im folgenden Satz ist ziemlich aufwéndig, vereinfacht sich aber
wesentlich, wenn man an r = 2 und 7" = {(0,0)} denkt.

Lemma 26.1. Es sei D eine kommutative endliche Gruppe und 6 : Z" — D
ein surjektiver Gruppenhomomorphismus. Es sei G = DV die Charakter-
gruppe. Es sei T’ der Kern von § und es seim € N, derart, dass'® mZ" C T’
1st. Dann induziert die Zuordnung

27i (me]-)
F: Hom (I',Z) — Hom (Z",C*) , v — F(v) = (ej e m ),

einen Gruppenisomorphismus

Hom (I',Z) / bild (Hom (Z",Z)) — G.

Beweis. Die Abbildung F' ist wegen der Funktionalgleichung der Exponen-
tialfunktion ein Gruppenhomomorphismus. Die Abbildung F'(v) ist auf der
Untergruppe I' C Z" trivial. Fir v € T"ist ja y(mu) = m~y(u) und somit
ist

2miy(mu) 2mwim~y(u)
m

e m =cec = 2w — 1

Daher ist F'(7) in natiirlicher Weise ein Gruppenhomomorphismus
72" =D — C*,

also ein Charakter auf D. Zur Bestimmung des Kerns von F' sei zunéchst vy
die Einschriankung eines Gruppenhomomorphismus

v L — 7
auf I' C Z". Doch dann ist natiirlich y(me;) = mAJ(e;) fiir die Basis e;
von Z" und somit ist der zugehorige Charakter trivial. Wenn umgekehrt der

zugehorige Charakter trivial ist, so muss % € Z fir jedes e; gelten. Doch
dann ist durch

<oy . 2(me;))

Y(ej) = TJ

eine Fortsetzung von v nach Z" gegeben. Es liegt also ein injektiver Grup-
penhomomorphismus

Hom (I', Z) / bild (Hom (Z", Z)) — G
vor. Die Surjektivitéit folgt aus Aufgabe 26.3. U

Satz 26.2. Es sei D eine kommutative endliche Gruppe und §: Z" — D ein
surjektiver Gruppenhomomorphismus mit r > 2. Diesen Gruppenhomomor-
phismus fassen wir als D-Graduierung auf dem Polynomring C[ Xy, ..., X,]

10Fin solches m gibt es stets.
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und als Operation der Charaktergruppe G = DV auf dem C" auf. Es sei T’
der Kern von 6, M = I' "N" das zugehorige Monoid und

C[M] g C[Xla s aXT‘]
die zugehorige Inklusion des Monoidringes. Es sei
q: C" — Y = Spek (C[M])

die zugehdrige Quotientenabbildung. Es sei eine Zariski-abgeschlossene G-
wmvariante Teilmenge T C C" derart gegeben, dass T ganz in der Vereinigung
der Achsenhyperebenen liegt, dass T mindestens die Kodimension 2 besitzt
und dass die induzierte Operation von G auf C" \ T fizpunktfrei sei. Dann
gelten folgende Aussagen.

(1) Die Fundamentalgruppe von
Y\q(T) = (C"\T)/G
st G.
(2) Die zuy € Hom (I, Z) gehérende Abbildung
v C — (C[M)e = (C) CY \ (1), t—s (00, 1700,

(u; sei eine Basis von I' = 77 ) ergibt durch Einschrinkung auf S* C
C* ewnen stetigen geschlossenen Weg
[0,27] — Y\ ¢(T).
s setm € erart, dass m - 1st. Die Liftung des Weges
(3) Es sei N, d , d v/ I’ ist. Die Liftung des Weg
aus (2) nach C"\ T mit dem Anfangspunkt (1,...,1) ist durch
[0,27] — C"\ T, s —> (eim(;wml), ey eim(rrnmr)> ,

gegeben. Der Weg ~v*|s1 reprisentiert das nach Lemma 26.1 zu ~y
gehorende Element in der Fundamentalgruppe G.

Beweis. (1) folgt aus Satz 25.6, da C" \ T' wegen der Bedingung an die Ko-
dimension'! einfach zusammenhingend und die Operation darauf nach Vor-
aussetzung fixpunktfrei ist. (2). Der Monoidhomomorphismus

M—T-517
fithrt zu einem C-Algebrahomomorphismus

C[M] — C[Z] = C[W, W]

HDjes beruht auf dem Satz, dass bei einer reellen Mannigfaltigkeit M und einer ab-
geschlossenen Untermannigfaltigkeit N C M der reellen Kodimension > 3 die natiirliche
Abbildung 7 (M \ N) — 71 (M) ein Isomorphismus ist. In unserer Situation ist die reelle
Kodimension zumindest 4, allerdings ist 7" nicht unbedingt eine glatte Untervarietdt. Man
kann aber mit einer Stratifizierung von 7" durch glatte Untervarietéten arbeiten und so
das Ergebnis erhalten.
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und damit zu einem Morphismus der zugehorigen Spektren, der C-Spektren,
und der entsprechenden metrischen Réume, also zu einer (in der natiirlichen
Topologie) stetigen Abbildung

v C* — Y = Spek (C[M]).

Da diese Abbildung iiber Spek (C[I']). = (C*)" faktorisiert, liegt das Bild
dieser Abbildung ganz in Y \ ¢(7"). Die Einschrankung auf den Einheitskreis
St C C* ist natiirlich ebenfalls stetig. (3). Wir haben ein kommutatives
Diagramm

M — T 5 Z

\ Lo lm
N — 77 5 7,
wobei 4 durch J(e;) := ~y(me;) definiert ist. Diesem Diagramm entspricht

das Diagramm aus C-Spektrumsabbildungen
cx 5 (@) — Cr
"y \J \J
c 5oy — Y.
Die Liftung spielt sich nun im Wesentlichen links ab, d.h. es muss der einfach
geschlossene Weg _
t: [0,27] — C*, s — €,
beziiglich der m-ten Potenz t — t™ geliftet werden. Dies geschieht aber durch
die Zuordnung
i: [0,27] — C*, s — em.
Die j-te Komponente des Endpunkts dieser Liftung in C” ist

ko i 2mi 21\ 7(&) 2\ V(Me;) 2miy(me;)
’VjL(QW):’Vj(em>:(€’"> =<GM> =e m .

Durch diese Zahlen ist auch der zu v gehorende Charakter F'(y) aus Lemma
26.1 gegeben. U

Bemerkung 26.3. Wir betrachten eine Graduierung des Polynomringes
C[Xy, ..., X,] durch einen surjektiven Gruppenhomomorphismus
0: Z" — ZJ(f) =D

in eine endliche zyklische Gruppe. Es sei vorausgesetzt, dass d(e;) ein Erzeu-
ger von Z/(¢) fiir jeden Standardvektor e; € Z" ist. Dann ist die zugehorige
Operation der Charaktergruppe G = DY = p,(C) auf C"\ {0} fixpunktfrei.
Zux # 0seixz; # 0. Fiir jeden Charakter y # 1 gilt

x(@) = (oxle))zy, ) # (nwg, ),
da 6(e;) nach Voraussetzung ein Erzeuger von D ist und somit x(d(e;)) # 1
ist. Bei » > 2 ist in einem solchen Fall die Fundamentalgruppe von

Spek (C[Xh s 7XT]G)(C \ {P}
(wobei P das Bild des Nullpunktes sei) aufgrund von Satz 26.2 gleich Z/ (/).
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Beispiel 26.4. Wir betrachten die durch
§: 72— 7J({) =: D
mit
d(e1) =1, 0(eq) =0 —1
gegebene Graduierung auf C[U, V], die der linearen Operation der Matrizen

zu einer (-ten primitiven Einheitswurzel ( entspricht, vergleiche dazu auch
Beispiel 3.17 und Beispiel 7.13. Der Kern ist durch

I' = <£61, €1 + €2>
und das Monoid durch
M = <€€1, 662, e + €2>

gegeben, der Invariantenring ist C[X,Y, Z]/ (X Y — Zf). Die Bedingungen
von Bemerkung 26.3 sind dabei erfiillt, es ist also 0 € C? der einzige Fix-
punkt und die Operation auf C? \ {0} ist fixpunktfrei. Daher kann man
Satz 26.2 anwenden und erhélt, dass die Fundamentalgruppe des punktier-
ten Spektrum des Invariantenringes, also

Spek ((C[Xv Y, Z]/(XY - Zﬁ))(c \{P},

gleich Z/(¢) ist. Ein erzeugendes Element der Fundamentalgruppe wird auf
der Monoidebene (bzw. auf dem Differenzengitter) durch

v: I'=kernd — Z
mit
v(ler) =1, y(e1 + e2) = 0 und y(leg) = —1
gegeben. Dieser Homomorphismus ldsst sich nicht nach Z? fortsetzen, aller-

dings lédsst sich das (-fache davon fortsetzen. Auf der Ringebene entspricht
dies dem C-Algebrahomomorphismus

¢: C[X,Y,Z]/(XY — Z") — C[T, T

mit o(X) = T, ¢(Y) = T7! und ¢(Z) = 1, was wiederum der stetigen
Abbildung

C* — Spek (C[X,Y, Z]/(XY — Z%)) . = V(XY = Z°), t — (t,t7", 1),
(bzw. ins punktierte Spektrum) entspricht. Somit ist
[0,27] — Spek (CIX,Y, Z]/ (XY — Z°)) \{P}, s —> (¥, 7, 1),

ein Erzeuger der lokalen Fundamentalgruppe dieses Monoidringes. Die Lif-
tung dieses Weges mit dem Startpunkt (1,1) € C? ist

[0, 27‘(’] . (C2, PN (eiS/E’ efis/f) ’

mit dem Endpunkt (e?7/¢, e=2m/¢).
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Beispiel 26.5. Wir betrachten die durch
§0: " —ZJ(¢) =D
mit
d(e;) =1 fiir alle j

gegebene Graduierung auf C[Xy, ..., X,], die der linearen Operation der Ma-
trizen

¢t Q B 0]
0o ¢ 0 --- 0
N S N
0O --- 0 gi ()'
0 -« -~ 0 ¢

zu einer (-ten primitiven Einheitswurzel ¢ entspricht. Nach Lemma 9.7 ist
der Invariantenring zu dieser Operation der ¢-te Veronese-Ring

C[X1,..., X, ]9,

Die Bedingungen von Bemerkung 26.3 sind dabei erfiillt, es ist also 0 € C”
der einzige Fixpunkt und die Operation auf C" \ {0} ist fixpunktfrei. Daher
kann man bei r > 2 Satz 26.2 anwenden und erhélt, dass die Fundamental-
gruppe des punktierten Spektrum des Invariantenringes, also

Spek (C[X1,..., X))\ {P},

gleich Z/(¢) ist. Ein erzeugendes Element der Fundamentalgruppe wird auf
der Monoidebene (bzw. auf dem Differenzengitter) durch den Homomorphis-
mus

v: I'=kernd — Z
gegeben, der die Erzeuger e; des umgebenden Z" auf % abbildet. Somit wird

jeder Erzeuger des Monoids auf 1 abgebildet. Auf der Ringebene entspricht
dies dem C-Algebrahomomorphismus

¢: C[Xy,...,X,]¥ — C[T, T
mit
p(X7) = TF
fiir alle Monome X" aus dem Veronese-Ring (die Erzeuger des Veronese-

Ringes, also die Monome X, |v| = ¢, werden einfach auf 7" abgebildet). Dies
fithrt wiederum zur stetigen Abbildung

C* — Spek (C[Xq, ... ,Xr](g))c, t— (t: |v|=10)

(bzw. ins punktierte Spektrum). Somit ist
[0,27] — Spek (C[X1,..., X, ] D) N\ {P}, s — (¥ : |v] =10),

ein Erzeuger der lokalen Fundamentalgruppe des Veronese-Ringes.
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AuBlerhalb der drei schwarzen Achsen, die Kodimension 2 besitzen, ist die
Operation fixpunktfrei. Die relevanten Wege verlaufen ganz im Komplement der
drei Ebenen. Das reelle Bild ldsst nicht erkennen, dass dieses Komplement im
komplexen (auch einfach) zusammenhéngend ist.

Beispiel 26.6. Wir betrachten die durch
§: 7Z° —17/(2) xZ/(2) = D
mit
5(61> - (1a 0)7 5(62) - (07 1)7 5<63) - (17 1)
festgelegte Graduierung auf C[U, V, W/|. Die zugehérige lineare Operation auf
dem C3 ist durch die Matrizen

100 1 0 0 -10 0 -1 0 0
o1o0],{o -1 o}),lo 1t o],[0 =10
00 1 0 0 -1 0 0 —1 0 0 1

gegeben. Die drei letzten Matrizen besitzen jeweils eine Fixgerade, daher ist
die Operation auf C3\ {0} nicht fixpunktfrei, dagegen ist die Operation auf
X = C3*\ Z, wobei Z = Ce;UCeyUCejs die Vereinigung der Achsen bezeich-
net, frei. Da Z die (komplexe) Kodimension 2 besitzt, ist X einfach zusam-
menhéingend. Der Invariantenring ist C[U?, V2, W?2 UV W] mit der Relation
(UVW)?% = U?V?W?2. Daher ist nach Satz 26.2 die Fundamentalgruppe von
Spek (C[U%, V2, W2, UVW])c \ ¢(Z) gleich Z/(2) x Z/(2).

Beispiel 26.7. Zum Restklassenhomomorphismus
0: Z—17Z/(l)=:D

ist der Kern durch I' = Z¢ gegeben. Die zugehorige Operation ist die von
te(C) auf C durch Multiplikation mit dem einzigen Fixpunkt 0 bzw. fix-
punktfrei auf C*. Die Quotientenabbildung ist durch das /-te Potenzieren

C—C, z+— 2",

gegeben. Die Fundamentalgruppe von C* ist bekanntlich Z. Hier kann man
Satz 26.2 nicht anwenden, da der Raum, auf dem fixpunktfrei operiert wird,
ndmlich C* = C)\ {0}, nicht einfach zusammenhéngend ist.
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Beispiel 26.8. Wir betrachten die durch
§: 7 —7)(2) x Z/(2) =: D
mit
6(e1) = (1,0), 6(e2) = (0,1)

festgelegte Graduierung auf C[U, V]. Die zugehorige lineare Operation auf
dem C? ist durch die Matrizen

D)6 %) () G5

gegeben. Die beiden mittleren Matrizen besitzen jeweils eine Fixgerade, daher
ist die Operation auf C?\ {0} nicht frei. Die Operation auf X = C?\ Z,
wobei Z = Ce; U Cey das Achsenkreuz bezeichnet, ist frei, doch besitzt
Z die Kodimension 1 in der Ebene. Der Invariantenring ist C[U?,V?], ein
Polynomring in zwei Variablen, Satz 26.2 ist in diesem Fall nicht anwendbar.

26. ARBEITSBLATT

UBUNGSAUFGABEN

Aufgabe 26.1. Esseia € Z, a # 0. Wir betrachten die kurze exakte Sequenz
0 —7Z -7 — ZJ/(a) — 0.
Zeige, dass dies zu einer kurzen exakten Sequenz
0= Homy (Z/(a),Z) — Z = Homy, (Z,Z) — Z = Homy, (Z,Z) — E = Z/(a)
fiihrt.

Aufgabe 26.2. Es sei
p: 2" —7Z"
ein injektiver Gruppenhomomorphismus und
0—2Z" 2" — D — 0
die zugehorige kurze exakte Sequenz. Zeige, dass dies zu einer exakten Se-
quenz

0 — Homy (D,Z) — Z™ = Homy, (Z™,Z) — Z" = Homy, (Z",7)

fithrt, wobei die Abbildung rechts nicht surjektiv sein muss.

Die néchste Aufgabe beruht auf dem Elementarteilersatz.

— 0
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Aufgabe 26.3. Es sei
o 24— 7"
ein injektiver Gruppenhomomorphismus und
0—2Z" 572" — D — 0
die zugehorige kurze exakte Sequenz, wobei D endlich ist (somit ist m = n).
Zeige, dass dies zu einer kurzen exakten Sequenz

0 = Homy (D,Z) — Z" = Homy, (2Z",7Z) — Z" = Homy (Z",Z) — E — 0

fithrt, wobei E isomorph zu D ist.

Es sei R ein kommutativer Ring und M ein R-Modul. Der R-Modul
M* = Homg (M, R)
heifit der duale Modul zu M.

Aufgabe 26.4. Es sei R ein kommutativer Ring und sei
0O —L — M — N —0

eine kurze exakte Sequenz von R-Moduln L, M, N. Zeige, dass dies zu einer
exakten Sequenz

00— N"— M*"— L"
der dualen Moduln fiihrt.

Ein R-Modul M iiber einem Integritétsbereich heifit Torsionsmodul, wenn es
zu jedem v € M einr € R, r # 0, mit rv = 0 gibt.

Aufgabe 26.5. Es sei R ein Integritatsbereich und sei M ein R-Torsionsmo-
dul. Zeige, dass der duale Modul M* = 0 ist.

Aufgabe 26.6. Zeige, dass sich die folgenden Objekte in natiirlicher Weise
entsprechen.

(1) Gruppenhomomorphismen von Z" nach Z.
(2) C-Algebrahomomorphismen

(C[Xla X1_17 s 7X7‘7Xr_1] — C[T7 T_l]

der Form
X, — T
mit Q; e 7.
(3) Multiplikative Abbildungen von C* nach (C*)" der Form
Zr (2% ... 2%
mit a; € Z.

(4) Monoidhomomorphismen von N” nach Z.
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ultiplikative 1ldungen von nac er Form
(5) Multiplikative Abbildung Cx* h C" der F
A e CACN
mlt Clj € Z
(6) Stetige Abbildungen
[0,27] — (C*)"
der Form . .
S — (6“115, e e“’”‘s)
mit a; € Z.

Aufgabe 26.7. Es sei n € N>, fixiert. Wir betrachten
V = {(z,y,2) €C* | zy = 2"}
und die offene Menge
U = V\{0,0,0}.
(a) Es sei d € Z. Zeige, dass
e: C\{(0)} — V, t— (¢4, t79 1),

eine algebraische (rationale) Abbildung ist, die auf U abbildet.

(b) Zeige, dass die Einschrinkung von ¢ auf S' C C ein geschlossener
stetiger Weg in U mit Aufpunkt (1,1,1) ist. Beschreibe explizit die
Verkniipfung dieser Abbildung mit der trigonometrischen Parametri-

sierung des Einheitskreises.
(c) Es sei

n

q: C* —V, (u,v) — (u™, 0", wv).

Zeige, dass es eine rationale Abbildung
p: C\{(0)} —C*
mit
P =qop
genau dann gibt, wenn d ein Vielfaches von n ist.

Aufgabe 26.8. Es sei M ein endlich erzeugtes Monoid und
v M —Z
ein Monoidhomomorphismus mit der zugehorigen Spektrumsabbildung
C* (Spek ((C[T, T*I]))(C — (Spek (C[M]))¢
und dem induzierten stetigen geschlossenen Weg
S —s (Spek (C[M]))..

Zeige, dass dieser Weg nullhomotop ist, wenn der Monoidhomomorphismus
~ durch N faktorisiert.
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Aufgabe 26.9. Es sei M ein endlich erzeugtes spitzes Monoid und sei m C
C[M] das zu M. = M \ {0} gehorige maximale Ideal. Es sei
v: M —Z
ein Monoidhomomorphismus mit der zugehorigen Spektrumsabbildung
C* = (Spek (C[T,T7'])) . — (Spek (C[M]))¢ \ {m}
und dem induzierten stetigen geschlossenen Weg
S —> (Spek (C[M])) \ {m}.

Zeige, dass dieser Weg in (Spek (C[M]))e \ {m} nullhomotop ist, wenn der
Monoidhomomorphismus v durch N faktorisiert.

Die vorstehende Aussage lédsst sich nicht umkehren, wie die beiden folgenden
Aufgaben zeigen.

Aufgabe 26.10. Wir betrachten den Monoidring
R = CX,Y,Z,W|/(XY — ZW)
und die offene Teilmenge U = D(X,Z) C (Spek (R))c.

(1) Zeige, dass durch F = ¥ = % eine wohldefinierte (in der komplexen
Topologie) stetige Funktion

U—C
definiert ist.
(2) Zeige, dass
0
(X,Z,F): U—C*\C|[0
1

eine HomGomorphie ist.

Aufgabe 26.11. Wir betrachten das spitze kommutative Monoid

~1 1 0 0
M={(1],{o],l1],[0]) cz
1 0 0 1

mit dem zugehorigen Monoidring
CM] = CIX,Y,Z,W]/(XY — ZW)
und dem maximalen Ideal m. Zeige die folgenden Aussagen.
(1) Der Gruppenhomomorphismus
(1,1,-1): 2° — Z

induziert auf M einen Monoidhomomorphismus, der nicht durch N
faktorisiert.
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(2) Die Einschrinkung auf S* der zugehorigen Spektrumsabbildung
v: C° — (Spec (C[M]))¢ \ {m}

ist nullhomotop.

Aufgabe 26.12. Es sei M das punktierte Spektrum zu
R = C[U,V,Z)/(U*+V? = Z?).

Man gebe einen expliziten Erzeuger der Fundamentalgruppe von M an.

Aufgabe 26.13. Es sei

61 0 0
A— 0 52 :
S, 0

eine Diagonalmatrix, deren Eintrdge allesamt Einheitswurzeln ; in einem
Korper K seien. Zeige, dass die zugehorige lineare Operation der von A
erzeugten zyklischen Gruppe auf dem K™\ {0} genau dann fixpunktfrei ist,
wenn die Ordnungen der &; iibereinstimmen.

Aufgabe 26.14. Wir betrachten die lineare Operation der zyklischen Grup-
pe Z/(5) auf C* durch Potenzen der Matrix

€0 0
0¢& 0],
00 &

wobei £ eine fiinfte primitive Einheitswurzel sei. Bestimme den Invarianten-
ring zu dieser Operation. Man gebe einen expliziten Erzeuger der lokalen
Fundamentalgruppe des Spektrums dieses Invariantenringes an.

Aufgabe 26.15. Wir betrachten die lineare Operation der symmetrischen
Gruppe S, auf dem C? und es sei
C\T — (C\S) \ q(T)

die zugehorige Quotientenabbildung, wobei T' der Fixraum der Operation sei.
Beschreibe die induzierte Abbildung der Fundamentalgruppen.

Aufgabe 26.16. Es sei G C GL,(K) eine nichttriviale Reflektionsgruppe.
Zeige, dass zu einer fixpunktfreien, offenen G-invarianten Teilmenge U C K"
das Komplement K™\ U eine Dimension > n — 1 besitzt.
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Eine endliche Untergruppe G C GL,(K) iiber einem Kérper K heifit klein,
wenn sie keine Pseudoreflektion enthélt.

Aufgabe 26.17. Es sei K ein Korper und G C GL,(K) eine endliche Un-
tergruppe, deren Ordnung eine Einheit in K sei. Zeige, dass der Invarianten-
ring R = K[X1,...,X,]% auch als Invariantenring zu einer kleinen Gruppe
G’ C GL,(K) auftritt.

Aufgabe 26.18. Es sei G C GL,(C) eine kleine Gruppe. Zeige, dass es eine
offene Menge U C (Spek ((C[Xl, o ,Xn]G)) ¢ gibt, deren Fundamentalgrup-
pe gleich G ist.

Aufgabe 26.19. Wir betrachten die lineare Operation der zyklischen Grup-
pe Z/(3) auf C* durch Potenzen der Matrix

€0 0 0
060 0
00¢& 0]
00 0 &

wobei £ eine dritte primitive Einheitswurzel sei. Bestimme den Invarianten-
ring zu dieser Operation. Man gebe einen expliziten Erzeuger der lokalen
Fundamentalgruppe des Spektrums dieses Invariantenringes an.

Aufgabe 26.20. Zeige, dass der singulére Ort der affinen Varietét
V(A®* - BCD) C Ak

(iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper K) aus drei Geraden be-
steht, und dass diese die Bilder der Koordinatenachsen des A3 unter der in
Beispiel 26.6 besprochenen Quotientenabbildung sind.

27. VORLESUNG - LINEARE GRUPPEN
LINEARE GRUPPEN UND OPERATIONEN

Wir besprechen einige Beispiele von typischen Operationen von unendlichen
algebraischen Gruppen wie der allgemeinen linearen Gruppe oder der spe-
ziellen linearen Gruppe. Ein solches Beispiel - die Operation auf der Menge
der Dreiecke - haben wir schon in Beispiel 1.1 und in der fiinften Vorlesung
besprochen.
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Beispiel 27.1. Es sei K ein Koérper und V' ein endlichdimensionaler K-
Vektorraum. Die natiirliche Operation der allgemeinen linearen Gruppe G =
GL (V) auf V' besitzt nur zwei Bahnen, ndmlich den Nullpunkt 0 und V'\ {0}.
Je zwei von 0 verschiedene Vektoren konnen ja mit einem geeigneten g € G
ineinander iiberfithrt werden. Hier sind also keine interessanten Invarianten
zu erwarten.

Ein ¢ € G transformiert aber nicht nur einen einzigen Punkt v € V (einen
Vektor), sondern beliebige Teilmengen 7' C V. Die Frage, ob zwei Teilmen-
gen T, Ty C V mittels einem g € G ineinander iiberfiihrt werden konnen,
wird schnell kompliziert (die Menge der betrachteten Objekte muss im Allge-
meinen kein Vektorraum mehr sein). Hier betrachten wir endliche geordnete
Punktmengen. Wir fixieren eine Zahl n € N und betrachten Punkttupel

(P,...,B,) € V",

die wir uns als eine geordnete Punktkonfiguration in V' vorstellen. Die Punkte
sind also durchnummeriert, und es ist auch der Fall erlaubt, dass P, = P, ist.
Die Operation der allgemeinen linearen Gruppe dehnt sich sofort auf diese
Situation aus, und zwar ist die Operation durch

GL(V) x V" — V" (g,v1,02,...,0,) — (g(v1), g(v2), ..., g(vy)),

gegeben.

Im einfachsten Fall, bei V' = K, geht es um die Operation der Einheitengrup-
pe K* auf K™ durch skalare komponentenweise Multiplikation. Die Bahnen
sind neben dem Nullpunkt die punktierten Geraden durch den Nullpunkt.
Aufler den konstanten Funktionen gibt es keine invarianten Polynome. Die
auf K™\ {0} eingeschrénkte Operation besitzt den n — 1-dimensionalen pro-
jektiven Raum als Quotienten.

Beispiel 27.2. Es sei K ein Korper und V' ein n-dimensionaler K-Vektor-
raum. Es sei 7 € N (man denke anr < n), wir betrachten die Wirkungsweise
von GL,(K) auf dem r-fachen Produkt von V' mit sich selbst, bei der ein
r-Tupel vy,...,v, von r Vektoren aus V auf ein anderes, durch die Matrix
aip ... Qip

g € GL,(K) bestimmtes r-Tupel abgebildet wird. Mit g =

Ary  «-. Qpp
interessieren wir uns also fiir die Abbildung
GL.(K)x V" — V",
ayp ... Qir r T T
( ,Ul,’Ug,...,'UT> — E a1;V;, E A2;Viy « .., E AriV; | -
Ar1 .. Qpyp i=1 i=1 i=1

Ein Tupel von r Vektoren wird also stets auf ein Tupel aus Linearkombi-
nationen dieser Vektoren abgebildet. Daher ist der von vy, ..., v, erzeugte
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K-Untervektorraum gleich dem vom Bildtupel g(vy,...,v,) erzeugten Un-
tervektorraum. Wenn die vy, ..., v, linear unabhéngig sind, so gilt dies auch
fiir das Bildtupel. Fiir einen r-dimensionalen Untervektorraum U C V und
zwei Basen von U gibt es stets einen Automorphismus von U, der die ei-
ne Basis in die andere Basis iiberfithrt. Wenn man also die Operation von
GL,(K) auf die (offene und dichte) Teilmenge T C V7 einschrinkt, die aus
allen linear unabhéngigen r-Tupeln besteht, so entsprechen die Bahnen der
Operation den r-dimensionalen Untervektorraumen von V', und die Elemente
der einzelnen Bahnen durchlaufen sédmtliche Basen des zugehorigen Unter-
vektorraumes. Die Bahnen der Operation auf ganz V" sind schwieriger zu
charakterisieren.

Wir beschreiben die algebraische Version dieser Operation. Die linearen
Funktionen auf dem der Operation zugrunde liegenden Vektorraum W = V"
sind die Linearformen f = (fi,..., f,) mit

f(/Ul, RN ,’UT) = fl(’Ul) + -4 fr(’l)r).

Dabei sind die f; Linearformen auf V', die wir direkt als Linearformen auf V"
tiber die i-ten Projektionen auffassen. Zu g € GL,(K) und

f - (fh SR fT)
ist die verkniipfte Abbildung gleich

r

(fg) (v, .., v) = f (Z 13 Vs, Zamvz‘, R wa)
i=1 i=1 i=1
= fi (Z au%‘) + fa (Z aQﬂh‘) ++ (Z a'ri'Ui>
i=1

=1 1=1
= Z ayifi(vi) + Z agifa(vi) + -+ Z ari fr(vi)
i=1 i=1 i=1
= > aifi(v)
0,
= > apfi(v) + Y apfivs) +--+ > afi(v,)
j=1 j=1 j=1

= (ZajlfjszJQf]77Za’]Tf]> (Ulu"'vvr)-
j=1 j=1 j=1
Daher ist

fo = (fi, .-, fi)g

= <Z Clefj, Zaﬂfj, Ce Zajrfj> .
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Es sei nun V' = K", sodass wir die Gesamtsituation mit Variablen schreiben
kénnen. Zum Vektorraum V" gehort der Polynomring

Dabei représentieren die X;;, 1 <14 < n, die Koordinatenfunktionen der j-ten
Kopie des Vektorraums K™. Die Variable X;; ist die j-te Projektion von V"
auf V- = K" gefolgt von der i-ten Projektion p; von K™ auf K. Somit ist (es
steht p; an der j-ten Stelle)

XUg = (O,,p“O,,O)g
= (aﬂ}% Sy ajrpi)
= Zaijz‘k-
k=1

Wenn eine Linearform auf V" (also eine Linearkombination aller X;;) in Ma-
trixform als

Ci1 Ci2 ... Cip
Co1 Co2 ... Cop
Cnl Cn2 ... Cpp

gegeben ist, wobei die ¢;; die Koeffizienten zu X;; bezeichnen, so erhélt man
die durch ¢ transformierte Linearform, indem man diese Matrix von rechts
mit der transponierten Matrix zu ¢ multipliziert, also

/ / /
CH 612 “ e CIT Cll 012 P ClT a tr
/ / / 11 ... QAip
. ' . ' ' ’ ' Ary ... QA
/ / / s rr
Cnl C,n2 e C,r”,. Cnl C7L2 oo CTLT‘

Damit liegt eine Operation der GL, (K) auf dem Polynomring in nr Variablen
vor. Um invariante Polynome zu bekommen, schréinken wir die Operation auf
die spezielle lineare Gruppe SL,(K) € GL,(K) ein. Dann sind sédmtliche 7-
Minoren der Variablenmatrix

Xll X12 s Xlr
X21 X22 Ce XQT
an Xn2 s Xm"

invariant unter der Gruppenoperation. Dazu betrachten wir die universelle
alternierende Abbildung

T
VT—>/\V7(Ul,---,vr)l—>vl/\.../\vr.

Diese Abbildung ist nach Korollar 57.6 (Lineare Algebra (Osnabriick 2024-
2025)) invariant unter der Gruppenoperation (dafiir braucht man, dass die
Determinanten von g gleich 1 sind). Die r-Minoren sind Linearformen auf
dem r-ten Dachprodukt.
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Definition 27.3. Zu einem K-Vektorraum V und einer natiirlichen Zahl r
nennt man die Menge der r-dimensionalen Untervektorrdume U C V die
r-te Graffimann-Varietdit. Sie wird mit G(r, V') und bei V. = K" mit G(r,n)
bezeichnet.

Nach Beispiel 27.2 ist G(r, V') der Bahnenraum zur dort beschriebenen Ope-
ration der GL,(K) auf T C V", wobei T aus den linear unabhéngigen -
Tupeln besteht. Dieses T ist in der Zariski-Topologie eine offene Teilmenge
und bei K = R oder C auch in der metrischen Topologie offen. Man kann
G(r, V) mit der Quotiententopologie unter der Quotientenabbildung verse-
hen. Im metrischen Fall erhédlt man sogar eine Mannigfaltigkeitsstruktur auf
G(r, V), man spricht dann von der Grafimann-Mannigfaltigkeit.

Beispiel 27.4. Es sei K ein Korper. Wir betrachten Paare von Matrizen
(B.C),

wobei B eine m xn-Matrix und C' eine n x k-Matrix ist. Es gibt also insgesamt
n(k+m) Koordinaten. Die allgemeine lineare Gruppe G = GL,,(K) operiert
auf der Menge dieser Matrizenpaare in folgender Weise: Zu A € GL,(K)
setzen wir

A-(B,C) := (BA™ AC).
Dass eine Operation vorliegt, folgt aus

Ay (A2 (B,O)) = Al' (BAg_l,A20>
= ((BAZHAT!, Ai(A0))
= (B(A;H)ATY), (A14,)0)
= (B(A142) 7, (A4142)C)
= (AiAq) - (B,0),

woraus auch die Wahl der Reihenfolge und der Grund der Invertierung klar
wird. DIe Situation kann man sich auch gut anhand des folgenden Diagramms
klarmachen.

Kt % kn B g
N A AT
K’n

Die Gesamtabbildung BC' stimmt mit der Abbildung (BA™1)(AC) iiberein,
die invertierbare Matrix A beschreibt einen Basiswechsel fiir den mittleren
Raum. Aus dieser Interpretation ergibt sich direkt, dass die Produktabbil-
dung

¥: Mat,wn(K) X Mat,«x(K) — Mat,, «x(K), (B,C) — BC

mit der Operation der Gruppe vertréglich (hinten liegt die triviale Operation
vor) ist, was rechnerisch auch aus

Y(A-(B,0)) = »(BA™ AC) = BA™'AC = BC = ¢(B,0)
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folgt.
Mit Hilfe der Variablenmatrizen
Xt X oo Xy Yiu Yo ... Y
P )('21 X'22 )('2n md Y — Yj21 3/?2 sz
X Xz oo Xowm Yoo Yao ... Y

kann man einfach invariante Polynome aus R = K[X, Y| angeben, ndmlich
die Eintrage der Produktmatrix XY, also die Ausdriicke der Form

Fij = XY+ XpYoj + -+ Xin Yoy

Die Invarianz dieser Formen folgt direkt aus der Invarianz der obigen Produk-
tabbildung. Dariiber hinaus kann man zeigen, dass der Invariantenring von
den Fj; erzeugt wird und auch eine explizite Restklassendarstellung ist be-
kannt: Wenn man den Polynomring K[W]| = K[W;;, 1 <i<m, 1< j <k
heranzieht und die surjektive Abbildung

7 K[W] — RE, Wi — Fy,

betrachtet, so wird der Kern von 7 durch sdmtliche n + 1-Minoren der Va-
riablenmatrix W erzeugt. Dieser Invariantenring ist daher ein sogenannter
Minorenring (oder Determinantenring), und insbesondere lassen sich Mino-
renringe als Invariantenringe realisieren.

B

Wenn beispielsweise n = 1 ist, so gibt es die Variablen Xy,..., X,, und
Yi,..., Y, und es ist

by = XY
Zwischen den Fj; bestehen die Relationen

EjFrs = XzY;XrY; = XzY;XrYj = Iy F,

3
d.h.
FijFrs — FisFry = 0.
Diese Relationen sind die 2-Minoren der Matrix (VVZ])” In diesem Fall ist
der Invariantenring sogar ein Monoidring.

AFFIN-ALGEBRAISCHE GRUPPEN
Definition 27.5. Es sei K ein Korper. Eine affin-algebraische Gruppe (iiber
K) ist eine Gruppe G der Form
G = (Spek (H))(K),
wobei H eine kommutative endlich erzeugte K-Hopf-Algebra ist.
Eine affin-algebraische Gruppe ist also die Menge der K-Punkte eines affinen

Gruppenschemas von endlichem Typ. Dazu gehoren die endlichen Gruppen
(siche Beispiel 17.8), die additive Gruppe (K, +,0) (siche Beispiel 17.9), die
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multiplikative Gruppe (K*, -, 1) (siehe Beispiel 17.10), die allgemeine linea-
re Gruppe (siche Beispiel 18.6), die spezielle lineare Gruppe (siehe Beispiel
18.7).

Definition 27.6. Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Kérper und sei
GL,(K) die Gruppe der invertierbaren n x n-Matrizen. Eine Zariski-abge-
schlossene Untergruppe G C GL,(K) nennt man eine lineare Gruppe (oder
eine linear-algebraische Gruppe).

Man kann zeigen, dass affin-algebraische Gruppen und lineare Gruppen aqui-
valente Konzepte sind. Das erste Konzept ist begrifflich stéarker, wéahrend das
zweite Konzept die typischen Beispiele abdeckt. Der Zusammenhang beruht
im Wesentlichen auf der Hopf-Interpretation der allgemeinen linearen Grup-
pe, siche Beispiel 18.6.

Wir reformulieren Definition 18.9 fiir eine affin-algebraische Gruppe.

Definition 27.7. Zu einer affin-algebraischen Gruppe G {iber einem Kérper
K, die durch die kommutative K-Hopf-Algebra H gegeben sei, nennt man
eine Operation von G auf einer kommutativen K-Algebra R algebraisch (oder
requldr), wenn sie durch eine Kooperation von H auf R gegeben ist.

27. ARBEITSBLATT
UBUNGSAUFGABEN

Aufgabe 27.1. Zeige, dass die multiplikative Gruppe (C*, 1,-) eine lineare
Gruppe ist.

Aufgabe 27.2. Zeige, dass die additive Gruppe (C, 0, +) eine lineare Gruppe
ist.

Aufgabe 27.3. Bestimme die linearen Untergruppen der multiplikativen
Gruppe K™ eines Korpers K.

Aufgabe 27.4. Es sei K ein Korper der Charakteristik null. Zeige, dass in
der additiven Gruppe (K, 0, +) nur die beiden trivialen Untergruppen linear
sind.
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Aufgabe 27.5. Es sei K ein Korper der Charakteristik p > 0. Zeige,
dass der Primkorper Z/(p) eine lineare Untergruppe der additiven Gruppe
(K,0,+) ist.

Aufgabe 27.6. Zeige, dass eine endliche Gruppe G iiber jedem Korper K
eine lineare Gruppe ist.

Aufgabe 27.7. Zeige, dass (Z,+,0) keine lineare Gruppe iiber C ist.

Aufgabe 27.8. Zeige, dass (Z,+,0) keine affin-algebraische Gruppe iiber C
ist.

Aufgabe 27.9. Zeige, dass (Z,+,0), versehen mit der diskreten Topologie,
iiber keinem Korper K eine affin-algebraische Gruppe ist.

Aufgabe 27.10. Bestimme den Zariski-Abschluss der von der Matrix
(g (1)) erzeugten Untergruppe G C GLy(C).

Aufgabe 27.11. Bestimme den Zariski-Abschluss der von der Matrix
((1) 1) erzeugten Untergruppe G C GLo(C).

Aufgabe 27.12. Zeige, dass eine zyklische Untergruppe G C GL,(C) bei
n > 2 nicht Zariski-dicht ist.

Aufgabe 27.13. Zeige, dass das Produkt von zwei linearen Gruppen wieder
eine lineare Gruppe ist.

Wir erinnern an zwei Definitionen fiir Matrizen.

Eine n x n-Matrix der Form

bl % o .. ... b3
0 b2 X*
0 - 0 by =

nennt man obere Dreiecksmatriz.
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Eine n x n-Matrix der Form

1 x .- *
0 1 * *
o --- 0 1
0 ««+ -+ 0 1

nennt man (obere) Scherungsmatriz.

Aufgabe 27.14. Es sei K ein Korper. Zeige, dass die Menge der invertier-
baren n x n-oberen Dreiecksmatrizen iiber K eine lineare Untergruppe der
GL,(K) ist.

Aufgabe 27.15. Es sei K ein Korper und sei V' ein endlichdimensionaler
K-Vektorraum der Dimension n. Zeige, dass es einen injektiven Gruppenho-
momorphismus

(V,0,4) — (GLy1(K), Epy1,0)
gibt.

Aufgabe 27.16. Es sei K ein Korper und ODG,,(K) die Gruppe der in-
vertierbaren n X n-oberen Dreiecksmatrizen iiber K. Zeige, dass es einen
(natiirlichen) surjektiven Gruppenhomomorphismus

¢: ODG,(K) — (K*,-,1)"

gibt. Bestimme den Kern von ¢.

Aufgabe 27.17. Es sei K ein Korper. Zeige, dass die Menge der invertier-
baren n X n-oberen Scherungsmatrizen iiber K eine lineare Untergruppe der
SL,(K) ist.

Aufgabe 27.18. Es sei K ein Korper und OSG,,(K) die Gruppe der n X n-
oberen Scherungsmatrizen iiber K. Zeige, dass es einen (natiirlichen) surjek-
tiven Gruppenhomomorphismus

p: 0SG,(K) — (K, +,0)""
gibt. Bestimme den Kern von ¢.
Zeige in den vorstehenden Aufgaben, dass jeweils eine lineare Gruppe (iiber

einem nicht notwendigerweise algebraisch abgeschlossenen Korper) vorliegt,
und dass die Gruppenhomomorphismen algebraisch definiert sind.
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Aufgabe 27.19. Es sei K ein Korper und OSG3(K) die Gruppe der 3 x 3-
oberen Scherungsmatrizen iiber K. Zeige, dass es eine kurze exakte Sequenz

0 — K — OSG3(K) — K? — 0
gibt, und dass OSGs(K) nicht isomorph zu K3 ist.

Aufgabe 27.20. Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper. Zeige,
dass (Z,+,0) keine lineare Gruppe iiber K ist.

Aufgabe 27.21. Es sei M eine m x k-Matrix {iber dem Korper K mit dem
Rang n.

(1) Zeige, dass es eine n x k-Matrix C' und eine m x n-Matrix B, beide
mit dem Rang n, mit M = B o (C gibt.

(2) Es sei s < n. Zeige, dass es nicht moglich ist, M = B o C mit einer
s x k-Matrix C' und einer m x s-Matrix B zu schreiben.

Die folgenden Konzepte und Aufgaben setzen den Begriff einer Mannigfal-
tigkeit voraus.

Eine differenzierbare Mannigfaltigkeit G, die zugleich eine Gruppe ist, fiir
die die Inversenabbildung und die Gruppenverkniipfung differenzierbare Ab-
bildungen sind, heifit (reelle) Lie-Gruppe.

Eine komplexe Mannigfaltigkeit M, die zugleich eine Gruppe ist, fiir die die
Gruppenverkniipfung

or: M x M — M, (x,y) —> z oy,
und die Inversenbildung
M — M, z— z7,

holomorph sind, heifit kompleze Lie-Gruppe.

Aufgabe 27.22. Betrachte die allgemeine lineare Gruppe G = GL,(R) C
R™ als offene Untermannigfaltigkeit des R"™. Definiere eine differenzierbare

Gruppenstruktur auf G, also ein neutrales Element P € G, eine differenzier-
bare Abbildung

a: G— G, z+— az),
und eine differenzierbare Abbildung

@ GxG— Gv (x,y) — QO(IL',:I/),

derart, dass G mit diesen Daten zu einer Gruppe wird.
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Aufgabe 27.23. Es sei K = R oder C und sei G eine lineare Gruppe iiber
K, versehen mit der von GL,(KK) ererbten reellen oder komplexen Topologie.
Zeige, dass G eine Mannigfaltigkeit mit endlich vielen Zusammenhangskom-
ponenten ist.

28. VORLESUNG - LINEAR REDUKTIVE GRUPPEN I
LINEAR REDUKTIVE GRUPPEN

In den verbleibenden Vorlesungen méchten wir zeigen, dass die Invarianten-
ringe zu algebraischen Operationen der allgemeinen linearen oder der spezi-
ellen linearen Gruppe iiber C endlich erzeugt sind. Der Schliisselbegriff fiir
diese Aussage ist die lineare Reduktivitit, der eine Eigenschaft sdmtlicher
Darstellungen der Gruppe ist. Eine Darstellung einer Gruppe G ist einfach
ein Gruppenhomomorphismus

G — GL (V)

mit einem K-Vektorraum V. Wenn G eine affin-algebraische Gruppe iiber
einem fixierten Kérper K (der hiufig als algebraisch abgeschlossen ange-
nommen wird) ist, so interessiert man sich vor allem fiir Darstellungen in
Vektorrdume iiber diesem Korper. Ferner soll die Darstellung algebraisch
sein. Diese Forderungen kommen in der folgenden Definition zum Ausdruck.

Definition 28.1. Es sei K ein Korper und sei G eine affin-algebraische
Gruppe iiber K. Unter einer K- rationalen Darstellung von G versteht man
einen Gruppenhomomorphismus

G — GL (V)

mit einem endlichdimensionalen K-Vektorraum V' (also eine Darstellung von
(), die durch einen K-Hopf-Algebrahomomorphismus der Hopf-Algebren zu
G bzw. GL (V) induziert wird.

Dies ist dquivalent dazu, dass die Operation von G auf V', also die Abbildung
GxV —V,

algebraisch ist, also durch eine Kooperation der Hopfalgebra H (zu G) auf
dem Polynomring K[V]| gegeben ist. Man sagt dann auch, dass G auf V
K-rational operiert.

Fiir die multiplikative Gruppe K * ist beispielsweise die Zuordnung

t 0 0 0

0 t2 0 0
K* = GLy(K) — GL(K). t— | .|,

0O 0 0 ¢™
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mit a; € Z eine K-rationale Darstellung, fiir die additive Gruppe K ist
beispielsweise die Zuordnung

K — GlLy(K), t — <C1) i),

eine solche.

Zur Formulierung der linearen Reduktivitét brauchen wir noch einige weitere
Begriffe aus der Darstellungstheorie.

Definition 28.2. Eine Darstellung
p: G— GL(V)

einer Gruppe G in einem K-Vektorraum V heiit irreduzibel, wenn V' #£ 0 ist
und wenn die einzigen G-invarianten Untervektorrdume 0 und V' sind.

Definition 28.3. Eine Darstellung
p: G— GL (V)

einer Gruppe G in einem K-Vektorraum V' heiflt vollstindig reduzibel, wenn
V die direkte Summe aus G-invarianten Untervektorrdumen ist, die jeweils
irreduzibel sind.

Zwei Darstellungen
p1: G— GL (1)
und
p2: G — GL (V)
heiflen dquivalent, wenn es eine bijektive K-lineare Abbildung
p: Vi — 1y

mit py = o p; gibt (wobei ¢ den zugehorigen Isomorphismus zwischen den
beiden allgemeinen linearen Gruppen bezeichnet).

Definition 28.4. Eine affin-algebraische Gruppe G iiber einem Korper K
heilt linear reduktiv, wenn jede K-rationale Darstellung von G vollstandig
reduzibel ist.

Wir werden spéter sehen, dass die allgemeine lineare Gruppe iiber C linear
reduktiv ist, was auf mafitheoretischen Methoden beruht. Zunéchst wenden

wir uns endlichen (nichtmodularen) Gruppen und kommutativen Gruppen
zu, die ebenfalls linear reduktiv sind.

LINEARE REDUKTIVITAT VON ENDLICHEN GRUPPEN

Wir brauchen zunéchst das folgende einfache Lemma.
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Lemma 28.5. Es sei K ein Korper und G eine Gruppe, die auf den bei-
den K-Vektorrdumen V und W linear operiere. Es sei ¢: V. — W eine
G-vertrdgliche lineare Abbildung. Dann ist sowohl kern o als auch bild ¢ G-
moariant.

Beweis. Es sei v € kerngp und g € G. Wegen der Vertriglichkeit von ¢ mit
den Gruppenoperationen ist

o(gv) = g(p(v)) = g(0) = 0,

also ist gv € kern¢ und der Kern ist invariant. Bei w € bild ¢, sagen wir
w = ¢(v), und g € G ist wiederum

v(gv) = g(e(v)) = g(w),
also gv € bild ¢ und das Bild ist ebenfalls invariant. U

Heinrich Maschke (1853-1908)

Die folgenden Aussagen heiflen Lemma von Maschke bzw. Satz von Maschke.

Lemma 28.6. Es set K ein Korper und G eine endliche Gruppe, deren
Ordnung kein Vielfaches der Charakteristik von K sei. Es sei

p: G— GL(V)

eine Darstellung in einen endlichdimensionalen K-Vektorraum V und U C
V' ein G-invarianter Untervektorraum. Dann ¢ibt es einen G-invarianten
Untervektorraum W C V mit V. = U @ W .12

P2Finen solchen Unterraum nennt man ein G-invariantes Komplement von U.
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Beweis. Aufgrund von Lemma 9.12 (Lineare Algebra (Osnabriick 2024-
2025)) kann man V' = U @& W' mit einem K-Untervektorraum W’ schreiben,
und man hat eine Projektion (langs W)

T V—U

mit mor = Idy, wobei ¢ die Einbettung U C W bezeichnet. Wir betrachten
die lineare Abbildung (mit n = ord (G); dies ist eine Einheit in K)

VvV —V,v— %Zg_l(ﬂ(g(v))).

geG
Fir u € U ist (wegen g(u) € U und da 7 auf U die Identitét ist)

P = =3 g (rlg(w)

geG

= %Zg‘l(g(U))
1geG
_ ugEG

und das Bild von ¢ ist gleich U, d.h. v ist ebenfalls eine Projektion auf
U. Allerdings ist diese Projektion zusétzlich G-vertraglich. Fiir b € G ist
nédmlich (mit f = gh)

v(h) = =3 g nlg(hn)

geG

= S (S ))

feaq
— b (% > f‘l(ﬂ(f(v))))
fea
= h((v)).
Wir setzen nun W := kern 1. Als Kern einer mit der Operation vertriglichen
linearen Abbildung ist W nach Lemma 28.5 ebenfalls G-invariant, und es ist
offenbar V. = U @ W. d

Satz 28.7. Es sei K ein Korper und G eine endliche Gruppe, deren Ordnung
kein Vielfaches der Charakteristik von K sei. Dann ist G linear reduktiv.

Beweis. Es sei

p: G— GL (V)
eine Darstellung von G. Wir miissen zeigen, dass die Darstellung vollstandig
reduzibel ist, also eine direkte Summe aus irreduziblen Darstellungen ist.
Wir beweisen die Aussage durch Induktion iiber die Dimension von V. Bei
dimg (V) = 0,1 ist nichts zu zeigen. Wenn die Darstellung irreduzibel ist,
so sind wir ebenfalls fertig. Andernfalls gibt es einen echten G-invarianten
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Untervektorraum U C V. Dieser hat nach Lemma 28.6 ein G-invariantes
Komplement W C V. Nach Induktionsvoraussetzung besitzen U und W
jeweils eine direkte Zerlegung in irreduzible Darstellungen. Dies iibertragt
sich auf V. O

DARSTELLUNGSTHEORIE KOMMUTATIVER GRUPPEN

Kommutative Gruppen besitzen eine einfachere Darstellungstheorie, da nur
eindimensionale Darstellungen irreduzibel sind. Dies ergibt sich aus dem so-
genannten Lemma von Schur (der ndchsten Aussage). Die Konsequenzen fiir
die kommutativen affin-algebraischen Gruppen (beispielsweise die multipli-
kative und die additive Gruppe) sind aber recht unterschiedlich.

Y

Issai Schur (1875-1941)

Lemma 28.8. Es sei K ein Korper, G eine Gruppe und seien Vi, Vy zwei
K-Vektorriume mit zwei gegebenen irreduziblen Darstellungen p1: G —
GL (V}) und py: G — GL (V). Es sei p: Vi — V4 eine lineare Abbildung

mat
090 = (OO

fir alle o € G, wobei o; den zu o gehdrenden Automorphismus auf V; be-
zeichnet. Dann ist ¢ = 0 oder aber ¢ definiert eine Aquivalenz der beiden
Darstellungen.
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Beweis. Es sei ¢ # 0. Wir miissen zeigen, dass ¢ ein Isomorphismus ist. Es
sei U := kern ¢. Nach Lemma 28.5 ist U G-invariant. Wegen der Irreduzibi-
litét von py ist U = 0 oder U = V7, wobei die zweite Moglichkeit wegen ¢ # 0
ausscheidet. Also ist der Kern trivial und damit ist nach Lemma 11.4 (Li-
neare Algebra (Osnabriick 2024-2025)) ¢ injektiv. Es sei jetzt W := bild ¢.
Nach Lemma 28.5 ist W ebenfalls G-invariant. Der Fall W = 0 ist wegen
v # 0 ausgeschlossen, also ist W = V5 wegen der Irreduzibilitéit von p, und
somit ist ¢ auch surjektiv. U

Korollar 28.9. FEs sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper, G eine
Gruppe und V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum. FEs sei p: G —
GL (V) eine irreduzible Darstellung und es sei ¢: V — V eine lineare Ab-
bildung mit

g0 = Yoo

fiir alle o € G. Dann ist ¢ eine Streckung.

Beweis. Aufgrund der Voraussetzung an K besitzt ¢ einen Eigenwert \. Wir
betrachten ¢ — AIdy. Da eine Streckung mit jedem Endomorphismus ver-
tauscht, gilt fiir o — A Idy ebenfalls die Voraussetzung. Nach Lemma 28.8 ist
also ¢ — AIdy ein Isomorphismus oder gleich 0. Da es einen nichttrivialen
Kern (nédmlich den Eigenraum zu \) besitzt, muss ¢ — Aldy = 0 sein, also
ist ¢ ein skalares Vielfaches der Identitat. O

Korollar 28.10. Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper und G
eine kommutative Gruppe. Dann ist jede irreduzible Darstellung von G in
einen endlichdimensionalen K -Vektorraum eindimensional.

Beweis. Es sei
p: G— GL (V)

eine irreduzible Darstellung. Wegen der Kommutativitdt von G gilt fiir die
zu 0,7 € G gehorenden linearen Abbildungen

OO0OT = TOO.

Aus Korollar 28.9, angewandt fiir festes 7 und alle o, folgt, dass 7 eine
Streckung ist. Dann sind aber iiberhaupt sdmtliche Automorphismen der
Darstellung Streckungen. Unter einer Streckung ist aber jeder Untervektor-
raum invariant, sodass in diesem Fall jeder Untervektorraum G-invariant ist.
Dann muss aber wegen der Irreduzibilitat V' eindimensional sein. O
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28. ARBEITSBLATT

UBUNGSAUFGABEN

Aufgabe 28.1. Es sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum, auf dem eine
Gruppe G linear operiere. Es sei W C V ein G-irreduzibler Untervektorraum
und U C V ein G-invarianter Untervektorraum. Zeige, dass U N W gleich
W oder gleich 0 ist.

Aufgabe 28.2. Zeige, dass zu jeder Darstellung einer Gruppe G in einen
endlichdimensionalen K-Vektorraum V ein Charakter G — K* gehort.

Aufgabe 28.3. Es sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber einem
Korper K und sei GL (V) die zugehorge allgemeine lineare Gruppe. Zeige,
dass V unter der natiirlichen Operation

GL(V)xV —V, (g,v) — g(v),

irreduzibel ist.

Aufgabe 28.4. Es sei K ein Korper. Man gebe eine Darstellung von Z in
einen endlichdimensionalen K-Vektorraum an, die nicht vollsténdig reduzibel
ist.

Aufgabe 28.5. Es sei K ein Korper. Man gebe eine Darstellung
von (Q*,-,1) in einen endlichdimensionalen K-Vektorraum an, die nicht
vollstéandig reduzibel ist.

Aufgabe 28.6. Wir betrachten die Darstellung der additiven Gruppe

K — GLy(K), t —> <(1) i)

(a) Bestimme einen eindimensionalen invarianten Untervektorraum.

(b) Zeige, dass die Darstellung nicht die direkte Summe von eindimensio-
nalen Darstellungen ist.

(c) Man folgere, dass die additive Gruppe nicht linear reduktiv ist.
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Aufgabe 28.7. Wir betrachten die C-rationale Operation der additiven
Gruppe
G = (C,0,+)

() =6 1) 6) - (37)

und die zugehorige Operation auf dem Polynomring C[X, Y.

auf C? durch

(1) Bestimme die Bahnen der Operation. Skizziere die (reelle) Situation.
(2) Welche Untergruppen treten als Isotropiegruppen auf?
(3) Bestimme den Invariantenring C[X, Y]¢.

Aufgabe 28.8. Zeige, dass es eine nichtalgebraische Darstellung der multi-
plikativen Gruppe R* in R? gibt, die reduzibel ist, aber keine Zerlegung in
eindimensionale Darstellungen erlaubt.

Aufgabe 28.9. Es sei K ein Korper der Charakteristik p > 0. Zeige, dass
die Gruppe Z/(p) nicht linear reduktiv iiber K ist.

Aufgabe 28.10. (a) Zeige, dass die drei Matrizen

L) (0 9) (5 )

beziiglich der Matrizenmultiplikation eine Gruppe bilden, die iso-
morph zur Z/(3) ist.

(b) Finde fiir die in (a) beschriebene zweidimensionale Darstellung der
Gruppe Z/(3) die Zerlegung in irreduzible eindimensionale Darstel-
lungen iiber C.

Aufgabe 28.11. (a) Zeige, dass die drei Matrizen

b)) (5 )

beziiglich der Matrizenmultiplikation eine Gruppe bilden, die iso-
morph zur Z/(3) ist.
(b) Zeige, dass die sechs Matrizen

D) G () o) G ) ()

beziiglich der Matrizenmultiplikation eine Gruppe bilden, die iso-
morph zur symmetrischen Gruppe Sj3 ist.

(c) Zeige, dass die in Teil (b) beschriebene zweidimensionale Darstellung
der S5 iiber C irreduzibel ist.
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Aufgabe 28.12. Wir betrachten die natiirliche Operation der Permutati-
onsgruppe G = S,, auf K".

(a) Bestimme den Fixraum F' der Operation.
(b) Finde ein G-invariantes Komplement, also einen G-invarianten Un-
terraum U C K" mit Fo U = K".

Aufgabe 28.13. Wir betrachten die Darstellung der symmetrischen Gruppe
S3 als Gruppe von Permutationsmatrizen iiber C, also den Gruppenhomo-
morphismus

p: Sg — GLg((C), T+ M.

Bestimme die direkte Zerlegung von p in irreduzible Darstellungen.

29. VORLESUNG - LINEAR REDUKTIVE GRUPPEN II
INVARIANTENRINGE BEI LINEAR REDUKTIVEN GRUPPEN

Wir mochten zeigen, dass der Invariantenring zu einer algebraischen Opera-
tion einer linear reduktiven Gruppe ein direkter Summand ist, woraus folgt,
dass er endlich erzeugt ist. Wir beginnen mit dquivalenten Charakterisierun-
gen von linear reduktiv.

Satz 29.1. Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper und G eine
affin-algebraische Gruppe tiber K. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(1) G ist linear reduktiv.

(2) Zu jeder K-rationalen Darstellung auf einem endlichdimensionalen
K -Vektorraum V besitzt VE C V ein eindeutig bestimmtes G-Kom-
plement W C V. Dabei gilt (W*) = 0.

(8) Zu jeder K-rationalen Darstellung auf einem endlichdimensionalen
K-Vektorraum V und jedem v € V&, v # 0, gibt es eine G-invariante
Linearform f € V* mit f(v) # 0.

(4) Zu jeder K -rationalen Darstellung auf einem endlichdimensionalen
K-Vektorraum V' und jedem G-Untervektorraum U C 'V gibt es ein
G-Komplement.

Beweis. (1) = (2). Essei V.= Vi @ --- @ V,. die Zerlegung in irreduzible
Darstellungen. Wegen der Irreduzibilitit ist (V;)¢ = V; N VY gleich 0 oder
gleich V;, daher ist (nach Umordnung) V¢ = V,®- - -®V,. Die direkte Summe
der verbleibenden irreduziblen Unterrdume, also W = V, .1 &--- @V, bilden
ein G-invariantes Komplement von V. Wenn W' ein solches G-Komplement
ist, so gilt wieder W' NV; = V; oder =0. Bei W/ NV, = 0 fiireini > s+1
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wiare die Dimension von W' zu klein, also muss W/ = W sein. Den Zusatz
kann man fiir die an W beteiligten V; getrennt beweisen. Es sei also
h:V,— K

eine G-invariante Linearform. Bei dimg (V;) > 2 und h # 0 wire der Kern
nach Lemma 28.5 ein echter G-invarianter Untervektorraum im Widerspruch
zur Irreduziblitit von V;. Bei dimg (V;) = 1 und h # 0 wére h eine Bijek-
tion, und dann misste G' auf V; identisch wirken. (2) = (3). Wir betrachten
die lineare Projektion

T V—VC

zur Zerlegung V = V¢ @ W mit dem G-invarianten Komplement V. Diese
ist G-vertréglich, da

(v4+w)o = vo+wo = v+wo

und wo zu W gehort, also dies die Zerlegung von (v + w)o ist. Dabei ist
ferner m(v) = v # 0 und dazu gibt es nach Lemma 14.7 (Lineare Algebra
(Osnabriick 2024-2025)) eine Linearform h: V¢ — K mit h(v) # 0. Die
Linearform h o7 ist G-vertriglich und leistet das Gewiinschte. (3) = (4). Es
sei zunéchst U irreduzibel. Die Rdume Homyg (U, V') und Homg (V, U) sind
nach Aufgabe 29.2 dual zueinander, und zwar {iber die Beziehung

Homy (U, V) x Homg (V,U) — K, (¢,1) — Spur (@ 0 1).

Dabei ist ¢ 0 ein Endomorphismus auf V. Wir fassen die Inklusion U C V
als eine G-vertréigliche lineare Abbildung und damit gemafi Aufgabe 2.17
als ein Element ¢ in Homg (U, V) auf. Nach (3), angewendet auf dieses
Element aus dem Homomorphismenraum, muss es ein G-invariantes ¢ €
Homyg (V,U) = Hompg (U, V)" mit ¥(p) # 0 geben, was Spur (po)) =
Spur (¢ o ) # 0 bedeutet. Die lineare Abbildung

Yoyp: U—U

ist daher nicht die Nullabbildung, und sie ist G-invariant als Verkniipfung
von zwei G-invarianten linearen Abbildungen. Nach Korollar 28.9 ist ¢ o ¢
eine Streckung, die wir zur Identitdt normieren kénnen. Somit ist ¢ eine
G-invariante Projektion auf U und daher ist

V = U @ kern ¢.
Im allgemeinen Fall fithren wir Induktion iiber die Dimension von V. Es sei
also U C V ein G-invarianter Untervektorraum. Es sei
0£U CU

ein G-invarianter irreduzibler Untervektorraum, den es aufgrund der Endlich-
keit der Dimension geben muss. Nach der Voriiberlegung ist V- = U’ @& V/,
wobei V' ebenfalls G-invariant ist. Es ist dann

U=U@aUnV".
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Aufgrund der Induktionsvoraussetzung ist
Vi=UnV)YaW
mit einem G-invarianten Untervektorraum
wcv
und daher ist
V=UaV =UaUnVYeW =UaW.
(4) = (1). Induktion {iber die Dimension von V. O

Wir wollen zeigen, dass der Invariantenring zu einer algebraischen Operation
einer linear reduktiven Gruppe auf einer K-Algebra von endlichem Typ ein
direkter Summand ist, wobei wir Satz 29.1 auf geeignete endlichdimensionale
G-Untervektorrdaume V' anwenden wollen. Dazu miissen wir zunéchst sicher-
stellen, dass jedes f € R in einem endlichdimensionalen G-Untervektorraum
V' C R liegt. Es sei G = Spek (H) ein affines Gruppenschema zu einer end-
lich erzeugten K-Hopf-Algebra H. Die Operation von G auf X = Spek (R),
dem Spektrum einer endlich erzeugten K-Algebra, ist dquivalent zu einem
Ringhomomorphismus (der Kooperation)

N: R— H®gR

(mit bestimmten Eigenschaften). Fiir ein f € R kann man dabei

N(f) = Zai®fz‘
i=1

mit a; € H und f; € R schreiben. Die Operation des K-Spektrums von H
auf R ist folgendermaflen gegeben: Ein Gruppenelement o € K —Spek (R),
also ein K-Algebrahomomorphismus

o: H— K,

schickt eine Funktion f auf

n

fo = Za(ai)®fi~

i=1
Es wird also die Hintereinanderschaltung

o

RN HeorREY Ko R R
betrachtet.

Lemma 29.2. Fs sei K ein Korper, G ein affines Gruppenschema tiber K
und
v: Gx X — X

eine K-algebraische Operation von G auf einem affinen Schema
X = Spek (R),
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wobei R eine kommutative K-Algebra sei. Dann liegt jedes f € R in einem
endlichdimensionalen G(K)-invarianten K -Untervektorraum von R.

Beweis. Wir betrachten die zur Operation gehorige algebraische Situation,
also den K-Algebrahomomorphismus

N: R— H®gR,
wobei H die Hopf-Algebra zu G sei. Es sei

n

N(f) = Zai®fi

i=1
mit a; € H und f; € R. Fiir jedes 0 € G(K) ist

n

Jo = ZU(Gi)®fi = Za(ai>fi7

i=1

d.h. diese liegen alle in dem von fi,..., f, erzeugten K-Untervektorraum
von R. Der von all diesen fo, 0 € G(K), erzeugte Untervektorraum ist also
G (K)-invariant und endlichdimensional. 0

Satz 29.3. Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper, G eine line-
ar reduktive Gruppe tber K, die auf einer endlich erzeugten K-Algebra R
algebraisch operiere. Dann ist R C R ein direkter Summand.

Beweis. Es sei V' C R ein endlichdimensionaler G-Untervektorraum. Nach
Satz 29.1 (2) ist V = V¢ ® W mit einem G-Komplement, das iiberdies
eindeutig bestimmt ist und fiir welches (W*)“ = 0 gilt. Es ist sinnvoll, zuerst
die Eindeutigkeit einer G-invarianten Reynolds-Abbildung nachzuweisen. Es
sei

®: R — RY
eine G-invariante Reynolds-Abbildung. Nach Lemma 29.2 gibt es zu jedem
f € R einen endlichdimensionalen G-Untervektorraum V' C R mit f € V,
es sei W das G-invariante direkte Komplement von V¢ in V. Hierbei ist
O(W) = 0. Bei u € &(W), u # 0, kénnte man ndmlich mit Hilfe einer
K-linearen Abbildung

h: R — K
mit A(u) # 0 eine Linearform # 0 auf R, ndmlich h o ®, angeben, die zu
(W*)€ gehort, was ein Widerspruch zu Satz 29.1 (2) wire. Die Einschrinkung
|y e ist die Identitéit auf V& und damit ist o(V) C V& C V. Durch diese
Eigenschaften ist ® auf V' eindeutig bestimmt und somit kann es maximal
eine Reynolds-Abbildung geben. Zur Existenz. Wir wihlen zu f € R geméif
Lemma 29.2 einen endlichdimensionalen G-Untervektorraum V' C R mit
f € V und setzen

(f) = mv(f),
wobei

my: V— VY CRC
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die Projektion von V auf V¢ lings des G-Komplementes Wvon V& in V be-
zeichnet. Dabei ist ®( f) unabhéngig von der Wahl von V. Zu einem anderen
V’ ist ndmlich 7wy |y = 7y |vay. Um dies zu zeigen kann man V' C V' an-
nehmen. Aus V' = (V)¢ @ W’ ergibt sich durch Schneiden mit V' sofort eine
Zerlegung von V, die wegen der Eindeutigkeit mit V¢ @ W iibereinstimmen
muss. Somit haben wir eine wohldefinierte K-lineare Abbildung

®: R — RC.
Zu f € RY ist natiirlich f € V¢ (fiir einen gewihlten Untervektorraum)
und somit ist die Einschrinkung von ® auf R die Identitit. Fiir ein Grup-
penelement ¢ € G und f € R kann man ®(fo) mit dem gleichen Untervek-
torraum V' berechnen. Es sei f = (u,w) die Zerlegung von f in der direkten
Zerlegung

V=VioW
Die Zerlegung von fo hat dann die Form (u,w’), da ja die Zerlegung die
Gruppenoperation respektiert und die Gruppe in der ersten Komponente
identisch operiert. Somit ist

O(fo) = mv(fo) = u = mv(f) = @(f),
und @ ist in der Tat eine G-invariante Reynolds-Abbildung. U

Satz 29.4. FEs sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper, G eine linear
reduktive Gruppe iber K, die auf einem endlichdimensionalen K -Vektorraum
V' K-rational operiere. Dann ist der Invariantenring K[V]% eine endlich
erzeugte K-Algebra.

Beweis. Dies folgt aus Satz 29.3 und aus Korollar 12.7 (die Homogenitéts-
voraussetzung ist erfiillt). O

Satz 29.5. Es set K ein algebraisch abgeschlossener Korper, G eine linear
reduktive Gruppe tiber K, die auf einer endlich erzeugten K-Algebra R K-
algebraisch operiere. Dann ist der Invariantenring RC eine endlich erzeugte

K-Algebra.

Beweis. Essei f1,..., f, ein K-Algebraerzeugendensystem von R. Nach Lem-
ma 29.2 gibt es einen endlichdimensionalen K-Untervektorraum V C R,
der G-invariant ist und die f; enthélt. Es sei K[V] der zum Vektorraum V'
gehorende Polynomring, auf dem G linear operiert. Es ist

p: K[V] — R

ein surjektiver K-Algebrahomomorphismus, der mit den Operationen von GG
vertriiglich ist. Zu einem invarianten Element f € RY gibt esein h € K|[V],
das auf f abbildet. Wiederum nach Lemma 29.2 gibt es einen endlichdimen-
sionalen G-invarianten Untervektorraum U C K[V] mit A € U. Dann ist
f € p(U) ebenfalls G-invariant und nach Aufgabe 29.8, angewandt auf

plv: U — p(U),
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gibt es auch ein G-invariantes b’ € K[V, das auf f abbildet. Es ist also
K[V]¥ — R®

ebenfalls surjektiv. Nach Satz 29.4 ist K[V]¢ und somit R endlich erzeugt.
U

29. ARBEITSBLATT

UBUNGSAGABEN

Aufgabe 29.1. Es sei K ein Korper und es sei A eine m x n-Matrix und B
eine n X m-Matrix iiber K. Zeige

Spur (Ao B) = Spur (B o A).

Aufgabe 29.2. Es sei K ein Korper und es seien V' und W endlichdimen-
sionale K-Vektorrdume. Zeige, dass durch die Spur

Homyg (V, W) x Homg (W, V) — K, (A, B) — Spur (Ao B),

eine vollstédndige Dualitéit gestiftet wird, dass also die Homomorphismenriu-
me Hompg (V, W) und Homg (W, V) in natiirlicher Weise dual zueinander
sind.

Aufgabe 29.3. Wir betrachten auf dem V' = K™ die Operation der mul-
tiplikativen Gruppe K* eines algebraisch abgeschlossenen Korpers K, die
durch
KX x K" — K", (t, x1, ..., ) — (t"xq, ..., t""x,)
zu einem fixierten Tupel (ay, ..., a,) € Z" gegeben ist.
(a) Bestimme V©.

(b) Bestimme das K *-invariante Komplement von V.
(c) Zeige, dass die Projektion

V— Ve

G-vertréglich ist.
(d) Zeige, dass die Zerlegung von V' in irreduzible Untervektorraume nicht
eindeutig bestimmt sein muss.
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Aufgabe 29.4. Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Kérper der Charak-
teristik # 2. Wir betrachten die Operation der allgemeinen linearen Gruppe
G = GLy(K) auf dem Vektorraum der 2 x 2-Matrizen V' = Matoys(K)
durch Konjugation, also

GLy(K) x Matgys(K) — Matyyo(K), (g, M) — gMg™.

(a) Beschreibe die Operation explizit.

(b) Bestimme den Untervektorraum V¢. Verwende den Satz iiber die
Jordansche Normalform!

(c) Beschreibe die invariante Projektion

vV —VE.

Aufgabe 29.5. Es sei GG eine endliche Gruppe, die auf einer kommutativen
K-Algebra R als Gruppe von K-Algebraautomorphismen operiere. Zeige,
dass jedes f € R in dem von den fo, o € G, erzeugten K-Untervektorraum
liegt, dass dieser endlichdimensional und G-invariant ist.

Aufgabe 29.6. Es sei K[X},...,X,] ein iiber einen Gruppenhomomorphis-
mus 6: Z" — D in eine kommutative Gruppe graduierte Polynomalgebra
mit der zugehorigen Gruppenoperation der Charaktergruppe DY im Sinne
von Lemma 7.9. Zeige, dass zu f € K[X;,...,X,] der K-Untervektorraum,
der von den homogenen Komponenten von f erzeugt wird, endlichdimensio-
nal und invariant unter der Gruppenoperation ist.

Aufgabe 29.7. Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Kérper und G ei-
ne linear reduktive Gruppe iiber K, die auf einem endlichdimensionalen K-
Vektorraum rational operiere. Zeige unter Betrachtung der homogenen Kom-
ponenten von K [V] ohne Verwendung von Satz 29.1 und Lemma 29.2, dass
K[V]% ein direkter Summand von K[V] ist.

Aufgabe 29.8. Essei G eine linear reduktive Gruppe iiber einem algebraisch
abgeschlossenen Korper K, und es seien zwei rationale Darstellungen von G
in die beiden endlichdimensionalen K-Vektorrdume V' und W gegeben. Es
sei

p: V—W
eine surjektive lineare Abbildung, die mit den Operationen vertriglich sei.
Zeige

p(VE) = we.
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30. VORLESUNG - KLASSISCHE GRUPPEN
DIE KLASSISCHEN GRUPPEN UBER C

Wir moéchten zeigen, dass iiber den komplexen Zahlen die klassischen linearen
Gruppen linear reduktiv sind. Dies stimmt nicht in positiver Charakteristik,
so dass man dafiir keinen algebraischen Beweis erwarten kann. Im Gegenteil
benutzt der Beweis mafitheoretische Methoden, die wir aber nicht vollstéandig
vorstellen kénnen.

Lemma 30.1. Es sei K ein Kérper und V' ein endlichdimensionaler K -
Vektorraum. Es sei G eine affin-algebraische Gruppe iiber K, die auf V' K-
rational operiere. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Fir einen Vektor v € V und einen K-Untervektorraum U C 'V ist
lgeGlglv)elU; C G

Zariski-abgeschlossen.
(2) Zu einem K-Untervektorraum U C 'V ist

H={geG|g(U)CU} CG

eine Zariski-abgeschlossene Untergruppe von G (also selbst eine li-
neare Gruppe).

Beweis. (1). Die Operation
GxV -—V

ist nach Voraussetzung ein K-Morphismus und somit ist insbesondere zu
jedem v € V die induzierte Abbildung

¢v: G—>V7 g'—>g(v>a

ein Morphismus (¢, ist die Hintereinanderschaltung von G — G x V, g —
(g9,v), mit der Operationsabbildung). Da U C V Zariski-abgeschlossen ist,
ist auch das Urbild ¢; ! (U) abgeschlossen. (2). Offenbar ist H eine Untergrup-
pe von G. Es sei vy, ..., v, eine Basis von U. Die Bedingung g(U) C U ist
aquivalent zu g(v;) € U fir¢ = 1,...,r. Daher ist H der Durchschnitt von
endlich vielen (nach (1)) Zariski-abgeschlossenen Mengen und somit selbst
abgeschlossen. O

Wir mochten zeigen, dass die linearen Gruppen GL,(C) und SL,(C) iiber
den komplexen Zahlen linear reduktiv sind. Dazu brauchen wir einige ana-
lytische Hilfsmittel (die Aussage gilt nicht in positiver Charakteristik), und
zwar die Existenz des Haarschen Mafles. Dazu zitieren wir den folgenden
maftheoretischen Satz.

Satz 30.2. Auf einer kompakten topologischen Gruppe G existiert ein Majs
(auf der o-Algebra der Borelmengen) mit den beiden folgenden Figenschaften.
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(1) i(T) = p(g(T)) fir jede messbare Menge T C G.
(2) Esist u(G) = 1.

Das Maf$ ist durch diese beiden Eigenschaften eindeutig bestimmit.

Diese Eigenschaften heiflen Translationsinvarianz und Normierung. Das
MaB, dass geméafl diesem Satz in einer kompakten Gruppe existiert, heifit
Haarsches Maps.

Beispiel 30.3. Auf der 1-Sphire S! lisst sich das Haarsche Maf$ einfach
direkt definieren. Fiir einen Kreisbogen A C S!' zu einem Winkel o im
Bogenmafl muss natiirlich x(A) = «/27 sein. Das Haarsche Maf ist also
das 1/27-fache des Bogenmafles. Dieser Ansatz liefert nicht nur ein Maf fiir
zusammenhéingende Teilbogen, sondern fiir jede Borelmenge, indem man von
der messbaren Bijektion

¢: [0,27) — S*, t — (cost,sint),
ausgeht und fiir eine Borelmenge B C S! das Haarsche Ma8 durch
A~ (B))
B) = ——71—>
u(B) o
definiert, wobei A das eindimensionale Borel-Lebesgue-Mafl bezeichnet.

Die Existenz des Haarschen Mafles bedeutet insbesondere, dass iiber G eine
sinnvolle Integrationstheorie moglich ist. D.h. fiir stetige Funktionen

f: G—C

/Gfdu

definiert. Die Translationsinvarianz fithrt zu

/G fdu = /G Pwdp = /G Fondy

fiir jedes Gruppenelement h € G, aufgefasst als Links- oder als Rechtsmul-
tiplikation A, pp: G — G. Mit der Existenz des Haarschen Mafles kann
man auch stetige Abbildungen von G in einen endlichdimensionalen R-
Vektorraum integrieren.

ist das Integral

Satz 30.4. Es sei G eine kompakte Gruppe und
p: G— GL (V)

eine stetige Darstellung auf dem endlichdimensionalen C-Vektorraum V.
Dann gibt es eine direkte Zerlegung von V' in irreduzible Darstellungen.

Beweis. Wir zeigen, dass ein G-Untervektorraum U C V ein G-Komplement
besitzt, daraus folgt die Aussage wie Satz 28.7 aus Lemma 28.6. Auch der
Beweis ist analog zu Satz 28.7. Es sei

T V—U
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eine lineare Projektion von V auf U. Zu v € V ist die Abbildung
G —V, gr— g(n(g~" (v))),
stetig. Wir definieren

(o) = /G o(n(g™ (v)))dp.

Aufgrund der Linearitdt von g und der Linearitdt des Integrals ist v eine
lineare Abbildung, deren Bild in U liegt, da dies fiir 7 gilt und da U G-
invariant ist. Fir u € U ist

blu) = /G g(r(g™ () dp — /G 9~ (w))du = /G udp = u.

Also ist ¢ ebenfalls eine lineare Projektion von V auf U. Fiir beliebige h € G
und v € V ist aufgrund der Translationsinvarianz (in der zweiten Gleichung)
und der Vertréglichkeit von Integralen mit linearen Abbildungen im Zielraum
(in der vierten Gleichung)

b(ho) = /G g(m(g™ () dp
- /G (hg)(x((hg)~ (hv)))dp
_ /G h(g(m(g™ (v))))ds

- h( / g(ﬂ(gl(v)))du)

= h(v),

sodass ¥ mit der Gruppenoperation vertréaglich ist. Also ist kern ¢ nach Lem-
ma 28.5 ein G-invarianter Untervektorraum und somit ein G-Komplement

von U. O

Der Satz von Maschke ist ein Spezialfall des vorstehenden Satzes, da man eine
endliche Gruppe mit der diskreten Topologie versehen und zu einer kompak-

ten Gruppe machen kann. Das Haarsche Maf ist dabei einfach das normierte
Zahlmaf.

Lemma 30.5. FEs sei G eine affin-algebraische Gruppe iber C derart, dass
es eine kompakte Untergruppe K C G gibt, deren Zariski-Abschluss gleich
G ist. Dann ist G linear reduktiv.

Beweis. Wir zeigen, dass es zu jeder C-rationalen Darstellung
p: G— GL (V)

auf einem C-Vektorraum V und einem G-Untervektorraum U C V ein G-
Komplement gibt. Die induzierte Darstellung

p: K — GL(V)



263

ist stetig. Daher gibt es nach Satz 30.4 ein K-Komplement W C V. Wir
betrachten

H = {geG|gW)=W}
Dies ist eine Untergruppe von G, die K umfasst. Nach Lemma 30.1 ist H
Zariski-abgeschlossen und daher gleich G. U

Die linearen Gruppen
GL,(C), SL,(C), 0,(C), SO, (C), Sp,, (C)
nennt man auch die klassischen Gruppen.

Definition 30.6. Es sei K ein Korper und E,, die Einheitsmatrix der Lénge
n. Eine Matrix M € GL,(K) mit

M"M = E,

heifit orthogonale Matriz. Die Menge aller orthogonalen Matrizen heifit or-
thogonale Gruppe, sie wird mit

O,(K) = {M € GL,(K) | M"M = E, }
bezeichnet.
Man beachte, dass dies bei K = C nicht die unitiare Gruppe ist. Die Gruppe,

die aus allen speziellen orthogonalen Matrizen besteht, also die Determinante
1 besitzen, heifit spezielle orthogonale Gruppe.

E,, 0
GLom(K), wobei E,, die Einheitsmatrix der Linge m ist. Eine Matrix

Definition 30.7. Es sei K ein Korper und [,, = (0 _Em> €

S"I,S = I,

heifit symplektische Matriz. Die Menge aller symplektischen Matrizen heifit
symplektische Gruppe, sie wird mit

SPom (K) = {S € GLayw(K) | S"1,,S = I,,}

bezeichnet.

Da die definierenden Bedingungen dieser Gruppen ein System aus algebrai-
schen Gleichungen bilden, sind diese Gruppen affin-algebraisch, es handelt
sich also um lineare Gruppen.

Satz 30.8. Die klassischen Gruppen
GL,(C), SL,(C), 0,(C), SO,(C), Sp,, (C)
besitzen Zariski-dichte kompakte Untergruppen.
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Beweis. Wir skizzieren einen Beweis fiir die allgemeine lineare Gruppe
GL,(C). Sie enthélt die unitdre Gruppe U,(C) als Untergruppe, die nach
Aufgabe 30.2 kompakt ist. Fiir n = 1 ist beispielsweise GL;(C) = C* und
U, (C) = St die S! ist eine kompakte Gruppe, deren Zariski-Abschluss ganz
C* ist, da ein Polynom, das auf S* verschwindet, das Nullpolynom sein muss.
Bei groflerem n ist die Argumentation deutlich komplizierter.

Wir benutzen die Exponentialabbildung fiir Matrizen, also die Abbildung
exp: Mat, (C) — GL,(C),

__ — 1 _ Lo 1,
Ar—>eXpA.—;0k!A =Byt At gA? 4 oA 4
Dabei bedeutet A™ die n-te Potenz der Matrix beziiglich der Matrizenmulti-
plikation. Man kann zeigen, dass die definierende Reihe gegen eine invertier-
bare Matrix konvergiert, sodass die Abbildung wohldefiniert ist und dass sie
analytisch ist, also in jeder Koordinaten durch eine Potenzreihe in n? vielen
komplexen Variablen gegeben ist. Insbesondere ist die Abbildung komplex-
differenzierbar. Ferner ist die Exponentialabbildung surjektiv.

Wir betrachten nun den Untervektorraum S der schiefhermiteschen Matri-

zen, das sind diejenigen Matrizen A = (wjk),; <, Mit wy; = —Wy. Das

sind diejenigen Matrizen, die fiir beliebige Vektoren z,y € C die Bedingung
(Az,y) = —(z, Ay)

fiir das komplexe Standardskalarprodukt erfiillen. Wir behaupten, dass die
schiefhermiteschen Matrizen unter der Exponentialabbildung auf unitare Ma-
trizen abgebildet werden. Es sei also A eine schiefhermitesche Matrix. Auf-
grund der eben formulierten Eigenschaft gilt fiir eine beliebige quadratische
Matrix B und Vektoren u,v € C™ die Gleichheit

(ABu, Bv) = — (Bu, ABv).

Fir B = exp (tA) mit einem beliebigen (reellen oder komplexen Parameter)
t ergibt dies

(Aexp (tA) u,exp (tA) v) + (exp (tA)u, Aexp (tA)v) = 0.
Dieser Ausdruck ist aber die Ableitung der Abbildung
R — C, t — (exp (tA) u,exp (tA) v),
was man sieht, wenn man diese Abbildung als Hintereinanderschaltung
R — Mat,(C) — C" xC" — C
mit
t—exp (tA), C+— (Cu,Cv), und (w,z) — (w, z)

schreibt. Daher ist (exp (tA) u, exp (tA) v) unabhéngig von ¢ und somit gleich
(u,v), da dies der Wert fiir ¢ = 0 ist. Also ist exp (tA) eine Isometrie fur
jedes t und insbesondere ist exp (A) eine Isometrie, also eine unitare Matrix.



265

Wir miissen jetzt zeigen, dass der Zariski-Abschluss der unitdaren Gruppe
gleich der allgemeinen lineare Gruppe ist. Dazu sei f € C[X,;] ein Polynom
in n? Variablen, das auf der unitéiren Gruppe verschwindet. Es ist f = 0 zu
zeigen. Wir betrachten die Verkniipfung ¢ = f o exp, die eine holomorphe
Funktion auf Mat, (C) = C" ist. Wegen der erwihnten Surjektivitéit der
Exponentialfunktion geniigt es zu zeigen, dass ¢ = 0 ist. Nach der Voriiber-
legung verschwindet g auf dem reellen Untervektorraum S der schiefhermite-
schen Matrizen. Daher verschwindet fiir jeden Punkt P € S auch die totale
Ableitung ¢'(P) (also die durch die partiellen Ableitungen von g in P ge-
gebene komplexe Linearform) auf diesem Untervektorraum. Wir betrachten
daher zuerst den Fall einer komplexen Linearform L auf Mat, (C), die auf
den schiefhermiteschen Matrizen verschwindet. Wir ersetzen die Variablen
W;; von Mat,(C) durch Wj;, W, — Wi, Wi, + Wi; ( j # k). Die Bedin-
gung schiefhermitesch bedeutet in diesen Variablen, dass die Imaginérteile
von W, — Wy, und dass die Realteile von Wj;, Wy, + Wy, gleich 0 sind. Der
Kern von L enthélt also zu jedem Element u der transformierten Basis ei-
ne volle reelle Gerade Ru und damit muss {iberhaupt u zum Kern gehoren,
d.h. L = 0. Dies bedeutet wiederum, dass ¢’'(P) = 0, und daher sind die
partiellen Ableitungen von ¢ in jedem Punkt P € S gleich 0. Dies kann
man iterativ auf alle hheren partiellen Ableitungen anwenden. Das bedeu-
tet, dass die holomorphe Funktion ¢ in jedem Punkt von S durch die triviale
Potenzreihe gegeben ist. Dann ist {iberhaupt g = 0. U

Satz 30.9. Die klassischen Gruppen
GL,(C), SL,(C), 0,(C), SO,(C), Sp,, (C)

sind linear reduktiv.

Beweis. Dies folgt aus Satz 30.8 und aus Lemma 30.5. O

30. ARBEITSBLATT

UBUNGSAUFGABEN

Aufgabe 30.1. Finde eine kompakte Untergruppe innerhalb der komplexen
invertierbaren Diagonalmatrizen, die Zariski-dicht ist.

Aufgabe 30.2. Zeige, dass die unitdre Gruppe U, (C) (als Teilmenge des
C"Q) abgeschlossenen und beschrénkt, also kompakt ist.
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Aufgabe 30.3. Zeige, dass die additive Gruppe (C,+,0) keine kompakte
Untergruppe enthélt, die in der Zariski-Topologie dicht ist.

Aufgabe 30.4. Es sei A € Mat,(C) eine Matrix. Zeige, dass exp A in der
C-Unteralgebra C[A] liegt.

Aufgabe 30.5. Zeige, dass fiir vertauschbare Matrizen A, B € Mat,,(C) die
Beziehung

exp (Ao B) = (expA) o (exp B)
gilt.

Aufgabe 30.6. Es sei A € Mat,,(C) eine Matrix. Zeige, dass die Ableitung
der Abbildung

C — GL,(C) € Mat,(C), t — exp (tA),
gleich A o exp (tA) ist.

Aufgabe 30.7. Es sei A € Mat,(C) eine Matrix mit der Eigenschaft
exp (tA) € U,(C) fiir alle t € C. Zeige, dass A schiethermitesch ist.

Aufgabe 30.8. Zeige, dass man auf die Exponentialabbildung
exp: Mat,(C) — GL,(C) C Mat,,(C), A — exp A,

in der Nullmatrix den Satz iiber die Umkehrabbildung anwenden kann.
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