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Uber die Schnelligheit der Ausmerze von Erbbrantheiten
durdy Sterilifation.

Bon Defrid Mittmann in Berlin.

Die Betradhtung von Gterilifierungserfolgen ift febr unbequen, wemn man die Tandlung
der Bevolferung iiber langere Generationsfolgen unterfudyen will und dabei die LBerdnderiing
oer Bevdlferung fdyrittiveife von Generafion s Generation beftinunt. Die Umftandlichfeit
oee Hedyens ift ganz befonders damn ju verfpiiven, wenn man die Wimabme rezeffiven Erb-
gangs und gufallsmagiger Gattenmwabl madyt. Betanutlidy bewirke ja die Eeerilifierung pon
Grbtranten eiven um fo fdywadyeren progentualen Rikgang der Srantbeitsanlagen, je
regeffiver die betradyfefe Grbtrantbeit iff uud je ftarfer die Bermifdhung gegenfaslider Er-
fdyeimmgesformen bei der Gattenwabl ift.

Die Differengengleichung oder das Syftem von Differengengleihungen, durdy weldye der
Ubergang gwifdhen swei aufeinanderfolgenden Genevationen vermittelf wird und mif deren
Hilfe man den Ridgang der Krantbeitsanlagen wabrend einer Generation berechnen Fann,
ift im allgemeinen nidyt infegrierbar. Jyn einigen Fallen aber, in denen der lbergang gwifdyen
gwei aufeinamderfolgenden Generafionen durdy eine eingelne Differengengleicdhung gegeben
ift, 4G fidy die Yntegration durdfithren, oder es [afit fich wenigftens ein Naberungsver-
fabren angeben, um den funktionellen Bufammenbang gwifchen der Generationszabl und der
Wabridyeinlidkeit der Krantheitsanlage gu finden.

1. Jntegration der Differengengleihung bei Unsfdhaleung famelicher
Kranten von der Fortpflanzung.

Sall des vegeffiven Grbgangs. Eine GrbErantbeif werde ouredh ein mendelndes
Uulagenpaar Afa bedingt. Dabei fei A die Krantheitsanlage und a die Gefimdbeits:
anlage. Die Krantheitsanlage 4 fomme fn der Bevbdlferung mif der IBabr{dyeinlichteit p
vor, die Gefundbeitsanlage mit der Gegenwabridyeinlidyeit ¢ =1 —p. Ein Bevbdlterungs-
mitglied bann dann enfweder die Exbbefthaffenbeit 4 A4 haben oder die Erbbefrhaffenbeit A a
oder die Erbbefchaffenbeit aa. Die 1Babridyeinlicheiten diefer drei Crbbefdyaffenbeiten
mogen mif z,, byw. z,, byw. z, begeihuet werden, falls es fich um die exbmdgige Jufammen:
feiung der Bogoten (befrudsteten Eizellen) handelt oder um die erbmagige Jufammenfetung
der jungen Mitglieder einer Genevation, bei denen nod) Eeine Ausmerge wictfam war.
Die Wabrfdyeinlichteit der Kranfheitsanlage iff daun gegeben duvdy

1

p=2z,+ g %
Entfpredhend ijt die Wabridyeinlichfeif einer Gefumdbeitsanlage gegeben durdy
1
q==z, 'l‘ 9 g

Dowifde Mathematit, Jobrg, 8, Hefi 6. 48
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Die Ausmerge foll fo geartet fein, daf mur die Kranten von der Fortpflanzung ausqefchaltet
werden; alle Gefunden follen fid)y mif normaler Gtdrfe fortpflangen. Da im Falle vegeffiven
Grbgangs nur die A A-Eingelwefen gu den Stranfen gebdren, werden bei rezeffivem Erbgang
nur die Eingeliwefen mit der Erbbefthaffenbeit A4 von den Ausidyalfungsmagnabmen be-
troffen. Begeichuen riv mit N die abfolute Babl aller Bevslferungsmitglieder, fo find N z,
Strante vor der Ausfehaltung vorbanden. Mady erfolgter Ausfdaltung feien N z,(1 -+ T)
frante vorbanden, wobei wir formelmagig audy die Moglidteit erfaffen wollen, dafi nur
ein Leil der Kranten ausgefdhaltet wird. Somit ift nady erfolgter Ausfhalfung die Iabr-
fdyeinlichfeit der 4 A-Cingeliwefen gegeben durd

2,14+ T)

I R T iy
oie IBabrfdyeinlidhfeit der Aa-25efen durd

Z

i
14-T z,
und oie IBabrfdyeinlicdhEeif der aa-18efen durd)

%, =

Die nady erfelgter Lusfdyaltung in der Bevodlferung vorbandenen Unlagen fimd nun
gerade die AUnlagen, die an die unadytfelgende Genevation weitergegeben werden. Es ift
daber die Iabr{deinlidyfeif einev A-Anlage in der nadyjtfolgenden Generation gegeben durd)
ZG{] G I g
1+ Tz, ' 21+Tz,"

Giir den Fall der Ausfdyaltung famelider Kvanfen ift 7'= — 1, alfo

() p=3 -

¢ P=Z,+5%,=

—Z

']

Dabei hangt der Iert der Iabrfdeinlidyteiten z, und 2z, von der vorber ftaftgefundenen
Gattemwabl ab. 26ir wollen bier annebmen, dafi die Gattenwabl nur vom Eridheinungs:
bild der gur Gatfenmabl tommenden Eingelwefen abbdngt und daf inmerhalb der Kranten
teine Abbangigteit der Gattenwabl vom Erfdeinungsbild beftebt (d. b. daff innerbalb der
Rrauten vein gufallsmafige Gattermwabl berrfdht) und dafi ebenfo fumerhalb der Gefunden
teine Ubbangigfeit der Gattemmwabl vom Er{deinungsbild befteht (. b. dafi innerhald der
Gefunden rein gufallsmdfige Gattenmwabl berr{dyt). Da nun ferner, wie angenommen, famt-
licdhe Sranten von der Fortpflangung ausgefhaltet werden, geben nur die Unlagen der Ge-
junden an die junge Generation fiber. Die Walbrfheinlichbeiten der drei Erbbefthaffens
beiten A4, Aa und aa find demmadh in der auf die Uusgangsgeneration folgenden
®eneration gegeben durd)

z,=1°,
by,

4=294,
by,

Z,=@q.

Werden in diefer newen Beneration wieder familiche Kvanken von der Forfpflanzung
ausgefehaltet und findef innerbalb der Gefunden eine zufallsmafiige Gatfenwabl ftatt, jo
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babent die an die pweiffolgende Generation fbermittelten Srvantheitganlagen die IBabr-
fbeinlichteit
’ = 1 5 B
) =3 i, " itp

Diefe Gleidhung gilt fiv alle folgenden Genevationen. 2Giv fomnen fie alio als eine
Differemzengleidyung auffaffen, durd) weldye die Leranderung der IBabrfdeinlichfeit der
Krantbeitsanlage im Laufe der folgenden Generationen gegeben ift.

Die Differenzengleichung (3) ift leidye [Bsbar. Wir erbalten fir oie 1Babridyeinlichteit
ver Rrautheitsanlage in der n-fen auf die Ausgangsgeneration folgenden Beneration

; (W p
@ Py m—np"
Nady (2) Fonnen wir noch p durdy die evbmagige Fufammenietung der Ausgangsgeneration
erfeGen und erbalten fo fir die IBabr{dyeinlichbeit ver A-AUnlage in der w-fen auf die Aus-
gangsgeneration folgenden Generafion

(8)

Loft man Gleidyung (5) nady » auf, fo betommt man die Jabl von Generationen, nady

deren Verlauf die Wabrfdyeinlichfeit der Kvantbeitsanlage einen vorgeqebenen 28ert [13
anuirmme:

() s s

?JZBzf—i—{n-I- i-)z‘zﬂqjl— nz,"

L o (m) ()

6) O e S
)
> P P

Sall der feilweife dominanten Erbgdnge. Jm Salle eines feilieife dominanfen
Grbgangs gebove ju den Sftranfen aufer den Eingelwefen mit der Erbbefdhaffenbeit 4.4 audy
nod) der Brudyfeil A der Eingelroefen mit der Crbbefdyaffenbeit 4 a. MNady exfolgter Krantens
aus{chaltung iff mun

z (14 1T)
- A @
éou 1+ Tz +2z)"
, _ E+AT)
fT A T, Az
Z i

SRS [P Y

Und fir die I8abridyeinlidyteit dev Krvankheitsanlage nady evfolgter Ausfdalfung erqibt fidy
jetst

- S U 1, %041 1 2z(1+iT)
Jm Salle der Auefdhaltung famelider Kranfen perveinfadyt fidy diefer Uusdruc, wnd wir
echalten fiie die ABabr{dyeinlichbeit der Krantheitsanlage in der auf die Uusgangsgeneration
folgenden Generation

f =i 1 3:“‘ \sa J’)

(8) - ==
Hierbei bangt die erbmafiige Sujammenfeung der Ausgangsgeneration wieder voun der
vorber ftattgebabten Gattenwabl ab. IBird die Gattemvabl nur dadurdy beeinflufit, ob der
Partner das Erfheimmgabild , Frant” oder das Ervfcheimmasbild ,gefund” baf (wobei inner:

48*
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balb der franten Feine Llnterfcbiede mirffam {ind und wobei aud) inner[]f{n[b Der Ghejunden
teine Unterfdyiede wivifam find), fo werden bei Ausicbaltung famelicher Steanken nur durdy
die gefumden Bevolkerungsmitglieder Erbanlagen weitergegeben. Wegen z,=P*, Z, =2 ¢
und z, = 7* wird

o Yol z (1—2)p
9 '

P="9 1—5,—4:, 1+0—2Np"
Gleichung (9) qilf fiir alle folgenden Genevationen, und daber Eonnen wiv fie als Diffevenzen:
gleichung auffaffen, welde die Bevéterungswandlung im Yaufe der folgenden Generationen
vevnitfeli.

dudy diefe Differengengleidhung erlaubt eine cinfadye Lojung. 28ir beFommen

1— "1
o g o
g A i (1-—24p
il | .
Befonvers einfady wird die Lofung im Falle des balbdominanten Erbgangs. Fir 4= g Wird
X m  p

Nady (8) tdunen wir p duveh die erbmdgige Jufammenfesung der Ausgangsgeneration
erfeBen und betommen fiie die 2abr{deinlidyteit der RKrantheitsanlage in der n-fen auf
die Unsgangsgenervation felgenden Generation

. i Az (1 =
(1—4)z, 424z, ~(1—22}z (1 4)

Jm Falle des balbdominanten Erbgangs 1=1 5 eraibt fidy der einfache Ausdrud
" (n) %y
(]1) P=q2!l|-l'
Durdy Uuflofung nady » erlangen wir die Jabl der Generationen, nady denen die Wabr-
2 ' (n) :
febeinlichteit der Srantheitsanlage einen vorgegebenen Wert p erveicht. Formel (11) ergibe
nath n anfgeldjt

\ 2, i+ -2 %]
(12) n:lgm'[ Ao
P 10— Nz, + 212,

Jm Falle des halbdominanten Erbgangs wird

1
gy —7-

(12') n=lg " :1g3.
2q9p
Beifpiel. Uls Beifpiel fei eine BevdlFerung gewdblf, die die Krantbeitsanlage mit der
Wabrfdeinlichfeit p = 0,03 enthdlt und die fidy vor dem Einfeen der Gferilifierungen
obne jegliche Auslefe fortpflangt. IWie iy in einer andeven Arbeif gejeig babe 1), bleibt p
bei auslefefreier Fovepflangung in allen Generationen Fonftant, umd die IBabrfdeinlidy-
Eeiten z,, 2, und z, ftreben einfiunig gang beftimmeen Grengwerten zu. Diefe Grengwerte

bou z,, z, unb z, nebmen wiv gum Ausgangspuntt, um gu untecfucyen, wie fcynell die Krant-
beltsqn[ngc ourdy die Krantenfterilifierungen ausgetilaf wird.

by Mittmann, Die Grfolgsausfifhiten von Huslefemafnahmen im Kampf gegen vie Erbiranfheiten,
Dentfhe Mathematit 2, 1 (1937), &. 32
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Hierbei faffen wir alle Erbgange pom regeffiven big jum vollftandig dominanten ins

’ 4, ;, I:: und 1 amnebmen. Ferner faffen wiv alle
Mioglidyfeiten der Gattemwabl ins Auge, angefangen von der jufallsmafigen Gattenwabl
bis gur ftavtjten gegenjeitigen Bevorzugung der fKranfen unfereinander und ebenfo der Ge:
funden untereinander, indem wiv eiuen Parameter f von 0 big 1 laufen laffen. Der Para-
mefer fi ift Der gleiche wie in der foeben angefitbrten Arbeit iiber ,Die Erfolgsausfidyien
von Nuslefemagnabmen . . .. Terden, wie angenommen, famtlidye franfen von der Jort:
pflangung ausgefdyaltet, ft‘ Iff diec Gatfenwabl nativlidy nur von Bedenfung, bevor Die
Grterilifierungen einfeen. Demn eine Abneigung zwifchen Gefunden und Kranfen Fann fich
nur auswivten, falls audy franke jur Gattenwabl Fommen.

Tab. 1 zeigt fiir perfhiedene A= umd P:A8erte den Progentjas an Kranfbeitsanlagen,
der durdy die Gterilifierung der Kranfen nady Berlauf einer byw. gweier byw. zebu Gene-
rativnen ausgefchaltet ift, gemeffen an den Strantbeitsanlagen vor Einfegen der Rranfen:
jtevilifierungen.

Auge, indem wir fiix 4 die LWerfe 0

Tabelle 1.

3 A 0,00 0,256 0,50 0,75 1,00

g T e \ n.ne__[ ned0 | meml | e !a,.mv n=l | n=2 |,..-10 =l | n=2 | mee10

000 | o8| o6! 23| 28 ca5| 95| 50 75| 100 [ 75| 94 | 100 | 100 | 100 | 100
050 | 06 o8| 25| 33! 51| 95| 50 790|100 | 80| 95 100] 100 | 200 | 100
0,76 | 10| 12| 28 | 41| 56| 96 | 67 | 83| 100 | 85 96 | 100 ] 100 | 100 | 100
0,90 201 22 34 53r 65| 97| 76 88 (100 | 90 | 98 [ 100 | 100 | 100 | 100
095 | 30| 310 41| 62 71| 97 ( 82 011100 03| 98| 100|100 | 100 | 100
1,00 | 100 | 100 100 | 100 | 100 | 100 | 100 | 100 | 100 | 100 | 100 | 100 | 100 | 100 100

Tab, 1. Progentfige der Stranfheitsanlagen, die nad)y Berlauf von n Generationen durdy die Kranfen:
ftevilifierungen aunsgetilge {ind, unfer Jugrumdelequng verfhiedener Erbginge (A = 0 big 4 = 1) und unfer
Bugrundelegung verfdyiedener Gattenwablen gwifden Gefunden uud Sranfen (§ = 0 big § = 1). Bor Ein
feien dev Gterilifierungen betrige die Iabrfdheinlideit der Krantheitsanlage p = 0,03

Man fiebt, daf die Austilgung der Krantbeitsanlage im allgemeinen febr fehnell vor fich
aebt, obwobl wir als eingige AUuslefemafinabme angenommen baben, daff die Kranfen von
der Fortpflangung ausgefdyaltet werden. Der Erfolg ift um fo jtarker, je grofer A iff, 2.
je dominanfer der Grbgang iff. Der Erfolg iff aufierdem um o ftavfer, je qrofer f ift, 0. L
je mebr die Baffenmwabl por Einfeten der Gterilifierungen fo gearfef war, daf fich die Kranfen
untereinander bevorzugten und daf fich gleidyzeitig die Gefunden untereinanver bevorjugten.

Die Gattemwabl wirkf fich unfer den hier gemadyfen BVovansfeungen nur bei der erften
Gterilifierung aus. e grofier f in den voraufgegangenen Genervationen war, um fo groger
ift der Grfolg der erften Cterilifierung. Dafi dev Erfolg der beiden erften Eterilifierungen
oder dev zebn erffen Grevilifierungen audy um fo grofer ift, je qrofer f ift, wivd allein
ourd) die ftarfere oder fdywddyere Ubneigung gwifdyen Kranfen wd Gefunden in den Gene:
vafionen vor der ecften Gterilifierung bewirff. Denn nady der erffen Sterilifierung find
ja Eeine SKvanfen mebr da, die ibre Unlagen weitergeben, und cine Abneiqung zwifdhen (He-
junden und Kranfen fann fomit bei der Gattenmwabl nidyt mebr ftattfinden. Jumerbalb der
®efunden aber berefdyt, wie angenommen, sufallsmagige Gatfenmwabl. Daber iff, wie man
an Hand der Lab. 1 evfennt, die zufdasliche ustilgung, welde durdy die sweite Eeerilifierung
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bewirft wivd, verbaltnismafig viel fdydadyer als der duvdy die erfte Etevilifievung ergielte
Grfolg. Dasfelbe erfennt man, wemn man den Giterilifierungserfolg nady zebn Generationen
vergleicht mit dem Grfolg der erften Grerilifierung.

Um die Gterilifierungserfolge aller Generationen su perbeffern, ware es nady den Er-
gebniffen meiner vorbin ermdbufen Arbeit erfordeclidy, daf zwifdhen den @efunden Feine
gufallsmafiige Gattenwabl berefdyt, fondern dafi Ehen swifchen verfdyiedenen Erfdeinungs-
formen der Gefundbeit weniger haufig vorfommen als bei sufallsmagiger Gattemoabl und
vaf Ghen gwifhen gleidyen oder abulidyen Gridheimmagsformen baufiger vorfommen als bei
sufallsmagiiger Gattenwabl. Dagjelbe Hiel wiirde audy erveidyt werden, wenn Ebhen gwifdyen
verfdyieden ftark belajteten Gefunden ) mit Eleinerer Hdaufigleit juffande Fommen als bei
sufallsmagiger Gattenmabl und wenn Ehen gwifdyen gleidy ffark belafieten Gefunden mit
grofierer Haufigleit suftande Formen als Dei sufallsmdfiger Gattenmwabl. 28enn nun bei
diefer Gatfenwabl audy eine grofiere Jabl fraufer Rinder su evwarten ift als bei zufalls-
magiger Gattenmabl, fo iff das ourdhaus Fein Grund, um etwa eine wabllofe Durchmifdyung
dev Befunden gu befirmorten. Denn iff es fdhon einmal unvermeidlidy, dafi Krantheics-
anlagen in {berdectter Form in die nddjte Generation verfdyleppt werden, dann foll dies
wenigftens in einer {olden Ieife gefcheben, daff viefe Rrauntbeitsanlagen moglidhft {ebmell
oureh die Cterilifierumgsmaginahmen erfafit werden Eommen. Gine moglichft fehnelle G-
faffung baf aber felbjtverftandlidy ur Borausfebung, daf die Kranfen voriiberqebend in
jtarferer Haufigteit auffvefen als bei wabllofer Durdymifdung ver Bevolferung.

Die Bermeidung einer sufallsmagigen Paarung ver Gefunven untereinander iff audy aus
einemn anderen Gefidytspuntt bevaus angebradyt. Bleibt die Bruppe der Gefunden, weldye die
frantbeitsaulage mit liberdurdyfchuieelicher TBabridheinlichteit befigen, unter fidy, fo wicd der
bodywertig gefunde Bevoiterungeteil gar nidyt erft ourd) Unlagen verfeudyt, deven Erfaffung
man erfivebt. Gelangen die Stvartheitsanlagen in den hodywertiq gefunden Bevoleerungsteil,
fo faun man fie nur erfaffen, nachoem fie ,berausgemendelt {ind, Diefer Ummweg, den die
Strantheitsanlagen iber den verber erbgefunden Bevdlferungsteil nabmen, bringt es mit
fich, Dafi gwar voribergehend weniger erfdheinungsbildlich frante auftrefen, daf dabei aber
auch weniger Erbgefunve auftreten und, da die Seanfbeitsanlagen wobl iu den feltenften
Sdllen villig fiberdedbar fein merden, fomit aud) weniger erfdyeinungsbildlidy bodywertig
Befumoe,

Die fich bieraus ergebende Totwendigeit, vine Abfonderung

worten, die die Svanfheitsanlage mit wefentlid) verfthiedener Wahrideinlidybeit befifen, foll Frinedwegs heifen,
vafi einer Yngudyt dag Iore ju reden ift. @ wird jo nur davon gefprodien, daf fich Gefunde mit dhnliden

Erfdyeinungeformen oder bafi fid) Gefunde mit dhnlidyer Belaftung gegenfeitiq bevorgugen follen. Gine Jnzudyt
muf felbffverflandlich im allgemeinen vermieden

werden, da hierdurd) eine dbermiflige Jufammenfiihrung von
Anlagen crfolgen witde, die eine Srudytbarkeitsminderung der Bevolerung bedingen (die letalen und die
fterilifierenden Anlagen!), (Eine folhe Srudytbarkeitamindertng ware jedenfalle fiir den hodpwvertig gefunden
‘.'B:L-[:Ihrungﬁini! unermwiinfdyt, Fiic die minderivertiq Gefunden wére eine Sruchtbarfeitsminderung allerdings
midyt unerwotinfht; fiic diefe Gefunden find jo obnebin fdyon gefeslidye Nagnahmen vorgefehen, um ecine
Srudytbarteitofentung berbeigufiihren.
Bum Gbluf der Groctering de
beransqeftellt, welde
freie

devjenigen Ghefunden voneinander gu befiirs

& angefitbrten Beifpiels feien nodymals die Borausfebungen
Diefem Beifpiel jugrunde liegen: BVor der Auslefe wird eine auslefe-
Sortpflangung angenommen. Jrmerbalb der franfen berrfdhe sufallsmafiige Gatten-

) Uls belaftete Ghefunde follen

foldye Befunde begeidynet werden, die durd) Krantheitofille in ibrer Bers
mwandtfd)aft belaftet find.
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mwabl, deggleichen innerbalb der Gefunden. Uls alleinige Auslefemagnabme wird die @itevili=
fierung der Sranten betradytet, wabrend fidh alle Gefunden novmal fortpflangen. Gang aufier
adyt gelaffen werden die NMafinabmen gegen diejenigen Gefunden, die die Kranfbeitsanlage
mit iiberdurdhfcynitilidyer 1abefdeinlichfeit befiben, ferner audy die Mafinabuien zur Hebung
der Sortpflangungsftarte des bodwertiq gefunden Bevolterungsfeils.

Jur Battenmwabl ift nody su bemerken, daff yoar alle Moglichleiten von der jufallsmifiigen Gattenwabl
angefangen bis gur ffactften Abftofiung gwifden Stranfen und Gefunden ing Auge gefafit find. Jedod) wird
dabei vorausgefesit, dafi die Srantheit nide fo abftofend wirkf, daf fid) daraus fir die Kranfen verminderte
Eheausfidhten dberhaupt ergiben; es wird lediglih angenommen, dafi die Abfioflung gu ciner verminderten
Paarung gwifden Stranfen und Gefunden fiihre, dagegen ju einer verfldrften Paarung der ftranfen unfers
cinander und gleidygeitiq zu einer verftartten Paarung der Gefunden untercinander.

2. Gin ndherungsweifes Yé{ungsverfabren bei nnoollfommener Ans:
{haltung der Kranfen nnd gufallsmaffiger Gattenmwabl.

Sall des rezeffiven Erbgangs. 25ird nur ein Teil der Kranfen pon der Forfpflanzung
ausgefdyaltet, fo ifi e nidyt mobglich, den genauen funttionellen Sufammenbang gwifdyen
der Wabrfdeinlidyteit der Krantbeitsanlage und der Generafiongzabl angugeben. s [t
fidy Damm nur eine ndberungsweife (nady Bedarf beliebig genaue) Lofung finden, und diefe
auch mur bei gufallsmagiger Gattenwabl. Bei Geerilifierung eines Teils der Kranten ift
nach Gleidyung (1)

1 2, P + 1 2,

ﬂl—-}—TzE_ 1+Pe”

Herrfdbt gufallsmagige Gatfenwabl, o ift z, = p*, und der [bergang zwifdhen gwei auf-
einanderfolgenden Genevationen iff geqgeben durdy die Differenzengleidyung

(13) 7—PU+Tp)

Lm die genaue €6fung der Differensengleidhung von gwei Seiten einguidlicfen und eine
obere und eine untere TNaberungsldfung zu erbalten, fdyreiben wir (13) in der Geftalt

; = p(+TP)
(14) P=141po -
Siir @ = p wdre (14) gleichbedeutend mit (13).

Jtebmen wir in (14) an, daf @ = const, damn [4FE fidy leidht eine Lofung angeben. Fir
& = const wird

(15) - L Ty -
1P+ 470"

p ‘ - (
und dies ftellf eine Naberungsldjung fiie (13) dar. Hierbei ift gg) der p-TBert der Uusgangs-

: " . .
genevation, und p ift der p-AWert in der nsfen auf die Uusgangsgeneration folgenden Gene:
vafion ).

#) Jn diefem Abfdhmite der Mrbeit foll der p-IBert der Audgangdgeneration befonders gebenmgeidynet werden,
um Unflarheiten gu vermeiden, falls die Grdfie p im Sinne einer Vevanderlidhen gemeint iff.
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1Bas baben wir fiir @ zu feken, um eine obere und eine unfere Jaberungslofung zu er-
balten? Dagu ftellen wir feft, daff Ap=75 —p fiir uegatives 7' jtets negativ ift, fomwobl
fiir die genaue Berdnderung von p im Laufe der Generationen wie fiir den ndberungsweifen
Bevlauf, ver fidy bei fonjtanfem @ ergibt. Jtach (13) ift ndamlich
T2l —p) 5
Ap= L 7 <0 fir T <0,
Und nady (14) ijt

fitpe <0 fir T<o.

D. b., foroebl in der genauen £6fung wie in der nabevungsioeifen Yofung ift p eine fallende
Funftion von =,

Serner finden wir mif Hilfe von (14), daf

g
o= (y 0,

D. b., feen wir fiic @ efnen zu grofen et ein, fo erbalten wir ein 3u Eleines j, und fesen
wir fiiv D einen zu Heinen IBert ein, fo erhalten wir ein i grofies p.

18egen Ap < 0 ift dev grofite p-2Gert in der Husgangsgeneration vorbanden, der Eleinjte
in Der Endgeneration, die wir gerade betradyten wollen, Gegen wiv daber fiiv @ den Unfangs:
wert von p ein, fo ftellf (15) eine untere Haberungslbfung von (13) dar. Gegen wir fir @
den Gudwert von p ein, fo frellt (15) eine obere Jtdberumgsldfung von (13) dar.

Jtun Foumen wir zwar den Anfangswert vou p ale befanng vorausie@en, den Endwert
aber nidyt. Der Endiert ift ja gerade der unbefaunte, su bevechnende IBert. Darum ftellen
wir die Srage anders. IBir wollen nidyt fragen, wie grofi p nadh Berlauf von » Generationen
ift, fondern wie viele Genevafionen es dauert, bis die Babridyeinlidyteit der Kranfheifs-
anlage einen vorgegebenen MWert (;J} erreicht hat.

Dazu [6fen wir Gleidymg (15) nady » auf und erbalten

) ®( -9
(16) n=lg W)( . _(ﬁ}) Hg(L+T®).

P15
Geten wic hier fiir @ den Anfangsmwert von p ein {@ﬂ?}), jo wird der pvorgegebene
1ert («frj in gu furger Heif erveidyt; wir befommen cinen 3u Eleinen TWer fiic n, civen unteven
Ndberungswert. Sehen wir fir D den Endwert pon P ein (@:‘;?;-}), fo befommen
wir einen ju grofien Wert fiir n, cinen oberen JNdberungswert.

Diefe Naberungslbfungen fiir n gelfen, wie man jofort einfiebt, nidyt nur fiie die LWand:
lung der IBabridyeinlicyfeit der Reantheitsanlage gwifdyen einem Anfangswert Py und einem
Gndwert py, fondern genau fo fiir die Bandlung der Unlagenmwabrideinlichteit mwifchen p,
als Unfangamwert wund einem Endivert P2, oder gwifdhen p, und Py, ufiv. Ienn wir dag
Gefamtintervall mit po=?‘3 als Anfangswert umd mif pk={f)} als Gudmwert einfeilen in
k Jutervalle (py 1), (91 25), .- ., (Px_1 ), fo erbalten wiv in jedem diefer Teilintervalle
einen unferen Naberungswert fie die Generationszabl, wenn wir fiie @ jerveils den p-TBert
am AUnfaug des Teilinfervalles einfefien, und wir erhalten in dem Defr, Teilintervall einen

obeven Ndaberungsmwert fir die Generationszabl, wenn wir fir @ den p-1Bert am Ende des
Leilintervalles einfefen.
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Die unferen Ndberungsmwerte dev ﬁicumarwuﬁgnh[en find in den & Teilintervallen gegeben
purdy

1=
m=1lg P _jjj):l;:(iJrTﬁo)»

Poll
= pa“"?’t] N
g == Ig 1’-’1“ lb{'l' Iz T pl}
Pl —pp_y)
ny=lg-* =2 g (14 Tpyy) .

Pp_1(1—1y)
2
Die Gumme diefer & unferen Jaberungsmwerfe Z;’ n,; {tellt cinen unteren IHdaberungs:
f=1
wert fiir die Generationszabl im Gefamtinfervall (p,p,) dac:

; o b pl—p;_y) :
(17) Prgnt = ;Z: Ig Pl —p) g1+ Tp;_y) .

CEntfprechend find die cberen Jldberungswerte der Genervationsyablen in den k Teil:
interpallen gegeben durd
1
ny=lg ilin ""°’ g (14+Tpy),
{ P)
Pl —py_ 1)

Pt-:“ l {1 ]_Tpk)

n, =lg

Die Gumme diefer & oberen IMaberungsmwerte Z’n,. jtellt einen oberen JNaberungswert
i=1

fite oie Genevationszabl im Gefamtintervall (p, p;) dar:

: ,'P;(l P, 1)

(18) ob }_T] 1[1 1 (I—I-Tp‘)

y dp = . " . bl ]
TWegen 5 < 0 fellen (17) und (18) um fo beffere Iaberungsaldfungen dar, je gréfer die
dod - L e g
Angabl & der Teilinfervalle ift.
Prattifch wird es natliclich nicht gwed'mifiiq fein, eine gar gu feine Jntervalleinteilung vorgunchmen, da

man dann vielleidit fdyneller mit Hilfe der Differengengleidhiung (13) gum Jiele Fomme, indem man die Iand-
Tung der Bevolberung fdrittweife von Beneration gu Generation beredyner.

Gall eines teilweife-dominanten Erbgangs uud Fall des dominanten Erb-
gangs. Auf diefelbe 2Weife wie im Fall des regeffiven Erbgangs Fonnen wir audy im Falle
der feilmeifesdominanten Grbgdnge und im Fall des dominanten Erbgangs eine unfeve und
eine obere Jabevrungslofung fiir die Anzabl der Generationen angeben, nady deren Berlanf
pie 2abricheinlichfeit der Krantbeitsanlage einen beftimmeen vorgegebenen IWerf erreicht
bat. Bei Gterilifierung eines Teils der Kranfen wird nady Gleidung (7)

- g(l+T1) 1 2,(44T7) p+:’F(z +-_z)
PoIETe, +22) T2 T4 TR, +42) — 1406, +47)
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Herrfdyt sufallsmafige Gattenwabl, fo ift 2, = p* und z, = 2pq. Der Ubergang gwifdyen
goei aufeinanderfolgenden Generationen ift dann gegeben durdy die Differenzengleidyung

\ - pA4+TA+T(1—2)p]
(19} P= I TpRA+0—2h)p)

Bur Herleitung der beiden MNaberungslofungen fibren wiv wieder die Grofe D ein, fo daf

i - p+TA+T(0—AHD]
(20) P= 1y rmpita—220]"

Siir @ = const [autef die LBfunyg der Differenzengleidyung (20)
(21) m__ n+744+71—2971" (g‘

g v ma_nem A+ 0—2)d@
1—{—[+TA4+T(0 -0 14036

e ez () s . AT 2 :
Hierbei ift p der p-Aert der Uusgangsgenevation, und p ijt der p-Iert in der a-fen auf
die Uusgangsgeneration folgenden Generation.

Hunadyft ftellen wiv wieder feft, ob Ap fein Vorzeidien bebalt, wenn wiv @ Fonftant
balten. Aus (19) evqibt fidy, daf

. TPpqli—Q1—24)p)] 0
dp= L+Tp[2A+(1—-22)p) <0 fir <0,

mfeii [A+(1—22)p] >0 ift. Cs ift ndmlich []= 2, wem wiv p =0 jeBen, es iff ferner
[]=1—2 fix p=1, und da die ecfige Slammer linear in P ift, fo ift fie fir jedes p
soifdben 0 und 1 pofifip.

Dagegen braudyt Ap je&f nidye fiir alle p-Werte negativ i fein, wenn wiv @ Fonjfant
balten. Das BVorgeidhen von Ap wird nady (20)

s Ap=sgn T[A+ (1— )P — (1 — 2)p®@—24p],

ung  vie ccl'i:qc Slammier, die wieder [limear in P ift, nimmt fiir p=0 jeRt den
Wert [A+ (1 —2) D] an, der grofier als Tl ift, wobingegen fie fiir p=1 den Ther(
[ 4 (1 —@)] aunimmt, der Eleiner als Null ijt. Grfrenlidyermeife nimme die ecige Klammer

e i 1y f :
aber fiir p = = ven 2Berf 5 D an, der pofitiv ift, fo oafi wir bei Vefchranfung auf die
p=1Berfe zwifchen O uud é auch bier fagen Fnnen, daf
senAp=sgn T,

vafi aljo bei fonftant gebalfenem @ fite 0<p -q; qilt

Ap<0 fix T=<0.
Die BVefdyrantung auf die p-Aerte swifchen Null und Einbalb ift belanglos, da fiir Erb-
trantbeifen nur p-2erte Fleiner als ; in Frage fommen.

Hadydem fidy bevausgeftellt bat, oafi Ap im Falle vou Grbtrantheiten f{tets negafip ift,

gleidhgiiltig ob wiv @ = p eder @ = const fefen, ftellen wir nody dag Vorzeichen von 57

ol
~ d" :
feft. Machy (20) wird

.
sgn 55 =sgn T[1—A—p(1—T1—22)].
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Da die ecfige Klammer linear in p iff und fiic p = 0 den Wert 1 — 1 = 0 annimmt, ferner
fiir p=1 den Wert A(1+ T) >0, fo ift fie fir alle ywifden Iull und (_E‘.inﬁ qelegenen

p=28erte pofitiv, und wir befommen, daff sgn ::ig =sgn T, dafi alfo

:%'{0 fir T'<0.

Damit ift audy im Falle der feilweife-dominanten Erbgdnge und im Falle des volljtandig-
dominanten Grbgangs gezeigf: Geden wiv fie @ einen ju grofien Wert ein, jo erbalfen
wiv ein gu Fleines . Geen wiv fiv D einen ju Eleiven 2Bert ein, fo erbalten wir ein Fu
qrofies p.

TWegen Ap < 0 nimme p wieder feinen grofiten Tert in der Ausqangsgeneration an.
Gesen wir alfe fiie @ den Unfangswert von p ein, fo ftellé (21) eine untere Ildaberungs:
[6{unng von (19) dar. Gesen wir fiir @ den Cudwert von p ein, fo ftellt (21) eine ebere
Naberungslofung von (19) dav,

Da der Endwert von p unbefamnt ift, [6fen wir (21) nady # auf und gewimien fomit eine
untere und eine obere Maberungsldfung i die FJabl der Generationen, nady deren Verlauf
oie 1Babrjdyeinlidhteit der Krankbeitsaulage einen vergegebenen 2Bert (f:.r‘)) erveidyt bat. Es
wird

M _©2i4(1—240
| At —A 1
(22) n=lg o "<n12;.+:1;2).:.j'«p g[14+TA+T(1—2)D].
Pli—F e )

Bei  Unferteilung des Nutervalles ("ff%’? in & Qntervalle (g 1), (P1p2)s - -0

(Pp—1 ) erbalten wir als unteren Naberungswert fiir die Generationszabl

; 2i4+(1—2d)p,_y
. Pi‘l_‘pi—l 2 { ]
DR Y il l——;' e
(23) == } Ig o | ‘}TH 1

g[14+TA+T(1—2A)p 4]
i=1 P{_ll_l—m A+ (l—A)p;y

Uls oberer Naberungstoert ergibf fidy entfprechend

: p[l__p 21-;_{:--2.1};:{]

94 R N Tk =1 A+ (11— py .,

(24) nub—._.‘...;_:lg it (—snpy B+ TA+T (1-2)p].
=l S,

- rﬁ ) " v " H

Ieqen d:; < 0 ftellen (23) und (24) um fo beffere Ndaberungsléfungen dar, je grofier die
Unzabl k der Feilintervalle ift,

2Bie Deveits im Falle deg regeffiven Erbgangs gefagt wurde, ift es nidt ywedmafig, die Jntervalleinteilung

gar 3u groff zu wahlen, da das angegebene Naherungsverfahren dann womdglidy cinen grofieven Arbeits:
aufroand ecfordert als die direfte BVerwendung der Differengengleichung (19).

Jn den Gonderfallen des balbdominantenn und des vollftandig-Dominanten Erbgangs
ergeben fich efwas einfadyere Uusdriide. Jm Falle des halbdominanten Erbgangs erbalten
wir als unfeven Naberungswert fiir die Generationszabl

k
= Pi(1 —p;_y) . y /A
Ryne = § Ig 5"—_—1‘(1'{'51;1*_2 :pij g ~1 - 9 (1 l—pi_l)l
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une als oberen Jaberungsrert

k 1 ¥

oy Pl 42 ;P§Z1]_- l T,
noh""“'_z_,i lg 7ﬁ_;“1i1;_ pi) Ig 1 + 2 [1 | pi) 2
Jm Salle des dominanten Grbgangs befommen wiv ale unferen Maberungswert fir die
Benevafionagabl

L. Pl - Pi1P

| : e f1 -
LT i% lg pi-—i[l = ?’.-{2 "3“:‘-1}] il - {1 i T)

und als obeven Maberungsmwert

L 1 — P§_|{2H?’§J] 2 i
‘)‘a{m:i;:lg : Pyl '?ir)* 18 (] v T} :

Beifpiel. Das angegebene Naberumgsverfabren foll an Hand eines Beifpiels vor
Uugen gefiibre werden. TBiv nebmen eine Bevolterung aun, in der die Krantheitsanlage
mit der Iabrfdeinlidyfeic 0,03 verfommt. Die Kraufbeit folge dem balbdominanten Erb-
gang. Die Huslefemafuabmen follen in einer 75%, igen Ausfhaltung der Kranfen beffeben.
Die fibrigbleibenden Kranfen {owie die Gefunden follen normale Jortpflangungsftarfe baben.
Die Gattemvabl erfolge vein zufallsmégia. ®efragt ift danady, wie viele Generationen es
Pauerf, big die Iabr{dheinlicheit der Krantheitsanlage auf den IWert ‘121: 0,0003 berab-
qedriicdt worden ift.

ir wollen gunadyff fiberbaupt feine Jntervalleinfeilung madyen, fondern einfach & = 1
wablen. IBir baben dann zu fefen: p, = 0,03 umd 2y = 0,0003. Da die Kranfen gu THY,

ausgefchaltet werden follen, haben wir 7 = — 0,75 i fefien. 2Wir verwenden die oben
fiir den balbdominanten Erbgang befonders angegebenen Naberunasformeln. Es wird
R, = 9,50,
Mgy = 9,93 .

Obwobl die Genauigteit, mit der wir die wabre Generationsgabl erbalten, bier fdhon
bei k=1 ausreidhend ift, fei diefelbe Redymung nody fiie & = 2 durdygefithre. IBir haben
oamm zu feBen: py= 0,03 und Py = 0,0003. Die IWabl des Jwifdhemvertes py ift in unfer
Belieben geftellt; wiv wablen p, = 0,003. Eg wird im Jutervall (p, py)

By, unt = 4,83,
iy o =4,99
und im Jutervall (p, p,)
My, une = 4,88,
Ny op = 4,91 .
Die Gummation der beiden unferen TNaberungswerte ergibt
n =971,
und die Gummation der beiden vberen Naberungsiwerte erqibf
n'ob —_— 9,90 »

ABdbrend die Diffeven gwifchen n,, und ny, im Falle k= 1 nody 0,38 ausmadyf, befrage
fie im Jalle £ =2 nur nody 0,19. Diefe ®enauigleit ift fhon mebr als auaveichemd. Die
wabre Generationszabl bat danady efwa den Wert n = 9,8 mif einem Febler von 0,1,
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1Bag die Vedeutung der Habl 9,8 fiw die praftifhen Erfolgsausfidyten von Geerilis
fierungsmafinabmen aubelangt; fo feben wir von neuem, daf eine balbdominante Krant-:
beitsanlage {elbft daun verbdltnismagia {dynell ausgerottet wird, wenn nur 757, der Kranfen
von der Fortpflangung ausgefdhaltet werden und fidy alle zur Sovtpflangung Fommenden
Bevolferungsmitglicder vein gufallsmafig paaven und mit normaler Ciarfe fortpflangen.
Uus den Grovterungen des evften Abfchnitts folgf, daft die prafrifdy durdhgefiibreen Aus-
lefemnaguabmen, die fich ja nicdht nuv auf eine Kranfenansidyaltung befdranten und bei
penen Feine gufallsmagige Gattemwabl berrfdbt, wefentlich fchueller zur Austilgung der
frantheitsanlage fiibren.

Uber eine befondere Gattung goniometrifdher Funbtionenveiben.

Boun Heinvidy Weifel in Braunydiveiqg.

Die theorefifcbe Unferfudyung eines optifdhen Problems ') ndtigie midy jur Fejtjtellung der
Gummen: byw. Grengerte einiger goniometrifdyer Sunttionenreiben, die unter Vermwendung
ganggabliger (an Gtelle der damals gebraudyfen ungeradzabligen) Yaufzablen folgender:
mafien lauten:

1 ; 2
e ﬁin%g(a v JTJ-&.in 2-!_;{; - (r -+ m) ﬂ) sin ~ L™ n

0 ; e 2
s sin (z-v |-sin|z - (v m)— sin -

=5 sin (e S)osin (2 0m 7) .

(z und m find veelle, p und g gange pofitive Jablen, p = 1,29 < p.)

Jusbefondere gilf fiir ¢ = 1:

""_:Bin:Z(z ;‘ l';)-sir12(3+(l'+m) ;)

(1a) = = = 2 pcos ™.
y=p BN (z +-¥ P) - 8in («,_, ~+ (- 1}:-}p) »
.::: 4 sin ;:w :
@ > Wi

s (z +;:—{— v:rs) (z -i.x_{u_a-l- l};: - :r:) - x sin (z - ;:) sin (: -+ (e £ I):) '
(z,m, p {ind veelle Jablen.)

g anderer Safjung lautet die Gleichung (2)

(2a) g:“in (3 + (b - 1);+vn).sin (z 4 (B +1 + ,,;}:+I, "):ﬁingn
- (A' l (h—l-l)n'l'l‘ﬂ!) (z+(h+i"’n)n-|y1) ’ﬂ’ﬂ
o 3 T p

(z,m, p, b {ind reelle Jablen.)
1) Heincidh) Weifel, Uber das BVorfommen von Jnterfevengbildern mit gittergleidhem Ausfehen im
Beugungsfelde eines Ctreifengitters. Ann. PhofiE 17, 3 (1033), &. 251277,
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