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Riemannsche Flichen

Vorlesung 26

Der Beweis der folgenden Aussage erfordert funktionalanalytische Methoden,
die wir nicht entwickeln werden.

SATZ 26.1. FEs sei X eine kompakte zusammenhdngende riemannsche Fldche.
Dann ist H' (X, Ox) ein endlichdimensionaler C-Vektorraum.

Die Dimension dieses Raumes nennt man das (kohomologische) Geschlecht
von X, was wir ab der néchsten Vorlesung systematisch untersuchen werden.
Hier werden wir zeigen, wie man mit Satz 26.1 zeigen kann, dass man jede
,abstrakte® kompakte riemannsche Flédche , konkrete® algebraisch iiber der
projektiven Geraden realisieren kann.

Der Existenzsatz fiir meromorphe Funktionen

SATZ 26.2. Es sei X eine kompakte zusammenhdngende riemannsche Fldche
und P € X ein Punkt. Dann gibt es eine nichtkonstante meromorphe Funk-
tion auf X, die aufSerhalb von P holomorph ist.

Beweis. Nach Satz 26.1 ist H'(X, Ox) endlichdimensional, sei g die Dimen-
sion. Es sei P € U eine offene Umgebung, die einer offenen Kreisscheibe in
C mit Koordinate z entspreche, und sei

V = X\ {P}.

Dann ist U,V eine offene Uberdeckung von X und U NV ist eine punk-
tierte Kreisscheibe. Jede auf U NV definierte holomorphe Funktion definiert
via ?ech-Kohomologie eine Kohomologieklasse in H'(X, Ox). Dies wenden
wir auf die Potenzen z71', 272, 273 ... an. Wegen der Endlichdimensiona-
litéit der Kohomologiegruppe muss es in H'(X, Ox) eine nichttriviale lineare
Abhéngigkeit zwischen den Klassen [27'],[272],...,[2797] geben. D.h. es

gibt eine Linearkombination

g+1

h = Zciz_i,

i=1
wo nicht alle Koeffizienten ¢; gleich 0 sind, dessen Klasse die Nullklasse ist.
Nach Lemma 22.5 ist die Zuordnung H'(U,V,Ox) — H'(X, Ox) injektiv.
Daher ist auch A in der ?ech-Kohomologie zur gegebenen Uberdeckung trivial.
Das bedeutet, dass es holomorphe Funktionen

f e I'(U,Ox)
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und
f e (V,0x)
gibt mit
h=f-f
auf U NV. Dann ist
f=1r-h

eine insgesamt meromorphe Funktion auf X, die auf X \ { P} holomorph ist.
Auf U liegt eine nichtkonstante meromorphe Funktion mit (eventuell) einem
Pol in P vor, der nur von h abhingt und dessen Polordnung héchstens g + 1
ist. U

Die algebraische Realisierbarkeit von kompakten riemannschen
Fliachen

SATZ 26.3. FEs sei X eine kompakte zusammenhdngende riemannsche Fldche.
Dann gibt es eine surjektive endliche holomorphe Abbildung

X — Pg.

Beweis. Nach Satz 26.2 gibt es eine nichtkonstante meromorphe Funktion
f auf X. Nach Satz 18.6 entspricht dies einer holomorphen Abbildung von
X nach P, die wir ebenfalls mit f bezeichnen. Nach Lemma Anhang 3.3
ist die Abbildung eigentlich. Insbesondere sind die Fasern kompakt. Aus der
Diskretheit der Fasern bei einer nichttrivialen holomorphen Funktion folgt,
dass die Fasern endlich sind. Da das Bild nach Satz Anhang. abgeschlossen
und nach Satz 3.15 auch offen ist, folgt, dass die Abbildung surjektiv ist. [J

Wir wollen ausgehend von Satz 26.3 zeigen, dass jede kompakte riemannsche
Fléache sich algebraisch iiber der projektiven Geraden realisieren ldsst. Als
Hilfsmittel verwenden wir die elementar-symmetrischen Polynome, siehe den
Anhang.

LEMMA 26.4. Es sei 7: Y — X eine endliche holomorphe Uberlagerung
zwischen riemannschen Fldachen der Bldtterzahln. Es sei f eine meromorphe
Funktion aufY. Zu einer offenen Menge U C X mit der Figenschaft, dass

Y U) = L—Tj Vi
i=1

und ;2 V; — U biholomorph sind, betrachten wir auf U die meromorphen
Funktionen

fi = f @) 7Ti_1‘
Dann sind die elementar-symmetrischen Polynome E;(f1,..., fa),,j=1,...
i den f; wohldefinierte meromorphe Funktionen auf ganz X.
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Beweis. Auf einer offenen Menge U C X mit der formulierten Eigenschaft
kann man f; iiber f; o 7 auch als Funktionen auf 7~1(U) auffassen, die inva-
riant unter der Vertauschung der Kopien oberhalb von U sind. Die Funktio-
nen E;(f1,..., fn) sind aufgefasst auf 7—(U) ebenfalls invariant unter einer
Vertauschung der Indizes ¢ und man kann sie daher unmittelbar als mero-
morphe Funktionen auf U auffassen. Zu einer anderen offenen Menge mit
der formulierten Eigenschaft erhélt man jeweils die gleiche Funktion, da die
Nummerierung der Urbilder keine Rolle spielt. U

LEMMA 26.5. Es sei m: Y — X eine endliche holomorphe Uberlagerung
zwischen zusammenhdngenden riemannschen Flichen der Bldtterzahl n. Es
sei f eine meromorphe Funktion auf Y. Dann erfillt f eine algebraische
Gleichung tiber dem Kdrper der meromorphen Funktionen von X vom Grad
n.

Beweis. Wir betrachten die meromorphen Funktionen f; im Sinne von Lem-
ma 26.4 und das Polynom

[[T-f) =1 —E(HT " .. £ Eoi(fr,.... f)T £ En(f),

i=1
wobei die E;(f) die elementar-symmetrischen Polynome in den f; sind, die
auf ganz X definiert sind. Diese sind meromorphe Funktionen auf X, das
Polynom gehort zum Polynomring iiber dem Kérper der meromorphen Funk-
tionen zu X und die Faktorzerlegung existiert iiber dem Koérper der mero-
morphen Funktionen zu U bzw. zu 71 (U). Wenn man in dieses Polynom f
einsetzt, so erhdlt man die Nullfunktion, da man dies auf den offenen Men-
gen V; lokal iiberpriifen kann. D.h. f erfiillt eine algebraische Gleichung vom
Grad n iiber dem Koérper der meromorphen Funktionen von X. O

LEMMA 26.6. Es sei m: Y — X eine endliche holomorphe Abbildung zwi-
schen zusammenhdngenden riemannschen Fldchen der Bldtterzahl n. Es set
f eine meromorphe Funktion auf Y. Dann erfillt f eine algebraische Glei-
chung tber dem Korper der meromorphen Funktionen von X vom Grad n.

Beweis. Dies kann man nach der Herausnahme von diskreten Punktmengen
in X und in Y auf die unverzweigte Situation Y’ — X’ zuriickfiihren und
Lemma 26.5 verwenden. Man beachte, dass in dieser Situation die elementar-
symmetrischen Funktionen auf X’ sich auf ganz X meromorph fortsetzen las-
sen. Die Giiltigkeit der algebraischen Gleichung liegt nach dem Identitétssatz
auf ganz Y vor, da sie auf einer offenen Teilmenge gilt. O

LEMMA 26.7. Es sei m: Y — X eine endliche holomorphe Abbildung zwi-
schen zusammenhdngenden riemannschen Fldchen der Bldtterzahl n. Dann
151

M(X) € M(Y)

eine endliche Korpererweiterung vom Grad < n.
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Beweis. Nehmen wir an, dass eine Kérpererweiterung
M(X) C M(Y)

vorliegt, deren Grad unendlich ist oder endlich ist mit einem Grad, der grofler
als n ist. Im ersten Fall gibt es nach Lemma 26.6 innerhalb von M(Y) eine
unendliche Kette von endlichen Korpererweiterungen

M(X) € MX)[f] € MX)[fr, fo] € .,

es gibt dann also auch (wie sowieso im zweiten Fall) eine endliche Korperer-
weiterung

M(X) Cc L C M(Y),
deren Grad iiber M(X) grofler als n ist. Nach Satz 13.15 (Korper- und
Galoistheorie (Osnabriick 2018-2019)) gibt es ein f € L, das L erzeugt, also

L = M(X)[f].
Dabei ist der Grad des irreduziblen Minimalpolynoms von f gleich dem Grad
der Korpererweiterung im Widerspruch zu Lemma 26.6. U

SATZ 26.8. Es sei m: Y — X eine endliche holomorphe Abbildung zwischen
kompakten zusammenhdingenden riemannschen Flichen der Blditterzahl n.
Dann ist

M(X) € M(Y)

eine endliche Korpererweiterung vom Grad n.

Beweis. Die Abschitzung, dass der Grad der Korpererweiterung héchstens
n ist, wurde in Lemma 26.7 bewiesen.

Es sei nun

M(Y) = M(X)[g]
und es ist zu zeigen, dass das Minimalpolynom von g den Grad n besitzt.
Angenommen, das Minimalpolynom

H=T"+a, T "+ +a,T + ag

mit a; € M(X) (aufgefasst in M(Y')) hat Grad m < n. Es sei ) € X ein
Punkt, iiber dem keine Verzweigung stattfindet, wo die a; holomorph sind
und woriiber g holomorph ist. Es gibt dann Urbildpunkte Py,..., P, € Y.
Diese erfiillen die Gleichung

0= H(g)(P) = (Z ajgj> (P) =) a;(P)g(P) = Z%(Q)Q(Pi)j-

7=0

D.h. die Punkte P, ..., P, haben die Eigenschaft, dass alle Werte g(F;) Null-
stellen des Polynoms Z;‘n:() a;(Q)T sind. Da es nur m Nullstellen gibt, muss
beispielsweise g(P;) = ¢(FP2) sein. Da g jedoch zusammen mit M (X) den
Koérper der meromorphen Funktionen auf Y erzeugt, haben P, und P, fiir
beliebige meromorphe Funktionen den gleichen Wert. Doch das widerspricht
dem Beweis von Satz 26.2. U
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SATZ 26.9. Es sei X eine kompakte zusammenhdngende riemannsche Fldche.
Dann ist der Kérper der meromorphen Funktionen M(X) eine endliche
Korpererweiterung vom Kérper der rationalen Funktionen C(t).

Beweis. Nach Satz 26.3 gibt es eine surjektive endliche holomorphe Abbil-
dung
X — Pg,

sagen wir mit Blatterzahl n. Nach Satz 26.8 liegt eine endliche Korpererwei-
terung

M(Br) € M(X)
vom Grad n vor und nach Satz 19.19 ist

M(PL) = C(t).

OJ

Mit Hilfe der vorstehenden Resultate kann man zeigen, dass man jede kom-
pakte riemannsche Flache als eine glatte projektive Kurve erhalten kann. Dies
ist nach diesen Ergebnissen noch eine rein algebraische Aussage, da man jede
endliche Korpererweiterung von C(t) als Funktionenkorper einer eindeutig
bestimmten glatten projektiven Kurve realisieren kann. Der folgende Satz
besagt, dass zu einer glatten projektiven Kurve der Funktionenkoérper mit
dem Korper der meromorphen Funktionen auf der zugehérigen riemannschen
Fléache iibereinstimmt.

SATZ 26.10. FEs sei X eine zusammenhdngende glatte projektive Kurve tiber
C und sei X,, die zugehérige kompakte zusammenhdingende riemannsche
Fliche. Dann stimmt der Korper der meromorphen Funktionen M(X,,) mit
dem Funktionenkdorper der projektiven Kurve tberein.

Beweis. Es gibt einen algebraischen endlichen Morphismus
X — Pg,

dabei ist der Grad n der Korpererweiterung der Funktionenkorper C(t) =
K(P:) € K(X) nach Satz 13.8 (Elliptische Kurven (Osnabriick 2021-2022))
gleich der generischen Anzahl der Urbildpunkte. Diese Abbildung induziert
eine endliche holomorphe Abbildung zwischen den riemannschen Flachen

1
Xan —> ]:Pc,

deren Blétterzahl gleich n ist. Nach (dem Beweis von) Satz 26.9 besitzt die
Korpererweiterung

C(t) € M(X)
ebenfalls den Grad n. Aus der trivialen Inklusion K(X) € M(X) folgt dann
K(X) = M(X). O

Der folgende Satz iiber Nullstellengebilde schlieft an Lemma 14.2 an.



6

SATZ 26.11. Es set X eine zusammenhdngende riemannsche Fliche, es seien
ag, . . ., Gy_1 holomorphe Funktionen auf X und es sei das Polynom

Tn + an_lT”_l + - —|— QQTQ + CLlT —|— Qo

wrreduzibel. Dann ist das Nullstellengebilde Y zu P iiber X zusammenhdngend.

Beweis. Wir argumentieren iiber die offene Teilmenge von X, auf der die me-
romorphen Funktionen holomorph sind, was die Irreduzibilitét nicht dndert.
Die a; seien also holomorph. Die Abbildung Y — X ist endlich. Nehmen wir
an, es gebe eine Zerlegung

Y =Y¥...8Y,

in Zusammenhangskomponenten Yj. Die induzierten Abbildungen Y; — X
sind ebenfalls endlich. Nach Lemma 26.6 erfiillt die auf Y] eingeschrénkte
Funktion 7" eine Ganzheitsgleichung vom Grad < n. Sie erfiillt aber auch die
Ausgangsgleichung auf Y und damit auf Y;. Dies widerspricht der Irreduzi-
bilitét. O

SATZ 26.12. Es seiw: Y — X eine endliche holomorphe Abbildung zwischen
kompakten zusammenhdingenden riemannschen Flichen der Bldtterzahl n.
Dann lisst sich Y idiber dem Komplement einer diskreten Teilmenge von X
als Nullstellengebilde zu einem Polynom vom Grad n iber dem Kérper M(X)
realisieren.

Beweis. Nach Satz 26.8 liegt eine endliche Koérpererweiterung M(X) C
M(Y) vom Grad n vor. Nach Satz 13.15 (Korper- und Galoistheorie (Osna-
briick 2018-2019)) ist

M(Y) = M(X)[g] = M(X)[T]/(H)
mit einer meromorphen Funktion g auf Y und einem Minimalpolynom
H=T"4+a, T" '+ - +a.T + ag

mit meromorphen Funktionen a; € M(X). Essei X’ C X das Komplement
einer diskreten Teilmenge derart, dass 7 iiber X’ unverzweigt ist, dass die a;
holomorph auf X’ sind und dass g auf

Y = 7 HX')
holomorph ist. Wir betrachten die Abbildung
7xg: Y — X' xC.
Wegen H(g) = 0 als holomorphe Funktion auf Y ist

H(g)(P) = (Zajgj> (P) = Zaj(W(P))gj(P) = H(n(P),9(P)) = 0
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und daher liegt das Bild von 7 x ¢ im Nullstellengebilde V' zu H. Die Ab-
bildung ist injektiv (vergleiche den Beweis zu Satz 26.8) und aus Anzahl-
griinden auch surjektiv. Wir haben also eine Homéomorphie zwischen den
beiden holomorphen Uberlagerungen Y’ — X’ und V — X' iiber X’. Daher
ist Y’ — V auch biholomorph. O

BEMERKUNG 26.13. Entsprechend zu Satz 26.1 gilt, dass fiir eine invertierba-
re Garbe £ auf einer zusammenhéngenden kompakten riemannschen Fliche
X die Kohomologiegruppen H'(X, £) endlichdimensional sind. Entsprechend
zu Satz 26.2 folgt, dass die invertierbare Garbe einen meromorphen Schnitt
besitzt, der abgesehen von einem Punkt holomorph ist. Dies erlaubt es, eine
invertierbare Garbe als eine Untergarbe der Garbe der meromorphen Funk-
tionen zu realisieren. Dies bedeutet wegen Lemma 20.16, dass jede invertier-
bare Garbe die zugehorige invertierbare Garbe Lp zu einem Divisor D ist.
Man kann also Konzepte wie den Grad eines Divisors auf jede invertierbare
Garbe iibertragen. Mit Satz 20.17 folgt

DKG (X) = Pic(X) = H'(X,0%).

Aus Lemma 25.12 folgt dann wiederum im kompakten Fall, dass H'(X, M%)
trivial ist.
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