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Ubungsaufgaben

AUFGABE 24.1. Uberpriife, um die folgenden Waérter korrekt gebildete (ein-
schlielich Klammerung) modallogische Ausdriicke sind.

(1) O((p) A (q)).

(2) (p) = O(g),

(3) (p) = (O(q)),

(4) (O(p) — ((O(q)) — ().

AUFGABE 24.2. Zeige, dass das K-Axiom &quivalent zu
FOa = (OB V O(aApB))

ist.

AUFGABE 24.3. Formuliere die in Bemerkung 23.7 aufgefiihrten Eigenschaf-
ten fiir das Ableitungspradikat in der Sprache der Modallogik.

AUFGABE 24.4.*
Zeige, dass im K-System der Ausdruck

O(a = 8) = (0a — 0B)
ableitbar ist.

AUFGABE 24.5. Wir betrachten eine formale Modallogik, die durch das Axio-
menschema
FOa + ~a

gegeben sei.
(1) Erfullt diese Modallogik das Axiomenschema K?

(2) Erfiillt diese Modallogik die Nezessisierungsregel?
(3) Erfiillt diese Modallogik das Ideologieaxiom?
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AUFGABE 24.6. Es sei p; ¢ € I, eine Familie von Aussagenvariablen und
sei L die zugehorige modallogische Sprache. Es sei S ein pradikatenlogisches
Symbolalphabet, das unter anderem Konstanten ¢;, ¢ € I, und eine fixierte
Variable x enthalte.

(1) Definiere eine natiirliche injektive Abbildung
U: L — L7,
bei der p; auf x = ¢; und Do auf Vo U («) abgebildet wird.
(2) Was ist U(Qa)?

(3) Zeige, dass zu jeder in der K-Modallogik ableitbaren modallogischen
Aussage a auch ¥(a) im Priadikatenkalkiil ableitbar ist.

AUFGABE 24.7. (1) Zeige, dass in einer K-Modallogik das Axiomen-
schema
OlanB) = danOB
gilt.
(2) Zeige, dass in einer K-Modallogik das Axiomenschema
QaNOB — OlaNp)

nicht gelten muss.

AUFGABE 24.8. (1) Zeige, dass in einer K-Modallogik das Axiomen-
schema
Qa v Of = OlaV B)
gilt.
(2) Zeige, dass in einer K-Modallogik das Axiomenschema
OlaVv ) — Qa Vv Op

nicht gelten muss.

Zur folgenden Aufgabe vergleiche auch Aufgabe 11.21.

AUFGABE 24.9. Zeige, dass in einer K-Modallogik das Axiomenschema
Ol = ) = (Oa = 0P)

nicht gelten muss.

AUFGABE 24.10. Es sei I' eine arithmetische Ausdrucksmenge und « ein
einstelliges Pradikat mit

['Fa(n)
fiir alle n € N. Zeige, dass es einen Satz ¢ mit

I'Fa(GN(q)) <> q
gibt.
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AUFGABE 24.11. Es sei I' eine arithmetische Ausdrucksmenge und « ein
einstelliges Pradikat mit

I'F —a(n)
fiir alle n € N. Zeige, dass es einen Satz ¢ mit
I'Fa(GN(q)) < q

gibt.

AUFGABE 24.12. Wir setzen
a(z) == y(r=y+y)

und es sei die Godelisierung mit Primzahlen vorausgesetzt. Zeige (ohne den
Fixpunktsatz zu verwenden), dass es einen Satz ¢ € L4 mit

PAF o(GN(q)) <> q
gibt.

AUFGABE 24.13. Es sei k eine fixierte positive natiirliche Zahl und es sei

a(r) = Jy(z = ky),
wobei ky als die k-fache Addition von y mit sich selbst realisiert werde. Es sei
die Godelisierung mit Primzahlen vorausgesetzt. Zeige (ohne den Fixpunkt-
satz zu verwenden), dass es einen Satz ¢ € L)* mit

PAF a(GN(q)) < q
gibt.

Aufgaben zum Abgeben

AUFGABE 24.14. (2 Punkte)

Uberpriife, um die folgenden Worter korrekt gebildete (einschlieBlich Klam-
merung) modallogische Ausdriicke sind.

(1) O((p) A (),

(2) (p) = O((q) Vv (1)),

(3) (O@((p))) — (O(q)),

(4) ((0(p) = ((T(g)) = (r)))-

AUFGABE 24.15. (2 Punkte)
Zeige, dass in einer K-Modallogik

F O——a < = —=0a
ableitbar ist.
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AUFGABE 24.16. (2 Punkte)
Zeige, dass die K-Modallogik widerspruchsfrei ist.

AUFGABE 24.17. (4 (242) Punkte)
Es sei I' eine arithmetische Ausdrucksmenge und « ein einstelliges Préadikat.
(1) Es gelte
['Fa(n)
fiir endlich viele n € N und fiir alle {ibrigen natiirlichen Zahlen gelte
I'F —a(n).
Zeige, dass es einen Satz ¢ mit
I'Ha(GN(q)) < q

gibt.
(2) Es gelte
' —a(n)
fiir endlich viele n € N und fiir alle {ibrigen natiirlichen Zahlen gelte
I'Fan).

Zeige, dass es einen Satz g mit
I'Fa(GN(q)) < q
gibt.



