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Biindel, Garben und Kohomologie

Vorlesung 10

Schemata

DEFINITION 10.1. Ein Schema ist ein beringter Raum (X, Ox) derart, dass
es eine offene Uberdeckung X = |J,.; U; gibt, fir die die (U;, Ox|y,) affine
Schemata sind.

LEMMA 10.2. Es sei (X,Ox) ein Schema und P € X ein Punkt. Dann
gibt es zu jeder offenen Umgebung P € U eine offene affine Umgebung
PeV CU.

Beweis. Es sei
P € W = Spec(R)

eine offene affine Umgebung von P. Dann ist P € UNW C Spek (R) eine
offene Teilmenge von Spek (R) und damit von der Form UNW = D(a) mit
cinem Ideal a C R. Wegen D(a) = U, D(f) ist

P e D(f) € D) CU
fir ein f und D(f) ist affin nach Lemma 9.13. 4
LEMMA 10.3. Eine offene Teilmenge U C X eines Schemas (X,Ox) be-

sitzt eine Uberdeckung mit affinen offenen Mengen und ist somit selbst ein
Schema.

Beweis. Als offene Teilmengen eines beringten Raumes ist U ebenfalls ein
beringter Raum. Die Existenz der affinen Uberdeckung folgt unmittelbar aus
Lemma 10.2. U

DEFINITION 10.4. Eine offene Teilmenge U C X = Spek (R) eines affinen
Schemas X nennt man ein quasiaffines Schema.

DEFINITION 10.5. Zu einem lokalen Ring (R, m) nennt man

Spek (R) \ {m}
das punktierte Spektrum von R.
Als beringte Rdume kann man Schemata grundsétzlich entlang offener Teil-

mengen im Sinne von Lemma 7.10 miteinander verkleben. Wir geben dafiir
zwei Beispiele.
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BEISPIEL 10.6. Wir betrachten die affine Gerade zweifach, also U = A}, =
Spek (K[S]) und V' = A}, = Spek(K|[T]) mit den offenen Teilmengen
U = A \{(9)} = Spek(K[S,87"]) C Aj und V' = Al \{(T)} =
Spek (K[T,T~']) C Al.. Wir betrachten den Isomorphismus
o: U — V|

der durch S — T festgelegt ist und wir wollen U und V' im Sinne von Lemma
7.10 miteinander verkleben. Das sich ergebende Gebilde X ist ein Schema,
das man die in einem Punkt verdoppelte Gerade nennt. Die beiden durch

(S) bzw. (T) gegebenen Punkte auf X nennen wir P bzw. Q. Es liegt das
kommutative Diagramm (von Restriktionshomomorphismen)

I'(X, Ox) — (U, Ox) = KI5]

{ \J
F(V7OX>:K[S] — F(UIJOX):K[S7S_1]
vor, wobei wir die Identifizierung S = T vorgenommen haben. Aus der

Garbenbedingung folgt

und die globalen Funktionen haben in P und in @) den gleichen Wert. Mit
einer dhnlichen Uberlegung lisst sich zeigen, dass die Halme O xp = Oxg =
K[S]s) tibereinstimmen (alles spielt sich im Funktionenkorper K'(S) ab).

BEISPIEL 10.7. Wir betrachten die affine Gerade zweifach, also U = A}, =
Spek (K[S]) und V. = A} = Spek(K|[T]) mit den offenen Teilmengen
U = A\ {(9)} = Spek(K[S,57")) C Aj und V' = AR\ {(T)} =
Spek (K [T, T~ ']) € A},. Wir betrachten den Isomorphismus
o: U — V',

der durch S +— T~! festgelegt ist und wir wollen U und V im Sinne von
Lemma 7.10 miteinander verkleben. Das sich ergebende Gebilde X = P},
ist ein Modell fiir die projektive Gerade tiber K. Die beiden durch () bzw.
(T') gegebenen Punkte auf X nennen wir P bzw. (). Wenn bei K = R oder
K = C (mit der metrischen Topologie) eine Folge in U’ gegen P € U
konvergiert, so divergiert sie in V' bestimmt gegen unendlich.

Es liegt das kommutative Diagramm (von Restriktionshomomorphismen)

P(P}{,OPQ N F(U, OP}J — K[S]

(V,0) = K[T] = KIS — T(U,05;) = K[$,57

~1 vorgenommen haben. Aus der

vor, wobei wir die Identifizierung S = T
Garbenbedingung folgt

I'X,0x) = K,
da nur die konstanten Funktionen sowohl in K[S] als auch in K[S™!] sind
(es wird der Durchschnitt im Funktionenkérper K (S) genommen). Es ist

Oxp = K[S)(s) und Ox g = K[S™"|(5-1).



Morphismen von Schemata

DEeFINITION 10.8. Ein Schemamorphismus
p: X —Y

zwischen Schemata X und Y ist ein Morphismus der lokal beringten Raume.

Wir wollen zuerst die zu einem Ringhomomorphismus #: R — S gehorende
Spektrumsabbildung

Spek (S) — Spek (R)
zu einem Schemamorphismus machen. Dies ergibt sich als Spezialfall des
folgenden Satzes.

SATZ 10.9. Es sei (X,0Ox) ein lokal beringter Raum und Y = Spek (R)
ein affines Schema. Dann gibt es zu jedem Ringhomomorphismus 6: R —
I'(X,Ox) einen eindeutig bestimmten Morphismus lokal beringter Rdume
X =Y, der 0 als globalen Homomorphismus besitzt.

Beweis. Wegen Lemma 7.18 muss

plr) = {feR|z¢ Xoip} = (pp06) " (m,)
fir jeden Punkt z € X sein, wobei p,: I'(X,O) — Ox, den Restriktions-
homomorphismus in den Halm Ox, und m, C Ox, das maximale Ideal
bezeichnet. Dadurch ist wiederum eine stetige Abbildung festgelegt, da sie ja

e H(D(f)) = X
erfiillt, die D(f) nach Proposition 8.4 (8) eine Basis bilden und da die Xy(y)
nach Lemma 7.16 offen sind. Zu jedem f € R liegen die Ringhomomorphis-
men

R -5 I(X,0x) — T(Xo(p), Ox)

vor, wobei 0( f) rechts zu einer Einheit wird. Nach Satz 15.13 (Kommutative
Algebra) gibt es daher einen eindeutig bestimmten Ringhomomorphismus

Ry — T'(Xp(p), Ox),

der mit diesem Ringhomomorphismus vertraglich ist. Durch die Garbenei-
genschaft ist daher auch ein eindeutig bestimmter Ringhomomorphismus

[(D(a),0y) — T(¢~'(D(w)), Ox)

fiir jede offene Menge D(a) festgelegt. Es gilt namlich mit D(a) = (J,.; D(f)
die Beziehung

I'(D(a),Oy) = {(Si)z’el e [[Rslsi=s;in Rfifj}
el
und

F(gp—l(D(a)), O)() = {(ti)iel € HF<X9(fz‘)7OX) | t, = tj in F(Xe(fifj)7 OX)}

el
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Da wir rechts auf den Ry, bzw. Ry, wohldefinierte Ringhomomorphismen
haben, und da dabei die Gleichungen beriicksichtigt werden, ergibt sich ein
Ringhomomorphismus von oben nach unten. Diese Festlegungen liefern in
der Tat einen Morphismus lokal beringter Rdume. U

KoroLLAR 10.10. Es seien R und S kommutative Ringe und 0: R — S
ein Ringhomomorphismus. Dann gibt es einen eindeutig bestimmten Sche-
mamorphismus Spek (S) — Spek (R), der 0 als globalen Homomorphismus
besitzt. Topologisch handelt es sich um die Spektrumsabbildung.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Satz 10.9. Die Uberlegung zu Beginn des
Beweises von diesem Satz zeigt, dass es sich um die Spektrumsabbildung
handelt. 0O

KOROLLAR 10.11. Es sei (X,Ox) ein lokal beringter Raum. Dann gibt es
einen kanonischen Morphismus lokal beringter Riume X — Spek(Z). Da-
bei wird ein Punkt x € X auf die Charakteristik seines Restekdrpers r(x)
abgebildet.

Beweis. Der kanonische Ringhomomorphismus
7 — F(X , @ X)

legt nach Satz 10.9 einen eindeutig bestimmten Morphismus lokal beringter
Réaume

X — Spek (Z)
fest. O

KOROLLAR 10.12. Es sei (X, Ox) ein lokal beringter Raum. Dann definiert
jede globale Funktion f € T'(X, Ox) einen eindeutig bestimmten Morphismus
lokal beringter Riume X — AL wobei die Variable (der affinen Geraden)
auf f abgebildet wird. Wenn I'(X, Ox) eine K-Algebra iiber einem Korper K
ist, so definiert f auch einen Morphismus lokal beringter Riume X — Al
Dabei wird ein Punkt x € X auf den Kern des Ringhomomorphismus

K[T] — w(z), T — f(z),
abgebildet.
Beweis. Das Ringelement f € I'(X, Oy) definiert einen eindeutig bestimm-
ten Ringhomomorphismus Z[T| — I'(X, Ox), ndmlich den Einsetzungsho-

momorphismus. Nach Satz 10.9 gibt es dazu einen eindeutig bestimmten
Morphismus lokal beringter Rdume

(X,0x) — Spek (Z[T]) = A,
Der Zusatz ergibt sich entsprechend. U

KOROLLAR 10.13. Es sei (X,0Ox) ein lokal beringter Raum. Dann defi-
niert jedes Funktionstupel f1, ..., fn, € T'(X,Ox) einen eindeutig bestimmten
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Morphismus lokal beringter Riume X — A7, wobei die Variable T; (des af-
finen Raumes) auf f; abgebildet wird. Wenn I'(X,Ox) eine R-Algebra tiber
einem kommutativen Ring R ist, so definieren die f1, ..., f, auch einen Mor-
phismus lokal beringter Rdume X — A%. Dabei wird ein Punkt v € X auf
den Kern des Ringhomomorphismus

R[Tlv s 7Tn] — '%(x)ﬂ CTZ — fl<$),
abgebildet.

Beweis. Siehe Aufgabe 10.3. O

Ein Morphismus in einen affinen Raum ist also nichts anderes als ein Tupel
von globalen Funktionen.

Wenn

p: X —Y
ein Morphismus ist, so ist fiir jede offene Teilmenge V' C Y auch die indu-
zierte Abbildung

p (V) —V
ein Morphismus. Wenn V' zusétzlich affin ist, so wird ein solcher Morphismus
lokal (bezogen auf Y) wegen Satz 10.9 durch einen Ringhomomorphismus

gegeben. Dies bedeutet, dass ein Schemamorphismus ¢: X — Y mit Hilfe
einer affinen Uberdeckung

Y = UVi = USpek(Rl-)
iel iel
im Wesentlichen durch die Ringhomomorphismen
R; — T(¢™(Vi), Ox)

bestimmt ist.

Schema iiber Basisschema

Bei einer kommutativen K-Algebra A iiber einem Korper K ist durch den
kanonischen Ringhomomorphismus K — A eine kanonische Spektrumsab-
bildung

Spek (A) — Spek (K)

festgelegt, die ja topologisch einfach die konstante Abbildung ist, die aber
dennoch festlegt, wie die Konstanten aus K zu interpretieren sind. Im Kon-
text von Schemata wird die Rolle eines Grundringes von einem Basisschema
iibernommen.

DEFINITION 10.14. Ein Schema X zusammen mit einem fixierten Morphis-
mus p: X — S zu einem weiteren Schema S heifit ein Schema diber S. Dabei
heifit S das Basisschema.
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Héufig ist das Basisschema einfach das Spektrum eines Korpers. Wegen Ko-
rollar 10.11 ist jedes Schema in eindeutiger Weise ein Schema iiber Spek (Z).
Bei einem Schema iiber Spek (R) spricht man auch von einem Schema {iber
R. Die Rolle von Algebrahomomorphismen wird durch Morphismen iiber-
nommen, die mit der Basis vertréglich sind.

DEFINITION 10.15. Es seien X und Y Schemata iiber dem Basisschema S.
Ein Schemamorphismus ¢: X — Y heiflit Schemamorphismus tiber S, wenn
das Diagramm
X 5 v
N
S

kommutiert.

DEFINITION 10.16. Ein Schemamorphismus ¢: X — Y heifit von endlichem
Typ, wenn es eine affine offene Uberdeckung Y = |J,.; V; derart gibt, dass

es endliche affine Uberdeckungen

vV = U

iEIj

icl

gibt so, dass zu jedem 7 € I; die Ringhomomorphismen
F(V}, Oy) — F(UZ, O)()

von endlichem Typ sind.

Einbettungen

DEFINITION 10.17. Ein Schemamorphismus f: Y — X heifit offene Fin-
bettung, wenn f einen Isomorphismus mit einer offenen Teilmenge von X
induziert.

DEFINITION 10.18. Ein Schemamorphismus f: Y — X heifit abgeschlossene
FEinbettung, wenn das Bild f(Y') eine abgeschlossene Teilmenge von X ist,
ein Homéomorphismus Y — f(Y) vorliegt und der zugehérige Garbenho-
momorphismus Ox — f,Oy surjektiv ist.

DEFINITION 10.19. Ein Schemamorphismus f: Y — X heifit Einbettung,
wenn es eine Faktorisierung

y Lz Mx

mit einer offenen Einbettung ¢ und einer abgeschlossenen Einbettung h gibt.
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