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Riemannsche Fliachen

Vorlesung 18

Meromorphe Funktionen

DEFINITION 18.1. Essei X eine riemannsche Fldche. Eine meromorphe Funk-
tion auf X ist gegeben durch eine diskrete Menge D C X und eine holo-
morphe Funktion

f: X\D—C
derart, dass fiir jedes € D der Limes lim,_,, f(y) in C existiert oder gleich
o0 ist.

Dabei werden meromorphe Funktionen als gleich angesehen, wenn sie als
holomorphe Funktionen auf dem offenen Komplement einer diskreten Teil-
menge iibereinstimmen. Wenn der Limes gleich oo ist, was bedeutet, dass fiir
ly| — oo auch | f(y)| — oo gilt, so sagt man, dass ein Pol in y vorliegt. Wenn
der Limes in einem Punkt existiert (also in C), so kann man nach dem Rie-
mannschen Hebbarkeitssatz die Funktion in diesem Punkt holomorph fort-
setzen. Man kann daher jede meromorphe Funktion durch eine holomorphe
Funktion auf einer groftmaoglichen offenen Menge représentieren, ndmlich auf
dem Komplement der Polstellen. Insbesondere ist eine meromorphe Funkti-
on genau dann eine holomorphe Funktion, wenn sie keine Polstellen besitzt,
wenn also D = () gewéihlt werden kann.

Eine meromorphe Funktion f besitzt in jedem Punkt P mit einem lokalen
Parameter z eine Laurent-Entwicklung, also auf dem Kartenbild eine Dar-

stellung
f(z) = chz”
n=~k

mit £ € Z und (bei f # 0) ¢x # 0. Bei & > 0 ist die Funktion in P
holomorph und bei & € Z_ liegt ein Pol vor, wobei —k die Polstellenordnung
heifit (generell heifit £ die Nullstellenordnung im Punkt).

LEMMA 18.2. Es sei X eine riemannsche Fliche. es sei D C X eine diskrete
Teilmenge und f: X\ D — C eine holomorphe Funktion. Dann sind folgende
Figenschaften dquivalent.

(1) f ist eine meromorphe Funktion.

(2) Fir jedes Kartengebiet U C X ist die holomorphe Funktion
flxpyw © o Ha@wnamrry: «(U)\a(DNU) = C
meromorph.



(3) Es gibt eine offene Uberdeckung X = J,¢;
U, derart, dass die holomorphen Funktionen
meromorph sind.

U; mit Kartengebieten

Beweis. Siehe Aufgabe 18.3. O

Meromorphe Funktionen f; und f; auf einer riemannschen Fliche X kann
man in natiirlicher Weise addieren und multiplizieren. Dazu fasst man die
jeweiligen diskreten Ausnahmemengen D; und D, zu einer diskreten Menge
D = D; U Dy zusammen und addiert bzw. multipliziert die holomorphen
Funktionen auf X \ D. Die Summe bzw. das Produkt besitzt in den Punkten
aus D entweder einen Limes oder aber einen Pol.

SATZ 18.3. Es sei X eine zusammenhdngende riemannsche Fliche. Dann
st die Menge der meromorphen Funktionen auf X mit den natiirlichen Ver-
kniipfungen ein Korper.

Beweis. Es ist klar, dass ein kommutativer Ring vorliegt. Es sei f eine me-
romorphe Funktion # 0 auf X, die auf X \ D holomorph sei. Nach Satz 3.5
ist die Nullstellenmenge E von f innerhalb von X \ D diskret. Somit ist f~*
auf X \ (D U E) nach Lemma 3.4 holomorph und aus den Nullstellen von f
werden Polstellen und umgekehrt. O

Wir bezeichnen diesen Korper mit M(X).

LEMMA 18.4. Es sei X eine riemannsche Fliche und sei U C X eine offene
Teilmenge.

(1) Die Einschrinkung einer meromorphen Funktion f von X auf U ist

meromorph.

(2) Die Zuordnung U — M(U) ist eine Garbe von kommutativen Rin-
gen auf X.

(3) Wenn X und U zusammenhdngend sind, so liegt eine Kérpererwei-
terung

M(X) — M), f — flu,
vor.
Beweis. Siehe Aufgabe 18.4. 0

Die Garbe der meromorphen Funktionen auf X wird mit M x oder mit M
bezeichnet. Es liegt die Untergarbenbeziehung

Ox C Mx
vor. Schon das Beispiel

U©,r) c U(0,s) c C
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mit r < s zeigt, dass die Restriktionsabbildung fiir die meromorphen Funk-
tionen im Allgemeinen nicht surjektiv ist, da es zu jedem Radius holomorphe
Funktionen mit diesem Konvergenzradius gibt, die nicht iiber den Rand hin-
aus fortsetzbar sind.

BEISPIEL 18.5. Wir betrachten
C C CU{o0} = Pg.

Jedes nichtkonstante Polynom p (aufgefasst als holomorphe Funktion auf
C) besitzt die Eigenschaft, dass der Limes lim.| |[p(2)| bestimmt gegen
unendlich divergiert (siehe den Beweis zu Lemma 36.13 (Analysis (Osna-
briick 2021-2023))). Somit ist jedes Polynom eine meromorphe Funktion auf
der projektiven Geraden. Es folgt, dass iiberhaupt jede rationale Funktion
P/Q eine meromorphe Funktion auf der projektiven Geraden definiert. D.h.
der Korper der rationalen Funktionen C(T") ist im Korper der meromorphen
Funktionen auf der projektiven Geraden enthalten. In Satz 19.19 werden wir
sehen, dass hier sogar Gleichheit gilt. Es ist andererseits einfach, meromorphe
und auch holomorphe Funktionen auf C anzugeben, die auf der projektiven
Geraden nicht meromorph sind. Beispielsweise definieren die komplexe Expo-
nentialfunktion oder die komplexe Sinusfunktion keine meromorphe Funktion
auf P§, da diese Funktionen fiir |z| — oo kein einheitliches Limesverhalten
haben (also weder gegen eine feste Zahl noch gegen unendlich gehen).

Wir werden in Satz 26.9 sehen, dass auf der projektiven Geraden jede me-
romorphe Funktion rational ist. Generell besitzt auf einer kompakten zu-
sammenhéangenden riemannschen Fléche der Kérper der meromorphen Funk-
tionen eine algebraische Beschreibung, was fiir nichtkompakte riemannsche
Flachen keineswegs gilt.

Holomorphe Abbildungen nach P}

SATZ 18.6. Es sei X eine zusammenhdngende riemannsche Fldche. Dann gibt
es eine natirliche Korrespondenz zwischen meromorphen Funktionen auf X
und holomorphen Abbildungen von X nach P, die nicht konstant gleich oo
sind. Einer meromorphen Funktion f wird dabei die Abbildung zugeordnet,
die auf dem polstellenfreien Ort die holomorphe Funktion

X \ Pol(f) — C C P
1st und die die Polstellen von f auf oo abbildet.

Beweis. Es liegt unmittelbar die holomorphe Funktion
X \ Pol(f) — C C PP

vor. Das die beschriebene Fortsetzung nach P¢ ebenfalls holomorph ist, kann
man fiir jeden einzelnen Punkt P, an dem ein Pol vorliegt, nachweisen. Es
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habe also f einen Polin Pundsei P € U C X eine offene Kreisscheibenum-
gebung, auf der f keine Nullstelle und keinen weiteren Pol besitze. Es besitzt
dann f auf U (bzw. dem zugehorigen Kartenbild) eine Laurent-Entwicklung
> L cpz" mit k € Z_ und ¢, # 0. Wir schreiben

f= icnz” = 2F (i ck+mzm> = 27g(2).
n=~k m=0

Es ist g(z) holomorph ohne Nullstelle und daher ist
1
— = Dh(z
9(z) )
holomorph (auf einer eventuell kleineren Umgebung). Die zusammengesetzte
Abbildung

U\ {0y Lo e el
ist 2+ 27%h(2). Diese lisst sich durch 0 — 0 holomorph fortsetzen. Da sich

die projektive Gerade aus den beiden C mit der Identifizierung z = w™!
auf C* zusammenklebt, liegt eine wohldefinierte Abbildung in die projektive
Gerade vor. U

Zu einer meromorphen Funktion f auf einer zusammenhédngenden riemann-
schen Flache X versteht man unter der Gesamtnullstellenordnung einfach
die Gesamtnullstellenordnung der zugehorigen holomorphen Funktion (auf
dem maximalen Definitionsbereich), also die Summe »° . Verz (z[0),
falls diese endlich ist. Hierbei werden die Nullstellen von f zusammen mit
ihren jeweiligen Ordnungen gezihlt, die man aus der Potenzreihenentwick-
lung ablesen kann. Die Gesamtpolstellenordnung von f ist entsprechend die
Summe erpol( N —k,, wenn k, die Startordnung der Laurent-Entwicklung
von f in = bezeichnet. Diese Gesamtpolstellenordnung kann man wiederum
als Gesamtordnung iiber oo der zugehérigen holomorphen Abbildung nach
P¢ auffassen, siehe Aufgabe 18.11.

KOROLLAR 18.7. Es sei f eine nichtkonstante meromorphe Funktion auf
der zusammenhdngenden kompakten riemannschen Fliche X. Dann stimmt
die Gesamtnullstellenordnung von f mit der Gesamtpolstellenordnung von f
tiberein.

Beweis. Dies folgt unter Verwendung von Satz 18.6 und Aufgabe 18.11 aus
Korollar 9.9. U

Hauptteile

Es sei X eine riemannsche Flache . Fiir jede offene Teilmenge U C X liegt
die Beziehung
Ox(U) € M(U)
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vor, da ja jede holomorphe Funktion insbesondere eine meromorphe Funkti-
on ist. Wir haben also eine Untergarbenbeziehung Oy C M x und wollen
die Quotientengarbe dazu bestimmen. Zur Formulierung verwenden wir die
folgenden Begriffe.

DEFINITION 18.8. Es sei X eine riemannsche Fliache, U C X eine offene
Teilmenge und P € U. Zu einer meromorphen Funktion auf U mit der
Laurent-Entwicklung >, ¢,2" in P nennt man Z;ik cp2™ den Hauptteil
der Funktion in P.

Der Hauptteil ist ein Element des Restklassenmoduls M p/Op. Diese Sicht-
weise ist wichtiger als die {ibersichtliche Darstellung mit einem lokalen Pa-
rameter. Der Hauptteil einer holomorphen Funktion ist 0, der Hauptteil ist
also relevant fiir das Polstellenverhalten einer meromorphen Funktion und
ist dafiir ein gewisses Maf. Jeder Hauptteil wird durch eine besonders ein-
fache meromorphe Funktion repriisentiert, nimlich ein Polynom in z~! ohne
konstanten Term. Die Potenzen z¥, k € Z_, bilden eine C-Basis des Vek-
torraumes aller Hauptteile. Unendliche Summen dieser Potenzen sind keine
Hauptteile.

DEFINITION 18.9. Es sei U eine riemannsche Fliche und f eine meromorphe
Funktion auf U. Dann nennt man die Abbildung, die jedem Punkt P € U
den Hauptteil zu f in P zuordnet, die Hauptteilverteilung zu f.

Fiir einen Punkt ist der Hauptteil einer meromorphen Funktion f in diesem
Punkt genau dann 0, wenn f in diesem Punkt keinen Pol besitzt. Da die
Polstellen einer meromorphen Funktion diskret sind, ist die Hauptteilver-
teilung einer meromorphen Funktion eine Hauptteilverteilung im Sinne der
folgenden Definition.

DEFINITION 18.10. Es sei U eine riemannsche Flédche. Unter einer Hauptteil-
verteilung T auf U versteht man eine diskrete Teilmenge D C U zusammen
mit einem Hauptteil Tp fiir jeden Punkt P € D. Die Menge der Hauptteil-
verteilungen auf U wird mit 7 (U) bezeichnet.

Der Hauptteil Tp wird dabei durch eine in einer offenen Umgebung von P
definierten meromorphen Funktion oder durch z;ik cp 2" mit einem lokalen
Parameter z um P repréasentiert. Man kann eine Hauptteilverteilung auch
so auffassen, dass iiberhaupt jedem Punkt ein Hauptteil zugeordnet wird,
wobei aber auflerhalb einer diskreten Menge die Hauptteile gleich 0 sind.
Die Punkte, in denen eine Hauptteilverteilung # 0 ist, nennt man auch den
Trdager der Hauptteilverteilung. Statt von einer Hauptteilverteilung spricht
man auch von einer Mittag-Leffler- Verteilung.

Wenn man einer jeden offenen Menge U die Menge aller moglichen Hauptteil-
verteilungen auf U zuordnet, so erhédlt man eine Garbe von kommutativen
Gruppen auf X, siche Aufgabe 18.14. Diese Garbe bezeichnen wir mit 7.



6

Bei der Restriktionsabbildung werden punktweise die Hauptteile iibernom-
men bzw. weggelassen, wenn der Punkt nicht zur kleineren offenen Menge
gehort.

BEISPIEL 18.11. Wir betrachten die rationale Funktion f(z) = m
als meromorphe Funktion auf der projektiven Geraden P{ und wollen ih-
re Hauptteilverteilung bestimmen. Aufler in den Punkten —1,1, 00 hat die
Hauptteilverteilung den Wert 0.

Sei z = —1. Wir schreiben die Funktion mit dem lokalen Parameter u =
z+1 als
u—1)2 1 w?—=2u+1
flu) = (—)2 = v
u(u — 2) u  (u—2)

wobei der rechte Faktor holomorph in diesem Punkt ist. Insbesondere ist die
Polstellenordnung gleich 1 und es kommt nur noch auf den skalaren Faktor
an, der sich durch Einsetzen u = 0 zu i berechnet. Der Hauptteil in diesem

Punkt ist also Lllu_l.

Sei z = 1. Wir schreiben die Funktion mit dem lokalen Parameter v = 2 —1
als

1 (v+1)? 1 v*+2v+1 1 1
fo) = 5 S L L S ),
v v+2 v v+ 2 v v+2
wobei der rechte Faktor holomorph in diesem Punkt ist. Insbesondere ist die
Polstellenordnung gleich 2 und wir miissen den rechten Faktor als Potenzreihe
bis zur Ordnung 1 entwickeln. Dabei ergibt sich
1 1 1

vr2 2 1T

und somit ist der Hauptteil in diesem Punkt gleich $v72 — 2o71,

1

Im unendlich fernen Punkt muss man mit w = 2z~ arbeiten, die Funktion

besitzt dort die Beschreibung

w2 w

) = G D =1~ Trwi—wF

Dies ist holomorph fiir w = 0 und daher ist der Hauptteil in diesem Punkt
gleich 0.

LEMMA 18.12. Auf einer riemannschen Fldche liegt eine kurze exakte Se-
quenz von Garben von kommutativen Gruppen

0 —0x — M —T —0

vor, wobei Ox die Strukturgarbe der holomorphen Funktionen, M die Garbe
der meromorphen Funktionen und T die Garbe der Hauptteilverteilungen
bezeichnet.
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Beweis. Bei der Abbildung rechts wird natiirlich einer meromorphen Funkti-
on auf U C X ihre Hauptteilverteilung zugeordnet. Dabei gehen holomorphe
Funktionen auf 0. Es ist also lediglich zu zeigen, dass die Quotientengarbe
M /Ox unter dieser induzierten Zuordnung zur Garbe der Hauptteilvertei-
lungen isomorph ist. Eine meromorphe Funktion, deren Hauptteilverteilung
0 ist, besitzt keinen Pol und ist daher holomorph, was die Injektivitét sichert.
Die Surjektivitédt (im Garbensinn) kann man punktweise testen und beruht
darauf, dass jeder Hauptteil in einem Punkt in einer geeigneten Kreischei-
be durch eine meromorphe Funktion auf der Kreisscheibe représentiert wird.

4

Es sei betont, dass nicht jede globale Hauptteilverteilung von einer mero-
morphen Funktion herriihrt. In der Tat ist die Frage, welche Hauptteilver-
teilungen von einer meromorphen Funktion herriihren und welche nicht, ein
wichtiges Motiv zur Einfiihrung der Kohomologie.

Meromorphe Differentialformen

DEFINITION 18.13. Es sei U eine riemannsche Flédche. Eine meromorphe Dif-
ferentialform aut U wird gegeben durch eine holomorphe Differentialform auf
U\ D, wobei D C U eine diskrete Teilmenge bezeichnet, mit der Eigenschaft,
dass fiir jeden Punkt P € D lokal die Differentialform von der Form fdz
mit einer meromorphen Funktion f und mit einem lokalen Parameter z in P
ist.

Die meromorphen Differentialformen bilden eine Garbe auf X, die wir mit
M bezeichnen.

BEMERKUNG 18.14. Die Ableitung Ox(U) — Qx(U) lésst sich fortsetzen
zur Ableitung

d: M(U) — M), fr— df.

Hierbei wird lokal der meromorphen Funktion f die meromorphe Differen-
tialform f’dz zugeordnet. Diese Ableitung ist wieder C-linear und ein Gar-
benhomomorphismus, aber kein Modulhomomorphismus. Zu einer globalen
meromorphen Differentialform w (fiir die Existenz vergleiche Satz 26.2) erhélt
man einen Garbenhomomorphismus

MU) — MOU), fr— fuo.

Da lokal ein Isomorphismus vorliegt, handelt es sich um einen Isomorphismus.
Es liegt also eine nichtkanonische Isomorphie vor. Insbesondere kann man bei
einer gegebenen meromorphen Form w # 0 jede weitere meromorphe Form
W' als

W= fw
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mit einer eindeutig bestimmten meromorphen Funktion f schreiben. Fiir
nichtkonstante meromorphe Funktionen g, h gibt es insbesondere eine Bezie-
hung

dg = fdh

mit einer meromorphen Funktion f. Nicht jede meromorphe Differentialform
kann man als df mit einer meromorphen Funktion schreiben, siche Aufgabe
18.17.

Holomorphe Differentialformen sind insbesondere meromorphe Differential-
formen, wir haben also die Untergarbenbeziehung Qx C M. Dies er-
laubt neben der Einbettung von holomorphen Differentialformen in reell-
differenzierbare 1-Formen eine weitere Auflosungsmoglichkeit fiir die holo-
morphen Differentialformen. In einem Punkt P € X gilt

MWp/Qxp 2 Mp/Oxp = Tp,

der Quotientenmodul ist also in einem Punkt isomorph zum Hauptteilmodul
in diesem Punkt. Um mit natiirlichen Abbildungen zu arbeiten und falsche
Identifizierungen zu vermeiden sollte man in diesem Kontext die Hauptteil-
verteilungen stets punktweise durch [w] mit einer meromorphen Differential-
form w aus MW p repréasentieren oder in der Form Z;k cp,2"dz mit einem
lokalen Parameter z in P. Die zugehorige Garbe bezeichnen wir mit 7™, sie
ist isomorph zur Garbe der Hauptteilverteilungen.

LEMMA 18.15. Auf einer riemannschen Fldche liegt eine kurze exakte Se-
quenz von Garben

0— Qx — MY — 7B ¢

vor.

Beweis. Siehe Aufgabe 18.19. U

BEISPIEL 18.16. Auf der projektiven Geraden Pf ist z7'dz eine globale me-
romorphe Differentialform. Es sei Pt = U UV die Standardiiberdeckung.
Auf U \ {0} ist die Form holomorph, im Nullpunkt hat sie einen Pol der

Ordnung 1. Auf V mit dem lokalen Parameter w = 2! ist
1
27y = wdw™! = w(——2>dw = —w tdw,
w

im unendlich fernen Punkt liegt also auch ein Pol der Ordnung 1 vor. Diese
Form definiert im Sinne von Lemma 18.15 die Differentialform-Hauptteilver-
teilung mit dem Triger {0,000} und den Werten z~'dz in 0 und —w'dw in
0o. Diese Verteilung riihrt wie gezeigt von einer globalen meromorphen Form
her. Dagegen riihrt die Verteilung, die allein im Punkt 0 den Wert z7'dz
besitzt, nicht von einer globalen meromorphen Form her (dies folgt auch
sofort aus Satz 17.13). Eine solche miisste ndmlich auf V' eine holomorphe
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Differentialform sein, also von der Form hdw mit einer holomorphen ganzen
Funktion auf V' = C, sagen wir

o
hdw = chw”dw
n=0
Doch eine solche Form hat, wie die Transformation mit w = 27! zeigt, in

0 € U einen Pol der Ordnung > 2. Die Verteilung wiederum, die allein im
Punkt 0 den Wert z~2dz besitzt, rithrt von ebendieser meromorphen Form
her, da

-1

27 2dz = widw ! = —dw

eine holomorph Differentialform ist.

DEFINITION 18.17. Zu einer meromorphen Differentialform w auf einer rie-
mannschen Fliche X und einem Punkt P € X mit einer lokalen Beschrei-
bung w = fdz (wobei z ein lokaler Parameter und f eine meromorphe
Funktion ist) nennt man das Residuum von f in P das Residuum der Diffe-
rentialform in P. Es wird mit Resp (w) bezeichnet.

Eine holomorphe Differentialform nennt man auch (meromorphe) Differen-
tialform erster Gattung. Dariiber hinaus gibt es die folgenden Sprechweisen.

DEFINITION 18.18. Eine meromorphe Differentialform w auf einer riemann-
schen Fliache X heift Differentialform zweiter Gattung, wenn alle ihre Resi-
duen Resp (w) fir P € X gleich 0 sind.

DEFINITION 18.19. Eine meromorphe Differentialform w auf einer riemann-
schen Flache X heit Differentialform dritter Gattung, wenn sie héchstens
Pole der Ordnung 1 besitzt.






Abbildungsverzeichnis

Erlduterung: Die in diesem Text verwendeten Bilder stammen aus
Commons (also von http://commons.wikimedia.org) und haben eine
Lizenz, die die Verwendung hier erlaubt. Die Bilder werden mit ihren
Dateinamen auf Commons angefithrt zusammen mit ihrem Autor
bzw. Hochlader und der Lizenz. 11

Lizenzerkldarung: Diese Seite wurde von Holger Brenner alias
Bocardodarapti auf der deutschsprachigen Wikiversity erstellt und
unter die Lizenz CC-by-sa 3.0 gestellt. 11

11



