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Vorlesung 32

Verwandle grofie
Schwierigkeiten in kleine und
kleine in gar keine

Chinesische Weisheit

Das Losen von linearen Gleichungssystemen

Es ist von vornherein gar nicht so klar, was man unter dem Losen eines (linea-
ren) Gleichungssystems verstehen soll. Jedenfalls geht es um eine moglichst
gute Beschreibung der Losungsmenge. Wenn es nur eine Losung gibt, so geht
es darum, diese Losung zu finden und anzugeben. Wenn es iiberhaupt keine
Losung gibt, geht es darum, dies festzustellen und zu begriinden. Im All-
gemeinen ist aber die Losungsmenge eines Gleichungssystems grof. Dann
versteht man unter der Losung eines Systems, freie Variablen zu identifizie-
ren, die beliebige Werte annehmen diirfen, und explizit zu beschreiben, wie
die anderen (abhéngigen) Variablen von diesen freien Variablen abhéngen.
Man spricht auch von einer expliziten Beschreibung der Losungsmenge.

Lineare Gleichungssysteme konnen systematisch mit dem Eliminationsver-
fahren gelost werden, bei dem nach und nach Variablen eliminiert werden und
schlielich ein besonders einfaches dquivalentes Gleichungssystem (in Drei-
ecksgestalt) entsteht, das direkt gelost werden kann (bzw. von dem gezeigt
werden kann, dass es keine Losung besitzt). Systeme mit zwei Gleichungen
in zwei Variablen haben wir schon in der letzten Vorlesung behandelt. Wir
fahren mit einem typischen Beispiel fort.

BEISPIEL 32.1. Wir wollen das inhomogene lineare Gleichungssystem

2¢ +dy +2z v = 3
3r —4y +u +2v = 1
4x -2z +2u =7

tiber R (oder Q) 16sen. Wir eliminieren zuerst z, indem wir die erste Zeile [
beibehalten, die zweite Zeile I1 durch 11 — %I und die dritte Zeile I11 durch
111 — 21 ersetzen. Das ergibt

2v +5y +2=z v = 3
By -3z +u +Iv = I
—10y —6z +2u +2v = 1.
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Wir konnten jetzt aus der (neuen) dritten Zeile mit Hilfe der zweiten Zeile y
eliminieren. Wegen der Briiche eliminieren wir aber lieber z (dies eliminiert
gleichzeitig u). Wir belassen also die erste und zweite Zeile und ersetzen die
dritte Zeile 111 durch I11 — 211. Dies ergibt, wobei wir das System in einer
neuen Reihenfolge! aufschreiben, das System

2z +2z +5y —v = 3
-3z +u —Zy +Iv = L
13y —bv = 8.

Wir kénnen uns nun v beliebig (oder ,frei“) vorgeben. Die dritte Zeile legt
dann y eindeutig fest, es muss nédmlich

8 5
S ERETH
gelten. In der zweiten Gleichung kénnen wir wieder u beliebig vorgeben, was
dann z eindeutig festlegt, namlich

1T 7 23/8 5
z = _5(_§_U_§U+?(ﬁ+ﬁv>)
1T 792 115
-‘5‘5‘“‘5““§+§€0
o 1/93 12
B _5(2_6_ 1_3>
311 4
263 13

Die erste Zeile legt dann x fest, ndmlich

1
r = 5(3—22—5y+v)

Iy (B 1, AN (85,
-9 2% 3" 13" 13 713" ""

Daher kann man die Gesamtlosungsmenge als

15 1 2 8+5 _3_14_1 _ivuv ‘UUER
13 3" 13010 e T3t ’

schreiben. Eine besonders einfache Losung ergibt sich, wenn man die freien
Variablen v und v gleich 0 setzt. Dies fiihrt auf die spezielle Losung

15 8 31
= (=, =, -2.0,0
(x’y7z7u7v) (137 137 267 ) )

!Eine solche Umstellung ist ungeféhrlich, wenn man den Namen der Variablen mit-
schleppt. Wenn man dagegen das System in Matrizenschreibweise auffithrt, also die Va-
riablennamen einfach weglésst, so muss man sich diese Spaltenvertauschungen merken.
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In der allgemeinen Losung kann man v und v als Koeffizienten rausziehen
und dann die Losungsmenge auch als

15 8 31 11 2 5 4
DS 2 —-0.-1 22 20 R
{(13’13’ 26’0’0)+”< 303 ’0>+U< 313 13" >‘“’U6 }

schreiben. Dabei ist

1 1 2 5 4
—-.0,-,1 S 2 20,1 R
{u( 370737 7()) +U( 137137 13707 ) |u7U€ }

eine Beschreibung der allgemeinen Losung des zugehorigen homogenen linea-
ren Gleichungssystems.

DEFINITION 32.2. Es sei K ein Korper und seien zwei (inhomogene) lineare
Gleichungssysteme zur gleichen Variablenmenge gegeben. Die Systeme heiflen
dquivalent, wenn ihre Losungsmengen iibereinstimmen.

LEMMA 32.3. Es ser K ein Kirper und

a1y + a1 + - -+ + a1pTy =
a91T1 + a99xo + -+ - 4+ a9pT, = (9
Am1T1 + A2 + -+ Gp®Ty = Cpy

ein inhomogenes lineares Gleichungssystem tber K. Dann fiihren die fol-
genden Manipulationen an diesem Gleichungssystem zu einem dquivalenten
Gleichungssystem.

1) Das Vertauschen von zwei Gleichungen.

2) Die Multiplikation einer Gleichung mit einem Skalar s # 0.

3) Das einfache Weglassen einer Gleichung, die doppelt vorkommdt.

4) Das Verdoppeln einer Gleichung (im Sinne von eine Gleichung zwei-
mal hinschreiben).

(5) Das Weglassen oder Hinzufigen einer Nullzeile (einer Nullgleichung).

(6) Das Ersetzen einer Gleichung H durch diejenige Gleichung, die ent-

steht, wenn man zu H eine andere Gleichung G des Systems addiert.

(
(
(
(

Beweis. Die meisten Aussagen sind direkt klar. (2) ergibt sich einfach daraus,

dass wenn
n
E a;§; = ¢
i=1

gilt, dass dann auch

Z(sai)fi = sc

=1

fiir jedes s € K gilt. Bei s # 0 kann man diesen Ubergang durch Multipli-
kation mit s~! riickgiingig machen.



4

(6). Es sei G die Gleichung

n

E a;r; = C

=1

=1

Wenn ein Tupel (&1, ...,&,) € K™ die beiden Gleichungen erfiillt, so erfiillt es
auch die Gleichung H' = G+ H. Und wenn das Tupel die beiden Gleichungen
G und H’ erfiillt, so auch die Gleichung G und H = H' — G. OJ

und H die Gleichung

Fiir die praktische Losung eines linearen Gleichungssystems sind die beiden
Manipulationen (2) und (6) am wichtigsten, wobei man in aller Regel diese
beiden Schritte kombiniert und eine Gleichung H durch eine Gleichung der
Form H + A\G (mit G # H) ersetzt. Dabei wird A € K so gewéhlt, dass
die neue Gleichung eine Variable weniger besitzt als die alte. Man spricht
von Elimination einer Variablen. Diese Elimination wird nicht nur fiir eine
Zeile durchgefiihrt, sondern fiir alle Zeilen mit Ausnahme von einer (geeignet
gewihlten) , Arbeitszeile* G und mit einer fixierten ,, Arbeitsvariablen®. Das
folgende FEliminationslemma beschreibt diesen Rechenschritt.

LEMMA 32.4. Es sei K ein Korper und S ein (inhomogenes) lineares Glei-
chungssystem tiber K in den Variablen xq,...,x,. Es sei x eine Variable,
die in mindestens einer Gleichung G mit einem von 0 verschiedenen Koeffi-
zienten a vorkommt. Dann lisst sich jede von G verschiedene? Gleichung H
durch eine Gleichung H' ersetzen, in der x nicht mehr vorkommt, und zwar
so, dass das neue Gleichungssystem S’, das aus G und den Gleichungen H'
besteht, dquivalent zum Ausgangssystem S ist.

Beweis. Durch Umnummerieren kann man x = z; erreichen. Es sei G die

Gleichung
ary + Z a;r; = b
i=2

(mit @ # 0) und H die Gleichung

n
cr1 + E C,r; = d.
=2

Dann hat die Gleichung
0 =H-° a
a

2Mit verschieden ist hier gemeint, dass die beiden Gleichungen einen unterschiedlichen
Index im System haben. Es ist also sogar der Fall erlaubt, dass G und H dieselbe, aber
doppelt aufgefithrte Gleichung ist.
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Z <Ci — Eaz)xz = d — Eb,

P a a
in der x; nicht mehr vorkommt. Wegen H = H' + £ sind die Gleichungs-
systeme dquivalent. O

Das praktische Verfahren, bei dem man sukzessive das Verfahren im Beweis
des vorstehenden Lemmas anwendet, um auf Dreiecksgestalt bzw. Stufenge-
stalt zu kommen, nennt man Gaufsches Eliminationsverfahren (oder Addi-
tionsverfahren). Es werden also Variablen eliminiert, indem man geeignete
Vielfache von Gleichungen zu anderen Gleichungen hinzuaddiert.

SATZ 32.5. Jedes (inhomogene) lineare Gleichungssystem iber einem Kérper
K ldsst sich durch die in Lemma 32.3 beschriebenen elementaren Umformun-
gen und durch das Weglassen von dberfliissigen Gleichungen in ein dquiva-
lentes lineares Gleichungssystem der Stufenform

b1$1$51 +b1$1+1l’51+1 e e e e Ce +b1nxn = d1

0 ce 0 b232l'52 ce . c. +b2nxn = dg

0 o . o 0 bms, Ts,, - +bppz, = dp
Gberfiihren, bei dem alle Startkoeffizienten bys,, bas,, - - . , bys,, von 0 verschie-

den sind. Dabei ist (bei d, 1 = 0) die letzte Zeile tiberfliissig oder aber (bei
dmy1 # 0) das System besitzt keine Lisung.

Durch Variablenumbenennungen erhdlt man ein dquivalentes System der
Form

cuyi +eieye oo FCimYm  FCimt1Ymi1 - FCUn = A4
0 C22Y2 ce ce ce . +C2nyn = d2
0 . 0  ComYm FCmmi1Yms1 -+ FComnlYn =  dp
(0 0 0 0 = dmns1)

mit Diagonalelementen c; # 0.

Beweis. Dies folgt direkt aus dem Eliminationslemma, mit dem man suk-
zessive Variablen eliminiert. Man wendet es auf die erste (in der gegebenen
Reihenfolge) Variable (diese sei xg,) an, die in mindestens einer Gleichung
mit einem von 0 verschiedenen Koeffizienten auftaucht. Diese Eliminations-
schritte wendet man solange an, solange das im Eliminationsschritt entste-
hende variablenreduzierte Gleichungssystem (also ohne die vorhergehenden
Arbeitsgleichungen) noch mindestens zwei Gleichungen mit von 0 verschie-
denen Koeffizienten erhilt. Wenn dabei Gleichungen in der Form der letzten
Gleichung iibrig bleiben, und diese nicht alle die Nullgleichung sind, so be-
sitzt das System keine Losung. Wenn wir 43 = o5, Y2 = Tsyy .-+, Ym = Ts,,
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setzen und die anderen Variablen mit 4,11, ..., ¥, benennen, so erhélt man
das angegebene System in Dreiecksgestalt. O

Es kann sein, dass die Variable z; gar nicht in dem System mit einem von 0
verschiedenen Koeffizienten vorkommt, und, dass in einer Variablenelimina-
tion gleichzeitig mehrere Variablen eliminiert werden. Dann erhélt man wie
beschrieben ein Gleichungssystem in Stufenform, das erst durch Variablen-
vertauschungen in die Dreiecksform gebracht werden kann.

BEMERKUNG 32.6. Gelegentlich méchte man ein simultanes lineares Glei-
chungssystem der Form

a1y + @122 + -+ apr, = a (= di, = ey,...)
a91T1 + a99X9 —+ 4 A2n, Ty, = (9 (: dg, = €9,.. )
A1 1+ UpaZo 4+ F AT, = Cp (= dpy = €m,...)

16sen. Es sollen also fiir verschiedene Storvektoren Losungen des zugehori-
gen inhomogenen Gleichungssystems berechnet werden. Grundsétzlich kénn-
te man dies als voneinander unabhéngige Gleichungssysteme betrachten, es
ist aber geschickter, die Umwandlungen, die man auf der linken Seite macht,
um Dreiecksgestalt zu erreichen, simultan auf der rechten Seiten mit allen
Storvektoren durchzufiithren. Ein wichtiger Spezialfall bei n = m liegt vor,
wenn die Storvektoren die Standardvektoren durchlaufen, siehe Verfahren
36.13.

Wir besprechen noch kurz weitere Verfahren, ein lineares Gleichungssystem
zu 16sen.

BEMERKUNG 32.7. Ein weiteres Verfahren, ein lineares Gleichungssystem zu
16sen, ist das Finsetzungsverfahren. Dabei werden ebenfalls Variablen suk-
zessive eliminiert, allerdings in einer anderen Weise. Wenn man mit diesem
Verfahren die Variable x; eliminieren mochte, so 16st man eine Gleichung, sa-
gen wir GG, in der x; mit einem von 0 verschiedenen Koeffizienten vorkommt,
nach z; auf, und erhélt eine neue Gleichung der Form

/. —
Gl‘ Il—Fl,

wobei in F) die Variable x; nicht vorkommt. In allen weiteren Gleichungen
Go,...,G,, ersetzt man die Variable x; durch F; und erhélt (nach Umfor-
mungen) ein Gleichungssystem Gy, ..., G/ ohne die Variable z;, das zusam-
men mit G dquivalent zum Ausgangssystem ist.

BEMERKUNG 32.8. Ein anderes Verfahren, ein lineares Gleichungssystem zu
16sen, ist das Gleichsetzungsverfahren. Dabei werden ebenfalls Variablen suk-
zessive eliminiert, allerdings in anderer Weise. Bei diesem Verfahren 16st man
die Gleichungen G;, 1 = 1,...,m, nach einer festen Variablen, sagen wir x;
auf. Es seien (nach Umordnung) Gy, ..., Gy die Gleichungen, in denen die
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Variable z; mit einem von 0 verschiedenen Koeffizienten vorkommt. Diese
Gleichungen bringt man in die Form

/. —
Gi‘ xl_Ea

wobei in F; die Variable z1 nicht vorkommt. Das Gleichungssystem bestehend
aus

/1aF1:F2aF1:F37"'7F1:Fk7Gk+17"-7Gm

ist zum gegebenen System dquivalent. Mit diesem System ohne G| fahrt man
fort.

BEMERKUNG 32.9. Die in Satz 32.5, Bemerkung 32.7 und Bemerkung 32.8
beschriebenen Verfahren zur Losung eines linearen Gleichungssystems un-
terscheiden sich hinsichtlich Schnelligkeit, strategischer Konzeption, Syste-
matik, Fehleranfalligkeit. Beim Eliminationsverfahren tritt die systematische
Reduzierung der Variablenanzahl (Dimensionsreduktion) besonders deutlich
hervor und man kann mit ihm eigentlich keine Fehler (auler Rechenfehler)
machen und weifl immer, wie es weiter geht. Allerdings treten diese Vorteile
erst ab zumindest drei Variablen hervor. Bei zwei Variablen ist es nahezu
egal, welchen Weg man wéhlt. Die Bewertung der Verfahren héngt auch
wesentlich von konkreten Besonderheiten des vorliegenden Systems ab. Sol-
che Besonderheiten muss man beriicksichtigen, um ,, Abkiirzungen“ auf dem
Weg zur Losung zu sehen. Die bewusste Wahl eines fiir das konkrete Pro-
blem angemessenen Losungsweges nennt man Adaptivitit (ein Begriff, der im
didaktischen Kontext mit unterschiedlichen Bedeutungen verwendet wird).
Wenn beispielsweise eine Zeile des Systems die Form x = 3 besitzt, so soll-
te man erkennen, dass daraus unmittelbar ein Teil der Losung ablesbar ist,
und nicht zu dieser Zeile andere Zeilen hinzuaddieren und dadurch viele Va-
riablen reinkriegen. Hier sollte man stattdessen in den anderen Zeilen das
x durch die 3 ersetzen und dann weiter machen. Oder: Wenn es vier Glei-
chungen gibt, wobei in zwei Gleichungen nur die Variablen x und y und in
den beiden anderen Gleichungen nur die Variablen z und w vorkommen, so
sollte man erkennen, dass im Prinzip zwei entkoppelte lineare Systeme mit
je zwei Variablen vorliegen und diese getrennt l6sen. Oder: Es kann sein,
dass ein kleines Teilsystem des Gleichungssystems bereits sicherstellt, dass
es gar keine Losung gibt. Dann muss man nur dies herausarbeiten und die
anderen Gleichungen gar nicht beriicksichtigen. Und: die genaue Fragestel-
lung beachten! Wenn gefragt ist, ob ein bestimmtes Tupel eine Losung ist,
so muss man das Tupel nur in die Gleichungen einsetzen, Manipulationen an
den Gleichungen sind nicht noétig.
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BEMERKUNG 32.10. Unter einem linearen Ungleichungssystem iiber den ra-
tionalen Zahlen oder den reellen Zahlen versteht man ein System der Form

a11r1 + apes + -+ a1pTn  *x C
a91T1 + A92T9 + -+ AonTn * (&)

Am1T1 + Am2T2 +--+ AmnTn * Cmy,

wobei x gleich < oder > ist. Die Losungsmenge ist deutlich schwieriger zu
beschreiben als im Gleichungsfall. Eine Eliminierung von Variablen ist im
Allgemeinen nicht moglich.

Lineare Gleichungssysteme in Dreiecksgestalt

SATZ 32.11. Es sei ein inhomogenes lineares Gleichungssystem tiber einem
Korper K in Dreiecksgestalt

a;1ry +apxs ... +aymTym ... +a1,T, = C1

0 299 Ce Ce e tagpr, = o

0 e 0 ammTm ... FApnTn = Cm
mit m < n gegeben, wobei vorne die Diagonalelemente alle ungleich 0 sei-
en. Dann stehen die Losungen (1, ..., Tm, Tmat, - - -, Tpn) in Bijektion zu den
Tupeln (i1, ..., 2,) € K"™. D.h. die hinteren n — m FEintrdge sind frei

wdhlbar und legen eine eindeutige Losung fest, und jede Ldsung wird daber
erfasst.

Beweis. Dies ist klar, da bei gegebenem (2,41, ..., x,) die Zeilen von unten
nach oben sukzessive die anderen Variablen eindeutig festlegen. ]

Bei m = n gibt es keine freien Variablen und es ist K° = 0 und das Glei-
chungssystem besitzt genau eine Losung. Ein beliebiges lineares Gleichungs-
system formt man mit Hilfe des Eliminationslemmas in ein dquivalentes li-
neares Gleichungssystem in Stufengestalt um. Dann stellt man fest, dass es
entweder keine Losung besitzt oder aber man kann aus der Stufengestalt eine
Beschreibung der Lésungsmenge erhalten.
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