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Lineare Algebra und analytische Geometrie II

Vorlesung 45

Relationen

DEFINITION 45.1. Seien X und Y Mengen. Eine Relation zwischen X und
Y ist eine Teilmenge R C X x Y.

D.h. bei einer Relation stehen gewisse Paare (z,y) in der gegebenen Relation,
und die anderen Paare eben nicht. Man schreibt dafiir (x,y) € R oder R(z,vy)
oder zRy. Bei X = Y spricht man von einer Relation auf X. Aus der
Analysis sind die Ordnungsrelationen bekannt.

DEFINITION 45.2. Eine Relation < auf einer Menge I heifit Ordnungsrelation
oder Ordnung, wenn folgende drei Bedingungen erfiillt sind.

(1) Esist i < i fir alle i € 1.
(2) Aus i < j und j < k folgt stets i < k.
(3) Ausi < jund j < i folgt ¢ = 5.

Aquivalenzrelationen

DEFINITION 45.3. Eine Aquivalenzrelation auf einer Menge M ist eine Rela-
tion R C M x M, die die folgenden drei Eigenschaften besitzt (fiir beliebige
z,y,z € M).

(1)  ~ x (reflexiv),
(2) aus z ~ y folgt y ~ = (symmetrisch),
(3) aus z ~y und y ~ z folgt = ~ z (transitiv).

Dabei bedeutet x ~ y, dass das Paar (z,y) zu R gehort.

BEISPIEL 45.4. Das Urbeispiel fiir eine Aquivalenzrelation ist die Gleichheit
auf einer beliebigen Menge. Unter der Gleichheit ist jedes Element nur mit
sich selbst dquivalent.

BEISPIEL 45.5. Héaufig interessiert man sich gar nicht so genau fiir einzelne
Objekte, sondern nur fiir bestimmte Figenschaften davon. Objekte, die sich
beziiglich einer bestimmten, genau definierten Eigenschaft gleich verhalten,
kann man dann (beziiglich dieser Eigenschaft) als dquivalent betrachten. Of-
fenbar handelt es sich dabei um eine Aquivalenzrelation. Wenn man sich bei-
spielsweise nur fiir die Farbe von Objekten interessiert, so sind alle Objekte,
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die (exakt) gleichfarbig sind, zueinander dquivalent. Wenn man sich bei Tie-
ren nicht fiir irgendwelche individuellen Eigenschaften interessiert, sondern
nur fiir ihre Art, so sind gleichartige Tiere dquivalent, d.h. zwei Tiere sind
genau dann dquivalent, wenn sie zur gleichen Art gehoren. Studierende kann
man als dquivalent ansehen, wenn sie die gleiche Facherkombination studie-
ren. Vektoren kann man als dquivalent ansehen, wenn sie zum Nullpunkt den
gleichen Abstand besitzen, etc. Eine Aquivalenzrelation ist typischerweise ein
bestimmter Blick auf bestimmte Objekte, der unter Bezug auf eine gewisse
Eigenschaft gewisse Objekte als gleich ansieht.

Gnus bilden eine Aquivalenzklasse beziiglich der Aquivalenzrelation der
Gleichartigkeit, ebenso Zebras.

Bei den zuletzt genannten ,alltdglichen® Beispielen muss man etwas vorsich-
tig sein, da im Allgemeinen die Eigenschaften nicht so genau definiert werden.
Im Alltag spielt Ahnlichkeit eine wichtigere Rolle als Gleichheit hinsichtlich
einer bestimmten Eigenschaft. Die Ahnlichkeit ist aber keine Aquivalenzre-
lation, da sie zwar reflexiv und symmetrisch ist, aber nicht transitiv. Wenn
A und B zueinander (knapp) dhnlich sind und B und C' ebenso, so kann A
und C' schon knapp undhnlich sein (ebenso: lebt in der Nachbarschaft von,
ist verwandt mit, etc.).

Die Gleichheit beziiglich einer Eigenschaft wird durch folgende mathemati-
sche Konstruktion prézisiert.

BEISPIEL 45.6. Seien M und N Mengen und sei f : M — N eine Abbildung.
In einer solchen Situation hat man immer eine Aquivalenzrelation auf dem
Definitionsbereich M der Abbildung, und zwar erklirt man zwei Elemente
x,y € M als dquivalent, wenn sie unter f auf das gleiche Element abgebildet
werden, wenn also f(x) = f(y) ist. Wenn die Abbildung f injektiv ist, so
ist die durch f auf M definierte Aquivalenzrelation die Gleichheit. Wenn die
Abbildung konstant ist, so sind unter der zugehérigen Aquivalenzrelation alle
Elemente aus M untereinander dquivalent.

Zu einer Abbildung f: M — N nennt man iibrigens die Menge aller Punkte
x € M, die auf einen bestimmten Punkt z € N abgebildet werden, die Faser
tiber z. Die Aquivalenzklassen (s.u.) sind dann also die Fasern.
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BEISPIEL 45.7. Es sei d € N fixiert. Wir betrachten auf Z die Aquivalenz-
relation ~, bei der zwei Zahlen a,b € Z als dquivalent betrachtet werden,
wenn ihre Differenz a — b ein Vielfaches von d ist. Zwei Zahlen sind also
zueinander dquivalent, wenn man von der einen Zahl zu der anderen durch
Spriinge der Sprungweite d gelangen kann. Unter Verwendung der Division
mit Rest bedeutet dies, dass zwei Zahlen zueinander dquivalent sind, wenn
sie bei Division durch d den gleichen Rest ergeben.

BEISPIEL 45.8. Wir betrachten die Gaufklammer (oder den ,floor) einer
reellen Zahl, also die Abbildung

| |: R—Z, t — [t].

Eine Zahl ¢t wird also auf die gréfite ganze Zahl abgebildet, die kleiner oder
gleich ¢ ist (). Dabei wird das gesamte ganzzahlige einseitig offene Inter-
vall [n,n + 1) auf n € Z abgebildet. Beziiglich dieser Abbildung sind also
zwei reelle Zahlen genau dann dquivalent, wenn sie im gleichen ganzzahligen
Intervall liegen.

Statt der Vorkommazahl kann man auch die ,,Nachkommazahl®“ betrachten.
Das ist die Abbildung
R —[0,1), t —>t — [2].

Unter der durch diese Abbildung definierte Aquivalenzrelation sind zwei re-
elle Zahlen genau dann gleich, wenn sie die gleiche Nachkommazahl besitzen,
und das ist genau dann der Fall, wenn ihre Differenz eine ganze Zahl ist.

Unter der Aquivalenzrelation ,erreichbar auf dem Landweg“ sind Inseln und
Kontinente die Aquivalenzklassen.

BEISPIEL 45.9. Es sei eine Situation gegeben, wo gewisse Orte (oder Objek-
te) von gewissen anderen Orten aus erreichbar sind oder nicht. Die Erreich-
barkeit kann dabei durch die Wahl eines Verkehrsmittels oder durch eine
abstraktere (Bewegungs)-Vorschrift festgelegt sein. Solche Erreichbarkeitsre-
lationen liefern hiufig eine Aquivalenzrelation. Dass ein Ort von sich selbst
aus erreichbar ist, sichert die Reflexivitdt. Die Symmetrie der Erreichbarkeit
besagt, dass wenn man von A nach B kommen kann, dass man dann auch
von B nach A kommen kann. Das ist nicht fiir jede Erreichbarkeit selbst-
versténdlich, fiir die meisten aber schon. Die Transitivitat gilt immer dann,
wenn man die Bewegungsvorgénge hintereinander ausfithren kann, also zuerst
von A nach B und dann von B nach C.
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Wenn erreichbar beispielsweise dadurch gegeben ist, dass man auf dem Land-
weg von einem Ort zu einem anderen kommen kann, so sind zwei Orts-
punkte genau dann dquivalent, wenn sie auf der gleichen Insel (oder dem
gleichen Kontinent) liegen. Inseln und Kontinente sind dann die Aquivalenz-
klassen.(s.u.) In der Topologie spielt der Begriff des Wegzusammenhangs eine
wichtige Rolle: zwei Punkte sind wegzusammenhéngend, wenn man sie durch
einen stetigen Weg verbinden kann. Oder: auf den ganzen Zahlen lebe eine
Kolonie von Flohen, und jeder Flohsprung geht fiinf Einheiten weit (in beide
Richtungen). Wie viele Flohpopulationen gibt es, welche Flohe konnen sich
begegnen?

BEispiEL 45.10. Wir betrachten die Produktmenge M = N x N, die wir
uns als ein Punktgitter vorstellen. Wir fixieren die Spriinge (Man denke an
Springméause, die alle diese Spriinge ausfithren kénnen)

+(2,0) und =+ (3,3),

und sagen, dass zwei Punkte P = (a,b), Q@ = (¢,d) € M &quivalent sind,
wenn man ausgehend von P den Punkt () mit einer Folge von solchen Spriin-
gen erreichen kann. Dies ist eine Aquivalenzrelation (dafiir ist entscheidend,
dass bei den Spriingen auch der entgegengesetzte Sprung dazu gehort). Ty-
pische Fragestellungen sind: Wie kann man dquivalente Felder charakterisie-
ren, wie entscheiden, ob zwei Felder dquivalent sind oder nicht? Wie viele
Aquivalenzklassen gibt es iiberhaupt, gibt es fiir sie ein schénes Reprisen-
tantensystem?

INXIN

Visualisierung des Beispiels

Ein Beispiele von dieser Art sind die Laufer beim Schachspiel. Ein Laufer,
der auf einem weiflen Feld steht, bleibt stets auf einem weilen Feld, und er
kann auch jedes weifles Feld erreichen.

Aquivalenzklassen, Quotientenmenge, kanonische Abbildung

Eine Aquivalenzrelation R C M x M auf einer Menge M kann auch als
Zerlegung (Partition) der Menge M aufgefasst werden. Hierzu ist der Begriff
der Aquivalenzklasse niitzlich.
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DEFINITION 45.11. Sei R € M x M eine Aquivalenzrelation und x € M.
Dann ist

2] == {y € M|(z,y) € R}

die Aquivalenzklasse von x beziiglich R.

In Worten: [z] ist die Teilmenge aller Elemente von M, die zu z dquivalent
sind. Jedes Element y € [x] heifit ein Reprdisentant fiir die Aquivalenzklasse
[z], und eine Teilmenge T" C M heifit ein Reprasentantensystem fiir die Aqui-
valenzrelation, wenn es fiir jede Klasse genau ein Element aus T aus dieser
Klasse gibt.

DEFINITION 45.12. Sei R C M x M eine Aquivalenzrelation. Dann heifit
M/R := {[z]|z € M}
die Quotientenmenge von R.

DEFINITION 45.13. Sei R € M x M eine Aquivalenzrelation und M/R die
Quotientenmenge. Die Abbildung

qr: M — M/R, x +— [z],
heiflt kanonische Projektion von R.

LEMMA 45.14. Sex M eine Menge und ~ eine Aquivalenzrelation auf M
mit den Aquivalenzklassen [x] und der Quotientenmenge M/ ~. Dann gelten
folgende Aussagen.

(1) Es ist x ~ y genau dann, wenn [z] = [y] ist, und dies gilt genau
dann, wenn [z] N [y] # 0.

(2) M = Uyenr/~l2] ist eine disjunkte Vereinigung.

(3) Die kanonische Projektion

¢ M — M/~

st surjektiv.

(4) Bs ist g ((a]) = [a].

(5) Sei p: M — W eine Abbildung mit p(x) = ¢(y) fir alle v,y €
M mit x ~ y. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Abbildung
P: M/ ~—W mitp = pogq.

Beweis. (1) Seien x und y dquivalent und u € [z]. Dann ist © ~ « und
nach der Transitivitdt auch y ~ w, also v € [y]. Damit stimmen
die Aquivalenzklassen iiberein. Die Implikation von der Mitte nach
rechts ist klar, da wegen = ~ = Aquivalenzklassen nicht leer sind.
Sei nun [z] N [y] # 0, und sei z ein Element im Durchschnitt. Dann
ist z ~ z und y ~ z und wegen der Transitivitit ist x ~ y.

(2) Wegen der Reflexivitét ist « € [2] und daher ist M = U, cp/- 2]
Wegen Teil (1) ist die Vereinigung disjunkt.



(3) Die Surjektivitat ist klar aufgrund der Definition der Quotienten-
menge, und da z auf die Klasse [x] geschickt wird.
(4) Es ist

¢ ([z)) = {yeMlqly) = =]}
= {ye M|yl = [z]}
= fy]€M|y~I}

(5) Sei [z] € M/ ~ gegeben. Die einzige Moglichkeit fiir @ ist o([z]) =
©(x) zu setzen. Es muss aber gezeigt werden, dass diese Abbildung
iiberhaupt wohldefiniert ist, also unabhéngig von der Wahl des Re-
prasentanten ist. Sei hierzu [z] = [y], also  ~ y. Dann ist nach der
Voraussetzung an ¢ aber ¢(x) = ¢(y).

g

BEISPIEL 45.15. Sein € Nund M = R"™!\ {0}. Der R"™! ist ein reeller
Vektorraum, wobei die Skalarmultiplikation von A € R und x € R"*! mit
A - x bezeichnet wird. Sei weiter

R = {(z,y) € M x M| es gibt ein A € R\ {0} mit A\ -z = y}.

Zwei Punkte werden also als dquivalent erklart, wenn sie durch Skalarmul-
tiplikation mit einem Skalar A # 0 ineinander iiberfithrt werden koénnen.
Ebenso konnte man sagen, dass zwei Punkte als dquivalent gelten, wenn sie
dieselbe Gerade durch den Nullpunkt definieren.

Dass wirklich eine Aquivalenzrelation vorliegt, sieht man so. Die Reflexivitit
folgt aus x = lx fiir jedes x € M. Zur Symmetrie sei xRy, d.h. es gibt
A # 0 mit Az = y. Dann gilt aber auch y = A~'z, da ja \ invertierbar ist.
Zur Transitivitiat sei xRy und yRz angenommen, d.h. es gibt A\,;d # 0 mit
Az = y und dy = z. Dann ist insgesamt z = dy = (dA)z mit dA # 0. Die
Aquivalenzklassen zu dieser Aquivalenzrelation sind die einzelnen Geraden
durch den Nullpunkt (aber ohne den Nullpunkt). Die Quotientenmenge heifit
reell-projektiver Raum (der reellen Dimension n) und wird mit Py bezeichnet.

BEISPIEL 45.16. Es sei N die Menge der natiirlichen Zahlen und M = N x N
die Produktmenge mit der komponentenweisen Addition. Wir erklédren auf
M eine Relation durch

(a,b) ~ (¢c,d), fallsa+d=0b+c.

Dies ist bei a < ¢ genau dann der Fall, wenn es ein e € N (ndmlich e = ¢ —a)
gibt mit

(e,d) = (a,b) + (e, e).



D.h. die beiden Paare unterscheiden sich um ein Diagonalelement, also um
ein Paar, wo beide Komponenten iibereinstimmen. Diese Relation ist eine
Aquivalenzrelation auf M, siche Aufgabe 45.10. Wenn man N x N als ein
quadratisches Gitter anordnet (das ist ein ,diskretes Koordinatensystem*),
so sind die Aquivalenzklassen gegeben durch die Punkte auf einer zur Dia-
gonalen parallelen , diskreten Geraden“. Die Punkte (a,b) mit a > b sind
dquivalent zu (a — b,0), sie haben also einen Représentanten, bei dem die
zweite Komponente 0 ist. Die Punkte (a,b) mit a < b sind dquivalent zu
(0,b — a), sie haben also einen Représentanten, bei dem die erste Kompo-
nente 0 ist. Die Punkte (a,a) sind zu (0,0) &dquivalent. Den Représentanten
einer Aquivalenzklasse, bei dem mindestens eine Komponente null ist, nen-
nen wir den Standardvertreter dieser Aquivalenzklasse. Die Standardvertreter
sind die diskreten Punkte des begrenzenden Viertelkreuzes; zu einem Punkt
ergibt sich der Standardvertreter, wenn man parallel zur Diagonalen in Rich-
tung der Halbachsen wandert bis man auf einer der Halbachsen landet. Zwei
Punkte sind genau dann dquivalent, wenn sie den gleichen Standardvertreter
besitzen.

Wir bezeichnen nun die Quotientenmenge, also die Menge der Aquivalenz-
klassen unter dieser Aquivalenzrelation, als Menge der ganzen Zahlen und
bezeichnen sie mit Z. Jede ganze Zahl hat dann genau einen Standardver-
treter der Form n := (n,0) mit n € N, der Form 0 := (0,0) oder der Form
—n = (0,n) mit n € N,. Eine natiirliche Zahl n fassen wir von nun an als
die ganze Zahl (n,0) auf.

Wir wollen nun zwei ganze Zahlen, also zwei solche Aquivalenzklassen [(a, b)]
und [(¢, d)] miteinander ,addieren“, also eine Verkniipfung @ auf Z einfiihren.
Der naheliegende Ansatz ist, diese Verkniipfung mittels der komponentenwei-
sen Addition als

[(a,b)] @ [(c,d)] = [(a+ ¢,b+ d)]

zu definieren. Hier tritt das Problem der Wohldefiniertheit auf, denn die Ver-
kniipfung wird erklart unter Bezug auf Représentanten, und es ist nicht von
vornherein klar, dass unterschiedliche Repréasentanten zum gleichen Ergeb-
nis fithren. Wenn also (a,b) ~ (a’,¥') und (¢,d) ~ (¢/,d’) sind, so muss man
iiberpriifen, dass

(a+c,b+d) ~ (d+, 0V +d)
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und damit [(a + ¢,b + d)] = [(@' + ¢,V + d')] ist. Dies ist der Fall, siche
Aufgabe 45.11. Man kann weiterhin zeigen, dass die so definierte Verkniipfung
auf Z assoziativ und kommutativ ist, dass [(0,0)] das neutrale Element der
Verkniipfung ist und dass es zu jedem Element [(a,b)] ein inverses Element
gibt, ndmlich [(b, a)].

Wir definieren nun eine Multiplikation auf Z durch
[(a,0)] - [(c,d)] = [(ac + bd, ad + bc)].

Dies ist wieder wohldefiniert und man kann zeigen, dass die Multiplikation
assoziativ und kommutativ ist mit 1 = [(1,0)] als neutralem Element und
dass das Distributivgesetz gilt.
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