Prof. Dr. H. Brenner Osnabriick WS 2015/2016

Lineare Algebra und analytische Geometrie I

Vorlesung 23

Aufklarung ist der Ausgang
des Menschen aus seiner
selbst verschuldeten
Unmiindigkeit. Unmiindigkeit
ist das Unvermogen, sich
seines Verstandes ohne
Leitung eines anderen zu
bedienen. Selbstverschuldet
ist diese Unmiindigkeit, wenn
die Ursache derselben nicht
am Mangel des Verstandes,
sondern der Entschliefung
und des Mutes liegt, sich
seiner ohne Leitung eines
anderen zu bedienen. ‘Sapere
aude! Habe Mut, dich deines
eigenen Verstandes zu
bedienen!’ ist also der
Wahlspruch der Aufklérung.

Immanuel Kant

Das charakteristische Polynom

Wir méchten zu einem Endomorphismus ¢: V' — V die Eigenwerte und dann
auch die Eigenrdume bestimmen. Dazu ist das charakteristische Polynom
entscheidend.

DEFINITION 23.1. Zu einer n X n-Matrix M mit Eintrdgen in einem Korper
K heifit das Polynom

Xum =det (X - E, — M)
das charakteristische Polynom' von M.

Fiir
M = (ai;)i;
IManche Autoren definieren das charakteristische Polynom als Determinante von M —

X - E, anstatt von X - E,, — M. Dies dndert aber - und zwar nur bei n ungerade - nur das
Vorzeichen.
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bedeutet dies

X — aiq —Q12 ce —Q1n
—a921 X — as ... —Qap
Xy = det
—Qn1 —Qpy ... X — Qpn

In dieser Definition nehmen wir Bezug auf die Determinante von Matrizen,
die wir nur fiir Matrizen mit Eintrédgen in einem Korper definiert haben. Die
Eintridge sind jetzt aber Elemente im Polynomring K[X]. Da wir sie aber
als Elemente in K (X) auffassen konnen,? ist dies eine sinnvolle Definition.
GeméB der Definition ist diese Determinante ein Element in K (X)), da aber
alle Eintrage der Matrix Polynome sind und bei der rekursiven Definition der
Determinante nur multipliziert und addiert wird, ist das charakteristische
Polynom wirklich ein Polynom. Der Grad des charakteristischen Polynoms
ist n und der Leitkoeffizient ist 1, d.h. die Gestalt ist

XM = Xn+Cn_1Xn_1+"’+ClX+CQ.

Es gilt die wichtige Beziehung
xu(A) = det (AE, — M)
fiir jedes A € K, siehe Aufgabe 23.4.

Fiir eine lineare Abbildung

p: V—V
auf einem endlichdimensionalen Vektorraum definiert man das charakteristi-
sche Polynom

X = XM

wobei M eine beschreibende Matrix beziiglich einer beliebigen Basis sei. Der
Determinantenmultiplikationssatz zeigt, dass diese Definition unabhéngig
von der Wahl der Basis ist. Das charakteristische Polynom der Identitéat auf
einem n-dimensionalen Vektorraum ist

X = X" —nX" 4 (Z) X2 (Z) X" 4 (;‘)X? FnX +1.
SATZ 23.2. Es sei K ein Korper und es sei V ein n-dimensionaler K-
Vektorraum. Es set

p: V—V

eine lineare Abbildung. Dann ist A € K genau dann ein Eigenwert von o,
wenn A eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms x,, ist.

2K (X) heifit der Kérper der rationalen Polynome; er besteht aus allen Briichen P/Q
zu Polynomen P,Q € K[X] mit @ # 0. Bei K = R kann man diesen Korper mit der
Menge der rationalen Funktionen identifizieren.
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Beweis. Es sei M eine beschreibende Matrix fiir ¢, und sei A € K vorgegeben.
Es ist

Xuv (A) = det(AE, — M) =0
genau dann, wenn die lineare Abbildung
Aldy —¢

nicht bijektiv (und nicht injektiv) ist (wegen Satz 16.11 und Lemma 12.4).
Dies ist nach Lemma 11.3 dquivalent zu

Eig,(¢) = kern(A1dy —¢) # 0,

was bedeutet, dass der Eigenraum zu A nicht der Nullraum ist, also A ein
Eigenwert zu ¢ ist. O

BEISPIEL 23.3. Wir betrachten die reelle Matrix M = <1 0

0 5). Das charak-

teristische Polynom ist

Xu = det (xBy — M)
- (oo 1)- ()
= det (_xl ;5>

= g2 -5,

Die Eigenwerte sind also x = +5 (diese Eigenwerte haben wir auch in
Beispiel 21.6 ohne charakteristisches Polynom gefunden).

v (50)

ist das charakteristische Polynom gleich

BEISPIEL 23.4. Zur Matrix

xu = det (Xg_2 X__5’4> = (X -2)(X —4)+15 = X* —6X +23.

Die Nullstellenbestimmung dieses Polynoms fithrt zur Bedingung
(X =3 = —23+9 = —14,

die iiber R nicht erfiillbar ist, so dass die Matrix iiber R keine Eigenwerte
besitzt. Uber C hingegegen gibt es die beiden Eigenwerte 3 + v/147 und
3 — v/ 141. Fiir den Eigenraum zu 3 4 v/147 muss man

Figy, /(M) = kern ((3 + \/ﬁi) By — M)

= kern 1+ V14i =
N 3 —1 4+ /144
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. : : - : 5
bestimmen, ein Basisvektor (also ein Eigenvektor) davon ist (1 n \/ﬂz)
Analog ist

Eig, 5:(M) = kern (1_3\@@ _1__5/@) - <(1—?/ﬁz’>>’

BEISPIEL 23.5. Fiir eine obere Dreiecksmatrix

dy  *  eee e %
0 do *x -+ %
M=1: -~ -~ .
0 -~ 0 dyq =
0 o v 0 d,

ist das charakteristische Polynom nach Lemma 16.4 gleich
xv = (X —d)(X —dy) - (X —dp).

In diesem Fall liegt das charakteristische Polynom direkt in der Zerlegung
in lineare Faktoren vor, so dass unmittelbar seine Nullstellen und damit die
Eigenwerte von M ablesbar sind, ndmlich die Diagonalelemente d;, ds, ..., d,
(die nicht alle verschieden sein miissen).

Invariante Untervektorraume

DEFINITION 23.6. Es sei K ein Korper, V ein K-Vektorraum und
p: V—V

eine lineare Abbildung. Dann heifit ein Untervektorraum U C V' p-invariant,
wenn

p(U) U
gilt.
LEMMA 23.7. Es set V' ein endlichdimensionaler K -Vektorraum und
p: V=V
eine lineare Abbildung. Es sei
V=UaoW

eine direkte Summenzerlegung in p-invariante Unterrdume. Dann gilt fir das
charakteristische Polynom die Beziehung

Xe = Xelu " Xelw -
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Beweis. Es sei uq,...,u; eine Basis von U und wy,...,w,, eine Basis von
W, die zusammen eine Basis von V' ergeben. Beziiglich dieser Basis wird ¢

A 0 . . .
0 B) beschrieben, wobei A die

Einschrankung |y und B die Einschrankung ¢|y beschreibt. Dann ist
Xe = xm = det (tId—M) = det (tId—A)det (t1Id—B) = Xol|y * Xelw-
O

insgesamt durch die Blockmatrix M = (

Algebraische Vielfachheiten

Fiir eine genauere Untersuchung der Eigenrdume ist die folgende Begrifflich-
keit sinnvoll.

DEFINITION 23.8. Es sei

p: V=V
eine lineare Abbildung auf einem endlichdimensionalen K-Vektorraum V und
A € K. Man nennt dann den Exponenten des linearen Polynoms X — A im
charakteristischen Polynom x., die algebraische Vielfachheit von A. Sie wird
mit

i = a(p)
bezeichnet.

Wie neulich eingefiihrt, nennt man

dim (Eig, (¢))

die geometrische Vielfachheit von A. Der weiter oben stehende Satz besagt
also, dass die eine Vielfachheit genau dann positiv ist, wenn dies fiir die
andere gilt.

Im Allgemeinen koénnen die beiden Vielfachheiten aber verschieden sein, wo-
bei eine Abschitzung immer gilt.

LEMMA 23.9. Es sei K ein Korper und es sei V' ein endlichdimensionaler
K-Vektorraum. Es sei

p: V—V
eine lineare Abbildung und X € K. Dann besteht zwischen der geometrischen
und der algebraischen Vielfachheit die Beziehung

dim (Eigy(¢)) < pa(e) -

Beweis. Sei m = dim (Eig,(¢)) und sei vy,..., v, eine Basis von diesem
Eigenraum, die wir durch wy,...,w,_, zu einer Basis von V erginzen.
Beziiglich dieser Basis hat die beschreibende Matrix die Gestalt

B, B
0o C)-
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Das charakteristische Polynom ist daher (X —\)™-x¢, so dass die algebraische
Vielfachheit mindestens m ist. U

BEIspIEL 23.10. Wir betrachten 2 x 2-Scherungsmatrizen

= (9)

mit a € K. Das charakteristische Polynom ist

so dass 1 der einzige Eigenwert von M ist. Den Eigenraum berechnet man

als
Eig,(M) = kern (O —a) :
Aus
0 —a\ (r\ _[—as
0 0 s) 0
folgt, dass ((1)) ein Eigenvektor ist, und dass bei a # 0 der Eigenraum

eindimensional ist (bei a = 0 liegt die Identitéit vor und der Eigenraum ist
zweidimensional). Bei a # 0 ist die algebraische Vielfachheit des Eigenwerts
1 gleich 2, die geometrische Vielfachheit gleich 1.

Vielfachheiten und diagonalisierbare Abbildungen

SATZ 23.11. Es sei K ein Korper und es ser V' ein endlichdimensionaler
K-Vektorraum. Es sei

p: V—V
eine lineare Abbildung. Dann ist © genau dann diagonalisierbar, wenn das

charakteristische Polynom x, in Linearfaktoren zerfillt und wenn fiir jede
Nullstelle X mat der algebraischen Vielfachheit uy die Gleichheit

pa = dim (Eigy(¢))
qgilt.

Beweis. Wenn ¢ diagonalisierbar ist, so kann man sofort annehmen, dass ¢
beziiglich einer Basis aus Eigenvektoren durch eine Diagonalmatrix beschrie-
ben wird. Die Diagonaleintrige dieser Matrix sind die Eigenwerte, und diese
wiederholen sich geméfl ihrer geometrischen Vielfachheit. Das charakteristi-
sche Polynom lésst sich auch direkt aus dieser Diagonalmatrix ablesen, jeder
Diagonaleintrag A tragt als Linearfaktor X — X bei.

Fiir die Umkehrung seien Ay, ..., \; die verschiedenen Eigenwerte und

pi = () = dim (Eig, ()
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seien die (geometrischen und algebraischen) Vielfachheiten. Da nach Voraus-
setzung das charakteristische Polynom in Linearfaktoren zerfallt, muss die
Summe dieser Zahlen gleich n = dim (V') sein. Nach Lemma 22.6 ist die
Summe der Eigenrdume

Eigy, (p) @ - ® Eigy (p) €V

direkt. Nach Voraussetzung ist die Dimension links ebenfalls gleich n, so dass
Gleichheit vorliegt. Nach Lemma 22.11 ist ¢ diagonalisierbar. U



