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Einfiihrung in die mathematische Logik

Vorlesung 23

Der erste Goédelsche Unvollstindigkeitssatz

Wir haben gesehen, dass die Unentscheidbarkeit des Halteproblems iiber
die arithmetische Représentierbarkeit von Registerprogrammen zur Unent-
scheidbarkeit der Arithmetik fiithrt. Beim Beweis des ersten Gédelschen Un-
vollstandigkeitssatzes arbeitet man mit einem Fixpunkt zu einem negierten
Ableitungspridikat, um eine , paradoxe“ Situation zu erhalten. Ein Ablei-
tungspriadikat (zu einer Ausdrucksmenge I') a(z) in einer freien Variablen
soll die Eigenschaft haben, dass fiir jeden Satz s € L)* die Ableitungsbezie-
hung I' - s genau dann gilt, wenn I' - a(GN(s)) gilt. Man sagt, dass a(x) die
Ableitungseigenschaft schwach reprisentiert. Ein solches Ableitungspradikat
muss es im Allgemeinen nicht geben. Anders formuliert bedeutet diese Ei-
genschaft, dass die einstellige Relation

{n € N|n ist Godelnummer eines aus I' ableitbaren Satzes} C N

in I' schwach repréasentiert wird. Dass diese Teilmenge (stark) reprisentierbar
ist, ist, wenn man die Widerspruchsfreiheit von I' voraussetzt, stéirker. Aus
I' F s ergibt sich ndmlich direkt die Hinrichtung I' F a(GN(s)), und wenn
I' F s nicht wahr ist, so bedeutet dies im Falle der Représentierbarkeit, dass
I' F —a(GN(s)) gilt, woraus bei widerspruchsfreiem I' die Nichtableitbarkeit
von a(GN(s)) folgt.

Im folgenden Unvollstindigkeitslemma gehort die Existenz eines (schwach)
reprasentierenden Ableitungspriadikates zur Voraussetzung.

LEMMA 23.1. Es sei I' eine widerspruchsfreie, arithmetische Ausdrucksmen-
ge, die Reprisentierungen erlaube. Die Ableitungsmenge I (also die Menge
der zugehorigen Gédelnummern) sei schwach reprasentierbar in I'. Dann gibt
es einen arithmetischen Satz q € L™ derart, dass weder q noch seine Negati-
on —q aus I ableitbar ist. Die Ableitungsmenge I'™ ist also nicht vollstindig.

Beweis. Aus der Reprisentierbarkeit von I'™ folgt, dass es einen arithmeti-
schen Ausdruck in einer freien Variablen gibt, sagen wir a(x), mit der Eigen-
schaft, dass

I'ks

genau dann gilt, wenn

Ik a(GN(s))
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gilt. Wir betrachten die Negation § = —a. Nach Satz 22.8 gibt es fiir 5 einen
Fixpunkt, also einen Satz ¢ mit

['Fq+«— B(GN(q)

bzw.
I'Fq<+— —a(GN(q)).

Sowohl aus I' - ¢ als auch aus I' = —q ergibt sich dann direkt ein ableitbarer
Widerspruch, was der Widerspruchsfreiheit des Systems widerspricht. O

Man beachte, dass die Repréasentierbarkeit der Ableitungsmenge hier eine
explizite Voraussetzung ist, die nicht aus der allgemein vorausgesetzten Ei-
genschaft, Représentierungen zu erlauben, folgt. Letztere bezieht sich nur
auf rekursive (entscheidbare) Relationen und Funktionen, es wird aber nicht
vorausgesetzt, dass I' selbst oder I'™ rekursiv ist.

BEMERKUNG 23.2. Was passiert mit den Voraussetzungen in Lemma 23.1,
wenn man den Satz g (oder seine Negation) einfach zu I' hinzunimmt? Zu-
néchst fithrt die Hinzunahme von ¢ noch von —¢ zu einem widerspriichlichen
System. Im Beweis haben wir die Annahme I' F ¢ (bzw. T' F —¢) zu einem Wi-
derspruch gefiihrt, das bedeutet aber nicht IV = T'U{q} F pA—p. Ein Problem
ist hierbei, dass die neue Ableitungsmenge (I' U {¢})" nicht mehr repriisen-
tierbar in I' U {¢} sein muss. Vor allem aber ist sie keinesfalls mit dem alten
Ableitungsausdruck a(z) reprisentierbar, sondern, wenn iiberhaupt, mit ei-
nem neuen a'(z). Fiir dieses gibt es dann wieder einen neuen Fixpunkt ¢'. Es
gibt keine rekursive Strategie, I' zu einer vollstdndigen Theorie aufzufiillen.
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Kurt Godel (1906-1978) bewies im Alter von 24 Jahren seine
Unvollstandlgkeltssatze.

Die folgende Aussage heifit erster Godelscher Unvollstindigkeitssatz.
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SATZ 23.3. Es sei ' C LAY eine arithmetische Ausdrucksmenge, die wider-
spruchsfrei und aufzihlbar sei und Reprisentierungen erlaube. Dann ist T
unvollstindig. Es gibt also einen arithmetischen Satz, fir den weder I' - ¢
noch I' = —q gilt.

Beweis. Wir nehmen an, dass I'" vollstéindig ist. Da I' aufzéhlbar ist, ist I'"
nach Lemma 21.9 aufzéhlbar und nach Satz 21.10 auch entscheidbar. Da I"
Reprisentierungen erlaubt, ist insbesondere I'™ reprisentierbar. Daher sind
die Voraussetzungen von Lemma 23.1 erfiillt und es ergibt sich ein Wider-
spruch zur angenommenen Vollsténdigkeit. U

KOROLLAR 23.4. Esseil’ C LT eine arithmetische korrekte Ausdrucksmen-
ge, die aufzdhlbar sei und Reprdsentierungen erlaube. Dann gibt es einen in
(der Standardinterpretation) N wahren Satz, der nicht zu T'" gehért, der also
nicht aus I' formal ableitbar ist.

Beweis. Die Korrektheit bedeutet, dass '™ C N" gilt. Dies sichert zugleich
die Widerspruchsfreiheit von I'. Gem&afl Satz 23.3 gibt es einen Satz ¢, der we-
der selbst noch seine Negation —q aus I" ableitbar ist. Da aber N™ vollstindig
ist, muss entweder ¢ oder —q in N wahr sein. U

Diese Aussage ist fiir die erststufige Peano-Arithmetik und jedes groflere
aufzdahlbare widerspruchsfreie System anwendbar, wobei wir aber die Eigen-
schaft der Peano-Arithmetik, Représentierungen zu erlauben, nicht bewiesen
haben.

Der zweite Godelsche Unvollstandigkeitssatz

Wenn die Ableitungsrelation I'™ repriisentierbar ist und der zugehérige re-
prasentierende arithmetische Ausdruck a bekannt ist, so ist auch der im Be-
weis zu Lemma 23.1 verwendete Ausdruck ¢, (also der Fixpunkt zu —a(z))
prinzipiell bekannt, da der Fixpunktsatz konstruktiv ist. Im Beweis des er-
sten Godelschen Unvollstandigkeitssatz war ein solches Ableitungspradikat a
aber nur aufgrund der angenommenen Vollstandigkeit vorhanden, die dann
zum Widerspruch gefiihrt wurde. Aus diesen Uberlegungen ergibt sich we-
der die Existenz eines Ableitungspréidikates noch die eines Fixpunktes zum
negierten Ableitungspradikat.

Der zweite Godelsche Unvollstandigkeitssatz gibt hingegen explizit einen Satz
an, der weder selbst noch seine Negation beweisbar ist, und zwar einen Satz
von grofler inhaltlicher Bedeutung: Es geht um den Satz, der die Wider-
spruchsfreiheit des gegebenen Systems behauptet.

Betrachten wir zunéchst eine beliebige korrekte arithmetische Theorie T C
L4T, also eine deduktiv abgeschlossene Satzmenge, die bei der Standardinter-
pretation in N nur wahre Sétze ergibt (dazu geniigt es wegen der Korrektheit
des Ableitungskalkiils, dass sémtliche Sétze aus einem Axiomensystem I' fiir
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T (also T = T") in N wahr sind). Da N°, wie jede Giiltigkeitsmenge eines
Modells, vollstandig und widerspruchsfrei ist, ist auch 7' (als Teilmenge von
NF) widerspruchsfrei. Daher gehort zu T kein Satz der Form p A —p und auch
nicht der Satz =(0 = 0) (da ja die Identitét 0 = 0 dazugehort). Eine andere
Frage ist es, ob das System bzw. die Theorie oder das Axiomensystem diese
Unableitbarkeit eines widerspriichlichen Satzes auch ,, weif3*.

Schon im Unvollsténdigkeitslemma und im ersten Godelschen Unvollstéandig-
keitssatz kam wesentlich ein Ableitungspradikat a vor. Dieses hatte die Ei-
genschaft

I' F s genau dann, wenn I' F a(GN(s))

allerdings unter der Bedingung, dass I'" entscheidbar und damit in I" (das Re-
prisentierungen erlaube) représentierbar ist. Aus der Entscheidbarkeit von
I' folgt zwar die Aufzéhlbarkeit von I'", und daraus, wenn I'" zusitzlich
vollstéindig ist, auch die Entscheidbarkeit von I'", sonst aber nicht. Diese
Uberlegung haben wir schon in umgekehrter Richtung angewendet, indem
wir aus der Unentscheidbarkeit der Arithmetik auf die Unvollstéandigkeit der
Peano-Arithmetik geschlossen haben (siche Korollar 21.13). Es ist also kei-
neswegs selbstversténdlich, dass es ein sinnvolles entscheidbares Ableitungs-
pradikat gibt.

Allerdings ist ein schwécheres Ableitungspradikat entscheidbar und damit
reprasentierbar, ndmlich die folgende zweistellige Ableitungsrelation. Dazu
sei die Godelisierung auf endliche Folgen von Ausdriicken (die mégliche Ab-
leitungsketten représentieren mogen) ausgedehnt. Wir betrachten dann das
zweistellige Pradikat A C N xN (eigentlich Ar(x,y), da diese Teilmenge von
" abhéngt), mit der Eigenschaft, dass (m,n) € A genau dann gilt, wenn m
die Godelnummer einer korrekten Ableitung im Pradikatenkalkiil aus I' ist,
deren letzter Ausdruck (also der in der Ableitung bewiesene Ausdruck) die
Godelnummer n besitzt. Diese Relation ist unter der Voraussetzung, dass I'
entscheidbar ist, selbst entscheidbar. Man kann ja zum ersten Eintrag m die
Ableitung rekonstruieren, ihre Korrektheit im Pradikatenkalkiil iiberpriifen
und aufgrund der Entscheidbarkeit von I' feststellen, ob nur Ausdriicke aus I'
als Voraussetzungen verwendet wurden. Wenn I' Reprisentierungen erlaubt,
so gibt es einen arithmetischen Ausdruck mit zwei freien Variablen, sagen
wir 6(x,y) (eigentlich or(z,y), da dieser Ausdruck von I' abhéngt), der fiir
jede Belegung (m,n) € N? genau dann aus I' ableitbar ist, wenn (m,n) zu A
gehort, wenn also m einen Beweis aus I' fiir die Aussage zu n kodiert.

Wie formuliert man die Eigenschaft, dass es einen priadikatenlogischen Beweis
aus I fiir die Aussage zu n gibt? Dies ist dquivalent dazu, dass es ein m € N
gibt, das einen Beweis dafiir kodiert, dass es also ein m € N mit (m,n) € A
gibt, was aufgrund der Représentierbarkeit wiederum zu I' - §(m, n) dquiva-
lent ist. Dies impliziert I' - Jzd(x, n). Hierbei gilt sogar die Umkehrung, da
' Jzé(x,n) die Giiltigkeit N F 3x(z, n) bedeutet, was die Existenz einer
natiirlichen Zahl m mit N E §(m,n) bedeutet. Wére (m,n) ¢ A, so wiirde
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sich iiber die starke Repriisentierbarkeit I' F =§(m, n) ergeben und damit der
Widerspruch N E =§(m, n).

Wie formuliert man die Eigenschaft, dass es keinen prédikatenlogischen Be-
weis aus I' fiir die Aussage zu n gibt? Innerhalb der natiirlichen Zahlen ist
dies dquivalent dazu, dass fiir alle m € N die Beziehung A(m,n) nicht gilt,
was wiederum zu

N E Vz—o(z,n)

dquivalent ist. Dies muss aber nicht zu I' = Vo—d(xz, n) dquivalent sein.

DEFINITION 23.5. Es sei I' eine korrekte aufziéhlbare arithmetische Aus-
drucksmenge, die Repriisentierungen erlaube. Es sei ép(x,%y) der LA™-Aus-
druck, der in T' die zweistellige Ableitungsrelation A C N? repriisentiert.
Dann setzt man

a(y) = Jx(or(z,y))
und nennt dies das (einstellige) Ableitungspradikat.

LEMMA 23.6. Es sei I' eine korrekte aufzdihlbare arithmetische Ausdrucks-
menge, die Reprdsentierungen erlaube, es sei a(x) das zugehdorige (einstelli-
ge) Ableitungspradikat und es sei q ein Fizpunkt zum negierten Ableitungs-
prdadikat, also

I'kFqg+ —a(GN(q)).

Dann ist q aus I nicht ableitbar.

Beweis. Wir nehmen I' - ¢ an. Dies bedeutet, dass es eine korrekte Ableitung
von q aus ' gibt. Diese Ableitung wird durch eine Zahl m kodiert und somit
ist (m,GN(q)) € A. Daher gilt

I'Ed§(m,GN(q)),

da ja ¢ das zweistellige Ableitungspradikat représentiert. Aufgrund der Exi-
stenzeinfithrung im Sukzedens ist auch

['F 3zdé(z, GN(q)),
alsoI' F a(GN(q)). Die Kontraposition der Fixpunkteigenschaft ergibt somit
I'F—q,
so dass ein Widerspruch vorliegt. O

BEMERKUNG 23.7. Das Beweispradikat a(y) besitzt, wenn I' die Peano-
Arithmetik umfasst, einige ausdruckstarke Eigenschaften, die auch in I' ab-
leitbar sind. Der Beweis von diesen Eigenschaften ist aufwéndig, da sie nicht
abstrakt aus der Reprisentierbarkeit folgen, sondern im Beweiskalkiil erar-
beitet werden miissen. Wichtige Eigenschaften sind (I" sei entscheidbar und
enthalte die Peano-Arithmetik).

e Wenn I' - s, so ist I' = a(GN(s)) fiir jeden Ausdruck s € LAT.
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o Fiir je zwei Ausdriicke s,t € L* ist T F a(GN(s — t)) — (a(GN(s)) —
a(GN(t))).

e Fiir jeden Ausdruck s € LA ist T' = a(GN(s)) = a(GN(a(GN(s)))).

Diese und ahnliche GesetzméBigkeiten sind der Ausgangspunkt der Beweis-
barkeitslogik, die in der Sprache der Modallogik beweistheoretische Fragestel-
lungen untersucht.

Die aufgelisteten Eigenschaften sind fiir ein Ableitungspridikat natiirlich
wiinschenswert; der naive Wunsch F s <» «(GN(s)) ist nicht realisierbar,
da er in Verbindung mit dem Satz ¢ von oben (der Fixpunkt zur Negation
—a(GN(s))) sofort einen internen Widerspruch ergibt. Die Verbindung der
spositiven“ Figenschaften des Ableitungspradikates mit dem , paradoxen‘
q aus dem Fixpunktsatz liefert einen Beweis fiir den zweiten Unvollstéandig-
keitssatz. Dazu braucht man nicht die volle Liste von oben, sondern es geniigt
zu wissen, dass die in Lemma 23.6 auf Grundlage der Widerspruchsfreiheit
von I' gezeigte Unableitbarkeit von ¢ aus I' sich in der Peano-Arithmetik
selbst nachvollziehen léasst. D.h. es gilt

PAFWEF(') — —a(GN(q))

Dabei realisieren wir die Widerspruchsfreiheit W F(I') intern durch die Un-
ableitbarkeit des weiter oben schon erwédhnten widerspriichlichen Satzes r =
—(0 =0), also durch

WF(') = wa(GN(r)) = Yz—=d(z, GN(r)).

Die soeben erwihnte Aussage, dass die Widerspruchsfreiheit die Nichtableit-
barkeit von ¢ impliziert, kann man auch aus den in Bemerkung 23.7 angefiihr-
ten Eigenschaften des Ableitungspradikats erhalten, siche Aufgabe 23.17.

Die folgende Aussage heifit Zweiter Godelscher Unvollstindigkeitssatz.

SATZ 23.8. Es sei I' eine arithmetische Ausdrucksmenge, die widerspruchs-
frei und entscheidbar sei' und die Peano-Arithmetik umfasse. Dann ist die
Widerspruchsfreiheit W F(I') nicht aus I ableitbar, d.h. es ist

FFWET).
Beweis. Es sei ¢ ein Fixpunkt zum negierten Ableitungspridikat. Aus der
Annahme I' F W F(I') folgt wegen
PAFWF(') — —a(GN(q))
(was wir allerdings nicht bewiesen haben) direkt
I'F=a(GN(q)).

Aus der Fixpunkteigenschaft von ¢ folgt somit I' F ¢, was aber in dem wi-
derspruchsfreien System I' nach Lemma 23.6 nicht sein kann. O

ID h. T ist entscheidbar, die Ableitungsmenge I'™ muss nicht entscheidbar sein.
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