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Elliptische Kurven

Vorlesung 19

In den folgenden Vorlesungen werden wir den Satz von Mordell-Weil bewei-
sen, der besagt, dass zu einer elliptischen Kurve E iiber einem Zahlbereich K
die Gruppe der K-rationalen Punkte E(K) eine endlich erzeugte Gruppe ist.
Wir zeigen zuerst den sogenannten schwachen Satz von Mordell-Weil, der die
Endlichkeit der Restklassengruppe E(K)/2E(K) besagt. Mittels Hohenfunk-
tionen werden wir darauf die endliche Erzeugtheit zuriickfiithren kénnen. Zu
diesem Zweck miissen wir Bewertungen und Betriage auf Zahlkorpern studie-
ren und die dadurch gegebenen Hohenfunktionen auf dem projektiven Raum
und auf elliptischen Kurven verstehen.

Der schwache Satz von Mordell-Weil

Zu einer (additiv geschriebenen) Gruppe G bezeichnet 2G die Untergruppe
derjenigen Elemente, die das Doppelte eines Elementes sind, die also eine
Halbierung besitzen. Im Folgenden wird die Restklassengruppe G/2G eine
wichtige Rolle spielen. Bei der multiplikativen Gruppe eines Korpers ist dies
die Restklassengruppe K* /(K X)2, also die Gruppe der Einheiten modulo der
Quadrate.

DEFINITION 19.1. Es sei
Y2 = (X = AM)(X = X)) (X = \3)

die Gleichung einer elliptischen Kurve E in Zerlegungsform iiber einem Kor-
per K mit A\, A2, A3 € K. Wir definieren die Abbildung (und entsprechend
¥2, @3)
pr: B(K) — K*/(K*)*

durch

1, wenn P = 9O,

(,01(P> = ()\1 — )\2)()\1 — )\3), wenn P = ()\1,0),
x — Ay sonst (P = (z,y)).

LEMMA 19.2. Es ses
Y= (X = M) (X = M) (X = A3)

die Gleichung einer elliptischen Kurve E in Zerlegungsform tiber einem Kor-
per K mit A\, Ao, A3 € K. Dann ist die Abbildung

pr: B(K) — K*/(K7)°

ein Gruppenhomomorphismus.
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Beweis. Seien (z1,y;) und (3, y2) Punkte auf E(K) (fiir den unendlich fer-
nen Punkt sind kleine Sonderiiberlegungen nétig). Es sei y = ax + f eine
Gleichung fiir die Verbindungsgerade zwischen den beiden Punkten bzw. der
Tangente. Die Schnittpunkte dieser Geraden mit der Kurve sind durch die
Bedingung
(ax + B)? = (z— A)(xz — Xo)(z — A3)

gegeben. Dies wird durch x; und zs und von der xz-Koordinate des dritten
Schnittpunktes und des Summenpunktes (3, ys3) erfillt. Es ist also

(x— A1) (2 — X)) (z — X3) — (ax + B)* = (z — 21)(x — 22)(z — 23).
Wenn man darin x = Ay setzt, so erhilt man
(Oé)\l -+ 6)2 = ($1 — >\1)(I‘2 — )\1)(1’3 — /\1),

also ist

(04)\1+ﬁ)2 ~ (g o
(21 — A)(z2 — A1) (w1 = A1) (w2 — A1)

modulo der Quadrate. O

ZE‘3—)\1 =

SATZ 19.3. Es sei
V= (X = M) (X = M) (X = A3)

die Gleichung einer elliptischen Kurve E in Zerlequngsform iiber einem Kor-
per K mit A\, Ao, A3 € K. Dann ist ein Punkt (z,y) € E(K) genau dann
ein Verdoppelungspunkt auf E(K), also von der Form

(‘Tay) = 2(Z’w) = (Z,’LU)—F(Z,UJ)

mit (z,w) € E(K), wenn die drei Elemente x — A1,z — Ao,z — A3 allesamt
Quadrate in K sind.

Beweis. Es sei (z,y) ein fixierter Punkt der Kurve. Mit der verschobenen
Variablen

X' =X-=z
kénnen wir die Gleichung als
Y2 = (X' +2-M)(X' +2— X)X +2—X3)

schreiben mit den neuen Nullstellen \; — x der rechten Seite. Die beiden
als dquivalent nachzuweisenden Aussagen des Satzes dndern sich bei dieser
Transformation nicht. Wir kénnen also annehmen, dass + = 0 ist. Es ist
somit zu zeigen, dass ein Punkt der Form (0, ) genau dann eine Halbierung
auf der elliptischen Kurve besitzt, wenn —\;, — Ay, —A3 Quadrate in K sind.

Unter den Gruppenhomomorphismen @1, 2, @3 (sieche Lemma 19.2) wird der
Punkt (0,y) auf (—A;, —A2, —A3) abgebildet. Wenn der Punkt eine Halbie-
rung besitzt, so gilt dies auch fiir den Bildpunkt, und das heifft, dass diese
drei Zahlen eine Quadratwurzel besitzen.



Es seien nun umgekehrt —A;, —Ao, —A3 Quadrate in K und zwar sei

Es ist dann y = Zpuqpops, wir betrachten den positiven Fall, im negativen
Fall kann man ein p; durch —pu; ersetzen. Wir behaupten, dass der Punkt
(w, z) mit
W = i + a3 A+ pops
und
z = —(1 + pi2 + p3)w + i fiofiz

ein Halbierungspunkt von (0, y) ist. Dass dieser Punkt zur Kurve gehort wird
in Aufgabe 18.9 gezeigt. Fiir die Gleichung 2(z,w) = (0,y) siehe Aufgabe
18.10. 0

LEMMA 19.4. Es sei R ein faktorieller Bereich, K = Q(R) sein Quotien-
tenkdrper und sei
v? = (X = A (X = M) (X — A3)

die Gleichung einer elliptischen Kurve E in Zerlegungsform tiber K mit
A, A, A3 € R. Es sei p ein Primelement von R, das keines der Elemen-
te A1 — Aoy A1 — A3, Ay — A3 teile. Es sei P = (x,y) € E(K) ein Punkt der
Kurve. Dann ist die Ordnung von x — \; in p gerade.

Beweis. Wir schreiben ord (f) fiir die Ordnung eines Elementes f € K, f #
0, in p. Dies ist die Ordnung von f im diskreten Bewertungsring R,y bzw.
dessen Quotientenkorper (siehe Aufgabe 2.36 und Aufgabe 2.37). Aufgrund
der Kurvengleichung gilt die Ordnungsbeziehung

2ord (y) = ord (y?)
= ord((z — A1) (z — A2)(z — A3))
= ord(z — A1) +ord(x — Ay) +ord (x — A3).

Es sei zuerst ord (z — A;) < 0. Dann ist

ord (x — ;) = ord (z) = ord (z — A)
fiir iiberhaupt alle A € R. Somit ist

2ord (y) = ord (x — A1) +ord (z — Ag) + ord (x — A3) = 3ord (x — \y),
also sind die ord (z — A;) gerade. Wir koénnen also
ord (z — Ay),ord (z — Ag),ord (z — A3) > 0
annehmen. Aus ord (x — Ay),ord (x — Ag) > 1 wiirde
ord Ay —A\p) = ord(—(x— X))+ (x— A1) > 1
folgen im Widerspruch dazu, dass p kein Teiler der Differenzen der Nullstellen
ist. Also ist ord (z — A2),ord (z — A3) = 0. Dann ist aber
2ord(y) = ord(z — A1) +ord (z — \y) +ord (z — A3)
= ord(x — A1),
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also hat x — A\; wieder gerade Ordnung. U

Mit der Hilfe von Lemma 19.4 konnen wir im Zahlkorperfall das Bild von
p; in K*/(K*)® besser eingrenzen. Hierfiir sind zwei Hauptergebnisse zu
der algebraischen Zahlentheorie entscheidend, ndmlich die Endlichkeit der
Klassengruppe und der Dirichletsche Einheitensatz.

LEMMA 19.5. Es ses
Y2 - (X - >\1)(X - )\2)<X - )\3)

die Gleichung einer elliptischen Kurve E in Zerlequngsform tiber einem Zahl-
korper K mit Ay, Ao, A3 € K. Dann gibt es einen faktoriellen Bereich R C K
mit den folgenden Eigenschaften.

(1) Esist Q(R) = K.

(2) Es st )\1, )\2, )\3 € R.

(3) Die Einheitengruppe R* ist endlich erzeugt.

(4) Zu jedem Punkt P = (x,y) € BE(K) besitzt p;(P) € K*/(K*)’
eine Darstellung p;(P) = u mit u € R*.

Beweis. Wir starten mit dem Ganzheitsring A von K, so dass (1) direkt
erfilllt ist. Nach Satz 26.6 (Algebraische Zahlentheorie (Osnabriick 2020-
2021)) ist die Klassengruppe von A endlich, deshalb gibt es eine Nennerauf-
nahme an einem Element f derart, dass Ay faktoriell ist. Durch eine weitere
Nenneraufnahme am Hauptnenner der ); erreichen wir (2) und durch eine
weitere Nenneraufnahme an einem Element erreichen wir, dass die Primtei-
ler von A\; — A; fiir 7 # j Einheiten im Ring werden. Diese Nenneraufnahme
nennen wir R. Es ist
0i(P) = [u-pi" o]

in K*/(K*)* mit u € R* und gewissen Primelementen aus R und Expo-
nenten aus Z. Nach Lemma 19.4 sind diese Exponenten aber gerade, also
ist (4) erfiillt. Die Eigenschaft (3) folgt aus Satz 28.7 (Algebraische Zahlen-
theorie (Osnabriick 2020-2021)) in der Version Aufgabe 28.30 (Algebraische
Zahlentheorie (Osnabriick 2020-2021)). O

LEMMA 19.6. Es ses
Y= (X = A (X = M) (X = A3)

die Gleichung einer elliptischen Kurve E in Zerlegungsform tiber einem Zahl-
korper K mit A, Ao, A3 € K. Dann besitzt die Abbildung

0 = (1,02, 05): E(K) — K*/(K*)” x K*[(K*)* x K*/(K*)*
mit ; wie in Definition 19.1 folgende Eigenschaften.

(1) ¢ ist ein Gruppenhomomorphismus.
(2) Der Kern von ¢ ist 2E(K).
(3) Das Bild von ¢ ist endlich.



Beweis. (1) Dies folgt aus Lemma 19.2.
(2) Essei P € E(K).Bei P = O sind beide Seiten der Aussage erfiillt.
Sei also P = (x,y). Nach Satz 19.3 ist P genau dann ein Verdop-
pelungspunkt auf der Kurve, wenn alle x — \; Quadrate in K sind.
Dies ist bei x # \; direkt die Behauptung. Bei x = A; ist

©((M1,0)) = (A = A2) (A1 = A3), AL — Ag, A1 — A3)

und sowohl die Kernbedingung als auch die Halbierungsbedingung
aus Satz 19.3 sind genau dann erfiillt, wenn \; — Ay und A\; — A3
Quadrate sind.

(3) Nach Lemma 19.5 wird jedes Element des Bildes von einer endlich

erzeugten Gruppe reprasentiert. Da K* /(K X)2 eine Torsionsgruppe
ist, ist das Bild endlich.

g

LEMMA 19.7. Es sei E eine elliptische Kurve tiber einem Kéorper K und es
sei K C L eine Galoiserweiterung. Es sei E(L)/2E(L) endlich. Dann ist
auch E(K)/2E(K) endlich.

Beweis. Wir zeigen, dass der Kern H der natiirlichen Abbildung
E(K)/2E(K) — E(L)/2E(L)

endlich ist, woraus die Behauptung folgt. Es sei Tory (E(L)) die Untergruppe
der Torsionselemente zur Ordnung 2, die nach Korollar 18.4 endlich ist und
es sei GG die Galoisgruppe von L iiber K. Es sei P € H, reprasentiert durch
P € E(K). Nach Voraussetzung ist P in E(L) das Doppelte eines Punktes
@ € E(L). Wir wihlen zu jedem P einen solchen Punkt @) und definieren
damit die Abbildung

Op: G — Tory (E(L)), p — ¢*(Q) — Q,

wobei wir die zu ¢ gehorigen Automorphismen ¢* auf der Kurve betrachten,
siehe Aufgabe 13.27. Wir behaupten, dass die Zuordnung

H — Abb (G, Tory (E(L))), P — 0,

injektiv ist. Seien also P, P’ € H, reprisentiert von P, P’ € F(K) und mit
Halbierungspunkten @, Q" € E(L). Die Gleichheit p = 0p bedeutet

e (Q)—Q = ¢"(Q) -
fiir alle ¢ € G. Dies bedeutet nach Aufgabe 13.28
PR -Q) =@ —-Q

fiir alle ¢ € G. D.h., dass Q' — @) invariant unter der Galoisgruppe ist und
daher gemafl Aufgabe 13.25 zu F(K) gehort. Also ist

P'—P=2Q -2Q = 2(Q - Q)
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und somit ist [P'] = [P] in E(K)/2E(K). Wegen der Endlichkeit der Ab-
bildungsmenge zwischen den endlichen Mengen G und Tor, (E(L)) ist auch
E(K)/2E(K) endlich. O

Louis Mordell (1888-1972)

Der folgende Satz heifit der schwache Satz von Mordell-Weil.

SATZ 19.8. Es sei E eine elliptische Kurve E iiber einem Zahlkérper K.
Dann ist E(K)/2E(K) endlich.

Beweis. Es sei

yv* =2 +ax+b
eine kurze Weierstra8gleichung fiir £ iiber K. Das Polynom 23+ ax +b besitzt
in einer endlichen Galoiserweiterung (sieche Lemma 11.5 (Korper- und Ga-
loistheorie (Osnabriick 2018-2019)) und Satz 16.6 (Kérper- und Galoistheorie
(Osnabriick 2018-2019))) K C L drei Nullstellen. Nach Lemma 19.7 kénnen
wir die Endlichkeit iiber L nachweisen, d.h. wir konnen davon ausgehen, dass

die Gleichung in der Form
y' = (z = M) = N)(z — Xs)
vorliegt. Den neuen Kérper nennen wir wieder K. Nach Lemma 19.6 ist
E(K)/2E(K) = bild ¢
endlich. U
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