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Ubungsaufgaben

AUFGABE 56.1. Formuliere und beweise den ,,Satz iiber die surjektive Ab-
bildung*.
AUFGABE 56.2.%*
Betrachte die Abbildung
0: R — R3 (s,t) — (5, —s — t2,1°) = (1,y, 2).

a) Erstelle die Jacobi-Matrix von .

b) Bestimme die reguldren Punkte (s,t) von .

c) Zeige, dass ¢(s,t) die Bedingung
(x+y)P+22=0

erfiillt.

d) Zeige, dass die Abbildung injektiv ist.

AUFGABE 56.3.*

Es sei

Begriinde, ob die Abbildung

0: U—R? (z,y) — (z +y,zy,2Y) = (u,v,w).
injektiv ist oder nicht.
AUFGABE 56.4. Es sei V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum, I C R
ein reelles Intervall, U C V eine offene Menge und
f:IxU—V, (tv)— f(t,v),
ein Vektorfeld auf U. Zeige die folgenden Aussagen.

a) Wenn f (als Abbildung) Lipschitz-stetig ist, so geniigt das Vektorfeld einer
Lipschitz-Bedingung.

b) Wenn das Vektorfeld einer Lipschitz-Bedingung geniigt, so sind fiir jedes
feste t € I die Abbildungen

U—)V,vr—>f(t,v),
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Lipschitz-stetig.

¢) Man gebe Beispiele, die zeigen, dass die Implikationen aus a) und b) nicht
umkehrbar sind.

AUFGABE 56.5. Sei (M, d) ein metrischer Raum und sei (z,,),,.y €ine Folge
in M, die gegen x € M konvergiert. Es sei T eine Menge und es seien
fo: T — M, t — f,(t) = zp,

die zu x,, gehtrenden konstanten Funktionen. Zeige, dass die Funktionenfolge
(fn)nen gleichméBig gegen die konstante Funktion

f:T— M t— f(t) =z,

konvergiert.

AUFGABE 56.6. Es sei T eine endliche Menge und
fo: T — X

eine Abbildungsfolge in einen metrischen Raum X. Zeige, dass diese Folge
genau dann punktweise konvergiert, wenn sie gleichméflig konvergiert.

AUFGABE 56.7. Sei (Y,d) ein metrischer Raum und 7" C Y eine Teilmenge.
EsseiTgngund

g T — K
eine Folge von stetigen Funktionen. Zeige, dass diese Folge genau dann gleich-

méBig konvergiert, wenn die auf 7" eingeschréinkte Folge f,, = g, |1 gleichméBig
konvergiert.

AUFGABE 56.8. Sei T eine Menge und E ein euklidischer Vektorraum. Es sei
M = Abb (T, E) versehen mit der Supremumsnorm. Beweise die folgenden
Eigenschaften fiir diese ,Norm* (dabei ist der Wert oo erlaubt und sinnvoll
zu interpretieren).

(1) ||f|l = 0 fiir alle f € M.
(2) [|f]l = 0 genau dann, wenn f = 0 ist.
(3) Fir A e Rund f € M gilt

IAFI = AT (LA
(4) Fir g, f € M gilt

lg + fI < llgll +11A1-
AUFGABE 56.9. Es sei
C'=C%([0,1,R)

die Menge der stetigen Funktionen, die mit der Supremumsnorm versehen
sei. Skizziere zu € > 0 die offene und die abgeschlossene e-Umgebung von
einem f € C.



Es sei V' ein K-Vektorraum. Eine Abbildung
=1l V —R, v |[Jv[],

heiflit Norm, wenn die folgenden Eigenschaften fiir alle v, w € V gelten.

(1) fv[| = 0.
(2) ||v|| = 0 genau dann, wenn v = 0 ist.
(3) Fir A e Kund v € V gilt

[Av]] = (AL [|o]].
(4) Fir v,w € V gilt
[o 4+ w]| < [|v]] + [Jw]].
Die Norm zu einem Skalarprodukt erfiillt diese Eigenschaften.

AUFGABE 56.10. Es sei T eine Menge und E ein euklidischer Vektorraum.
Es sei

M =A{f:T—E||fllr < oo}
die Menge der beschrankten Abbildungen von T nach E. Zeige, dass die
Supremumsnorm auf M eine Norm ist.
AUFGABE 56.11. Zeige, dass ein normierter R-Vektorraum durch
d(u,v) = [lu—v]

zu einem metrischen Raum wird.

AUFGABE 56.12. Es sei T eine Menge, F ein euklidischer Vektorraum und
M =Af:T—=E||flr <o}

die Menge der beschrinkten Abbildungen von T nach E. Zeige, dass eine
Folge (fn),en aus M genau dann gegen f € M gleichméBig konvergiert, wenn
diese Folge im durch die Supremumsnorm gegebenen metrischen Raum M
konvergiert.

AUFGABE 56.13. Es seien L und M metrische Rdume. Zeige, dass die Menge
C der stetigen Abbildungen von L nach M durch

d(f,g) := min (sup (d(f(z),g(x)),z € L),1)

7zu einem metrischen Raum wird.

AUFGABE 56.14. Es seien L und M metrische Rdume, wobei M vollsténdig
sei. Zeige, dass die Menge C' der stetigen Abbildungen von L nach M durch

d(f,g) = min (sup (d(f(z),9(z)),z € L),1)

zu einem vollstdndigen metrischen Raum wird.
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AUFGABE 56.15.*

Sei
b>1>a>0

fixiert und sei
M = {f:]a,b] = [a,b] | f stetig}.
a) Zeige, dass die Abbildung

H: M — M, f+— H(f) =¥,
wohldefiniert ist.
1

b) Sei nun zusétzlich a > ;. Zeige, dass die Abbildung H aus a) eine starke

Kontraktion ist (wobei M mit der Maximumsnorm versehen sei).

c) Zeige, dass M durch die Maximumsnorm ein vollstdndiger metrischer
Raum wird.

d) Bestimme den Fixpunkt von H.

AUFGABE 56.16. Sei
f:IxU—YV

ein stetiges Vektorfeld, das auf einer offenen Menge U C V eines endlich-
dimensionalen reellen Vektorraums definiert sei und lokal einer Lipschitz-
Bedingung geniige. Es sei W C V' ein Untervektorraum mit der Eigenschaft,
dass fiir alle t € I und P € U NW die Beziehung f(t, P) € W gilt. Zeige,
dass eine Losung des Anfangswertproblems

v = f(t,v) mit v(tg) =w e UNW

ganz in W verlauft.

AUFGABE 56.17. Lose das Anfangswertproblem
vy =y +1mit y(0)=0.

mit der Picard-Lindelof-Iteration.

AUFGABE 56.18. Bestimme in Beispiel 56.7 eine explizite Formel fiir die
Iterationen ¢,,.

AUFGABE 56.19.*

Bestimme die ersten drei Iterationen in der Picard-Lindelof-Iteration fiir die
gewOhnliche Differentialgleichung

y =y +t+yt
mit der Anfangsbedingung y(0) = 0.
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AUFGABE 56.20. Bestimme die ersten vier Iterationen in der Picard-Lindelof-
Iteration fiir die lineare gewohnliche Differentialgleichung mit konstanten Ko-

effizienten

AN (=1 3\ (=

y) \2 4)\y
mit der Anfangsbedingung z(0) = 2 und y(0) = —7.

AUFGABE 56.21. Bestimme die ersten vier Iterationen in der Picard-Lindelof-
Iteration fiir die lineare gewohnliche Differentialgleichung

() -G D0)

mit der Anfangsbedingung z(0) = 1 und y(0) = —1.

Aufgaben zum Abgeben

AUFGABE 56.22. (4 Punkte)
Wir betrachten das Vektorfeld

f: RxR* — R? (t,u,v) — (tPuv, u® — tv?).
Bestimme fiir jedes t € R die nicht-reguldren Punkte des Vektorfeldes
fi: R? — R? (u,v) — (t*uv,u® — tv?).

Welche Ortspunkte sind zu keinem Zeitpunkt regular?

AUFGABE 56.23. (4 Punkte)

Lose das Anfangswertproblem
v = f(t,v) und v(1) = (3, 2,6)
zum ortsunabhéngigen Vektorfeld
fRxR* — R (t,z,y,2) — t3(3,1,4) — e (2, —1,7)
+(t — t2")(0,4,5) + (2,2,2).

AUFGABE 56.24. (3 Punkte)

Bestimme die ersten vier Iterationen in der Picard-Lindel6f-Iteration fiir die
lineare gewohnliche Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten

() -=(30)

mit der Anfangsbedingung z(0) = 4 und y(0) = 5.
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AUFGABE 56.25. (4 Punkte)

Bestimme die ersten vier Iterationen in der Picard-Lindelof-Iteration fiir die
lineare gewohnliche Differentialgleichung

z) (P =1\ (=
y) —\t ) \y
mit der Anfangsbedingung z(0) = 1 und y(0) = 1.

AUFGABE 56.26. (5 Punkte)
Es sei
v: la,b] — R"
eine regulire Kurve. Zeige, dass die Faser iiber jedem Punkt ¢ € R" endlich
ist.

AUFGABE 56.27. (6 Punkte)
Es sei G C R™ offen und
p: G—R"
eine in P € G total differenzierbare Abbildung mit injektivem totalen Diffe-

rential. Zeige, dass es eine offene Umgebung U von P mit o~ *(o(P))NU =
{P} gibt.

Tipp: Betrachte das totale Differential auf der Einheitssphére. Der Satz iiber
die injektive Abbildung ist hier nicht anwendbar.

AUFGABE 56.28. (4 Punkte)

Sei T' C R™ eine kompakte Teilmenge und F ein euklidischer Vektorraum. Es
sei C = C%(T, E) der Raum der stetigen Abbildungen von T nach E, versehen
mit der Supremumsnorm. Es seien x1,...,x, € T und vy, ...,y, € E Punkte.
Zeige, dass die Teilmenge

{feC| fle)=uy,....f(za) = yn}

abgeschlossen in C' ist.

AUFGABE 56.29. (4 Punkte)
Pk - R — R™

die zugehorige Folge von linearen Abbildungen. Zeige, dass die Folgen der
Eintrége (a;;), fur alle ,j genau dann konvergieren, wenn die Folge der
Abbildungen punktweise konvergiert.

AUFGABE 56.30. (4 Punkte)

Sei T" eine Menge und
fo: T — R™
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eine Folge von Abbildungen. Zeige, dass f,, genau dann gegen eine Grenzab-
bildung

f: T — R™
gleichméBig konvergiert, wenn die Komponentenfunktionen ( f;),, gleichméaflig
gegen f; konvergieren.






Abbildungsverzeichnis

Erlduterung: Die in diesem Text verwendeten Bilder stammen aus
Commons (also von http://commons.wikimedia.org) und haben eine
Lizenz, die die Verwendung hier erlaubt. Die Bilder werden mit ihren
Dateinamen auf Commons angefithrt zusammen mit ihrem Autor
bzw. Hochlader und der Lizenz.

Lizenzerkldarung: Diese Seite wurde von Holger Brenner alias
Bocardodarapti auf der deutschsprachigen Wikiversity erstellt und
unter die Lizenz CC-by-sa 3.0 gestellt.



