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Grundkurs Mathematik I

Vorlesung 7

Ich will jeden Spieler jeden
Tag ein bisschen besser
machen

Jiirgen Klinsmann

In der vorletzten Vorlesung haben wir uns zuerst mit dem Zéhlen in dem
Sinne beschéftigt, dass auf eine natiirliche Zahl eine eindeutig bestimmte
natiirliche Zahl, namlich ihr Nachfolger, folgt. In dieser und den folgenden
Vorlesungen werden wir sehen, dass diese Eigenschaft die natiirlichen Zahlen
auszeichnet und dass man alle anderen Eigenschaften der natiirlichen Zahlen,
wie beispielsweise die Rechengesetze, letztlich darauf zuriickfithren kann. Auf
dieser Eigenschaft der natiirlichen Zahlen beruht auch das Beweisprinzip der
vollstéandigen Induktion.

Die Dedekind-Peano-Axiome

In den natiirlichen Zahlen N kann man addieren, multiplizieren, potenzie-
ren, teilweise abziehen, es gibt die Groflergleich-Relation, die Teilbarkeit,
usw. Man kann sich nun fragen, welche Abhéngigkeiten zwischen diesen ma-
thematischen Strukturen bestehen und ob man manche davon auf andere,
grundlegendere Strukturen zuriickfithren kann. Dies fithrt zum axiomatischen
Aufbau der natiirlichen Zahlen. Dies ist lediglich eine weitere Prézisierung
des Zéahlvorgangs in der Sprache der Mengen und Abbildungen.

Richard Dedekind (1831 -1916) Giuseppe Peano (1858 -1932)
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DEFINITION 7.1. Eine Menge N mit einem ausgezeichneten Element 0 € N
(die Null) und einer (Nachfolger)-Abbildung

"N — N, nr—n,

heiflt natiirliche Zahlen (oder Dedekind-Peano-Modell fiir die natiirlichen
Zahlen), wenn die folgenden Dedekind-Peano-Azxiome erfiillt sind.

(1) Das Element 0 ist kein Nachfolger (die Null liegt also nicht im Bild
der Nachfolgerabbildung).

(2) Jedes n € N ist Nachfolger hochstens eines Elementes (d.h. die
Nachfolgerabbildung ist injektiv).

(3) Fiir jede Teilmenge T' C N gilt: Wenn die beiden Eigenschaften

o0 cT,
e mit jedem Element n € T ist auch n’ € T,

gelten, so ist T'= N.

Man mache sich klar, dass diese Bedingungen den Bedingungen der vorvor-
letzten Vorlesung entsprechen. Dabei ist N die jeweilige Menge, / bezeichnet
die Nachfolgerabbildung und 0 das Startsymbol (dort hatten wir zumeist 1
als Startsymbol gewéhlt). Jedes Dedekind-Peano-Modell sieht dhnlich aus
wie eine der dort aufgelisteten Moglichkeiten. Das heifit, dass die natiirli-
chen Zahlen durch das natiirliche Zahlen bestimmt sind. Zahlen heifit, von
einem Startwert ausgehend, nach und nach einen Schritt (einen Strich ma-
chen, einen Stab dazulegen, einen Punkt dazumalen, oder ein komplexeres
Bildungsgesetz) weiterzuzihlen. Das ,, Weiter“-Zihlen ist also fundamentaler
als eine bestimmte Benennung von Zahlen. Eine natiirliche Zahl représen-
tiert, wie oft bis zu ihr gezédhlt werden musste.

Die erste Eigenschaft legt den Start fest. Die zweite Eigenschaft besagt, dass
wenn zwei Zahlen verschieden sind, dann auch die beiden jeweiligen Nach-
folger verschieden sind. Die dritte Eigenschaft, die man auch das Induktions-
prinzip fiir Mengen nennt, besagt, dass wenn man bei 0 anfdngt und keinen
einzelnen Zihlvorgang auslédsst, dass man dann vollstdndig alle natiirlichen
Zahlen abzihlt.

Es sei erwihnt, dass solche Uberlegungen, die natiirlichen Zahlen grundle-
gend zu begriinden, manchmal eher verwirrend als hilfreich sein konnen. Statt
des intuitiven Zihlens arbeiten wir mit Mengen, Abbildungen, Injektivitét.
Bei den natiirlichen Zahlen ist es erfahrungsgeméfl nicht gefahrlich, der Intui-
tion zu vertrauen und mit einer naiven Vorstellung davon zu arbeiten (dies
gilt fiir die reellen Zahlen nicht in dieser Deutlichkeit).

In einem Dedekind-Peano-Modell gibt es die untereinander verschiedenen
Elemente

0,0,0”,0", ....
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Hier stehen also alle Elemente, die von 0 aus in endlich vielen Schritten (man
denke an die Abzihlung endlicher Prozesse) erreicht werden kénnen (formal-
mengentheoretisch ist diese Definition problematisch, da sie Bezug auf eine
endliche Ausfithrung nimmt). Das Induktionsaxiom sichert, dass dies bereits
alle Elemente des Modells sind. Die angegebene Teilmenge enthélt ja die 0
und mit jedem Element auch deren Nachfolger, also ist es die Gesamtmenge.

Ausgehend von den Peano-Axiomen kann man eine Addition auf der Menge
der natiirlichen Zahlen definieren, wobei die Nachfolgerfunktion der Addition
mit 1 = 0" entspricht. Die Definierbarkeit beruht selbst auf dem Induktions-
prinzip. Ebenso kann man eine Multiplikation definieren und die iiblichen
Eigenschaften wie Kommutativitéit und Assoziativitéit nachweisen. Dies wer-
den wir in den néchsten Vorlesungen ausfiihren.

Isomorphieprinzip

Wir wollen zeigen, dass je zwei Modelle fiir die Dedekind-Peano-Axiome ,,iso-
morph“ sind, dass es also zwischen ihnen eine strukturerhaltende Bijektion
gibt. Man stelle sich beispielsweise einerseits das Strichmodell, andererseits
das Dezimalzahlmodell der natiirlichen Zahlen vor, die beide mit ihren Nullen
und ihrer Nachfolgerabbildung die Dedekind-Peano-Axiome erfiillen. Dann
gibt es bereits, und zwar allein aufgrund der Tatsache der Dedekind-Peano-
Axiome, eine eindeutige Entsprechung zwischen diesen beiden Mengen. Eine
Strichfolge entspricht also eindeutig einer Zahl im Dezimalsystem.

] H Strichsystem \ Zehnersystem \ Dreiersystem \ Eurosystem \

0 0 0 0

| 1 1 1

I 2 2 10
il 3 10 11
]| 4 11 20
[[]1] 5 12 100
[11]] 6 20 101
1111 7 21 110
[TI]1]] 8 22 111
1] 9 100 121
] 10 101 1000

Die Entsprechung in der Tabelle entsteht dadurch, dass man in jeder Spalte
unabhéngig voneinander im jeweiligen System (gleichschnell) zdhlt.

SATZ 7.2. Es seien (Ny,01,/) und (Na, 02, %) Modelle fir die natiirlichen Zah-
len. Dann gibt es genau eine (bijektive) Abbildung

(ol Nl — NQ,
die das Zihlen (also die O und die Nachfolgerabbildung) respektiert.
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Beweis. Da die Abbildung ¢ insbesondere die Null respektieren soll, muss

©(01) = 02
sein. Da die Abbildung die Nachfolgerabbildungen respektieren soll, muss

p(07) = »(0,)" = 03
gelten. Aus dem gleichen Grund muss unter Verwendung des schon Bewiese-

nen
p(07) = ¢((01)") = ((01))" = (03)" = 03".
Ebenso muss
p(07) = 057,
P08 = 05,
u.s.w gelten. Hier hat man keine Wahlmoglichkeiten, alles ist durch die Nach-
folgereigenschaft bestimmt. Da jedes Element aus N; von 0; aus durch die

Nachfolgerabbildung 7 schliefllich und genau einmal erreicht wird, ist dies eine
wohldefinierte Abbildung von N; nach Ns.

Zum Nachweis der Surjektivitdt betrachten wir die Menge
T ={y € No| Esgibt x € Ny mit y = p(z)} .
Wir miissen zeigen, dass
T =N,
ist. Dazu wenden wir das Induktionsaxiom fiir Ny an. Wegen

¢(01) = 02
gehort 0o € T'. Wenn y € T ist, so ist also

y = o(x)
fiir ein © € N;. Wegen der Vertréglichkeit mit der Nachfolgerabbildung ist
y* = p(2),
d.h. auch y* € T. Daher ist T unter dem Nachfolger abgeschlossen und nach
dem Induktionsaxiom ist also 7' = N,. Zum Nachweis der Injektivitéit seien
x, T € Nj verschieden. und zwar sei Z ein (direkter oder) hoherer Nachfolger

von z. Dann ist ¢(Z) der entsprechende Nachfolger von ¢(z) und insbeson-
dere davon verschieden, da das Nachfolgernehmen in Ny injektiv ist. U

Es gibt also im Wesentlichen, d.h. wenn man von den Benennungen absieht,
genau eine Menge von natiirlichen Zahlen. Fiir das im Wesentlichen eindeutig
bestimmte Modell der Dedekind-Peano-Axiome verwenden wir das Symbol
N und sprechen von den natirlichen Zahlen.

Es sei bemerkt, dass die Konstruktion der bijektiven Abbildung zwischen
zwei Modellen im Beweis zu Satz 7.2 {iber den Nachfolger fiir praktische
Zwecke nicht gut geeignet ist. Wenn man von einer natiirlichen Zahl, die
im Zehnersystem gegeben ist, die Darstellung im Dreiersystem ausrechnen
mochte, so miisste man gemafl dieser Methode im Dreiersystem so lange
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zéhlen, wie es die im Zehnersystem gegebene Zahl vorgibt. Da gibt es deutlich
effektivere Methoden, die wir spéter kennenlernen werden.

Das Induktionsprinzip fiir Aussagen

15243 —+4—5—6—7— B—B-s..

Eine Visualisierung des Induktionsprinzips. Wenn die Steine nah beieinander
stehen und der erste umgestoflen wird, so fallen alle Steine um.

Die folgende Aussage und ihr Beweis begriinden das Beweisprinzip der voll-
standigen Induktion.

SATZ 7.3. Fir jede natiirliche Zahln sei eine Aussage A(n) gegeben. Es gelte

(1) A(0) ist wahr.
(2) Fiir alle n gilt: wenn A(n) gilt, so ist auch A(n + 1) wahr.

Dann gilt A(n) fir alle n.

Beweis. Es sei
M = {n € N| A(n) ist wahr}.

Wir wollen zeigen, dass M = N ist, denn genau dies bedeutet, dass die
Aussage fiir alle n gilt. Nach der ersten Bedingung ist

0e M.

Nach der zweiten Voraussetzung gilt fiir M, dass aus n € M stets n + 1 €
M folgt. Damit erfiillt M beide Voraussetzungen im Induktionsprinzip fiir
Mengen, so dass M = N gilt. U

Der Nachweis von (der Giiltigkeit von) A(0) heifit dabei der Induktionsan-
fang und der Schluss von A(n) auf A(n+1) heifit der Induktionsschluss oder
Induktionsschritt. Innerhalb des Induktionsschlusses nennt man die Giiltig-
keit von A(n) auch die Induktionsvoraussetzung. In manchen Situationen ist
die Aussage A(n) erst fiir n > ng fiir ein gewisses ng (definiert oder) wahr.
Dann beweist man im Induktionsanfang die Aussage A(ng) und den Induk-
tionsschritt fithrt man fir alle n > ng durch.

Um dieses Beweisprinzip anhand von substantiellem Material demonstrieren
zu konnen, greifen wir etwas vor und setzen die Addition, die Multiplikation
und die Groflergleichrelation von natiirlichen Zahlen voraus. Das folgende
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Standardbeispiel fiir einen Induktionsbeweis verwendet das Summenzeichen.
Fiir gegebene (natiirliche, reelle) Zahlen ay, ..., a, bedeutet

n

Y a = artaz o+ ang + an.
k=1

Dabei héngen im Allgemeinen die aj in einer formelhaften Weise von k ab.
Entsprechend ist das Produktzeichen definiert, ndmlich durch

n
Hak =y A Ap_1 * Ay
k=1

AUFGABE 7.4. Beweise durch Induktion die folgende Formel fiir n > 1.

2
k=1

Losung

Beim Induktionsanfang ist n = 1, daher besteht die Summe links nur aus
einem Summanden, ndmlich der 1, und daher ist die Summe 1. Die rechte
Seite ist % = 1, so dass die Formel fiir n = 1 stimmt.

Fiir den Induktionsschritt setzen wir voraus, dass die Formel fiir ein n > 1
gilt, und miissen zeigen, dass sie auch fiir n + 1 gilt. Dabei ist n beliebig. Es
ist

n+1 n
Yk o= (Zk>+n+1
k=1 k=1
1
= Eiﬁét—l-+7l%-1

n(n+1)+2(n+1)

(n+ 2)(n2+ 1)
5 .
Dabei haben wir fiir die zweite Gleichheit die Induktionsvoraussetzung ver-
wendet. Der zuletzt erhaltene Term ist die rechte Seite der Formel fiir n + 1,
also ist die Formel bewiesen.

Aussagen, die durch Induktion bewiesen werden konnen, konnen manchmal
auch auf andere Art bewiesen werden. Im vorstehenden Beispiel gibt es die
elegantere und einsichtigere Losung, die Zahlen einmal aufsteigend und ein-
mal absteigend untereinander hinzuschreiben, also

1 2 3 ... n—-2n-1n

n n—1 n-—-2 ... 3 2 1
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Spaltenweise ergibt sich n + 1, und diese Summe kommt n-mal vor. Also ist

2 (Zz) =n(n+1).
i=1
AUFGABE 7.5. Zeige durch vollstindige Induktion, dass fiir jedes n € N die

Zahl
6n+2 4 72n+1

ein Vielfaches von 43 ist.

Losung

Fiir n =0 ist
62 +7 = 43
ein Vielfaches von 43. Sei nun die Aussage fiir n bewiesen und betrachten
wir den Ausdruck fiir n + 1. Dieser ist
Grilt2 4 P2t DAl gL gnt2 4 72, p2ntl

= 6-6""2 + (6 +43)7" !
= 6(6" 4+ 7" 443 7
6-43 s+ 43. 7>+

wobei im letzten Schritt die Induktionsvoraussetzung verwendet wurde (nédm-
lich die Eigenschaft, dass 6""2 4+ 7*"*1 ein Vielfaches von 43 ist). Daher ist
diese Zahl ein Vielfaches von 43.

Aus dem Induktionsprinzip folgt die ndchste wichtige Eigenschaft. Vom intui-
tiven Standpunkt her ist sie selbstversténdlich, wir fithren sie aber trotzdem
auf das Induktionsprinzip zuriick. Es geht in diesem Beweis weniger dadrum,
sich iiber die Satzaussage zu vergewissern, sondern vielmehr Einblicke in ma-
thematisches Argumentieren zu gewinnen. Es ist auch ein Beispiel dafiir, wie
man eine Aussage iiber Teilmengen zu einer Aussage iiber natiirliche Zahlen
macht, um das Induktionsprinzip anwenden zu kénnen.

LEMMA 7.6. Jede nichtleere Teilmenge M C N besitzt ein Minimum.

Beweis. Wir betrachten die Aussage
A(n) = Alle Teilmengen von N, die n enthalten, besitzen ein Minimum.

Da jede nichtleere Teilmenge mindestens ein n € N besitzt, ist die Aussa-
ge des Satzes dquivalent zur Giiltigkeit von A(n) fiir alle n. Diese Aussage
konnen wir durch Induktion beweisen. Die Aussage A(0) besagt, dass jede
Teilmenge M C N, die die 0 enthélt, auch ein Minimum enthélt. Dies ist
aber klar, da dann eben 0 das Minimum ist. Sei die Aussage A(k) nun fiir
alle £ < n schon bewiesen. Wir miissen A(n + 1) beweisen. Sei also M C N
eine Teilmenge, die n + 1 enthélt. Wenn M auch eine Zahl k < n + 1 besitzt,
so besitzt M nach der Induktionsvoraussetzung ein Minimum. Andernfalls
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besitzt M keine Zahl, die kleiner als n + 1 ist. Dann ist aber n 4+ 1 das
Minimum von M. U
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