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Lineare Algebra

Vorlesung 6

Vorli lésst sich gerne knuddeln. Dabei rikelt sie sich in alle Himmelsrichtungen
und hinterher weifl niemand mehr, wo vorne und hinten ist.

Vektorraume

b

Die Addition von zwei Pfeilen a und b, ein typisches Beispiel fiir Vektoren.
Der zentrale Begriff der linearen Algebra ist der Vektorraum.

DEFINITION 6.1. Es sei K ein Koérper und V' eine Menge mit einem ausge-
zeichneten Element 0 € V und mit zwei Abbildungen

+: VxV —V (u,v) — u+u,

und
o K xV —V, (s,0) —> sv =35 -v.
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Dann nennt man V einen K- Vektorraum (oder einen Vektorraum iiber K),
wenn die folgenden Axiome erfiillt sind' (dabei seien 7, s € K und u,v,w € V
beliebig) 2

N

+v = v+ u,

u+v)+w =u+ (v+w),

+0 = v,

u jedem v gibt es ein z mit v + z = 0,
‘U = u,

su) = (rs)u,

= ru-—+rov,

= ru -+ su.
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Die Verkniipfung in V' nennt man (Vektor)-Addition und die Operation
K xV — V nennt man Skalarmultiplikation. Die Elemente in einem Vek-
torraum nennt man Vektoren, und die Elemente r € K heiflen Skalare. Das
Nullelement 0 € V wird auch als Nullvektor bezeichnet, und zu v € V
heifit das inverse Element das Negative zu v und wird mit —v bezeichnet.
Wie in Ringen gilt wieder Punktrechnung vor Strichrechnung, d.h. die Ska-
larmultiplikation bindet stdrker als die Vektoraddition. Den Korper, der im
Vektorraumbegriff vorausgesetzt ist, nennt man auch den Grundkérper. Alle
Begriffe der linearen Algebra beziehen sich auf einen solchen Grundkorper,
er darf also nie vergessen werden, auch wenn er manchmal nicht explizit
aufgefithrt wird. Bei K = R spricht man von reellen Vektorrdumen und
bei K = C von komplexen Vektorrdumen. Bei reellen und komplexen Vek-
torrdumen gibt es zusétzliche Strukturen wie Langen, Winkel, Skalarprodukt.
Zunéchst entwickeln wir aber die algebraische Theorie der Vektorrdaume iiber
einem beliebigen Korper.

IDie ersten vier Axiome, die unabhingig von K sind, bedeuten, dass (V,0,4+) eine
kommutative Gruppe ist.

2Auch fiir Vektorriume gilt die Klammerkonvention, dass Punktrechnung stéirker bin-
det als Strichrechnung.



BEISPIEL 6.2. Es sei K ein Kérper und n € N,. Dann ist die Produktmenge
K'=Kx---xK ={(r1,...,2,) | x; € K}
n-mal
mit der komponentenweisen Addition und der durch
(1, ) = (ST1,...,8Ty,)

definierten Skalarmultiplikation ein Vektorraum. Man nennt ihn den n-di-
mensionalen Standardraum. Insbesondere ist K = K selbst ein Vektorraum.

Der Nullraum 0, der aus dem einzigen Element 0 besteht, ist ebenfalls ein
Vektorraum. Man kann ihn auch als K° = 0 auffassen. Die Vektoren im
Standardraum K™ kann man als Zeilenvektoren

(alu ag, ..., an)
oder als Spaltenvektoren
ay
a2
Qn,
schreiben. Der Vektor
0
0
e, = | 1],
0
0

wobei die 1 an der i-ten Stelle steht, heifit i-ter Standardvektor.
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BEISPIEL 6.3. Es sei E eine ,Ebene® mit einem fixierten ,, Ursprungspunkt*
@ € E. Wir identifizieren einen Punkt P € FE mit dem Verbindungsvektor
@P. In dieser Situation kann man ein anschauliche koordinatenfreie Vek-
toraddition und eine koordinatenfreie Skalarmultiplikation einfithren. Zwei

Vektoren Q? und Cﬁ werden miteinander addiert, indem man das Paralle-
logramm zu diesen beiden Vektoren konstruiert. Das Ergebnis der Addition
ist die Ecke des Parallelogramms, das () gegeniiberliegt. Bei der Konstrukti-

on muss man die zu Q)P parallele Gerade durch R und die zu QR parallele
Gerade durch P zeichnen. Der Schnittpunkt dieser beiden Geraden ist der
gesuchte Punkt. Eine entsprechende Vorstellung ist, dass man den Vektor

Cﬁ’ parallel verschiebt und an Cﬁ yanlegt“, d.h. dass man den Startpunkt
des einen Pfeiles an den Endpunkt des anderen anheftet. Fiir die Multipli-

kation eines Vektors QP mit einem Skalar s muss dieser als ein Punkt auf
einer Geraden G gegeben sein, auf der dariiber hinaus ein Nullpunkt 0 € G
und eine Eins 1 € G fixiert sind. Wie diese Gerade in der Ebene liegt, ist
zunédchst gleichgiiltig. Man bewegt die Gerade (dabei darf man verschieben
und auch drehen) so, dass der Nullpunkt auf @ zu liegen kommt und ver-

meidet, dass die Gerade deckungsgleich zu der von Q? erzeugten Geraden -
nennen wir sie H - wird. Nun verbindet man 1 und P mit einer Geraden L
und zeichnet dazu die zu L parallele Gerade L’ durch s. Der Schnittpunkt
von L' und H ist sQP. Diese Uberlegungen kann man auch hoherdimensio-
nal anstellen, wobei sich allerdings das Wesentliche in der von den beiden
beteiligten Vektoren (bzw. Geraden) erzeugten Ebene abspielt.

BEISPIEL 6.4. Die komplexen Zahlen C bilden einen Kérper und daher bil-
den sie einen Vektorraum iiber sich selbst. Andererseits sind die komplexen
Zahlen als additive Struktur gleich R?. Die Multiplikation einer komplexen
Zahl a + bi mit einer reellen Zahl s = (s,0) geschieht komponentenweise,
d.h. diese Multiplikation stimmt mit der skalaren Multiplikation auf R? iibe-
rein. Daher sind die komplexen Zahlen auch ein reeller Vektorraum. Unter
Verwendung einer spiteren Terminologie kann man sagen, dass C ein ein-
dimensionaler komplexer Vektorraum ist und dass C ein zweidimensionaler
reeller Vektorraum ist mit der reellen Basis 1 und i.

BEISPIEL 6.5. Zu einem Koérper K und gegebenen natiirlichen Zahlen m,n
bildet die Menge

Mat,, . (K)
der m x n-Matrizen mit komponentenweiser Addition und komponenten-

weiser Skalarmultiplikation einen K-Vektorraum. Das Nullelement in diesem
Vektorraum ist die Nullmatriz

0 ... 0
0: . .
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Polynome werden wir spéter einfiithren, sie sind vermutlich aus der Schule
bekannt.

BEISPIEL 6.6. Es sei R = K|[X]| der Polynomring in einer Variablen iiber
dem Korper K, der aus sdamtlichen Polynomen, also Ausdriicken der Form

A X"+ ap 1 X" aa X+ X 4 ag

mit a; € K besteht. Mit (komponentenweiser) Addition und der ebenfalls
komponentenweisen Multiplikation mit einem Skalar s € K (was man auch
als die Multiplikation mit dem konstanten Polynom s auffassen kann) ist der
Polynomring ein K-Vektorraum.

BEISPIEL 6.7. Wir betrachten die Inklusion Q C R der rationalen Zahlen in
den reellen Zahlen. Mit der reellen Addition und mit der Multiplikation von
rationalen Zahlen mit reellen Zahlen ist R ein Q-Vektorraum, wie direkt aus
den Koérperaxiomen folgt. Dies ist ein ziemlich uniibersichtlicher Vektorraum.

BEISPIEL 6.8. Es sei K ein Korper und es sei I eine Menge. Wir betrachten
die Menge der Funktionen von [ nach K, also
V = Abb (I,K) = {f | f : I — K Abbildung}.

Diese Menge ist mit komponentenweiser Addition, bei der also die Summe
von zwei Funktionen f und g durch

(f+9)(z) = f(2) +9(z)
erklart wird, und mit der durch
(sf)(z) == sf(2)

definierten Skalarmultiplikation ein Vektorraum.

Bei I = N spricht man auch von dem Folgenraum zu K. Bei I = K = R
handelt es sich um den Abbildungsraum (oder Funktionenraum) von R nach
R, also die Menge aller Funktionen von R nach R.

LEMMA 6.9. Es seit K ein Korper und V' ein K-Vektorraum.Dann gelten die
folgenden Eigenschaften (dabei seiv € V und s € K ).

(1) Esist Ov = 0.3

(2) Esist sO = 0.

(3) Esist (—1)v = —wv.

(4) Aus s # 0 und v # 0 folgt sv # 0.

Beweis. Siehe Aufgabe 6.27. U

Untervektorraume

3Man mache sich hier und im Folgenden klar, wann die 0 in K und wann sie in V zu
verstehen ist.
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DEFINITION 6.10. Es sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. Eine Teil-
menge U C V heiit Untervektorraum, wenn die folgenden Eigenschaften
gelten.

(1) 0 € U.
(2) Mit u,v € Uist auch u+v € U.
(3) Mit w € U und s € K ist auch su € U.

Auf einem solchen Untervektorraum kann man die Addition und die ska-
lare Multiplikation einschranken. Daher ist ein Untervektorraum selbst ein
Vektorraum, siehe Aufgabe 6.10. Die einfachsten Untervektorrdume in einem
Vektorraum V' sind der Nullraum 0 und der gesamte Vektorraum V.

LEMMA 6.11. Es ser K ein Kérper und

anxi + appxre + -+ apr, = 0
2171 + a0y + -+ + agpr, = 0
Am1T1 + Apale + + + AppTy, = 0

ein homogenes lineares Gleichungssystem tber K.Dann ist die Menge aller
Lésungen des Gleichungssystems ein Untervektorraum des K™ (mit kompo-
nentenweiser Addition und Skalarmultiplikation).

Beweis. Siehe Aufgabe 6.3. 0

Man spricht daher auch vom Ldsungsraum des Gleichungssystems. Insbeson-
dere ist die Summe von zwei Losungen eines linearen Gleichungssystems wie-
der eine Losung. Die Losungsmenge eines inhomogenen Gleichungssystems
ist kein Vektorraum. Man kann aber zu einer Losung eines inhomogenen Glei-
chungssystems eine Losung des zugehorigen homogenen Gleichungssystems
hinzuaddieren und erhélt wieder eine Losung des inhomogenen Gleichungs-
systems.

BEISPIEL 6.12. Wir kniipfen an die homogene Version von Beispiel 5.1 an,
d.h. wir betrachten das homogene lineare Gleichungssystem

2z +5y +2z —v = 0
3r —4y +u +2v = 0
4x -2z +2u = 0.

iiber R. Aufgrund von Lemma 6.11 ist die Losungsmenge L ein Untervektor-
raum von R®. Wir haben ihn in Beispiel 5.1 explizit als

1 1 2 5 4
—-.0,-,1 S 2 20,1 R
{u( 37073’ 70) +U( 137137 13707 ) ‘u7’U€ }

beschrieben, woraus ebenfalls erkennbar ist, dass dieser Losungsraum ein
Vektorraum ist. In dieser Schreibweise wird klar, dass L in Bijektion zu R?
steht, und zwar respektiert diese Bijektion sowohl die Addition als auch die
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Skalarmultiplikation (die Losungsmenge L’ des inhomogenen Systems steht
ebenfalls in Bijektion zu R?, allerdings gibt es keine sinnvolle Addition und
Skalarmultiplikation auf L’). Allerdings hingt diese Bijektion wesentlich von
den gewéhlten ,, Basislosungen (—%, 0, %, 1, O) und (—1—23, %, —%, 0, 1) ab, die
von der gewahlten Eliminationsreihenfolge abhéngen. Es gibt fiir L andere
gleichberechtigte Basislosungen.

An diesem Beispiel kann man sich Folgendes klar machen: Der Losungsraum
eines linearen Gleichungssystems iiber K ist ,;in natiirlicher Weise*, d.h. un-
abhéngig von jeder Auswahl, ein Untervektorraum des K" (wenn n die An-
zahl der Variablen ist). Der Losungsraum kann auch stets in eine ,lineare
Bijektion“ (eine ,Isomorphie®) mit einem K? (d < n) gebracht werden,
doch gibt es dafiir keine natiirliche Wahl. Dies ist einer der Hauptgriinde
dafiir, mit dem abstrakten Vektorraumbegriff zu arbeiten anstatt lediglich
mit dem K™.

Erzeugendensysteme

Die Losungsmenge eines homogenen linearen Gleichungssystems in n Varia-
blen iiber einem Korper K ist ein Untervektorraum des K™. Haufig wird
dieser Losungsraum durch die Menge aller ,, Linearkombinationen“ von end-
lich vielen (besonders einfachen) Losungen beschrieben. In dieser und der
néchsten Vorlesung entwickeln wir die dazu notwendigen Begriffe.

Va

Die von zwei Vektoren v; und vg erzeugte Ebene besteht aus allen
Linearkombinationen u = xv; + yvs.

DEFINITION 6.13. Es sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. Es sei
v1, ..., 0, eine Familie von Vektoren in V. Dann heif}t der Vektor

$1v1 + SoUs + - - - + S,v, mit 5; € K

eine Linearkombination dieser Vektoren (zum Koeffiziententupel (sq, ..., sp)).

Zwei unterschiedliche Koeffiziententupel konnen denselben Vektor definieren.

DEFINITION 6.14. Es sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. Dann heif3t
eine Familie v; € V', ¢ € I, ein Erzeugendensystem von V| wenn man jeden
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Vektor v € V als
v = ZSjUj
jeJ
mit einer endlichen Teilfamilie J C I und mit s; € K darstellen kann.

Im K™ bilden die Standardvektoren e;, 1 < i < n, ein Erzeugendensystem.
Im Polynomring K[X] bilden die Potenzen X", n € N, ein (unendliches)
Erzeugendensystem.

DEFINITION 6.15. Es sei K ein Kérper und V' ein K-Vektorraum. Zu einer
Familie v;, ¢ € I, setzt man

(vi,i€l) = Z siv; | s; € K, J C I endliche Teilmenge
icJ
und nennt dies den von der Familie erzeugten oder aufgespannten Untervek-
torraum.

Der von der leeren Menge erzeugte Unterraum ist der Nullraum.* Dieser wird
ebenso von der 0 erzeugt. Zu einem einzigen Vektor v besteht der aufgespann-
te Raum aus Kv = {sv|s € K}. Beiv # 0 v # 0 ist dies eine Gerade, was
wir im Rahmen der Dimensionstheorie noch prézisieren werden. Bei zwei
Vektoren v und w héngt die ,,Gestalt“ des aufgespannten Raumes davon ab,
wie die beiden Vektoren sich zueinander verhalten. Wenn sie beide auf einer
Geraden liegen, d.h. wenn w = sv gilt, so ist w iiberfliissig und der von
den beiden Vektoren erzeugte Unterraum stimmt mit dem von v erzeugten
Unterraum iiberein. Wenn dies nicht der Fall ist (und v und w nicht 0 sind),
so erzeugen die beiden Vektoren eine ,Ebene“. Wir fassen einige einfache
Eigenschaften fiir Erzeugendensysteme und Unterrdume zusammen.

LEMMA 6.16. Es ser K ein Korper und V' ein K-Vektorraum.Dann gelten
folgende Aussagen.

(1) Es sei U;, j € J, eine Familie von Untervektorriumen. Dann ist
auch der Durchschnitt®

U=
jed
ein Untervektorraum.
(2) Zu einer Familie v;, i € I, von Elementen in V ist der erzeugte

Untervektorraum ein Untervektorraum® von V.

4Dies kann man als Definition nehmen oder aber aus der Definition ableiten, wenn
man die Konvention beriicksichtigt, dass die leere Summe gleich 0 ist.

®Der Durchschnitt N e s T; zu einer beliebigen Indexmenge J und einer durch J in-
dizierten Familie T}, j € J, von Teilmengen einer festen Obermenge M besteht aus allen
Elementen aus M, die in allen Mengen T} enthalten sind.

5In der Bezeichnung ,,erzeugter Untervektorraum® wurde diese Eigenschaft schon vor-

weg genommen.
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(3) Die Familie v;, i € I, ist genau dann ein Erzeugendensystem von V,

wenn
</Ui7 1€ I> =V
18t.

Beweis. Siehe Aufgabe 6.26. O
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