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PRÓLOGO.

jÍJ publicar la primera edición de es

ta obra en 1819, hice ver en el prólogo?—*

que su contenido interesaba d toda clase, * ^ * '

de personas (*), cualquiera que fuese su

carrera y circunstancias, por presentar*

se en ella todos los principios de las Ma

temáticas y de sus importantísimas aplica

ciones, con la mayor concisión, claridad

y exactitud, y aun al alcance de las per

sonas que no tratan de hacer carrera por

(*\ Para que se vea, que en esto nada exageraba, voy á po

ner aquí el principio de la Introducción del Diccionario de

Matemáticas, que se ha impreso en París en Enero del pre

sente año de i 8 3 5 , y dice así: «Las Ciencias Matemáticas

constituyen en su conjunto el orden mas completo de las

realidades , á que ha llegado el saber humano hasta el presen

te. En efecto, las leyes generales del universo, y la mayor

parte de las manifestaciones fenoménicas, que de ellas se ori

ginan , no han sido esplicadas á nuestra inteligencia, sino

por el concurso de estas solas Ciencias, que abrazan en su

inmenso imperio las relaciones multiplicadas de las cantida

des y de la ostensión , la medida del tiempo y la del espa

cio. En el Santuario de. las verdades inmutables, que ellas

han establecido , es donde el hombre tiene el derecho de re- *

cordar su celeste origen , contemplando en una religiosa ad

miración la obra augusta de su propia razón. Estas verda

des , contra las cuales no sabría prevalecer ninguna poten

cia inteligente, él no las ha creado sin .duda; pero descu-
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este ramo de los conocimientos humanos.

El aprecio con que el público la recibió, y

los elogios que ha merecido aun á los mismos

Estránjeros, de lo que es una prueba na

da equívoca un artículo, que insertó la

Revista Enciclopédica, periódico de Pa

rís, me sirvieron de un poderoso estímulo

'para mejorarla y perfeccionarla en la se-

Igunda edición , publicada el año de 1826

en Madrid; y además en otra que di d

' luz aquel mismo año en París: indicando

'en sus respectivos prólogos las mejoras y

adiciones hechas, para que , sin fallar d

la concisión, que es una de sus circuns

tancias esenciales, contuviese todo lo des

cubierto sobre los diferentes ramos de las

briéndolas, se ha elevado hasta su principio mismo, y ha roto

así las barreras que una Filosofía desesperante había impues

to á su razón, Pero solo , después de bien largos trabajos, de

bastantes ensayos infructuosos , de muchas investigaciones y

tentativas vanas , es como la humanidad se ha encontra

do en posesión de algunas verdades, tanto mas infalibles,

cuanto llevan en sí su criterio. Esta certidumdre absoluta,

que acompaña á las proposiciones matemáticas, en gene-

Val, falta aun á las otras Ciencias, que, sin embargo, de

ben estar enlazadas entre sí con la razón humana , como

las deducciones de un solo y mismo principio intelectual,»

Y para referirnos á otro testo de Inglaterra, diremos, que

en la introducción de los Elementos de Filosofía Natural

de Mr. Ncil Arnott , se dice: «Las Matemáticas son hoy el

principio de todo estudio científico; casi no hay fenómenos,

teorías físicas , ni químicas etc. etc. que se puedan describir

6 establecer sin que sea preciso acudir al auxilio de la Ciencia

de las cantidades y emplear las espresiones matemáticas.»



ciencias que forman su objeto; y princi

palmente lo que se dirige á promover las

aplicaciones de utilidad general, desechan

do las vagas abstracciones é inexactos sis

temas para evitar los peligros del error,

y cooperar á que mis semejantes partici

pen de las inmensas é incalculables venta-

. jas de la sólida instrucción. -3

Las tres ediciones citadas fueron muy

numerosas; y sin ninguna recomendación

por parte del Gobierno, han tenido tal

acogida, que la última edición, hecha en

Madrid, estaba ya para concluirse, cuan

do se mandó adoptar por texto en las

Universidades, Colegios, Seminarios 8$c.; lo

cual me ha estimulado aun mas , para

tratar de mejorar esta, añadiendo lo mas

esencial, para (pie se presente la Cien

cia en el estado de adelantamiento que

hoy tiene, insertando cuanto he contempla

do útil, en vista de lo que por mí mis

mo he presenciado en Francia , Ingla

terra y Holanda, y ha resultado de mis

conferencias con los Sabios mas eminen

tes de estas ilustradas Naciones. No ha

ré mención individual aquí de todo lo

añadido en esta edición; porque, cualquie

ra que sea el mérito, é importancia que

se le quiera dar,parece como que se eclipsa,

si se atiende al nuevo método , que
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espongo desde el § 197a, hasta el 197 hh,

para encontrar las raices reales de las

ecuaciones numéricas de todos los grados,

aun las que se resisten á cuantos procedi

mientos analíticos se han inventado has

ta el dia; sobre cuyo punto no entraré

aquí en ningún detalle, refiriéndome á

lo que manifiesto en el parage citado,

•y á las ideas generales acerca de la reso

lución de las ecuaciones superiores al

.2.° grado, que se insertan desde el § 1 70 a,

liasta el 170 z. Solo añadiré á lo allí es'

presado, que el teorema de Mr. Sturm,

para conocer, en una ecuación, el numero

de raices reales comprendidas entre dos

números, dista mucho de proporcionar las

ventajas de mi nuevo método.

A pesar de que lo añadido asciende á mas

de ocho pliegos de impresión, y de lo me

jorada que sale la presente aun en la

parte tipográfica, no alteraré su precio$

solo se cargará en las provincias los gas

tos de conducción áfc.¿ y para conciliar to

davía mpjor el beneficio público, he dispues

to que los dos tomos de esta obra se ven

dan sueltos, esto es, cada uno de por síj

lo cual trae al estudiante la ventaja de

no tener que desembolsar mas de un du

ro para estudiar cada curso, lo que siem-

pre le es ventajoso.



§e llama cuerpo todo lo que es capaz

de hacer impresión en nuestros sentidos.

Las impresiones que nos causan los cuer

pos, se llaman sensaciones. Las sensacio

nes consideradas como representando los

objetos, se llaman ideas; y la facultad,

por cuyo medio podemos retener las ideas,

se llama memoria. Si para dar á conocer

el objeto que espresa una idea, es abso

lutamente necesario presentarle al sentido

a que perteneec, como la blancura, pican

te, etc., la idea es simple; y si el objeto se

puede hacer conocer sin esta circunstancia

como una mesa, caballo etc., la idea se

llama compuesta. Si la idea conviene á un

solo objeto, como la de este libro, se lla

ma singular ó individual; y es asbtracta ó

universal, cuando conviene á muchos, co

mo la idea de libro; de manera, que para

formar una idea universal, ó abstracta,

se observará aquello en que convienen mu

chos objetos, y se prescindirá de lo demás.

La operación por cuyo medio pode
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mos prescindir de aquello en que se di

diferencian varios objetos, se llama abs

tracción'^ de manera, que abstracción es

una operación del alma, por medio de la

cual concebimos como separadas, cosas que

realmente no lo están.

Para hacernos cargo de los muchos

objetos que se nos presentan, se deben

considerar separadamente, lo que se con-<

sigue por medio de la atención, así, la

atención es una operación del alma, por

medio de la cual de muchos objetos que

se nos presentan, elegimos uno para ha~

cernos cargo de él; y haciendo lo mis

mo con todos los demás, se vendrá en

conocimiento de todos ellos.

Como casi todos los objetos son com

puestos, no basta la atención sola para

conocerlos, sino que >és necesario ir con

siderando cada una de sus partes, y es

to se consigue por la análisis, y es una

operación del alma, por medio de la cual

se descompone un todo en sus partes, para

ver qué relación tienen entre sí y con el

mismo todo, y se vuelven á juntar otra

vez para que compongan el mismo todo.

Por ejemplo, si tuviésemos que hacernos

cargo de los muebles que había en una

sala, por medio de la atención elegiría?

mos uno, v. g. un reloj 5 y por medio de
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la análisis le descompondríamos en las

diferentes piezas de que constaba , para

■ver qué relación tenían entre sí y con

el total de la máquina; y después las vol

veríamos á juntar para formar el reloj.

Lo mismo se ejecutaría con todos los de

más muebles.

La exactitud de las ideas depende del

mayor grado de análisis que se baga de

los objetos; y de aquí resulta otra divi

sión de las ideas, que es la contenida en

el siguiente ejemplo. Si de muchos suje

tos, que han estado en una casa, uno sólo

se acordase de la calle en que está dicha

casa, habrá analizado muy poco, y la idea,

que de ella tiene, se llama/ obscura. Otro,

que sabiendo la calle, sólo dudase entre

dos ó tres casas, habrá analizado mas, y la

idea, que tiene de la casa, se llama con

fusa. Otro, que entrando en la calle, se

fuese derecho á la casa sin preguntar á

nadie, habrá analizado mas, y la idea,

que tiene de la casa, se llama clara. Y

otro, que no sólo supiese la casa, sino

que estando lejos de ella, fuese capaz de

dar á otro tales señas, que sin preguntar

á nadie se fuese derecho á ella, este ha

brá analizado mas que todos, y la idea

que tiene de la casa se llama distinta 6

exacta. Esta es la idea que hemos de pro



curar adquirir en todos nuestros conoci

mientos. ,

Si después de haber examinado dos

objetos, y. g. dos relojes, prestamos nues

tra atención á ambos á un mismo tiem

po , entonces se dice que los comparamos^

de manera , que comparación es una ope

ración del alma , por medio de la cual

prestamos nuestra atención á un mismo

tiempo á dos objetos. De la comparación,

resultará que el uno será mejor , mayor,

etc. que el otro; y este grado de mejoría,

mayoría , etc. se llama relación, que no

es mas que el resultado de la compara

ción.

Cuando , al comparar dos ideas , ha

llamos que convienen, ó no, é interior

mente nos convencemos de ello (como

cuando me convenzo de que la nieve es

blanca) , formamos lo que se llama juicio^

que es una operación del alma por medio

de la cual afirmamos ó negamos una cosa

de otra

Si se espresa el juicio con palabras (co

mo si yo le digo á otro la nieve es blan

ca) , se llama proposición 5 de manera,

que proposición es un juicio espresado por

palabras.

La proposición consta de tres partes:

sujeto , que es la cosa de que se habla



(v. g. en la anterior la nieve) ; predicado,

que es lo que se afirma ó niega del su

jeto (v. g. blanca)', y cópula el verbo (v.

g". es), que los une ó separa.

Cuando, por la comparación de dos

ideas, no podemos averiguar su relación,

y para esto las comparamos con otra ú

otras , usamos dét raciocinio, que es umi

operación, por medio de la cual tfs, com

paran dos ideas con una ó mas interme

dias, para .averiguar su, relación. Si ei

raciocinio se espresa por proposiciones,

se llama razonamiento ; y i la tripla fa

cultad de adquirir ideas , compararlas y

raciocinar sobre ellas se le llama enten

dimiento.

Las proposiciones pueden ser eviden

tes , ciertas y problables. Se llaman evi

dentes ó axiomas aquellas cuya verdad •

se conoce inmediatamente que se pronun

cian. Tales son;

1.° Una cosa es igual á ella misma.

, 2.° Un todo es igual al conjunto de

sus partes. .. »v

3.° Lo que hagamos con el todo , que

dará hecho con el conjunto de sus par

tes ; y lo que hagamos con el conjunto de

sus partes , quedará hecho con el todo.

4.° El todo es mayor que cualquiera



de sus partes , ó la parte es menor que

el todo, .... . , ■

5.° Cosas iguales á una tercera son.

iguales entre sí.

El primer axioma está al alcance de

todos, y los (lernas lo estarán igualmen

te, si se tiene presente que cuando una

cosa se compone de otras , á la compues

ta se le llama todo , y á cada una de

las componentes se les llama partes del

mismo todo.

El tercer axioma y el último son ele

la mayor importancia, pues en ellos se

fundan casi todas las demostraciones»

Proposiciones ciertas ó teoremas, sé

llaman aquellas que para convencer de su

verdad es preciso compararlas con los

axiomas, y hacer ver que están compren'

didas en ellos; ó de otro modo: teorema

es una proposición que necesita demostra"

cion; y desmOstracion es un razonamiento

seguido, en que se hace ver que la propo'

sicion enunciada , de tal modo concuerda

con los principios mas ciertos y evidentes^

que no deja duda de su verdad. " ". v.vu

La demostración puede ser directa ó

a priori, é indirecta ó h posteriori, que

también se llama ad absurdum. Es di<-

recta^ cuando partiendo del sujeto de la

proposición se manifiesta la verdad que se



ha enunciado i e indirecta, cuando se hace

ver que no se puede verificar ninguna otra

cosa mas que el enunciado. Este método

de demostrar se llama método de exaucion.

Proposiciones probables son las que

unas veces pueden ser verdaderas y otras

falsas. ,

Según las cosas que se enuncian en la

proposición, toma esta el nombre de de

finición , problema, corolario, postulado,

escolio y lema. »

Definición es .una proposion en que se

da tina idea clara y distinta de lo que se

quiere dar á entender; como las que liemos

dado de la atención, análisis, etc. La de

finición debe ser breve, clara, y no con

tener al definido.

Problema es una proposición en que

se enuncia que por medio de ciertas cosas

conocidas debemos averiguar alguna des-

conocida. Estas proposiciones se conocen

en que principian por el infinitivo ó impe

rativo del verbo. El problema consta de

resolución v demostración: en la resolu-

clon se dan las reglas para encontrar lo

que se busca 5 y en la demostración se hace

ver que practicando dichas reglas, se lle

gará á tener lo que se pedía.

Postulado es un axioma enunciado

ere particular: como cuando se dice en vez
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de un peso duro se pueden tomar cincá

pesetas.

Escolio es una proposición en que se

esplica ó advierte alguna cosa.

Lema es una proposición, que, pertenc

ciendo d otro asunto diferente del que se

trata, se enuncia para que sirva de ilus

tración ó principio de lo mismo que se va d

tratar.

También hay proposiciones condicio

nales; la parte en que entra la condición

se llama hipótesis ; y la otra , que es lo

que se asegura, se llama tesis.

Esto supuesto, se llama ciencia el con

junto de todas las proposiciones evidentes

y ciertas pertenecientes á un asunto, en

lazadas entre sí con cierto orden.

Este orden ó dependencia es lo que

se llama método, que es el orden que se

sigue en la adquisición (ó esposicion) de

nuestros conocimientos. La circunstancia

esencial del método es que se proceda siem

pre de lo conocido d lo desconocido; si se

nos dan conocidas las partes, y por ellas

hemos de venir en conocimiento del todo,

el método se llama sintético ó de compo

sición', y si, conocido el todo, hemos de

conocer sus partes, el método se llama

analítico ó de descomposición. ■ *

Si observamos un cuerpo cualquiera,
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y. g. un libro, le hallaremos dotado de

muchas propiedades, como son: ocupar un

espacio cualquiera, que se llama ostensión;

no poder ocupar otro cuerpo el mismo

espacio que él a un mismo tiempo, que

se llama impenetrabilidad; serle indiferente

el moverse ó estarse quieto, que se llama

inercia; poder ser trasladado de una parte

del espacio á otra, que se llama movilidad;

poder permanecer siempre en un mismo

sitio, que se llama quiescibilidad; dirigir

se iiáeia la tierra inmediatamente que le

falta el apoyo que le sostiene, que se llama

gravedad; el estar terminado de esta 6 de

la otra manera, que es lo que constituye

su forma ó su figura, y se llama figura-

bilidad, etc. etc.; y también la de poder

ser mayor ó menor, que se llama canti

dad; de manera, que cantidad es todo lo

que puede aumentar ó disminuir.

La cantidad se divide en discreta y

continua; discreta es aquella cuyas par

tes no tienen ninguna trabazón ni enla-

cc, como un montón de pesos duros; y con

tinua es aquella cuyas partes están uni

das entre sí; como las partes de plata

que componen un duro. La cantidad for

ma el objeto de las Matemáticas ; de mi

nera , que entendemos por Matemáticas

las ciencias que tratan de averiguar las
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relaciones y propiedades de la cantidad'.

Como esta sólo es susceptible de aumen

to ó diminución, las Matemáticas sólo

podrán espresar , componer y descompo

ner las cantidades $ y cuando se ejecuta

cualquiera de estas operaciones , se dice

que se calcula.

Las Matemáticas se dividen en puras

y mistas ; se llaman puras las que tra

tan de la cantidad con la mayor abstrac

ción $ y mistas son las que consideran la

cantidad en alguna de las propiedades de

los cuerpos. Los ramos de las Matemáti

cas puras son dos: uno que trata de la

cantidad discreta, que se llama Aritméti

ca universal^ que se divide en Aritmética

propiamente dicha y en Algebra', y otro

que trata de la cantidad continua ó de

la estension, que se llama Geometría. Los

tratados de las Matemáticas mistas son

tantos como propiedades tienen los cuer

pos; y aun una misma propiedad da ori

gen á diferentes tratados. Por ejemplo: el

movimiento, considerado en los cuerpos

terrestres sólidos, da origen á la Dinámi

ca; considerado eu los líquidos, origina

la Hidrodinámica ó Hidráulica; conside

rado en los cuerpos celestes', origina la

Astronomía, etc. etc. etc.

Estas nociones estudiadas con buen



método, son suficientes para poder com

prender todos los conocimientos que vamos

á esponer.
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ADVERTENCIA

Un número dentro de un pa

réntesis denota que la opera

ción ó proposición en que se

funda la que se está efectuan

do, se halla en el párrafo que

dice dicho número; ademas, se

pondrá la señal § cuando las

citas estén entre cálculos.

Si alguno desease mas esten-

sion sobre cualquier punto de

los contenidos en este Compen

dio, podrá consultar el Trata

do elemental en el parage cor

respondiente.
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, Nociones preliminares, numeración, división y subdivi

sión de las unidades de pesos y medidas.

' i kJTe llama unidad cualquier cantidad, que se elí-

je d toma para que sirva de término de comparación 6

medida respecto de todas las de su especie. V. g. en una

cantidad de dinero espresada en reales, sirve el real de

anidad; espresada en duros sirve el duro, etc. '

El agregado o conjunto de varias unidades forma lo

que se llama númeraJQ de otro modo: cuando compa

ramos una cantidad de dinero con un duro (o real etc.)

con el fin de averiguar los duros (d reales, etc.) que hay,

el resultado de esta comparación se llama número. Así,

cuando después de haberlos contado, decimos que hay

tantos duros (d reales), la palabra conque espresamos el

tantos es el número.

/ Y se 11 mía Aritmética la ciencia que trata de averi

guar ¡as relaciones y propiedades de la cantidad espre

sada por números.

2 La Aritmética solo puede hacer con los números

las tres operaciones de espresarlos, componerlos y des

componerlos. La parte que trata de espresarlos números,

se llama numeración. Esta puede ser hablada, y puede

ser escrita; la numeración hablada consiste en expresar

con palabras las diferentes colecciones de unidades. I

3 Para darla á conocer, observaremos que cualquier

objeto que nos presenta la naturaleza, es en sí lo que

llamamos uno ; esto supuesto , el agregado de uno y uno

se espresa con la palabra dos, y por lo tanto dos equiva

le á uno y uno; para espresar el conjunto de dos y uno

te usa de la palabra tres; tres y uno se espresa con la

palabra cuatro; cuatro y uno con la palabra cinco; cinco

Tosí. I. i
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y uno con la palabra seis; seis y uno con la palabra

siete; siete y uno con la palabra Ocho; ocho y uno con

la palabra nueve; nueve y pnp cotí la palabra diez.

4 Ahora se toma esta colección de diez unidades por

una nueva unidad, que se llama unidad de decena, y sé*

continúa contando por decenas y unidades, diciendo:

diez y uno, diez y dos etc.; mas por una irregularidad

del' lenguaje, en vez de diez y uno se dice once; en vez

de diez y dos se dice doce ; en vez de diez y tres se dice

trece ; en vez de diez y cuatro se dice catorce ; en vez de

diez y cinco se dice quince; y después se continúa regu

larmente diez y seis, diez y siete, diez y ocho, diez y

nueve; y1 para espresar dos dieces ó decenas se usa de la

palabra veinte, y se continúa diciendo: veintiuno, vein

tidós, veintitrés,.. .i. veintinueve; y para espresar tres

dieces ó decenas (y en general cualquier colección de

decenas) se modifica la palabra tres (o cuatro, cinco,

etc.) que las espresa, con la terminación enta, y se dice

treinta; después se continúa: treinta y uno, treinta y

dos, treinta y tres, treinta y nueve; cuatro dieces ó

cuarenta, cuarenta y uno, cuarenta y dos, cuarenta

y nueve; cincuenta, cincuenta y uno, cincuenta y

nueve; sesenta, sesenta y uno, sesenta y nueve; seten

ta, setenta y uno, setenta y nueve; ochenta, ochenta

y uno, ochenta y nueve; noventa, noventa y uno,

noventa y nueve; diez dieces ó decenas, que se espresan

con la palabra ciento. ■ ; ■■ .

5 Esta colección de diez decenas se toma por una

nueva unidad, que se llama centena, y se continúa con

tando por centenas, decenas y unidades, diciendo: ciento,

ciento y uno, ciento y diez...... ciento cincuenta y

seis, doscientos, doscientos ochenta y cuatro,

trescientos, cuatrocientos, quinientos...... seiscien

tos, setecientos, ochocientos, novecientos,

novecientos noventa y nueve. Añadiendo uno tendremos

diez cientos, que se espresa con la palabra mil; se tomá

por una nueva unidad, que se llama millar, y se conti

núa contando por millares, centenas , decenas y unida
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des, hasta tener un millar de millares, que se llama

millón; este se vuelve á tomar por unidad, y se continúa

contando por millones, centenas de millar, decenas de

millar, millares, centenas, decenas y unidades, hasta

tener un millón de millones , que se llama billón. Des

pués se continúa contando hasta un millón de billones,

que se llama trilion; y así sucesivamente cuadrillan,

quillón, sestillon, etc. etc.; de modo que solo con las

trece palabras uno , dos , tres , cuatro , cinco , seis , siete,

ocho, nueve , diez, ciento, mil y la millón, modificadas,

se pueden espresar todos los números de que puede ne

cesitar el hombre.

6 La numeración escrita congiste en espresar todos

estos números con pocos signos, que se llaman cifras,

guarismos o caracteres. La que nosotros vamos á espli-

car consta de los diez guarismos siguientes :

ii 2, 3, 4, 5, 6, f, 8, 9, o;

uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis, siete, ocho, nueve, cero;

y cada uno espresa la palabra que tiene debajo ; advir

tiendo que el carácter o significa la idea que tenemos de

la nada, y solo sirve para ocupar en los números el lu

gar en donde faha alguna especie de unidades. /

7 Para espresar con estas diez cifras todos los núme

ros posibles, se considerará cada una de ellas con dos va

lores: uno absoluto, que es el que le acabamos de fijar;

y otro , relativo al lugar que ocupa contando de derecha

á izquierda; por el cual resulta que, una cifra cualquie

ra, colocada á la izquierda de otra, espresa unidades

del árden inmediatamente superior á esta. Así, el gua

rismo 4 v. g. siempre espresará cuatro cosas; pero si está

en el primer lugar- de derecha á izquierda , serán cuatro

unidades; si está en el segundo, cuatro decenas, etc. .

I 8 En general, el primer lugar, contando de derecha

á izquierda, está destinado para las unidades;"el segun

do para las decenas; el tercero para las centenas; el

cuarto para los millares; el quinto para las decenas de.



4 ARITMETICA.

millar; el sesto para las centenas de millar; el séptima

para los millones; el octavo para las decenas de millón;

el noveno para las centenas de millón ; el décimo para los

millares de millón; el undécimo para las decenas de mi

llar de millón ; el duodécimo para las centenas de millar

de millón; el decimotercero para los billones; el décimo-

cuarto para las decenas de billón; el decimoquinto para

las centenas de billón; el décimosesto para los millares

de billón; el decimoséptimo para las decenas de millar

de billón,; el décimooclavo para las centenas de millar

de billón; el decimonono para los trillones; y asi sucesi

vamente; el vigésimoquinlo para los cuadi ilíones el

trigésimo primo para los quillones, etc. }

o Esto supuesto, para escribir los números, se se~

guirán las reglas de una rigorosa traducción; esto es,

se colocarán sucesivamente los guarismos que espresen el

número de unidades de cada orden, los unos al lado de

los otros , principiando por la izquierda, teniendo bien

presente la sucesión de eslos 6rden.es para no omitir nin

guno , y ocupando con ceros los lugares de los órdenes de

unidades que puedanfallar. ^

10 La razón de empezar i escribir por la izquierda,

es que la unidad de especie superior es la que está mas

¿ la izquierda, y cuando enunciamos un número, prin

cipiamos por la especie superior.

1 1 Así , si quiero escri bir el ndmero cincuenta y

siete mil, seiscientos y tres; lo primero escribiré' la pa

labra cincuenta , que equivale ( 4 ) á cinco decenas ; por

consiguiente , pondré' en primer lugar un 5 , que para

que sean decenas debe seguir (8) i su derecha otro gua

rismo, el cual ha de ser el que esprese las unidades; y

como después de cincuenta sigue la palabra siete, infie

ro que después del 5 debo poner un 7 y tendré 57, con

lo que están escritas las palabras cincuenta y siete. Aho

ra sigue la palabra mil , lo que me indica que para que

el 57 esprese millares, faltan aun tres cifras (8); y como

la primera que debe seguir es la que esprese las cente

na^, y en el uúnisro dice seiscientos, escribiré el gua
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4

rismo 6 para espresarlas , y tendré 576. Después debe

seguir el guarismo que egprese las decenas ; y como el

número dado no las tiene (pues no hay en él las pala

bras diez, veinte, treinta, noventa, que las espresan),

pondré' o y tendré 5760. Aun faltan las unidades; y

«orno en el número propuesto dice tres, escribiré el gua

rismo 3 después del o y tendré 57603 , que espresa el

número que se quería.

12 "Con la misma facilidad se escribirá cualquier otro

número, aunque sea mas complicado. V. g. si quiero

escribir el número ocho mil quinientos sesenta y tres mi

llones, doscientos cuarenta y seis mil; lo primero escri

biré qor lo dicho antes 8563, con lo que tendré escritas

las palabras ocho mil quinientos sesenta y tres. Como des

pués sigue la palabra millones, me da á conocer que

faltan aun seis cifras (8), y la primera que debe seguir

es la que esprese las centenas de millar; y como el nú

mero dice (antes de la palabra mil) doscientos, el pri

mer guarismo que debo poner es el 2 , y tendré 85632.

Ahora han de seguir las decenas de millar; y como dice

cuarenta, tendré que poner el 4 y me resultará 856324.

Después siguen los millares ; y como dice seis, pondré

el guarismo 6 y tendré 8563246. Después deberán seguir

las centenas, decenas y unidades que haya en el núme

ro propuesto ; y como después de las palabras seis mil

no sigue nada, pondré tres ceros y tendré 8563246000,

que espresa el número dado. He aquí varios ejemplos pa

ra que se ejerciten los principiantes.

1? VA número trescientos cuarenta se escribe 340.

2? El número siete mil cincuenta y ocho se escribe

7058.

3? El número noventa mil seiscientos diez se escribe

90610-

4? Doce millones , treinta y ocho mil setecientos cua~

tro se escribe 12038704.

5? Quinientos tres mil millones y noventa se escribe

¿503000000090.

a 3 Para leer un número cuando está escrito , je ob~
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Servará el lugar que ocupa cada guarismo y la especie

de unidades que espresa , y se pronuncia la palabra cor

respondiente d cada uno. Esto es fácil, si el número

tiene pocos guarismos ; pero si es complicado se, divide

en porciones de seis guarismos empezando por la dere

cha; en la primera separación, se pone un i , bien sea

por la parte de arriba ó bien por la de abajo ; en la se

gunda un 2; en la tercera un 3 , etc. ; después se divide .

cada porción de seis guarismos en dos de tres . con una

coma; y se empieza leyenda por la izquierda, pronun

ciando mil donde se encuentre una coma , y donde se

halle un 1, un 2 , un 3 , etc. millón , billón , trillon , etc;

y luego al fin se pronuncia unidades. Ejecutando esta

con el número _»

468321572057002154300807

tendré 468,321 572,057 002,154 300,807 .

que se lee : cuatrocientos sesenta y ocho mil, trescientos

veintiún trillones , quinientos setenta y dos mil cincuenta

y siete billones , dos mil ciento cincuenta y cuatro milla- ,

ríes , trescientos mil ochocientas y siete unidades.

14- Ahora, si á un número cualquiera se le pone un.

cero á la derecha, se le hace diez veces mayor; porque

sa último guarismo que ántes espresaba unidades, ahora

espresa decenas; las decenas, centenas, etc. del primi-¡

tivo, se habrán hecho también diez veces mayores; lue

go habiéndose hecho cada parte diez veces mayor , lo

habrá quedado el todo (intr. ax. 3?). Del mismo modo

se demostraría que añadiendo dos ceros , se hace el nú

mero cien veces mayor , etc.

15 Los números se dividen en abstractos, y concre

tos ; se llaman abstractos los que no determinan la espe

cie de unidades, como cinco, veinte, y todos los que he

mos considerado ántes ; y concretos son los que la deter-s

minan, como cinco hombres, seis manzanas, etc.

Los números concretos se subdividen en homogéneos

y heterogéneos; se llaman homogéneos los que espresan
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unidades de una misma especie , como 5 hombres , 60

hombres, etc. ; y heterogéneos los que sé refieren á di

ferentes unidades , como 20 hombres, 80 manzanas., etc.

El número se llama simple ó dígito, cuando se eseri-

•be con un solo guarismo ; y compuesto , cuando se es

cribe 'con mas de un guarismo.

Ademas, el número ss divide en entero, quebrado,

misto, fraccionario y quebrado de quebrado. Entero es

el que se compone exactamente de unidades , como to-

úos los considerados hasta aquí; quebrado el que espresa

partes de la unidad, como tres cuartos , dos quintos, etc.;

misto él que se compone de entero y quebrado , como cuatro

y medio ; fraccionario eS aquel en que, contando por par

tes de la unidad, se llega á tener una unidad 6 mas de

una unid id. como tres tercios, cinco tercios ; y por úl

timo, quebrado de quebrado es el que espresa partes de

partes de la unidad, como los tres cuartos de dos quin

tos, etc.

1 6 En los pesos y medidas españolas se observa la

ley siguiente.

Las medidas de longitud se refieren al pie ; este se

divide en 16 dedos, y el dedo en mitad, cuarta, ocha

va^ diez y seisava parte; también se divide en 12 pul

gadas, y la. pulgada en 12 lineas.

■La vara se compone de tres pies , y la legua de 2 0000

pies. ♦ ' ■ '" •

17 La primera de las medidas agrarias es el estadal

cuadrado , que es un cuadro de 4 varas, o 1 2 pies de lar

go y otro tanto de ancho. Después sigue la aranzada,

que se compone de 20 estadales en cuadro; y luego la

fanega.de tierra, que sé compone de :24' estadales en.

cuadro. La fanega de tierra se divide en 12 celemines^

y el celemín en 4 cuartillos.

18 .Para los granos, la sal (*) y demás cosas secas,

En el artículo 12 del Real Decreto de 3 de agostodel presen

te ano de l834 se previene' que «se venderá la sal por peso' en ves

de la medida que en el día ' se usa. » ' V
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la unidad de especie superior es el cahiz, qne se componer

de 12 fanegas, y la fanega de 12 celemines; también

se divide la fanega en 2 medias fanegas y en 4 cuar

tillas.

19 Para los líquidos, escepto el aceite, se usa de la

cántara ó arroba, que se divide en 2 medias cántaras;

la inedia cántara en 2 cuartillas ; la cuartilla en 2 azum

bres; la azumbre en 2 medias azumbres ; la inedia azurn»-

bre en 2 cuartillos ; el cuartillo en 2 medios cuartillos^

el medio cuartillo en 2 copas; de modo que la cántara

tiene 32 cuartillos. El moyo se compone de 16 cántaras.

Esceptuamos el aceite, porque sus medidas están ar

regladas al peso; y así se usa de la arroba, media arro"

ha , cuartilla tí cuarto de arroba, libra , media libra,

cuarterón o panilla, y de la media panilla.

20 Para las cosas que se venden al peso, la unidad

de especie superior es el quintal, que se compone de 4

arrobas; la arroba de 25 libras; la libra de 16 onzas;

la dnza de 16 adarmes; el adarme de 3 tomines, y el to

mín de 1 2 granos. La libra se divide en 2 medias libras,

en 4 cuarterones y en 8 medios cuarterones; la onza en

2 medias onzas, en 4 cuartas y en 8 ochavas ó dracmas;

la libra se divide también en 2 marcos, y el marco en

8 onsay.

21 En la moneda la unidad de especie superior es

el doblón , que se compone de 4 pesos ; el peso de 1 5 rea-

les , y el real de 34 maravedises.

22 En el tiempo se observa la siguiente división: el

siglo se compone de 100 arios; el año de 12 meses, tí de

365 dias y algo mas; el mes de 23, 30, tí 31 dias; el

dia de 24 horas; la bora de 60 minutos; el minuto de

60 segundos, etc.

De la operación de sumar 6 de la adición.

2 3 Aunque es verdad que , dado un número, solo

se le podrá hacer mayor tí menor , los diferentes modos

que hay de aumentar tí disminuir los números, condu
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ten i seis operaciones , que son : sumar, restar , multi

plicar , dividir , elevar ápotencias y extraer raices.

Sumar es reunir en un solo número el valor de dos 6

mas homogéneos ; la operación por cuyo medio se ejecuta

esto, se llama adición; los números que se dan para sumar,

sumandos; y lo que resulta de la operación, suma. Los su

mandos han de ser homogéneos, porque un niim? de hom

bres, por ejemplo, no puede aumentar uno de caballos , etc.

Se indica esta operación poniendo entre los suman

dos este signo •+• , que se lee mas. Así , la espresion 5+3

se lee: cinco mas tres; y para indicar que, después de

hecha esta suma , resulta 8 , se pone el signo zr , que se

lee igual ; de manera que la espresion 5 + 3 =: 8 , se lee:

cinco mas tres igual ocho.

2 4 Para poder sumar , es necesario saber perfectamen

te lo que componen juntos de dos en dos, los números díji-

tos, cuyas sumas son las contenidas en la siguiente

Tabla para sumar.

1 y 1 son 2 2 y 2
son 4 3 y 3 son 6

1 y 2. . . 3 2 y 3-
• • 5 3 y 4. • •

7

1 y 3- • • 4
2 y 4.

. . 6 3 y 5. • . 8

1 y 4- • • 5
2 y 5-

•• 7 3 y 6- • •
9

1 y 5- • • 6
2 y 6.

. . 8 3 y 7- • • 10

1 y 6. . . 7 2 y 7.
• • 9

3 y 8. . . 1 1

1 y 7. . . 8 2 y 8.
. . 10 3 y 9- • • 1 2

1 y 8. . . g 2 y 9.
. . 11

1 y 9. . . io

4 y 4 son 8 5y5 son 10 6 y 6 son 12

4 y 5- • • 9 fjró. . . 11
6 y 7. . .

J3

4 y 6. . . 10 5y 7-
. . 12

6 y 8. . . 14

4 y 7. . t 11 5y 8.
• • 13

6 y 9. . .

4 y 8. . . 12 sy 9- . . 14

4yg. . . 13

7 y 7 son 14 8 y 8 son 16

7 y s. . . 15
8y 9

• • J7

7 y 9-
. . 16

9 y 9
son 18

Tom. Í. 3
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25 Sabida la tabla, se saben sumar de memoria to

dos los números díjitos; y para sumar un número compues

to con un díjito, se añadirá el díjlto á las unidades del

compuesto , y se pronunciará el todo ; si de la suma del

díjito con las unidades del compuesto resulta alguna

decena , se pronuncia en la suma la decena inmediata

mente mayor á la que lleve el compuesto. V. g. 25 y 4

(diciendo 5 y 4 son 9) son 29; 27 y 8 (diciendo 7 y

8 son 15 ) son 35, etc.

26 Entendido esto , para sumar toda clase de nú

meros enteros resolveremos el siguiente

Problema. Sumar números enteros.

Resolución. Coloqúense todos los sumandos, los unos"

St debajo de los otros, de modo que se correspondan uni

dades debajo de unidades, decenas debajo de decenas etc.;

tírese después una raya ; empiécese á sumar por la co-

■ lumna de las unidades, y súmense todas las de los su

mandos : esta suma se compondrá á de unidades solas,

ó de decenas solas , ó de decenas y unidades ; si se com

pone solo de unidades, se pone debajo de la raya el gua

rismo que las espresa, de modo que se corresponda con

las unidades de los sumandos; si se compone solo de de

cenas, se pondrá o debajo de las unidades de los su

mandos , y las decenas se guardarán para sumarlas con

las de la columna siguiente ; si hay decenas y unidades,

se colocan las unidades debajo de las unidades, y se

guardan las decenas para sumarlas con - las de la

columna inmediata. Después se suma la columna de las

decenas , teniendo cuidado de sumar con el primer gua

rismo las que resultaron de la suma de las unidades:

esta suma de decenas se compondrá ó de decenas sola

mente, ó solo de centenas, ó de centenas y decenas; si

solo contiene decenas, se pone debajo de la columna de

las decenas el guarismo que las espresa; si tiene sola

mente centenas, se pone o debajo de las decenas , y se

guardan las centenas que resulten para sumarlas con las

de los sumandos ; si contiene centenas f decenas , se co

locan las decenas debajo de las decenas , y las centenas

se guardan para sumarlas con las de la columna dé la
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izquierda. Luego, se pasa á sumar las centenas, tenien

do cuidado de añadir al primer guarismo las que se

llevaban de la suma de las decenas; y si en la suma

de las centenas hay millares , se guardan para sumar

los con los de la columna inmediata; y así se continúa

hasta llegar á la última columna de la izquierda, de

cuya suma si resulta alguna ó algunas unidades de es

pecie superior , se ponen á la izquierda del guarismo úl

timamente puesto ; y el número que resulta debajo de la

raya es la suma pedida.

Ejemplo. Si quiero sumar los números 3572, 696,

57 Y 7°9i l°s pondré los unos debajo de los otros, de

modo que se correspondan unidades debajo de unida

des, decenas debajo de decenas, etc.; tiraré después una

raya en esta forma:

Empiezo á sumarpor las unidades, y digo : 3572

a unidades y 6 son 8, y 7 son 15, y 9 son 696

24; en 24, que son unidades, hay 2 dece- 57

ñas y 4 unidades; coloco las 4 unidades de- 709

bajo de la columna de las unidades , y guar-

do las 2 decenas para sumarlas con las de 5°34

la columna siguiente, en que digo : 7 dece

nas , y 2 que llevaba de la suma de las unidades , son

9 decenas, y 9 son 18, y 5 son 23, y o son 23; en

23, que son decenas, hay tres decenas y 2 centenas;

por lo cual pongo un 3 debajo de las decenas, y guardo

las 2 centenas para sumarlas con las de la columna in*

mediata , diciendo : 5 centenas , y 2 que llevaba , son

7 centenas , y 6 son 1 3 , y 7 son 20; en 20, que son

centenas , hay 2 millares justos y ninguna centena ; por

10 que pongo o debajo de la? centenas, y guardo los 2

millares para la columna inmediata , en que digo : 3 y

2 que llevaba son 5 , que pongo debajo de los millares;

y como ya no hay mas guarismos , digo que la suma de

los números propuestos es cinco mil treinta y cuatro.

Escolio. Al sumar cada columna no se necesita ir re

pitiendo si son unidades, decenas, etc.; pues como por

el sistema de numeración cada diez unidades componen

un$ de especie superior , se suman los guarismos de ca
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da columna como si solo espresasen unidades , y después

de colocar debajo de la columna que se suma, las uni

dades sencillas que resulten , se llevan para la columna

inmediata tantas unidades como decenas resultaron en

la suma de la columna anterior.

27 Como el problema consta (introd.) de resolu

ción y demostración , y hasta ahora solo hemos dado la

resolución, nos falta la segunda parte, que es la

Demostración. La colocación de los sumandos es por

comodidad; el tirar la raya es por claridad, esto es, pa

ra que no se confunda la suma con los sumandos; to

do lo demás está reducido á que en el número de de

bajo de la raya están las sumas de todas las unidades,

decenas, centenas, etc., esto es, de todas las partes de

los sumandos; y como lo que se hace con las partes

(intr. ax. 3?) queda hecho con el todo, se infiere que

el ndmero que está debajo de la raya es la suma de to

dos los sumandos, que era lo que debía hacer y demos

trar, que se espresa: L. Q. D. H. y D.

Esc. Si fuesen muchos los sumandos, se podrían ha

cer varias sumas de á seis ú ocho sumandos cada una, y

luego se sumarían estas sumas ; pero es mejor acostum

brarse á hacer siempre la operación de una vez , come»

se ve en los siguientes ejemplos.

1? 3? 4? .; 5?

47z3 45638 49673 35286

87412 7946 35486 5732

7029 369204 359864 93468

379408 70803 68397 74253

~ 1 974932 75386 —

478572 67960 8535 208739

2? 54°3l6 56384 6?

7537 4?2'° 724836 38497

96425 204562 97537 9S704

17584 38930 35791 2746

3563 , " — 4821

. 2367501 1511889 —

1241Q9 144768
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De la operación de restar ó de la sustracción.

a 8 La primera operación de disminuir es la de res

tar, que es averiguar la diferencia entre dos números

homogéneos; la operación por medio de la cual se ejecuta

esto, se llama sustracción; el número de que se ha de

restar , minuendo ; el que se resta , sustraendo ; y lo que

resulta de la operación, se llama resta, esceso ó dife

rencia.

El minuendo y sustraendo deben ser homogéneos

por razones análogas á las dichas (23).

Se conoce el minuendo en que lleva siempre ante

puesta la preposición de; y para indicar una operación

de restar se escribe el minuendo, después este signo—,

que se lee minos, y luego el sustraendo que es el otro

número; y para indicar el resultado se pone el signo—.

Así, la espresion 7—4=3, quiere decir, que después de

quitar 4 de 7 quedan 3, y se lee: siete menos cuatro

igual tres.

29 Entendido esto, pasemos á resolver el siguiente

Problema. Restar números enteros.

Res. Coloqúese el sustraendo debajo del minuendo , de

modo que se correspondan unidades debajo de unidades,

decenas debajo de decenas, etc.; tírese después una raya

debajo del sifstraendo ; véase las unidades que faltan á

las del sustraendo para que tenga las mismas- que el mi

nuendo, y las que le falten se ponen debajo de la raya

en la columna de las unidades : ejecútese lo mismo con

las decenas, centenas, millares etc, y el número que salga

debajo de la raya será la resta.

Ejemp. Si de 47835 quiero restar 23512, veré que el

número que lleva la preposición de es el 47835; por

consiguiente este es el minuendo , y por lo mismo colo

caré el sustraendo 23512 debajo de él, como

aquí se ve: 47835

Y después de tirada la raya, diré: de 2 23512

unidades á 5 unidades van 3, que pongo de-

bajo de la raya en la columna de las unida- 24323

des; de 1 decena á 3 van 2, que pongo de-
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bajo de la raya en la columna de las decenas; de 5 cen

tenas á 8 van 3 , que pongo debajo ; de 3 millares á 7

van 4, que pongo debajo ;|de 2 decenas de. millar á 4

van 2 , que pongo debajo de su columna correspondien

te ; y tendré que la diferencia, entre los dos números pro

puestos es 24323.

Dem. El colocar el 'sustraendo debajo del minuendo

es por comodidad , y el tirar la raya por claridad ; todas

las demás reglas se reducen á que por ellas encontramos

la diferencia entre las unidades de los dos números pro

puestos, la de las decenas , la de las centenas etc. , esto

es , que hallamos la diferencia de todas las partes de los

números dados; y como todas estas diferencias las he

mos ido colocando las unas al lado de las otras en sus

lugares correspondientes, resulta que su conjunto forma

rá (intr. ax. 2?) la diferencia total. L. Q. D. H. y D.

30 Al ejecutar las restas parciales no se necesita re

petir si son unidades, decenas etc., sind hacer siempre

la resta como si fuesen unidades sencillas. V. g. si quiero

restar 47305 de 58639, los colocaré como

aquí se presenta : 58639

Y después de tirada la raya diré: de 5 á 47305

9 van 4, que pongo debajo; de o á 3 van 3; •

de 3 á 6 van 3; de 7 á 8 ya 1, y de 4 á 5 1 1334

va i ; y colocando estas diferencias en sus lu

gares respectivos, digo que la diferencia total es n 334.

3 1 En la operación de restar sucede con frecuencia

que algunos guarismos del minuendo son menores que

los correspondientes del sustraendo. En este caso Re toma

una unidad del guarismo inmediato de la izquierda del

minuendo , la cual como vale diez respecto del guarismo

que se considera, se le añaden á este, y de su suma se

resta el guarismo del sustraendo ; y cuando se pasa á res

tar el otro, se considera el guarismo del minuendo con

una unidad minos ; pero es. mas análogo con el modo de

proceder en las demás operaciones, dejar los guarismos

del minuendo como son , y aíiadir una unidad al corres

pondiente del sustraendo. V. g. si quiero hallar la dife-
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rencia entre 58276 y 23848, los colocaré*

como he dicho (29) y aquí se ve: 58276

Y después de tirada la raya, diré: de 8 23848

á 6 no puede ser, es decir, que al 8 no le

faltan ningunas unidades para convertirse en 34428

6, ó que no puedo quitar 8 al que no tiene

mas de 6; por lo mismo tomo una unidad del guarismo

inmediato 7 , que como vale 1 o respecto de las del 6,

las sumo y tengo 1 6 , de cuya suma ya puedo restar el

8 diciendo: de 8 á 16 van 8 que pongo debajo ; ahora

podría considerar el 7 como 6 , por haberle quitado una

unidad, y decir de 4 á 6 van 2 ; pero es mejor acostum

brarse ¡á añadir, dicha unidad al guarismo del sustraendo;

y así, diré: 4 y i que llevo son 5 , de 5 á 7 van 2 que

coloco debajo; paso á la columna inmediata y digo: de

8 á 2 no puede ser; tomaré una unidad del guarismo in

mediato , y hallaré que de 8 á 12 van 4 , que pongo

debajo, y lkvo 1 ; 3 y 1 que llevo son 4, de 4 á 8 van

4 que pongo , y no llevo nada ; de 2 á 5 van 3 que

pongo debajo, y resulta la diferencia 34428.

32 También suele ocurrir en esta operación el que

el minuendo termine en ceros, Ó que tenga ceros entre

sus guarismos significativos ; en ambos casos se deja el

minuendo como lo que es, y se añade una unidad al gua

rismo del sustraendo, siempre que para restar el ante

rior , se haya tenido que tomar unidad auxiliar. V. g.

si de 370480000, quiero restar 35729486, los colocaré

como aquí se ve :

Y de>pues de tirada la raya diré:de 370480000

ít Á 10 van 4, y de 10 llevo 1; 8 y 35729486

1 son 9, á 10 va i,yde 10 llevo 1 ;

1 y 4 ¡son 5, á 10 van 5 , y llevo 1; -,47,0,I4

1 y 9 son 10, á 10 va cero, y llevo 1; '

1 y 2 son 3 , á 8 van 5 , y no llevo na

da; de 7 á 14 van 7, y llevo 1; 1 y 5 son 6, á 10 van

4, y llevo 1 ; 1 y 3 son 4, á 7 van 3, y no llevo nada;

y como del 3, que queda á h izquierda, no tengo na

da que r&sturj. le pongo debajo.

33 La ra^on de esta práctica, contrayéndonos el



ifi ARITMÉTICA.

primer ejemplo <¡ es que para poder restar el 8 tuve qué

tomar una unidad auxiliar del 7; de donde se infiere

que al restar el 4 rio se debe considerar al 7 mas que

como 6; pero si dejo al 7 cómo lo que es, y cuando voy

á restar el 4 tengo cuidado de quitarle una mas , resul

ta que cualquier práctica es igualmente segura , aunque

la segunda es preferible.

Otros ejempíos de sustracción.

1? 2? 3? 4? 5?'

3571042 4268013 1350304 2570842 3204005"

683475 586435 584258 643576 863957

** ~ : — ■ 1 ~ 1 —1 l 1 -

2887567 3681578 766046 1927266 2340048

í)e la multiplicación.

34 La segunda operación de aumentar es la de muí-

tiplicar. Esta es el caso particular de la suma en que

todos los sumandos son iguales; y así, se dice que mul

tiplicar es tomar un número tantas veces como unidades

tiene otro'. La operación se llama multiplicación ;el nú

mero que se ha de tomar, se llama multiplicando; aquel

que con sus unidades espresa las veces que se lia de to

mar el multiplicando, se llama multiplicador; y loque

resulta de la operación se llama producto ; el múltipla

cando y multiplicador juntos, se llaman factores del

producto.

La operación de multiplicar se índica escribiendo el

multiplicando, después un punto ó este signo X , y lúe-'

go el multiplicador; así, 4.5 d 4x5 indica que se ha

de multiplicar el 4 por el 5 ; y para indicar el resultado

se usa también del signos; de manera que 4.5=20, ó

4x5^20, espresa que el producto de multiplicar 4

por 5 es 20, y se lee: 4 multiplicado por 5 igual 20.

Ocurre con mucha frecuencia el hacer oficios de multi

plicando d de multiplicador, ó de ambos, sumas d res^

tas indicadas; en este caso se encierran en un párente-^

sis de este modo : (3 +1) ( 7 — 2) — 205 que quiere:
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decir , que la suma de 3 con 1 que es 4 , se debe multi

plicar por lo que queda de restar 2 de 7 que es 5 ; y

por eso hemos puesto el producto 20.

35 La definición de la multiplicación manifiesta que

el producto debe ser de la misma especie que el mul

tiplicando ; y el multiplicador debe ser un número abs

tracto , que solo dice las veces que se ha de tomar ó su

mar el multiplicando. En algunas cuestiones conviene

distinguir los factores ; mas en el producto no influye

el que se truequen o inviertan sus oficios, como vamos á

manifestar en el siguiente

36 Teorema. El orden de los factores no altera el

producto.

Esplicacion. Si quiero multiplicar 5 por 4 , voy á

demostrar que el producto será el mismo , ya multipli

que el 5 por el 4 , d ya el 4 por el 5.

Dem. Pues que la multiplicación es una suma abre

viada , tendré que sumando cuatro veces el 5 , hallaré

el producto que busco ; pero si descompongo á cada 5

en las cinco unidades de que consta, deberé sacar el

mismo resultado de sumar estas unidades que de sumar

los cuatro 5 á que equivalen ; por lo mismo , indicando

y ejecutando la operación como aquí se ve:

Observo, que el conjunto de

unidades que están á la derecha de .irrt+i-w+i-t-i

los signos de igualdad, equivalen 5=i-hi+i+i-Hi

á los cuatro 5 que están en colum- 5— i-hh-i-hi-m

no; pero estas mismas unidades, 5—i+i+i+i+i

sumadas equivalen á los cinco 4

que hay debajo de la raya; luego si 20=4+4+4-1-4+4

cuatro 5 equivalen á cinco 4, será

cuatro veces un 5 igual á cinco

veces un 4; y por lo mismo cuatro veces 5 es igual á 5

veces 4 d 4x5=5x4. Y como se demostraría lo mismo

respecto de cualesquiera otros números, resulta L. Q.

D. D.

Esc. También se verifica esta proposición en el ca

so de haberse de multiplicar muchos números sucesiva

mente entre sí. En efecto , si tuviésemos que multiplicar

lo.ii. 1. ¿
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el 5 por el 4; y lo que resultáse, por 7, indicaríamos la

operación del modo siguiente 5x4X7; pero, en virtud

de lo acabado de demostrar, 5x4=4x5 ; luego la espre-

sion anterior será igual con 4x5x7. Y como, tanto el

5x4 como el 4x5 equivalen á 20; estas dos espresiones se

convierten en 20X7 ; que, por lo acabado de demostrar,

se tendrá 20X7=7x20; ó poniendo, en vez del 20 sus

equivalentes 5x4 y 4x5, resultará 5x4x7=4x5X7=

7X5x4=7X4x5.

Pero, según lo acabado de demostrar 7x5=5X7, y

7x4=4x7. Luegó será 5x4x7=4x5x7=7x5x4=

7X4x5=5 <7X4=4X7X5.

Y por este procedimiento, llegaríamos á deducir en >

general, que cualquiera que sea el número de los facto

res, su producto no varía, aunque se altere el orden

de las multiplicaciones del modo que se quiera.

37 Entendido esto, para poder ejecutar una multi-

tipucacion , es indispensable saber perfectamente los pro

ductos que resultan de multiplicar entre sí los núme

ros díjitos, que son los contenidos en la siguiente:
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Tabla de los producios de los números díjitos.

I por 1 es 1 2 por 2 son 4
3 por 3 son

9

I por 2. . . 2 a por 3. . . 6 3 por 4. . . 12

I por 3- • •
3

a por 4. . . 8 3 P°r 5- • - 15

I por 4. . . 4 2 por 5. . . 10 3 por 6. . . 18

1 por 5- • • 5 2 por 6. . . 12 3 por 7. . . 31

I por 6. . . 6 2 por 7. . . '4 3 por 8. . . 24

I por
7. . . 7

2 por 8. . . 16 3 Por 9- • • 27

I por 8. . . 8 2 por 9. . . 18 »

I por
9. . . 9

por 4 son

por 5,

6por

por

por

por

16

2Q

"4

28

32

36

por 5 son

por 6. . .

por 7. . .

por 8. . .

por 9. . .

25

3°

33

40

45

7 por 7 son 49

7 por 8. . . 56

7 Por 9- • • 63

8 por 8 son 64

8 por 9. . . 72

6 por 6 son 36

6 por 7. . . 42

6 por 8. . . 48

6 por 9. . . 54

9 por 9 son 81 i

10 por 10 son

10 por 100. . .

10 por 1000. .

10 por 10000.

10 por 100000.

100

1000

10000

100000

1000000

38 En la multiplicación pueden ocurrir tres casos;

multiplicar un número díjito por otro díjito ; un compues

to por un díjito, ó un díjito por un compuesto; y un com

puesto por otro compuesto. Para el primero basta saber de

memoria la tabla anterior ; para el segundo resolveremos

el siguiente

39 Problema. Multiplicar un número compuesto por

un díjito.
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Res. Coloqúese el díjito debajo de las unidades del

compuesto, y tírese una raya por la parte inferior; mul

tipliqúese el guarismo de las unidades del multiplicando,

que es el compuesto , por el multiplicador que es el díjito:

si en este producto hay solo unidades , se colocan debajo

de las de los factores: si contiene solo decenas, se pone o

en el lugar de las unidades, y se guardan las decenas

para añadirlas al producto de las decenas de la columna

inmediata; y si contiene decenas y unidades, se ponen

las unidades debajo de las de los factores , y se guardan

las decenas para añadirlas al producto de las decenas.

Después se multiplican las decenas del multiplicando por

el mismo multiplicador ; á su producto se a,laden las que

se llevaban del producto de las unidades, y se colocan

las decenas que resulten debajo de las decenas, guardan

do las centenas , si las hay , para añadirlas al producto

de las centenas de la columna inmediata. Luego, se mul

tiplican por el mismo multiplicador las centenas del mul

tiplicando , á cuyo producto se añaden las que se lleva

ban del producto de las decenas , y así se continúa hasta

que no haya mas guarismos en el multiplicando. Si en el

último producto hay algunas unidades de especie supe

rior que llevar, se colocan á la izquierda; y el número

que resulta debajo de la raya es el producto.

Ejemp. Si quiero multiplicar 453 por 6, 6 6 por

453 , colocaré el 6 debajo de las unidades del 453, en

esta forma :

Tiro debajo una raya, y empiezo á muí- 453

tiplicar diciendo : 3 por 6 son 1 8 , que son 6

unidades ; y como en 1 8 unidades hay 1 ■

decena y 8 unidades, coloco el 8 debajo de 2718

las unidades de los factores, y guardo la

decena para añadirla al producto de las decenas, y digo:

5 por 6 son 30, y 1 que llevaba son 31 , que son dece

nas ; y cómo en 3 1 decenas hay 3 centenas y 1 decena,

coloco el 1 debajo de las decenas,- y guardo las 3 cen

tenas para añadirlas al producto de la columna siguiente,

en que digo: 4 por 6 son 24, y 3 que llevaba son 27,

que son centenas; y como en 27 centenas hay dos mi
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llares y 7 centenas , coloco las 7 centenas , y guardo los

2 millares para añadirlos al producto de la columna si

guiente ; pero como ya no hay mas guarismos en el mul

tiplicando, coloco estos 2 millares á la izquierda del 7,

y tengo que 453 multiplicado por 6 da 2718 por pro

ducto.

Dem. La colocación de los factores es por comodi

dad, y la raya se tira para claridad. Todas las demás

reglas están reducidas á multiplicar las unidades , las

decenas, centenas etc., esto es, todas las partes del multi

plicando por el multiplicador; y como todos los produc

tos parciales los hemos ido reuniendo en uno solo, resulta

que el número que está debajo de la raya es el pro

ducto de todas las partes de que se compone el multipli

cando por el multiplicador; luego (intr. ax. 3?) será el

producto total. L. Q. D. H. y D.

40 Al hallar cada producto no se necesita ir espre

sando la especie de unidades ; de manera que en la prác

tica bastan las palabras del siguiente ejemplo. Si quiero

multiplicar 7263 por 8, colocaré los números como he

dicho y aquí se ve :

Y después de tirada la raya diré: 3 por 7263

8 son 24, pongo el 4 y llevo 2; 6 por 8 8

son 48 , y 2 que llevaba son 50 , pongo o

y llevo 5 ; 2 por 8 son 1 6 , y 5 que llevaba 58 1 04 "]

son 2 1 , pongo 1 y llevo 2 ; 7 por 8 son

56 , y 2 que llevaba son 58 , pongo el 8 y llevo 5 ; que

como no hay mas guarismos en el multiplicando, coloco

el 5 á la izquierda del 8, y resulta que el producto de

7263 por 8 es 58104.

4 1 Ahora observarémos que todo número multiplica

do por la unidad , 6 la unidad multiplicada por cualquier

número, da por producto el mismo número; y que cero

multiplicado por cualquier número, ó al contrario, da

cero por producto. ,

42 Si atendemos al sistema de numeración, verémos

(14) que un número resulta multiplicado por 1 o,

solo con añadirle un o ; se le multiplica por 1 00 , con

añadirle dos ceros , etc. ; y en general , para multiplicar
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un número por la unidad seguida de ceros, se colocarán

á la derecha de dicho número tantos ceros corno acompa

ñen á la unidad.

43 De aquí se sigue que la multiplicación de un nú

mero cualquiera por otro de un guarismo significativo y

ceros, se reduce á la de por uno díjito; para lo cual se

multiplica el número compuesto por el guarismo signifi

cativo., y al producto se le añaden tantos ceros como Je

acompañen.

En efecto, para multiplicar 537 por 400, indicaré

la operación de este modo: 537x400; pero 400 es lo

mismo que 4x100, luego poniendo en vez de 400 este

valor, la espresion anterior se convertirá en 537X4X100;

pero aquí tengo indicado que el producto de 537 por 4,

que (40) es 2148, le debo multiplicar por 100; y como

para multiplicar por 1 00 , basta solo añadir dos ceros,

resulta que si al 2148 le añado dos ceros, tendré que

214800 es el producto de 537 por 400.

Otros ejemplos de multiplicación.

i.° a.° 3.° 4.°

5787 95687 8040753. 1 78.39

87 60 5ooo

4621)6 669809 48:>445i8o 71289190000

44 Comprendido esto , pasemos al tercer caso , que

esplicarémos, en el siguiente

Problema. Multiplicar un número compuesto por otro

compuesto.

Res. Tómese por multiplicador el que tenga menos

guarismos , y póngase debajo del multiplicando , que es

el otro número, de modo que se correspondan en columna

las unidades con las unidades, las decenas con las dece

nas, etc.; tírese una raya; multipliqúese todo el multi

plicando por las unidades del multiplicador (40), cuyo

producto se pondrá debajo de la raya de modo que cai

gan las unidades , decenas , etc. debajo de las unidades,

decenas, etc. de los factores ; multipliqúese después todo

el multiplicando por las decenas del multiplicador , y
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coloqúese este producto debajo del anterior , corriéndole

un lugar hacia la izquierda ; luego , multipliqúese todo el

multiplicando por el guarismo siguiente del multiplica

dor, y coloqúese este producto debajo del antecedente,

corriéndole también otro lugar hacia la izquierda ; y

continúese de este modo hasta que no haya mas guaris

mos en el multiplicador. Después se tirará debajo de es

tos productos parciales otra raya ; se sumarán todos ellos,

• y la suma será el producto que se pide.

Ejemp. Si quiero multiplicar 8237 por 536, tomaré

por multiplicador el 536 y le colocaré debajo del multi

plicando, en esta forma:

Y después de tirada la raya, multi- 8237

plicaré el 8237 por 6, e' iré colocando 536

el productc debajo de la raya como en

el caso dicho (40) ; después paso á muí- 49422

tiplicar todo el multiplicando 3237 por 2471 1

el segundo guarismo del multiplicador 41 185

que es el 3 , y coloco su producto debajo

del anterior, corriéndole un lugar hacia ' 4415032

la izquierda. Paso después á multiplicar

todo el multiplicando por el tercer guarismo del multi

plicador, que es el 5, y coloco su producto debajo del

anterior, corriéndole un lugar hacia la izquierda. Tiro

después una raya , porque ya no hay mas guarismos en

el multiplicador ; sumo todos estos productos parciales,

y tengo en la- suma 4415032 el producto de los dos nú

meros propuestos.

Dem. El tomar por multiplicador el tle menos guaris

mos es porque el orden de, los factores (36) no altera el

producto, y de este mojo resulta la operación con mas

sencillez ; su colocación es por comodidad , y el tirar la

raya por claridad ; todas las demás reglas están reducidas

á multiplicar todo el multiplicando por las unidades del

multiplicador; después todo el multiplicando por las de

cenas del multiplicador, y hemos de colocar este produc

to debajo del guarismo de las decenas del anterior, por

que de multiplicar por decenas ( 42 ) debe resultar al fin

un cero, y los guarismos significativos deben empozar
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desde las decenas en adelante, y por consiguiente se deben

colocar debajo de las decenas del primer producto parcial,

para poder ejecutar después la suma; después hemos mul

tiplicado por las centenas , y así sucesivamente , hasta ha

ber multiplicado, todo el multiplicando por todos los gua

rismos ó partes del multiplicador ; pero todos estos pro

ductos los hemos sumado y reunido en un solo número,

que es el que sale debajo de la raya; luego (intr. ax. 3?)

este numero que contiene la suma de los productos del

multiplicando por todas las partes del multiplicador, con

tendrá el producto de todo el multiplicando por todo el

multiplicador. L. Q. D. H. y D.

Ejemplos de multiplicación.

1? 2? 3?

78546 85368 947586

3254 647 4798

314184 597576 7580688

39273° 34I472 8528274

157092 512208 6633102

¿35638 55233096 3790344

255588684 4546517628

4? El producto 695725 por 8563 es 5957493 1 75-

5? El producto de 85326 por 475 es 40529850.

6? Y el de 357964 por 4867 es 17422 10788.

45 La operación de multiplicar se abrevia cuando uno

6 ambos factores terminan en ceros ; lo que se consigue

multiplicando únicamente los guarismos significativos, y

añadiendo al producto tantos co os como hay al fin en

ambos factores juntos, ó en el uno de ellos si él solo los

llevase.

En efecto , si tengo que multiplicar 6300 por 56 , se

rá en virtud de 1j espuesto (§43)

6300x56—63x1 ocX56i=(tj 36) 63X56x100.

Luego si multiplico- el 63 por 56, y al producto le

aííado dos ceros (42), tendré en 352800 el producto

de estos tres factores, d el de los dos primitivos.
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Del mismo modo si fuese 633000 por 2500, tendría

633000x2500=633x1000X25x100—

63 3x2 5x1 000x100=1 582500000.

También se abrevia esta operación cuando los ceros

se hallan entre los guarismos significativos del multipli

cador ; en cuyo caso se multiplica el multiplicando por

los guarismos significativos del multiplicador, hasta lle

gar á loi ceros ; en llegando á estos no se multiplica por

ellos , y se pasa h multiplicar por los demás guarismos

significativos ; pero teniendo cuidado de correr el primer

producto hacia la izquierda tantos lugares mas uno, cuan

tos ceros hay ; es decir , que si hay un cero se debe cor

rer el primer producto dos lugares; si dos ceros, tres lu

gares , etc. á la izquierda. V. g. si tuviese que multipli

car 847536 por 400306, colocaría los factores de esta

manera:

Multiplicaría todo el multiplican- 847536

do por 6 ; lo que me da el producto 400306

parcial 50852 16; como después del 6 ■

hay un cero en el multiplicador, paso 50852 16

á multiplicar por el primer guarismo 2542608

significativo que encuentro , que es el 339OI4¿

3 , y coloco este producto de modo —r-

que su primer guarismo caiga debajo 33927374 olC)

del 2 del producto antecedente, esto

es, corriéndole dos lugares hácia la izquierda. Como des

pués vuelvo á encontrar ceros, paso á multiplicar por el

guarismo significativo que hay después de ellos, que es el

4 ; coloco el producto tres lugares mas hácia la izquier

da respecto del antecedente, porque aquí hay dos ceros;

sumo después estos productos, y saco que 847536 multi

plicado por 400306 da 339273746016 por producto.

46 Las cuestionesque conducen á la operación de mul

tiplicar, se presentan bajo tres aspectos diferentes, que

se llaman usos de esta operación : 1 ? cuando se quiere ha

cer á un número cierto número de veces mayor ; 2? cuando

conocido el valor de una unidad , se quiere averiguar el

de muchas; y 3? cuando se quieren reducir unidades de

especie superior á unidades de especie inferior.

Tosí. I. 4
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Para el primer caso, se multiplica el número dado

por aquel "que espresa con sus unidades las veces que se

le quiere hacer mayor. V. g. si al 754 le quiero hacer

58 veces mayor, multiplicare el 754 por 58 y. tendré

que el producto 43732 es un número 58 veces mayor

que el 754.

Para el segundo, se multiplica el valor de la unidad

por el número de ellas. V. g. si quiero averiguar lo que

valen 372580 varas de paño á 60 reales la vara, mul

tiplicaré el número de varas por el valor de una de ellas,

que es 60 reales, y hallaré que valen 22354800 reales.

Porque, por cada unidad que haya, se debe tomar una

vez su valor ; luego se deberá tomar tantas veces el valor de

una como unidades hay. Así mismo, 457 arrobas de a-

ceite á 96 reales valen 43872 reales; y 3574 fanegas de

trigo á 85 reales valen 303790 reales.

Para el tercer caso , se multiplica el número de uni

dades de especie superior, por aquel número que con sus

unidades espresa las unidades de especie inferior de que

se compone la mayor.

1 .er ejemp. Quiero saber cuántos pies tienen 7 varas;

como la vara es la unidad de especie superior, y se com

pone de 3 pies, multiplicaré el número 7 de varas por

3 , y tendré en el producto 2 1 los pies que hay en 7

varas.

2? Quiero averiguar cuántos maravedises hay en 79

doblones; para esto, multiplicaré el 79 por los marave

dises que tiene un doblón, que son 2040, y sacaré

161 160 maravedises; pero es mas cómodo reducirlos pri

mero á pesos, luego á reales y después á maravedises.

Así, en el ejemplo propuesto veré primero cuántos pe

sos hay en los 79 doblones; después los pesos que saque,

veré los reales que componen; y luego este número de

reales veré los maravedises que tienen, como se ve en (A).
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(A) (B) (C)

79 dob.s 75893 varas

3

4367 quint.s

4 4

3iG pesos.

■ S

237679 pies 1 7468 arrob.s

13 35

ioSo

3i6

455358

227679

87340

34q36

4 7 4o real.s

34

2733148 pulg.s

11

436700 libras.

16

1896

1 4 3 2

5464396

2732148

36202

4367

161160 rnar.s 32785776 lineas 6987200 onzas.

El ejemplo (B), manifiesta el modo de reducir 75893

varas á líneas ; y el (C) da á conocer el modo de reducir

4367 quintales á onzas.

De la división.

47 Pasemos á la segunda operación de disminuir, que

es cuando se ha de restar el sustraendo del minuendo

todas las veces que se pueda; y como se podrá quitar

tantas veces como este' contenido, se dice que dividir es

averiguar cuantas veces un numero contiene a otro. La

operación se llama división; el número que ha de conte

ner , se llama dividendo ; el que ha de estar contenido,

se llama divisor ; y lo que resulta cociente ; el dividendo

y divisor juntos, se llaman términos de la división ó del

cociente.

48 Como dividir es averiguar las veces que el divi

sor está contenido en el dividendo1, se infiere que mul

tiplicando el divisor por el cociente ha de resultar el di

videndo; luego en la división el número que multiplica

do por el divisor no dé el dividendo no puede ser el co

ciente. N

Para indicar que un numero se ha de dividir por

otro , se pone el dividendo , debajo una raya , y luego
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el divisor; ó se pone el dividendo, después dos puntos,

y luego el divisor; así, ^ d 15:5, indica la división

de 15 por 5; y se lee : 15 dividido por 5 ; y para indi

car el resultado usaremos del signo=; de manera que

3, ó 15 : 5=3, se lee: 15 dividido por 5 igual 3.

49 Tres casos pueden ocurrir en la división, á sa

ber : dividir un número díjito por otro díjito ; dividir un

compuesto por un díjito; y dividir un compuesto por otro

compuesto.

Para dividir un número díjito por otro díjito, y aun

uno compuesto solo de dos guarismos por uno díjito que

sea mayor que el guarismo de especie superior del com

puesto, no hay mas que saber la tabla de la multiplica

ción (37); pues en este caso en averiguando el número

por que se ha de multiplicar el divisor para que dé el

dividendo (d el producto inmediatamente menor), este

será el cociente.

i.er ejemp. Quiero saber cuántas veces el 6 con

tiene al 2 , d cuanto es 6 dividido por 2 ; y como ha

ciendo varias tentativas encuentro que el 2 se ha de mul

tiplicar por 3 para producir 6 , digo que 3 es el cociente.

2? Si quisiera dividir 1 1 por 4 , vería que después

de dar al cociente 2 , me sobran 3 ; estas 3 unidades

que sobran se ponen al lado del cociente hallado, debajo

se tira una raya, y debajo se pone el divisor, en esta

forma: 2¿, y se lee dos y tres cuartos.

Para leer todas estas espresiones, se lee el número que

está encima de la raya con los nombres numerales abso

lutos, y el que está debajo con los numerales partitivos,

si no llega á 10; ó con los absolutos si llega ó pasa de

jo, añadiendo después la partícula avos. Así, la espre-

sion 3 jy se lee : tres Y nueve diez y siete avos.

50 2? caso. Problema. Dividir un número compues

to por un díjito.

Res. Coloqúese el divisor á la derecha del dividendo,

de modo qne se correspondan en un mismo renglón; tírese

entre los dos una raya de arriba abajo, y otra debajo

del divisor. Hecho esto , tómese el guarismo de especie

superior del dividendo, véase cuántas veces está contení
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do en el el divisor, y se pone este cociente debajo de la

raya del divisor; si el primer guarismo del dividendo

es menor que el divisor, se toma otro guarismo mas del

dividendo , y para que se sepa los que se han tomado, se

pone una coma, y se ve cuántas veces en aquel número

de dos guarismos se contiene el divisor, conforme se ha

dicho (49), poniendo por cociente lo que resulte. Después

se multiplica este cociente por el divisor, y se coloca el

producto debajo del guarismo ó dos guarismos que se se

pararon en el dividendo; se tira debajo una raya, y se

resta este producto del guarismo ó guarismos separados.

Al lado de esta resta, ó al lado de o si no quedó ningu

na, se baja el guarismo siguiente del dividendo, y se

ve cuántas veces en la resta, juntamente con el guarismo

que se bajó, está contenido el divisor, y el número que

resulte se pone en el cociente á la derecha del guarismo

hallado antes ; se multiplica este segundo cociente por el

divisor, se coloca el producto debajo del segundo divi

dendo parcial , se tira una raya , y se resta. Al lado de

la resta se baja el siguiente guarismo, y así se continúa

hasta que no haya en el dividendo mas guarismos que

bajar, apuntando con una coma el que se baja para no

equivocarse. Si al fin queda resta, se pone como se fia

dicho (49), y el número que resulla debajo de la raya es

el cociente.

Ejemp. Si quiero dividir 924 por 7, pondré el di

visor á la derecha del dividendo, separándolos con una

raya tirada de arriba abajo, y tiraré otra debajo del

divisor en esta forma :

Separo con la coma el guarismo 9,5,4

9 de la izquierda del dividendo, y _7

digo: el 7 en 9 ¿cuántas veces está 2 2

contenido? veo que una vez, por lo * 1

que pongo 1 debajo de la raya del 0 1 7

divisor; multiplico este primer co- 1 4

cíente parcial 1 por el divisor 7, di- [¡~o

ciendo : 1 por 7 es 7 que pongo

debajo del dividendo parcial 9 ; tiro una raya y resto

7 de 9. Al lado de la resta 2, bajo el guarismo siguien-

i3a
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te 2 del dividendo , le apunto arriba y digo : el 7

en 22 ¿cuántas veces está contenido? hallo que: son

3 , y pongo este segundo cociente parcial á la derecha

del primero, le multiplico por el divisor 7, su producto

2 1 le pongo debajo del segundo dividendo parcial 2 2 , y

resto. Bajo al lado de la resta 1 el guarismo siguiente 4,

y digo : 7 en 1 4 ¿ cuántas veces está contenido ? veo que

son 2, pongo este guarismo en el cociente á la derecha

del 3 , y le multiplico por el divisor 7 ; pongo su pro

ducto 14 debajo del tercer dividendo parcial, y le resto

de él; y como no hay mas guarismos que bajar, ni queda

resta, resulta que el cociente de dividir 924 por 7

es 132.

Dem. La colocación de los dos términos es por co

modidad, y las rayas se tiran para claridad; ahora, para

hacer ver la exactitud de lo demás de la regla, nos

contraeremos al ejemplo anterior , donde observamos que

hemos dividido primeramente 9 centenas por 7 , tí he

mos visto 9 centenas entre 7 á como les toca, y hemos

hallado que es á 1 ; pero como el 9 espresa centenas,

este cociente es 1 centena , y por lo mismo después del

i debe haber en el cociente otros dos guarismos ; en 9

centenas , no solo había lo necesario para que tocase á

1 centena, sino que había algo mas, y por esto hemos

multiplicado el cociente por el divisor , y le hemos res

tado de lo que nos servía de dividendo ; á su lado hemos

bajado el guarismo inmediato 2 , y vemos que estas 2 2

son decenas , y hemos continuado diciendo : el 7 en 2 2

¿cuántas veces está contenido? tí 22 decenas entre 7 ¿á

cómo les toca? hemos hallado que es á 3, que las coloco

á la derecha del 1 que había de espresar centenas; aho

ra , para ver si después de tocarles á 3 decenas quedan

aun algunas decenas, se multiplica este segundo co

ciente por el divisor, y se resta del segundo dividendo

parcial 2 2 ; la resta 1 que resulta esprésa una decena,

que junta con las 4 unidades que se bajan, son 14 uni

dades ; que entre 7 les toca á 2, que pongo á la derecha

del 3 que espresaba decenas; y como he visto cuánto

cabe el divisor en todas las partes del dividendo , y tengo
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reunidos en un solo número todos los cocientes parcia

les, resulta (intr. ax. 3?) que este es el cociente total.

L. Q. D. H. y D.

51 Al ejecutar esta operación se debe tener presente:

1? Que no se puede poner de una vez en el cociente

nada mas que 9 ; porque si se pudiera poner á mas , lo

ménos sería á 10, y la decena no correspondería al co

ciente parcial que se hallase, sino al anterior, lo queda

ría á conocer que el anterior era menor de lo que debía.

2? Que cuando se baja un guarismo y en él% junto

con la resta si la hay , no cabe el divisor , se debe poner

o en el cociente , y se baja al instante el otro guarismo.

3? Que todo número cabe en sí mismo una vez , o lo

que es lo mismo, que si se tiene que dividir un número

por sí mismo , el cociente es 1 .

4? Que todo número dividido por la unidad da por

cociente el mismo número.

Y 5? que o dividido por cualquier número siempre

da o por cociente. Todo lo cual se ve practicado en los

siguientes ejemplos.

72,0,8,4,7»] 8 45,9,0,9,4, g

90105 2. if 5ioI0 |

00 o 8 00 9

8 9

 
o 4 7

4o

52 Cuando se ha adquirido ya cierta destreza, se

ejecuta la operación con mucha brevedad, tomando del

dividendo la parte que diga el divisor. V. g. si quiero di

vidir 45685 por 7, diré: la séptima parte de 4, guaris

mo de especie superior , no puede ser ; la séptima parte

de 45 es 6 (que será el primer guarismo del cociente),

y quedan 3 ; que juntas con el guarismo siguiente 6 son

36, y diré: la séptima parte de 36 es 5, que pongo al

lado del 6 , y queda 1 , que junta con el 8 vale 1 8 ; la

séptima parte de 1 8 es 2, y quedan 4 , que juntas con el

guarismo siguiente 5 componen 45; la séptima parte de
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45 es 6, que pongo al lado del 2 , y quedan 3 por resta;

por lo que infiero que el cociente es 6526 £

53 3-cr caso- Prob- Dividir un número compuesto

por otro compuesto.

Res. Colóquese el divisor á la derecha del dividendo

separándolos con una raya , y poniendo otra debajo del

divisor según se lut dicho en el caso anterior ; después se

separan con una coma á la izquierda del dividendo tan

tos guarismos como tiene el divisor , 6 un guarismo mas

si en éstos no cabe el divisor. Separados ya estos guaris

mos, se ve cuántas veces el primer guarismo de la iz

quierda del divisor está contenido en el primero del di

videndo ( ó en los dos primeros si se tomo para el primer

dividendo un guarismo mas de los que tenía el divisor),

y el número de veces que está contenido se pone en el

cociente ; se multiplica este cociente por todo el divisor,

y el producto se coloca debajo del dividendo parcial , se

tira una raya y se resta de él. Al lado de la resta se

baja el guarismo siguiente (apuntándole con la coma en

el dividendo), y se ve cuántas veces el primer guaris

mo del divisor está contenido en el primero ( si tiene tan

tos el uno como el otro) 6 dos primeros del dividendo

(si tuviese éste uno mas que el divisor) ; se pone este gua

rismo en el cociente á la derecha del primer cociente par

cial, se multiplica por todo el divisor, se tira la raya y

se resta. Al lado de la resta se baja el guarismo siguien

te, y así se procede hasta que no haya mas guarismos

que bajar ; y si al fin queda alguna resta sepone á la de

recha del cociente con una raya y el divisor debajo.)

i.er ejem. Si quiero dividir 966 por 42, colocaré el

divisor 42 á la derecha del dividendo 966, separándo

los con una raya en esta forma:

Y después de haber tirado otra debajo

del divisor, separo á la izquierda del divi

dendo dos guarismos, y veo cuántas veces

está contenido en el primero que es 9 el pri

mero del divisor que es 4 ; hallo que son 2

veces , y pongo el guarismo 2 en el cociente; 000

ahora multiplico este cociente 2 por todo el
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545 sía

divisor 42, y coloco el producto 84 debajo del dividendo

parcial 96, tiro la raya y resto. Al lado de 3a resta 1 a

bajo el guarismo siguiente 6 ; y como ahora tengo por

segundo dividendo un número que tiene un guarismo

mas que el divisor, averiguaré cuántas veces en los dos

primeros de este dividendo está contenido el primero del

divisor ; y así , diré : el 4 en 12 ¿cuántas veces está conte

nido ? veo que son 3 , pongo 3 en el cociente á la dere

cha del 2, multiplico todo el divisor por este 3, y coloco

el producto 126 debajo del dividendo parcial 126, tiro

una raya y resto ; y como no hay mas guarismos que

bajar, ni queda resta, digo que el cociente de dividir

966 por 42 es 23".

2? ejern. Si quiero averiguar cuántas veces cabe el

81 2 en 442635^ colocaré los números como aquí se pre

senta!

Y después de tiradas las ra- 4426,3,5, j 812

yas, separaré cuatro guarismos 4060

en el dividendo , por no ser sufi- ~TggT"

exentes los tres primeros para con- 3048

tener al divisor, y diré: 44 entre —

8 les toca á 5, qüe pongo en el °4I55

cociente; multiplico el 81 2 por 5, 4060

coloco el producto 4060 debajo 0095

del dividendo parcial 4426, tiro

tina raya y resto. Al lado de la

resta 366 bajo el 3, hallo que el 8 está contenido 4 veces

en 36, y pongo 4 en el cociente; multiplico el 812 por

4; coloco el producto 3248 debajo del dividendo par

cial 3663 , tiro una raya y resto. Al lado de la resta

4 1 5 bajo el 5 , veo que el 8 está contenido 5 veces en

4 1 , pongo 5 en el cociente , multiplico el 812 por 5,

coloca el producto debajo del dividendo parcial, tiro la

raya y resto ; y como no hay mas guarismos que ba

jar, coloco la resta 95 como he dicho (49), y tengo que

de dividir 442635 por 812 resulta 545 g9/s

Dem. La colocación de los términos y las rayas , se

hace por comodidad y claridad (50). Después tomamos

ála izquierda del dividendo tantos guarismos como.se

Tofti. 1. 5
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necesitan para que esté contenido el divisor , y baila

mos, contrayéndonos al primer ejemplo, que se necesi

tan dos guarismos , y que en ellos está contenido el di

visor 2 veces, ó que 96 entre 42 , que es el divisor, les

toca á 2 ; pero como el 96 espfesaba decenas, resulta

que estas dos serán decenas. Hago la multiplicación y

resta, para saber si ademas de tocarles á 2 decenas que

da aun algo que repartir , como sucede en efecto ," pues

quedan 1 2 que son decenas ; y1 bajando el guarismo 6

de las unidades, he visto cuántas veces cabe el 42 en

1 2 6 , y hallo 3 , que como son unidades las coloco á

la derecha del 2 que espresaba decenas. Hago la multi

plicación y resta para ver si quedan aun algunas unida

des por repartir, y veo que no ; y come todos los co

cientes que han salido de dividir todas las partes del di

videndo por el divisor, los tengo reunidos en un solo nd^

mero, resulta (intr. ax. 3?) que este es el cociente to

tal. L. Q. D. H. y D.

54 Suele suceder que el cociente parcial sacado por

la regla (53) es mayor de lo que corresponde, por no es

tar contenido todo el divisor en todo el dividendo par

cial tantas veces como el primer guarismo del divisoE

está en el primero ó dos primeros -del dividendo. Esta-

circunstancia (que arredra á los principiantes, y origi

na toda la dificultad de la división) desaparece al instan

te , si se atiende á lo dicho (48); pues si el producto que

resulte de multiplicar el divisor por el cociente puesto,

fuese mayor que el dividendo , está reducido á borrar di'

cha producto y cociente , y poner en este una unidad me

nos. Se procede á la multiplicación, y si elproducto es ío-

davía mayor que el dividendo, se vuelve á horrar, y se

quita otra unidad al cociente; y así se continúa hasta

que encontrando un producto igual ó menor que el divi

dendo se ejecuta la resta ; y siempre que la resta sea me

nor que el divisor , el cociente será el verdadero. Si la

resta fuese igual d mayor que el divisor, se irán aña

diendo unidades al cociente hasta que venga á quedar

una resta menor que el divisor. De donde se infiere, que

teniendo un poco de paciencia para hacer dos d tres opc
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raciones que comprueben el verdadero cociente , y eje

cutando muchos ejemplos, llegarán á ponerse tan dies

tros que no tendrán luego que hacer ningún tantéo. Por

lo mismo se ponen aquí estos dos ejemplos, i? Si quiero

dividir 575726 por 493 , los colocaré como se ve en (A).

(A)

S 7-5,7, 2, G,

493

08

4<j3

(B)

3 7 9 S 3, i, o, 4»

4Mi4

34395

6$

3 3 4 a

Ptí
H$t

a 9 5 8

o 3 8 4 6

3 4 5 >

o 3 9 5

'49J

o 3 5 6 8 1

3 { 8 9 S

o 1 1 8 G o

tzm

6879

6879

55^.

84Z|2-
°S5?9

59814

mu

5 5 o 3 a

o 4 7 8 a

Separo tres guarismos en el dividendo y digo : 5

entre 4 á 1 que pongo en el cociente ; multiplico y

resto. Al lado de la resta 82 bajo el guarismo siguiente

7 del dividendo, y digo: 8 entre 4 á 2, que pongo en

el cociente y multiplico; y como el producto 986 es ma

yor que el dividendo parcial 827, infiero que el cociente 2

es mayor de lo que debe ser; borro, pues, el 986 y tam

bién el 2 , y pongo á 1 en el cociente ; multiplico y res

to (porque el producto 493 es menor que el dividen

do). Al lado de la resta 334 bajo el guarismo siguiente

2 , y digo: 33 entre 4 á 8, que pongo en el cociente,

y multiplico; y como el producto 3944 es mayor que

el dividendo 3342 , le borro y también el 8; pongo á

7; y como el producto 3451 es aun mayor que el divi

diendo, los borro y pongo á 6; multiplico el divisor por
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este cociente 6; y como su producto 2958 es menor

qu-c el dividendo, tiro la raya y resto. Al lado de la

resta 384 bajo el 6, y digo: 38 entre 4 á 9; y como

el producto del divisor por 9 es mayor que el dividendo,

los borro y pongo á 8; multiplico y sale también un

producto mayor; le borro y pongo á 7; multiplico y

resto, lo que da la resta 395; y reuniendo ahora todos

los cocientes tendré el verdadero y total en 1167

2? Si quiero dividir 37963104 por 6879, ejecutaré

la operación como se ve en (B), y saco el cociente

5510 6S7V

i 55 Entendido el modo de hallar el verdadero co

ciente, se puede ahorrar todo este trabajo, practicando

estas dos reglas: 1? cuando el segundo guarismo del di

visor sea 8 ó 9 , se considerará el primero (al tiempo de

buscar cada cociente) como con una unidad mas.

2? Véase si en la resta que queda de dividir el pri

mero 6 dos primeros guarismos del dividendo por el pri

mero del divisor, junta con el guarismo siguiente del

dividendo , cabe el segundo del divisor el mismo número

de veces que el primero en el primero 6 dos primeros del

dividendo; y si cabe, se podrá asegurar que el cociente

hallado es el verdadero; si no cabe, no lo será. ¡

Esc. Los principiantes deben aplicar la 1? re¡gla álos

ejemplos anteriores, considerando en el primero (siem

pre que vayan á sacar el cociente) el 4 como si fuera 5:

y en el segundo el 6 como si fuera 7 , y verán que no

escriben mas guarismos que los necesarios para encontrar

el verdadero cociente. Ademas deben resolver los siguien

tes ejemplos.

Si quiero dividir 185975 por 395, los colocaré co

mo aquí se ve : . 1859,7,5,395

Separo cuatro guarismos , y 1580 I

en vez de decir 18 entre 3 diré 027g7 < 4$

18 entre 4 á 4, que pongo en el . '^7/a ^°

cociente ; multiplico todo el divi- -r^s •

sor por este 4 , coloco el produc- 276 \

to debajo del dividendo, tiro una — * —

raya y resto. Al lado de la resta 00325
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aii56

01698 7

4

288 3 3

383 0 8

35^6

643_áJ
* 35226

279 bajo el guarismo siguiente 7, y digo: 27 entre 4¿6 que

pongo en el cociente; multiplico y resto; y como la resta

427 es mayor que el divisor, infiero que el cociente debe sor

mayor de lo que le he puesto; por lo cual lo borro, y

borro también la resta y producto ; pongo á 7 , multipli

co y resto. Al lado de la resta 32 bajo el guarismo si

guiente 5 , y por ser ej dividendo menor que el divisor

pongo o en el cociente ; y como no hay mas guarismos

que bajar , pongo la resta 325 al lado del cociente, con

la raya y el divisor debajo, y resulta por cociente 470 -jfi

Si quiero dividir 2285473 por 3526 , los colocaré co

mo aquí se ve:

Separo cinco guarismos y di

go: 22 entre 3 á 7 y queda 1,

que junta con el 8 vale 18 ; y co

mo 18 entre 5 (segundo guaris

mo del divisor) no les cabe á 7,

infiero que no puedo poner 7 en

el cociente ; veo que 2 2 entre 3

dándoles á 6 sobran 4 , que jun

tas con el 8 valen 48; y como 48

contiene al 5 mas de seis veces,

digo que 6*es el cociente; le pongo, multiplico y resto.

Al lado de la resta 1698 bajo el 7; y continuando el

mismo raciocinio evito los tantéos , y saco el cocien-

t 56 La operación de dividir se puede abreviar siem

pre , haciendo la resta al mismo tiempo que la multipli

cación del divisor por el cociente parcial./V. g. si quie

ro dividir 57327 por 46 , los colocaré como he dicho (53)

y aquí se ye:

Separaré dos guarismos en el di

videndo, y diré: 4 en 5 cabe una vez,

y pongo 1 ene! cociente; multipli-

006 2 5

co ahora el divisor 46 por el co

ciente 1 en vez de colocar este

producto debajo del dividendo par

cial 57, para restar después, voy

" 3

02 1 2

0287

o 1 1

46

1 246^3
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ejecutanJo la resta al mismo tiempo que formo el pro

ducto en esta forma : 6 por i es 6 , de 6 á 7 va i , que

pongo debajo del 7, y continúo: 1 por 4 es 4, de 4 á 5

va 1, que pongo debajo del 5. Al lado de la resta 11

bajo el guarismo siguiente 3, y digo: 4 en 1 1 está con

tenido 2 veces , pongo 2 en el cociente , multiplico y res

to dicien,lo: 2 por 6 son 12 , de 12 a 13 va 1, y de 13

llevo 1 ; 2 por 4 son 8, y 1 que llevo son 9 , de 9 á 1 1

van 2 , y de 11 llevo 1 ; de 1 á 1 no va nada , y pongo

o debajo del último , 1 . Al lado de la resta 2 1 bajo el

guarismo siguiente 2 , y digo : 4 en 21 á 5 ; pero como

solo sobra 1 unidad ; y en ella junto con el guarismo

siguiente 2 , no está contenido 5 vece» el segundo gua

rismo del divisor 6, pondré' solo á 4; multiplico y resto,

diciendo: 4 por 6 son 24, de 24 á 32 van 8, y de 32

llevo 3 ; 4 por 4 son 1 6 % y 3 son 1 9 , de 1 9 á 21 van

2 , y de 2 1 llevo 2 , á 2 no va nada. Al lado de la resta

28 bajo el guarismo siguiente 7, y digo : 4 en 28 está 7

veces; pero como no sobra nada pondré soloá 6; haré

la multiplicación y resta diciendo: 6 por 6 son 36, de

36 á 37 va 1 , y de 37 llevo 3 ; 6 por 4 son 24, y 3 que

llevaba son 27, de 2j á 28 va 1, y de 28 llevo 2 ; de

2 á 2 no va nada, y pongo o debajo del 2 como no

hay mas , guarismos que bajar, pongo li resta 1 1 como

he dicho (49), y tengo ej cociente 1246

Esc. Si al ejecutar esta operación no se pudiese hacer

Ja última resta , es señal de que el cociente es mayor de

lo que corresponde; y si después de hecha la resta , resul

ta ésta igual ó mayor que el divisor , es señal de que se

ha puesto de menos al cociente ; y en estos casos se hará

la corrección necesaria.

Hé aquí mas ejemplos para ejercitarse.

845o.3, 1,7,

o4"6 3

077 6 1

39°7 ^ 98540,6,7,8,

" 43759 6

37 7 4 7 0483688

« 1 8 6 4 «44 4 4 *

5478.



ARITMÉTICA. , 3t)

57 Ademas se abrevia la división cuando ambos tér

minos ó solo el divisor acaban en ceros. En el primer ca-

so se borran en los dos, tantos ceros como hay en el que

tiene menos , y se hace la división con lo der.'.as que que

da. Y en el 2? se separan á la derecha del dividendo

tantos guarismos , como ceros hay al fin del divisor; se

hace la división de lo que queda á la izquierda; id la

do de la resta , si queda., se baja todo lo separado , y se

tiene la resta total , la que se pondrá encima de una ra

ya y todo el divisor debajo.

( 58 Los usos de la división son seis ; i? cuando clara-

jnente se dice que se quiere buscar las veces que un núme

ro está contenido en otro ; 2? cuando hay que repartir

entre varias personas cierto número de cosas; 3? cuando

se quiere dividir un número en partes iguales, ó tomar

una parte de un número, como mitad, tercio, etc.; 4?

cuando conociendo el valor de muchas unidades , se quie

re averiguar el de una ; 5? cuando se quieren reducir

unidades de especie inferior á unidades de especie supe

rior ; y 6? cuando se quieren hallar todos los números

que dividen exactamente á otro dado.

Éu el primer caso, se divide el mayor por el menor

por el método espuesto (56).

En el 2? se divide en asbtracto el número de las

cosas por el de las personas. tV. g. un padre al morir ha

dejado 8 hijos, y en hacienda, alhajas, casas etc. 7465235

teales; dividiendo el número 7465235 por el de los hijos

que es 8, el cociente 933154 |- espresará los reales que

corresponden á cada uno.

En el 3? se divide el número dado por el que es

presa las partes en que se ha de dividir , ó la parte

que se quiere tomar. IV. g. si quiero dividir en 7 partes

iguales el número 1673, dividiré 1673 por 7, y enelco-

cie»te2 39 tendré el valor de una de estas partes.

( En el 4? caso, se divide el v,'Ior de dichas unidades

por el número de ellas, y el cociente será el valor de

una)\. g. sabiendo que 35 varas de paño han costado

>5c>5 reah-s; para averiguar á como ha costado la vara,

dividiré el valor de tojas las varas, que es 1505 reales,
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por el nilmero de ellas 35 , y el cociente 43 será el va

lor de cada vara de paño.

En el 5? caso, se divide el número de unidades de

especie inferior por el número que espresa las veces que

la unidad de especie inferior cabe en la de especie supe

rior. V. g. si quiero reducir 9245 maravedises á reales,

dividiré los 9245 maravedises por 34, que son los ma

ravedises que tiene un real, y el cociente 271 ^3 se

rán los reales que componen ; pero en estos casos no se

pone la resta como ántes (49), siud que se deja conser

vándole el nombre que tenía el dividendo de que provi

no; de modo que en vez de decir 271 reales y treinta y

un treinta y cuatro avos de real^ se dice 271 reales y

3 1 müravedíses.

Ese. Si entre las unidades que se dan, y aquellas á que

se quieren reducir, hay otras intermedias, se van redu

ciendo sucesivamente á las de especie superior inmediata

hasta llegar á la que se pide. V. g. si quiero reducir

7483506 maravedises á doblones , dividiré primero por

34 , para reducirlos1 á reales; los reales que resolten los

dividiré por" 15 , para reducirlos á pesos; y finalmente,

estos pesos los dividiré por 4 para reducirlos á doblones;

y tendré en este último cociente, junto con las restas

anteriores, los doblones, pesos, reales y maravedises,

que hay en el número propuesto'. La operación se ejecu--

tará como aquí se ve:

iri.iravrdisns.

74»H,3,-5,o,6,

06 8

o 3 5

106

4

n

22,0,1)0,3) rsi

1 o

I O I

I I O

o o 5 3

i5

14,6,7,3, p.'

02 6

o 2 7

o 3 3

1

3G68 ds.

y diré que en 7483506 mrs. hay 36,68 doblones, 1 peso,

o reales y 4 maravedises.
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59 Para proceder al sesto uso advertiremos, que cuan

do un número está contenido en otro un número exac

to de veces , se llama al que contiene múltiplo del con

tenido , y al contenido submúltiplo ó parte alícuota del

que contiene; cuando un número no está contenido en

otro un número exacto de veces , se dice que es parte

alicuanta áú continente. V. g. el 20 es múltiplo respecto

del 4 y del 5 ; y el 4 y el 5 son submúltiplos o partes

tes alícuotas del 20; y 4 es parte alicuanta del 21. La

parte alícuota se llama también factor, porque multipli

cada por la otra produce el número de que lo es; v. g.

4x5=20 ; y como si dividimos el 20 por el 4 d por el 5,

dará cociente exacto, se infiere que parte alícuota, fac

tor ó divisor de un número, es cualquier otro que le di

vide sin dejar resta.

Pero si consideramos el 5 y el 4 , que son factores

del 20, observaremos que el 5 no se puede dividir exac

tamente por ningún otro número mas qúe por él mismo

y por la unidad; por lo que este número, y todos los

que tienen esta misma propiedad, como 2,3,7,11,13,

j 7, etc. se llaman números primos óprimeros 6factores

simples. £1 4 , además de ser divisible por sí mismo y

por la unidad, lo es también por 2 ; por cuya razón es

te número, y todos los que son divisibles por algún otro

además de ellos mismos y la unidad , como 6,8, 9 , 10,

1 2 , ect. se llaman factores compuestos. Esto supuesto,

para poder encontrar todos los factores simples y com

puestos de los números, se debe saber que todo número

que termina en cero ó guarismo par es divisible por 2.

Tcdo número (v.g. 264) cuyas cifras (2, 6 y 4) sumadas

como unidades sencillas, dén¡ ó un. múltiplo de 3 (que

aquí es 12), es divisible por 3.

Como todos los múltiplos de 5 acaban en o ó en 5,

se conocerá que un número es divisible por 5 , si acaba en

o ó en 5. Esto supuesto, para haljar los factores simples

y compuestos de un número cualquiera , se pone el nú

mero lo mas alto y hacia la izquierda del papel ó pizar

ra donde se ejecuta la operación; después se tira una

raya de arriba ahajo , y á la derecha de esta raya , en-

Tom. I. 6
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frente del número propuesto , se pone el número primero

menor por que sea divisible; esta división, como es senci"

lla, se va haciendo mentalmente (52), y el cociente se

va poniendo debajo del número propuesto Enfrente de

este cociente se pone otra vez el mismo divisor, si es

divisible por él, y si no, aquel número primero menor

por que sea divisible este cociente; y así se continúa

hasta llegar aun cociente que sea número primo, y se

dividirá por si mismo. Después se tira una raya á la

derecha de los factores simples; y para formar los com

puestos dedos, je multiplica cada uno de los simples por

los que tenga debajo de ¿í, y el producto se pondrá á la

derecha de la raya enfrente del factor simple por que

se multiplica. Luego,, se tira otra raya, y para for

mar los compuestos de tres , se multiplica cada compues

to de á dos por todos los simóles que haya debajo del

renglón en que está el compuesto de á dos ; y así se pro

cede hasta llegar al último que debe resultar en el ren

glón inferior é igual con el número propuesto.

1 ejemplo. SLquiero hallar los factores simples y

compuestos del número 210, le colocaré lo mas arriba y

hácia la izquierda que pueda , y tiraré la raya como aquí

se ve:

% 10 1

io5 3 C

35
■5

10; 1 5 3o

%

7 i 1 4 ; 21; 35 4a ; 70 ; io5

1

y como el 2 1 o termina en cero, es divisible por 2 ; pon

go el 2 enfrente , y hago la división diciendo : la mitad

üe 2 es 1 , que pongo debajo del 2 del 210; continúo: la

mitad de 1 es o que pongo debajo del 1 del,v2i'&*ry n*e

queda 1 , que junto con el o de arriba da 10; Ja mitad

de 10 es 5 , que pongo á la derecha del o. Como el 105

no es divisible por 2 , veo si es divisible por 3 , diciendo:

1 y o es 1 , y 5 son 6 ; y como 6 es múltiplo de 3 , in

fiero que el 1 05 se puedo dividir por 3 ; y por lo mis
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fflo coloco el 3 á su derecha , y hago la división de este

modo : la 3? parte de 1 es o, que no pongo y sobra 1*

que junto con el o vale 10; la 3? parte de 1 o es 3 , que

pongo debajo del o , y queda 1 , que junto con el 5 son

15; la 3? parte de 1 5 es 5 , que pongo á la derecha del

3. El 35 no es ya divisible por 3, pero lo es por 5; co

loco el 5 á su derecha y digo: la 5? (parte de 35 es 7,

que pongo debajo del 5 ; y como el 7 es número primo

le dividiré' por él mismo , diciendo : la 7? parte de 7 es

1 , que pongo debajo del 7 , y tengo todos los factores

simples.

Para hallar los factores compuestos de dos simples, ti

raré i la derecha de estos una raya, y multiplicaré' el 2 por

todos los que tenga debajo de sí, diciendo: 2 por 3 son 6, que

coloco á la derecha de la raya , enfrente del 3 , que es

por el que he multiplicado; contindo: 2 por 5 son

1 o , que pongo enfrente del 5 que es por el que he mul

tiplicado, y continúo: 2 por 7 son 14, que pongo por

la misma razón enfrente del 7. Paso á multiplicar el 3

por todos los que tiene debajo, diciendo: 3 por 5 son

15 , que pongo enfrente del 5 que es por el que he mul

tiplicado; y para que'no se confunda con el 10 que ten

go en el mismo renglón , los separo poniendo entre tilos

punto y coma; contindo diciendo: 3 por 7 son 21 , que

pongo enfrente del 7, al lado del 14, separándolos con

punto y coma; después paso á multiplicar el 5 por todos

los que tenga debajo de sí, diciendo: 5 por 7 son 3 5, que

pongo enfrente del 7 al lado del 21. Como el 7 n o tiene

ninguno debajo de sí, no puedo ya sacar mas factores

de á dos.

Paso á los de á tres, para lo cual tiro una raya y

multiplico el 6, primer factor de á dos, por el 5 y por

el 7, que son los simples que hay debajo del renglón

donde se halla el 6, diciendo: 6 por 5 son 30, qu&pongo

enfrente del 5, que es el simple por que he multipli

cado; y luego 6 por 7 son 42 que pongo enfrente del 7.

Paso ahora á multiplicar el 10 por el 7, que es el sim

ple que tiene debajo de sí, diciendo: 10 por 7 son 70,

que pongo enfrente del 7, aliado del 42; después digo
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15 por 7 son 105, que pongo al lado del 70; tiro otra

raya y paso á los de á cuatro; para lo cual multiplicaré

el 30 por los que haya en los simples debajo del renglón

donde está el 30; y como solo está el 7, diré: 30 por

7 son 210, que es el número dado, como debía verificar

se; pues ya no hay mas factores.

Si se repite algún factor simple, también se repeti

rán los compuestos; pero se evita el poner estos ejecutan-»

do la operación como se ve en el ejemplo siguiente!

3fio a

180 3 4

9o 3 8

<S 3 6 1 2

iS 8 9 18 36

5 ibj iS 30 ; 3o ; 4¡> 4o; Go; 90 130; 1 80

1

> De las pruebas.

60 Probar una operación es hacer otra que' déá cono

cer si la primera está bien hecha. Como en la operación

que sirve de prueba estamos tan espuestos á equivocar

nos como en la primera, resulta que la mejor prueba

es repetir la operación dos d mas veces.

Las operaciones con que se quieren comprobar las

de sumar y multiplicar , son mas complicadas que ellas;

por lo qUe no se acostumbran hacer, y esto nos escusa-

rá de esplicarlas, y solo diremos: que ert la operación

de restar el sustraendo, sumado con la resta, debe dar

'el minuendo, si la operación está bi'éñ hecha. En la divi

sión se debe multiplicar el divisor por el cociente, al

producto se le añadirá la resta (si lá háy) , y la suma

deberá ser igual al dividendo si la operación está bien

hecha.

Consecuencias importantes dé lüs operaciones

esplicadas.

61 Las cantidades conocidas, que entran en los pro

blemas, se llaman datos; y lo que se halla por medio de

ellas, se llama resultado. Así, en la adición los datos son
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los sumandos, f la suma es el resultado, etc. Vamos,

pues, á ver las alteraciones que deben sufrir los resulta

dos en variando los datos.

i ? Pues que sumar es reunir en un número el valor

de muchos, resulta que la suma crecerá ó menguara

tanto como crezcan ó mengüen los sumandos : y una su

ma permanecerá la misma, si á un sumando se le aña

de un número cualquiera y á otro se le quita el mismo

número. >

á? Cómo eri la resta se quita el sustraendo del mi

ntiendo, se infiere que cuanto mayor o menor sea el mi

nuendo, permaneciendo el mismo sustraendo, tanto mayor

o menor (se entiende por vía de suma d resta) será la resta;

y cuanto mayor ó menor sea el sustraendo , permane

ciendo el mismo minuendo, tanto menor ó mayor será la

resta ; lo que manifiesta que la resta puede Crecer, ó au

mentando el minuendo, o disminuyendo el sustraendo;

y puede menguar, disminuyendo el minuendo, o' aumen

tando el sustraendo; ó lo que es lo mismo, á la resta

le súcede lo mismo que al minuendo , y lo contrario qué

al sustraendo ; y una resta no se alterará ó permanecerá

id misma, añadiendo ó quitando una misma cantidad

al minuendo y sustraendo. '

3? Pues que multiplicar es tomar tantas veces el

multiplicando como unidades tiene el multiplicador, re

sulta que cualquiera de los factores que crezca ó men

güe, debe causar incremento ó decremento en el produc

to. Sí el multiplicando se hiciese el duplo, el triplo etc.

de lo que era (permaneciendo el multiplicador el mis

mo), el producto deberá ser el duplo, el triplo etc. del

que se sacó antes. Si se hiciese la mitad , tercera , cuar

ta etc. parte (quedando uno mismo el multiplicador)y

el producto será la mitad, tercera, cuarta , etc. parte

del que se tenía ántes.

Lo mismo decimos respecto del multiplicador , per

maneciendo el mismo el multiplicando; de donde se infie

re que un producto permanecerá el mismo si un factor

se parte por el mismo número que se multiplique el otro.

4? Hemos visto, que dividir es averiguar las veces
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que el divisor está contenido en el dividendo, ó quitar

aquel de este todas las veces que se pueda; luego si el

dividendo crece ó mengua, deberá crecer ó menguar el

cociente ; y si crece ó mengua el divisor , deberá men

guar o crecer el cociente. Esto es en general ; pero si el

dividendo se hace el duplo , el triplo , etc. (quedando uno

misino el divisor), el cociente será el duplo, el triplo,

etc. de lo que era ántes ; y si el dividendo se hace la

mitad, fercera parte, etc. el cociente será la mitad,

tercera parte, etc. de lo que era ántes. Si el divisor se

hace el duplo , el triplo etc. (quedando uno mismo el di

videndo), el cociente será la mitad, terceraparte, etc. de lo '

que era ántes; pues para cada unidad que les tocase án

tes , habrá ahora dos, tres, etc. entre que repartirla, y si

el divisor se hiciese la mitad, tercera parte, etc¡ el co

ciente será el duplo , el triplo , etc. de lo que era ántes;

pues para cada dos, tres, etc. unidades que les tocase

ántes , 110 habrá ahora mas de uno entre que repartirlas.

De donde se infiere, que im cociente no se altera aun

que se multipliquen ó partan los dos términos de la di

visión por un mismo número. Porque lo que aumenta tí

disminuye por razón del dividendo, lo disminuye tí au

menta por razón del divisor, de modo que hay una

exacta compensación.

De los quebrados ófracciones; de su espresion, reducción

á un común denominador , y simplificación.

62 Hemos dicho (15), que quebrados son aquellos

números, que espresan partes de la unidad. Para Ibr-

marse una idea exacta del quebrado, es necesario aten

der al número de partes que se toman de la unidad,

que se llama numerador (porque las cuenta tí numera),

y á la clase de partes que se toman, esto es, en cuántas

partes está dividida la unidad , que se llama denomina

dor (porque da nombre al quebrado). V. g. en el que

brado tres cuartos ó tres cuartas partes de una unidad,

como una manzana , una naranja , etc. el numerador es

tres, y el denominador cuatro. El numerador y deno

minador juntos, se llaman términos del quebrado.
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63 Teor. Todo quebrado es una división indicada

del numerador por el denominador, j

Éspl. Si tenemos que dividir 1 1 manzanas entre 4,

dará el cociente 2 , y 3 de resta , que se han de repartir

entre los mismos 4 ; y lo que vamos á demostrar es que

el repartir estas 3 manzanas entre 4 , equivale á tomar

tres cuartas partes de una manzana sola.

Dem. Para esto, lo mas natural es dividir cada man

zana en cuatro partes iguales , y dar una de estas cuar

tas partes á cada uno ; pero como las unidades ó manza

nas son iguales, en lugar de dar á cada uno, una cuarta

• parte de la primera, otra de la segunda y otra de la terce

ra , le podremos dar tres de íá primera , ó de cualquie

ra de ellas, que era L. Q. D. D.

Por esta razón se escriben y leen los quebrados del

modo dicho (49) ; v. g. el quebrado anterior se escribe.

•| , y el quebrado se lee : diez y nueve veinte y cua

tro avos. Como el numerador denota las partes que se

toman de la unidad , y el denominador en cuántas se

considera dividida la misma unidad, d cuantas compo

nen una unidad, se infiere que cuando el numerador sea

igual al denominador, el quebrado equivaldrá á la uni

dad, y así tendremos que

T — a. * ¿ 6 — 7 — 40 — IOOO
i — 2 — 3— 3 — 6 — 7 — 4o — looo clL-

En este caso , se dice que la unidad se ha puesto en

forma de quebrado; y cuando el numerador sea ma

yor que el denominador, el quebrado se llama impro

pio, V. g. |, | , etc. etc.

64 Teor. Si una unidad se divide en un número cual

quiera 3 v. g. de partes iguales , y la misma unidad se

divide en otro número 5 de partes iguales , cada parte

que resulte de dividirla en 5 , será menor que la que re

sulte de dividirla en 3 ; y si se dividiera en 6 , que

es duplo de 3 , cada parte que resulte de dividirla en 6,

será la mitad de la que resultó dividiéndola en 3 .

Dem. Estando la unidad en el primer caso dividida

en tres partes, equivaldrá al conjunto de ellas; y por

la misma razón la misma unidad equivaldrá en el se
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gundo caso al conjunto de las cinco partes ; luego (jntr.

ax. 5?) el conjunto de las tres partes primeras equival'

drá al conjunto de las cinco segundas; luego si se ne

cesitan 5 segundas para componer 3 primeras , no basta

rán 3 segundas para componer 3 primeras ; luego cada

segunda será menor que cada primera. L. 1 ? Q. D. D. i

Cuando se divida en 6 , tendrémos , discurriendo del

mismo modo, que las tres partes primeras equivaldrán

al conjunto de las 6 segundas; luego si se necesitan 6 se

gundas para componer 3 primeras, cada 2 segundas com

pondrán 1 primera ; luego cada segunda será la mjtad

de cada primera. L. 2? Q. D. D.

1 65 Teor. Si permaneciendo uno mismo el denomina

dor de un quebrado, aumenta o' disminuye su numera

dor , aumentará ó disminuirá del mismo modo el que

brado ; y si aumenta por vía de multiplicación ó dismi^

nuye por vía de división , lo hará del mismo modo el

quebrado. (

Dem. Por no alterarse el denominador, no se altera

el valor de cada parte ; luego cuando se tomen mas par

tes, que es cuando crece el numerador, se tendrá un

quebrado mayor; y cuando se tomen ménos, que es

cuando disminuye el numerador, se tendrá un quebrar

do menor. L. 1? Q. D. D.

Si el número departes que se tomó, fué el duplo, el tri

plo, etc. el valor del quebrado que nos resulte, será el du

plo, el triplo, etc. y si fué el subduplo, elsubtriplo,etc.

el valor del quebrado que nos resulte, lo será igualmente.

Esc. He aquí quebrados con esta condición

8 9 7 16 4 .
171 1 71 17' 17' 17'

y manifiestan que de qnebrados que tienen un mismo

denominador , aquel es mayor que tiene mayor numera

dor; y que para multiplicar ó dividir un quebrado por

un número cualquiera, basta multiplicar ó dividir su

numerador por dicho número.

66 Teor. Si permaneciendo uno mismo el numera

dor de un quebrado , aumenta ó disminuye su denomina

dor, disminuirá ó aumentará el quebrado. Si el denomi
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nadar aumenta por vía de multiplicación , el quebrado

disminuirá por vía de división ; y si el denominador dis

minuye por vía de división , el quebrado aumentarápor

vía de multiplicación, I

Dem. Como el numerador permanece el mismo , se to

ma siempre un mismo número de partes ; luego el valor

del quebrado será mayor tí menor, según ío sean las par

tes que esprese; pero mientras mayor sea el número de

partes en que se divida una unidad cualquiera , será (64)

menor el valor de cada una; luego mientras mayor

sea el denominador, será menor el valor de cada parta,

y por consiguiente el valor de un número cualquiera de

ellas. L. i9Q. D. D.

Si el denominador se hiciese dos tí tres, etc. veces

mayor, el valor de caria parte se haría (64) dos tí tres,

etc, veces menor; luego un número cualquiera de ellas

será también dos tí tres, etc. veces menor que lo que

era antes. Si el denominador disminuye por vía de di

visión, entonces el valor de cada parte aumentará por

-vía de multiplicación. L. 2? Q. D. D.

Esc. He aquí quebrados que satisfacen á estas condi

ciones ~t T7i -'ti SU tfj

y manifiestan que de quebrarlos que tienen un mismo

numerador, es mayor el que tiene menor denominador,

y al contrario; y que para multiplicar ó dividir un

quebrado por uit número cualquiera, basta dividir ó

multiplicar su denominador por dicho número.

Cor. De aquí se sigue qaepára multiplicar un quebra

do por su denominador basta suprimir este , y el pro

ducto será igual al numerador.

Así, f xí}=5, ^fx 1 1 =6. -jRj- x 13=8, etc. etc.

67 Teor. Un quebrado no se altera , aunque sus dos

términos se multipliquen ó partan por un mismo número.

Dem. Cuando se multiplican ambos términos por un

mismo número, tenemos que con multiplicar el nume

rador , se hace al quebrado tantas veces mayor (65) co

mo unidades tiene e¡l número por que Se multiplica ; pe

ro con multiplicar el denominador por el mismo nú

mero, se le hace este mismo número de veces menor

Tom. I. 7
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(66); luego no se altera su valor, o' queda conforme es

taba. L. i? Q. D. D.

Si se dividen por un mismo niímero, con dividir el nu

merador hacemos el quebrado tantas veces menor como

unidades tiene el ndniero porque se divide (65); y con

dividir su denominador por el mismo número, se le ha

ce el mismo niímero de veces mayof (66); luego queda

conforme estaba. L. 2? Q. D. D. /

Esc. Hé aquí quebrados iguales qüe satisfacen al teo

rema 84=:i|= f=:etc.

y es digna de notarse la conformidad de estos resulta

dos con los deducidos para la división (6 1 , 4?).

! 68 Ert la primera parte del teorema anterior, se fun

da la reducción de tos quebrados á Un común denomina

dor ; y en la segunda , su simptificaciant

Cuando dos 6 mas quebrados tienen un mismo de

nominador , Se dice que lé tienen coirtun ; muchas ve

ces se necesita que le tengan ,¡ y para conseguirlo se mul

tiplican los dos términos de cada quebrado por el pro

ducto de los denominadores de los démüi. En este caso

no se altera el valor de ningún quebrado , porque sus

dos términos se multiplican por un mismo número ; y

sale el mismo denominador (36 ere),- porque resulta

de la multiplicación de los denominadores de todos los

quebrados. ' V. g< Si quiero reducir á un común denomi

nador los quebrados } y j, los pondré

como aquí se ve: < , . , „
i 1 4 1 5

Multiplicaré los dos términos del $■ pof 7" ,• que es el

denominador del otro quebrado, diciendo : 2 por 7 son

14, que pongo por numerador del nuevo quebrado,

debajo de su correspondiente -J; tiraré la raya y diré:

3 por 7 son 2 i , que pongo debajo de la raya. Paso al

segundo quebrado ^ y digo : 5 por 3 son 1 5 , que pongo

debajo del f ; tiro la raya y después pongo debajo 2 1 ,

producto de 3 por 7 ; con lo que tengo los quebrados

lf 1 íi i *lne *on iguales cada uno con su correspondien

te, y tienen un mismo denominador.
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Si los quebrados fuesen f , í , $ , multiplicaría los

dos términos del primero f por 1 o , producto de 2 por 5,

que son los denominadores de los demás, y tendría que

el primer quebrado se convertiría en fg;

pasaría al segundo i, cuyos términos los multiplicaría

por 30 , producto de 6 y 5 , denominadores de los de

más, y se - convertiría en

y luego los dos términos del tercero § , los multiplica

ría por is, producto de 6 por 2 , denominadores de los

demás, lo que da £§;

con lo que tengo los tres quebrados f§, §§, §§,

que son iguales con los primitivos y tienen un mismo

denominador.

Como el denominador común resulta de la multipli

cación de todos los denominadores, no se necesita mas

que multiplicarlos una vez entre sí; por lo que, la regla

general para no tener que hacer mas ni menos de lo in

dispensable, es la siguiente: multipliqúese cada numera

dor por el producto de los denominadores de los demás,

y se tendrán de este modo los numeradores de los que

brados que han de quedar reducidos á un mismo denomi

nador; y para encontrar el denominador , se muít¿plisa

rán entre sí todos los denominadores.

f' I' i> *

dan #5, AV

Mr. Boyrdon, en la página 58 de la undécima edi

ción de su Aritmética, impresa en París el año próximo

pasado de 1833, se propone reducir á un común deno

minador los cinco quebrados §, r7T, j-f , f$ , ; y dice:

"Después de haber formado el producto de los cinco de

nominadores 8, 11, 13, 25, 43, lo que da el producto

1229800, se divide sucesivamente este producto por ca

da uno. de los denominadores , y se obtienen los cinco

cocientes 153725, 111800, 94600, 49192, 28600, que

se colocan respectivamente debajo de las cinco fraccio

nes propuestas ; después de lo cual , se multiplican los

dos términos de cada fracción por el cociente que le cor-

Ejemplo.
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responde; y todas las fracciones están así reducidas al

misino denominador. . . . Este medio es por otra parte,

sin contradicción, mucho mas espedito, que si para ca

da fracción, se efectuase 'la multiplicación délos deno

minadores de los otros cuatro. Deberá emplearse siempre

que se tienen que reducir mas de tres fracciones al mis

mo denominador.'*

Esta rogla de Mr. Bourdon, conforme la propone, es

mucho mus complicarla que la nuestra ultima, i? Por

que en lo que dice " se multiplican los dos te'rniinos de

cada fracción por el cociente que le corresponde, es inú

til absolutamente el multiplicar el denominador por el

cociente , puesto que ha de ser el mismo que él produc

to de todos los denominadores , que ya se suponen halla

dos ; 2? porque, aunque se pusiese en la frase mencio

nada . se multiplica el numerador de cada quebrado por

el cociente , resultaba mas embarazo por la regla de

Mr. Bourdon, que por la nuestra, á causa de que la opera

ción de dividir es mucho mas engorrosa que la de mul

tiplicar y está espuesta á mas equivocaciones; y 3? por-;

que la materialidad de las operaciones, prescindiendo

del mayor cuidado intelectual que es necesario poner

en la división que en la multiplicación, hay que escri

bir' muchos mas guarismos en la regla de Mr. Bourdon,

que en la nuestra.

Así es , que aplicadas ambas reglas á los quebrados

propuestos, resulta que por la regla de Mr. Bourdon se

necesita escribir la séptima parte mas de guarismos que

por la nuestra; y el resultado, que por ambas hemos

obtenido, es

4fM!7:> 782(100 oi^OOO tlSlilP 820^001 . "i 1 1 *

1220,800 1229800 1221)800 i 220ÍÍ00 1229800

69 Esta operación convierte los quebrados en otros

de igual valor, pero mas complicados ; y as?, solo se eje

cuta como auxiliar de otras; pero la que se debe hacer en

todos los resultados donde haya quebrados, es simplifi

carlos. Se dice que se simplifica un quebrado cuando,

se convierte en otro da igual valor, y cuyos términos son

menores.
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Para esto, se diyidcn sus dos términos por 2 todas las

veces que se pueda; luego por 3, y por los demás nú

meros primos, lo cual se conoce por lo dicho (59). Asf,

si quieto simplificar el quebrado J~ ; veo que sus dos

términos se pueden dividir por 2 ; Jo hago y tengo ^3,

que es igual con f'-n y que se puede aun simplificar

por 2 ; lo hago y tengo que aun se puede simplificar

por 2 ; lo hago y tengo -5. , que no se puede simplificar

por 2 ., pero sí por 3 (§ 59); lo hago y tengo J, que es

igual con el que sa nos dio. En efecto, el es el

que provino (en el ejemplo de ántes) del f , al reducir

los quebrados á un mismo denominador ; y como aho

ra deshacemos lo que ántes hicimos , ha de resultar lo .

mismo que había, » ;

Los principiantes deben simplificar todos los puestos

anteriormente , como se ve en el que aquí se presenta,

99"p 4o'»0 2^75 82.1 27 5 55 5

i386o - 69Ü0 "~ 3465 r— 11 55 385 77^7

Sumar, restar, multiplicar y dividir quebrados.

! 70 Los quebrados también se suman , restan, muh

t/'plican y dividen.

Para sumarlos se reducen á un mismo denominador

(si no le tienen) ; después se suman los numeradores ; 4

esta suma se le pone por denominador el denominador

común ; y si este quebrado es impropio , esto es , si su

numerador es mayor que su denominador , se divide el

numerador por el denominador para sacan ¡os enteros

que contenga , y se simplifica si se puede. '

Si quiero sumar ¿ con § , los reduciré á un común

denominador (68), y se convertirán en 9% ; des

pués sumaré los numeradores 15 y 8 , y á la suma 23 le

pondré por denominador el 20, que es el común, y la

puma será §§; que sacando los enteros será 1 3 .

La operación se indica así:
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Aplicando la regla á estos ejemplos, se hallará

,0 1 . 2 . 4_-X8S>_. 7P , IlO 442 , 124.

Dem. Se reducen á un común denominador, porque

no son homogéneos §i no le tienen; después se suman los

numeradores , porque en ejlps está el valor de los que

brados; y á esta suma se le pone por denominador el

común, parq saber el nombre de aquellas, partes. La

simplificación que después se hace, es porque en todas

las operaciones ae deben presentar los resultados con la

mayor sencillez. L. Q. D. D, ,

i 71 Al sumar quebrados pueden ocurrir tres casos:

sumar quebrados con quebrados, que es lo que acabamos

de ejecutar; sumqr un entero con un quebrado; y su

mar números mistos con números mistos.

■ La cuestión que conduce á sumar un entero con un

quebrado, se presenta cuando se tiene un número mis

to, tal como 4 J, y se quiere saber cuántos quintos com

pone el entero junto con el quebrado. En este caso, se

dice que se reduce el entero a la especie del quebrado que

le acompaña ; para lo cual se multiplica el entero por el

denominador del quebrado ; á esto se añade el numera

dor ; y á la suma se le pone por denominador el deno

minador del quebrado. ÍDe manera, que para aplicarlo

á 7 J, multiplicaré el 7 PQr el 5i al producto 35 le ana-

diré el numerador 3 de\ quebrado, y á la suma 38 le

pondré por denominador el 5 del quebrado, y tendré

en 'jp ejecutada la Operación que se me pedía. Porque

en este casa cada unidad vale cinco partes ; luego 7 uni

dades valdrán s¡ete veces cinco ó 35 partes, y las 3 que

se tenían serán 38 de estas partes, esto, es, 38 quintas

partes ó " , que es L- Q- !?• D.

Del mismo modo se tiene 14 £ = 12 y^^:1^.

] 72 Para sumar números, mistos con números mistos,

se suman los quebrados, con los quebrados , <y los enteros cotí

los enteros^ cuidando de sumar con estos los que resulten,

de la suma de los quebrados y se simplifica si se puede^
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(

r.<"r ejetn. Si quiero sumar 45 í con 27 * y con 6 f,

los pondré los unos debajo de los otros en esta forma.

Como los quebrados tienen un misino

denominador, sumarélos numeradores, pon

dré á esta suma el denominador común, 45 i

y saco de la aumu de los quebrados y2; 27 *

pero en y hay un entero y borro el 6 f

'y, y pongo debajo el £; el 1 le coloco ——

sóbrelos enteros, separándole con úname- 79 * *

dia luna para que se conozca que ha pro- h

venido de la suma de los quebrados; su- 7

mo después los enteros y saco 79 ; por lo que la íunia

pedida es 79

2? éjem.Si quiero sumar los núitíeros 47?, 9-3 y

1 38 ^, primero reduciré lós quebrados á un común de

nominador, y ejecutaré la operación como ( 1

aquí se ve: * 24

y saco la suma 195 §|. of.l!.*t

f 573 Para restar quebrados sé reducen j^gi""^

á un común denominador (si no le tienen) ' " ' '

después se restan los numeradores; y á la 195 $(¡f¡

resta se le pone por denominador el deno- ~7Z

minador común , y se simplifica si se puede, t '2 9

tse ejem. Si qu^ro restar J de |, los reduciré á un

común denominadoras) , y se convertirán en p-0 y

restando el 8 num«ador''dlE^qüebrádo' ^Q correspon

diente al sustraendo |,' del 15 numerador del |¿ corres

pondiente al minuendo | , y poniendo i la diferencia 7

el denominador común 20, tendré la resta /Q, que 110

se puede simplificar.

La operación se indica así: |— —tb—A- "

Dem. Se reducen á un común denominador, porque

en la resta los datos deben ser homogéneos; después

se han de restar los numeradores, porque en ellos está

el valor de los quebrados; y finalmente se ha de po

ner á la resta el denominador común , porque es él que

da nombre al quebrado. L. Q. D. D.
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74 Ál restar quebrados, pueden ocurrir fres casos:

restar un quebrado de otro , que es lo que se acaba (te

hacer; restar un quebrado de un entero; y restar un

número misto de otro número misto.

Para restar un quebrado de un entero, se le quita

al entero una unidad ; al lado de este entero , después

de rebajada la unidad, se pone un quebrado1 euyo- nume

rador es igual á la diferencia que hay entre el deno

minador y el numerador del quebrado dado , y el de

nominador es el mismo que el del quebrado que se da;

con lo que está hecha ht'resta. /

Aplicando esta regla á los ejemplos siguientes , se en

te á esta 8 — f =7-i-f-— j = j-)-f = 7 J nos resul

ta L. Q. D. D.

1 75 Para restar HW-mímero misto de otro, se resta

el quebrado del quebrado, y el entero del entero. Si des

pués de reducidos á un mismo denominador, si no le tie

nen, el quebrado del sustraendo es mayor que el del mi

nuendo ,para. poder restar se toma unaunidud del minuen

do, la ¿civil- se reduce á la especie del quebrado que le

acompaña (lo -que se consigue sumando el numerador

del quebrado con el denominador, y á esto poniendo

por denominador el común); de este quebrado que se

rá impropio , se resta el del sustraendo , y luego al eje

cutar la resta con los enteros, se debe advertir que ai

minuendo se le ha quitado una unidad. I

i.''' ejemplo. Si quiero restar i8¿ de 33 los co-

reduciré á un común denominador los que- 18

brados; y como sale el del sustraendo me- .—

ñor que el del minuendo, paso á restar el 15 ^3-

quebrado del quebrado y el entero del entero y

 

locaré" como aquí se ve :

  

saco 15 ¿f.
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2? ejem. Si quisiera restar 24* de 45" los coloca

ría como aquí se ve:

reduciendo los quebrados á un común 45^ . 4J... .Jütf

denominador, sale menor el del mi- 24

nuendo; tomo una unidad del entero,

que en este caso vale |-|, y sumada 20 S.Z

con los £| me da 1$-¿-\ paso después á la resta, conside

rando al 5 del 45 como 4, y tengo por último 2oJs|.

1 76 Para multiplicar un quebrado por otro se Multi

plica numerador por numerador , y denominadorpor de

nominador , y se simplifica.' V. g. si quiero multiplicar

? por y diré: 2 por 4 son 8; 5 por 7 son 35; poniendo

por numerador el producto de los numeradores , y por

denominador el de los denominadores, tendré en K el

producto pedido,

Dem. Porque si tuviera que multiplicar el 2S por 4,

estaba reducida la operación (65) á multiplicar su nu

merador por 4; y en este caso el producto sería ^ ; pe

ro de multiplicar el f por un número siete veces menor

que 4, esto es por f, ha de resultar un producto (61, 3?)

siete veces menor que J; y como esto se consigue (66)

multiplicando su denominador por 7, resulta, ejecután

dolo, que £¡ es el producto verdadero. L. 0- D. D.

Del mismo modo ^XÍ=J|=A; &X|= |§ =ff

lísc. Cuando el multiplicador sea un quebrado pro

pio , esto es , que su numerador sea menor que su de

nominador, el producto que resulte será menor que el

multiplicando ; porque el numerador de este se inulti-

ca por un número menor que el número por que se mul

tiplica su denominador.

77 Al multiplicar quebrados pueden ocurrir tres ca-

■ sos: multiplicar un quebrado por otro, que es lo que

acabamos de esplicar; multiplicar un enteropor un que

brado o un quebrado por un entero; y multiplicar un nú

mero misto por otro misto.

Para multiplicar un entero por un quebrado ó un

quebrado por un entero , se multiplica, el entero por el

numerador del quebrado , y al producto se le pone por

Tom. I. 8



j8 • ARITMÉTICA.

denominador el denominador del quebrado , y se simpli

fica si se puede. /'

i.er ej. Si quiero multiplicar 4 por f, multiplicaré

el 4 por 5, al producto 20 le pondré por denominador

el denominador 7 del quebrado, y tendré que el pro

ducto será 3—; que sacando los enteros se convierte

en 2

La operación se indica así: 4Xf—2^-=2^.

Del mismo modo jX-$£—Q~§= 1 5.

Díwz. Esta regla está fundada en lo dicho (65 esc),

y también se deduce del caso anterior, poniendo al en

tero la unidad por denominador.

78 Para multiplicar un numero misto por otro mis

to , se reduce el entero á la especie del quebrado que

le acompaña en cada factor, y después se multiplica

numerador por numerador, y denominador por deno

minador. V. g. Si quiero multiplicar 3 £ por 2 re

duciré en ambos factores el entero á la especie del que

brado que le acompaña, y tendré que multiplicar s/-

por ■M; y ejecutando la operación (76), tendré

3j-X27— s x 7 —^s —"as-

Bel mismo modo 28 ^X24|=i|2.x2S—

2.'>7'!n 13870 6<¡35 2l45

' 79 Para dividir un quebrado por otro, se multipli

ca el numerador del dividendo por el denominador del

divisor, y este será el numerador del cociente: y el de

nominador del dividendo por el numerador del divisor,

y este producto será el denominador del cociente, y se

simplifica. [V. g. Si quiero dividir | por ?., multiplicaré

el numerador 3 del dividendo por el denominador 7 del

divisor , y el producto 2 1 será el numerador del cocien-

¡ te ; después multiplicaré el denominador 4 del dividen

do por el numerador 2 del divisor, y el producto 8

será el denominador del cociente, el cual será 2¿o 2

Del mismo modo %: £=f§=$§=4f=f

Dem. Porque si solo tuviese que dividir el ¿ por 2,
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estaba reducida la operación (66) á multiplicar su de

nominador por 2 j de manera que §■ sería el cociente;

luego de dividir el ¿ por un número siete veces me

nor que 2 , esto es por i, ha de resultar (6 1 , 4?) un

cociente siete veces mayor que ^ ; y como esto se con

sigue (65) multiplicando su numerador 3 por 7, re

sulta, ejecutándolo, que el verdadero cociente será V, tí

lo que es lo mismo |: ^~2^ —2^, que era L.Q.D.D.

/ 80 Al dividir quebrados pueden ocurrir cuatro ca

sos : dividir un quebrado por otro , que es lo que se

acaba de hacer ; dividir un entero por un quebrado ; di

vidir un quebrado por un entero ; y dividir un número

misto por otro misto.

Para dividir un entero por un quebrado, se multi

plica el entero por el denominador del quebrado , á este

producto se le pone por denominador el numerador del

quebrado, y se simplifica si se puede. I

V. g si quiero dividir 7 por | , multiplicare' el en

tero 7 por el denominador 5, y tendré 35 ; á este pro

ducto le pondré por denominador el numerador 2 del

quebrado, y tendré -¿-, tí sacando los enteros 17 5.

r. <;;{ 3 1

Del mismo modo o: - — ~r = 10 ~— 10
7 7 b () 2

8 1 Para dividir un quebrado por un entero se mul

tiplica el denominador del quebrado por el entera, y

queda hecha la división. 1

V. g. si quiero dividir y por 6 , multiplicaré el de

nominador 5 por el entero 6 , y tendré por cociente g3<¿,

tí después de simplificado.

Del mismo modo — — = — : — :q— — = —■
ii 5a . 26 17 ' íb.i 5i

Dem. Poniendo, en este caso y el anterior, al ente

ro la unidad por denominador, 1a demostración se re

duce á la dada (79), tí se puede deducir de lo dicho

(61 , 4? y 66 esc).

' 82 Para dividir un número misto por otro misto se

reduce cada entero á la especie del quebrado que le acom

paña , y después se divide como un quebrado por otro. J
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V. g. quiero dividir 5^ por af; primero reduciré

cada entero á la especie de su quebrado, y tendré' que

dividir 22 por -9 ; que (79) dará -7 : ¿2 = ^ = s - .

■ni- j 5' 6 fid So 748 3?4 24
Del mismo modo 9 -: 4 —= — : — = — = -~ = 2 —-•

7 11 7 11 35o 1 7 5 175

.Esc. Ademas puede ocurrir el dividir un quebrado

ó un entero por un número misto , y al contrario ; pero

reduciendo el entero á la especie del quebrado , se tienen

los casos anteriores , que se practican como se ve en es

tos ejemplos.

„ 3 4 3 14 i5 o . 3 a3 36 .3
1 ? -: 2 -= — = : 2? 9:5-= o: — - - = 1 —•

7 5 7 5 98' y 0 i y 4 2¿ ai'

o 4 38^ 4 _34a_wi 2..

^ 7 9 7 ' 9 28 14 14'

_ 2 2n 2m L 1

4? 6_:5=3_:5=_ = . = I

De la valuación de los quebrados.

83 Valuar un quebrado es hallar su valor en unida'

des de especie inferior á la que se refiere. V. g. en \ de

vara no hay ninguna var i ; pero como la vara tiene 3

pies, 1 pie será la tercera parte de la vara, y per lo

mismo (intr. ax. 5?) % de vara^z 1 pie, y está valuado

el quebrado.

Para valuar un quebrado, se multiplica el numera

dor por el número que espresa las veces que la unidad en

que se quiere valuar el quebrado, está contenida en aque

lla d que se refiere eVquebrado, y esto se parte por el

denominador ; si de la división result.i un número misto,

y hay todavía unidades de especie inferior , se hace con

el quebrado lo mismo; y así se continúa hasta que no

haya mas unidades de especie inferior; en cuyo caso, si

queda todavía quebrado, se desprecia si el numerador no

llega ú ser la mitad del denominador : y se añade en

vez, del quebrado una unidad á las unidades anteriores,

si el numerador llega ó pasa de la mitad del denomi

nador. \
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Así, si quiero saber cuánto valen ~ de doblón, mul

tiplicaré el numerador 3 por 4, que son los pesos que

tiene el doblón, y dividiré el producto 12 por 7, lo

que da 1 peso y y de peso. Para averiguar los rea

les que hay en de peso, multiplicaré el numerador

5 por 15, que son los reales que contiene un peso, y

dividiré el producto 75 por 7, y tendré 10 reales y£

de real ; parí averiguar los maravedises que hay en §

de real, multiplicaré el numerador 5 por 34, que son

los maravedises que tiene un real, y dividiré el pro

ducto 170 por 7, y tendré 24 maravedises y ~ de ma

ravedí, que como no hay unidad inferior al marave-,

vedi y el numerador 2 no es la mitad del denomina

dor 7, le desprecio: y tengo que los \ de doblón va

len un peso, 10 reales y 24 maravedises.

Dem. La razón de esto es que i de doblón es lo mis

mo í 63) que 3 doblones repartidos entre 7; y como

no les toca á doblón, se reducen á pesos, estos á rea

les , y los reales á maravedises , para ver á como les to

ca en estas unidades de especie inferior.

De los quebrados ó fracciones decimales.

84 La teoría de los quebrados acabada de esplicar,

embaraza mucho los cálculos, en razón de la ninguna

ley que siguen los denominadores, que van variando en

cada quebrado. Para evitar este inconveniente, y facili

tar y uniformar todas las operaciones, sedian inventado

las fracciones decimales ; las que al mismo tiempo que

son un caso particular de los quebrados comunes, llenan

todos los objetos mencionados.

Son, pues, las decimales, unos quebrados que tienen

por denominador 10; 1 00 ; 1 000 , etc. y en general la

unidad seguida de ceros.} Para formarnos una idéa exac

ta de las decimales , concebiremos dividida la unidad en

diez partes iguales, que se llaman décimas; concibiendo

ditidida cada décima en diez partes iguales, la unidad

tendrá ciento , y por lo mismo se llaman centésimas par

tes de la unidad; concibiendo cada centésima dividida

en diez partes , estas serán milésimas de la unidad ; y



62 ARITMÉTICA.

continuando dividiendo en otras diez cada una que vaya

saliendo , resultarán las diezmilésimas , cienmilésimas,

millonésimas, diezrnillonésimas , cienmillonésimas, mil-

millonésimas , diezmilmillonésimas , etc.

J" Por la uniformidad de los denominadores, y la ley

que sigue cada parte de ir siendo diez veces menor, no

se escribe el denominador de estos quebrados, sino que

se ponen, á la derecha de las unidades, las .décimas ; á

la derecha de estas , las centésimas ; después las milési

mas , luego las diezmilésimas , cienmilésimas , etc. Y

para conocer el guarismo que espresa las unidades , se

pone entre él y las décimas una coma; y si no hay uni

dades , se pone o antes de la coma , para que ocupe el lu

gar de las unidades. W. g. si quiero espresar cuarenta y

cinco enteros y seis décimas , escribiré así : 45,6 ; y la

coma da á entender que el guarismo 5 espresa las uni

dades , y el 6 las décimas ; si solo hubiera querido es

cribir seis décimas , hubiera puesto o en lugar de las

unidades , y tendría escritas las seis décimas de este

modo : 0,6.

Si se quiere espresar el denominador , se puede po

ner ^s en vez de 0,6, y 45^0 en vez de 45,6; donde

se debe advertir que la coma hace oficios de denomina

dor,.y que cuando se quiera espresar este, se pondrá la

unidad seguida de tantos ceros como guarismos hay des

pués de la coma. Por ejemplo

3i5°7=3rc5rc>i y °>0°39=ro3óo-o--

85 Un número que lleva enteros y decimales, es

un verdadero ndmero misto : y así , para leerle , se

leerá primero el entero (1 , y luego los guarismos de

cimales del mismo modo, pronunciando, después de

estas, la denominación que les corresponda: la cual

si no se conoce al golpe por haber muchos guaris

mos decimales, se averigua diciendo desde la coma a

la derecha, en el primer lugar décimas, en el segun

do centésimas, y así sucesivamente, hasta el último

guarismo, cuyo nombre se apunta si es complicado

el número. Para que 110 se confundan las comas de
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la división de periodos con la de las decimales, se ha

ce esta mayor que aquellas. Así, si quisiera leer el

número 7056403274,3509053405703364;

averiguaría la especie de unidades del último guarismo

4 , y hallaría ser diezmilbillone'simas. Después le prepa

raré (13) en esta forma:

7,056,403 274 3,509^053,405,703,364;

y se lee así : siete mil cincuenta y seis millones , cuatro

cientos tres mil, doscientos setenta y cuatro unidades

ó enteros : tres mil quinientos nueve billones , cincuenta

y tres mil cuatrocientos cinco millones , setecientos tres

mil trescientas sesenta y cuatro diezmilbillonésimas.

86 El valor de ks decimales no se altera cuando se

ponen ó quitan ceros á continuación de los guarismos

significativos. I

V. g. 0,7=0,70—0,700=0,7000=0,70000 etc.

Porque como 0,7=^, multiplicando sus dos tér

minos por 10, por 100, por 1000 etc. no se alte

rará el quebrado (67), y se tendrá que

r> n— ,7-2°—J°S>JL—etcUV—Yo—loo-—1000—10000—tLl"

ó 0,7=0,70=0,700=0,7000= etc.

Si teniendo ceros al fin se quitan, resultan los dos

términos divididos por un mismo número, lo que (67)

tampoco altera el quebrado. L. Q. D. D.

87 Si los ceros se colocan entre la coma y los gua

rismos significativos, se hace el quebrado tantas veces

menor como espresa la unidad seguida de tantos ceros

como se han puesto entre la coma y los guarismos sig

nificativos; porque en este caso se hace diez, ciento, mil,

etc. veces menor el valor de cada parte, y no se hace

diez, ciento, mil, etc, veces mayor el número de ellas, f

Del mismo modo, si en un número que lleva^ enteros

con decimales, se corre la coma un lugar hacia la iz

quierda, como el guarismo que ántes espresaba unidades,

ahora espresará décimas; el que ántes décimas, ahora

centésimas; y así sucesivamente; resulta que cada par
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te se ha hecho diez veces menor, y por lo mismo esta

mutación de la coma habrá convertido al número pro

puesto en otro. diez veces menor.} Si se hubiera corri

do la coma dos lugares hacia la izquierda, hubiéramos

hecho cien veces menor á dicho número ; y en general,

con correr la conia un número cualquiera de lugares

hacia la izquierda , se hace al número tantas veces me~

ñor, como espresa la unidad seguida de tantos ceros

como lugares sé corrió la coma.

V ' Por el contrario , corriendo la coma un número

cualquiera de lugares hacia la derecha , quedará hecho

el número tantas veces mayor , como espresa la unidad

seguida de tantos ceros como lugares se corrió la coma. ^

Así, si en el número 8532,74914

coloco la c"oma entre el 5 7 el 3, tendré 85,3274914,

que será cien veces menor que el propuesto; y si la pu

siera entre el 9, y r ! 1 tendría 8532749,14,

que es mil veces mayor que el propuesto.

I 88 Puesto que las decimales siguen la misma ley

que los enteros, y se escriben y leen lo mismo que

ellos, es un punto de la mayor importancia el susti

tuir los quebrados decimales á los comunes , lo que se

consigue convirtiendo en decimales los quebrados que

hayan de entrar en los cálculos. Para esto, se toma el

numerador del quebrado por dividendo y el denomi

nador por divisor, y se divide el uno por el otro;

mas si el quebrado es propio, no cabrá el divisor en

el dividendo; y asi, se pone o en el cociente, y des

pués se añade urf o al dividendo y se divide por el di

visor; el cociente se pone á la derecha déla coma; sé

multiplica por el divisor y se resta. A la resta se aña

de otro cero y se divide por el divisor ; lo que resulta

se pone en el cociente á la derecha del guarismo ante

rior , se multiplica y resta. A la resta se añade otro

cero , y se continúa añadiendo un cero por cada guaris

mo decimal que se quiera sacar : observando que si, des

pués de añadir un cero no cabe el divisor en el dividen

do , se pone cero al cociente y se añade otro cero al di

videndo.



ARITMÉTICA. 65

i.er ej. Quiero sacar con tres decimales el valor de

y^; ejecutaré la operación como aquí

se ve: 50 I

Tomo el 5 por dividendo y el 17 160 1 L

por divisor; veo que 17 no cabe en 5; 0070 °i294

y por lo mismo pongo o en el cociente, 02

y después la coma; añado un o al 5, y veo que 50 en

tre 1 7 les toca á 2 , que pongo en el cociente después

de la coma; multiplico este cociente por el divisor, le

resto del dividendo 50 y saco la resta 16. A esta aña

do un cero, y veo que 160 entre 17 íes cabe á 9;

que pongo en el cociente ; multiplico por el divisor, y

resto del dividendo 1 60. Al lado de la resta 7 pongo

otro cero , veo que 70 entre 1 7 les toca á 4 que pon

go en el cociente ; multiplico por el divisor y resto.

Del mismo modo continuaría si quisiera sacar mas de

los tres guarismos decimales que me propuse; con lo

cual tengo reducido el quebrado Ty á quebrado de

cimal, aproximado hasta milésimas.

2? ej. Si quiero reducir á quebrado decimal 5B , lo

ejecutaré como aquí se ve : 8000 [

Tomaré el 8 por dividendo, , J

el 943 por divisor, y pongo en °* ° I

el cociente cero y coma ; anado <c
un cero al 8 , y como 80 no ">3 o

contiene al divisor 943, pongo o en el cociente; añado

otro al dividendo, y pongo también o al cociente; aña

do otro o al dividendo, y veo que 943 en 8000 6 9 en

80 cabe 8 veces , pongo 8 en el cociente después de los

dos ceros ; multiplico por el divisor y resto ; á la resta

le añado un cero , y así continuaré hasta sacar los gua

rismos que necesite , que supongo aquí que son seis , y

tengo el quebrado 0,008483 , que es el mismo que el

5^3 , con diferencia de ménos de una millonésima par

te ue la unidad.

Dem. Como de tomar el numerador por dividendo

y el denominador por divisor, no puede salir ningún

entero , se pone cero y coma en el cociente ; añadiendo

un cero al dividendo, se convierte en 80, que para que

Tom. I. 9
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no se altere su valor, deben considerarse como décimas;

y por lo mismo se vé si les toca á alguna ; y si no , se

pone también cero en el cociente en el lugar de las dé

cimas ; y continuando el mismo raciocinio respecto de

todo lo demás de la regla , resulta L. Q. D. D.

89 Al convertir los quebrados en decimales resulta

cociente exacto , cuando el denominador no tiene mas

factores simples que el 2 y el 5 , como 8 ; 1 6 ; eíc. etc¿

25; 125, etc. V. g. si convierto en decimales los que

brados f ; £-¿s, lo haré como se ve en (A), (B), (C),

5o

20

40

o

(A)

8

0,625

(B)

70 I 25

(C)

200 I 0,28

000

140

150

0250

000

125

0,1 12

y obtengo cociente exacto ; por lo que diré, que

f=ro,625; ^. = 0,28, y £& = o,ii2.

Si no sale cociente exacto, sucederá que como lá

resta ha de ser siempre menor que el divisor, así que

se hayan sacado tantas restas diferentes como unidades

tiene el divisor ménos una , la siguiente deberá ser una

de las anteriores ó el mismo numerador; de donde se

sigue que añadiendo un o, dará el mismo cociente y

resta que did antes ; á esta le sucederá lo mismo ; y así,

se pondrán aquellos guarismos las veces que se quiera.

Estas fracciones se llaman periódicas. Así, si convierto

en decimal el quebrado y, tendré (A) que al sesto gua^

rismo hallo la resta 5 , que es el mismo numerador;

(A)

50

10

20

60

40

5

0,714285

40

70

40

7

(»)

I 11

0,3636
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por lo que se repetirán los mismos guarismos, y tendré

£=0,714285714285714285 etc.

Si convierto en decimal el quebrado -£¡, encuentro

(B) que al segundo guarismo se repite el numerador]

por lo que ^= 0,363636363636 etc.

Si convierto el \ , tendré que § -0,666666 etc.

Si la resta, que se repite, no es el mismo nume

rador del quebrado, entonces la fracción es en parte

periódica y en parte no, como se verá en estos que

brados

Í A=o,58333 etc-

y fff=o,64io8io8io8io8 etc.

Sumar, restar, multiplicar y dividir decimales.

90 Para sumar las decimales se ponen los suman'

dos los unos debajo de los otros, de modo que se cor

respondan las décimas debajo de las décimas, las cen

tésimas debajo de las centésimas etc. esto es, que la

coma en todos los sumandos forme columna ; después

se tira una raya y se suman exactamente como si fue

sen enteros , teniendo cuidado de poner la coma en la

suma , de modo que forme columna con las de los su

mandos.

i.er ejemplo. Si quiero sumar 0,027 con 35,46, con

783,0639, con 0,3, con 9,53 y con 32,0757,103 pon

dré los unos debajo de los otros como aquí se ve:

Y después de tirada la raya , empie

zo por la derecha diciendo: 977 son 0,027

16, pongo 6 debajo de la raya, y paso o^f.

á la columna siguiente donde digo: 7 y 1 * "

que llevo son 8 , y 3 son 11, y 5 son

16, pongo 6 y llevo 1 para añadirla á la ' 9'53

soma de la columna siguiente; y conti- 32,o,757

ndo la operación como si fuesen ente- • 860 4^66—

ros (26), teniendo cuidado de ponerla

coma entre el p y el 4 debajo de las de los suman

dos, y digo que la suma es 860,4566.

2? ej- 85,37-+-9,o345-4-o,6382-(-42,o85=i37,i277.

*
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Dem. Como haciendo la colocación dicha , y tu

rnando en columna, sumamos todas las unidades de

una misma especie, y todas las sumas parciales las reu

nimos en una sola al mismo tiempo que las vamos sa

cando, resulta (intr. ax. 3?) L. Q. D. D.

91 Para restarlas, se pone el sustraértelo debajo del

minuendo, de modo que se correspondan las unidades,

de cada especie, esto es, que la coma del sustraendo

corresponda debajo de la del minuendo; se tira uruL.

raya, y se resta como en los números enteros , .poniendo

la coma en la resta, formando columna con las de

arriba, " m>

Aquí puede ocurrir que no tengan un mismo nú

mero de guarismos decimales el minuendo y sustraen

do : si el sustraendo tiene menos , se ponen aquellos gua

rismos que tiene de mas el minuendo , y luego se restan

los del sustraendo de los que quedan en el minuendo^

si el minuendo tiene ménos que el sustraendo, se resta

el guarismo de la derecha del sustraendo de 10, y to

dos los demás de 9 , hasta llegar al primer guarismo

del minuendo, el cual se considera con una unidad

ménos.

i.er ejemplo. Quiero restar de 625,4685 el numero

35458796; pondré el sustraendo 354,8796 debajo del

minuendo como he dicho y se ve en (A):

(A) (B) - (C)

625,4685 8375,75426392 475i36

354,8796 789,4358 287,4753835

270,5889 7586,31846392 187,8846175

y después de tirada la raya, resto como si fuesen en

teros (31), cuidando de ponerla coma entre el o y el 5,

y saco la resta 270.5889.

2? ej. Si quisiera restar de 8375,75426392 el nú

mero 789,4358, los colocaría como se ve en (B).

Y como el sustraendo tiene ménos guarismos deci

males que el minuendo, pongo debajo de la raya los
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cuatro guarismos 6392 del minuendo, que no tienen

correspondientes en el sustraendo, y después resto co

mo ántes y saco 7586,31846392.

3." ej. Si de 475,36 quisiera restar 287,4753825,

los pondría como se ve en (C).

Y como el sustraendo tiene mas guarismos que el

minuendo, diría: de 5 á 10 van 5 que pongo; de 2

á 9 van 7 ; de 8 á 9 va 1 ; de 3 á 9 van 6; de 5 á 9

,van 4; ahora debo considerar al 6 del minuendo con

una unidad ménos , y digo : de 7 á 1 5 van 8 , y de 15

llevo 1 ; y continuando la operación como ántes saco

la resta 187,8846175.

Dem. En los dos primeros casos es la misma (29); en

el tercero, es porque se pueden considerar después de

los guarismos decimales los ceros que se deseen sin al

terar su valor (86), y queda reducida la operacion*á

la espuesta (32), que por comodidad en este caso se

practica del modo que hemos dicho. L. Q. D. D.

92 Para multiplicar las decimales no se hace caso

de la coma , se multiplican como si fuesen números ente

ros , y luego en el producto se separan con la coma

tantos guarismos de derecha á izquierda como decima

les había en ambos factores juntos ; y si no hay bastan

tes, se completarán con ceros á la izquierda.

i.er ej. Quiero multiplicar 5,37 por 6,3; tomaré por

multiplicador el 6, 3, y le pondré* debajo del múltipla

cando cornos! no hubiese coma, conforme se ve en (A):

<A) (B) (C) (D)

5)3 7 °>3 5 0,2 9 0,0273

6,3 0,4 0,3 0,0026

1611 0,1 40 0,087 1638

32 2 2 546

33,831 0,00007098

Después de tirada la raya, multiplicaré (44) el 5,37

por el 6,3 sin hacer caso de la coma, y separando en

«1 producto 33831 tres guarismos de derecha á izquier-



ARITMÉTICA.

da, que son los decimales que había en ambos factores,

saco 33,831 que es el producto verdadero.

2? ej. Si quiero multiplicar 0,35 por 0,4, ejecutaré

la operación como se ve en (B).

Multiplicaré el 35 por 4, lo que me da el producto

140; y como debo separar tres guarismos, que son los

que hay en ambos factores juntos , pondré antes un ce

ro y tendré 0,140; pero como los ceros, después délos

guarismos decimales, no les aumentan ni les disminu

yen (86), borraré el cero que hay después del 4, y ái-

ré que el producto es 0,14.

3."r ej. Si quiero multiplicar 0,29 por 0,3, ejecutaré

la operación como se ve en (C).

Multiplicaré el 29 por 3; y como el producto 87

no tiene mas de dos guarismos , y debo separar tres, su

pliré con ceros los guarismos que me falten , y tendré

el producto 0,087.

Por último, si quisiera multiplicar 0,0273 por 0,0026,

. haría la operación como se ve en (D), y tendría el pro-r

ducto 0,00007098.

Bem. Con prescindir de la coma en el multiplican

do, le hacemos tantas veces mayor como espresa la unir

dad seguida de tantos ceros como guarismos decimales

tiene (87); y con prescindir de ella en el multiplica

dor, le hacemos tantas veces mayor como espresa la

unidad seguida de tantos ceros como guarismos deci-<

• males hay en él; luego (61, 3?) el producto debe sa

lir tantas veces mayor conio espresa el producto de es

tos dos números; luego para obtener el verdadero, se

deberá hacer este mismo número de veces menor: k»

que se consigue (87), separando con la coma tantos gua-r

rismos como decimales hay en ambos factores juntos..(*)

Como en el producto se han de hallar tantos guaris

mos decimales como hay en los dos factores , y en muchas

ocasiones no interesa el sacar exactos sino unos cuantos, es de

la mayor importancia manifestar el modo de abrevia^ esta,

operación ; lo cual se consigue por la siguiente regla : Cofó-

quese el multiplicador debajo del multiplicando , de moda
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93 De lo dicho (87) se deduce, que un número,

que lleva enteros y decimales ó decimales solas, je mul

tiplica por 10, corriendo la coma un lugar hacia la

derecha 5 por 100 corriéndola dos; por 1000 corrie^

que se correspondan en columna las comas, fíense cual es

el guarismo de especie superior del multiplicador ; si está en

el lugar de las unidades , tórnense en el multiplicando tün—

tos guarismos decimales como se quieran en el producto , se

parando ios Otros con una raya si hay mas t ó añadiendo

los ceros que se necesiten si hay menos. Si dicho guarismo

se halla á la derecha de la coma , véase qué lugar ocupa

después de ella ; el número , que espresa este lugar ¿ se res

tará del que espresa los guarismos que se quieren sacar ; y

se tomarán en el multiplicando tantos guarismos decimales

Como unidades tenga dicha resta, separando los otros con

una raya si hay mas , ó añadiendo ceros si hay ménos¿ Si el

espresado guarismo se halla á la izquierda de las unidades,

se verá qué lugar ocupa después de ellas; el número que es-

prese este lugar se sumará con el que espresa los guarismos

que se quieren sacar ; y se tornarán en el multiplicando tan

tos guarismos detimales como unidades tenga esta suma, se*

parando los otros si hay más , ó añadiendo ceros si hay me

nos. Hecha ya esta separación ¡ multipliqúese todo lo que

queda del multiplicando á la izquierda de la raya, por dicho

guarismo de especie superior del multiplicador ; póngase un

punto sobre el último guarismo del multiplicando , y otro de

bajo del guarismo del multiplicador por el que se acaba de

multiplicar; pásese d multiplicar todo el multiplicando , me

nos el guarismo apuntado, por el segundo guarismo del mul

tiplicador , contando de izquierda á derecha; y su producto

póngase debajo del anterior , de manera que se correspondan

en columna los últimos guarismos, sipúntese igualmente el

ultimó guarismo del multiplicando , que hemos considerado^

con un punto , y el del multiplicador por el cual hemos muh

tiplicado ; multipliqúese por el siguiente guarismo , y coló-*

quese el producto debajo de los anteriores sin correrle nin- '

gun lugar ; y continúese del mismo modo hasta que no haya

mas guarismos que apuntar en el multiplicando ó multipli

cador ; después se suma todo esto , y en la suma se separan

laníos guarismos como se quería que resultasen en el pro

ducto.

Al ejecutar esta operación conviene multiplicar también
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dola tres; y en general, para multiplicar por la uni

dad seguida de cierto número de ceros, se correrá la

coma tantos lugares hacia la derecha como ceros hay

después de la unidad.

el último ó dos últimos guarismos apuntados del multipli

cando por el guarismo del multiplicador que hace de nuevo

multiplicador parcial , con el objeto de saber las que se lle

van para ai/adirlas al producto del primer guarismo del

multiplicando ; pero d pesar de esto, conviene hacer la ope

ración como si quisiéramos hallar un guarismo ó dos gua

rismos mas en operaciones bastante grandes.

i.er ej. Si tuviera que multiplicar 37,452893297 por

5,6029688732, obtendría en el producto diez y nueve gua

rismos decimales ; y si por la naturaleza de la operación

me bastan solo cuatro guarismos exactos , perdía todo el

tiempo que gastaba en sacar los quince guarismos res

tantes, que, después de hecha la multiplicación había

de despreciar.

Para encontrar exactos los cuatro guarismos decima

les, sin que en ningún caso, puedan dejar de serlo, con

viene hacer la operación como para encontrar seis guaris

mos decimales. Para conseguirlo , coloco los factores- como

dice la regla en esta forma:

Y como el guarismo de especie superior •. ••••••

del multiplicador es el 5 , y ocupa el lngar 27,4528931297

de las unidades, debo tomar en el muí- 5,602968873a

tiplicando los seis guarismos que deseo en

el producto ; y por consiguiente separo 13-264465

con una raya los tres último» guarismos- 164-1 "3¿

del multiplicando, del modo que allí se 54go4

vé : multiplico todo lo que hay á la iz- a4-o5

qiiierda de dicha raya por el 5 , y el pro- 1644

ducto lo coloco de modo que el último g

guarismo caiga debajo del 3 , diciendo: 5, tg

guarismo de especie superior del multipli— f

cador, por 3, último guarismo del mullipli- __________

cando que considero , son i5; pongo 5 de 153,817685

modo que se. corresponda debajo del 3 del multiplicando, y

guardo la una que llevo para añadirla al produelo del g por

5 , y continúo la multiplicación parcial hasta que obtengo el

producto 1372644^5 sin hacer caso de la coma en ninguno

de los factores.
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94 Para dividir las decimales se completarán, esto

es, se hará que ambos términos tengan un mismo numero de

guarismos decimales, añadiendo los ceros que se necesiten

al que téngamenos^ entonces se borra la coma, y se ejecuta

Hecho e¿to , pon¿o ;íii punió encima del 3 del multiplicando, y

otro punto debajo del 5 del multiplicador para que me indiquen

que ya 110 debo contal* con dichos guarismos para nada. Ahora debo

multiplicar por ei 6, segundo guarismo del multiplicador, contan

do de izquierda á derecha, por todo lo que queda en el multipli

cando á la izquierda del 3 apuntado, que es 2745289, diciendo 6

por 9 son 54, pongo el 4 debajo del último guarismo 5 del produc

to parcial anterior, y guardo las 5 que llevo para añadirlas al pro

ducto de 6 por 8; y; continuando de este modo, hallo por segundo

producto parcial 16471734» Señalo el guarismo 9 con un punto en

cima , y el 6 con un punto abajo. Ahora debo multiplicar por el

tercer guarismo del multiplicador todo lo que hay* en el multipli

cando á la izquierda del 9 ; pero como cualquier número multipli

cado por o fia b, cscuso esta multiplicación; pero seíialo con puntos

el 8 del multiplicando y el o del multiplicador, para dar á enten

der, que ya no debo contar con ellos para nada, kn seguida, debo

multiplicar todo lo que hay á la izquierda del 8 por el 2, que es el

cuarto guarismo del multiplicador contando de izquierda á derecha;

y el producto 54904 lo pongo debajo de los anteriores, de modo que

se correspondan su» últimos guarismos á la derecha en columna. Se

ñalo el 2 del multiplicando por donde he principiado la multipli

cación por el 2 del multiplicador, y paso á multiplicar lo qué

queda á la izquierda en el multiplicando, que es 2745 por el 9 del

multiplicador, y el producto 24705 lo pongo debajo de los anterio

res, de modo que formen columna hacia la derecha. Señalo coa

puntos el 5 del multiplicando, y el 9 del multiplicador, y paso á

multiplicar el 274 por G; y el producto i644 1° coloco debajo de los

anteriores formando columna hácia la derecha. Señalo con puntos

el 4 del multiplicando y el 6 del multiplicador, y paso «á multipli

car lo que queda del mnltiplicando , que es 27, por cí primer 8 qna

encuentro; y el producto 216, qüe obtengo, lo pongo en columna

debajo de los anteriores. S»1fíalo el 7 del multiplicando y el 8 del

multiplicador, y tengo que multiplicar el 2 que queda en el muí-»

riplicando por el segundo 8 del multiplicador; el producto iG, que

obtengo, lo pongo debajo de los anteriores como allí se ve* Apunto

el 2 del multiplicando y el segundo 8 del multiplicador, y no que

dando ya ningún guarismo en el multiplicando, parece deberíamos

Cesar en la operación ; pero si queremos proceder Con mas rigor, de-*

bcrémos multiplicar el último guarismo 2 apuntado en el multipli

cando, por el 7 que sigue en di multiplicador t para ver si se lleva

alguna; y en efecto, multiplicando el 2 por 7, resultan i4;ycomo

de i4 se lleva 1 , esta corresponde ponerse en columna debajo del 6*

Sumo ahora todos estos productos; y obtengo la suma i538i7G85-

Ahora, en esta suma, separo seis guarismos de derecha á izquierda con

la coma , v e! producto aproximado es 1 53,817685. Los dos últimos

Tom. L 10
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la división como la de los enteros , sin tener que hacer

nada en el cociente. Después , si la división no sale

exacta aquella resta que se había de poner en for

ma de quebrado se convierte en quebrado decimal ( * ) ;

guarismos no son exactos y los debemos suprimir ; pero como el pri

mero que se suprime es 8 que ya vale mas de 5, en vez de ellos, aña

diré al guarismo 6 una unidad , y tendré que el projueto será

1 53,8 177; <in ei cual salen exactos los cuatro guarismos decimales,

como podrá com probar el que guste haciendo la operación por el

método ordinario.

2.0 Kj» Si quisiera multiplicar 4732,658, por o,6o5ai07a3, loa

colocaré como aquí se ve:

y suponiendo que deseo encontrar tres guarismos 47^ 2,658o

exactos, haré la operación como para encontrar o,6o52i0723

cinco; y como el guarismo de especie superior

ocupa el lugar de las décimas, según la regla, — —

del número 5 de guarismos decimales que quiero 283g 5 9480

sacar, restaré 1, que es el que espresa el lugar a3 6 6325

que ocupa el guarisino de especie superior del 9 465a

multiplicador; y la resta 4 me indicará los gua- 47*>í2

rismos decimales que debo tomar en el mullí- ¿29

pilcando; pero como solo hay tres guarismos de 8

estos, aiíado un cero y practico la regla como j

allí se ve. Y despreciando los dos últimos gua- — —

risroos , resulta por producto 2864,255 ; siendo 2864>2 5527

exactos los tres guarismos decimales, como deberán comprobar los

principiantes ejecutando la operación por el método regular.

3.CI £/', Si tuviese que multiplicar 5i32,5i 74382i3 por i4o,3o57,

los colocaría como aquí se ve : • ■

Si quisiera encontrar dos guarismos exactos, 5i32,5i 7438|2i3

haría la operación como para sacar cuatro guarís- i4o> 3 o57

raos; y como el guarismo de especie superior del ■ • • ....

multiplicador está dos lugares á la izquierda de jj^JI ^l ^ / jk

las unidades,*añadiré el número 2 al número de „ "Co /.
, ' . , , 205.1 00 0072
Jos guarismos que se quieren sacar en todos, y re- ^- ^

sulta que debo tomar seis guarismos decimales en 25 6625

el multiplicando. Por consiguiente, separo los 3 5 o/

tres últimos con una raya, y practicando la ope- * ' '"'^

ración como en los ejemplos anteriores y allí se 7201 2i,45io

ve, hallo por producto 720121,4510; y suprimiendo los dos últimos

guarismos, que no son exactos, resulta por verdadero producto

720i2i,45* La razón de esta práctica, contrayéndonos al primer

ejemplo, es que ocupando el guarismo de especie superior del mul

tiplicando el lugar de las unidades, el producto debe tener tantos

guarismos decimales como el multiplicando; y una cosa análoga se

verifica en los otros dos casos.

(*) Esta regla es general, é independiente del talento del cal

culador; es decir, que tanto los discípulos de mucho, como de poco

talento, pueden aplicarla sin dificultad; pero en la práctica resulta
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e*to es, ¿e añade á la resta un cero, y se pone la co

ma en el cociente; se ve cuántas veces cabe el divisor

en esta resta, se pone en el cociente después de la

coma este ndmero de veces, ó cero si no cabe; se mul-

cii algunos casos el tener que escribir guarismos inútilmente. Por

esta cansa, voy á poner aquí otra regla, que sin faltar á la claridad

y exactitud , no exija practicar nada en valdc, y es la siguiente:

Tómense en el dividendo , considerado como entero, tantos

guarismos como se necesiten para que esté contenido alguna vez

todo el divisor , considerado también como entero , supliendo con

ceros en el dividendo los guarismos que puedan fallar ; y há

llese el primer guarismo parcial, ó lo que es lo mismo t el

primer guarismo del cociente» Para saber lo que debe represen

tar este primer guarismo t se observará lo siguiente : si para es

ta división parcial resultan en el dividendo tantos guarismos de-

cimales*como en el divisor , contando como decimales los ceros

que se añaden , este primer cociente hallado deberá ocupar el lu

gar de las unidades ; si para esta división parcial, hubiese mas

guarismos decimales en el dividendo que en el divisor , este pri

mer cociente parcial hallado , deberá estar á la derecha de la co

ma tantos lugares como guarismos decimales mas haya en el

dividendo , respecto de los que hay en el divisor ; y si hubiese

menos guarismos decimales en el dividendo parcial, que en el

divisor , este primer guarismo se deberá encontrar á la izquierda

de las unidades tantos lugares como cifras decimales menos ha-

j a en el dividendo respecto de las del divisor* Conociendo ya el

tugar , que ha de ocupar el primer guarismo del cociente t que se

Jijará poniendo la coma según convenga en virtud de lo que aca

bamos de espresar , se practica la división ; al lado de la resta , se

baja el guarismo siguiente del dividendo, ó se añade un cerot

si no le hay ; se continúa la división, poniendo los cocientes par

ciales á la derecha del primero, hasta obtener los guarismos que

se apetezcan* Resolvamos por esta regla los mismos ejemplo*

del testo.

Respecto al t.° veo que para que el divisor o,i5 considerado

como entero , quepa en 0,6 considerado también como entero, ne

cesito a fiad ir un o al 0,6 ; lo que da 0,60 . o,t5 v

Hallo el cociente 4 si" dejar resta; y como en el dividendo par

cial 0,60 boy dos guarismos decimales, así como en el divisor, re

sulta que este 4 drbe ocupar el lugar de las unidades. Esto debe ser

así, pues id centésimas deben estar contenidas en Co centésimas, el

mismo número de veces que i5 unidades en í>o unidades.

En el 2.0 ejemplo, para poder dividir por 12, 5, necesito aña

dir un o al 43 y se me convierte en 4^° » <lue dividido por 125 con

siderólo como entero, saco por primer cociente 3; y como en el

divisor liay un guarismo decimal, y en el dividendo para encon

trar el pilmer cociente parcial, he tenido que añadir un cero, re
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ti plica por el divisor y se resta; y así se continúa aña

diendo un cero á la resta por cada guarismo decimal que

se quiera sacar.

i.ef ej. Quiero dividir 0,6 por 0,15 \ añadiré al di-

sulta que el cociente 3 debe ocupar el guarismo de las unidades»

Luego, pongo la coma; añado ceros á la resta, y después de puesta

la coma , continúo sacando los guarismos necesarios* Kn este caso,

tampoco hay nada de particular.

Pasemos al 3."'" ejemplo. Aplicando esta regla, deberemos tomar

por dividendo parcial los tres primeros guarismos de la izquierda

del dividendo, los cuales considerados como enteros componen ^7 5;

y partiendo por el divisor, que considerado como ejitero es 83, da

por cociente 4) *'l cual, como para encontrarle, he" tomado en el

dividendo pardal un guarismo decimal, y en el divisor había solo

un guarismo decimal, debe ocupar el lugar de las unidades; por

consiguiente, después del 4» pondré la coma; iré bajando^ guaris

mos decimales; y poniendo los cocientes unos •> r / ,01
-i 1 1 11 . 57,5.4.2.1 o, 3
a la derecnn de ¡os otros, según vayan sa— i\k 1 - ■ ~

llendo, se obtendrá el cociente pedido. Kn este \ ^ I 4»^2^14

ejemplo, resulta por nuestra regla mucho mas ^afij

sencilla la práctica; pues no hay mas que se

ñalar con un punto los guarismos que se ne- ^

cesitan en el dividendo , sin borrar comas ni

nada, según aquí se presenta:

Donde veo, que en esta operación resultan 3i guarismos*, y en

la del testo son 3?, que viene á ser un aumento de trabajo de un

quinto, lo cual repetido en muchos ejemplos, es de consideración.

4-° JEjm Si tuvieraquedividir O,oo3;682g por 0,0026 colocaría

los números como aqní se presenta 0,00376829 1 o,o526

Para que el divisor, que considerado como entero, es 526, se

halle contenido alguna vez en el dividendo parcial , debemos tomarlos

cuatro guarismos significativos 3768; q 3 68.20 I 0 o5a6

por consiguiente, pondremos el punto ' or —
á la derecha del 3 : haremos la división 33 | ' °>°7 lb4°4

del 0768 por el 52*j como si fuesen en- QO

teros; pero sin necesidad de tocar á la. ~ oaftoo

coma ni nada ; y se halla 7 por pri- o¿o6

mer cocienle. Ahora, para saher el lu
gar que debe ocupar este 7, observaré , que, hallándose el último gua

rismo 8 en el sesto lugar, y el 6 del divisor en el cuarto, hay dos

guarismos decimales mas en el dividendo; luego el 7 que resulta en

el cociente , debe ocupar según la rogla , el segundo guarismo deci

mal, esto es, deberá ponerse el cociente, de, este, modo 0,07; y lu«-

<o continuar la operación como aquí se presenta.



ARITMÉTICA. 77

videndo un cero y se convertirá en 0,60; después horro

la coaia en el dividendo y divisor, y queda reducida

la operación á dividir 60 por 15; lo que, ejecutado co

mo aquí se ve: , 1

da 4 por cociente; y digo que 0,15 está °j _

contenido cuatro veces en 0,6. i 4

2? ej. Si quiero dividir 43 por 12,5, como el divi

dendo no tiene ningún guarismo decimal, le añado un

cero; y borrando la coma en el divisor, queda reduci

da la operación á dividir 430 por 125; la que, ejecu

tada como aquí se presenta:

da 3 por cociente y 55 por resta, la

que reduciré' á decimales añadiéndole ^5°
M 500

00

1 25

3>44

un cero, poniendo la coma después

del 3, y continuando la división; pa

ra esto, veo que el 125 está contenido 4 veces en 550,

pongo este 4 después de la coma, multiplico por el di-

5.° Ej. Sí tuviese que dividir

o,ooooo59325 por 0,0000 , practi

caría la operación como aquí se vé :

6-° Ej. Si quisiera dividir

0,00000004972 por o,oo23, prac

ticaría la operación del modo que

aquí se presenta :

Y resulta 0,000021617.

0,007410025

o,ooooo59.325. I 0,0008

3 3 I

12

45

5o

20

4o

0,000000049-72

3

4o

72 o,

7 Ti

0023

Ü,OOUü2tOl7

170

9

359894^

7.0 7?/. Si quisiera dividir

0,oo2292:>3 por 0,00000000»>3 7 , [»rao*

tica ría la operación como aquí se 0,002292.53 I 0,00000000637

manifiesta: 3Si5 [

Y corno hay cinco guarismos de— 63o3

ciinales mas en el (íwrisor que en el 5700

dividendo parcial, infiero, que el (k>4o

primer guarismo del cociente, que es 3o?o

3, debe hallarse cinco lugares mas á . 522o

la i/, ¡uierda que las unidades.

Y resulta que el cociente es

359o94,o.
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visor y resto ; á la resta 50 ariado otro cero, veo que

está contenido cuatro veces el divisor , pongo 4 en el

cociente; y así continúo hasta sacar los guarismos de

cimales que desee, que aquí solo son dos, porque da

cociente exacto.

3. 'r ej. Si quisiera dividir 37,5421 por 8,3, añadiría al

divisor tres ceros , porque le faltan tres para tener tantos

decimales como el dividendo; borro después la coma en

ambos, y queda reducida la operación á dividir 37542 1

por 83000; y ejecutada la operación como aquí se ve:

saco el cociente 4 ; y en vez de 375421 18 ¿^cficA

añadir un cero á la resta, borraré 4342 1 32314

uno en el divisor, pondré coma en 1921

el cociente, y averiguaré cuántas 261

veces el 8300 está contenido en 120

43421; hallo que cabe 5 veces, 370

pongo 5 en el cociente después de 38

8.° n¡. Si quiero dividir 4,73 por ^2° I "-""^7^

o,oo32743 , haré la operación como aquí se 1 /2^£ 1 444i^°^
presenta: i^oo

Y saco 1444,583. l5ooSo

T™ iaro8o

27365o

ii 7060

En los seis ejemplos últimos, la regla que acabamos de estable

cer, conduce al resultado con mas brevedad , y menos ricigo de

equivocarse, que la del texto.

La división de las decimales también es susceptible de una abre

viación análoga á la de la multiplicación, y consiste en ir disminu

yendo ó suprimiendo en el divisor un guarismo á cada división

parcial, en vez de bajar guarismos del dividendo ó ailadir cero , con

tal que esta supresión se haga cuando fallen hallarse tantos guaris

mos menos dos como tenga el divisor.

Así es que la operación anterior , quedaría ejecutada con mas

sencillez como aquí se ve : • • •

4,7Joo ] o,oo32743

Donde vemos que se obtiene el mismo 1 ¿¡.5570 I *"*"77/ jjjtfjj"

cociente* 14^980 1

En operaciones complicadas, cuando i5oo3o

se ría fipdo bien el Iuga*r de la cama, 19108

ae pueden suprimir en el dividendo y 2738

divisor un mismo núia&'O de guarismos. 122

26
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la coma, multiplico por el divisor, y resto; borro otro

cero en el divisor, y continúo la operación, advirtiendo

que si después de borrados los ceros del divisor, quie

ro sacar mas guarismos decimales, se añaden ceros á la

resta como allí se ve.

Dem. Con añadir los ceros que se necesiten al térmi

no qr.e tiene ine'nos guarismos decimales, no alteramos

de ningún modo su valor (86) ; y con suprimir la co

ma en los dos te'rminos, los multiplicamos por la uni

dad seguida de tantos ceros como guarismos decima

les hay , lo que (6.1 , 4?) no altera el cociente. L. Q. U. D.

95 Cuando el divisor es la unidad seguida de ce

ros, queda hecha la división, corriendo la coma hacia

la izquierda tantos lugares como ceros acompañan á lay

unidad, supliendo con ceros á la izquierda si el divi

dendo no tiene bastantes guarismos ; lo cual está fun

dado en lo dicho (87). Así, si en el numero 8465,379,

corro la coma dos lugares hacia la izquierda , resulta

rá dividido por 100, y será 84,65379.

96 Para valuar los quebrados decimales, se multi-

plican por el número que espresa las veces que la unidad

en que se quiere valuar el quebrado, cabe en aquella á

que se refiere el quebrado.

Si hay unidades de especie inferior todavía, se vuel

ve á multiplicar el quebrado que resulte, por el nú

mero de veces que la unidad en que se quiere valuar

ahora este quebrado , cabe en aquella á que se refiere ; y

así se continúa hasta que no haya unidades de especie

inferior ; y si al fin queda quebrado , se desprecia si

no llega á cinco décimas ; y se añade en vez de él una

unidad, si llega ó pasa de cinco décimas.

Esc. No se dice que se divida por el denominador,

porque la división se hace al colocar la coma en el

producto.

if" ej. Si quiero averiguar cuánto valen 0,47 de do

blón, multiplicaré el 0,47 por 4, que son los pesos qu<>

tiene un doblón, y saco como se ve en (A) 1,88 pesos,

esto es, un peso y un quebrado de peso; vahío el

quebrado de peso en reales ; para lo cual coloco el 1 5
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(A) (B)

0,47 0,7432 varas.

4
3 s

1,88 pea. 2,2296 pies.

i5 1 2

4 40 4592

8 8 2 296

■ 3,20 rs. 2)7552 pulg.

3 4
1 2

6,8 mrs.
1 5104

7 552

9,0624 1/n.

debajo de 1,88., le multiplico sin hacerlo con el ente

ro 1 , y saco 13,20 reales;

borro el o, multiplico las

2 décimas de real por 34,

y saco 6,8 maravedises ó

7 maravedises, porque 8

décimas es mayor que 5;

por lo que digo que 0,47

de doblón valen 1 peso 13

reales y 7 maravedises.

2? ej. Si quisiera averi

guar cuánto valían 0,7432

de vara, ejecutaría la ope

ración como se ve en (13),

y hallaría 2 pies, 2 pul^a-:

das y 9 líneas.

Sumar , restar , multiplicar y dividir números denomi

nados.

97 Se llaman números denominados los que cons

tan de unidades de diferentes especies relativas todas

á un mismo género: como 6 varas, 1 pie, 7 pulgadas

y 4 líneas, y 5 quintales, 3 arrobas y 8 libras. Para

entender las operaciones, que vamos á hacer con estos

números , es indispensable tener bien presente la divi

sión de las unidades de pesos y medidas (16 al 22).

98 Para sumarlos, se ponen todos los sumandos los

unos debajo de los otros , de modo que se correspondan

las unidades de cada especie; se tira una raya, y se

empieza á sumar por la especie inferior ; si la suma de

estas unidades contiene alguna ó algunas de la especie

superior inmediata, se guardan para sumarlas con

ellas; se suman estas; y así se continúa hasta haber

sumado las de especie superior, y el número que resul

ta debajo de la raya es la suma pedida.

Ejemplo. Quiero sumar 38 doblones, 3 pesos, 13 rea

les y 14 maravedises; con 4 doblones, 1 peso, 3 reales

y 6 maravedises; con 49 doblones, 2 pesos, 8 reales

y 25 maravedises; y con 53 doblones, 12 reales y 19
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maravedises ; colocaré todos los sumandos los unos de

bajo de los otros como aquí se ve:

I

(*

38 ddb; 3 Ps¡ 13 rs. 14 mrs.

4 » 1 » 3 "
6 55

49 » 2 » 8 » 25 55

53 » 0 » 12 » 19 55

I46 »

*
0 » 7 55 30 55

Tiraré una raya, y sumando los maravedises ten

go 64, que componen un real y quedan 30 maravedi

ses; borro el 64, pongo debajo los 30 qué quedan, y

el 1 real que llevo para la columna inmediata, le pon

go encima de los reales1 séparado con una media luna;

sumo todos estos reales, y tengo 37, qüe componen

2 pesos y 7 reales; borro el 37 1 pongo debajo los 7

reales quo quedaron, y los 2 pesos los coloco sobre los

pesos; sumo estos y tengo 8 pesos, que componen 2

doblones justos; por lo que borro el 8, pongo debajo

O y coloco los 2 doblones, en la columna de los doblo

nes, cuya suma da 146 doblones; y tengo por suma

délos udmeros propuestos 14-6 doblones, o pesos, 7

reales y 30 maravedises.

Rerh. Como hemos sumado todas las partes de los

Sumandos, no queda duda de que hemos sumado los

todos.>£. Q. D, D.

99 Para restar los números denominados, se pone

el sustrdendo debajo del minuendo , de modo que se cor

respondan las unidades de una misma especie; se tira

una raya, y se va restando cada especie de unida

des del sustraendo de las correspondientes era el mi--

nuendo, empezando por las de la especie inferior, ai al

guna especie de unidades del sustraendo es mayor que

la correspondiente en el minuendo, se torria de este ilnU

unidad de la especie inmediata sutíerior; y si rio hubie-

Tom. I. . i I



82 ARITMÉTICA.

se en esta se tomará de la otra, ó de la siguiente si

tampoco hubiese en esta etc. ; y cuando se toma una

unidad superior de dos ó tres órdenes , se descompone en

las inferiores del modo que se verá en los siguientes

ejemplos.

i? De 295 doblones, 2 pesos, 3 reales y 15 mara

vedises, quiero restar 89 doblones, 3 pesos, 2 reales y

5 maravedises; colocare' el sustraendo debajo del mi

nuendo como aquí se ve:

Y después de tir i Ja 295 dob. 2 ps. 3 rs. 15 rars.

la raya, empezaré á res- 89 33 3 53 2 jj 5 »

tar por la columna de

los maravedises, lo que 205 ?? 355 1 33 1053

da 10 maravedises de resta; paso á restar los reales

del sustraendo de los correspondientes del minuendo,

y bailo 1 de resta ; paso á los pesos , y como de 2

pesos no puedo restar 3, tomo una unidad de los do

blones que vale 4 pesos, y con los 2 que hay, hacen

6, de los que restándolos 3, quedan 3 por resta; y

por último pasando á los doblones, teniendo en con

sideración que tomé' 1 , resulta por resta 205 doblones,

3 pesos, 1 real y 10 maravedises.

2? Si de 47 quintales quiero restar 23 quintales, 2 ar

robas, 9 libras y 14 onzas, los colocaré como aquí se ve:

Y como no puedo restar 3 24 16

14 onzas de donde no hay, 47 qs. o ars. o lib. o onz.

paso á tomar una libra; que 233? 233 933 1433

como tampoco hay, ni ar-

robas, tomo un quintal que 2333 133 1533 233

tiene 4 arrobas; y como yo solo necesito una libra para

restar las onzas , dejo 3 arrobas en el lugar de Lis arro

bas; de la arroba que queda, dejo 24 libras en el lugar

de las libras; y de la otra libra que vale 16 onzas ,. resto

las 14 onzas, y continúo la operación como allí se ve,

considerando al 7 del 47 quintales, como 6; y saco por

resta 23 quintales, 1 arroba, 15 libras y 2 onzas.

3?' Si restira 327 varas, 2 pies, 6 pulgadas y

5 lineas , de 578 varas, haría la operación como
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aquí se ve: y la resta sería 250 varas, 5 pulgadas

y 7 líneas. 2 11 12

Dem. Como restamos 578 vs. o ps. o pulg. olín.

todas las partes del sus- 327» 255 6» $»

traendo de todas las del mi-

Duendo, y todas las restas 250» o» 5» 755

parciales las tenemos reunidas en un solo número, este cs-

presará la resta total. L. Q. D. D.

100 En la multiplicación de los números denomi

nados se pueden seguir varios métodos; pero aquí solo

pondremos el que es mas independiente del talento del

calculador, y consiste en practicar las tres reglas si

guientes: 1? redúzcanse el multiplicando y multiplica

dor á la menor de sus especies ; 2? multipliqúense entre

sí estos dos números después de reducidos ; 3? divídase

el producto por el número que espresa las veces que la

unidad de especie inferior del multiplicador cabe en la

mayor , y el cociente espresará el producto en las uni

dades de especie inferior del multiplicando ; por lo que

se deberán reducir á Ls de especie superior según las

reglas dadas (58). En esta cuestión es indispensable co

nocer cada factor, para practicar la 3? regla; por lo

que dirémos que el multiplicando es el de la especie que

se busca en el producto, y por consiguiente el olro será

el multiplicador.

i."r ej. Si quiero averiguar cuánto valen 7 varas y

1 pie á-9 pesos y 6 reales la vara, observaré que como

lo que busco aquí son pesos y reales , el multiplicando

es 9 pesos y 6 reales ; por lo que los reduciré primero

á la menor de sus especies , y tendré reducido el mul

tiplicando á 141 reales, y el multiplicador, á 22 pies; mul

tiplico el 141 por 22, y saco el producto 3102 ; el cual

le divido por 3, á causa de que el pie está conteni

do 3 veces en la vara, lo que me da el cociente 1034

que espresa los reales que valen las 7 varas y 1 pie;

y reduciendo estos 1034 reales á pesos (58), sacaré 68

pesos y 14 reales. \

a? ej. Si quisiera averiguar cuánto valen 6 quintales,

3 arrobas 7 8 libras de azúcar, á 8¿jtdo\}ones s 2 pesos
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y 9 rcale» el quintal , los reduciré á la menor de sus

especies , y se me convertirán el multiplicando en 5 1 9

reales , y el multiplicador en 683 libras ; multiplica

ré estos dos ndmeros entre sí, y el producto 354477

le dividiré por 100, lo que (95) dará 3544,77 reales,

que reducidos á doblones, hacen 59 doblones y 4,77

reales, que (96) vienen á ser 4 reales y 26 maravedises.

Dem. El reducir los factores á su menor especie no

influye nada en el resultado; pues lo mismo sen (ej. 1?)

7 varas y 1 pie que 22 pies, y 9 pesos y 6 reales

lo mismo que 141 reales.' Al practicar la 2 ;.' regla to

mamos el valor de la vara tantas veces como pies hay;

esto es , multiplicamos el valor de la yara por un nú

mero tres veces mayor que el que debe ser; y como¡

practicando la 3? hacemos el producto tantas veces me

nor como lo que antes le habíamos tomado mayor , re

sulta que este será el verdadero. El convertirle en las

unidades de especie superior, es por satisfacer á la cues?

íion en los mismos términos que venía propuesta.

7 01 Para dividir los números denominados se prac?

ticarán las tres reglas siguientes: 1? se reduce el divi

sor á la menor de sus especies ; 2? se hace la división

empezando por las unidades de especie superior del di

videndo; y si de esta división queda alguna resta, se

reduce á las unidades de especie inferior inmediata , y

se añaden las unidades de esta especie que hay en el

dividendo ; se dividen por el divisor , y si queda algu

na resta se reduce á las unidades de especie inferior

inmediata ; y así se continúa hasta que no haya unida

des de especie inferior; 3? después se multiplica todo

este cociente por el número que espresa las veces que la

anidad de especie inferior del divisor, está contenida en

la mayor, empezando esta multiplicación por las uni

dades de especie inferior, para si resultan unidades

de especie siiperior , añadirlas alproducto de la colum

na inmediata , y el resultado es lo que se pide.

Por ejemplo. Sé (100) que 7 varas y 1 pie han cos

tado 68 pesos y 14 reales; si quiero averiguar á como

ha costado la vara, dividiré ¡os 68 pesos y 14 reales por
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y varas y 1 pie. Aquí se conoce el dividendo en que es

de la misma especie que lo que se busca. Practico la

1? regla y se me convierte el divisor en 22 pies; ahora

hago la división como aquí se ve :

Empiezo rjpr los pesos, 68 ps. 14 rs. ¡22

y digo: 68 entre 22 les 03 L „, n «.
* * 3 ps. 2 rs.
toca a 3 , queson pesos, y 13

me quedan Tle resta 2 pe-- 1 ■- —.

sos, que para reducirlos á 30 9* ^

reales los multiplicare por 14

15, y al producto 30 le < 1

añadiré los 14 recles que. 44

hay en el dividendo ; veo o

que el 22 cabe dos veces eti 44 , y no deja resta ; ^hora

el cociente 3 pesos y 2 reales le multiplico por 3 , que

es el que espresa las veces que la unidad de especie in

ferior del divisor está contenida en la mayor , y saco el

producto 9 pesos y 6 reales, que es en efecto el valor

de la vara.

Dem. El reducir el divisor á su menor especie no

influye nada en el resultado; pues 7 varas y 1 pie es lo

mismo que 22 pies. Al practicar la 2? regla, como di

vidimos por el número de pies , hallamos el valor de

un pie; y como lo que se pide en la cuestión es el va

lor de la vara , por esta razón se ha de practicar la

3? regla; esto es, en este caso se ha de multiplicar el

valor del pie por 3 que son los pies que tiene la vara,

y en general por el número que espresa las veces que la

unidad inferior del divisor está contenida en la \ns,~

yer. h. Q. D. D.
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Nociones preliminares.

i

I 102 -^^-lgebra es la ciencia que trata de la can-

' tidad en general. Los signos de que se vale para espre

sar las cantidades, son las letras del alfabeto; v. g. a

puede representar cualquier cantidad, sea de la especie

que sea, como 20, 30, etc. 40 yaras, 50 hombres, etc.

Nunca pueden faltar signos al Algebra para espresar las

cantidades ; pues se vale de los dos alfabetos minúscu

lo y mayúsculo y también del griego. Ademas , si á una

letra v. g. a se le pone un acento por la parte de ar

riba ó por la parte de abajo, á la derecha ó á la iz-

puierda , en esta forma a\ 'a, a,, ja, representa una

cantidad diferente de la que espresa a ; y se leen a pri

mera , primera a , a suhprimera , subprimera a ; tam

bién se le pueden poner dos, tres, etc. acentos y se

leen segundas , subsegundas , etc. <

Las definiciones de la Aritmética y Algebra mani

fiestan la mayor generalidad de esta, y para que el

principiante no tema el emprender su estudio, le deci

mos que las operaciones del Algebra son las mismas

que las de la Aritmética, y que hay una grandísima

analogía entre ellas. En efecto, después de haber dado

á conocer los números, v. g. 20 hombres, 20 caballos,

20 peras, etc. hemos prescindido de que los 20 fuesen

hombres , caballos etc. , y nos hemos quedado con el

número abstracto 20; pero este nunca puede ser 19 ni

tampoco 2 1 etc. Donde se ve que la mayor abstracción,

que puede hacer la Aritmética en los números, es la

del valor específico; pero si ahora solo consideramos en

el 20 una colección de hombres, caballos etc., sin aten

der á que sea un número determinado, sino una co

lección capaz de aumento d disminución, entonces no

puede estar representada por 20, y la espresarémos por
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a; por consiguiente la a representa una cantidad de hom

bres , caballos etc. , según nos acomode ; y lo mismo

cualquiera ,otra letra. Consiste, pues, todo el gran se

creto del Algebra en prescindir del valor numérico de

las cantidades ; cuya máxima , bien inculcada á los

principiantes, les hará disipar el gran cúmulo de /üfi-

cultades que vulgarmente se dice que hay en el Alge

bra: lo que los arredra, y hace que la miren como su

perior á sus fuerzas, siendo así que es mas fácil que

la Aritmética. , .

1 o3 Para indicar las diferentes operaciones y supues

tos que se hacen con las cantidades , einpléa el Algebra

los signos que dejamos esplicados en la Aritme'tica, y

algunos otros que daremos á conocer. Así, la espresion

a+b quiere decir, que lo que valga b se ha de añadir

á lo que valga a , y nada mas ; a—b quiere decir que

lo que valga b se ha de quitar de lo que valga a; ax. b

6 a.b, ó ai, indica que elt valor de a se ha de multi

plicar por el de b (en el Algebra se puede suprimir el

signo X 6 . y dejar solo ab , y en la Aritmética no , á

causa del sistema de numeración; v. g. 3 x 4 ó 3.4

,; > . . r • , a

vale 1 2 ; y si se quita el signo vale treinta y cuatro) ; —

■ » • , . , • b.

ó a:b , indica que el valor de a se ha de dividir por el

de b. (?) ..

Este signo > es el de mayoría, y puesto al revés <

el de menoría; así, a> b quiere decir que a es. mayor

que b ; y b < a, que el valor de b es menor que el de a;

6 mas general: el signo >d< sirve para espresar la des

igualdad de dos cantidades siendo menor la que está en

la punta. El signo ± se llama el signo de ambigüedad;

así, a ± b , da+i, indica que lo que valga b se ha

(**) MM. Lacrois, Caucriy, Frnncoeur y Hachette, sabios pro

fesores de París , cuyas csplicaciones he tenido el honor de oír , enun-

a

cían las espresiones como — diciendo a sobre b , por ser mas breve

b

que a dividida por 6. ...
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de añadir o qifitár ál valor de a, ó al contrario:

104 En el Algebra no solo se atiende al valor ab

soluto de las cantidades, sinrf al modo con que influyen

en la cuestión que al calculador se propone resolver. Aho

ra^ al resolver una cuestión, solo se pueden encontrar doé

clases de cantidades que influyan en ella: cantidades

rrue Conspiren al fin que se propone el calculador , que

se llaman positivas; y cantidades que conspiren á un

fin opuesto , que se llaman negativas. Así, si quiero ave

riguar en cuanto tiempo se llenará un estanque , en

qué por un lado entra agua y por otro sale , tendré

que atender al agua que entra y á la que sale ; y como

el agua que entra conspira al fin que me propongo , es

ta será la positiva; y la que sale^ que conspira á va

ciar; el estanque, será la negativa./ , ;

Si , al contrario , quiero averiguar el tiempo en que se

vacia un estanque, en que por una parle sale agua y por

otra entra , tendré que atender también en este caso al

agua que sale y á la que entra; pero aquí el agua que

sale es la positiva , y la que entra la negativa. ■ •

/ Como las cantidades positivas conspiran al fin qtíe

se propone el calculador , tratan de aumentar el resul

tado que busca , y por la mismo se señalan con el sig

no-*-, que es el de aumento o de adición; y como las

cantidades negativas conspiran al fin opuesto al que se

propone el calculador, tratan de disminuir el resulta

do que busca, y por lo mismo se seííalan con el signo—.

De manera, que de aquí en adelante el signon-tendri

dos acepciones: una general, que es la de indicar la

operación de sumar, y la otra particular de decir que

la cantidad á que afecta, es positiva j lo mismo suce

de con el signo— ,que siempre indicará en general la

operación de restar; y en particular, que la cantidad

á que afecta es negativa, *

Por consiguiente , toda cantidad que se escriba , de

berá llevar el signo +6 el signo—para denotar si es po

sitiva ó negativa; no obstante el signo + se suprime al

principio de escritura. V. g. a es lo mismo qüe-t-aj

el — nunca se suprime.
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i 05 Los signos -i- y— , olas cantidades positivas y

negativas son los únicos recursos del Algebra para es

presar las palabras con que se suple todo en Aritméti

ca: y aun las frases irónicas con que nos producimos,

cuando decimos que fulano tiene 1 00 reales que debe,

la palabra tiene parece que da á conocer que posee di

nero, y la palabra debe manifiesta que lo decimos de chan

za ó que nos bureamos : esta frase del lenguage vulgar

se espresa en Algebra diciendo : fulano tiene — 100

reales.

Suele decirse , que las cantidades negativas son me

nores que cero; esta locución no es exacta, si se atiendí

á la generación de las idéas: puesto que formándonos

la idéa de cero ó de la nada cuyo símbolo es, prescin

diendo de todo lo que hay en cualquier parage , para

poder asegurar que nada hay , después de haber pres

cindido de todo , no se puede prescindir de mas y por

lo mismo no se puede formar idea de una cosa que sea

todavía menos que nada. Sin embargo , se usa de es

ta locución algebráica , como una espresion abreviada

para dar á conocer, que una cantidad de esta especie,

reunida con otra de la especie contraria, la dismi

nuye en tanto como ella vale ; luego esto viene á equi

valer á ménos que á haberle auadido nada ó cero. Así

es, que la espresion vulgar fulano debe 100 rs; equi

vale á la locución algebráica: fulano tiene —■ 100 rs; y

á fulano le han quitado 100 rs. equivale en lenguage

algebraico á la siguiente : á fulano le han dado —■ 1 00 rs.

Por la misma razón, i fulano le han quitado mil rs.

ó le han impuesto una multa de mil rs, equivale en len

guage algebráico, á la frase siguiente : á fulano le han

dado— 1 000 rs. Y así como quitarle á uno mil rs. es mas

desventajoso que quitarle cien rs. , del mismo modo re

sulta , que dar á uno— 1000 rs. es mas desventajoso ó

se le hace mas pobre, que dándole— 100 rs. Estas

reflexiones se pueden aplicar á todas las cantidades que

se hallen en circunstancias análogas, por lo que resul

ta en general que el valor de una cantidad negativa,

comparado con el o, es menor, esto es, que cualquiera

Tom. I. 12
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que sea la cantidad ó el número espresado por la leira

a se tiene que — a -< o; es decir, que con cualquiera can

tidad que se reúna— a causa un efecto mas desventa

joso, que si se la aumentase ó añadiese o; y que de dos

cantidades negativas, la que tenga mayor valor numé

rico es la menor, esto es , que—a>— 2a>— 3 a >&.

106 Entendido esto, cuando está repetida por su

mando una misma letra , se pone una sola vez con un

número ántes , que espresa las veces que está repetida,

cuyo número se llama coeficiente; v. g. en vez dea-i-a

se escribe 2a; lo mismo sucede con cualquiera grupo

© conjunto de letras enlazadas por vía de multiplicación

6 de división. Así en vez de ab-t-ab-hab , se pone 3<z¿;

y los números 2 y 3 , son los coeficientes. También se

pone coeficiente cuando la letra o cantidad está repeti

da con el signo— ;así, en vez de —ab—ab—ab—ai, se

abe abe . 2 abe

pone— 40b; y en vez de se pone

d d d

/ Cuando una letra está repetida por factor, se pone

una sola vez con un número á su derecha un poquito

mas alto, que tenga tantas unidades como veces está

repetida la letra por factor ; así , en vez de aa , se es

cribe a2 ; en vez de aaa se pone a3. Este número se lla

ma esponente; y para leer v. g. as se dice a cinco, ó

a elevada á cinco.

Cuando una letra a se presenta sola, se le supone

la unidad por coeficiente, la unidad por esponente, y

también si se quiere la unidad por divisor $ por esta

ial

causa a es lo mismo que 1 a, que a1, y que .

1

Ahora , toda cantidad 6 espresion de cantidad , sea

de la especie que sea , separada, de otras por medio del

signo -4- o— , se llama término; v. g.— a es un término;

7bd a8b3cs

8abd, , , son también términos.

\ c d—e

1 oj Se dice de un término que consta de tantas di
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mensiones cuantas letras tiene, si no hay denominador; I

v. g. -i- a es un término de una dimensión; 50c de

dos ; —yabc de tres ; donde se ve que el coeficiente no

constituye dimensión.

Si la cantidad está en forma de quebrado , el núme

ro de las dimensiones está espresado por la diferen

cia entre las del numerador y las del denominador; v. g.

ab 2ab

— es de una sola dimensión ; es un término de di-

d cd

mension nula, ó de cero dimensiones; y cuando hay

mas en el denominador que en el numerador , enton

ces se dice que la dimensión es negativa ; así , el tér-

ab

mino es de menos una dimensión. Finalmente, cuan-

cde

do las letras tienen esponentes , se reputa cada letra por ,

tantas dimensiones como unidades hay en su esponente.

/ 108 Cuando unaespresion algebraica consta de un solo

término, se llama monomiaóes un monomio; cuando consta

de mas de uno se llama en general polinomio , distin

guiéndose en particular con los nombr es de binomio,

trinomio, cuadrinomio, etc. cuando consta de dos, tres,

cuatro, etc. monomios. Así, las espresiones a-t-Z>,

405— $b2c3 son binomios, de los cuales a y 4a5 son

los primeros términos , y -l-Z>, —sZrc3 son los se

gundos ; etc.

Cuando todos los términos de un polinomio tienen

un mismo número de dimensiones, se dice que es ho

mogéneo; y cuando no, que es heterogéneo.

1 09 Se llaman términos semejantes aquellos que tie

nen unas mismas letras y en cada una los mismos es-

ponentes ; por ejemplo '4a2b , 5a2Z> y jba2 son términos

semejanes. f

1 Es muy frecuente en el Algebra el encontrar térmi

nos de esta especie en los resultados de las operaciones,

en cuyo caso se deben simplificar. Esta simplificación se

hace sumando los coeficientes , si tienen un mismo signo

*
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los términos semejantes, y poniendo esta suma' por coe

ficiente á uno de los términos con su signo , cuya opera

ción se llama reducción; tí restando los coeficientes, si

tienen diferente signo, y poniendo la resta á uno de

los términos semejantes , con el signo del término que

tenía mayor coeficiente, cuya operación se llama destruc

ción. 1

Por ejemplo , supongamos que se tiene el polinomio

4a3—jbc—á2-t-3ac+6a3H-3bc-\-a3—8a'2—3ac-f-4b3;

en que observo tres términos donde se halla a3, y por

lo mismo hay tres semejantes con él ; y como tienen un

mismo signo , haré la reducción diciendo : 4 coeficiente

de 4a3, y 6 de 6a3, son 10, y 1 coeficiente de a3 (§ 106)

son 1 1 ; luego pondré un término en que haya a3 con

un coeficiente 11; y con el signo -4- que es el que lle

van dichos términos ; pero aquí se omitirá dicho signo

(104). Luego, veo que hay dos términos donde se ha

lla be; y como tienen diferente signo, haré la destruc

ción diciendo : la diferencia entré 7 y 3 es 4 , que será

el coeficiente que deberé poner á be; y como el térmi

no—jbc es el que tiene mayor coeficiente, manifiesta

que las cuatro que quedan son para quitar, y de consi

guiente pondré el signo—al 4¿c ; como hay dos términos

semejantes con a!2 y tienen nn mismo signo, haré la re

ducción diciendo: 1 coeficiente de—d2, y 8 de—Hd2,

son 9 , que pondré por coeficiente al d2, con el signo—,

y tendré—<)d2 ; ahora paso á hacer la destrucción de los

términos -1-300 y —30c, diciendo: la diferencia entre 3

y 3 es cero, qué deberá ser el coeficiente de ac; pero

el cero por coeficiente manifiesta que no está el término

aquel ninguna vez por sumando, y por lo mismo no se

pondrá. Cuando los términos semejantes son iguales por

tener un mismo coeficiente , y tienen diferente signo co

mo en este caso, se dice-Kjac y —yic se destruyen, y

se borran tí tachan en el parage donde están ; y como

ya no hay masque el -+-4Z13 que no tiene semejante, este

quedará del mismo modo en el resultado, el que será

na3—4ÉC—9¿/2-h4¿3.
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Para entender la razón de esto , se considerará que

cada término , sin coeficiente , representa una cosa cual

quiera, como un duro, una manzana etc.; y así como

no encontramos ninguna dificultad en que tres manza

nas y cuatro manzanas son siete manzanas : nueve du

ros ménos seis duros son tres duros: y menos cinco

pesetas ménos cuatro pesetas son ménos nueve pesetas,

ó que el que debe cinco pesetas por un lado y cuatro

por otro, resulta debiendo nueve etc.; del mismo modo

una cosa ab mas tres veces la misma ab ó 3a¿, son cua

tro veces la cosa ab ó $ab. Tolo está, según se ve, en

comprender el lenguage algebraico.

De la suma de las cantidades algebraicas.

no Sumar en Algebra es reunir en una sola esfre

gión el valor de dos 6 mas.

Para ejecutar esta operación se colocan todos los su

mandos los unos á continuación de los otros con los mis

mos signos que llevan , y queda hecha la suma ; después

se simplifica si se puede (109).

Dem. En efecto , si quiero sumar -+-A con -Ha, indi

caré la operación como aquí se ve: -+-cH-(-t-¿); donde

observo que el signo -h, que está fuera del paréntesis,

indica la operación dé sumar , esto es , que aquí lo que

me propongo es aumentar ; el signo ■+• de dentro del pa

réntesis, indica que la cantidad -+-A que está dentro, es

positiva , esto es , que conspira al fin que me propongo;

y como este es aumentar, se deberá poner la b á conti

nuación de la a con el signo que denote este aumento;

esto es, con -H, y tendré que

-Ha-n(-h&)—-i-a-hb^za-hb.

Si con la cantidad -ha quiero sumar —b , indicaré

la operación como aquí se ve: -Ha-+-{—b); donde ob

servo , como antes , que el signo -+- de fuera del parén

tesis, indica que el fin que me propongo es aumentar;

el signo —f de dentro , indica que la cantidad b es nega

tiva, ó que conspira al fin contrario para que se enta

bla el cálculo ; luego conspirará á disminuir ; por lo que
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deberé poner la b á continuación de la a con el signo

— que denota la diminución , y tendré' que

-ha-h{—b)—-ha—b—a—b.

Comparando estos resultados con lo que prescribe la

regla, y generalizándola á los polinomios, resulta L.Q.D.D.

Cor De donde se sigue que

a-h(=tb)=a±b , y a-h(zpb)=a=pb.

Para sumar polinomios se indica la operación, po

niendo los sumandos los unos á continuación de los otros,

cada uno dentro de un paréntesis ; después se practica

la regla solo con quitar los paréntesis ; y luego se sim

plifica, como se ve en este ejemplo.

(4¿2a+5a2c—2aZ)í/)-+-(3¿2—8fl3)-H

(j7a¿á-i-4a3—2a2c-i-3fi2a)-i-(4c3—6a4)=4Z»2a+5a2c—

2 abd-+-3h2—8a3-hyabd-h4a3—2 a2c-+ 3¿2a+4c3—

6a4rz7¿2a+3a2c+5a¿d-t-3¿2—4«3-f-4c3—6a4.

De la operación de restar cantidades algebraicas,

t

112 Restar en Algebra es hallar la diferencia entre

dos cantidades , á quitar una cantidad de otra dada.

Esta operación se ejecuta poniendo el sustraendo con

signos contrarios á los que lleve , á, continuación del mi

nuendo, y después se simplifica.

Dem. En efecto , si de la cantidad -ha quiero restar

la cantidad -t-b, indicare' la operación como aquí se vé:

-ha— .; donde observo que el signo — de fuera del

paréntesis indica la operación de restar, esto es, que el

fin que me propongo es disminuir; el signo ■+- de dentro,

indica que la cantidad b es positiva , d que conspira al

fin que me propongo; luego deberé poner la b después

de la a con el signo —■ que indica la diminución, y ten

dré que -ha—(-H¿)=H-a—b=za—b.

Si de la cantidad a quis'era restar la cantidad —6,

indicaría la operación de este modo : -ha—(—b) ; y ob

servaría que el signo — de fu^ra del paréntesis , indica

que el fin que me propongo es disminuir ; el signo — de

dentro , indica que la cantidad b conspira al fin opuesto;
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luego conspirará á aumentar ; luego se deberá poner la b

á continuación de la a , con el signo -+- que denota diciio

aumento , y tendré que

-f-a—(—b)=+a-+b=a-t-b.

Comparando estos resultados con la regla , y gene

ralizándola á los polinomios, resulta L. Q. D. D.

Cor. De donde se sigue en general que

a—(±6)=a=¡r¿, y a—(=pb)—a±b.

Esc. El segundo resultado de la operación de sumar

corresponde á este lenguaje irónico: á un hombre le han

hecho pobre con dádivas , que quiere decir que le han

aumentado gastos. Igualmente , el segundo resultado de

la operación de restar corresponde á hacer rico á un

hombre quitándoles pero será quitándole gastos ó deudas.

Más el Algebra, que es una lengua perfecta , no admite

palabras de doble sentido, ni capciosas; en ella todo es

tá perfectamente determinado, todo es verdad, todo

exactitud.

113 Para restar polinomios, se escribe el minuendo

(si se quiere dentro de paréntesis), después el signo—,

y luego el sustraendo dentro de un paréntesis; después

se practica la regla quitando los paréntesis, cuidando

de mudar los signos del sustraendo , y se simplifica^

como se ve en este ejemplo. •

Si de i8a7A2—5c4d-h9a2b2c^

quiero restar ¿,a2b2c3—3<27¿2—?c4d,

ejecutaré la operación como aquí se ve:

i8a7¿2_5c4íf-4-9a26V—(4aW—3a7¿3-7cV;=

1 8a?b2—5c4d-h9a*b2c3—4a2¿2c3+3 a7b2-h7c4d=

2 1 a7b2-t-2c4d-t-sa2b2c3. •

De la multiplicación algebraica.

114 Multiplicar en Algebra es tomar una cantidad

tantas veces como diga otra, y tomarla del modo que di

ga se debe tomar. Esto es , el multiplicador con sus uni

dades dice las veces que se debe tomar el multiplicando,

y con su signo el modo con que se debe tomar.
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Pueden ocurrir tres casos: multiplicar un monomio

por otro ; un polinomio por un monomio , o al contrario;

y un polinomio por otro polinomio.

Para multiplicar un monomio por otro , hay que

aten 1er á cuatro cosas : á signos , coeficientes , letras y

esponentes.

Para demostrar la regla de los signos, me propondré

multiplicar -ha por •+-£>, ó para mayor sencillez y clari

dad haré b=i , é indicaré la operación de este modo:

-hax-hi ;

ahora, el multiplicador -hi dice con sus unidades que se

tome una vez al multiplicando ; y con su signo ■+■ dice

que se debe tomar como él sea ; el multiplicando -Hx

es positivo, luego se deberá tomar una vez positivamen

te; luego será -hax-h 1 ~-h 1 a—-ha;

y en cuanto á los signos dará -+-X-+-—-+-.

Sea ahora el multiplicador —1 , y tendré indicada

la operación de este modo: -haX—1;

aquí el multiplicador con sus unidades dice que se debe

tomar una vez al multiplicando ; y con su signo que se

debe tomar al contrario de como él sea ; el multiplican

do es positivo, luego le deberé tomar una vez negativa

mente, y tendré -haX—1=—ia——a;

y en cuanto á signos : -f-X———.

Si el multiplicando fuese negativo tal como —a, y

el multiplicador h-i , indicaría la operación de este

modo: —ax-t-i,

donde el multiplicador -t-i, dice con sus unidades que

se debe tomar una vez el multiplicando ; y con su sig

no , que se debe tomar como él sea ; el multiplicando

es negativo, luego se deberá tomar una vez negativa

mente, y será —ax-hi~—ia~—a;

y para los signos dará —x-hzz—.

Finalmente , si el multiplicador fuese —1 , tendría

indicada la operación de este modo : —ax—1 ;

donde el multiplicador — 1 , dice con sus unidades, que

se debe tomar el multiplicando una vez; y con su sig

no , que se debe tomar al contrario de como él séa;

el multiplicando es negativo , luego se deberá to



Álgebra. 97

m:ir positlvi mente , y se tendrá; —aX—i—-f-ia=-+-a;

y para los signos resulta—X—

Vastos cuatro e.iios se convierten en estos dos , á sa

ber: signos semejantes, esto es , ■+- por -+- tí —-por—,

tí en genrral — por ± tí qr jaor qr, oía» siempre •+- e»

cí producto ; y signos desemejantes , esto es , -hpor —>

tí — por -i-, ó en general ± por =p ó zp por dz , dan

siempre — en el producto,

Los coeficianti s se multiplican por las reglas de Arit

mética; porque si axbzz.au, de multiplicar ia por 36,

debe resultar (61, 3?) un producto seis veces mayor

que ab; esto es, 2 x^ab tí 6ab.

Las letras que son diferentes en ambos factores, se

ponen unas á continuación de otras sin interposición de

signos ningunos (103).

En punto á los esponentes , los de una misma letra

se suman ; porque si se tiene que multiplicar a3 por a2,

indicando y ejecutando la operación como aquí se vé:

a3Xa2zzzaaaXaazz:aaaaa—aszz:a3~h2

resultará la regla.

Así, para multiplicar -i-4b3a4c2e por $a3bscd4, diré:

■+- por -4- da -+- , que pondré en el producto ; 4 por 5

son 20, que pondré después del signo -t-j b3 por bs, su

mando sus esponentes, será bs ; a4 por a3 dará a7; ca

por c, sumando sus esponentes 2 y 1 , dará c3 ; y como

no hay e en el multiplicador ni d en el multiplicando,

se pondrán después de lo que ya hemos sacado, y se ten

drá que

+4lfia+caeX-h$a3bscd4==rt-zob6a7c3ed4.

Si los esponentes son indeterminados, se indica la

suma de los de los factores; así, si quiero multiplicar

-*-3aBAW por -ytfaVd',

tendré que el producto será—2 1 am+tbí+hndr+-sé7.

115 Para multiplicar un polinomio por un monomio,

tí un monomio por un polinomio, se multiplica cada

término del polinomio por el monomio; así, si quiero

multiplicar

Tom. I. 13
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5¿V—4a3ds-i-3b'icd4 por —¿a^c3,

indicaré y ejecutaré la operación de este modo:

multiplicaré el primer término 5¿V* por —3a5dfic3, lo

que (114) dará — i¿b2c7asd6; luego, multiplicaré el

4a3ds por —3a5d6c3, lo que dará -t-i2a8d"e3; y por

último multiplicaré el -t-3¿2ccí4 por —3a5dsc3, que da

rá qb3c4d,0as , y tendré el producto que allí se pre

senta.

1 1 6 Para multiplicar un polinomio por otro , se

multiplica todo el multiplicando por el primer término

del multiplicador; después todo el multiplicando por el

término del multiplicador; después por el tercero etc.;

van colocando los productos unos á continuación de

otros con los signos con que vayan saliendo, y luego se

simplifica si se puede.

i.«r ej. Si quiero multiplicar a-t-b por a—¿, multi

plicaré primero a-hb por a , lo que da a2-t-a¿;

y luego a-t-b por —b , lo que da —ab—A2,

jue puesto á continuación del anterior y destruyendo

-t-aA con —ab, se tendrá

(a+-b)(a—u)—aí-hab—ab—b'1=a1—b:l.

Esc. Este resultado nos dice : que la suma de dos can

tidades multiplicada por su diferencia , da por producto

¡a diferencia de estas cantidades con un esponente duplo

del que tenían en los factores.

Recíprocamente , si dada la diferencia de dos canti

dades se quiere descomponer en factores , se pondrá la

mma de dichas cantidades multiplicada por su diferen

cia, poniendo á cada una la mitad del esponente que

tenía. Así, a8—b6={a4-hb3)(a4~b3) i

nP-n5={m^W^{m^-n &

í? ej. Si quiero multiplicar

4a3b2—3a'63-+-5£s por 30*6—4ab*,
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indicaré y ej?o»tar¿ k operación del modo siguiente:

i aa5b3—ga*b4-hl$b6a —1 6a464-+-i 2a3b3—eoab7=

\iasb3—25o4¿4-hi 5¿6a3-+-i sa3bs—soab7; .

multiplicaré primero todo el multiplicando por el pri

mer término 3a2¿ del multiplicador, lo que da el pro

ducto i aa3b3—90464-f- 1 $b6a\

después multiplicaré todo el multiplicando por el se

gundo término —406a del multiplicador, é iré colo

cando el producto á continuación del anterior, y eje

cuto la reducción como allí se ve.

3? (a6b3-ha<>-hbV-hb6a3Xa3—b3)=a^b3-haI2-h

a3b^b6a6-a6b6-a^b3-bl:l-^a3=a12-bl\

De la división algebraica.

117 Dividir en Algebra es buscar cuántas veces una

cantidad contiene á otra, y del modo que la contiene;

de donde resulta que el divisor multiplicado por el co

ciente debe dar el dividendo; y por lo mismo se puede

decir también que dividir es hallar una cantidad que

multiplicada por el divisor dé el dividendo.

Para dividir un monomio por otro hay que atender á

cuatro cosas, que son: i9 signos; 2? coeficientes; 3? letras;

y 4? esponentes.

1? Signos semejantes dan -i- en el cociente, y deseme

jantes dan—.

Dem. Como el signo del divisor , combinado con el

que haya de llevar el cociente , ha de producir el del

dividendo , cuando el dividendo tenga el signo -+- , el co

ciente tendrá el mismo signo que el divisor; pues solo

signos semejantes (114) producen -f-; y cuando el divi

dendo tenga el signo— , el cociente llevará signo contra

rio al que tenga el divisor; pues estos son (114) los

que producen— ;
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± ± =F =F

tí en generai —=-)-,—=*_, —

± =F ± T

qne es L. Q. D, D.

2? ios coeficientes se dividen por las reglas de la

Aritmética ; y si no se pueden dividir con exactitud,

se simplifica si se puede.

Dem. Como el cociente multiplicado por el divisor

ha de dar el dividendo, el coeficiente del cociente por

el del divisor ha de producir el del dividendo; luego

el coeficiente del cociente deberá ser lo que resulte de

dividir el del dividendo por el del divisor. L. Q. D. D.

3? Las letras diferentes que tengan el dividendo y

divisor , se dejan donde estén ; y las letras que haya

comunes , sin esponente ó con uno mismo , se borran en

ambos términos.

Dem. Lo primero es porque de esta manera queda

indicada la operación; y lo segundo, porque en el co

ciente no puede haber nada que sea común á los dos

términos de la división ; pues al hacer la multiplica

ción resultarían duplicadas en el producto , y no • como

están en el dividendo, que es lo que debe resultar.

4? Si las letras comunes tienen esponentes diferentes,

se resta el menor del mayor ; y queda la letra en el tér

mino que tiene mayor esponente, con un esponente igual

á la diferencia hallada.

Dem. Esto equivale á suprimir en ambos término*

lo que tienen de común. L. Q. D. D.

Entendido esto , vamos á resolver algunos ejemplos.

i? Si quisiera dividir i2asb2c3d? por —jZ>a3c7e di

ría : -4-del dividendo (104) dividido por — ,da — ; 12

dividido por 3 da 4 ; as dividido por a3, es a2, porque

^restando el esponente 3 de la a del divisor, del espo

nente 5 de la a del dividendo , queda 2 ; b2 dividido por

b, es A, porque 2 —1=1 , y bx=b; c3 dividido por c7

da c4 en el divisor , porque la diferencia entre 3 y 7

e* 4 , y en el divisor es donde hay mayor esponente;
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la d3 quedará en el dividendo, y la e en el divisor j de

manera que tendré'

—¡ba3c7e . c4e

2? Si tuviera que ejecutar esta división indicada

soa9bscmdsf

■ , diría : -+- por -h da -4- , que no pongo

Sa*bWf

(104); 20 dividido por 8 no se puede ejecutar, y así

simplificare' dividiendo ambas cantidades por 4 , lo que

las reducirá á f ; ahora diré : a9 dividido por a4 es as

en el dividendo.; bs dividido por b2 da b3 ; cm dividido

por c" no podemos hacer sind indicarlo ; pero como no

sabemos si m es mayor que ra ó ra mayor que m , no sa

lemos cuál se debe restar de cuál; podemos restar la n

de la m y dejar en el numerador del cociente cm ó

al contrario, y dejar c" m en el denominador, pues

siempre el cociente por el divisor da el dividendo; pero

preferiremos el dejar cm " que es mas sencillo ; y. ha

ciendo lo mismo con las demás letras tendremos

2oaPb5cmdsf 5asb3cm-"ds-r 5asb3

= , ó =

8a4bzcndrf2 2/ 2ca-mdr-'f

1 1 8 Consideremos ahora los resultados que puede

cm

dar la espresion —=cm "(A),

c"

Aquí puede ocurrir que m > n , 6 m—n, o m<n.

1? Si m> n será necesario añadir á ra una cantidad

cualquiera u, para que sea igual con m; de manera que

m=zn-+-u; y sustituyendo este valor en la espresion

cm

(A), será—=cm-"=cn+u-"=cu,

c"

porque ■+■ ra y —ra se destruyen. Este caso no nos ense-

iía nada de nuevo.
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2? Si m—n, sustituyendo en (A), será

cm

—-cmr-n-cn—"—c°;

c"

aquí encuentro una espresion c° , desconocida ; así , para

Ver lo que significa, haré la sustitución de n por m an

tes de indicar la resta de los espoaentes, y tendré

cm c"

porque toda c ' ¡tidad dividida por sí misma da (51, 3?) la

unidad ; luego tengo aquí dos espresiones c° y 1 que son

el resultado de una misma— ; luego serán (intr. ax. 5?)

c"

iguales entre sí, y se tendrá c°~i ;

pero c espresa una cantidad cualquiera, luego toda can

tidad elevada á cero es igual á la unidad.

3? Si m <. re, añadiendo á m una cantidad cualquiera

m, para que sea igual con », será m-hu—n; y ponien

do en (A) en vez de n este valor , tendré

____em—»_cm—(nH-")=c'»í—■»«—»—c-

También hallo aquí una espresion c 8 no conocida;

así , para indagar lo que espresa , haré la sustituciou an

tes d« indicar la resta de los esponentes , y tendré

cm cm eT 1

¿rcm+r cmcu y

1

donde tengo dos valores de — , á saber : c " y — ,

c" c"

que por lo dicho (intr. ax. 5?) serán iguales , y tendrá
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que dice , que toda cantidad se puede trasladar del di

visor al dividendo , ó al contrario , mudando el signo á

íi¿ esponente.

Esta proposición se puede demostrar directamen

te de este modo.

„ _jn ~
ax

Sea la fracción propuesta. Si el numerador se mul

te"
tiplicapor z"xz "=zK "=z°=i , no se alterará la frac- '

cion,y por la misma razón, tampoco se alterará el deno

minador multiplicándole por xm.x m—i ; luego se tendrá

axm axm.z".z-~"

— ; suprimiendo en ambos te'r-

bz", bz."xm.x-m

minos los factores comunes xm .z", resulta

axm az—"

bz" ~bx—™

119 Para dividir un polinomio por un monomio, se

divide cada término del polinomio por el monomio; por

que dividiendo todas las partes del dividendo , y reu

niendo todos los cocientes, debe resultar (int ax. 3?)

el cociente total.

Así , si quiero dividir la cantidad

i$a6b2—i2o4c3-f-8¿4c5 por—6a3bc4, tendré

IV

—6«3£c4 2c4

-i2a4c3 20 85^0* 4&3c

—6a3be4 be — 6a3bc4 3a3

I5«V—i2a4c3-hU4u5 2a $a3b 4¿3c

luego ■ ~— .

—6a3bc4 be 2c4 3a3

120 Para dividir un polinomio por otro lo primero

que se hará es ordenar; para lo cual se verá la ktra

que está mas repetida en el dividendo y divisor , y se
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volverán á escribir principiando en ambos por el térmi

no en que dicha letra tenga mayor esponente ; después

el que tenga el espolíente inmediato menor, etc. ,

Hecho esto , divídase el primer término del dividen

do por el primero del divisor , y se tendrá un término

del cociente ; multipliqúese este término por todo el di

visor , y réstese el producto de todo el dividendo (lo cual

se conseguirá mudando los signos del producto confor

me se vaya formando) y se hará la destrucción que se

pueda. Después se divide el primer término de esta res

ta por el primero del divisor , lo que dará el segundo

término del cociente; después se ejecutará la multipli

cación y resta ; y se continuará del mismo modo has

ta que se halle cociente exacto , ó hasta que el mayor

esponente de la letra por que se ordena , sea en la res

ta menor que el mayor de la misma en el divisor $ en

tonces no hay cociente exacto , y se indica la división

de la resta por el divisor (49).

Ejemplo. Quiero dividir

a3b3c—ab2c2—2a4b2c-i-asbc+2a2bc2—a3c2

por a2+b2-*ab.

Para ordenar, veo que la a es la que se halla mas

repetida en ambos términos , y ordenando por ella tendré

a5be—2 a4b2c-ha3b3c-h2a2bc2—ab2c2

isbc+2a4b2c—a3b3c

-2aZH-Aa

a3bc—ac2

—a3 c3-f-2 a 2be2—ab2c2

-ha3c2—2a2bc2-i-ab2c2

000

Ahora empezaré la división diciendo: asbc dividido

por ar es a3bc , que pondré en el cocienfclp haré la

multiplicación de a3bc por todo el divisor, diciendo:
■'-t-por-H-da-^l y como se ha de restar es— que pongo

debajo defeque debía tener el primer término del

dividendo ; a3bc por o2 da a5¿c, que pongo después del

signo— j continúo : -4- por — da —que como se ha de
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restar es-t-; a3bc por '2ab es 2a4Asc, que pongo des

pués del signo -+-$ -4- por -t- da -4-, que como se ha" dé

restar^será — ; a3be por A2 da a3A3c, que pondré tam

bién ; tiraré una raya para poner debajo de ella la resta

que quede después de hecha la destrucción ; pero ad

virtiendo que -+-asbc de arriba con —asbc de abajo se

destruyen, que-^2a4A5c se destruye con -+- 2«4a4; , y

-+-a3A3c con—a3A3c, pongo debajo de la raya lo que

queda , que es

—a3c2-H2a2Ac2—aí'c2.

El primer término de esta resta —a3§3, le dividiré

por a2 primero del divisor, lo que dará' —ac2; multi

plico y resto , diciendo : — por -f- da -7, y como se ha

de restar es -4-, que pongo debajo del signo — del

—a3c2; a2 por ac2 es a3c2 que pongo ; continúo —ac2

por —2ab es -+-2a2Ae2, que como se ha de restar pongo

—2a2bc2; sigo: —ac por Z>2 es —¿A2c2, que como se

ha de restar será -4-aA2e25 y como estos términos se

destruyen con sus correspondientes, pondré debajo de

la raya o por resta , y tengo que el cociente será

a3be—ac2.

Dem. El ordenar es una operación que se puede ¡ha

cer, porque esto no altera el valor de los términos'lflfe ^a

división; y se debe practicar, porque muchas cantidades

(como la anterior) que ordenadas dan cociente exactg,

no le darían sin esta circunstancia, y el resultado debe

ser siempre el mas sencillo.

Todo lo demás es enteramente análogo al procedi

miento aritmético (53), y se reduce á buscar los dife

rentes términos de un polinomio, que multiplicado por

el divisor dé el dividendo , que es L. Q. D. D.

Esc. La multiplicación ,del cociente por el primer

término del divisor se puede omitir $ porque como dará

el primer término del dividendo , y se ha de restar de

él, se podrá tachar inmediatamente el primer término

del dividendo y multiplicar desde el segundo del divi

sor en adelante , que es lo que se ve en los dos ejem

plos siguientes. , .

Tom. I. 14
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a3-h-a2b-hab2-t-b3

Puesto que (5 116) (a+£)(/j—¿)=aa--¿1, resulta

que, dividiendo a —b2 por a—Á, se tendrá a+b.

Si se tuviera que dividir a3—b3 por a—b , liaría la

operación como aquí se presenta :

Donde veo que sale a3—b3 | a—b

también cociente exacto. -t-a2h T~,—7—7T

-hab~

-hb3

o

Si tuviese que dividir a4—2>4 por a—A, lo liaría del

modo siguiente : a*—b4 I a b

Donde también hallo ''
. . -haáb

cociente exacto. Con- 2^2

tinuando del mismo ^

modo, se deduce en -H¿4

general, que un bino

mio tal como am—Ara,

dividido por a—¿, siempre da cociente exacto ; el cual

se puede poner desde luego por esta regla: el primer

término será el primero del dividendo con una unidad

menos en su esponente ; en el segundo , la primera parte

d¿l dividendo tiene una unidail menos que en el anterior,

v aparece la segunda con la unidad por esponente; la

primera parte va teniendo una unidad menos en su espo

nente; y la segunda una unidad mas hasta que en el úl

timo término no se halla la primera parte, y la segunda

se encuentra sola con un esponente una unidad méucs que

el que ¡levaba en el dividendo; todos los signos son posi

tivos , y los términos no tienen coeficientes.

Esta propiedad, que acabamos de deducir por analo

gía, la demostramos por otros dos métodos distintos en

el (§ 186 del T. i. p. i. T. E.); y si por ella quisiéra

mos ejecutar la división de a9—IP por a—A, hallaría

mos a8+a7¿ +a6b2-Hisb3-^4b4-+-a3bs^-a2b6-i-ab7-i-b!i.

De los quelrados literales.

121 Los quebrados literales d algebraicos se calcu

lan del mismo modo que los numéricos ; porque todas
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las demostraciones que dimos respecto de estos, estaban

concebidas en te'rminos generales. Así, su valor no se

alterará aun cuando se multipliquen o partan sus dos

términos por una misma cantidad. Por esta causa sé

reducirán á un común denominador del mismo modo

que aquellos (68); por manera, que si tengo los que-

a c m p

irados —, —, —, —,

bdnq

quedarán reducidos á un común denominador, si multi

plico los dos términos del primero por dnq, los del se

gundo por hnq, los del tercero por hdq, y los del cuarto

por M«, cuya operación los transformará en

adnq cbnq mbdq bdnp

1 •> ) •

bdnq bdnq bdnq bdnq

Igualmente, si se dan quebrados con factores ó le

tras comunes arriba y abajo , se podrán suprimir y que-

ad a ad-t-ba a

darán simplificados. Así, —— , y =—;

d2c de d2-t-bd d

pues en el numerador y denominador del primero es co

mún la rf, y en los dos te'rminos del segundo es común

el factor d-h¡>, que suprimido se convertirá el quebrado ,

en lo que hemos puesto.

122 Para sumarlos se hará lo mismo que con los nu

méricos (70).

a m an bm an+-bm

De manera que 1 rr 1 — .

b n bn bn bn

123 Para restarlos se hará lo mismo que con los nu-

a m

me'ricos (73). Así, si de—quiero restar—, tendré

b n

a m an bm. an—bm

h n bn bn bn

*
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124 Para reducir aquí un entero á la especie del

quebrado que *le acompaña, ya sea por via de suma ó

de resta, se multiplica el entero por el denominador del

quebrado , con esto se suma el numerador- del quebrado

cuando este lleva el signo -4-, d se , esta cuando lleva el

— , y á todo esto se le pone por denominador el del que-

a4

irado. Sea la espresion a2-i-b2-i la que se quie-

b2—a2

re reducir; multiplicaré el entero a2-v-b2 por el denomi

nador b2—a1, que me da (116 esc.) b4—a4; con esto su

mare' el numerador a4, y á la suma le pondré por deno

minador el del quebrado, en esta forma:

a4 (flV¿3)(¿2—a2)-l-a4

a2-H&2H = =

¿2—a2 . ¿'—a5

¿4—a4-)-a4 A4

Z>2—a1 ¿'—a2

IC5 Para multiplcarlos se hace lo dicho (76); de

manera que

a m am a-hm a—m (a+m){a—m)

—x———, y x == :—=

h n bn c2—ra2 c2-i-»2 (c2—ra2)(c2-Hi2)

a2—-#z2

e4—n4

Y para multiplicar un quebrado por un entero d al

contrario , se multiplicará el numerador del quebrado

por el entero, como aquí se vé:

a ac m (a2-f-A2)m a^m-t-b^m

—xe—— , y (a2-+-¿2)—= = .

b b n n n

126 Para dividirlos se ejecutará lo dicho (79); de

manera que

a m an a-hm c—n (a-t-/»)(a—m) a?—m1
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Si se tratase de dividir un entero por ira quebrado,

c ad"1

se practicarla lo dicho (3o) j así, a: ———.

da c

Para dividir un quebrado por un entero se practi

caré lo dicho (8i); así,

a a a2¿ o!Z> a26

b hm c*—n (c2—ri)d3 c*d3—nd3

De la elevación á potencias y estracc\on de raices de los

monomios.

127 Se llama en general potencia de una cantidad, al

producto de multiplicar dicha cantidad por sí misma

cierto número de veces; si se multiplica una vez, re

sulta la segunda potencia ó cuadrado ; si se multiplica

dos veces , resulta la tercera ó cubo ; si tres , la cuarta;

y si n , la potencia del grado . La cantidad que se

multiplica se llama raiz; y en general, se llama raiz de

una cantidad aquella que multiplicada por sí misma cier

to número de veces produce la cantidad primitiva.

128 Para indicar que una cantidad se ha de elevar

á una potencia, si consta solo de una letra, basta po

nerle á su derecha un poco mas alto el número que es

presa la potencia á que se ha de elevar; y si la canti

dad tiene mas de una letra ó tiene- esponente , se en

cierra dentro de un pare'ntesis, y fuera de este se colo

ca un poco mas elevado el número que espresa la po

tencia, el cual se llama esponente de la potencia. Así,

para indicar que la cantidad 2ab se ha de elevar al cua

drado, se escribirá (zab)2, que (106) se lee: dos ab ele

vado A dos; (zab)0 se lee: dos ab elevado u tres; y

Í2.ah)n se lee: dos ab elevado á n.

Los grados de las potencias se han deducido del nú

mero de veces que entra por factor la raiz, que son

tantas como unidades tiene el esponente ; por lo que

toda cantidad sin esponente ó con 1 , es su primera

potencia. Las multiplicaciones son tantas me'nos una co

mo unidades tiene el esponente
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La elevación á pote.'.eias es el caso particular de la

multiplicación , en que los factores son iguales ; pero

aquí solo se necesita atender: i? á signos, 2? á coeficien

tes y 3? á esponentes.

1? Si el esponente de la potencia es número par,

el signo de la potencia será siempre -h; y si es impar,

el signo que lleve la potencia será el que tenga la raiz.

Porque si la raiz lleva el signo -f-, combinado cualquier

número de veces siempre dará-i-j pero si lleva — , cuan

do el esponente sea par , como un número par de sig

nos — en la muleiplicacion producen-H, y un númerd

impar producen — , resulta la regla de los signos'.

2? De los coeficientes se formará la potencia que

diga el esponente; esto es, se multiplicarán por sí mis

mos tantas veces menos una como unidades tenga el es-

ponente; porque en la operación de multiplicar , los coe

ficientes se multiplican (1 14) los unos por los otros, y

aquí dichos coeficientes son iguales.

3? En punto á esponentes se multiplicará el de la

cantidad por el de la potencia. Porque en la multipli

cación se suman ; y aquí habrá que sumar cada espó

sente consigo mismo, tuntas veces como unidades ten

ga el de la potencia , que equivale á multiplicarlos.

Cor. De lo dicho (125) y de lo que acabamos de ma

nifestar, se infiere que para formar potencias de que

brados , se formará la del numerador y denominador.

Aplicando las reglas á estos ejemplos se tendrá

1? (o2)3=a^xa^xa^a^'+^a^a**3;

2? (—4ab3nsf=—4sasb15ni3=z io2 4a5¿I5»5í;

3?(6a52>V)w^=6'V",¿OTV",;

/ 3a3Z>V \ _(3a2Z»V)3 27a6b<>c12

Los cuales manifiestan que la potencia de un pro

ducto 6 de un quebrado, es lo mismo que el producto

ó cociente de la misma potencia de cada uno de los fac

tores ó términos del qivbrado.

Cor. De aquí se deduce, teniendo presente lo dicho
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(77 esc.) que las diferentes potencias de un quebrado

propio van siendo menores, ¿proporción que sus esponen-

tes aumentan.

129 Para indicar que se ha de proceder de la po

tencia á la rjiz, ge usa del signo radical Vi entre

sus ramas o' piernas se pone el esponente radical, que

es el ndinero que espresa el grado de la raiz que se

qui'.rc estraer; y debajo del signo se pone la cantidad

cuya raiz se quiere sacar.

Como estraer raices es buscar una cantidad , que en

trando por factor tantas veces como unidades tiene el

esponente radical , produzca la cantidad dada , que se

considera como potencia , estableceremos por regla:

j? Si el esponente radical es par, la raiz llevará

el signo de ambigüedad ; y si el esponente radical es

impar, la raiz llevará el mismo signo de la cantidad.

Porque cuando la potencia es de grado par, siempre

tiene (128,1?) el signen- , bien téngala raiz el-+-ó

el— ) y cuando la potencia es de grado impar, lleva

el mismo signo que tenía la raiz.

2? De los coeficientes se dejará indicada la opera

ción debajo del radical, hasta que se sepan estraer las

raices de los números.

3? En punto á esponentes , se dividirá el esponente

de la cantidad por el del radical. Porque esta opera

ción es la inversa de elevar á potencias , y en esta ope

ración se multiplican.

Así, si quiero estraerla raiz cuadrada de a6b8, ob

servare que ocurriendo con mucha frecuencia el es

traer raices cuadradas, se omite el esponente 2 del ra

dical ; Je modo que "\Ja6baes lo mismo que V^i8; y

ejecutando la operación del modo que acabamos de

í 3.
decir, será 1? >/abb* =±:a2b2=±:a3b4¡

2? V—a6b12c9-—aV/c3i

n n J¡ r s i

3° V7a5ifcsd3—V-xa "b"c 9 d "
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Si fuesen quebrados , se estraerá la raiz del nume

rador y la del denominador , en esta forma:

8 B ">. r 5

d7fe5~± ± i_

d"fe"

lo cual está fundado en que para elevar á potencias un'

quebrado, se ha de elevar el numerador y el deno

minador 5 por lo que aquí se deberá seguir la regla con

traria ; de donde se deduce que ¡a raiz de un producto

ó de un quebrado es lo mismo que el producto ó cocien

te de las raices de los factores , ó términos del quebrado.

1 30 Cuando la división de los esponentes no se

puede hacer exactamente , aun debe permanecer radi

cal en la espresion ; pero se debe sacar de él todo lo

que se pueda 5 para lo oual , del esponente fracciona

rio que resulta de quitar el radical, se sacan los en

teros que se puedan ; y aquella cantidad se descompo

ne en factores poniendo por primer factor la cantidad

con el esponente entero j y por segundo la misma can

tidad con el esponente quebrado ; y luego se vuelve á

restablecer el radical poniendo entre sús piernas el de

nominador del quebrado, y debajo de él la cantidad

con el numerador del quebrado por esponente.

Así, si qukro estraer la raiz cúbica de a3b7c6 , eje

cutaré la operación como aquí se veí

3 s 7 í [í ji
V'ai^c6=aZbic3=a Sb 3 c2=

Sl 1 Ai 3

aa* b ^V=aAV>e3 A =aAV Va^b.

„ Esto está fundado (129) en que la raiz de un pro--

ducto de tantos factores como se quiera, es igual al pro

ducto de las raices del mismo grado de los factores.

131 Estas cantidades que están afectas del signo V

3

se llaman cantidades radicales; así, Ya, VA, etc. son

cantidades radicales; cuando a y b se representen por
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números , podrá suceder que a v. g. sea un número cua

drado como i, 4, 9, 16 etc. ó j1^, etc. y que b sea

un número cúbico, como 1,8, 2 7, etc. ó-|, , etc,

En este caso el radical desaparecerá; pero cuando no

sea ninguno de estos números , como cuando a valga 2,

3, 5, etc. y b sea 2 , 3 , 4 , 5 , etc. no tiene raiz exacta;

y es imposible hallar un número entero ni quebrado

que esprese el valor de estos radicales; por lo cual

3 3 3

Va, V¿, VS-, V6, etc., V2, V3, V5, etc.

. se llaman números sordos , irracionales ó inconmensu

rables. »

132 Con los 'radicales se hacen las mismas opera

ciones que con las demás cantidades.

La suma y la resta se ejecutan en un todo lo mis

mo; solo que para que los términos sean semejantes han

de tener un mismo esponente radical, y unas mismas

letras y esponentes fuera del radical y debajo.

133 Para multiplicarlos, si el radical es de un mis

mo grado se pondrá (129) debajo del radical el produc

to de las cantidades ; y después se verá si se puede sa

car algo de debajo del radical (130).

4— 4 4 4
Por ejemplo: -y/ a°b x.\ra'1hc2—-\/a5b'kc'1—a-y/ab'ic''.

Cuando los radicales no tienen un mismo esponen-

te , se reducen á él multiplicando los esponentes de cada

cantidad y de cada radical, por el producto de los es-

ponentes de los radicales de los demás.

Esto está fundado en lo dicho (68); pues si se qui

tan los radicales poniendo á las letras esponentes frac

cionarios (130), no habrá mas diferencia sinó que aquí

los esponentes de los radicales hacen oficios de denomi

nadores, y los de las letras hacen oficios de numerado

res. Así, sí quiero reducir á un mismo esponente radical

3/— 4

los Va%2, W¿2, Vara, multiplicaré primero todos

los esponentes radicales diciendo: 3 por 4 son 12;

1 2 por 2 esponente del tercero son 2 4 , y este será el es-

ponente común del radical ; ahora , para saber los que

Tom. I. 15
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deben tener las cantidades que se hallan debajo de cada

radical , multiplicaré los esponentes de las letras, que se

hallan bebajo del primero, por 8, producto de 4 por 2;

los de las que se hallan debajo del segundo por 6 , pro

ducto de 3 por 2 ; y los de las que se hallan debajo del

tercero por 1 2 , producto de 3 por 4 ; de manera que

dichos radicales los tendré reducidos á

24 24 24

^ J/al8¿12, kVV»;

y si los quisiera multiplicar, sacaría por producto

24 ' 24 24 •

l/7Wx \Xal6b12 X aI2»I3=

24 24

134 Para dividirlos,-cuando los radicales tengan un

mismo esponente, quedará hecha la división (129) con

poner debajo de un radical del mismo grado el cociente

de las cantidades que haya debajo.

\ZaWc~ i / a3b2c _ |

uego — ——y a^cd~v ¿¿r-

Si no tienen el mismo esponente radical, se reduci

rán á el , como se ve en el ejemplo siguiente :

3 1 2 1 2 1 2

4 -12~Z ~~V ^¿W-r ¥d*'

135 Para elevarlos á una potencia cualquiera basta

(133) elevar la cantidad que está debajo á la misma po

tencia , dejando el mismo esponente del radical ; porque

elevar V a3b* á la segunda potencia , es efectuar el pro

ducto

5, 5, 5 5,

Como estraer raices es lo contrario de elevar á po
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tencias , para estraer la raiz de una cantidad radical, se

dividirá el esponente de la cantidad que haya debajo,

por el esponente de la raiz que se quiera sacar, y al re

sultado se le pondrá el mismo radical.

3 ' .

| / 8 8

Así, y Va6b3c3 - \/a*bc; pero como no siempre

se podrá ejecutar la división exactamente , con el fin de

que en el resultado solo haya un radical, se multiplica

el esponente del radical primitivo por el de la raiz que

se quiere sacar , sin llegar á las cantidades que hay de

bajo del signo radical. Así ,

|// \/a*b*c= V'a:ib1c.

De las espresiones imaginarias.

136 Hemos visto (128) que al elevar una cantidad

á una potencia par, siempre resultaba el signo -+-; de

donde se deduce que ninguna cantidad negativa puede

ser potencia de grado par; luego si nos pidiesen una

raiz de grado par de una cantidad negativa , se nos pe

día un imposible; no obstante, ocurre esto con mucha

frecuencia , y por esta causa á estas espresiones se les ha

dado el nombre de imaginarias.

. 4, 6 2»

Así, V—o», V—a*, V—Ts, V^V"

son espresiones imaginarias.

Antes de enseñar como se calculan , demostraremos

esta proposición.

Toda espresion imaginaria se puede descomponer en

dos factores : el uno real , que será un radical del mismo

grado, que contenga debajo de sí la cantidad real; y el

otro un radical del mismo grado que contenga debajo de

sí la unidad con el signo negativo.

2»

En efecto, sea la espresion —am, y se tendrá que

*
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que como toda cantidad se puede considerar multiplica

da por la unidad , será

am——\am—-^\ x—am=—i x+am;

m i

luegoV—a!n=Vamx— 1=(§ iz9)a x(— i) ;

2« : 2/1

y restableciendo los radicales será a X v —i .

que era L. Q. D. D. (i)

137 Con las imaginarias se hacen las mismas ope

raciones que con las cantidades reales. La suma y la

resta se practican por las reglas dadas (132),

138 Para multiplicarlas se descompondrán antes en

(1) Mr. A. L. Cauchy, ingeniero de puentes y calzadas , en su

curso de Análisis de la Escuela politécnica , dice que toda ecua

ción imaginaria es la representación simbólica de dos ecuacio

nes entré cantidades reales» Por ejemplo , la ecuación simbólica

a h"\/ >I=C-r-£?'\/—-I equivale sola á las dos ecuaciones

reales a "^Z. c, b d.

Este sabio profesor , con quien lie tenido el honor d° con

versar en París , ha desenvuelto con mucha maestría varios pun

tos de Análisis y se espera con sólido fundamento que simplifi

cará y aclarará otros varios que no se hallan esplicados con la de

bida exactitud. A raí rae resulta la gran satisfacción de haber

coincidido algún tanto con sus idéas, y aun haberlas llevado

011 algún punto un poco mas adelante. En efecto , en el re

sumen de sus lecciones , d:tJas *m la Escuela politécnica sobre et

Cálculo infinitesimal, impreso en i&23 , reconociendo la incer-

■tldumbre de los resul Lados á que puede uno ser conducido por

el empleo de series divergentes, trata de evitar estos inconve

nientes, y dice en la advertencia de dicha obra , que espera

que, los que la lean se convencerán de que los principios del

Cálculo diferencial y s¡us importantes aplicaciones se pueden

esponer fácilmente , sin la intervención de las seríes. Y como

yo esplico los principios de dicho Cálculo tanto en mi Tratado

elemental de Matemáticas compuesto en 1807 é impreso en i'Si3,

como en este Compendio, sin suponer conocido el desarrollo de

las series , resulta que me he anticipado eu este asunto ; y 01 se tie

ne en consideración que Mr. Cauchy supone ya conocida la fórmela,

del binomio de Neuton , y que yo esplico los principios del es-

presado Cálculo diferencial , sin suponer demostrada de antema

no dicha fórmula , no se estrafíará el que yo haya asegurada

haber llevado algo mas adelante las ideas de Mr. Cauchy en»

este particular.
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sus dos factores, -y después se ejecutará la operación

como en los radicales; así, para multiplicar

\/—a por \r —¿, descompondré á

V—a en VaxVdT , y á S/—Z» enV/¿xV'—i,

y la multiplicación la haré en esta forma:

\/—axV/—b=\/sxV'— ixV^¿xV—1=

V'axV'ixC—i) x( i) = l/o*x(—1)'=

V'aix—1=—V'a¿.

Observando este resultado, echaremos de ver que

el producto de dos imaginarias de segundo grado es

una cantidad real; y que el signo que nos resulta es

contrario al que daría la multiplicación (114); pues

teniendo

V—a y */—b' los signos positivos, debería salir el

producto positivo , y vemos que es negativo.

139 Para dividirlas, se descompondrán también en

factores el dividendo y el divisor ; así, será

V^a VaV~

V—b VbV—i

y como —1 arriba y V—1 abajo se pueden suprimir,

Va

quedará ——=(§ 134)^/ «
Vb V y

140 Si se multiplican entre sí dos binomios de esta

forma A -+■ , pero que en cada uno sea diferen

te el signo del radical, el producto será una cantidad
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real; v. g. si multiplico A-t-BV'—i por A—B\/—i,

tendré (i+BV/~) (A—B\/^i)=

A^ABV—i—ABV—i-hB'=A*+B*.

De donde se deduce una regla para descomponer en

factores la suma de dos i/antiiades, cuya operación es

muy socorrida en la práctica , y es : que se ponga la

raíz cuadrada de uno de los términos en ambos facto

res por primer termino^ y por segundo la raíz del otro

multihlicada por , pero con diferente signo- en

cada factor ; de manera que

v=r).
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SEGUNDA PARTE DEL ALGEBRA.

De la Análisis algebraica , y resolución de las ecuaciones

de primer gi ado.

141 llama ecuación la igualdad de dos can

tidades, como c=a-f-¿; lo que se pone á la izquierda

del signo=, se llama primer miembro ; y lo que se po

ne á la derecha , segundo miembro ; y cada una de las

cantidades que los forman , se llaman términos. La parte

del Algebra, que trata de resolver los problemas después

de puestos en ecuación , se llama Análisis ; cuyo espíritu

consiste en suponer conocido lo mismo que se trata de

averiguar.

Como en los problemas entran cantidades conocidas,

qne se llaman datos , y desconocidas que se llaman in

cógnitas, las conocidas se señalan con las primeras letras

a, b, e, etc. , del alfabeto; y las incógnitas con las úl

timas z, y, x, u, etc.

142 Señaladas las cantidades con letras, se pasa á

plantear el problema , que es cifrar en ecuaciones todas

las condiciones que contiene. Para plantear Lien un pro

blema es necesario leerle tres ó cuatro veces, hacerse

bien cargo del sentido absoluto y terminante de las pa

labras, y condiciones á que han de satisfacer las . canti

dades, y escribir los signos correspondientes. Es, por

consiguiente, el planteo de un problema, una rigorosa

traducción del lenguaje común al lenguaje algebraico; y

así, para poder ejecutarle con alguna facilidad, se ten

drá entendido que las palabras sumado , agregado , au

mentado en etc. y sus sinónimas, conducen á pon?r el

signo-)-; las restado de, quitado, disminuido en, etc. y

sus sinónimas quedan traducidas poniendo el signo—;
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las multiplicado por, tantas veces mayor etc. conducen

á poner el signo X; las dividido por, tantas veces menor,

etc. conducen al signo : ó raya de la división, las talpo

tencia etc. al de elevar á potencias ; y las estráer tal raiz

etc. al signo radical - y las palabras de', componga, re

sulte, salga, y todas sus equivalentes, quedan traduci

das escribiendo el signo=.

Cuando planteado un problema se hallan tantas

ecuaciones como incógnitas, la cuestión es determi

nada; cuando resultan me'nos ecuaciones que incóg

nitas, es indeterminada; y cuando resultan mas ecua

ciones que incógnitas , se debería llamar mas que deter

minada ; pero en este caso la cuestión 6 es absurda , 6

es inútil alguna condición de las que se dieron ; por lo

que no se considera esta clase de cuestiones.

Cuando en una ecuación, considerada por sí sola,

no hay mas de una incógnita , se dice que es determi

nada; pero cuando hay dos o' mas incógnitas, se dice

que es indeterminada.

143 Las ecuaciones, sean determinadas 6 indeter

minadas, se dividen en grados, tomando el nombre del

mayor esponente que tiene la incógnita ; así,

a-\-bx=ex-*-d-\-e es una ecuación de i.cr grado, por

que la incógnita x stílo se halla elevada á la primera

potencia ; y es determinada , porque solo contiene la

incógnita x. La ecuación qx'2 -hbx=<H-ex es de 2? gra

do, porque el mayor esponente de la incógnita es 2 ; y

es determinada , porque solo contiene la incógnita * ; y

la ecuación ax2 -hbx9 -+-d=cx3 es de 9? grado; y es de

terminada por la misma razón que las anteriores.

Las ecuaciones indeterminadas también toman el

nombre del mayor esponente de las incógnitas; pero

como puede h-bcr te'rminos donde se hallen multipli

cadas 6 divididas entre sí, para averiguar el grado de

la ecuación , se suman los esponentes de las incógnitas

que se hallan en el término que hay mas dimensiones

desconocidas. V. g. la ecuación ax—bz-*-d es indeter

minada, porque tieüc dos incógnitas; y es de i.pr gra

do, porque en un" mismo termino so'lo se halla una in-
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cognita, j es con la unidad por esponente; la ecua

ción axs-¥-bzíx4zr:axi-t-cd, es indeterminada, porque

tiene dos incógnitas; y ademas es de 7? grado, por

que en el segundo término del primer miembro se ha-

lian dos incógnitas , la una con el esponente 3 , y la

otra con 4 ; luego en este te'rmino hay siete dimensio

nes desconocidas.

Cuando las ecuaciones son de un grado mas ele

vado al primero, pueden ser de dos maneras -.'puras 6

incompletas, que son aquellas en que sólo se halla Ja

incógnita con el esponente que da nombre á la ecuación;

ó mistas, completas ó afectas , que son aquellas en que,

ademas del término donde se halla la incógnita con el

esponente que da nombre á la ecuación , se encuentra

en otros términos con un esponente menor. V. g.

#?-ha=b, xs-hc==d, o en general x"=e, son ecuacionei

puras de 3?, ¿9 y ra? grado. Las ecuaciones

jíir3 -He-Hc=¿ , xs -t-ax3 -+-bx=cd , ó en general

x"-t-axn l-t-etc^=c, son ecuaciones mistas, completa»

ó afectas , de los mismos grados que las anteriores.

Esc. Cuando las cantidades conocidas que entran en,

las ecuaciones son números, como en estas;

xs -*-3*==38 , z3-(-2a;z==2o, etc. las ecuaciones se llaman

numéricas ; y cuando las cantidades conocidas están es

presadas por letras, como en x3-+ax2-hbx=^c, #2-t-

ax=fi, etc. las ecuaciones se llaman literales <S alge

braicas. En estas , y siempre que en los cálculos entran

cantidades conocidas enlazadas con las incógnitas , se da

el nombre de coeficiente á toda la cantidad conocida

qne multiplica á la incógnita. V. g. en el término 2X,

el coeficiente es 2 ; y en la espresion %ax el coefi

ciente es 2.a,

144 Como el espíritu analítico consiste en hallar

nna ó mas cosas desconocidas, en valores de las que so

dan conocidas , todo el artificio de la Análisis , cuando

ya está planteado el problema , consiste en determinar

á qué cantidades conocidas es igual ó son iguales la*

incógnitas ; y las operaciones que se ejecutan para de

jarla sola en un miembro, sin coeficiente, esponente,

Tüm. I. JÓ
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ni diviior, y con el signo positivo, se comprenden baja

el nombre de despejo de las incógnitas.

145 En el plantéo de los problemas (142) ge sue

len encontrar muchas dificultades, porque las condi

ciones á que han de satisfacer las cantidades, están á

veces tan intrincadas y enredosas, que parece impo

sible atinar con la operación á que deben conducir ; lo

eual no sucede así en el despejo de las incógnitas, que

está fundado en que si con cantidades iguales se hacen

operaciones iguales , los resultados son iguales; y ade

mas hay una regla general para saber las operaciones

que se han de hacer, que son las contrarias de las

que estén indicadas con las cantidades que afectan á

las incógnitas.

146 En efecto, 1? cuando la incógnita se halla su

mada con otra cantidad, queda despejada pasando por

vía de resta al otro miembro ta cantidad que sumaba á

la incógnita. V. g. si se tiene x-+-a=b, quedará despe

jada la x pasando el término -ha al otro miembro con.

el signo — , de este modo x=b—a;

porque siendo x-t-a=b, si de ambos miembros quita

mos la a, será x-i-a—a=b—a; pero en el primer

miembro -f-a y —a se destruyen , luego quedará x=b—a.

147 2? Cuando una cantidad afecta á la incógnita

por vía de resta , queda despejada pasando al otro miem

bro dicha cantidad por vía de suma. Por ejemplo, si se

tiene x—a=b , será x=b+a ;

porque si á ambos miembros de la ecuación añadimos

una misma cantidad a , se tendrá *—a-t-a=b-t-a;

y como—a y -t-a se destruyen , quedará x=b-ha.

Cor. De estos dos casos se deduce, que para pasar

un término de un miembro á otro basta mudarle el sig

no ; y que si al fin de un cálculo resulta la incógnita

con el signo— , se podrá poner con el signo -+- , mudan

do los signos á toda la ecuación; porque esto equiva

le á trasladar los términos de un miembro á otroj así,

ai tuviese —x=a—b podría poner x=b—a.

148 3? Cuando una cantidad multiplica á la incdg-

nita , quedará eita despejada partiendo el otro miembro
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por lo que multiplica á la incógnita. V, g. si se tiene

b

ax~b , resultará X—— ;

a

porque si dividimos ambos miemferos de dicha ecua-

ax b

cion por a, sé tendrá —=— $ y como a arriba y m

a a

b

abajo se pueden suprimir (61 , 4?), quedará x=—.

a

149 4? Cuando una cantidad divide á la incógnita,

se despeja esta multiplicando el otro miembro por lo qut

x

divide á la incógnita. V. g. si se tiene—=A, será

a

x=ab; porque multiplicando ambos miembros de la

ax

ecuación por a, se tendrá =ab; y suprimiendo en

a

el primer miembro a arriba y abajo (61, 4?) será

150 Al despejar una incógnita no siempre se presen^

tan ecuaciones tan sencillas como las que hemos con

siderado hasta ahora, sind que se hallan á un tiempo

enlazadas con las incógnitas las cantidades conocidas,

por via de suma, resta, multiplicación y división; y

en este caso para despejarla , lo que se hace es: 1? pasar

(147 cor.) al primer miembro todos los términos donde

se halla la incógnita, y al segundo todos aquellos don

de no se halla. 2? Después se quitan todos los divisores de

los términos donde hay incógnita, lo que se consigue

multiplicando cada termino por el producto de los divi

sores de los demás. 3? Luego, se reducen á uno solo to

dos los términos donde se halla la incógnita, si la ecua

ción es numérica ; y si es algebraica , se descompondrá el

primer miembro en dos factores, sacando la incógnita

fuera de un paréntesis, y encerrando dentro de él lo que

la multiplique. 4° Yfinalmente , quedará despejada di-

*
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bidiendo el oiré miembro por iodo lo que multiplica d la

incógnita.

Así, si quiero despejar la incógnita en esta ecuación

a* 4a* *

3 a;—a-i hw=- M—t—

b 7 3«

primero pasaré al primer miembro los términos

4ex x

-— y del segundo, y el --a al segundo, mn-

7 3C

dándoles los signos , y tendré

2* 4¿x x

3AH hmj—— 1-—=n-ha (A)}

* 7 3e

ahora quitaré los divisores, multiplicando el 3* poí

si 6c, producto de los divisores Z>, 7 y 3c, de los de-

IX

mas; el — por 21c, producto de 7 y 3c; el áx por

b

bi¿<?, producto de ¿, 7 y 3c; el por 36*, pro*

7

ducto de b y 3c; el — por 76, producto de b y de 7;

3c

todo el segundo miembro se multiplicará por 2 1 6c, pro

ducto de los divisores A, 7 y 3c, y se tendrá

í>3¿caH-42cx-t-2 labcx—1 2bcex+jbx=(n-ha)X2 ibc.

Esta transformación no altera la ecuación (A), porque

equivale á multiplicar sus dos miembros por el produc

to 2 1 be de todos los divisores ; pues en el término don

de haya alguno , queda hecha la multiplicación con su

primirle (66 cor.).

Ahora, sacando la * fuera de un paréntesis, que con

tenga todo lo que la multiplica , se tendrá

x(6^bc-i-4ic-t-2iabc—1 26»e-t-7¿)=(B-f-a)X9-i6e;



ÁLGEBRA. I«5

y dividiendo por lo que multiplica á Id inc(%nita , que

e* lo que ge halla dentro del paréntesis, resultará

(n-i-a)X 21 be

x= 1 —.

6^bc+42c-h2 labe—1 2 hce-hfh

Cor. De aquí se deduce que una cantidad que en

tiH miembro se halla como factor puede pasar al otro

por divisor ; y al contrario , toda cantidad que se halla

por divisor puede pasar por factor al otro miembro;

y que quitar los divisores de una ecuación equivale á

multiplicar sus dos miembros por el producto de to

dos ellos.

151 Cuando la incógnita se halla elevada á poten

cias en una ecuación pura, se despeja estruyendo del

otro miembro una raíz del mismo grado que el de la po

tencia. V. gr. 6i se tiene *"=6,

n

quedará despejada la x poniendo x~\/b ;

porque si estraemos de ambos miembros la raiz re, será

n n n JJ_ n

Vx"=Vb; pero VV==**=wW, luego x=Vb.

Si n es un nrimero par, se deberá poner el signo

±; de manera que si fuese jc'zza2, resultaría x—±a.

152 Si se hallase la incógnita debajo de algan ra

dical, quedaría despejada elevando el otro mie. ibro á una

potencia del mismo grado que el radical. V. g.

n

si se tuviese \/~x==b, resultaría x=h"; porque si ele- .

n

vamos á n los dos miembros de la ecuación

resultará (\/lc)n=(§ 135) x==b".

Propongámonos resolver algunos ejemplos, cuestiones

4 problemas.

1? Hallar un número, tal que, si al triplo de dicho
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número , se le quitan siete unida des , resulte el tnitm»

número aumentado con 15 unidades.

Res. y Dem. Llamemos x el número que buscamos, j

el problema quedará plant eado en la siguiente ecuación.

3*—7=wM-i5<

Trasladando los térm inc donde hay incógnita al pri

mer miembro, y los conocidos al segundo, mudando sus

signos (147 cor), será 3*—x=i5~hj; ó simplificando

2#=22; y divi diendo por 2, será x=^n.

Comprobación ó verificación: el triplo dé n es 33;

si se le quitan 7 quedan 26; y como si al número 1 1 se

le añaden 15 unidades, resultan 26, queda comprobado

exactamente , que el número 1 1 satisface á todas las

condiciones que se pedían.

2? Se pide un número, tal que, si á su duplo se le

añaden 5 unidades, resulte el mismo número, quitándole

2 unidades.

Res. y Dem. Espresando por x el número que busco,

la cuestión quedará planteada en la siguiente ecuación

2 x-(-5=*—2.

Trasladando será 2x—-x=—5—2; ó simplificando,

resulta —7. Aquí tenemos un resultado negativo; y

debemos fijar nuestra consideración en lo que nos mani

fiesta , que es el que este número es de una naturaleza con

traria á la de los números , como se han considerado

en la Aritmética , ó que si se quiere obtener un núme

ro como los considerados en la Aritmética , que unidos

á otros de su especie los aumentan, ó restados los dismi

nuyen etc. , debemos cambiar enteramente en sus opues

tas todas las condiciones del enunciado de la cuestión.

Para comprender esto bien , debemos observar que

las circunstancias que espresa literalmente el enunciado

del problema , no pueden satisfacerse por ningún núme

ro en la única acepción que los considera la Aritmé

tica. En efecto, el duplo de un número, según los consi

deramos en la Aritmética, debe ser mayor que el mis

mo número; si le añadimos cinco unidades, con mas

razón tendremos un valor mayor que dicho número , y
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el enunciado exige que ha de ser igual al mismo núme-

ro disminuido en dos. unidades; luego lo que se nos

pide no puede corresponder á los números en los térmi

nos que la Aritmética los considera.

No sucede así en el Algebra; la resolución x=—7

satisface precisa y exactamente á la cuestión en los mismos

términos que viene propuesta sin incurrir en ninguna con

tradicción. En efecto, según lo que hemos manifestado

(105), el duplo de un número negativo es menor que el

mismo número, pues hémos deducido que —a>—2a; lue

go si le añadimos 5 unidades, nada se opone á que esto

sea igual al mismo número disminuido en las dos uni

dades que espresa el enunciado.

Verifiquemos que el número —7 sustituido por x sa

tisface á la ecuación 2#-f-5=x—2.

En efecto, el duplo de —7 es—14; y haciendo

la sustitución resulta —14-1-5=—7—2 5 ° simplificando

—9=—9 ; luego el número —7 verifica exactamente la

ecuación propuesta ; pues lo mismo resulta en el primer

miembro que en el segundo, y el principio de donde na

ce toda la evidencia es que una cosa es igual á ella

misma (introd.). Luego el Algebra dá lo que se le pide.

Pero aun hay mas, y es : que si queremos que el resul

tado sea un número conforme los considera la Aritmé

tica, debemos cambiar en sus contrarias todas las con

diciones que se exijen ; y así vamos á manifestar que

mudando la palabra añadir en su contraria que es res

tar ó disminuir , y que donde dice quitar , se ponga su

mar ó añadir, entonces el resultado será un número

como los considera la Aritmética.

Cambiadas dichas palabras en sus contrarias , queda

rá el siguiente enunciado : Hallar un número, tal que, si

ú su duplo se le quitan 5 unidades , resulte el mismo nú

mero aumentado en 2 unidades.

El cual queda planteado en la siguiente ecuación

2x—5=*-)-2 ; que trasladando dá 2x—«=5-1-2 ; tí sim

plificando x=j. El cual satisface á la ecuación , pues dá

M—5—7-1"2 1 6 9=9- ,

Donde se advierte no solo la generalidad del Alge
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bra , sino la gran prerogativa que tiene de advertirnos

cuando pedimos cosas que no existen como se piden,

sind de una naturaleza contraria á lo que se pide en la

acepción que se dá generalmente á los números ; de

donde se deduce que : todo valor negativo , hallado pa

ra la incógnita en un problema del primer grado , in

dica un vicio en el sentido de las condiciones del

enunciado ó al menos en la ecuación que es su tra

ducción algebraica. JVIas adelante ( 1 70) veremos los me

dios que tiene el Algebra para indicar, que lo que se

pide no existe absolutamente de ninguna manera, que se

consideren los números.

153 Cuando, al plantear una cuestión, hay tantas

ecuaciones como incógnitas , dicna cuestión es determi

nada (14a); para despejar en este caso cada incógnita

se pueden seguir tres me'todos diferentes ; pero aquí solo

esplicarémos el usado mas generalmente que es el de sus

titución. Los demás se esplican en nuestro Tratado ele

mental de Matemáticas.

Este consiste en determinar en la ecuación mas sen

cilla la incógnita mas sencilla , y sustituir su valor en

las deruas ; luego , en la ecuación mas sencilla que resul

te , se determinará la incógnita mas sencilla , y se sus

tituirá su valor en las demás ; y así se continuará hasta

que solo se tenga una ecuación con una incógnita ; en

cuyo caso se despejará ; y sustituyendo su valor en los

anteriores, quedarán despejadas todas las incógnitas.

Proponga' monos despejar las incógnitas en este siste

ma de ecuaciones (A).

Para esto, determinaré' en (1?) x—«-f-z=a\

la primera una cualquiera ( 2? ) x*+-u—z~b > (A)

de ellas tal como la x; y ten- ( 3? ) x—u—z—c)

dré x—a-i-Ur^-z.

Sustituiré este valor de x en las dos de abajo y se

convertirán en (B) , d simplificando en (C) ;

a-hu—z-t-u—z~b ) , a-¡-2u—2z=b )

^ > (B) l (C)S
a-t-M—z—u—z=e ) a—2z=c )

y como en la segunda de estas ecuaciones no hay mas
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de la incógnita z, la despejaré por lo dicho (150), y será

a—e

*= =i(a-c) (*)•

2

Sustituyendo en vez de z su valor en la primera de

las (G), d desde luego en vez de —zz su valor c—a,

tendré: a+zu+c—a=b , d 2iH-c=A,

que (150) da u=%(b—c).

Sustituyendo estos valores de z y de u en el de x,

será *=a-+-u—s=ÉtH-í(A—c)— c) ;

que, reduciendo el entero á la especie del quebrado que

le acompaña, se convierte en

20-H&—c—a-t-c a-hb

x= = =í(a-t-¿).

2 2

Con lo cual quedan despejadas las tres inedgnitas.

Entendido esto , vamos á resolver algunas cuestiones.

154 1? Dada la suma y la diferencia de dos canti

dades , hallar la mayor y la menor.

Res. y Dem. Sea s la suma dada , y d la diferencia;

sea * la cantidad mayor que se pide , y z

la menor, y el problema quedará plantea- z=d

do en estas dos ecuaciones.

Despejando z en la primera, será z—s—x;

cuyo valor sustituido en la segunda da

x—s-t-x=d ó 2x=s-+-d;

de donde (§ 148) JC=|(s+á)=|iH-|á ;

y sustituyendo este valoí en el de z , se tendrá

s-hd 25—5—d s—d s d

z=s = =-—— —ns—\d-

2 2 2 22

Cuyos resultados manifiestan que la cantidad mayor x

es igual á la mitad de la suma , mas la mitad de la di-

(*) Cuando tengamos cantidades divididas por números, les pon

dremos antes el coeficiente quebrado que les corresponda, poniendo

la cantidad dentro de paréntesis, ó no, según sea necesario.

TOM. I. 17
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gerencia; y la menor z á la mitad de la suma, minas

la mitad de la diferencia.

Así, si se pidiese hallar la edad de un padre y de

un hijo, en el supuesto de que entre ambos tuviesen

60 años, y el padre llevase á su hijo 20, diría: la mi

tad de 60 es 30; la mitad de 20 es 10; sumando 30

y 10, será 40 la edad del padre, que es la mayor. Y

para hallar la del hijo, que es la menor, diría: 30 mé-

nos 10 son 20 , que sería la edad del hijo j cuyas dos

cantidades son tales que

40+20=60, y 40-—20=20.

155 2? Hallar tres números tales, que si del duplo

del primero se quitan los dos tercios de los otros dos,

resulte 56 ; si del triplo del segundo se quitan los -jy de

los otros dos , resulte 48; y si del séptuplo del tercero

se quitan las tres cuartaspartes de los otros dos, resulte 39.

Res. y Dem. Sean « , x , z , los tres números que se

piden , y el problema quedará planteado en las tres

ecuaciones (A) , ó quitando los divisores en las (B).

íM — $ (#-H5)=ó6"j f 6«—2*—22=1 68 "|

3*— rsY(u-hz)=48 > (A) «¡5 IX—5w-5z=8 16 \ (B)

72—| (#-hí)=39J (.282—3»—314=156,!

Determinando x en la primera de las (B), se tiene

js=!(6k—22—1 68)=3«—z—84 ;

sustituyendo su valor en las otras dos, resulta

5 1(324—2—84)—$u—$z=& 1 6 \

a8z—3(3"—z~84)—3«=i5°/

6 efectuando las operaciones, tendrémos

1 53"—5 1 4284—5«—5*=8 1 6 \

2 8z—9«-f-32-(-252—314=156 /

que, reduciendo y trasladando sale,

148/4—562=8 16-4-4284=51 oo\

312—1214=156—252=—96 /

4 dividiendo la primera de estas (3"u— 142=1275

dos por 4 , resultará . Í312— izu=—96.
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Despejando z en la 1? da «=j;j(37«—I275)»

cuyo valor sustituido en la segunda, da

3 iXi\(37u— 1 2 75)—1 2m=—96}

quitando el divisor será

3¡(37"—1275)—168«=—1344;

haciendo la multiplicación indicada , tendremos

1147M—39525—i68u=—1344;

reduciendo y trasladando, resultará

979ií=—1344-4-39525=38181 ;

y despejando m, da ¡¿=-1^^=39.

Poniendo este valor de u en el de z , resulta

X=M37U—1 275)=rí(37X39—1 275)=

ÁCM43—i275)=r?xi68=i2 ;

y sustituyendo estos valores en el de darán

x=2u—z—84=3x39—12—84=1 17—96=21.

Por consiguiente , los tres números pedidos son 39,

21 y 1 2 ; los cuales satisfacen á las condiciones del pro-

tierna, como cualquiera puede comprobar.

156 Las cuestiones suelen venir propuestas con ador

nos, como puede verse en estos tres ejemplos.

1? Se pregunta á un sugeto la edad de su hijo Fabio;

y responde : .

( Si Fabio , dos años ménos j

( De los que tiene , tuviera ;

Tendría trece y un tercio

■ Y un cuarto de los que cuenta.

Llamando x el número de años que Fabio tenía efec

tivamente, resultará que x—2 espresará su edad cuando

tenía dos años ménos. Por consiguiente, x—2 deberá

equivaler al número 1 3 , mas el tercio de la edad efectiva

de Fabio , mas el cuarto de la misma edad de Fabio ; y

como la edad de este la espresamos por x , su tercio será

fx , y su cuarto , sera £x. Por lo cual tendremos plan

teado el problema en la siguiente ecuación

x—2=i2-hjx-+-$x (A);
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y practicando exactamente la regh (150), iré' obtenien

do los resultados siguientes : 4.

x—^x—ix—i 3-H2=i5(B); 1 ?x—4*—3^=1 5x1 2=1 80;

que , simplificando , da ¿x=i 80 ; y dividiendo el segun

do miembro por 5 , que es lo que multiplica á x en el

primero, se tiene x=íf-—^6. Luego la edad efectiva

de Fabio era 36 años.

Si queremos comprobarlo, con el testo literal de la

cuestión , observaremos , que cuando tenía dos años mé'-

nos, su edad sería 34 años. Veamos si el número 34 es

igual al número 13 reunido con la tercera parte de 36,

que es 12, y con la cuarta parte del mismo 36, que

es 9 ; y como 1 3-4-1 2-1-9=34, resulta perfectísimamen-

te comprobado que el número 36 satisface á todas las

condicioues pedidas.

2? Supónese una sala adornada con tres estatuas , de

Juno, Júpiter y Febo, tales que las dos primeras pesan

veinte minas (ó arrobas), y la tercera que pesa seis, es

igual á la cuarta parte de la primera, mas la tercera

parte de la segunda ; se quiere saber cuánto pesa cada

una , y se propone la cuestión en estos términos.

Juno y Júpiter pesan veinte minas ;

Un cuarto del primero y un tercio del segundo

Componen al Dios Febo,

Que pesa seis ; Lucero

De la aurora serás si me adivinas

Lo que pesa cada uno,

Juno sin Júpiter, Júpiter sin Juno.

Res. y Dem. Llamando x las minas que pesa Juno,

Júpiter pesará 20—x (pues entre los dos pesan 20); y

como \ de Juno y y de Júpiter componen seis , el pro

blema estará planteado en esta ecuación.

ix^-i(2°—xy=6y de donde (150) sale #=8,

peso de Juno ; el de Júpiter sera 12; y la cuestión

queda resuelta.

3? Supdnese un León de bronce , que arroja agua por

los ojos, por un pie y por la boca, y se sabe el tiempo

en que cada caño solo llena el pilón de la fuente; se
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trata de saber el tiempo en que le llenarán corriendo

mas de uno d todos á la vez, y la cuestión se propone

en estos términos.

El que fulmino incendios en el Cielo ,

Y si me abrasa el Sol , abraso el mundo ,

Hoy en la tierra convertido en hielo ,

Por ojos , pies y boca , me difundo ,

Y con néctar divino

Refresco al fatigado peregrino.

Este pilón de mármol esculpido,

Que en pocos dias ha sido fabricado ,

En dos el primer ojo le ha llovido ;

Pero en tres el segundo le ha llorado ;

En cuatro él pie le toca,

Y le escupo en seis horas por la boca.

Esto hace un caño solo ,

¿Y todos juntos? Lo defina Apolo.

¿ Y combinados ? Tú lo has de hacer solo.

Res. y Dem. Sea t el tiempo que han de correr to

dos los caños á la vez , para llenar el pilón , que llama

remos p j y tendremos que el primer ojo , que llena el

pilón en 2 dias, en 1 llenará %p;

el segundo ojo, que le llenaba en 3 dias,-! ,

en i dia llenará / 3-^'

el pie, que le llenaba en 4 dias, en 1 llenará $p;

la boca , que le llenaba en 6 horas d \ de ^

dia, en 1 dia llenará / ^.P»

ahora, sabiendo ya lo que cada caño llena en un dia, se

sigue que corriendo el tiempo t todos juntos , arrojarán

una cantidad de agua espresada por lo que cada uno ar

roja en un dia multiplicado por el tiempo; esto es, el

primer ojo, en t dias tí tiempo, arrojará iptj el segun

do, f/>2; el pie, i pt; y la boca 4pí; y como toda el

agua que han de arrojar en el tiempo í, se quiere que

solo sea la del pilón p, se tendrá la ecuación

ipt-t-jpt-h$pt-h4pt=p •

que dividiéndola toda por p, será fí-f-ft+$t-i-4t=zi;

y multiplicándola toda por 1 2 , se, convertirá en

6/-t-4£-i-3¿-)-48í—12 , tí 6it—i 2 j
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de donde sale í=Jf de dia =: (§ 83) 4 horas 43 minu

tos y 16,7 segundos.

Esc. El último renglón da , origen á diez soluciones

mas, que corresponden á averiguar el tiempo que tar

darán los dos ojos solos, el primer ojo y el pie, etc;

las que deberán hallar los principiantes; y obtendrán

los resultados que ofrecen las respuestas siguientes.

1? Los dos ojos le llenarán en 1 dia, 4 horas y 48

minutos.

2? El primer ojo y el pie lé llenarán en un dia y 8

horas.

3? El primer ojo y la Loca le llenarán en 5 horas y

20 minutos.

4? El segundo ojo y el pie le llenarán en 1 dia, 17

horas, 8 minutos, 34,3 segundos.

5? El segundo ojo y la boca le llenarán en 5 horas,

32 minutos, 18,5 segundos. ;

6? El pie y la boca le llenarán en 5 horas, 38 mi

nutos, 49,4 segundos. ^

7? Los dos ojos y el pie le llenarán en 22 horas , 9

minutos, 13,8 segundos.

8? Los dos ojos y la boca le llenarán en 4 horas, 57

minutos, 55,9 segundos.

9? El primer ojo, el pie y la boca, le llenarán en 5

horas, 3 minutos, 9,5 segundos.

1 o? El segundo ojo , el pie y la boca le llenarán en

5 horas, 14 minutos, 10,9 segundos.

De la elevación al cuadrado de los polinomios, y estrac-

cion de la raiz cuadrada de las cantidades numéricas.

157 Queda dicho (127) que cuadrado es el producto

de una cantidad por ella misma ; así , multiplicando

a-hb por a-hb, se tendrá el cuadrado de a-i-b, como

aquí se ve :

(a-hby=.(a-hb)(a-hb)=a*-hab-t-ab-hb2=. ■

zza2-i-2ab-i-b2 (A) ;

que quiere decir, que el cuadrado de una cantidad,

compuesta de dos partes , consta de tres , á saber : de
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cuadrado de primera parte (esto es lo que dice a2) ; de

duplo de primera por segunda (esto es lo que dice 2a¿)$

y de cuadrado de segunda (que es lo que espresa A2).

Toda espresion que, como la anterior, suministra

una regla práctica , se llama fórmula ; de manera , que

fórmula es una espresion analítica en que está cifrado el

modo de ejecutar una operación, ó alguna propiedad de

una cantidad.

Si la segunda parte del binomio tuviera el signo nega

tivo — , resultaría

(a—b)2=(a—b)(a—b)=ia2—ab—ab-hb2=a2—2 al+ A2,

y solo habría que enmendar en la regla , el decir ménos

el duplo de primera por segunda ; de modo que reunien

do los dos resultados, será

(a±bf=a2±2alH-b2.

i¿8 Esto supuesto, la formula

(tt-hb)2=a2-h<¡aZn-A2,

sirve para elevar al cuadrado cualquier polinomio tal

como a+i+c+áj donde observará, que tomando por

primera parte la a , y lo demás por segunda , el cuadra

do se compondrá de las tres partes que acabamos de de

cir. El formar el cuadrado de a y tomar el duplo de a

6 na por lo que sigue, nada tiene que hacer; después,

para formar el cuadrado de la segunda b-hc-hd, se to

mará b por primera parte y lo demás por segunda etc.,

etc.; y continuando la misma observación , establecere

mos la siguiente regla para elevar al cuadrado un po

linomio : cuádrese el primer término ; multipliqúese el

duplo del primer término por todos los que le siguen;

cuádrese después el segundo ; multipliqúese su duplo por

todos los que le siguen ; cuádrese el tercero , y continúe

se lo mismo hasta cuadrar el último término.

Así, aplicándola al polinomio dicho, tendré

(a-hb+c-hd)2=

a2-t-2ab-h2 ac-4-2 ad-hb2-hü Ac-+-2 bd-hc2+2cd-+-d2 (B).

i ¿9 Los cuadrados de los números díjitos están en
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la tabla de multiplicar, pues Xi=i;

2 '=2X2=4 ; 3 '=3 X 3=95 4^=4x4=16;

55=5X5=25; 65=6 X 6=36 i 7^=7x7=49;

85=8x8=Ó4; 92=9X9=3i.

Estos es necesario saberlos de memoria , para encon-*

trar sus raices y las de los números intermedios ; de

modo que los principiantes se deben familiarizar mucho

con este lenguaje: la raiz de 25 es 5 y no sobra nada; la

raíz de 38 es 6 y sobran 2; etc.

Ahora, si el número es compuesto, se descompon

drá siempre en decenas y unidades ; así , si quiero ele

var 38 al cuadrado, le descompondré en dichas partes,

y será 38=30-1-8; •

y suponiendo 30=0 y 8—b, tendré por medio de la

fórmula (A), que 382=(3o+8)2=3oa-i-2 x 30x8+8*=

900-1-480+64=1444;

donde advierto que el cuadrado de todo número , que

se compone de decenas y unidades, consta de tres par

tes á saber: de cuadrado de decenas, de duplo de dece

nas por unidades, y de cuadrado de unidades.

160 Formemos ahora los cuadrados siguientes,

is=ri ) io2=ioo ) ioo2=ioooo \e^c

92=r8i ) 992=98oi ) 9992rr998ooi J

Y observando las cifras que tienen los números y

sus cuadrados , veo que el menor número 1 de una cifra

tiene una en su cuadrado, y el mayor 9 tiene dos; el

menor número 10 de dos cifras tiene tres en su cua

drado 100, y el mayor 99 tiene cuatro; y en general

todo' número de n cifras tiene en su cuadrado lo mas el

duplo ó 2n, y lo ménos el duplo menos una ó 2n—1.

161 Recíprocamente, todo número de una 6 dos

cifras tiene su raiz espresada por una ; todo número de

tres 6 cuatro cifras tiene dos en su raiz; y en general

todo número de un número par 211 de cifras tiene en

su raiz la mitad n ; y todo número de un número

impar 2n—1 de cifras, tiene en su raiz la mitad y §

mas, esto es, §(2n—i)-i-§=|n—§H-|=n.
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162 Aplicando la fórmula (B) al numero 678, será

«=600, 6-70, c—8, y ífcro; y
678I=(6oo-f-70-f-8)3=6oo!!H-2x6ooX70-4-2x6oox8

-»-7o2-i-2X7ox8h-3:!=z3 60000+84000-1-9600-1-

4900-t-i 120+64=459684;

donde observo, que el cuadrado de las centenas espresa

decenas de millar; el duplo de centenas por decenas es

presa millares, etc.; luego para proceder del cuadrado

i la raiz , hemos de buscar cada parte del cuadrado en

el lugar que le corresponde. Así, se establecerá por

regla.

Divídase el número propuesto en periodos de á dos

guarismos , empezando por la derecha , y no le hace que

el último periodo contenga sólo un guarismo ; á su de

recha se colocan las rayas de dividir; se halla la raiz

del periodo de la izquierda, y se pone en las rayas;

esta raiz se cuadra , y el cuadrado se resta de dicho

periodo; al lado de la resta se baja el periodo siguien

te , y se separa con una coma el guarismo de la dere

cha; lo que queda ú la izquierda de la coma, se divi

de por el duplo de la raiz hallada (que 'se coloca de

bajo de lo separado con la coma); el cociente que resul

ta se pone en la raiz á la derecha del guaris:::o an

terior, y al lado del duplo de la raiz que sirvió de

divisor; se multiplica el divisor junto con el cociente,

por el mismo cociente, y el producto se resta de lo que

tiene encima , esto es , del residuo anterior , junto con

el periodo que se le añadió; al lado de la resta que

resulte, se baja el periodo siguiente, y se separa el gua

rismo de la derecha ; lo que queda á la izquierda , se

divide por el duplo de toda la raiz hallada ; y así se

continúa hasta que no haya mas periodos que bajar;

en cuyo caso, si la última resta es cero, el número

tiene raiz exacta ; y si no , es señal de que no la tie

ne. Para aproximarla por decimales, se añadirán á

la resta dos ceros, los que se considerarán como si fue

se un periodo; esto es , se separará uno, se dividirá lo

que quede á la izquierda por el duplo de toda la raiz

hallada , el cociente se pondrá en la raiz después de

Tom. I, 18
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la coma; y luego se continuará todo lo que se quiera^

añadiendo dos ceros por cada guarismo que se inten

te sacar.

V. g. si quiero estraer la raiz cuadrada de 459684,

le dividiré en periodos de á dos guarismos cada uno, y

tiraré las rayas como aquí se ve:

Luego, veré que la raiz de 45

es 6 , que pongo en las rayas , y 4 5,9 6,8 4 | 6 7 3

su cuadrado 36 debajo del 45; 3 6

tiro una raya y resto , lo que da ~ ,
«111 it v • 109 9,0

9. Al lado de la resta 9 bajo el 127

siguiente periodo 96 ; separo el

guarismo de la derecha con una 107 8,4

coma , y lo que queda á la iz- 1 3 4 jj

quierda, que es 99, lo divido por 0000

1 2 , duplo de la raiz hallada, que

pongo debajo del 99, esto es, debajo de lo separado con

la coma ; el cociente 7 de dividir 99 por 1 2 , le pongo

en la raiz á la derecha del 6, y también al lado del 12;

multiplico el 127 por el cociente 7, y voy restando el

producto de lo que tiene encima, diciendo: 7 por 7

son 49 , de 49 á 56 van 7 y llevo 5; 7 por 2 son 14 y

5 que llevaba son 1 9 de 1 9 á 1 9 va cero y llevo 1 ; 7

por 1 es 7 , y una que llevaba son 8 , de 8 á 9 va 1

que pongo. Al lado de la resta 107, bajo el periodo si

guiente 84, separo el guarismo 4, y lo que queda á la

izquierda lo divido por el duplo de toda la raiz halla

da que es 134; el cociente 8 de dividir 1078 por 134,

le pongo en los parajes dichos ; y hecha la muluiplica-

cion del 1348 por 8, y restando al mismo tiempo, nos

sale o ; de consiguiente la raiz exacta del número pro

puesto es 678.

Esc. Al dividir lo separado á la izquierda de la co

ma por el duplo de la raiz hallada, se debe tener pre

sente ; que nunca se puede poner mas de á 9 en la raiz;

y si Jo que está á la izquierda es menor que el duplo

de la raiz , se pondrá o en ella y se bajará el periodo

siguiente. También suele ocurrir el que se ponga en la

raiz mas de lo que corresponde : lo que se conoce si al
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ejecutar la multiplicación y resta, no se puede hacer

esta líltima.

163 Si en la fórmula (A) hacemos b—i , se tendrá

(«-f- 1 )2=za2-t-20X 1 -+■ I 2=a2-H 2a-h 1 ;

y como el primer término a2 es el cuadrado de a, re

sulta que los cuadrados de dos números a y a-w, que se

diferencian en una unidad, se diferencian en el duplo

del menor a mas la unidad, (esto es, en 2a-i-i). Esta

proposición sirve para comprobar las restas que resulten

al estraer las raices, pues siempre pueden llegar á ser

hasta el duplo de la raiz hallada ; pero en llegando á ser

el duplo mas 1 , deberá tener la raiz una unidad mas de

lo que se le haya puesto.

164 Par estraer la raiz cuadrada de 1 715037, le

dividiré en periodos, y ejecutaré la operación como

aquí se presenta.

Donde advierto que co-

mo, al sacar el tercer guarís- *»7 0,3 7 | 1309,594

mo sale o , el producto del 0 7'

260 por cero debe ser cero; ÍJL

y así, la resta será el 250; o 2 5,0

al lado de la cual bajo él 260

periodo siguiente 37 ; y co- 2 5 o 3,7

mo al fin me sale una resta 2609

1556, infiero que el número 0TTTT00

propuesto no tiene raiz exac- 2618'

ta, y diré que su raiz es —^—_

1309 y algo mas. 0 2 4 6 7 5 0,0

Si quiero aproximarla 2619 °_9

por decimales, pondré coma 01 1 o 3 1 9 0,0

en la raiz , añadiré á la res- 2619184

ta 1556 dos ceros por cada —Q - — (~-

guarismo decimal que quie- 0 4

ra sacar, y consideraré cada dos ceros, como si fuese

un periodo, (cuya práctica está fundada en que si la

raiz tuviese un guarismo decimal, su cuadrado tendrá

dos, uno por cada vez que es factor), y aproximándola

hasta milésimas tendré la raiz 1309,594.

ai el número consta de enteros y decimales , d de
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decimales solas, se hará que el número de guarismos

decimales sea par , añadiendo un cero si fuese impar.

V. g. si quiero estraer la raiz cuadrarla de 0,9, añadiré

ua cero, y después de baber puesto el cero y coma en

las rayas como aquí se presenta :

veré que la raiz de 90 es 9, que 0,9 o I 0,948

pongo en la raiz, resto su cua- 9 0,0 I

drado 81 , y aliado á la resta 9 184 1

dos ceros; y continúo hasta sacar 164 0,0

los guarismos que desee, que su- 1888

pongo que son tres , y tendré que —-—^

la raiz de 0,9 es o, 948. 1 9

165 Dejamos dicho (128) cómo se forman las poten

cias , y (1 29) cómo se estraen las raices de los quebrados^

pero cuando son numéricos, suele ser mas sencillo el con

vertirlos en decimales , y luego hacer con ellos las opera

ciones que se quieran. Así, si quiero estraer la raiz de y,

tendré por el primer método ,

V^5 2,236

—= =0,8435

y V7 2,645

peto es mas sencillo de este modo

Vf=\S0,714285=0,845,

como se puede comprobar-

De la formación de las potencias en general.

166 Hemos diche (127) lo que se entiende por po

tencia en general ; y hemos dado las reglas para formar

las de los monomios. Para obtener las de los bino

mios , y deducir una regla general , sea a-hb el bino

mio cuyas potencias se quieren formar; que yéndole

multiplicando por sí mismo, y reduciendo dará las

potencias siguientes. .

í? (a-hb)l=za-hb

2? (a-i-b)2=a~-+-2ab-l-b2

3? (a-hb)3=:a3-i-¡a2b-i- ¿ab2 -4-Zf3

4? (a-t-b)4=a4-h4aíb-+- 6a2b2-i-4abs-t-b*

5? (a-t-b)s=a5-h$a4b-hioa3b2-t-ioa0b3-h¿mb4-i-bs.
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Donde se observa (5? por ejemplo), que la primera

parte a del binomio, se halla en todos los términos

ménos en el último : que su esponente en el prime

ro es el mismo 5 de la potencia, y va menguando una

unidad en cada uno hasta no encontrarse en el últi

mo; que la segunda parte b del binomio no se halla

en el primer te'rmino; en el segundo tiene la unidad

por esponente, y va aumentándola en cada término

hasta que en el último tiene el mismo esponente 5

de la potencia.

Luego en punto á letras y esponentes, está cono

cida la ley que siguen. Veamos los coeficientes : el 5

del segundo termino es el esponente de la potencia ; el

5x4

coeficiente 10 del tercero es lo mismo que ; pero

2

5 es el coeficiente del segundo te'rmino , 4 el esponente

que lleva en él la primera parte, y 2 divisor , es lo

mismo que el número de términos que hay ántes del

tercero que se busca. Esto mismo se verifica en los de-

mas ; luego para hallar el coeficiente de un te'rmino

cualquiera , se multiplicará el del término anterior por

el esponente que en él lleve la primera parte , y el pro

ducto se dividirá por el número de términos que an

teceden al que se busca.

Si la segunda parte b del binomio fuese negativa,

variarían de signo los términos en que se hallase b con

esponente impar, que son los que ocupan lugares pa

res en la potencia ; por lo que sería — el signo del se

gundo término, -+-el del tercero, — el del cuarto, y

así alternativamenre.

Esc. Todos estos resultados , puestos en regla , da

rían á conocer las partes de que se compone cada po

tencia} y contrayéndolos á números descompuestos en

decenas y unidades , darían igualmente á conocer las

partes de que se componían sus potencias, y qué es

pecie de unidades espresaba cada una de dichas par

tes , para poder proceder de la potencia á la raiz , y

deducir una regla para estraer raices de un grado
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cualquiera. Pero como desde la raiz cubica en adelan

te son muy complicadas las operaciones, y por otra

parte hay medios sencillos de ejecutarlo , lo reser

varnos para otro lugar.

De las ecuaciones determinadas de segundo grado,

167 Queda dicho (143) lo que se entiende por

ecuación de segundo grado, y quedan resueltas (151)

las puras. Para resolver las mistas, es necesario ma

nifestar que toda ecuación mista de segundo grado ha

constar de tres términos: uno en que se halle la<in"o'g-

nita elevada al cuadrado , otro en que se halle eleva

da á la primera potencia , y otro donde no se halle in

cógnita ; de modo que la espresion general de las ecua

ciones de segundo grado s ra

axr-+-bx~c , ó ax2-hbx—c—o (A).

No puede haber mas términos, porque no puede

hallarse ninguno con la inco'gnita elevada á la terce

ra patencia, ni á ninguna otra superior; si hubiese

muchos términos donde se hallase x~ o la x, se redu

cirían todos á uno encerrando en un paréntesis todo

lo que las multiplicase; y todos los términos don

de no se hallase la x se podrían considerar como

uno solo.

Tampoco puede tener ménos términos; porque si

faltase el ax7 no sería de segundo grado; si faltase

el bx no sería mista ; y si faltase el término cons

tante c, quedaría reducida á ax7-+-bx—o, que divi

diendo por x se convertirá en ax-i-b—o,

que es de primer grado.

Ahora , dividiendo por a la ecuación (A) , se con-

b c

vertirá en x2-i—x —05

a a

b c

y haciendo——p,y será x2-hpx-i-q=o (B),

a a

que será la formula general de las ecuaciones de se

gundo grado ; y cuando la ecuación está bajo esta for
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ma, se dice que está preparada. Para esto se requie

re que se haya reducido la ecuación á solos tres tér

minos; que se halle sin coeficiente el primer término,

que es donde la incógnita está elevada al cuadrado,

(lo que se consigue dividiendo toda la ecuación por el

coeficiente que tenga dicho término); y que. ademas di

cho primer término tenga el signo positivo, lo que se

conseguirá mudando los signos á toda la ecuación

(147 cor.) en ca60 de no tenerle.

168 Puesto que como acabamos de ver

x2-+-px-f-q=o , ó x7-+-px——q,

es la forma general de Jas ecuaciones de 2° grado,

en resolviendo esta, se tendrá la regla para las de

más.

Para esto advertimos, que esta ecuación queda

ría resuelta, si el primer miembro fuese un cuadra

do exacto; porque estrayendo la raiz cuadrada, ten

dríamos la x elevada solo á la primera potencia;

pero, comparando el primer miembro con la espre-

sion x~-\-2ax~^-a2 del cuadrado de x-\-a , venios

que le falta el tercer término del cuadrado; luego,

considerando á x como primera parte, x2 será su

cuadrado, px el duplo de primera por segunda, y

como x es la primera, p será el duplo de la se

gunda ; y por lo misino su mitad \p será igual á di

cha segunda parte; luego, si á ambos miembros aña

dimos 4p2, que es el cuadrado de dicha mitad, la

ecuación no se alterará, y el primer miembro será cua

drado perfecto ; luego se tendrá

x,-+-px-i-±pi—\pi—q;

que estrayendo la raiz cuadrada, da

Este resultado comparado con la ecuación (B, 167)

da la siguiente regla.

Para resolver una ecuación de a? grado , que ya

está preparada , póngase desde luego la incógnita ; lue

go el signo ~ , después de este signo la mitad del coefi



144 álgebra.

dente del segundo término con un signo contrario al

que lleve ; después el signo de ambigüedad± ; luego

un radical de segundo grado ; debajo de este radical

el cuadrado de Ja mitad del coeficiente del segundo

término . siempre con el signo positivo ; y después el

tercer término de la ecuación con el mismo signo que

tenga en el segundo miembro , ó con un signo opuesta

al que tenga en el primero.

Sacando los dos valores , que da el gigno ± de la

ecuación (C), se tiene

*=—fp-f-Vi/?5—3, y x-—lp—\^ip2—q.

Estos dos valores no pueden ser iguales, i menos

que p no sea cero ; porque ento'nces el primero será

x—S^—q , y el segundo x——S/—q,

que solo se diferencian en el signo. Pero cuando p=o¡

la ecuación (B) es pura; luego para que los dos valo

res, que da una ecuación de segundo grado, sean iguales

aunque de signo contrario , es preciso que dicha ecua

ción sea pura , o que el coeficiente del segundo tér

mino sea cero.

Esc. Toda ecuación de segundo grado da dos valores

para la incógnita, tí esta ha de ser imaginaria; por analo

gía se deduce , que si fuera de tercer grado tendría

tres vclores, etc. y en general toda ecuación, y por

consiguiente todo radical , de un grado cualquiera , da

para la incógnita tantos valores como unidades tie

ne el esponenie que da nombre á la ecuación ó al

radical.

169 Propongámonos resolver algunas cuestiones.

1? Encontrar un número tal, que si á su cuadrado

se añaden catorce unidades, resulte nueve veces el misma

número.

Res. y Bem. Si espresamos por x el número busca

do, tendremos planteada la cuestión o' el problema,
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en la siguiente ecuación x2 -+■ 1 4 ~ 9 *

y trasladando, se tiene *2—9*=— 14;

y aplicándole la regla (168), será

4

y separando los dos valores, á que da origen el sig

no de ambigüedad ± , se tendrá

ac— — 2 — 7 i 7 x— 2 * — 2—

Aquí vemos, que nos proponíamos buscar un nú-

mero solo, y el Algebra nos proporciona dos núme

ros que cumplen con la condición que se pedía.

Comprobemos que esto se verifica con el numero 757

tendrémos que el cuadrado de 7 es 49; añadiéndole 14,

componen 63; y como nueve veces el número 7,

componen también 63, resulta que el número 7

cumple con la condición exigida.

Comprobemos el ndmero 2. Su cuadrado es 4;

añadiéndole 14 componen 18; y como nueve veces

2 es también 18, resulta que también el 2 cumple

con la condición que se pedía.

Esta excelencia, que tienen las Matemáticas [es

superior á cuanto se puede discurrir; pues, cuando

uno se propone resolver una cuestión particular ó

buscar un resultado, las Matemáticas dan todos los

medios posibles de conseguir el mismo objeto, pa

ra que el calculador pueda elegir el que mejor con

duzca al fin que se propone. Aquí los dos niimeros

son enteros, y positivos; en otras ocasiones, unos re

sultados son positivos, otros negativos, á veces todos

negativos, y á veces todos son imaginarios. Los- re

sultados positivos convienen á la cuestión en los mis

mos términos que viene propuesta. Los resultados ne

gativos generalmente 6 corresponden á cuestiones enun

ciadas en sentido contrario, ó satisfacen á la ecuación en

que se cifra la cuestión en los mismos términos que vie

ne propuesta. Los resultados imaginarios dan á cono-

Tom. I. 19
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cer que la cuestión es imposible; y cuando todos lo

son, manifiestan que no hay ningún número real y efec

tivo que satisfaga á la cuestión propuesta. En las dos cues

tiones que siguen, se verifican los casos que acaba

mos de espresar.

2? Dos, corréos A y B , salen al mismo tiempo al en

cuentro uno de otro, de dos ciudades distantes entre

sí 320 leguas; A anda cada dia 8 leguas mas que B,

y el número de dias que tardan en encontrarse es la

mitad de las leguas que anda B al dia ¿ cuántos dias

tardarán en encontrarse?

Res. y Dem. Sea x el número de dias que se piden;

con lo cual 2x serán las leguas que B anda al dia; y

el total de leguas que habrá andado B hasta encontrar

á A, será 2xxx~2x*. , ,

Siendo 2x lo que anda B , A que anda 8 leguas

mas, andará 2aH-8, y el total hasta encontrarse será

el producto de lo que anda en un dia, que es sjí-i-8,

por los dias que está caminando que son x , esto es

(2x-h8)x-=2x*-i-8x.

Y como lo que anduvieron los dos es toda la dis

tancia de dichas ciudades, se tendrá planteado el pro

blema en esta ecuación

23ts-H8a;-i-2iic2=320, 6 4#5-4-8x=320j

y dividiendo por 4 será x2-i-2x=z8o,

queda (<j i68)x=—\±-V1-4-80=—\±-V81=—1±9;

de donde sale x——1+9=8, y x——1—9=—ro,

por consiguiente se encontraron al cabo de ocho dias;

B andaba 16 leguas diarias, y A andaba 24; el total

de A hasta encontrarse, será 24x8=192, y el de B

será 16x8=128, que entre las dos componen las 320.

El valor x-=.—10 satisface á la ecuación 4#s-4-8:i=3 2 o;

pues la convierte en

4X(— 1 o)s-t-8 x —1 0=4 X 1 00 — 80=3 20;

mas no al sentido en que viene propuesta la cuestión.
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3? Dividir el número 1 4 en dos partes cuyo pro

ducto sea 54.

Res. y Dem. Sea x la mayor , con lo que la menor

será 14—x; y la cuestión quedará planteada en esta

ecuación a; (14— 54 d 14X—x2=$4 ó

x1—14*=:—54, que da x=-¡±\/49—54=7:+:^^.

6 separándolos valores, *=7-+-V—5 , y «=7—V'—5.

170 Estos resultados imaginarios manifiestan que la

cuestión es imposible; y como generalmente al enun

ciar un problema, ó al proponerse uno una investiga

ción cualquiera, no se conocen todas las relaciones

de los datos con el resultado, la imposibilidad de este

manifiesta que la proposición enunciada está en con

tradicción con alguna verdad demostrada j y hé aquí

la utilidad de las imaginarias.

En efecto, en el problema propuesto, se pide que

el producto de las dos partes del número 14 sea 54,

que es mayor que el cuadrado 49 de la mitad de 14;

pero el producto máximo de un número descompuesto

en dos partes, es el cuadrado de su mitad; luego pedir

un producto mayor, es pedir un imposible.

Para demostrarlo, sea ia la cantidad que se ha de des

componer en dos partes> con la condición de que su

producto sea el máximo posible ; si llamamos 2x la di

ferencia de dichas dos partes, estas (154) serán a+x

jr a—x, y su producto (a-hx)(a—x)=a2—x2,

el cual nunca será mayor que cuando x~o; pues en-

tdnees no habrá que restar nada del cuadrado a2 ; pero

si x es o , cada parte de la cantidad 2a se convierte en

a que es su mitad : luego resulta la proposición.

Los valores imaginarios, que dan las ecuaciones,

satisfacen á la ecuación de que provienen $ pero no sa

tisfacen á cuestión ninguna. En efecto, comprobemos

que el primer valor 7-1- —5, obtenido para x, satisface

k la ecuación 14*—jc2=54.
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Puesto que xz^y-hX^^; 143=1 ifa-t-S/—¿)— 98-+-

>iV-i¡ y ^(7+V=5")2=(§i57)72+2.7A/=3-h

(A/—ó)2= 49 + 14V—5— 5 = 44 + 14V—5 ; luego

1 4x—x2=9 8 -4- 1 4V—5—44— 1 4V—5=98—44=54,

que es lo que teníamos en el segundo miembro; y

lo mismo sucedería con el otro valor x~j—V'—5, que

aconsejamos á los principiantes lo verifiqu¿n; pero aun

que tenemos aquí valores algebraicos, que satisfacen á

la ecuación, estos valores son unos meros símbolos, que

no tienen ninguna existencia efectiva; y por consiguien

te , aunque satisfacen á la ecuación , no pueden satis

facer de ningún modo á la cuestión.

En virtud de esto, y de lo espuesto (152) resulta,

que el Algebra tiene la excelencia singular de advertir

nos , con los valores negativos , que estos satisfacen á las

cuestiones del mismo modo que vienen enunciadas , enten

diéndose algebraicamente , d á las cuestiones enunciadas

de un modo contrario dando á las palabras solo la acep

ción vulgar ; y con los valores imaginarios nos manifies

tan que no hay número ni valor alguno que pueda sa

tisfacer á la cuestión propuesta, ó que es absolutamente

imposible lo que se exige.

Ideas generales acerca de la resolución de las ecuaciones

superiores al segundo grado.

lyoa. Cualquiera que sea la complicación de una

ecuación de primer grado, con una sola incógnita, siem

pre se puede resolver por la regla dada (150); y por

complicada que sea una ecuación del segundo grado,

con una sola incógnita, siempre la podremos reducir

á solos tres términos por lo espuesto (167), y resolver

después por la regla dada (168).

170 A. Pero, la resolución de las ecuaciones, supe

riores al segundo grado , dista mucho de poderse obte
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ner como es de desear. Hay fórmulas para resolver las

ecuaciones de tercer grado, que pueden verse en el apén-

dice 6? del T. I. P. I. de mi Tratado Elemental de Ma

temáticas ; también las hay para las ecuaciones del

cuarto grado, y son las que inserto en el apéndice 7?

del voltímen que acabo de citar. Pero ya, desde los gra

dos quinto en adelante, no hay ninguna fórmula que

pueda conducir á la resolución general de las ecuaciones;

y es probable que si no se inventa algún nuevo procedi

miento de cálculo , por los medios algebraicos o analíti

cos que se poséen en el dia, no se debe esperar ja

más que se resuelvan.

1 70 c. Aun las fórmulas para las ecuaciones de 3?

y 4? grado son tan complicadas, que, en la mayor

parte de los casos, viene á ser lo mismo que si no

existiesen.

ijod. Los mas celebres Analistas se han ocupado

del problema de la resolución general de las ecuaciones

de un grado cualquiera con una sola incógnita ; pero

hasta el dia sus esfuerzos han sido de todo punto infruc

tuosos , como ya hemos indicado respecto de las ecuacio

nes de un grado superior al cuarto. Sin embargo , las in

vestigaciones que se han hecho sobre este asunto, han

conducido á descubrir propiedades comunes á las ecua

ciones de todos los grados , y de que después se ha saca

do partido, ya para resolver cierta clase de ecuaciones

como son las numéricas , ya para referir la resolución de

una ecuación dada á las de otraá mas simples.

Nos proponemos ahora dar una sucinta idea de los

métodos que se han discurrido para resolver , al ménos

por aproximación, las ecuaciones numéricas, ó cuyos

coeficientes están representados por números.

170 e. Con este objeto, diremos que se llama raiz de

una ecuación (se suponen todos los términos en el pri

mer miembro, y que el segundo miembro es cero como

la (B) 167), toda espresion ó cantidad, de cualquier

naturaleza que sea, es decir, algebraica, numérica, po

sitiva, negativa, conmensurable, inconmensurable, real

ó imaginaria, que, sustituida en lugar de la incógni-

0
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ta de una ecuación , reduce á cero su primer miembro,

170 f. Una ecuación puede Siempre considerarse como

la traducción algebráica de las relaciones que existen en

tra los datos y la incógnita de un problema ; por lo cual

está uno conducido naturalmeute á este principio de que

toda ecuación tiene al menos una raiz ; proposición de

que Mr. Cauchi , ha dado una demostración, aunque

no muy elemental , en sus Lecciones esplicadas en la Es

cuela Politécnica de París.

1 70 g. Hemos dicho , y lo repetimos de nuevo , que

los Analistas no han llegado hasta ahora sind á la reso

lución de las ecuaciones generales del 3? y 4? grado; pero

las formulas, que han obtenido para los valores de las

incógnitas, según hemos ya indicado, son tan compli

cadas , y de un uso tan molesto , aun cuando puedan

aplicarse (lo que no es siempre posible), que los Mate

máticos han dirigido principalmente sus investigaciones

hacia la resolución de las ecuaciones numéricas; es de

cir , de las que provienen de la traducción algebráica de

un problema , cuyos datos son números particulares ; y

se han encontrado métodos por medio de los cuales , dada

una ecuación cualquiera numérica , se pueden determinar

las raices que encierra. Nos proponemos ahora dar un

resumen de todos estos métodos , indicar lo que hemos

hecho en el Tratado sobre el movimiento y aplicaciones

de las aguas para resolver las ecuaciones mas difíciles,

y que por ningún otro método podríamos haber resuel

to; y á manifestar el maravilloso método, que hemos

escogitado , de tal modo sencillo , que solo por procedi

mientos prácticos de Aritmética , esto es , sin mas cono

cimientos que los contenidos en mi Aritmética de Niños,

cualquier persona se halla en estado de resolver toda

ecuación numérica , por estraordinaria que sea su com

plicación , con mas d menos tiempo según el grado del

esponente y la magnitud de los coeficientes; pero siem

pre por procedimientos generales y elementales, y á los

alcances de las personas que no conozcan absolutamen

te nada de Algebra, ni de los demás Tratados de las

Matemáticas. ■ .
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1 jo h. Las primeras tentativas , que se han hecho

sobre la resolución- de las ecuaciones numéricas , se de

ben en mi concepto á Vieta. Este sublime Analista se

puso desde luego en un camino acaso el mas directo. Los

Matemáticos no han concebido toda la trascendencia

que á mi parecer merecía; y así es, que algunos dicen,

que estas tentativas solo pueden servir para referirlas

como documentos de la historia ; pero yo juzgo, que

presentan uu rayo de luz mucho mayor que otras in

vestigaciones posteriores ; y por lo mismo inserté su

procedimiento para resolver las ecuaciones dn 2° y 3."

grado, por un método análogo á la estraccion de la

raiz cuadrada y cúbica, en los (§§ 296 y 297, del T. I.

P. I. T. E.).

Vieta lo aplica á las ecuaciones hasta del 6? grado;

y repito , que este rumbo no es de tan poco momento

como algunos lo han considerado. Harriot, Ougtred,

Pell y algunos otros procuraron facilitar la práctica del

método de Vieta, dando reglas particulares para dismi

nuir los tanteos, según los diferentes casos que ocurren

en las ecuaciones, relativamente á los signos de sus tér

minos. Pero la multitud de operaciones que pide , y la

incertidumbre del éxito en gran número de casos , lo

han hecho abandonar enteramente.

170 i. El segundo medio, que se ha discurrido para

resolver aproximadamente las ecuaciones numéricas se

debe al inmortal Neuton(*); quien lo publico" en su trata-

to de Analysi per aquationes numero terminorum infi-

(*) Para formar una verdadera idéa sobre las causas que han

elevado á la Nación Inglesa al grado de opulencia y prosperidad en

que se llalla, basta echar la vista por las pruebas de aprecio que en

dicha Nación se han dado á los Sabios ; pues de aquí ha provenido

el que siendo notorio que el Gobierno proteje decididamente á los

que sobresalen en cualquier ramo, es el estimulo y aliciente mas po

deroso para dedicarse á promover todo lo que presenta utilidad.

Y para corroborar esto con un hecho positivo respecto del cele

bérrimo Matemático que acabamos de citar , insertaremos aquí el

siguiente pasage. En la obra titulada: Tratado de paz entre Des

cartes )' Neuton , precedido de la vida literaria de estos dos Gcfes

de la Físiea moderna, escrita por el P. Aimé-Henri Paulian, de

la compañía de Jesús, y profesor de Física en el colegio de Avignon,
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nitas, inserto en el tomo i? de sus obras. El capítulo

cuarto tiene por epígrafe: ExempTa per resolutionem

eequationum. Y la sección i? página 268 del citado pri

mer tomo, edición de Londres en 1779, dice así: 1

nNumeralis eequationum affectarum resolutio.

1 »Quia tota difficultas in Resolutione latet, modum,

quo ego utor , in iEquatione Kumerali primuin illus-

trabo.

»"Sit y3—2y—51=0 , resolvenda : et sit 2 numeras

qui miniis quám decimá sui parte differt a Radice quae-

sitá. Tum pono 2-t-p=ry, et substituo hunc ipsi valorem

in iEquationem , et inde nova prodit p3-*-6p2-i-iop—i=o,

cuyus radix pexquirenda est, ut quotiente addatur

nempe (neglectis p3-t-6p2 ob parvitatem) iop—1=0, si-

ve J3=o,i prope veritatem est ; itaque scribo 0,1 in

quotiente, et suppono c,i-+-gcrp, et hunc ejus valorem,

ut priús, substituo; unde prodit 53-+-6,352-t-i 1,235-+-

0,061=0.

Et chm 1 1,2 35-+ 0,0 61 veritati prope accedit, sive

ferfe sit q aequalis —0,0054 (dividendo nempe doñee tot

eliciantur figuras, quot locis primse figurae hujus et

principalis quotientis, exclusive distant ) scribo—0,0054

in inferiori parte quotientis, ctim negativa sit.

2 »Et supponens —0,005 4-t-r=rg, hunc ut priíis

substituo, et operationem sic produco quo usque pla-

cuerit. Verüm si ad bis tot figuras tanthm quot in

Quotiente jam reperiuntur uná demptá, operam con

tinuare cupiam , pro q substituo —0,0054-+-/- in hanc

6,355-hi 1,235-1-0,061 , scilicet primo ejus termino (q3)

impresa en la misma ciudad aiío de 1763, se encuentra á la pági

na 34 del tomo 2.0 que contiene la vida de Neuton , lo que sigue.

En fin el 20 de Marzo de 1727 falleció Neuton de edad de 85

anos. Sus exequias fueron semejantes á las de las testas coronadas.

Se espuso el cadáver en una cama imperial en la cámara de Jeru-

salen. De allí fué trasladado á la Abadía de "Westminster donde

se hallan los sepulcros de los Reyes de Inglaterra. El paito del fé

retro era llevado por Milord gran Canciller, por los Duques de JVIon-

trosc y de Roxburgh , los condes de Pembrohe , de Sussex y de

Maclesfield , todos seis , Pares de Inglaterra. El Obispo de Rochester

ofició acompañado de todo el clero de la Abadía , y el cuerpo fué

enterrado cerca de la entrada del ,coro etc.
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propter exilitatem suam neglectoj et prodit 6,3?-*-+- }

1 1,1 61 96^0,00054 1708=^0 fere, sive (rejecto 6,3^)

-"0,000541708

r= — =—0,00004853 fere, quam «cribo in

1 1,16196

negatiyá parte Quotientis. Denique negativam parten»

Quotjentis ab Affirmativá subducens habeo 2,09455147

Quotientem qusesitam.»

Aquí se observa, que este método de Neuton estriba

en que por tanteos se conozca ya el verdadero valor de

la raiz con ménos de una décima parte de su valor; lo

cual en ecuaciones complicadas exige mas molestia y

trabajo que la resolución completa de la ecuación por

mi método.

170 /'. ffqlley, poco tiempo después que Neuton, pero

sin tener conocimiento del método de este, según parece

comprobado, inventó un método que no difiere del de

Neutan sinó en que conserva en las ecuaciones sucesivas,

los términos en que se bailan las segundas potencias de,

la incógnita, que podrémos llamar auxiliar; pero por uu

médio ingenioso, que manifestó ser debido á jLagnf, re

duce aun toda la operación á una simple división, según,

aparece en las Transacciones filosóficas, número 219

Año de 1694.

1 70 k. Raphson ideó otro método , que en realidad,

polo es una simplificación del anterior ; se reduce á en?

cóntrar por medio de la ecuación propuesta, otra que se

llama derivada, por procedimientos análogos á los del

Cálculo diferencial; y si se llama M, por ejemplo, el

valor que toma la ecuación primitiva, sustituyendo a

por * en ella , y N lo que resulta en la ecuación deri-?

vada por la sustitución de a por x , se tiene un valor

M

mas apróxjmado que se representé por x=n—<—

N

Por medio de este valor se obtiene una secunda

aproximación , y así sucesivamente , llegando al re^uJ*

tado final cpn alguna mayor brevedad que por el sUte*

ma de Neuton.

Tom. I |Q
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Raphton facilita la aplicación de su método calculan

do tablas, con cuyo ausilio se obtienen las cantidades

M y N para cada ecuación hasta del décimo grado in-

tlusive.

En general , para que el método de Neuton y el de

Raphson produzcan su efecto, conviene que se conoz

ca un valor a de la raiz, que difiera del verdadero valor

de x en ménos de la décima parte de dicho valor; si

esto no se verifica , la aproximación será mas lenta , y

la operación exigiría un gran número de sustituciones,

pudiendo llegar el caso de caer en defecto.

1 70 l. Se deben á los dos hermanos Juan y Jacolo

Bernoulli muchos métodos ingeniosos de aproximación,

que se hallan espuestos en el Tomo 3? de las obras de

Juan Bernoulli, y en las actas de Leipsick de 1689. Tay-

lor en las Transacciones Filoso'ficas ; Tomas Simpson en

sus Ensayos; el Marqués de Courtivron, en las Memo

rias de la Academia de Ciencias ; y el Matemático ale

mán Kasíner, han descubierto igualmente procedimien

tos particulares, que son también de importancia; sin

embargo, el método de Daniel Bernoulli, espuesto en

los Comentarios de la Academia de S. Petersburgo Tomo

3? y desarrollado después por Euler en su Introductio

in análysim infinitorum, estriba en consideraciones tan

diferentes de los otros métodos, que debemos dar al

ménos una idéa del procedimienio elegante que Euler

ha sacado de él.

1 70 11. El método de Bernoulli consiste en hallar

una serie recurrente, tal que uno de sus términos, divi

dido por el precedente, dá un valor mas y mas aproxi

mado á una raiz de la ecuación , según los términos em

pleados sean mayores.

No todas las ecuaciones son de naturaleza de poder-

seles aplicar este método con ventaja ; y frecuentemente

hay precisión de calcular un muy gran número de tér

minos de la serie, para obtener una débil aproximación.

1 70 m. Es bastante difícil poder conocer exactamen

te el grado de aproximación que se obtiene por los mé

todos precedentes , á saber : en cada operácion cuales
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son las cifras decimales, en que se debe uno dete

ner para no hacer inútilmente los cálculos sucesivo*

demasiado laboriosos. Bajo este aspecto, el procedi

miento de Lagrange, que vamos á indicar, es supe

rior aunque no da sind aproximaciones mas lentas,

y que no sea en realidad sind un método de tanteo.

Supone , como el de Neuton, que ya por tantéos

se conozca que una de las raices se halla entre

aya - i; 6 de la cual a es la parte entera. En vez

de designar por una nueva incógnita la parte que ls

falta, como en el procedimiento de Neuton, lo se

ñala por un quebrado, cuyo numerador es la uni

dad, y que tiene por denominador otra incógnita, por

ejemplo z. Es decir, que, así como en el método

de Neuton, se supone x=a-hz, en el de Lagrange,

i

se supone x=a-¡ ; sustituyendo este valor en la ecua-

z

cion propuesta, y quitando los divisores, resulta una

ecuación en que entra solo la incógnita auxiliar , que

tendrá precisamente una raiz positiva mayor que la

unidad; y no tendrá mas de una, si solo hay una

raiz comprendida entre a y a-hi. En este último ca

so, después de haber encontrado la parte entera de

este valor de z (por lo que se llaman límites de las

ecuaciones) , se designa por a , y la incógnita auxi

liar se iguala con aquel valor ya conocido , acompa

ñado de un nuevo quebrado que tiene la unidad por

numerador, y por denominador otra incógnita auxiliar;

sustituyendo este valor en la ecuación anterior, resul

ta una nueva ecuación, de tal forma que no tendrá

igualmente sino una sola raiz positiva mayor que la

unidad. Y reuniendo las diversas raices, resulta la de

la propuesta, espresada por una fracción continua;

esto es, que el denominador es un número misto en

que el denominador es otro número misto &c. ; la

cual espresará con tanta mayor aproximación la raiz

propuesta, cuantos mas términos se tomen.

El método de Lagrange conduc# muchas veces á
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cálculos tari largos * molestos , penosos y desagrada

bles^ que en la práctica se prefiere aun el de Neuton

y algunos otros procedimientos usados por Kramp,

Cagnoli etc.

i 70 n. Mr. Budan de Boislaurent , en sil nuevo mé

todo para la resolución de las ecuaciones numéricas,

propone un procedimiento de mucha simplicidad, y en

nuestro concepto es uno de los mas espeditos ; por lo

cual lo tenemos insertado en el Ti ÍL P. I. T. E. desde

el (§ 405) hasta concluir dicho volumen. Yo hice este

trabajo en el mismo afio de 1807 en que se publi

có la memoria de Mr. Budan, sin saber aun el con

cepto qne había merecido á los Matemáticos. Y aho-

ta tengo la satisfacción de haber visto, que Mr.

Lagrange formtí de dicha obra el mismo concepto ven

tajoso' que yo; pues en la página 166 de la 3? edición

de su Tratado sobre la resolución de las ecuaciones nu

méricas de todos los grados, se espresa del modo si

guiente : »Se püede decir , que esta obra , (la de Mr.

Budan) no deja nada que desear sobre la resolución

de las ecuaciones numéricas , cuyas raices son todas

ieales, y bajo este aspecto podría servir de suplemen

to al presente Tratado.»

1 70 ñ. Todos estos métodos , ademas de lo defec

tuosos é incompletos que son, necesitan para poderse

emplear, conocimientos de los mas sublimes de las Ma

temáticas ; y como la necesidad es la madre univer

sal de los descubrimientos, en mi Tratado sobre el

movimiento y aplicaciones de las aguas, fundándome en

una idéa que tenía manifestada en la 3? edición del

T. I. Pi í. T- E. (nota del § .310), résólví ecuacio

nes del 3?, del 6? y del grado 9? por procedimien

tos tán sencillos^ que solo exigen los conocimientos

de mi Aritmética de niños : siendo muy digno de no

tarse que una de las ecuaciones tenía la forma de serie;

y por lo mismo se resistía á cuantos procedimientos se

han ideado sobre la materia. Los cálculos , que exige,

Son también penosos ; pero solo son cálculos aritméticos,

y todos ellos se pueden practicar por personas de 4aüy
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limitados conocimientos sin necesidad de distraer la

atención de los Matemáticos profundos como exigen

los demás métodos.

170 p. Después, que vi el escelente resultado, que

obtuve en dicha obra , no he cesado de meditar para

simplificar y generalizar esta materia, y creo haber

llegado hasta el punto de poderse aplicar mi método

por los discípulos de las escuelas, como ya lo están

verificando los de las Escuelas Normales, establecidas

para generalizar mi nuevo método de leer contenido en

la Teoría de la lectura, y en prueba de su sencillez,

basta observar , que sólo estriba en las cortas nociones,

que voy á dar.

• 170 q. Así como las ecuaciones del 2? grado, las he

mos reducido á tres términos (167); toda ecuación de

cualquier grado », la podemos reducir á »-t-i términos;

pues aunque tuviese muchos mas, podríamos reducir á

uno solo todos los términos en. que la incógnita estuviese

elevada al grado n ; á otro , todos los términos en que

estuviese elevada al grado n— 1 ; y así sucesivamente

hasta reducir á un solo término todos aquellos que fue

sen constantes ó que no contuviesen á la incógnita ; ó lo

que es lo mismo , la contuviesen con un esponente cero.

•Si después dividimos toda la ecuación por el coefi

ciente del término de mayor esponente , ó de n , tendré-

mos una ecuación en que el término de mayor esponen

te no tendrá coeficiente , y será positivo ; pues si fuese

negativo , mudaríamos, los signos á toda la ecuación ; y

suponiendo que la incógnita se esprese por x , y los coe

ficientes de los demás términos, empezando desde el se

gundo, sean A, B, C, D, etc., la ecuación general del

grado n podrémos representarla del modo siguiente :

x"-*-Axn—l-+-TSx"—t+Cx"-3 -+-K*-+-L=o (1 ).

El espacio, en que colocamos los puntos, queda lleno

cuando al esponente n se le da un valor particular ; y ere

el caso de que una ecuación carezca de alguno de sus

términos , se supone que su coeficiente es o. Y toda la

teoría de las ecuaciones , así como parte de nuestro mé

todo , estriba en la siguiente proposición.
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170 r. Si a es raiz de la ecuación (t), en la acepción

que le hemos dado (170 e), el primer miembro de dicha

ecuación será divisible por x—a.

En efecto, por ser a raiz de la ecuación (1), se ten

drá afl+Ao"-,+B«»-1....+K«+L=o ;

de donde hzz-^(a''-*-kdn~t-t-'Ran~2-K...Ka); sustituyen

do este valor de L en la ecuación (1), resultará :

{-a"-Aa''-1-Ba"-2+....-Ka}-0' 6 <* ~° >+*

Aix"—1- a"-') -f- B(x"-2- a"-2).... -h K(*-a)=o(2);

pero, en virtud de lo espuesto (120), todos los fac

tores x"—a'\x" 1—aK etc. son divisibles por x—a-y

luego , como en cada termino se halla uno de estos fac

tores, resulta que todos los te'rminoí serán divisibles por

x—a; y por consiguiente lo será toda la ecuación ; que

era lo que nos proponíamos demostrar.

170/v. Ejecutando las divisiones, reduciendo y lla

mando A', B', C , etc.K.' los coeficientes del cociente,

se verificará, que la (ec. 1), la podrémos descomponer en

dos factores en esta forma :

(x-a)íx*-,-hA,xn-*-t-B'x"-3....+K,)=o (3). '. .

Ahora, la ecuación propuesta llegará á ser o cuando

cualquiera de estos dos factores sea o ; luego podrá veri-

ficrfrse, ó cuando x—a=o, ó cuando

xn—i_,_A'x"-2-hB'xn—3. . . .h-K'=o (4).

Y si. suponemos que psta tenga una raiz Z>, será di

visible por x—Z>, y la podramos poner del modo siguiente:

(x~bXx*-2+A"x"-3....+K.")=o(s)i

y continuando del mismo modo , podremos poner el pri

mer miembro de la (ec. 1) bajo esta forma:

(x—a)(x—b)(x—c)(x—d)....~o (6)j

pudiendo resultar tantos factores, y no mas, como uni

dades tiene el esponente n, y el mismo ndmero de rai

ces; pues la (ec. 6) se verificará, d cuando x—a=o, que

da x—a ; o cuando x—b~o , que da x—b ; ó cuando

x—czzo , que da X—c; ó cuando x—dzzo , que da

x—d etc.
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170 s. Hay ecuaciones que, en apariencia, admiten

menos raices que unidades hay en el esponente de su

grado , y son aquellas en que el primer miembro tiene

varios factores iguales , tal como la ecuación

{x-af{x-b)\x-c)\x-df-o.

170 t. Fundándome únicamente en lo que precede,

resolveré, por mi nuevo me'todo, toda clase de ecuacio

nes numéricas; contrayéndome desde luego á las ecuaj

ciones mas difíciles, que cuantas se han resuelto hasta

el dia por todos los otros métodos conocidos. Mi proce

dimiento es tan sencillo que, repito, puede ponerse en

práctica sin suponer mas conocimientos, según se ha

practicado en el Tratado de las aguas, que los de mi

Aritmética de Niños; pero mis nuevas investigaciones lo

han simplificado aun mucho mas: en términos, que

ahora queda reducido á da mitad, ó méncs del trabajo.

1 70 u. Los que deseen imponerse en los esfuerzos

que ha hecho el entendimiento humano acerca de la

resolución general de las ecuaciones, pueden consul

tar el T. II. P. I. T. 'JE. desde el (§ 364) hasta con

cluir el volumen; y los apéndices 6? y 7? del T.I.P.I.

donde se resuelven ecuaciones mas complicadas que

en ninguna otra obra ; pues se llegan á presentar has-

fa las 64 raices de la ecuación

170 v. Ahora nos dirigimos á recapitular las ventajas,

que se han de seguir de nuestro nuevo método. <.,on

este objeto, debemos observar, que la solución de todo

problema se reduce, en última análisis, á la resolución

de una d muchas ecuaciones, cuyos coeficientes son

dados en números, y que por lo mismo se pueden

llamar ecuaciones numéricas; por lo cual, es de la

mayor importancia tener métodos para resolver com

pletamente estas ecuaciones de cualquier grado que

6ean. Todos los métodos, que hasta ahora se han ima

ginado, exigen una inmensidad de operaciones preli

minares y preparatorias, todas complicadas, y hasta

cierto punto estraíiai al objeto.
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Tales son por ejemplo el quitar el segundo tér

mino de las ecuaciones; la investigación por separada

del numero dé las raices positivas, del de las negativas,

de las reales, de las inconmensurables, de las iguales y

de las imaginarias; la de hallar los límites de las

raices, la ecuación de las diferencias, y la de sus

cuadrados etc. Todas estas indagaciones parciales son

mas d ménos necesarias é indispensables en dichos

métodos. Ademas, hay algunos que exigen el que

las ecuaciones tengan sus términos del mismo signo,

escepto el último d que es todo conocido: cosa posi

ble, con tal que se tengan dos límites de una raíz,

el uno en mas y el otro en ménos, y que sean ta

les que todas las otras raices, así como las partes rea

les de las imaginarias, si las hay, caigan entre estos

límites; pero la dificultad de encontrar dichos límites,

es por sí misma tan grande , que algunas veces es ma

yor que la de resolver la ecuación.

Por manera, que se puede decir, que todos los

métodos conocidos hasta aquí para la resolución de las

ecuaciones numéricas , sólo sirven para las que están

ya casi resueltas, cqmo dice Lagrange, página XXV

de la introducción de su citada obra ; y á fin de que

no se atribuya á parcialidad, d á querer realzar mi mé

todo, pondré aquí la última opinión de Lsgrange sobre

este particular , inserta en la 3? edición de su obra ya

mencionada; cuya introducción la termina diciendo:

jjHasta aquí no se ha encontrado riada que pueda dis

pensar en todos los casos de la investigación de un

límite menor que la menor diferencia entre las raices,

ó que sea preferible á los medios suministrados en la

nota 4? para facilitar esta investigación.»

Así es, que este célebre Autor, como operación

preliminar , se ocupa en el número 8 de la mencio-

cionada obra, de resolver el siguiente problema. Dada

una ecuación cualquiera , hallar otra ecuación , cuyas

raices sean las diferencias entre las raices de la ecua~

cion propuesta. Para conseguirlo, usa de los mas subli

mes conocimientos, inclusos los de los coeficientes di
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ferenciales. Emplea mas de tres páginas en la reso

lución de dicho problema, y eso que no hace mas

que indicar los procedimientos que hay que seguir.

Esta ecuación de las diferencias resulta mas com

plicada que la ecuación que se trata de resolver; pues

si la ecuación propuesta es del grado »z, la de las di

ferencias es del grado m(m-i')-1 y después de varias

consideraciones para simplificar dicha ecuación, se re-

m(m—i)

duce esta á otra del grado , que, en el tercer

2

grado, exige la resolución de una ecuación también

del tercer grado; en la del cuarto exige la resolución

de una ecuación del sesto ; en la del quinto , una

ecuación del décimo ; en la del sesto, una ecuación del

decimoquinto; y así sucesivamente. Luego en general,

para resolver por dicho método una ecuación cualquie

ra, se necesita saber resolver otra de un grado igual

en las de tercer grado , y de un grado muy superior

en las de los grados elevados, lo cual envuelve una

especie de círculo vicioso , á causa de que , para re

solver una ecuación , se exige como medida preliminar,

el resolver otras siempre mas complicadas; pues que

aun en el tercer grado en que la ecuación de los cua

drados de las diferencias es del mismo tercer grado,

resulta siempre con mas términos , d con mayores coe

ficientes.

Para que no se me tache de exagerado , voy á es-

tractar el Cap. IV de la misma obra de Lagrange , que

tiene por epígrafe: 55 Aplicaciones de los métodos pre

cedentes á algunos ejemplos.

1 70 x. El primero es resolver la ecuación xs—2x—5=0;

que es la misma de Neuton (170 i), sin mas diferen

cia que poner x en vez de y. Como medida preliminar,

se propone Lagrange hallar por las fórmulas de su

número 8 la ecuación de los cuadrados de las di

ferencias de las raices; y halla para esta ecuación,

la v3—1 2u2-t-36zH-643=o ; que es indudablemente

mas complicada que la anterior; pues aunque es

Tom. I. si
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del mismo grado , tiene esta mas términos y los coe

ficientes son mayores. Después busca por los métodos

del niimero 12 el límite de los valores de y en

cuentra que 3 es el límite buscado en números enteros,

y que la raiz real de la ecuación propuesta, pues las

otras dos son imaginarias , se halla entre los números

2 y 3 5 y que así 2 será el valor aproximado de esta

raiz.

Con estos conocimientos preliminares, pasa después

Lagrange á practicar su método ; para lo cual supo-

1

ne«c=2H—; y haciendo las sustituciones en la ecuación

y

primitiva, y ordenando, obtiene y3—ioy3—6y—1=0;

cuya ecuación es mas complicada que la primitiva,

y es preciso resolver , para encontrar un valor apro

ximado. Ademas, tiene que emplear el método de las

sustituciones hasta encontrar dos sustituciones conse

cutivas, que den resultados de signos contrarios, y

1

halla que y =10. Hace después y= io-i—5 y obtie-

z

ne 6iz3—942a— 20Z— 1=0; ecuación que también

es mas complicada que la primitiva, no solo por te

ner mas términos , siná por ser mayores sus coeficien

tes , y cuya resolución es indispensable por sustitucio

nes sucesivas, hallando 1 por valor aproximado.

> ' I

Hace después z = 1 h ; y obtiene la ecuación

u

54M3-i-2 5Ma—89M—61=0 , cuya resolución necesita;

y continuando de este modo, halla los números 2,10,

1,1, 2, 1, 3, 1,1, 12 etc. teniendo precisión de re

solver diez ecuaciones , todas mas complicadas que

la primitiva, deduciendo por último que la raiz de

la ecuación de Neuton se halla entre los números

2,09455149 y 2,09455147. Toma después por segundo

ejemplo la ecuación x3—7^+7=0. Y por sus formulas,

halla para la ecuación de los cuadrados de las diferen
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cías v3—42ü,-)-44í v—49=0; ecuación también mas

complicada, que necesita resolver como operación pre

liminar. 1

Hace luego v—— ; y verificando la sustitución,

y

y ordenando con relación á y, obtiene

Y por ella deduce los límites; hace las. sustitu

ciones convenientes , y halla la ecuación x3—63 am-

189—0; en la cual se debe hacer la sustitución de

los ndmeros naturales; y por ella deduce que el va

lor entero mas aproximado á dos de las raices es 1; y

luego infiere que 3 es el número mas aproximado á la

otra raíz , que es negativa. Después de todos estos afa

nes y fatigas, pasa á empezar su método; y necesita re

solver cuatro ecuaciones del mismo grado, pero todas

mas complicadas que la primitiva, para encontrar ca

da una de estas dos raices

1 1

X=l-i X=IH

2-+- I 1-t-I

4-1- etc. 4-Hetc.

y después resolviendo dos ecuaciones, también mas com

plicadas que la primitiva , llega á obtener para la raiz

1

negativa x—— 3

1

2 O H

3-1- etc.

Estas dos son las únicas ecuaciones que se resuelven

en la citada obra de Lagrange ; las cuales habrán sido

sin duda escogidas, para que se presenten desde lue

go límites bien pequeños de las raices; y si á pesar

de esto exigen tanta complicación, deberá inferirse cual

será el grado de dificultad que ofrecerá cuando las

ecuaciones sean de grados mas altos , y que los lími-

*
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tes estén espresados por números considerables, como

centenas, millares, millones etc.

Para reducir á quebrado decimal cada una de estas

raices, suprimiremos lo que seííala el -+- que hay des

pués del 4 ; y por medio de las transformaciones que

1

siguen, obtendremos x=i-t 1

n-— =1+ =i-h

4

=1,6923.

9

Por la supresión de lo que había después del 4,

resulta que el último quebrado -J es mayor de lo que

corresponde, pues su denominador 4 es menor que

4-t-etc. que contenía la primitiva. Luego 2+5 será ma-

1

yor de lo que debe ser; y será (66) menor de

2+i

lo que debe; y en su consecuencia, el quebrado que

acompaña al entero será mayor que lo que corresponde,

y todo el valor 1,6923 será mayor que la verdadera

raíz.

Reduciendo la segunda raiz, se obtiene x=i-i-

1 1 115

■ : =n r=n =ih—=n—=1,35714

y por la misma razón de ántes , este valor es mayor

que la verdadera raiz.

La tercera raiz que saca es x=z—3—

1 113
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Este valor es numéricamente menor que el verda

dero ; porque suprimiendo el etc. en el denominador

del quebrado j, resulta J que es (66) mayor; en su

t

consecuencia el quebrado es menor de lo que

20-1- §

corresponde.

1707. Para que aun en esto, no se me tache de

exagerado , pondré aquí lo que dice el mismo Lagrange

en la nota (IV) de dicha obra, sobre la manera de

hallar un límite menor que la mas pequeña diferen

cia entre las raices de una ecuación dada ; que empie

za de este modo. 53 La determinación de este límite es

necesaria para poder formar una serie de números,

cuya sustitución sucesiva haga conocer de un modo

cierto todas las raices reales de la ecuación propuesta.

El medio mas directo de obtenerle, es calcular, co

mo lo hemos propuesto, la ecuación misma, cuyas

raices serían las diferencias entre las de la ecuación

dada, y determinar después por los métodos conoci

dos el límite de la menor raiz de esta ecuación. Mas,

por poco que el grado de la ecuación propuesta sea

elevado, el de la ecuación de las diferencias sube tan

alto, que está uno espantado de la longitud del cál-

•eulo necesario para encontrar el valor de todos los tér

minos de esta ecuación; pues que el grado de la pro-

m{m—1)

puesta, siendo jm, se tiene coeficientes que

2

calcular, y que para emplear las series del número

8, sería necesario en todo calcular 2m(m—1) términos.

Como este inconveniente podrá hacer el método ge

neral casi impracticable en los grados un poco ele

vados, me he ocupado largo tiempo de los medios de

libertarle de la investigación de la ecuación de las

diferencias; y he reconocido en efecto, que sin calcu

lar en entero esta ecuación, se podía sin embargo

hallar un límite menor que la mas pequeña de sus

raices.»
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Habla de las funciones derivadas ó coeficientes di

ferenciales, y emplea mas de seis páginas en cuarto

francés para dar á conocer el método; y luego aplicar

lo á encontrar el menor límite.

1 70 z. En todo esto se ve la constancia y laborio

sidad de los Analistas, para conseguir la resolución de

las ecuaciones, aunque hasta hoy se halla tan imperfec

ta. Esto al mismo tiempo que prueba lo acreedores,

que son los Matemáticos al reconocimiento público,

realza la importancia de nuestro nuevo método; pues

se consigne por él la solución completa de este im

portantísimo problema. Dada una ecuación numérica,

de cualquier grado que sea, encontrar directamente,

y sin ninguna operación preliminar ni preparatoria,

todas sus raices, cuando estas son reales, ya sean po

sitivas, ya negativas, empleando únicamente los procedí- .

mientas mas elementales de la Aritmética, hasta el

punto de poderse resolver por los discípulos de las

Escuelas , como en efecto ya se ha verificado por los

de las Escuelas normales establecidas para propagar mi

nuevo método de leer, contenido en la Teoría de la Lec

tura, y su esposicion la verificaré en los §1970,

1976, etc.

Al revisar las pruebas de este párrafo, ha llegado

á mis manos el Tratado Elemental de Algebra, publi

cado en París, año de 1832 , por Mayer , antiguo dis

cípulo de la Escuela Politécnica, y Chaquet, antiguo re

petidor en la Escuela de Artillería de la Fleche , Profe

sor de Matemáticas. Sus Autores toman en considera

ción hasta los trabajos mas recientes de Mr. Sturm, y

los de Mr. Fourrier, en una obra publicada después de

su muerte por los cuidados de Mr. Navier. Recapitulan,

modifican y aclaran cuanto relativo á las ecuaciones han

hecho Descartes, Neuton y Lagrange; y en prueba de

quedar en pie todas las dificultades que ofrecen los

métodos conocidos hasta el dia, copiarémos aquí lo que

dicen página 291 y es como sigue:

53EI problema general de la resolución de las ecua

ciones consiste en hallar para todas las ecuaciones de un
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mismo grado , las espresiones de todas las raices en fun

ción de los coeficientes, designados generalmente por

letras.

«Este problema ha sido largo tiempo el objeto de los

trabajos de los Geómetras ; pero no se ha podido hasta

ahora llegar á resolverle sino para las ecuaciones, que no

pasan del cuarto grado. Todos los esfuerzos de los Ana

listas han encallado delante de la ecuación general del

quinto grado.

»Hay mas : aunque se lleguen á representar con bas

tante facilidad por formulas generales, las raices de las

ecuaciones del tercer grado, estas formulas son insufi

cientes para hacer conocer los valores numéricos de las

raices cuando todas son reales.

»Así, está uno autorizado para creer, que aun cuando

se llegase á las fórmulas de las raices de las ecuaciones

del quinto grado y de los grados superiores , ellas no se

rían , en un gran número de casos , de ninguna utilidad

para el cálculo de las raices, cuando los coeficientes fue

sen dados en números.

»Ha sido pues, necesario, hallar métodos, por los

cuales se pudiese obtener, sea exactamente, sea de una

manera aproximada, cada una de las raices de una ecua

ción numérica. Pero aunque estos métodos no se aplican

Bine* á ecuaciones, en las cuales los coeficientes son nú

meros, están sin embargo fundados sobre propiedades,

cuya demostración es independiente de los valores de los

coeficientes y aun del grado de la ecuación.»

Y pasa á establecer estas propiedades, haciendo uso

de todas las riquezas del cálculo , sin excluir los conoci

mientos de las funciones analíticas y demás partes subli

mes de las Matemáticas.

De las razones y proporciones.

171 Se llama razón la comparación de dos cantida

des; la cantidad que se compara se llama antecedente;

aquella con que se compara, consecuente; los dos jun

tos se llaman términos de la razón j y lo que resulta se
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llama espártente de la razón o simplemente razón. Si el

antecedente es igual al consecuente se llama razón de

igualdad ; si el antecedente es mayor que el consecuen

te , se llama de mayor desigualdad; y si menor , de me

nor desigualdad.

Con dos miras diferentes se pueden comparar dos

cantidades : ó para averiguar la diferencia que hay entre

ellas , que se llama razón aritmética , ó para averiguar

las veces que la una contiene á la otra, que se llama

razón geométrica.

La razón aritmética se señala poniendo el antece

dente, después un punto, y luego el consecuente; la

geométrica poniendo dos puntos entre el antecedente y

el consecuente. V. g. la razón aritmética entre 7 y 3, se

escribe 7.3 y se lee 7 es aritméticamente á 3 ; la razón

geométrica entre 12 y 4 se señala 12:4, y se lee 12 es

geométricamente d 4; ó por ser estas razones las que

ocurren con mas frecuencia, se leen omitiendo la pala

bra geométricamente de este modo 12 es á 4.

Para encontrar la razón aritmética se resta el conse

cuente del antecedente ; v. g. la de 7 á 3 será 7—3=4.

Para hallar la geométrica se divide el antecedente por el

consecuente; v. g. la de 12 á 4 será 12:4 ó -^=3.

Donde observamos que aunque con distinto lenguage,

volvemos á las operaciones de restar y dividir; y que

el punto puesto entre los términos de la razón aritmé

tica equivale al signo — de la operación .de restar.

Cor. De esto y de lo dicho (61 , 2? y 4?) se sigue que

á una razón aritmética le sucede lo mismo que al ante

cedente, y lo contrario que al consecuente; y por lo mismo

si se tienen dos razones con un mismo antecedente, aque

lla será mayor que tenga menor consecuente, y viceversa;

y si tienen un mismo consecuente , aquella será mayor ó

menor , que tenga mayor ó menor antecedente ; y una ra

zón aritmética no se altera aunque á sus dos términos se

les añada ó quite una misma cantidad. A la geométrica

le sucede lo mismo ; y no se alterará aun cuando se mul

tipliquen ó parta n sus dos términos por una misma can

tidad.
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172 Cuando de dos razones de una misma especie, la

nna tiene por antecedente lo que la otra por consecuen

te, se dice que la una es inversa de la otra; así 3.7 es

inversa de la 7.3 ; y en efecto se tiene 3—7=—4 , que

es lo contrario de 7—3=4.

También 4:12 es razón geométrica inversa de la

12:4; pues 4: 1 2 =A= -J , es lo contrario de 12:4=

ia=i=;3,4 o 1 •

Esc. Los antiguos , desde el tiempo de Euclides , da

ban diversos nombres á las razones y proporciones , se

gún era el esponente de la razón ; ya no están en uso,

por ser mas fácil y claro distinguirlas por el mismo es-

ponente. A la razón de 3:2, cuyo esponente es §=i§

la llamaban sesquiáltera ; y los Químicos modernos han

juzgado conveniente restablecer la palabra sesqui para

nombrar las sustancias, cuyas partes componentes se

hallan en la razón de 3 á 2. Así es, que llaman, por

ejemplo , sesquifosfato de cal á una sustancia que con

tiene 1 3 de ácido fosfórico respecto del ácido que con

tiene el fosfato de cal tomado por unidad.

1 73 Proporción es la igualdad de dos razones de una

misma especie; así, proporción aritmética es la igual

dad de dos razones aritméticas ; y proporción geométri

ca la igualdad de dos razones geométricas.

Para escribir una proporción aritmética se pone una

razón á continuación de otra, separándolas con dos pun

tos ; y para escribir una geométrica se ponen cuatro

puntos entre las dos razones. Para leerlas, se lee cada

razón separadamente, y cuando se llega á los dos pun

tos en la aritmética o á los cuatro en la geométrica, se

lee como. En toda proporción entran cuatro términos^

de los cuales el primero y tercero se llaman anteceden

tes, y el segundo y cuarto consecuentes; el primero y

cuarto estremas, y el segundo y tercero medios.

174 Para escribir proporciones aritméticas con fa

cilidad, se pondrán dos cantidades cualesquiera, sepa

radas entre sí con un punto , para que formen la pri

mera razón; después se pondrán dos puntos, y luego á

las dos cantidades primitivas se les añadirá (tí quitará)

TüM. I. 22
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una misma cantidad, y se pondrán estos dos números

después de los dos puntos , separados entre si con un

punto, los cuales formarán la segunda razón ; pues en

este caso las dos razones son iguales (171 cor.)

Para formar una proporción geométrica , se escribi

rán dos cantidades cualesquiera, separadas con dos pun

tos , para que formen la primera razón ; luego , se pon

drán los cuatro puntos , y después por segunda razón lo

que resulte da multiplicar (ó dividir) por una misma can

tidad los dos términos de la primera; porque en este

caso también serán iguales las dos razones (171 cor.).

Así, si quiero escribir una proporción aritme'tica,

pondré dos cantidades cualesquiera 7 y 5 , separadas

con un punto ; luego pondré los dos puntos, y añadiré

á las anteriores una misma cantidad, v. g. 6 , y tendré

7.5:13.11 , que leería diciendo: 7 es aritméticamente á

5 como 13 a 11.
Si quiero escribir una proporción geométrica, es

cribiré dos cantidades cüalesquiera v. g. 8 y 5, para que

formen la primera razón; después de puestos los cuatro

puntos, multiplicaré ambas cantidades por otra cualquie

ra; tal como 3 , y tendré la proporción

8:5:: 24:151

que leeré diciendo: 8 es á 5 como 24 á 15.

175 Cuando los medios de una proporción son dife

rentes, como en las anteriores, las proporciones se llaman

discretas; y cuando son iguales los medios, la propor

ción se llama continua. Así, para formar una proporción

continua aritmética , se pondrá por tercer término el se

gundo, y para poner el cuarto se añadirá al tercero lo

que el segundo llevaba al primero (d se le quitará lo que

el primero llevaba al segundo) v. g. para escribir, una

proporción aritmética, continua , pondré por primera ra

zón cualquiera 5.9 ; después del 9 pondré los dos pun

tos , luego el mismo 9 , y después de un punto , lo que

resulta de añadir 4 al 9, y tendré la proporción 5.9:9.13.

La proporción aritmética continua se escribe de un

modo abreviado, poniendo antes este signo -i-, después
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el primer término, luego el medio, y después el otro

estremo separándolos con un punto ; de manera que la

anterior se escribe -j-5.9.13.

Donde el signo -r- puesto ántes, da á conocer que

se ha de repetir el segundo término, y se lee: 5 es arit

méticamente á 9 es á 13.

Para formar una proporción geométrica continua, se

escrilirá un número cualquiera , después se pondrá por

segundo término y por tercero un múltiplo cualquiera de

este número; y luego para el cuarto se toma el mismo

múltiplo del múltiplo anterior. V. g. pondré primero un

mímero cualquiera 5, después un múltiplo cualquiera de

este, tal como 15 , y este será el que represente los me

dios; para hallar el otro estremo, tomaré el mismo múl

tiplo de 15, esto es, el triplo, y tendré

4:i5::i5:45 6 -^-5:15:45.

Donde el signo -H- puesto ántes , indica que se ha de

repetir el 2? término, y se lee, 5 es á 15 es á 45.

176 En toda proporción aritmética discreta la suma

de los estremos es igual á la de los medios; y al duplo

del término medio en la continua.

Espl. Sean las proporciones 10.7:17.14, -7-8.11.14j

digo que en la primera será 10-+-1 4=7-1-1 7, y en la se

gunda 8-f-i 4=2x1 1.

Dem. 1? Como proporción es igualdad de razones, la

primera dará 10—7=17—14; y trasladando (147 cor,)

las cantidades negativas al miembro opuesto del en que

se hallan , será

10-1-14=17+7, que era L. 1? Q. D. D.

2? La segunda proporción puesta con estension , se

rá 8.11:11.14; que da 8—11=11—14;

y trasladando como ántes , será

8-h-i 4=1 1-4-1 1=2 xii, que era L. 2? Q. D. D.

Esc. Sean en general las dos proporciones a.b:c.d y

-7-a.¿.c; y discurriendo del mismo modo que ántes,

dará la primera a—b=c— y trasladando (147 cor) se

rá a-i-d~c-\-b (A).

La segunda nos dará a—b—b—c,

y trasladando será úh-c—b-hbzzib (B),



1 7« ÁLGEBRA.

que manifiestan la proposición con toda generalidad.

177 Si en la ecuación (A) a^-d=i+c , despejamos

la ¿, se tendrá d—b+c—a;

que quiere decir, que dados los tres primeros térmi

nos a, b, c, de una proporción , se hallará el cuarto d

sumando el segundo con el tercero , y restando el pri

mero. Así, dados los tres términos 9, 25 732, para

hallar el cuarto , que llamaré x, haré

*=25-f-32—9=48,

cuya operación y proporción se practican de este modo:

9.25:32.*=25-t-32—9=48.

Esc. Despejando las demás letras se tendrá

a—b+c—d, b=za-i-d—c, c=a-t-d—b,

y cada una dará una regla para hallar el primero , el

segundo, el tercero términos, cuando se necesiten^

178 Si en la ecuación (B) a+e—2A, despejamos

la c, dará c=T2¿—a;

que quiere decir , que cuando se quiera hallar un ter

cer término continuo proporcional aritmético á dos can

tidades dadas, del duplo de la segunda se restará la

primera. Así, si quiero hallar un tercero proporcio

nal á 26 y 34 , espresándole por x, será #=2x34—26=

42, que se ejecuta como aquí se ve:

-7-26.34..*:=: 2 X34—26=42.

Si en la misma ecuación despejamos la b , dará

l—í(a-i-c),

que quiere decir , que si dadas dos cantidades se quie

re hallar una media proporcional aritmética, de la su

ma de dichas cantidades se tomará la mitad. (*) Así,

si quiero hallar un medio proporcional entre 27 y 39,

(*) Mr. Bourdon,en la página i35 de la undécima edición

de su Aritmética llama medio diferencial , á lo que se ha co

nocido hasta aquí con la denominación de medio proporcional

aritmético. Esta mutación no me parece que por ningún tí

tulo es_ admisible ; pues la_ palabra diferencial tiene en la par

te sublime de las Matemáticas una ¡acepción que dista mucho

_ de la que aquí se la quiere dar. En hora buena , que susti

tuya la palabra equidiferencia ó la de proporción aritmética

que se ha usado hasta aquí; pero la' de medio diferencial

podría inducir á equivocaciones. Usa de la misma espi-csion en

la página 3a8 , y en mi concepto repito que no «* admisible en

Aritmética introducir semejante locución.
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llamándole *, se tendrá Ar=f(2 7-t-39)r=33;

y la proporción será -i-27.33.39.

179 En toda proporción geométrica discreta elpro

ducto de los estreñios es igual al de los medios; y al

cuadrado del término midió en la continua.

Espl. Sean las proporciones

8:3::24:9, -^6:18:54;

voy á demostrar que 8 X9=3 X24 , y que 6 X54—1 8sj

ó en general, si a:b::c:d , y -H-a:¿:c,

será ad—be, y ac=b*. ,

Dan. Como proporción es igualdad de razones,

a c

la primera dará —=—,

b d

y trasladando los divisores (150 cor.), será ad=ic (A);

que era L. 1? Q. D. D.

2? La segunda proporción, puesta con estension,

a b

será a-.h-.b-.c; que da—c^—,

b c

y quitando los divisores , será ac=JA=Z>5 (B).

180 Recíprocamente, ti cuatro cantidades son tales

que el producto de dos de ellas sea igual al producto

de las otras dos, con dichas cantidades se podrán

formar ocho proporciones diferentes, poniendo por es-

tremos las dos que formen un producto, y por medios

las dos que formen el otro producto.

Espl. Sean a, b, c, d, tales cantidades que ad=bc;

voy á demostrar que se pueden Sacar las ocho propor

ciones siguientes (A). ¡

Dem. Si en la ecuación ad—bc, (A)

trasladamos (150 cor.) la d y la b al a:b::c:d (1?)

a c a:c::b:d (2?)

otro miembro, se tendrá —=—, d:b::c:a (3?)

b d d : c::h;a (4?)

que puesta en proporción dará c:d::a:b (5?)

a:b::c:d (ií). c : a :: d : b (6?)

Si en la misma ecuación trasla- b:a::d:c (7?)

b:d::a:c (8?)
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ai

damos la d y la e , será —=—,

c d

que da a:c::b:d (2?).

d c

Si trasladamos la a y la ¡&, resultará —

¿ a

que da d:b::c:a (3?). d A

Si trasladamos la a y la c, será ———,

c a

que da d:c::l:a (4?).

Como es lo mismo ad—bc que bc=ad, trasladando

c a

en esta la ¿ y la será——— que da c:d::a:b (5?).

d /&

c d

Trasladando la b y la a, será—=—,

a ¿

que da c:a::d:b{(ñ).

b d

Trasladando la c y la a, será—=— ,

a c

que da b:a::d:c(^).

b a

Y trasladando la c y la <i, será——— T

d c

que da b.d::a:c (8?), que era L. Q. D. D.,

Esc. Si se quisiesen sacar mas proporciones, saldría

alguna de las anteriores; de donde se sigue que dada

una ecuación se pueden sacar ocho proporciones ; ó dada

una proporción se le pueden dar ocho formas dife

rentes.

181 Si en la ecuación (A § 1 79) ad—bc, despejamos

be

la d, se tendrá d—— ;

a

que quiere decir, que dadas tres cantidades , se ha

llará una cuarta proporcional geométrica, multi

plicando la segunda por la tercera, y partiendo el
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producto por la primera. Así, si quiero hallar un

cuarto proporcional á los números, 9, 14 y 27, lla

mándole x tendré ,

14X27

=42 j cuya operación se dispone como aquí

9

14x27 378

se ve, 9 : 14 :: 27 : xr= — =42.

9 9

Esc. Despejando los términos a, ¿,c, se tendrá

be ad ad

d c b

y cada una dará la regla para hallar el primero, el se

gundo, 6 el tercer término, cuando se necesiten.

182 Si en la ecuación (B (j 179) ac=¿s, despejamos

la c, dará c=— ;

a

qne quiere decir, que para hallar un tercer término

continuo proporcional geométrico á dos cantidades da

das , el cuadrado de la segunda se partirá por la pri

mera. Así, si quiero hallar un tercero proporcional

á 16 y 24.

24* 576

llamándole jc, será jc= = =36,

16 16

que se practica como aquí se ve :

24a 576

—•16:24:*= = =36.

16 16

Si en la misma ecuación despejamos la ¿, será

b=\//ac ;

que quiere decir, que si dadas dos cantidades se quie

re hallar una media proporcional geométrica, del pro

ducto de dichas cantidades se estraerá la raiz ciw -
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drada. Así, si quiero hallar un medio proporcional

entre 8 y 1 8 , llamándole x , será

x=\S8 x i8=V'144=1 2 ;

y la proporción será -H-8: 1 2: 18.

Esc. Es digna de notarse la analogía que hay entre

las propiedades de las proporciones aritméticas y geo

métricas 5 pues las de aquellos se convierten en las de

esta sustituyendo multiplicar á la voz sumar; dividir

á la restar ; cuadrar á tomar el duplo , y estraer la

raiz cuadrada á tomar la mitad.

De las trasformaciones que se pueden dar á una pro

porción , sin que deje de subsistir proporción.

183 Hemos visto (180) que á la proporción

a:b::c:d,

se la pueden dar ocho formas diferentes, y que siempre

hay proporción. Estas y otras vatias que vamos á espo

ner, se llaman alternar, invertir, componer, dividir,

permutar y convertir.

Alternar es comparar antecedente con antecedente, y

consecuente con consecuente, cuya operación queda hecha

mudando de lugar los medios ó los estremos. Así, la se

gunda y tercera (180) están alternadas respecto de la

primera.

Invertir es comparar consecuente con antecedente en

cada una de las razones; cuya operación queda hecha

poniendo los medios en lugar de los estremos , y los estre

mos en lugar de los medios. Así, la (7?) está invertida

respecto de la primera.

Ahora, si se continúa alternando é invirtiendo la

primera , se llegarán á tener las ocho que hemos dicho.

Toda proporción se puede componer, que es comparar

la suma de antecedente y consecuente con uno de los dos,

en cada una de las razones, esto es, ó con el antece

dente ó con el consecuente.

Sea la proporción a:b::c:d;

digo que a-hb:b::c-hd:d y a+b .a; ;e i-d:c.
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a c

Dem. La proporción a:b::c:d, da ——— ;

b d

a c

añadiendo 1 á ambos miembros, será 1-1=—hi 5

b d

reduciendo el entero á la especie del quebrado que le,

a-hb c-hd

acompaña , se tendrá —: $

b d

que poniendo en proporción da a-i-b'.b::c-hd:d (A),

que era L. Q D. D.

Invirtiendo la proporción dada, se tendrá b:a::d:c,

b d b d

que da —a—; añadiendo 1, tendrémos —h i ——t-i j

a c a c

reduciendo el entero á la especie del quebrado que le

b-t-a d-hc

acompaña, da =: , ó b-i-a:a::d-hc:c (B),

a - c

que era L. 2? Q. D. D.

Toda proporción se puede dividir, que es comparar

la diferencia de antecedente y consecuente con uno de

los dos , en cada una de las razones ; esto es , ó bien con

el antecedente ó bien con el consecuente. • ■

Sea la proporción a'.bllcid; digo que

a—b'.b'.'.c—dld, y que a—b:a::c—d:c.

a c

Dem. La proporción a:b::c:d, da ———;

b d

a c

quitando 1 de ambos miembros, será 1= 1 ;

b d

reduciendo el entere* á la especie del quebrado que le

a—b c—d

acompaña , dará = ,

b d

Tom. I. 23
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ó* formando proporción a—b:b::e—d.d (C),

que era L. i?Q.D.D.

Inviniendo la dada, se tendrá ha;:d:c,

b d

que da —=— ;

a c

quitando ambos miembros de la unidad , ó restando esta

ecuación de la 1=1 , resultará

b d a—b c—d

a cae

ó poniendo en proporción , a—b:a::c—d:c (D),

que era L. 2? Q. D. D.

Permutar es mudar de lugar las razones, ¿ponerla

segunda razón por primera, y la primera por segunda.

Así, la. quinta está permutada respecto de la primera

(§ ,80).

Convertir es invertir una proporción compuesta á di

vidida; cuando se invierte una compuesta, se llama con

vertir componiendo: y cuando una dividida, convertir

dividiendo.

Así, inviniendo la (A) y la (B), tendrémos

b;a+-b::d:c-i-d(E) y a:a-\-b::c:c+d (F),

que respecto de la primitiva están convertidas compo

niendo; é inviniendo las (C) y (D) se tendrá

b:a—b::d:c—d (G) y a\a—b::c:c—d (H),

que respecto de la primitiva están convertidas divi

diendo.

184 Ahora vamos á demostrar algunas propiedades

de las proporciones.

1? Si los antecedentes de una proporción son iguales,

también lo serán los consecuentes; y recíprocamente.

Dem. La proporción a:b::c:d, da ad=bc;

si se supone a=c, se podrán suprimir, y quedará d=b;

y suponiendo d—b, quedaría a=c, que es L. Q. D. D.

2? Si dos proporciones tienen una razón común, con

las otras dos razones se podrá formar proporción.
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Espl. Sean las dos proporciones a:b::c:d, y

a:b::m:n, que tienen común la razón a'.b;

digo que se tendrá c:d;;m:n.

Dem. Igualando las razones en cada proporción, se

a c a m

tendrá —=— , y —=— ;

b d b n

c m a

y como — y — son ambas iguales á — ,

d n b

c m

serán (intr. ax. 5?) iguales entre sí, esto es, —=— j

d n

que formando proporción, tendremos c:d::m:n,

que es L. Q. D. D.

Cor. De aquí se deduce que si dos proporciones tienen

unos mismos antecedentes ó unos mismos consecuentes , se

podrá formar proporción, con los consecuentes ó antece

dentes; porque alternadas tendrían una razón común.

3? En toda proporción geométrica la suma de antece

dentes es á la de consecuentes , como un antecedente es á

su consecuente.

Espl. Sea la proporción a;b::c:d;

voy á demostrar que a-\-c;b-\-d::a'.b o

a-i-c:b-i-d: :c:d.

Dem. Alternando la dada será a:c: :b:d;

y componiendo esta, dará a+c:c\ :¿-wí;d, d

a-hc:a::b-hd:b ,

que alternadas serán a-hc:b-hd::c:d (I),

y a-hc:b-t-d::a:b (K), que es L. Q. D. D.

4? En toda proporción geométrica la diferencia de

antecedentes es á la de consecuentes , como un antece

dente es á su consecuente.

Espl. Sea la proporción a:b::c:dj

voy á demostrar que a—c.b—d'.'.c'.d, ó

a—o'.b—d::a:b,

*
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Dem. Alternando la dada será a:c::b:d;

y dividiendo esta , se tendrá

a—¿:c::b—d:d, ó a—c:a::h—d:b;

que alternadas dan a—c:b—d:\c\d (L),

y a—c:b—d::a:b (M), que es L. Q. D. D.

5? En toda proporción geométrica la suma de ante

cedentes es á la de consecuentes , como la diferencia de

antecedentes es á la de consecuentes.

Dem. Si de las proporciones (I) y (L) , que tienen co

mún la razón cid, sacamos la

a-hc:b-hd::a—cb—d (N~), tenlrémos L. Q. D. D.

6? En toda proporción geométrica la >■ suma de ante

cedentes es á su diferencia , como la suma de consecuen

tes es á su diferencia.

Dem. Porque si alternamos la proporción anterior,

tendremos a-+c:a—c::b-i-d:b—d (O), que espresa L.

Q. D. D.

Esc. Comparando la proporción (O) con la pri

mitiva alternada, que es a:c::b:d, nos dice, que

la suma de los dos primeros términos de una propor

ción es á su diferencia, como la suma de los dos

últimos es d la suya; á cuyo modo de comparar le

llama Leslie mixing, esto es, comparar mezclando.

Cor. De todo esto resulta, que dando la primiti-

tiva ocho formas, la (A) otras ocho, la (B) otras

ocho, la (G) otras ocho, la (D) otras ocho, la (I)

otras ocho, la (K) otras ocho, la (L) otras ocho, la

(M) otras ocho, y la (N) otras ocho; se sigue que al

ternando é invirtiendo la primitiva, y las que resul

tan de ella, se pueden sacar ochenta proporciones de

una da la.

185 Es tan importante la regla dada (174), que

por su medio no solo se pueden formar inmediata

mente proporciones, sino que dada una razón, se

pueden poner otra multitud iguales con ella, multi

plicando sus dos términos por 2 , por 3 etc. Así,

dáila la r»zon 2:3, obtendrémos

2 : 3 :: 4 : 6 :: 6 : 9:: 8 : 12 :: 10 : 15 :: 1 2 :i8 :: 14 :2i :: etc.
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que es lo que se llama serie de razones iguales, y se

suelen escribir abreviadamente de este modo:

2:4:6:8:10:12: i4;etc. :: 3:6:9:12:15:18 :2i:etc.

Cuando se quiera sacar una proporción , se toma

rán dos términos cualesquiera ántes de los cuatro pun

tos; y otros dos cualesquiera equidistantes después.

Sus propiedades son las siguientes.

1? En toda série de razones iguales la suma de to

dos los antecedentes es á la de todos los consecuentes,

como un antecedente es á su consecuente.

Dem. S¿a esta la série de razones iguales

a : b :: c :d:: m :n :: etc.: etc.;

y tomando las dos primeras tendremos a : b :: c : d;

que (184, 3?) nos dará a-hc :b+d::c: d,

o poniendo en vez de la razón c:d su igual m:n por

el supuesto, será a-i-c:b-t-d::m:n;

que por la misma propiedad da

a-t-c-hm:b-hd-hn::m:n (a), que es L. Q. D. D.

Esc. Si hubiese mas razones iguales, en vez de la

última m:n, se sustituiría otra, y se continuaría del

mismo modo hasta que no hubiese mas.

2? En toda série de razones iguales la diferencia

de antecedentes es á la de consecuentes , como un antece

dente es á su consecuente.

Dem. Supongamos la misma série a:b::c:d::m:n:: etc.

y tomando las dos primeras será a:b::c:d;

la cual (184 , 4?) nos dará a—c:b—d::c:d; 6 poniendo

en vez de c:d su igual m:n, será a—c:b—dwnv.n;

que en virtud de la misma propiedad nos da

a—c—m:b—d—n::m:n (b), que es L. Q. D. D.

3? En toda série de razones iguales la suma de an

tecedentes es á la de consecuentes , como la diferencia

de antecedentes es ú la de consecuentes.

Dem. Gomo las dos proporciones (a), (b), tienen

común la razón m:n, con las otras dos formarémos

proporción (1 84 , 2?) , y tendrémos

a-+-c-+-m:b-i-d-i'n::a—e—m:b—d—n (c). L. Q. D. D.

4? En toda série de razones iguales la suma de an
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tecedentes es á su diferencia , como la suma de conse

cuentes es á la suya.

Dem. Porque si alternamos la proporción anterior,

tendréinos a+c+m:a—c—m::b-i-d+-n:b—d—n (d),

que espresa L. Q. D. D.

5? En toda série de razones iguales la relación que.

tenga un antecedente con la suma de los otros , esa

misma tendrá el consecuente correspondiente con la su

ma de los demás.

Dem. Sea la série de razones iguales

a:b::c:d::m:n::p:q::etc.:etc.

Si consideramos que empieza desde la segunda ra

zón, tendremos (i^)c-i-m-i-p-t-etc.:d-hn-\-q-i-etc.::c:d;

pero si en vez de c:d pont;mos su igual a:b , resultará

c-hm-t-p-hetc.:d-hn-¡-q-hetc.::a:b ;

la cual permutada y alternada se convierte en

a:c +-m +-p-hetc.::b:d-i-n-t-q-t-etc. (e).

que espresa L. Q. D. D.

Cor. De aquí resulta que si el primer antecedente

es igual con la suma de los demás, el primer conse

cuente también será igual con la suma de los demás

consecuentes; porque si en la última proporción supo

nemos a=c-t-m-hp-hetc, la primera razón será de igual

dad, y debiéndolo ser la segunda, será

b—d+n-+-q-h etc.

1 86 Se llama razón compuesta la que resulta de

multiplicar ordenadamente (esto es antecedente por an

tecedente , y consecuente por consecuente) dos 6 mas.

razones. Así, si las dos razones 3:5 y 4:7, las mul

tiplicamos ordenadamente, tendremos 12:35,

que será la razón compuesta de aquellas dos ; las tres

razones 4:5; 6:11 ; 9:13, dan la compuesta

4x^X9:5x11X130216:715; etc.

Si la razón compuesta resulta de dos razones

iguales, se llama duplicada ó cuadrada; así, si se

tienen las dos razones iguales 6:8 y 3:4 , la 6x3:8x40

18:32, será duplicada ó cuadrada de la 6:8 6 3:4.

Si se multiplican tres razones iguales, v. g. 3:5;

6:10 y 9:15, la compuesta 3x6x9:5X10X15 6
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162:750, se llama triplicada o cúbica; y así sucesiva

mente cuadruplicada etc.

Haciendo la multiplicación como hemos dicho, se

sigue que formar razones compuestas es lo mismo que

multiplicar quebrados; pues toda razón es un que

brado cuyo numerador es el antecedente y el deno

minador el consecuente. Así, cuando las razones son

iguales , equivale á formar potencias de los mismos

quebrados; y hé aquí la razón de llamarse cuadra

das ó duplicadas , cúbicas ó triplicadas etc. "t)e que

se sigue, que no es lo misino razón dupla que du

plicada; una razón es dupla de otra, cuando su es-

ponente es duplo del de ella , duplicada cuando es

su cuadrado, etc. etc.

187 Es muy importante el simplificar las razones

y proporciones, para poder ejecutar con espedicion los

cálculos de sus continuas aplicaciones. Así, en cuan

to se de' una razón se verá si se puede simplificar, di

vidiendo sus dos términos por 2 , por 3 etc. lo que

no la altera (171 cor.); por lo que en vez de la razón

6:12 se podrá poner 3:6 ó 1:2;

en vez de 12:18 se pondría 6:9 o 2:3 etc.

188 Si la primera razón de una proporción no

se puede simplificar , ó se ha simplificado ya , se verá

si se pueden dividir los dos antecedentes por un

mismo número, lo que tampoco alterará la proporción;

'pues si se alternase, se podría ya simplificar la pri

mera razón. Así, si tengo la proporción (A) cuyo

cuarto término * quiero buscar , simplificaré la pri

mera razón por 4 , y tendré la 2? que aquí se ve;

ahora dividiré por 3 los antecedentes, (A)

y tendré la tercera; que da para el i2:3::3Ó:a;

cuarto término ¿«1=24 , que es lo mis- 3-.2::36:a;

moque i:2::i2:#=24

8x36 288

*=— = =24,

12 12

pero mucho mas sencillo.

189 Al formar razones compuestas, puede ocurrir
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el que no pudiéndose simplificar las que se dan, se

puedan simplificar las compuestas ; porque algunos

factores de los antecedentes de las unas lo sean

también de los consecuentes de las otras , y al con

trario.

En este caso ; en lugar de simplificar la compuesta

después de formada, se indica la operación resolviendo

en factores simples los términos de las componen

tes , y suprimiendo los que sean comunes. Así , si ten

go las razones 3:5 ; 4:95 10:21 , que dan la compuesta

120:945, d simplificando 40:315 ri 8:635 formaré la

compuesta de este modo :

3X2x2x2x5:5X3x3X3X7,

que suprimiendo los factores comunes 3 y 5 queda en

2x2x2:3x3x7 ú 8:63, que es la misma que

ántes.

Como al formar una razón compuesta, se puede

poner en lugar de cualquier razón simple , otra que

sea igual con ella, se sigue que después de formada,

se podrá hacer igualmente esta sustitücion , poniendo

el antecedente en vez del antecedente y el consecuente

en vez del consecuente. Así, cuando voy á formar la

razón compuesta de las 3:5 y 6:7, en vez de esta po

dré poner su igual 12:14 o 18:21; y en vez de la

compuesta 3x6:5x7, tendré 3x12:5x14 ó 3X18:5x215

luego inversamente , si tengo la razón compuesta

3X18:5x21, en vez de la componente 18:21

podré poner cualquiera desús iguales 12:14, ó 6:7;

y la tendré convertida en 3x12:5x14, ó 3x6:5x7.

Esta proposición es de la mayor importancia, y los

principiantes suelen encontrar muchas dificultades en

ella , cuando no se presenta con toda esta especifica- '

cion.

190 Si dos ó mas proporciones se multiplican or

denadamente , el resultado será una proporción compues

ta. Porque siendo las razones componentes de la pri

mera razón compuesta , iguales (por la naturaleza de
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las proporciones) con las compo

nentes de la segunda, las razo- 4: 5:: 8: 10 (a)

nes compuestas serán iguales y 6:11:: 18: 33 (b)

formarán proporción. Así, si te-

nemos las proporciones (a), (b), 24:55 :: 144:330 (c)

multiplicadas darán la compues

ta (c).

Luego , multiplicando ordenadamente una propor

ción por sí misma , el resultado formará proporción;

de donde- resulta, que si cuatro cantidades están en

proporción, también lo estarán sus cuadrados, sus cu

bos , y en general las potencias de un mismo grado;

y al contrario, si cuatro cantidades están en propor

ción también lo estarán sus raices de un mismo grado.

a c

En efecto, la proporción a: b::c:d da —=— j

b d

a" c"

y elevando á la potencia n resultará ———;

b" d"

y formando proporción será an:bn::cn:dn,

que es L. 1? Q. D. D.

a c

La misma proporción a:b::c:d da ———

b d

y estrayendo la raiz del grado n será

n re re re

\S a \/ c Va V c
 

que daV a: Vb:: Ve: Á/^queesL.aOQ.D.D.

191 Al formar proporciones compuestas, conven

drá simplificar las razones al tiempo de sacarlas; pero

particularmente conviene tener presente , que sí dos ra

zones son tales que en la una es antecedente lo que en

Tom. X. 24
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la otra es consecuente , se omite el término común , y se

ponen los otros. Así, si tenemos

P:Q::a:b]

§.R::c:d

se verificará P:R::ac:bd;

porque, sise hiciera con estension, seria PQ:QR::ac:bd;

y simplificando la primera razón por Q , resultaría por

ultimo P-.Rr.ac.bd.

Be la regla de tres y de compañía.

192 Se llama regla de tres ó regla de oro, la que

ensena á determinar los efectos por medio de las cau

sas , ó las causas por medio de los efectos , cuando

se conoce la dependencia que tienen entre sí

La regla de tres puede ser simple y compuesta ; es

simple , cuando para determinar el efecto ó causa que

se busca, solo se atiende á una circunstancia; y com

puesta cuando se necesita atender á dos ó mas.

La regk de tres simple se subdivide en directa é

inversa; directa es aquella en que se trata de averi

guar el efecto que produce una causa , o la causa de

(lite proviene un efecto, cuando se conoce el efecto pro

ducido por una causa de la misma especie; y la in

versa es aquella en que se trata de averiguar la causa

que se necesita para producir, junta con otra dada, el

mismo efecto que han producido ya otras dos causas

de la misma especie. Para que se vea bien la dife

rencia que hay entre las reglas de tres , nos valdremos

de estos ejemplos.

1? Si sabiendo que 12 sastres han hecho en una

semana 72 vestuarios, quiero averiguar cuántos ves

tuarios podrán hacer 24 sastres en el mismo tiempo,

esto es , en una semana : esta es una regla de tres

simple; porque el número de vestuarios que busco,

sólo depende de una circunstancia, á saber, del nú

mero de sastres que los han de hacer; ademas es di

recta, porque trato de averiguar los vestuarios, esto

es, el efecto que han de producir los 24 sastres,

que son la causa, por medio del conocimiento que
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tengo del que han producido en las mismas circuns-

tancias 1 2 sastres.

También sería simple y directa la regla de tres,

si viniese propuesta en estos te'rminos : si 1 2 sastres

han hecho en una semana 72 vestuarios, para hacer

en el mismo tiempo 144 vestuarios, ¿cuantos sastres

se necesitaránl Porque aquí se trata de averiguar la

causa, esto es, los sastres que se necesitan para ha

cer los 144 vestuarios, que son el efecto, por medio

del efecto conocido 72 vestuarios que han hecho los

12 sastres.

2V 5; sabiendo que 1 2 sastres han hecho en tres

dias -s vestuarios, quiero averiguar cuántos sastres

se necesitarán para hacer ¡os mismos 72 vestuarios en

6 dias : esta regla de tres será inversa ; porque aquí

tengo un mismo efecto, 72 vestuarios, para cuya produc

ción han concurrido dos causas, los 12 sastres y los 3

dias que lian trabajado; y ahora trato de determinar

una de las causas, á saber, el número de sastres,

que junta con la otra, es decir, con los 6 dias que

han de trabajar, ha de producir el mismo efecto de

hacer los 72 vestuarios.

3? Si sabiendo que 12 sastres han flecho en 4

dias 72 vestuarios, quiero averiguar los vestuarios

que harán 36 sastres en 6 dias: esta, regla de tres

será compuesta ; porque el número de vestuarios que

busco depende de dos circunstancias, á saber, de

los 36 sastres, y de los 6 dias que han de estar tra

bajando.

193 Toda cuestión que conduce á una regla de

tres , consta de dos partes : del supuesto y la pregunta ;

en el supuesto se da la dependencia que tiene la

causa con el efecto ; y en la pregunta , la causa ó

efecto que se da, para determinar el efecto ó causa

que se busca.

En to !a regla de tres simple entran tres cantida

des conocidas: dos del supuesto, y una de la pre

gunta ; como esta ha de ser de la misma especie que

una de las del supuesto, á las dos.eandi.idos conocí
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das que son de una misma especie, ae les llama prirt'

cipales ; la otra y la que se busca, se llaman rela

tivas; pero como de las relativas sólo se conoce una,

se llaman cantidad principal y su relativa á las dos

del supuesto, siendo la principal la que es de la mis

ma especie que la de la pregunta. V. g. cuando

quiero averiguar los vestuarios que harán 24 sastres

en el supuesto de que 12 hayan hecho 72 vestuarios,

las dos cantidades principales son los 12 sastres y los

245 Ls relativas son los 72 vestuarios y los que bus

co; y las que se llaman cantidad principal y su rela

tiva son los 12 sastres y los 72 vestuarios, siendo la

principal los 1 2 sastres que es la de la misma especie que

la de la pregunta.

1 94 Toda la dificultad de la regla de tres consiste en

plantearla ; porque después todo está reducido á encon

trar el cuarto te'rmino de una proporción geométrica. Por

lo cual vamos á deducir reglas generales para su planteo.

Si la regla de tres es directa, y se pide el efecto

que producirá la causa c sujeta á las mismas condi

ciones en que la causa a ha producido el efecto b , co

mo no conocemos este efecto, le llamaremos x ; y sien

do b el efecto que ha producido a , el efecto producido

h

por cada unidad de a será (§ 58 , 4?) — ;

a

y como la c ha de producir x , una unidad de c pro-

x

ducirá — ; ahora , por ser c y a de la misma especie,

c

será igual el efecto que produzca cada una de sus uni-

b x

dades ; luego se tendrá ——— ; que formando propor-

, a c

cion, será b:a::x:c ó a:b::c:x ó a:c::b:x.

Luego para plantear una regla de tres directa , se

pondrá por primer término la cantidad principal del su

puesto; luego , cualquiera de las otras dos, á saber, la



ÁLGEBRA. 189

relativa del supuesto ó la principal de la pregunta ; des

pués la otra , y el cuarto término de la proporción será

lo que se busca ; que , para encontrarle , se practicará lo

dicho (181).

Entendido esto, resolvamos algunos ejemplos.

1? & sal/e que 40 soldados han abierto en un tiempo

cualquiera 1 60 varas de trinchera; para abrir 800 varas

en el mismo tiempo, ¿cuántos soldados se necesitarán?

Aquí la cantidad principal y su relativa son 1 60 va

ras y 40 soldados; luego plantearemos la cuestión del

modo siguiente :

í s us 40x800, v. o v. , sold. n

100 : 000 :: 40 :x= =200,

160

y saco que se necesitan poner á trabajar 200 hom

bres.

2? Un sugeto desda saber lo que le producirán 78437

reales que va á imponer en un fondo al 6 por 100. Aquí

la cantidad principal del supuesto es 100; porque la

cuestión quiere decir que 100 reales le dan de rédito

al aíio 6 reales j y así, la operación se ejecutará como

aquí se ve:

78437x6 470622

100:78437: :6:x= = =

100 100

4706,22=4706 rs. y 7 mrs.

195 Si la regla de tres es inversa, y se supone que

las dos causas ay b han producido un efecto K; y dada

una causa c de la misma especie que a, se quiere averi

guar otra causa x de la misma especie que ¿, que junta

con la c, produzca el mismo efecto K; discurrirémos de

este modo. Si la causa a sola produjese el efecto /£, una

K

unidad de o produciría — 5

a

ahora, este efecto debe ser tanto menor en cuanto la

causa a sea ayudada de la b ; luego el efecto que pro
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K

duzca una unidad cuando obra también la causa b, será —.

ab

Por la misma razón , el efecto de una unidad de fi

K

si obrase soja, sería — ;

c

y obrando ademas la causa x que buscamos, debería

K

■ . ser — ;

ex

y como a y c son de una misma especie , el efecto de

cada una de sus unidades será igual, y se tendrá

' K K

——— , ó Kcx—Kab , -

ab ex

y dividiendo por será cx—ab,

que da c:a::b:x ó e:b::a:x ;

que manifiesta , que la regla de tres inversa se plante'a

escribiendo por primer término la cantidad principal de

la pregunta, después las dos del supuesto, y el cuarta

término será lo que se pide; que se bailará por lo di-

. cho(i3i).

Apliquemos esta regla á algunos ejemplos.

1? Un comerciante ha ganado en 5- meses 450 doblo

nes con un capital de 6000 doblones; para ganar los

mismos 450 doblones con un capital de 1800 doblones^

¿ cuánto tiempo necesitará ?

Aquí la cantidad principal y su relativa son 6000

doblones y 5 meses, y la principal de la pregunta es

1800 doblones; por lo que, ejecutando la operación

como aquí se vé :

„ d.s , d.s .. m.s _

1000 : 6000 . . 5 : *—

6000X5 60x5 10X5 50 2

1 "00 18 3 3 3
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hallo que necesitará 16 meses y $ , que equivalen á 16

meses y 20 tiias.

2? Un General de trinchera tiene calculado que con

poner 3000 hombres á trabajar, ya á la zapa, ya á la

trinchera, podrá en 6 dias hacer todas las obras que ne

cesita para llegar al camino cubierto ; tiene aviso de su

mayor General, que es indispensable tomar el camino cu

bierto dentto de 4 dias; ¿cuántos hombres necesitará

poner á trabajar?

Aquí la cantidad principal y su relativa son 6 dias y

3000 hombres, y la principal de la pregunta es 4 dias;

por lo cual plantearé la cuestión en estos términos :

d/ ,d.' hJ 300OX6

4 : 6 :: 3000 : x~ =1500X3=4500 h.

4

que son los que tendrá que poner á trabajar.

196 Para resolver una regla de tres compuesta, se

halla primero el resultado que corresponde á la pregunta,

atendiendo á una sola circunstancia ; después el que cor

responde á esle resultado luillado, considerándole como

pregunta, atendiendo á otra circunstancia, después el

que corresponde á este resultado hallado, atendiendo á

otra circunstancia; y asi sucesivamente, como manifiestan

estos ejemplos.

1 ? Quiero averiguar los cahíces de trigo que podrán

traer 36 carros en 6 dias, en el supuesto de haber traído

12 carros en 4 días 72 cahíces. Primero averiguare' los

cahíces que traerán los 36 carros en 4 dias, lo que eje

cutaré como aquí se ve :

72x36

12 carr.:3Ó carr.:¡72 cali.:* cah.= =72x3=216;

1 2

y encuentro que traerán 216 cahíces. Ahora, si en 4 dias

traen 36 carros 216 cahíces, en 6 dias ¿cuántos trae

rán ? .Ejecutaré la operación como aquí se ve:

ds ds 216x6

4 " :6 :: 2 1 6 cahices:*= =54x6=324,

4

y saco que traerán 324 cahiceí.
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2? Sé que 4 soldados en 5 dias, trahajando en cada

dia 8 horas , han hecho 1200 fajinas; 6 soldados en 8

días , trabajando 6 Aorcw a/ d/a, ^cuántas fajinas ha

rán"!

Aquí tendré que hacer las tres reglas de tres simples

siguientes :

4':6.*::i20o^V:i8oo-^V

5d:8d::i8oo^ 288o#>/ ,

y saco que harán 2160 fajinas.

197 Se llama reg/a rfe compañía la que enseria á de

terminar cuánto corresponde de la ganancia d perdida á

cada uno de muchos compañeros que han puesto su cau

dal en un fondo con arreglo á lo que puso cada uno.

Esta, como se suele decir, es de dos modos: simple y

compuesta ó con tiempo; se acostumbra llamar simple,

cuando el caudal que tiene cada uno en el fondo, per

manece un mismo tiempo; y compuesta, cuando no

permanecen los caudales el mismo tiempo en el fondo.

Esta se reduce á la simple, multiplicando el tiempo

por lo que puso cada uno; pues lo mismo es 50 doblo

nes en dos aííos que 1 00 en un aíío. Esta regla se funda

en la siguiente cuestión.

Partir un número dado a en las partes que se quiera,

v. g. en tres , que tengan entre sí la misma razón que las

cantidades dadas m , n , p ; esto es , que la primera

tenga con la segunda la razón de m:n; y la primera con la

la tercera la de m:p.

Si llamo x la primera parte, será

nx pX

m:n::x:— la segunda, y m:p::x:— la tercera;

m m
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y como todas juntas han de aquivaler á a , se tendrá

».v px

x-t 1——a ;

m m

que quitando los divisores será mx-t-nx+px=ina ,

ó descomponiendo en factores x(m-t-n-i-p)=ma ,

ma a

de donde se saca xrr. ~mx .

m-hn-hp m-i-n-t-p

Si sustituimos este valor de x en lo que correspondía

á la segunda , y simplificamos , se tendrá

nx na px pa

—— ; y la tercerá será —— ;

m m-t-n-*-p m m-f-n-t-p

cuyos resultados manifiestan , que podemos hallar cada

una de estas partes, por medio de la siguiente propor

ción, m+-n+p (suma de las puestas) :a (ganancia ó pér

dida) :: lo que puso cada uno : 4 la ganancia ó pérdida

que le corresponde.

Ej. Si de tres sugetos, el primero ha puesto en un

fondo 500 doblones, 720 el segundo, y 300 el tercero;

y han ganado 456 doblones.; para hallar lo que corres

ponde á cada uno , será

»i=5oo, «=720, ^=300, y m-^n-hp—1520;

500x456

luego será la parte del 1?= —150 dobl.,

1520

720x456

la del segundo zz =216 dobl.,

1520

300x456

y la del tercero = ■ =90 dobl,;

« I52°

cuyas partes componen la ganancia total 456 doblones.

El no haber contado con el tiempo, indica, que las

puestas permanecieron uno mismo en el fondo ; pero si

Tom. I. 25
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el primero la hubiese puesto por 8 meses , el segundo

por 10, y el tercero por 5 , permaneciendo la misma ga

nancia, para hallar lo que corresponde á cada uno, se

observará, que 500 doblones puestos por 8 meses , es lo

mismo que 500X8 por un solo mes; 720 doblones pues

tos por 10 meses, es lo mismo que 720X10 doblones

por un solo mes; y 300 doblones puestos por 5 meses,

equivalen á 300X5 por un solo mes; de manera , que

las puestas serán 4000; 7200 y 1500;

cuya suma es 12700; y en este caso tocará

456x4000 79

al primero — =143 »

12700 127

456x7200 66

al segundo —1 =258 ,

12700 127

456x1500 109

y al tercero = 53 ,

12700 127

cuya suma es igual con 456 como ántes.

Esc. En las corporaciones y regimientos , ocurre con

bastante frecuencia el hacer gastos que han de satisfa

cer los individuos d oficiales á proporción de s-is suel

dos ; para determinar la cuota de cada uno se dirá : el

sueldo total de los individuos es al gasto que se ha he

cho , como el sueldo de cada uno es á la parte que tiene

quepagar.

De las reglas de falsa posición; y de las importantí

simas aplicaciones que su doctriua nos ha sugerido,

proporcionándonos encontrar un nuevo método gene

ral y seguro , para resolver no solamente las cues

tiones mas difíciles, sinó las ecuaciones numéricas

de todos los grados, que se resisten á cuantos pro

cedimientos analíticos se han inventado hasta el dia.

197 a. Mr. Bourdon, en la página 332 de la un

décima edición de sus Elementos de Aritmética, im
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presa en el aíío pasado de 1833, al concluir la re

solución de varios problemas, haciendo uso del ra

ciocinio solamente, dice n Las diversas cuestiones , que

acabamos de resolver, son del género de las que

muchos Autores tratan por la regla llamada de falsa

posición simple ó doble: Hemos creído deber pasar

esta regla en silencio , porque , en general , deja mu

cho de vago en el espíritu » Es una verdad cuanto

en esta parte asegura Mr. Bourdon; pues yo no

he visto en ningún libro tratada como corresponde

la doctrina de la espresada1 regla. Por esta causa,

me fué preciso, al componer mi Tratado Elemental

de Matemáticas (§§ 281 y 282 T. 1?), seguir el

rumbo que me pareció mas exacto ; y aunqne no

hice alarde de ello, me sirve ahora de satisfacción

lo que acabamos de citar del referido Autor, que

merece mucha consideración de los Sabios. En efecto,

no solo me es satisfactorio por la razón de haber

sido yo el primero , que he dado á conocer con exac

titud esta regla, sind por el uso que, con tan buen

éxito, he hecho en mi Tratado sobre el movimiento

y aplicaciones de las aguas, para resolver ecuaciones,

que se resistían á cuantos métodos se han descubier

to hasta el dia ; y porque al mismo tiempo que en el

Extrangero se desecha esta teoría como vaga, -no pueden

ménos de reconocerse como importantes mis investiga

ciones, cuando Autores de tanto mérito desechan esta

doctrina , como de poca utilidad, al mismo tiempo que

yo la restablezco para que sirva de fundamento y ve

hículo el mas espedito para conducir á un nuevo mé

todo de resolver las ecuaciones numéricas de todos los

grados, que es uno de los problemas de mayor im

portancia en las Matemáticas. Previas estas indicacio

nes, vamos á entrar en materia.

igjb. Se llama regla de falsa posición aquella en

que, suponiendo un número arbitrario, pero determi

nado, nos servimos de él para encontrar el verdadero.

Con el fin de darla á conocer, nos propondrémos re

solver por ella la cuestión del i.er ejemplo (§ 156);

*
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y para que no resulten quebrados, el número, que

se suponga en este género de problemas, debe tener

las partes alícuotas que exige la cuestión ; por lo cual,

deberémos elegir, para la que nos ocupa, un número

que tenga tercera y cuarta parte exactamente. Para

encontrarle, no hay mas que multiplicar entre sí los

denominadores que han de espresar las partes; y eje

cutándolo en la presente , niultiplicarémos el 4 por el 3

y resulta 12. Luego el número supuesto deberá ser

¿12 ó un múltiplo de 1 2 ; y como en general convie

ne siempre elegir el mas sencillo, supondremos que

1 2 sea el verdadero número.

197 c. Una de las cosas, que no hemos visto es-

plicadas en ninguna parte , es que para poder aplicar la

regla de falsa posición , no se debe hacer uso de ecua

ciones cómo la (A) de dicho párrafo, en que hay

cantidades conocidas mezcladas «on la incógnita en un

mismo miembro por vía de suma ó de resta; sino á

las que se presentan como la (B) del mismo párrafo,

en que todo lo que hay en un miembro son los tér

minos que contienen incógnita , y en el otro se hallan

todos los conocidos; y que podríamos enunciar la

cuestión, que le ha dado origen, del modo siguiente:

Hallar un número, tal que si se le quita su tercera

parte, y ,4e lo que quede , se quita la cuarta parte del

mismo número, resulten quince unidades. Tomando el

1 2 por número supuesto , si de él quitamos su terce

ra parte , que es 4 , nos resultan 8 ; y si de esto vol

vemos á quitar la cuarta parte , que es 3 , quedan 5;

pero como habían de resultar 15, y el 15 estrés ve

ces mayor que el 5 , se verificará que el verdadero

número será también tres veces mayor que el supues

to ; y como e¡|te es 12, tendrémos que el verdadero

número será el triplo de 12, esto es, 36, como en

efecto debe así verificarse ; pues es el mismo que allí

hemos encontrado.

197 d. Se llama regla de dos falsas posiciones ó de

falsa posición doble, aquella en que para encontrar lo

que se busca, ge hacen dos supuestos. Por ejemplo, si
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la cuestión anterior, la quisiésemos resolver por la fal

sa posición doble, en vez de hacer el raciocinio de

que el número buscado debe ser el triplo del supues

to, pues esta es la relación que tiene el 5 con el 15,

supondríamos otro número, por ejemplo el 84, que

también tiene tercera y cuarta parte, puesto que es

el séptuplo de 1 2 ; y tendré que su tercera parte es 2 8,

y su cuarta parte si. Quitando 28 de 84, quedan

56; quitando ahora 21 de 56, quedan 35; pero co

mo debían resultar 15, hay un error de 20 por esceso.

Cuando supusimos el número 12, obtuvimos 5 por re

sultado; y como este debía ser 15, había un error

de 10, pero por defecto, y que por lo mismo se se

ríala — 10. Ahora , la regla práctica, que se sigue para

encontrar el verdadero número, es la siguiente: mul

tipliqúese cada núméro supuesto por la. equivocación

del otro : y si los errores son de una misma naturaleza,

esto es, ambos por esceso, ó ambos por defecto, la di

ferencia de los productos se divide por la diferencia

de los errores; pero si los errores son de naturaleza

diferente, esto es, uno por esceso y otro por defecto,

se dividirá la suma de los mencionados productos por

la suma de los errores. Aplicando esta regla á nues

tro caso, tendremos que multiplicar el primer núme

ro supuesto , que es 1 2 , por la equivocación tí error

20, que origina el segundo, lo que da 240. Tam

bién deberémos multiplicar el segundo número supuesto

84 por 10, error que da el primer número supuesto 12,

y el producto será 840. Y como los errores aquí son

de diversa naturaleza , pues el primero es por defecto

y el segundo por esceso, deberé sumar dichos produc

tos; lo que dará 240-1-840 = 1080; y esta súmala

dividiré por la suma de los errores, esto es, por 10

-+-20 =30; y como dividiendo 1080 por 30, resultan

36, queda encontrado lo que buscaba; y he obteni

do el mismo resultado que dio" la regla de falsa posi

ción simple (197 c), y también el mismo que dio" el

método general algebráico tí analítico (156 1?)
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197c Ahora, lo que falta, es demostrar la regla

práctica que se acaba de enunciar y aplicar.

Para esto observare', que si espresamos por x el ver

dadero número que buscamos; por a,b los dos números

supuestos, y por a y fi las dos equivocaciones , si la con

dición, que se ha de verificar, la podemos espresar por

m

— . x, siendo tn y n números enteros, se verificarán las

n

ecuaciones

m m m m ,

—.x——.<z-i-a; —.x——.b-hfi; ó trasladando será

n n n n

m m m m

—.x .a—a. ; —.x .b—fi ; formando proporción con

n n n n

estas dos ecuaciones, será

m m m m m m

a:/3::—.x .a:—.* .Ir.:—.(x—a):—.{x—b)::x—a:x—bj

n n n n n n

que da (§ 179) ax—xb—fix—fia; y trasladando se tiene

ax—fix=ocb—fia; ó (a—fi).x—ab-—fia; de donde (148)

ab—fia

x~ ; ecuación que espresa exactamente , la regla

a—fi

que acabamos de dar.

Aquí hemos supuesto que los errores a. y $ eran am

bos positivos, esto es, de una misma naturaleza. Si am

bos errores fuesen negativos , que son también de una

misma naturaleza entre sí, se verificaría también la

misma regla. En efecto, si suponemos negativos los dos

errores a y /3, el valor de x, que acabamos de obtener,

será (112)

—ab lia —ab-i-fia —(ab—fia) ab—fia

*= • •= = = ;

—a fi —x+fi —(a—fi) a—fi

luego siempre se verifica, que cuando los errores ó equi
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vocaciones son de una misma naturaleza ó tienen un

mismo signo , la diferencia de los productos se ka de di

vidir por la diferencia de los errores.

197 f. Mas si los errores ó equivocaciones son de na

turaleza diferente, como en el caso de que uno de los

errores a ó sea negativo y el otro positivo , entonces

el verdadero valor de x se encuentra dividiendo la suma

de dichos productos por la suma de los errores ó equivo

caciones. En efecto , si suponemos negativa la a, tendre

mos que el valor hallado antes para re, será

—ai—/3a —(ab-t-fia) <xb-+/3a

x= = — .

—a—/8 —(a-f-/3) a-4-/3

Si supusiéramos negativa la /3 , tendríamos (112)

ab fia ab+fia

at= = .

a /3 a-H6

Resultados, que conducen á la misma regla.

197 g. Así en el Tratado Elemental, como en loque

hemos dicho (197 e), vemos que esta regla supone que

la condición , que se ha de verificar , sea proporcional

m

con *; y por eso la hemos supuesto espresada por —.x;

n

pero hay muchísimas cuestiones en que el resultado de

la condición que se ha de verificar , no se puede suponer

proporcional con x. Lo que vamos á comprobar con la

primera cuestión de las resueltas (§ 169), que conduce

á la ecuación x2—9*=—14 $ que, descomponiendo en

factores el primer miembro, se tiene x.(x—9)=—14 (1);

donde vemos que lo que multiplica á x , es x—9, valor

que depende del que supongamos á x; lo que no se ve

rifica cuando el factor que suponíamos multiplicar á

m

para satisfacer á la cuestión , era el — , en que los mi

ra

meros m y ra representaban números, cualesquiera sí,

pero conocidos y determinados, y que no dependiesen

del valor de x. •
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Y así, aplicado el procedimiento de la regla de falsa

posición, tanto simple como compuesta, á dicha ecua

ción, no sacaremos de ningún modo los números 7 y 2,

que allí hemos encontrado, y que son los que satisfacen

á dicha cuestión y ecuación.

Veámoslo: supongamos que el número supuesto sea

el 15; estoes, que x=i$; en este caso ara=2 25; y 9^=135.

Por lo que a;5—9*^225—135=90; el resultado debía ser

—14 ; el valor 90 supera á o en 90; y como o supera

(105) al —14 en 14, resulta que el 90 supera al —14

en 104.

Si quisiéramos aplicar el procedimiento de la regla

de falsa posición simple, diríamos: el primer miembro de

la ecuación por el supuesto «=15, se nos convierte en

90; ¿qué" valor deberá tener * para que dicho primer

miembro sea —14 ? La cual se escribirá así,

15X—14 —14 7

90:15::—14:*= = = j

90 -4-6 3

donde vemos que el valor de x dista mucho de ser el nd

mero 7 , ni el número 2 ; y que ademas de ser muy dife

rente el valor numérico, es también diferente su natura

leza, pues este resultado es fraccionario y negativo, y los

dos números 7 y 2 , que satisfacen á la cuestión, son

enteros y positivos.

197 h. Apliquémosle el procedimiento de las dos fal

sas posiciones; y como acabamos de ver que el supuesto

15 da un error -1-104 1 tomarémos para otro número su

puesto el 20; y tendrémos que jc2=2o2=4oo, y 9^=1 8oj

luego será a2—9^=400—180=220.

Por la misma consideración de ántes, el 220 supera

al —14 en 234; luego el error aquí es -+-234, que es tam

bién por esceso.

Para aplicar la regla (197 d y e), multiplicaré el

primer número supuesto 15 por la segunda equivocación

6 error que es 234; y el producto será 3510; el pro

ducto del segundo número supuesto 20 por la equivo

cación ó error del primero, que es 104, será 2080; y
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como aquí los errores tienen un mismo signo, deberemos

dividir la diferencia de los productos, por la diferencia

de los errores, esto es, 3510—2080=1430, lo deberé di

vidir por 234—1 04=1 30 ; y haciendo la división, resul-

M3° M3
ta =—'■—=1 1 ; número bien diferente de Jos 7

13° r3

y 2 que satisfacen á la ecuación propuesta.

Resulta pues comprobado, que la doctrina de la

Jalsa posición , simple ó doble, solo se puede aplicar

á cuestiones en que el primer miembro de la ecuación

á que conduzcan sea proporcional con el número bus

cado ; lo que no hemos visto aclarado como corres

ponde en ningún libro.

197 i. Para dar á conocer el procedimiento, que á

ello nos debe conducir, observaremos que el primer

miembro de la (ec. 1 § 197 g), guarda la razón com

puesta de sus dos factores x,yx—9; el primer fac

tor es proporcional á x ; y el otro es proporcional á

x— 9. Este x— 9 no es proporcional áx; pero aumen

ta con x y disminuye con x; resulta, pues, que de

los dos factores, el uno es proporcional exactamente

con x, y el otro crece y mengua cuando x, lo que

origina el que se aproxima mas á ser proporcional con

x , que si fuese absolutamente independiente de *."Lue-

go , en la razón compuesta que guarda el producto

x.(x— 9), la parte dominante es la de ser proporcional

á x ; por lo que , si aplicamos á dicha ecuación al

guna formula que esté fundada en ser el primer miem

bro porporcional á x, dicha fórmula dará valores

aproximados; ó la propiedad que esprese dicha fórmu

la se verificará con una cierta aproximación, respecto

del primer miembro. Ahora bien, toda ecuación se pue

de poner bajo una forma análoga. En efecto , la ecua

ción general (1 § 170 5), trasladando el término L ul

segundo miembro, y descomponiendo en factores lo

que queda en el primero, sacando fuera de un pa

réntesis la x-, que es común en los términos que que-

Tom. L 26
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dan en dicho primer miembro, se convierte en

*. (*"_I+A«"-S+Bx"—3 -4- K)=—L.

Donde vemos, que el primer factores proporciona] i x,

y el otro aunque no es esencialmente proporcional con x,

varía con x ; luego siempre la parte dominante de las

variaciones del primer miembro es el ser proporcional

é x; y cuantas formulas apliquemos á dicho primer

miembro, que estén sacadas en el supuesto de la pro

porcionalidad con x, darán resultados que, aunque

no serán exactos , se aproximarán á los verdaderos. Y

en esto se funda la parte mas esencial de mi nuevo

método.

197 j. En las profundas y sérias meditaciones, que

me ha costado hallar el mencionado procedimiento , he

tenido que luchar con varias proposiciones que, á pri

mera vista , parecen evidentes , y que en realidad no lo

son. Tal es por ejemplo una en que incurre Mr. Bour-

don pág. 539 de la 7? edición de su Algebra , hecha en

el año pasado de 1834, yes como sigue.

»A fin de estrechar mas los límites de esta raiz,

hagamos en la ecuación

(#3—5#—3= 0), x=L2 -+■ |= 2 , 5 ; y halla por

resultado -+-0, 125. Por otra parte, 2 puesto en lugar

de*» da— 5. Así, la raiz está comprendida entre 2

» Actualmente, si se atiende á que el resultado de

la sustitución de 2,5 difiere menos de o, que el

resultado de la sustitución de 2, se debe inferir de

esto, que la raiz está mas cerca de 2 ,5 que de 2 ».

Esto no es verdadero en todos los casos; porque co

mo , en general , hay tantas raices como unidades tie

ne el esponente, podrá suceder que el número que

da mayor error numérico , se acerque mas á una de

las raices que el numero que da el menor error nu

mérico se acerca á otra.

Para aclarar esto, supongamos que se traslade al

Íirimer miembro el— 14 del segundo de la (ec. 1 §197 g);

o que nos dará x~— 9 x -+• 14 = 0; y que se sustitu
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yan por a; los diferentes números naturales 1,1,3,4,5,6,7,

8, etc., lo cual nos dará la tabla siguiente

Supuestos Errores

x— i. . . . +6

X=2. . . . ±o(«)

*= 3- • • • — 4

x= 4. . . . — 6

*= 5- • • • -6

*= 6. . . . — 4

*— 7- • • • zpo

*= 8. . . . -+-6

&. &.

Donde se observa , que el supuesto 1 da -4- 6 de error;

y el supuesto 3 , da —4 de error. Cualquiera que sea

el sentido en que se tomen las cantidades negativas

respecto de las positivas, menos distancia o diferen

cia hay del valor — 4 al cero, que del-t-6 al cero; y

sin embargo, el número 1 y el número 3 , que produ

cen errores tan diferentes, distan igualmente de la

raiz 2. Los números 4 y 5 dan ambos el mismo error

en magnitud y en sentido; y sin embargo, aunque

el 4 y el 5 distan igualmente de las raices 2 y 7, no

obstante el uno lo hace por esceso y el otro por defec

to. Luego el aserto de Mr. Bourdon no es exacto.

Otra de las cosas, que se suele reputar como eviden

te por los Autores, es que, un error ó equivocación por

esceso indica siempre que el número supuesto que lepro

duce, es mayor que el verdadero ; y que un error por

defecto es siempre indicio de que el número supuesto era

menor de lo que le corresponde , lo cual no se verifica.

En efecto, el supuesto x= ¡ , da un error -t- 6; y

sin embargo 1 es menor que el 2 y que el 7 , que son

(*) Ponemos aquí el signo ^ alo, y abajo el por las

razones espucstas en los párrafos 4/9 7 4$° <lc '» segunda edición

del T. II. P. II. T. E. que contiene el Cálculo Diferencial c In

tegral.
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los verdaderos valores de x , tí las verdaderas raices

de la ecuación.

El supuesto 3 da el mismo error que el supuesto

6 ; y aunque hay la misma distancia del 3 al 2 que

del 6 al 7 , se verifica que en el uno , por ejemplo en

el 3, es por esceso y en el 6 es por defecto.

Los supuestos 4 y 5 dan los mismos errores; y se ve

rifica que el 4 escede á una de las raices en dos unida

des, y al 5 le faltan las mismas unidades para la otra raiz 7.

Todo esto proviene de que los Autores incurren en los

inconvenientes, que mencionamos en la nota del §365

del Tomo 2? P. I. T. E.

Por esta causa , mis investigaciones han sufrido gra

ves entorpecimientos, hasta que por un asiduo y cons

tante trabajo, me he convencido de que dichos asertos,

que toman por evidentes los tutores, no tienen la com

petente exactitud ; y á fuerza de constancia y pena

lidades, he logrado hallar un método general y ten-

cilio, que hasta el presente no reconoce ningún vacío

ni tiene límites , al ménos cuando todas las raices son

reales, para resolver las ecuaciones numéricas de to

dos los grados , estendiéndose á gran número de casos

si no á todos , de las que contienen raices imaginarias.

197 fe. Para dar á conocer dicho métoJo, pineipia-

ré hallando la diferencia, que hay entre un número

supuesto y el verdadero, en el caso de ser la espre-

sion proporcional i x, o que se le puede aplicar la

regla de falsa posición doble. Hemos supuesto que, to

mando para x un valor a, hemos obtenido un error o' equi

vocación esprosado por a.; y también hemos supuesto que

tomando para «otro valor b, ha dado un error tí equivo

cación espresado por /3

Los errores a y /3 pueden ser iguales enteramen

te, como hemos visto en los de la ecuación anterior;

pero en general , los supondremos desiguales para evi

tar una discusión que nos distraer/a; pues en el caso

de ser iguales los errores, haremos otro supuesto, y

considerare'mos los dos números que produzcan erro

res diferentes.



ÁLGEBRA. 205

Supongamos también que a sea el número que

dé el menor error numérico, esto es, el error que

prescindiendo del signo, tenga ménos unidades; y

puesto que produce un error ó equivocación a , resul

ta que a no será raiz de la ecuación; y por consi

guiente entre a y el verdadero valor de x, habrá una

diferencia, que espresarémos por D; y será

a -t- D— x; que, trasladando, se tieneD^: x— a.

Si por x sustituimos el valor hallado (197 e), será

ab—0a ab—¡2a—aa-hSa ab—aa a(b—a)

B— —a— = —=

a— ¿3 a — /3 a — /3 a — /3

Aquí observamos, que el factor h—a del nume

rador es la diferencia de los números supuestos ; en

la cual hace de sustraendo el número supuesto, que

da el menor error; y que el denominador a—@ es

la diferencia de los errores, estando por minuendo

el menor. Nada se sabe de cierto acerca de si b se

rá mayor ó menor que a; pero como vamos en el

supuesto de que a es menor en unidades que /3 , re

sulta, que obtendríamos alguna mayor simplificación

en el uso continuado de esta formula, si hiciéramos

que en el denominador estuviese a por sustraendo;

lo cual se consigue mudando los signos al numerador

y denominador, que equivale á multiplicar ambos

términos por—1; lo que no altera el valor del que-

« (a— b)

brado; y así tendrémos D= (F); cuya

0— a

espresion d formula podrémos traducir en regla, dicien

do que cuando se han hecho dos supuestos, se puede

hallar la diferencia entre el número que produce el

menor error numérico y el verdadero valor de la in

cógnita, multiplicando dicho menor error por la d /e-

rencia entre los dos números supuestos , haciendo de mi

nuendo el que produce el menor error numérico, y di

vidiendo este producto por la diferencia de los errores,

liaciendo de sustraendo el menor error" numérico ; pero
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teniendo mucho cuidado de atender á Jos signos

tanto de los errores como de los números supuestos, para

saber el signo que deba tener la D, á fin de que,

agregada al valor de a, nos resulte el verdadero va

lor de x.

197 1. Si esta formula la aplicamos á una ecuación,

en que se verifique la proporcionalidad con x , ten

dremos para D un valor exacto; si la aplicamos á

una ecuación en que no se verifique la proporcionali

dad con x, no hallarémos un valor exacto ; pero en vir

tud de lo espuesto (197 i), deberemos tener un va

lor aproximado.

Para comprobar todo esto, lo aplicaremos á la mis

ma cuestión (197 d).

De suponer ar=l2, provino el error—10; suponien

do .£=84, resultó un error de -1-20. El que da me

nor error numérico es el 12; por consiguiente, para

encontrar lo que se debe agregar al 12 para que se

convierta en el valor de x, practicaremos la regla

anterior, multiplicando el menor error numérico —lo

por la diferencia entre el 12 y el 84, estando^el 12

por minuendo ; luego se deberá multiplicar por

12—84 =—72 ; y. se tendrá —10X—72=-f-72o.

Esto lo deberemos dividir por la diferencia de los

errores , pero tomando el menor error numérico por sus-

traendo ; luego lo deberemos dividir por

20 — (— lo) =v§i 1 2)20-1- 10=30. Y como dividiendo

-+-720 por 30, resulta 24, este será el valor de D, y

por consiguiente x=a-\-D~ 12 -+-24 = 36.

Luego nos ha resultado para x el mismo valor

que ya hemos obtenido por otros tres métodos (§ 156,

197 c y 197 d).

197//. Aplicada la fórmula (F§ 197 fe), que espre

sa el valor de D , á una ecuación en que no se verifi

que la proporcionalidad con x, no tendrémos un valor

exacto para Dj pero nos resultará un valor aproximado.

Apliquemos este procedimiento á la ecuación

, v aT-f-2 #= 80;
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cuyasraices sabemos(i69. . 2?) que son *=8; * — 10;

y que se puede transformar en

x.(x-h 2)— 80;

el primer miembro no se puede suponer proporcional

á x; pues lo es en razón compuesta de x, y de x-i-2;

luego, aplicada la mencionada formula (F§ 197 &), no

dará un valor exacto para Z); pero lo dará aproximado.

Para mayor sencillez y uniformarnos con el uso y

general, trasladaremos todos los términos al primer

miembro, y será x2-h2x—8o=:o (2).

Supongamos á * un valor cualquiera arbitrario; pero

disparatado, para ver la excelencia del método; y sea

por ejemplo íc=iooo; con lo cual, el primer miembro se

convertirá en 1 ooo2-+-2Xi 000—80=1 000000-1-2 000—80

= 1002000— 80= ■+■ 1001920 ; luego el error es

-+-1001920.

Supongamos #=50; y dicho primer miembro se

convertirá en 5o2H-2X5o — 80= 2500 ■+■ 100— 80=

2600—8o=-t-2 52 , que será el error.

Aquí vemos, que el número supuesto, que da el me

nor error numérico , es el 50. Para averiguar lo que le

deberemos añadir ó quitar, á fin de que se convierta en

el verdadero, á lo cual llamamos corrección, deberémos

multiplicar el menor error numérico por la diferencia de

los dos ndmeros supuestos, tomando por minuendo el 50;

luego deberémos multiplicar el -+-2520 por 50—1000=

—950; loque nos dará-t-2520X—950=—2394000.

Este producto lo deberémos dividir por la diferencia

de los errores ; pero haciendo de sustraendo el menor;

luego deberémos dividir por -1-1001920—2520=999400.

—2394000 —23940

Luego la corrección será — ——2,4.

999400 9994

Por lo que D=—2,4; y agregando este valor al número

supuesto 50, que es el que da menor error numérico,

tendrémos 50—2,4=47,6 ; el cual deberá acercarse á

alguna de las raices, mas que los ndmeros 50, y 1000;

y observando que las raices de dicha ecuación (169... 2?)
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son x=8, y x——10, queda comprobado perfectamente.

Ahora se toma este valor 47,6 por tercer número

supuesto; y se sustituye en el primer miembro de la

misma ecuación; el cual se convertirá en '(47,6 )5-f-

2x47,6—80; y como (47,6)S=47,6X47,6=2 265,76; y

2x47,6=95,2 ; dicho primer miembro se convertirá en

2265,76-1-95,2—8o=-H2 280,96.

Para encontrar la corrección, que se debe hacer al

47,6, multiplicare' el menor trror -1-2280,96 por

47,6—50=—2 ,4 ; y resulta 2 2 80,96x—2,4=—54 74,304.

Esto lo dividiré por 2520—2280,96=239,04; y se

—547^304

tiene D= =—22,48.

2 39'°4

Agregando esta corrección al tercer número supuesto

47,6, tendrémos para otro valor mas aproximado á una

de las raices 47,6—22,48=25,12, que en efecto está ya

mucho mas cerca de -+-8 y de —10.

Tomemos este valor 25,12 por cuarto número supuesto,

Y sustituyéndole en el primer miembro de la misma ecua

ción se convierte en 631,0144-4-50,24—8o=-)-6oi,2544.

Para encontrar la corrección, que se debe hacer al

25,12, multiplicaremos el menor error -1-601,2544 P°r

25,12—47,6=—22,48; lo que da —13516,198912.

Esto se debe dividir por 2280,96— 601,2544=

1679,7056; y resulta —8 para la corrección; la cual,

agregada al 25,12, da 25,12—8=17,12, que ya se acer

ca mas al 8 y al —10.

Tomemos este valor 17,12 por quinto número su

puesto ; y sustituido en el primer miembro de la misma

ecuación, le reduce á -4-247,3344 que es el errar ó

equivocación.

Para encontrar la corrección que debo hacer al 1 7,1 2,

multiplicaré -+-247,3344 por 17,12—25,12=—8; lo que

da —1978,6752 ; y dividido esto por

601,2544—247,3344=353,9200, resulta—5,59 ; que

agregado al 17,12 se obtiene 17,12—5,59=11,53; que

se acerca ya mucho al 8.
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Tomemos este valor 11,53 Por sesi0 número supues

to; y sustituyéndole en el primer miembro de la mis

ma ecuación, se convierte en 76,0009.

Para encontrar la corrección , multiplicaremos esto

por n,53—17,12=—5,59 ; lo que da —4Z4^45"3!5

esto se debe dividir por la diferencia de los errores,

que es 171,3335 5 y se obtiene —2,48; que, agregada al

11,53, le convierte en 9,05; que se aproxima ya mu

cho al 8.

Tomemos este valor 9,05 por séptimo número supues

to ; y sustituido en el primer miembro de la ecuación,

le convierte en -4- 20,0025.

Para encontrar la corrección, que debo hacer al nú

mero 9,05; multiplicaré esta equivocación -+-20,^025,

por 9,05— 1 1 ,53=—2.48; y obtengo —49,606::. Esto lo

divido por 76,0009—20,002 5=55,9984 5 1° <íuo

—0,88 para la corrección, que , agregándola al 9,05, se

tiene 8,17, que ya escede en muy poco al 8.

Tomo este valor 8,17 por octavo número supuesto; y

sustituido en el primer miembro de la misma ecuación,

le convierte en +3,0889; luego este será el error.

Para encontrar la corrección, que debo hacer al

8,17, multiplicaré +3,0889 por 8,1 7—9,05=—0,88, di

vidiendo el producto —2,718232 por 20,0025—3,0889=

16,9136} y obtengo para la corrección —0,16, que,

agregada al 8,17, dá 8,01.

Ahora, en cualquier cálculo que encontrásemos por

resultado 8,01 , si la unidad á que se refería este núme

ro no era de mucha consideración , deberíamos despre

ciar la centésima , que hay ademas del 8 , y tomaríamos

este número por resultado.

Sustituyendo este número 8 en el primer miembro

de la misma ecuación , se convierte en 82-+-2x8—80=

64-1-16—3c=8o—80=05 y como este es el segundo

miembro, resulta que 8 es una de las raices de la ecua

ción , como en efecto ya sabíamos (169. .2?)

Para encontrar la otra, dividiremos el primer miem-

. Iom. 1. 27
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bro de la misma (ec. 2 ) por *—8 ; y ejecutándolo como

jc2-+-2 a;—80 *-8

—*V8 x
aH-IO

CH-IOX—80

—IoaH-80

0 0

Obtengo por cociente x-hio; que igualado con o

da *-t-iO=o. Y trasladando, se tiene x——10 que es la

otra raiz. Luego hemos hallado por este nuevo método

los mismos resultados que ántes (169. .2!)

197 m. Este método es lo mas admirable y maravi

lloso que se puede imaginar; pues, ademas de no reco

nocer hasta el presente ningún límite, ni restricción

por parte del grado de las ecuaciones, ni por la mag

nitud de los coeficientes, nada importa por otra parte

el que uno se equivoque. Todos los métodos del mundo,

en padeciendo una equivocación , lo que es sumamente

fácil, mayormente cuando se hacen cálculos numéri

cos, ya todo lo que venga después es inútil, y con

viene empezar de nuevo desde el parage donde se co

metió el yerro. Así se ha verificado en los complica

dísimos cálculos numéricos, que yo ejecuté al hallar

la relación del diámetro á la circunferencia tanto por

Geometría, según se vé (§ 505 T. I. T. E.), como por

el Cálculo Infinitesimal (§ 647 T. II.) ; y también en

los cálculos que hice para la construcción de la curva

ó trayectoria, que trazaban las granadas arrojadas por

los Franceses á Cádiz en el sitio de la guerra de la in

dependencia, como puede verse en mi Compendio de

Ulecánica práctica.

Mas aquí nada importa , repito, el equivocarse; por

que el mismo método conduce al verdadero resultado

sin necesidad de inutilizar lo ya hecho, y á veces sin

causar inconveniente alguno. Verifiquemos todo esto en

la misma (ec. 2) que acabamos de resolver.

Supongamos que, al encontrar la corrección que

produce el sesto número supuesto 11,53 , en vez de
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hallar que esta corrección era — 2,48, hubie'semos pues

to que era— 4,48. Entonces , agregada al número su

puesto 11,53, hubiera dado 11,53 — 4,48 — 7,05.

Hubie'ramos tomado este número 7,05, por sépti

mo número supuesto; y sustituido en el primer miem

bro de la misma ecuación , hubiéramos obtenido

— 16,1975.

Esta equivocación ó error sale por defecto ; y para

encontrar l i corrección que se debe hacer al 7,05, multi-

pliearémos esta equivocación —16, 1975 por 7,05— 1 1,53

=—4,48 ; lo que da — 1 6,1 975 X— 4, 48 =-(-72,5648.

Esto lo dividiré' por 76,0009 —(— 16,1975^76,0009-t-

72,5648

1 6,1975 = 92, 1984; y resulta = 0,787 para

92,1984

la corrección; que, agregándola al 7,05, se tendrá 7,05-H

°i 737 = 7'837-

Tomemos este valor 7,837 por octavo número su

puesto ; y sustituido en el primer miembro de la ecua

ción, le reduce á —2,937431, que será el error.

Multiplicando esto por 7,837 —7,05 = 0,787, re

sulta —2,288148197; y dividiendo por

— i<5,i975 — (—2,907431)=—16, 1975+2,907431=

—13, 290069,

se tiene -1-0,171. Agregando esto al último número su

puesto 7,837, resulta 8,008.

Donde vemos que pudiendo despreciarse ya las ocho

milésimas , que resultan de mas, obtenemos el mismo

número 8 ; y se ha encontrado con el mismo número

de supuestos.

Si en vez de haber tomado—4,48, por —2,48, hu

biéramos tomado solo— 1; entonces agregado esto al

11,53, hubiéramos tenido 10,53.

Tomando este valor 10,53 por séptimo número su

puesto, y sustituido en el primer miembro de la mis

ma ecuación, senos hubiera convertido en •+- 5 1,9409;

multiplicando esto por 10,53 — 1 1 ,53 =— l, resulta

=—5 1,9409; y dividie'ndolo por 76,0009—5 1,94o 9—
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24,0600, se obtiene=—2,15. Agregando esta corroe-

don al 10,53, resulta 8.38.

Tomando este valor 8,30 por octavo número supues

to; y sustituido en el primer miembro Jo la ecuación,

lo reduce í +6,9844. Multiplicando esto por 8,38—

10,53——2i 1 5i Sti halla — 15,016^6; y dividiendo esto

por 51,9409— 6,9844 = 44,9565, resulta — 0,33. Agre

gando esta corrección al 8,38, será 8,05. »

Y como las cinco centesimas, <[w. hay de mas, las

puedo despreciar, si la unidad á que se refiere el núme

ro no es de mucha importancia, resulta que tendré el

número 8, para raiz de la ecuación, como por el mé

todo anterior.

Queda pues comprobado que en este método, aun

que por distracción ó por la fragilidad humana , come

tamos descuidos , ya en mas ó en menos, el método es

tan sumamente apreciable , que nos conduce por sí á

los verdaderos resultados , sin necesidad de corregir ni

enmendarlos cálculos anteriores; prerogativa tan, sin

gularísima, que es necesario verla para creerla. Unica

mente podrá suceder, en los casos mas desventajosos,

el tener que hacer uno d dos supuestos mas, cuyo in

conveniente será menos grave, en la mayor parte délas

- ocasiones, que el tener que rehacer los cálculos ante

riores, desde que se cometió el descuido ó el yerro etc.

197». Esta circunstancia nos proporciona otra de

mucho mayor interés todavía; y es, que, pues no im

porta el poner de mas o de ménos en el error 6 equivo

cación ó en los números que sirven para encontrar los er

rores ó las correcciones , podemos siempre despreciar

gran parte de lus guarismos decimales, sin que esto pro

duzca inconveniente ; y que al mismo tiempo nos sirva

para hacer las simplificaciones , en términos que poda

mos encontrar los resultados , en la mitad , tercera ó

cuarta parte del tiempo.

Para que esto quede bien aclarado, volvamos á

considerar los cálculos de esta ecuación, para indicar

las abreviaciones que se podrían haber hecho.

En la resolución, que acabamos de dar, no he
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mos quericfa» hacer ninguna abreviación , ni aun las de

las decimales, explicadas (notas de los §5 92 7 94)' Pa~

Ta hacer el método mas asequible á toda clase de perso

nas ; pero el que guste puede hacer uso también de di

cha abreviación y sacar aun mas ventaja. Entendido

esto, reflexionemos acerca de lo que nos hubiéramos

podido ahorrar en la resolución de la ecuación ante

cedente.

La primera corrección, que encontramos, fué'— 2,4.

Aquí no debimos despreciar el guarismo decimal 4, por

que no sabíamos si nos hallábamos muy lejos d muy

cerca delaraiz; y por eso hemos encontrado por me

dio de ella el tercer número supuesto 47,6; y así no he-

anos hecho mal en tomar por tercer número supuesto

■el mismo 47,6.

En vez de tomar por cuarto número supuesto el

25,12, deberíamos haber tomado el 25 solamente; y

entonces hubiéramos hallado con mucha mayor senci

llez la corrección.

En general, al hacer la multiplicación de las deci

males, se pue len suprimir algunas sin necesidad de

practicar el método (nota del (j 92) ; y al hacer la divi

sión de las decimales, para encontrar mas breve el re

sultado aproximado, sin necesidad de practicar el ine'to

do (nota del § 94), podemos suprimir en dividendo y

divisor igual número de guarismos decimales, y aun

de guarismos enteros, si estos son muchos y los que se

quieren hallar en el cociente son pocos.

Por ejemplo, al encontrar la corrección, que se de

be hacer al cuarto número supuesto, hemos tenido que

multiplicar -+-601,2544 por — 22,48, noshubiera basta

do multiplicar -(-601,25 por —22,48; y aun mejor

por— 22,5; y luego, en vez de dividir — 13516,198912

por 1679,7056, nos hubiera bastado dividir la parte en

tera por la parte entera; estoes, haber dividido—13516

por 1679; lo que nos hubiera dado'el] cociente 8; y

luego o en el lugar de las décimas. También nos hu

biera bastado suprimir el último guarismo de los ente

ros, y dividir 1351 por 167, y hubiéramos tenido
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igualmente 8 por cociente entero, y cero en las decimas.

Para que en esto no que. le el mas mínimo rastro de du

da, recordarémos que el cociente no se altera (ÓI...4?)

aunque dividendo y divisor, se partan por un mismo

número. Por esta causa , el cociente de dividir

1351 6,19891 2 por 1 6-9, 705 0, será el mismo que el de

estos números corriendo la coma á la izquierda un núme

ro cualquiera de lugares; suprimiendo después la parte

decimal, suprimimos en ambos una cantidad menor

que la unidad, lo que altera efectivamente el cocien

te ; pero esta alteración nunca se hará sensible hasta

que llegueu á servir de divi ¡en Jo parcial las unida

des. Luego, en procurando que entre el último gua

rismo , que se conserve en dividendo y divisor, y el gua

rismo que queramos apreciar en el cociente , quede uno

o' dos lugares de mas, podemos prescindir de los otros

guarismos ; lo cual proporciona muchísimas ventajas

en la práctica , como se verá en lo sucesivo.

En vez de tomar el 1 7,1 2 por quinto número supues

to, nos aburraríamos la mitad del cálculo tomando solo

el 1 7; y así sucesivamente.

En general , la corrección solo conviene que tenga

un guarismo decimal, á no ser ya las últimas; so

bre cuyo punto advertimos , que el caLulador halla

rá con el uso muelias mas abreviaciones; pero en caso

de duda, y de que el calculador no lo vea con clari

dad , es mejor seguir el método largo ; pues á veces

i. jonsigue en me'nos tiempo, á causa de no exigir nin

guna otra atención particular del espíritu , y poderse

uno entregar á la práctica ordinaria. Por esta causa,

al esponer el método, con el fin de hacerle indepen

diente lo mas posible délas partes sublimes, usaré de

muy pocas abreviaciones para que esté mas á los al

cances de todos.

Gomo la diferencia entre los dos números supuestos,

que dan los dos menores errores, es la corrección ante

rior, ya con el mismo signo que ella tenga cuando el

menor error provenga del menor de los dos números su

puestos, ya con un signo contrario, en el caso de ser eí
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número menor de los supuestos el que da el menor error

numérico, podríamos ahorrarnos también en muchos

casos hacer esta resta.

Sentado esto, ya no tenemos que hacer otra cosa nías,

que manifestar el orden con que se debe proceder para

dirigirnos al verdadaro resultado con los menores rodeos

posibles; y voy á poner el que me parece mas adecuado,

por lo que hasta ahora he observado en las ecuaciones

resueltas. A proporción que se vayan resolviendo mayor

número de ecuaciones , es probable que se encuentren,

algunas modificaciones á la siguiente.

Regla general para la resolución de toda clase de ecua

ciones por este nuevo método.

Como las sustituciones de los números i y 2 re

sultan hechas con mucha facilidad, conviene principiar

por ellas; y en virtud de todo lo que precede, podre'mos

cifrar este nuevo método en la regla práctica siguiente.

Preparada la ecuación del modo que se ha dicho

(170 q.\ se procederá de esta manera: 1? Sutitúyase 1 en

vez de la incógnita en el primer miembro de la ecuación;

y véase en lo que se convierte dicho primer miembro. Si el

resultado es o, el 1 que se sustituyó por x será raiz de

la ecuación. Si dicho resultado no es o, el número que se

obtenga será el error ó equivocación que se ha cometido

de suponer que x sea el verdadero valor de x. Si el signo

de dicho resultado es positivo , d lo que es lo mismo, si

tiene el signo -t-, se dice que el error d equivocación es por

esceso; y si el resultado tiene el signo —, entdnces el error

ó equivocación es por defecto.

2 V Sustituyase después 2 por x en elprimer miembro de

la misma ecuación ; si ejecutadas todas las operaciones

resulta o, el número 2 será raiz de la ecuación : Sí no lo

es, no lo será. Y dicho resultado espresará el error ó

equivocación que se ha cometido: siendo por exceso si

tiene el signo -+-, y por defecto si tiene el signo —.

3? Si las sustituciones de los números 1 y 2 diesen

un mismo error numérico, lo que podrá suceder en al
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gunos casos , se procederá á sustituir 3 por x en el pri

mer miembro de la mencionada ecuación ; y se averigua

rá el error ó equivocación que produzca en lo» mismos:

términos que se acaba de espresar.

4? Hecho esto , deberemos observar cual de- los nú

meros supuestos 1 y 2 da menor error numérico ., y pro-

cederémos á encontrar la corrección que se le debe

hacer para aproximarse al verdadero. Esta correc

ción se halla practicando la regla siguiente r multi

pliqúese el menor error numérico por la unidad posi

tiva, si el espresado menor error numérico proviene

del supuesto 2 ; y por la unidad negativa si dicha

menor error numérico proviene del supuesto 1 ; y el

producto divídase por la diferencia de los dos erro

res, tomando por sustraendo el menor error numéri

co. El cociente, que se obtenga, se agregará con su sig

no, al número de que provino dicho menor error ; y

haciendo la reducción ó simplificación que convenga,

se tendrá un resultado que será el verdadero valor

de x, ó de la raiz de la ecuación, si esta es de pri

mer grado ; y si no lo es , se tendrá un valor apro

ximado.

5? El valor, que nos resulte después de agregada

la corrección al número supuesto que produce el me

nor error, y hecha la reducción, destrucción ó sim

plificación, se tomará por tercer número supuesto (6

por cuarto si fué necesario hacer el supuesto 3) , su

primiendo alguna cifra decimal, ó poniendo en vez

de ella una unidad nías al último guarismo que se

conserve. Se sustituye este número supuesto por x en el

primer miembro de la mencionada ecuación ; si dicho

primer miembro se reduce á o, aquel número supuesto

es raiz de la ecuación ; y si dicho primer miembro no

se reduce á cero , el número que resulte para dicho pri

mer miembro , espresará el error ó equivocación que se

comete de suponer aquel número por x, y se deberá te

ner cuidado de espresar el signo del valor que resulta

para el mencionado primer miembro, aunque sea el sig

no-i-, pues esto es muy esencial.
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Para encontrar la corrección , que se debe hacer al

número supuesto , que da el menor error numérico de

todos , multiplicaremos el espresado menor error , por la

diferencia entre los dos números supuestos, que produ

cen los dos menores errores , pero poniendo por minuen

do el número que produce el menor error numérico de

todos ; y el producto se dividirá por la diferencia de

los dos menores errores , tomando por sustraendo el me

nor error numérico de todos, y poniendo muchísimo

cuidado en atender á la regla de los signos (11 2). El

cociente , que se obtenga , espresará la corrección que

se debe hacer al número que produce el menor error

numérico de todos; la cual se agregará con su signo al

espresado número que produce el menor error numérico;

y hecha la reducción, destrucción ó simplificación que

convenga , ye obtendrá un número que deberá acercar

se á alguna de las raices de la ecuación mas que los

anteriores.

6? Este resultado, ya como se ha obtenido, ya su

primiendo alguno 6 algunos guarismos decimales, ó bien

añadiendo en vez de ellos una unidad al último gua

rismo que se conserva , según el calculador juzgue con

veniente para simplificar el modo de obtener los resul

tados, se tomará por otro número supuesto, y se susti

tuirá en el primer miembro de dicha ecuación. Si se

reduce á o , será raiz de ella ; si no se reduce á o el

primer miembro de la mencionada ecuación, el número

que resulte, será el error ó equivocación. Y para encon- •

trar la corrección, que se debe hacer al número que

haya producido el menor error numérico de todos, se

multiplica dicho menor error por la diferencia entre

los dos números que producen los dos menores errores,

poniendo por minuendo el número que produce el me

nor de todos los errores; y el producto se dividirá

por la diferencia de los dos menores errores, ponien-

.do siempre por sustraendo el menor de todos.

El cociente, que se obtenga, será la corrección que

se debe hacer el número que haya producido el me

nor de todos los errores; se agregará á dicho núme-

Tom. I. 28
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ro ; y hecha la simplificación , se tendrá un valor que

se deberá diferenciar ménos de alguna de las raices de

la ecuación , que ninguno de los anteriores.

7? Se continuará del mismo modo hasta que se haya

encontrado un valor, que sustituido por x en el pri

mer miemb/o de la ecuación propuesta , dé cero por re

sultado ; en cuyo caso , este número será raiz de la ecua

ción; ó hasta que se halle para x un valor tan aproxima

do como el calculador juzgue que le conviene; en cuyo ca

so este valor será una raiz aproximada de la ecuación.

8? En el caso de que la sustitución de un número su

puesto , calculado por los anteriores , produzca un error

mayor que los dos errores que han servido para determi

narle por medio de la éorreccion , ó un error igual al

anterior, entonces hay dos circunstancias que conside

rar, i? Si el mayor error que se obtiene es el del tercer

niimero supuesto , que se ha deducido por la corrección

hallada por los dos números supuestos i y a , ento/.ces

puede ser esto indicio de que, teniendo las raices valores

nume'ricos muy grandes respecto de los números supues

tos i y 2 , sea tan corta la diferencia que produzcan en

los errores, que no basten para encontrar la corrección

oportuna, que conduzca á un número que dé una correc

ción que sea menor que una ó las dos de las equivoca

ciones anteriores ; y en este caso , conviene tomar para

los dos primeros supuestos , dos números que disten mas

entre sí. 2? Si el salir un error mayor que los ante

riores , ó igual con el último , fuese después de haber

dado otras equivocaciones menores, entonces aquello es

indicio de que la ecuación propuesta tiene raices ima

ginarias; las que podrán ser ó todas imaginarias, ó ve

rificarse que las raices imaginarias dificulten la investiga

ción de alguna ó algunas de las raices reales, pudiendo qui

zá ser tal la naturaleza délas raices imaginarias, y la de al

guna ó algunas de las reales, que la existencia de las ima

ginarias impida que se descubra (*) alguna de las reales.

( ) La premura con que se hace esta reimpresión, y mi falta He

salu.l , pues la parte mas esencial de esta adición la lie trabajado
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El procedimiento que se debe seguir cuando ocurra

Ja i? circunstancia, para conciliar la exactitud y segu

ridad con la sencillez y brevedad, es el siguiente. Tó

mense por números supuestos el 10, el 100, el iooo, ó en

general la unidad seguida de ceros , hasta que la equi

vocación ó error que resulte , varíe de signo , ó que por

la naturaleza de la ecuación se vea que, con sustituir ma

yores números, jamás se conseguirá que el error 6 equi

vocación cambie de signo. Si se logra obtener cambio

de signo, en muchos casos se podrá continuar el méto

do combinando de dos en dos varios de los errores con

sus respectivos números; pero lo mas seguro en gene

ral, es tomar como dos supuestos primitivos los dos nú

meros que producen los errores inmediatos de signos con

trarios, hallando por ellos la corrección que se debe ha

cer al número de estos dos que produce menor error

numérico. Y se continuará el método , tomando siempre,

para determinar la corrección , no precisamente los nú

meros que producen los dos menores errores , sino los que

producen los errores mas próximos de signos contrarios.

Cuando los números que producen los errores mas pró

ximos de signos encontrados , disten ó se diferencien mu-

haUándome en cama, no me permiten acabar de aclarar por ahora

una sospecha que tengo, de que la existencia de las raices imagina

rias, quizá podrá , en algunos casos , impedir que se descubra por

este método alguna o algunas de las ratees reales. Por esta causa,

he procurado aplicarle á gran número de ecuaciones que contienen

raices imaginarias; y aunque hasta el presente lie determinado las

raices reales en todas, no juzgo todavía suficientes las ecuaciones re

sueltas, para establecer la regla exenta de toda escepcion. Por esta

causa , dejo esta parte de la regla en los términos que espresa el testo,

para no esponerme á exagerar por ningún titulo ni pretcsto las ven

tajas de este nuevo método. Pues, aunque solo se estendiese á dar

las raíces reales cuando todas ellas lo fuesen , era siempre un paso

muy agigantado, mayormente si se atiende á que por los métodos

existentes para las ecuaciones del tercer grado, cuando todas las rai

ces son reales, que es cuando se necesitan conocer, las presentan las

fórmulas como imaginarias, y generalmente no nos sirven dichas

fórmulas para encontrarlas (170 «.).

Al fin del 2.0 tomo, insertaré un apéndice con la resolución

de otras ecuaciones aun mas complicadas, y pondré el resultado de

mis investigaciones acerca de si la presencia de las raices imagi

narias puede impedir en algún caso el que se descubran por este

método alguna á algunas de las raices reales.
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cho entre sí, podrá el calculador liacer algún otro su

puesto intermedio para encontrar errores de signos con

trarios , cuyos números se hallen mas próximos entre

sí: eligiendo, para estos supuestos intermedios, números

redondos, esto es, que se compongan ó de decenas so

las , ó de centenas solas , ó de millares solos etc. , para

que se obtenga el resultado con menos molestia.

Si suponiendo a=io,«=ioo,ac=looo etc., no se con

sigue cambio de signo , se sustituirán por x en dicho

primer miembro los números —i,—10,—loo,—tcoo etc.,

hasta que se logre que cambie de signo la equivocación

ó error, ó se vea por la naturaleza de la ecuación, que

jamás esto se logrará. Luego que se haya conseguido

cambio de signo en el error ó equivocación , se elegirán,

para continuar el método, los números mas próximos

entre sí, que dan los errores ó equivocaciones de dife

rente signo ; y si á pesar de esto , no se logra en algún

caso particular determinar la raiz , cosa que hasta ahora

no ha sncedido , es indicio de que la ecuación se halla

en la 2? circunstancia que acabamos de espresar.

En dicha 2? circunstancia se procederá también del

mismo modo ■ en el concepto de que , si no se logra cam

bio de signo en el error , por ninguna clase de supuestos,

es señal infalible de que no hay ninguna raiz real en

aquella ecuación ; y que por lo mismo todas sus raices

son imaginarias.

En general, la equivocación 6 error, que se debe ob

tener desde el tercer supuesto en adelante, debe ser me

nor que una de las equivocaciones ó errores que dan los

dos números supuestos que han servido para encontrar

la corrección. Cuando se noten correcciones, que hagan

cambiar la ley de los números supuestos, es indicio de

que hay varias raices que no se diferencian mucho de

dichos supuestos ; y cuando se note que ya siguen un ór-

den constante los errores , y las correcciones , es indicio

de que ya aquellos números supuestos están como en la

esfera de actividad de una sola de las raices; y que,

yéndose acercando cada vez mas á ella , se conseguirá

muy pronto el determinarla.



ÁLCEBRA. 221

9? Obtenida ya, por este procedimiento, una de

las raices, se divide todo el primer miembro de dicha

ecuación por x menos el valor hallado para la raiz,

que se ha encontrado, si esta ha sido un número po

sitivo , ó por x mas dicho número si este ha resulta

do negativo; cuya operación se practica del modo es-'

plicado (120). El cociente que obtengamos , se iguala

rá con cero; y por el mismo procedimiento, que acabamos

de espresar (i? al 89), hallaré/nos una raiz de esta últi

ma ecuación, que será también raiz de la primitiva,

.dividiremos el primer miembro de la ecuación, que

acabamos de considerar, por x minos esta segunda raiz,

si se obtuvo para ella un valor positivo , ó por x mas di

cho valor si se obtuvo un valor negativo.

10? El cociente que obtengamos, le igualaremos con

O ; y por el mismo procedimiento se hallará una raiz

de esta última ecuación, que también será raiz de to

das las anteriores , inclusa la primitiva; y continuando

del mismo modo , llegaremos por último , si la ecuación

tiene reales todas sus raices á un cociente del primer

grado, ó de dos términos en que el uno contenga la in

cógnita y el otro sea un número; y este será la última raiz

de la ecuación, pero con un signo opuesto al que tenga

en dicho cociente. Todo lo cual se aclarará por la re

solución de las cuestiones en que vamos á entrar.

197 q. Hemos aplicado el método á la ecuación

( (l) (j 197 g.) que nos ha dado dos números positi

vos 2 y 7 para las raices; lo hemos aplicado (197 11)

á la (ec.2.) que dá nn uiímero positivo y otro negati

vo. Ahora nos dirigimos á aplicarlo á otras ecuacio

nes, también del segundo grado, en que se manifies

ten las demás circunstancias que pueden ocurrir, cua

les son: las de ser negativas las dos raices, presentar

las circunstancias que se han espresado en el número 8?

de la regla , la de ser inconmensurables las dos raices,

y la de ser imaginarias; y como los resultados que ob

tengamos por este nuevo procedimiento se pueden ha

llar por lo espuesto al tratar de las ecuaciones del se

gundo grado, tenemos un medio de comprobación; y
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hallándose nuestros resultados idénticos con los que

dan los procedimientos conocidos, se concebirá con cla

ridad y exactitud , que nuestro nuevo método debe ins

pirar una completa confianza, aunque en otros no se

pueda comparar con los resultados de los demás méto

dos, por ser ellos insuficientes : bien que por otra par

te no se necesita semejante comprobación con ningún

otro procedimiento estraño; puesto que, por los resulta

dos que obtengamos, volveremos á formar las primiti

vas ecuaciones ; y por lo mismo este nuevo método

reúne cuantas circunstancias son apetecibles ; pues que .

después de haber descompuesto las ecuaciones , hallan

do sus raices, las volvemos á recomponer, que es la

pruebi mas decisiva de su exactitud. En seguida, pasa-

réinos á resolver ecuaciones indistintamente de todos

los grados.

io^r. Sea la ecuación x2-i~22x~h 87= 0 (3).

Para aplicarle la regla, supondrémos x=\ j y susti

tuyendo este valor en el primer miembro, da

i2-(-3 2Xi -1-8 7—1-4-32-1-87—1 10 (*); pero como debía

dar o, resulta una equivocación de -+-110. Tomemos

por segundo número supuesto el 2; y sustituyéndole en

el primer miembro de dicha ecuación , se nos converti

rá en 22-i-32X2-j-87=h-i55.

Aquí el supuesto que da menor error es el i; y

para encontrar su corrección, multiplicaré el error

-f-nopor la unidad negativa, y tendré —110. Esto

lo dividiré por la diferencia de los errores, que es

155—1 10=45 ; y tengo —2,4 para la corrección; que,

agregada al 1 , da 1—2,4=—1,4.

(*) En comprobación de que nada importa el padecer por

este método alguna equivocación, vamos á dejar correr este des

cuido- que cometimos en un principio. En efecto, la suma de

los números i -4- 87 es 120 , y no lio. ]No echamos de ver

esta errata , bastí volver á repassr los cálculos ; y como aun

con este yerro, liemos obtenido el resultado verdadero, no he

mos querido corregirle ex profeso , tanto para que se comprue

be aun mas la verdad de nuestros asertos (197 /"), cuanto para

que los principiantes aprovechen esta ocasión de enmendar el

yerro, y seguir por sí el cálculo.
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Tomo este valor por tercer número supuesto', y sus

tituyéndole en el primer miembro de dicha ecuación, re

sulta (—1 ,4)s+3 2X—1 ,4+7=1 ,96—44,8-1-87=H-44, 1 6.

Multiplico esto por la corrección— 2,4, que es la di

ferencia entre los dos números que producen los dos

menores errores; y tengo —105,984; que divido por

la diferencia de los dos espresüdos errores, que es

110—44,16=65,84; y resulta—1,6 para la corrección;

que, agregada al—1,4, se tiene —1,4—1,6=—3.

Tomo este valor—3 por cuarto número supuesto ; y

sustituido en el primer miembro de la ecuación, le con

vierte en (—3)2-h-32X—3-1-87=9—96+87=96—96=0.

Y como dicho primer miembro se reduce á cero, que

es lo mismo que hay en el segundo miembro, se in

fiere (170 e), que —3 es raiz de la ecuación.

Dividiendo (120) su primer miembro por AH-3,

resulta por cociente #-4-29; que igualado á o, y tras

ladando, se tiene «=—29, que es la otra raiz, como

deberán verificar los principiantes, resolviendo dicha

ecuación en virtud de lo espuesto (168).

197 rr. Apliquemos nuestro me'todo á la ecuación

*a— 2 x— 956483= o (4).

Suponiendo *= 1 , y sustituyendo este valor en su

primer miembro, se convierte en —956484, que será

el error.

Sustituyendo 2 por * en dicho primer miembro,

resulta — 956483 de error; y como es menor que el

anterior, deberé hallar la corrección al 2. Para esto, mul

tiplico su error por la unidad positiva; y el producto

será— 956483. Dividido esto por la diferencia de los

dos errores que es

—956484 956483=^ 1 1 2)—956484-1-956483=—1,

resulta para la corrección 956483. La cual, agregada

al 2 , da 956485.

Tomando este valor por tercer número supuesto, da

de error un número de doce guarismos, que es mu

chísimo mayor que los errores anteriores, que nin

guno pasa de seis guarismos. Esto indica que nos ha

llamos cu la circunstancia 1? del número 8? de la re
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gla i esto es , de ser las raices sumamente grandes en

comparación délos números supuestos i y 2. Lo cual

se comprueba solo con ver el tercer término de dicha

ecuación que tiene seis guarismos; y así deberémos sus

tituir por x los números 10, 100, 1000, 10000 etc. hasta

ver si logramos cambio de signo en el error.

El supuesto x— 10 da — 956403 de error; «=100 da

—946683; #=1000 da -t- 41517 de error, que sien

do ya positivo, iddica que hay una raiz al menos, com

prendida entre 100 y 1000; es decir, que hay una

raiz mayor que 1 00 y menor que 1 000. Para conven

cernos de esto, basta observar que, al suponer #=100,

la suma de los dos te'rminos negativos era mayor que

el término positivo ; y al suponer *=i 000 , el térmi

no positivo es mayor que la suma de los dos negati

vos; y como la ecuación exige que la suma de los po

sitivos sea igual con la de los negativos , y desde el

supuesto *== 100, al x~ 1000, podemos pasarpor gra

dos tan pequeños ó insensibles como se apetezcan , re

sulta que el valor de x, que debe reducir á cero el

primer miembro de dicha ecuación, se hallará entre

100 y 1000. Cuyo raciocinio se puede hacer estensivo

á cualquiera otra ecuación.

Para continuar el método , se podrán combinar de

diferentes modos los números supuestos. Combinando

el supuesto 1 000, con el supuesto 1 , observarémos que

el error que da el 1000, siendo numéricamente menor

que el del 1 , debemos hallar la corrección al 1 000.

Para esto, multiplico el error 4 15 17 por 1000—1=999;

lo que da 41475483. Esto lo divida por la diferencia

. de los errores del 1 y del 1000, que es — 998001; y

resulta —41,5 para la corrección; la cual, agregada al

1000, da 1000 — 41,5 = 958,5.

Tomemos este valor 958,5 por tercer número supues

to; y sustituido en el primer miembro da —39677,75 de

error, que siendo menor que todos, debo hallar la cor-

recional 958,5. Para esto, multiplico su error—39677,75

por la diferencia entre los dos números supuestos, esto es,

por 958,5—iooo=—41,5; lo que da 1646626,625. Esto
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lo divido por la diferencia de los dos menores errores , que

(112) es 81194,75; y obtengo 20,2 para la corrección;

la cual, agregada al 958,5, da 978,7.

Tomemos este valor 978,7 por cuarto número supues

to ; y sustituido en el primer miembro, da —586,71 de'

error; que siendo el menor de todos, debo hallar la cor

rección al 978,7. Para esto, multiplico este error por

20,2; lo que da —11851,542. Esto lo divido por la di

ferencia de los dos menores errores, que (112) es

—39091,04, y obtengo 0,33 para la corrección; que,

agregada al 978,7, da 979,03.

Tomemos el 979 por quinto número supuesto; y como

sustituido por x en el primer miembro de dicha ecua

ción le reduce á o, inferimos (170 e), que el 979 es raiz

de la (ec. 4). Dividiendo (120) el primer miembro de

dicha (ec. 4) por x—979 , resulta por cociente AH-977;

que, igualado á cero, y trasladando, se tiene a.~—977.

Luego las dos raices son #=979 y x=—977.

Hallando la corrección que se debe hacer al 1000,

por el error de 100, resulta para la corrección —37,8;

que, agregada al 1000, da looo—37,8=962,2. Toman

do este valor por tercer número supuesto, da —32578,56

de error. Para la corrección al 962,2 se multiplica por

—37,8, y se divide por 74095,56; y resulta -+-16,9

para la'correccion ; que, agregada al 962,2, da 979,1

que podemos ya tomar por 979. Donde aparece compro

bado que es siempre mas ventajoso elegir por primeros

números supuestos , los que produzcan inmediatamente

el cambio de signo en el error.

Veamos lo que resultaría empezando por los supues

tos negativos. Supongamos x—— 1 ; y el primer miembro

se convertirá en n-2—956483=—956480 que será el er

ror. Suponiendo x=—10, resulta —956363 de error. Su

poniendo x=—100, da —946283 de error. Suponiendo

x=—1000, se tiene ■+ 45517 de error; y como este va

lor es ya positivo, es indicio seguro é infalible de que

uno de los valores de a; o una de las raices de la (ec. 4)

se halla entre el —100 y el —1000. Y para encontrar

su valor por el camino mas breve y sin rodéos, deberé-

Tom. I. 29
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mos hallar la corrección al — iooo, tenienffo en consi

deración el supuesto —roo. Para esto, multiplico 45517

por —1000 100=— 1 000-t- 1 oorz—900 ; y saco

—40965300. Esto lo divido por —946283—45517=

—991800; y resulta 4,13 para la corrección; que, agre

gada al —1000, se tiene —958,7.

Tomando —958,7 por tercer número supuesto, se

tiene —35459,91 de error; que multiplicado por 41,3,

da —1464494,283 ; y dividido esto por

455 '7 35459>91=8c976-91'

resulta —18,08^ para la corrección. La cual, añadida al

—958,7, se tiene —958,7—1 8,08=:—976,78.

• Tomando este valor —976,78 por cuarto número su

puesto, resulta para el error —9430,2716; el cual mul

tiplicado por —18,08, da 170499,310528; que dividido

por —35459i9I——943oiz7I0=_ 26029,6384 , da

—0,29 para la corrección; que, agregada al —976,78,

resulta 9.77,07. Si suprimimos las siete centesimas, tene

mos el número 977 para una raiz; y dividiendo el pri

mer miembro por x-t-977, se obtiene por cociente x—9 79;

que igualado á cero y trasladando, resulta x—979, que

es la otra raiz ; donde aparece la fecundidad y exactitud

del método ; pues obtenemos por este medio los mismos

resultados de antes. Los discípulos deberán resolver la

(ec. 4) por la regla (168), y hallarán los mismos resul

tados que se acaban de obtener.

197 s. Pasemos ya á una ecuación cuyas dos raices

sean inconmensurables; y sea por ejemplo la a;2—2=0 (5).

Suponiendo x—i , resulta — 1 de error. Suponiendo a—2,

resulta 2 de error. Por lo que se debe hallar la correc

ción al 1. Para esto, multiplico su error por la uni lad

negativa, y tengo -4-1 ; dividiendo esto por la diferencia

de los errores, que es 2 1=2-4-1=3, resulta 0,333

para la corrección; que, agregada al 1 , da 1,333.

Tomo 1,33 por tercer número supuesto; y sustituido

en el primer miembro de la (ec. 5), da —0,2311 de

error; y como es menor que todos los anteriores, halla

ré la corrección al 1,33. Para esto, multiplico dicho er

ror por 0,33; lo que da —0,076263; esto lo divido por
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— 1 0,2311:=— i-+-o,23ii=—0,7689, y obtengo

0,099 parala corrección; que, agregada al 1,33, da 1,429.

Tomando este valor 1,429 por cuarto número supues

to, da -+-0,042041 de error; y como es menor que to

dos, hallaré la corrección al 1,429. Para esto, mul

tiplico su error por 0,099 1 Y obtengo el producto

0,004162059; que dividido por —0,2311—0,042041=

■—0,273141 , resulta —0,0152 para la corrección; que,

agregada al 1,429, da 1,4138.

Tomando este valor 1,4138, por quinto número su

puesto , da —0,00 1 1 6956 de error; y como es menor que

todos los anteriores , hallaré la corrección al 1,4138.

Para esto, multiplico su error por —0,0152 ; y dividi

do el producto 0,000017777312 por la diferencia de

los errores, que (112) es 0,04321056, da 0,000411

para la corrección; la cual, agregada al 1,4138, da

1,414121; cuyos cuatro primeros guarismos decimales

son la raiz cuadrada de 2, tomada positivamente , co

mo en efecto debe ser; pues que la (ec. 5), trasladan

do el 2 al segundo miembro y despejando la x (151),

dax=±V^2~j"y estrayendo la raiz cuadrada (164),

se tiene x= 1,4142. 1

Para encontrar por nuestro método, la raiz nega

tiva, no hay mas que dividir el primer miembro de la

(ec. 5) por*— 1,414211; lo que da por cociente

ar-t- 1,4142 1 1 , siendo tal la exactitud, que para des

truirse con el — 2, resulta -+- 1,99999275 etc. y trasla

dando se tiene x—— 1,414211, que es la segunda raiz.

Propongámonos otro ejemplo de raices inconmen

surables ; pero que ademas ofrezca la dificultad espre

sada (8? déla regla); y sea por ejemplo la x"2—2 2 1 3=0(6).

El supuesto x= 1 , da — 2212 de error. El supues

to x—2 da — 2209 de error. Como este es menor que

el anterior , hallaré la corrección al 2 . Para lo cual,

multiplico su error por la unidad positiva, lo que da

por producto — 2209. Esto lo divido por la diferencia

de los dos errores, que (112) es —3; y obtengo 736

para la corrección; que, agregada al 2 , da 738.



9s3 Álgebra.

Tomemos este valor por tercer número supuesto ; y

sustituido en el primer miembro de dicha ecuación,

resulta un error de 542431- el cual siendo mayor

que los dos anteriores , indica que nos hallamos en el

caso que espresa el número (8?) de la regla. Para con

tinuar el método, supondré x— 10, lo que da —2713

de error; suponiendo #= 100, resulta -1-7787 de error;

y siendo este ya positivo, manifiesta por las mismas

razones, dadas respecto de la (ec. 4), que hay un va

lor de a; comprendido entre los números 10 y 100, es

decir, que uno de los valores de x es mayor que 10

y menor que 100. De estos dos errores, el que tiene

menor valor numérico es el — 2113; y tomando por

los dos primeros supuestos el 10 y el 100, deberé ha

llar la corrección al número 10. Para esto, multipli

co su error por 10— 100=— 90, loque da 190170.

Esto lo divido por 7787 21 13=9900; y obtengo

19,2 para la corrección; que, agregada al 10 , da 29,2.

Tomando este valor 29,2 por tercer número supuesto,

hallo —1360,36 de error; que siendo menor que los

anteriores, debo encontrarla correccional 29,2, que

hallo ser 34,7 ; la cual , agregada al 29,2 , da 63,9.

Tomando este valor 63,9 por cuarto número supues

to, hallo 1870,21 de error; y resulta -1- 14,6 para la

corrección al 29,2 ; que, agregándosela, da 43,8.

Tomando el 43,8 por quinto número supuesto, da

— 294,56 de error, y para la corrección al 43,8 hallo

-f-4,03; que, agregándosela, se convierte en 47,83.

Tomando este valor 47,83 por sesto número supues

to, da-f-74,7089 de error; y — 0,81 para la correc

ción al 47,83; que, agregándosela, resulta 47,01; y

como la verdadera raiz de 2213 se halla (164) que

es 47,04 , la puedo reputar ya por exacta.

Dividiendo x2—2213 por *—47,01, resulta por

cociente AH-4 7,0,1 ; que, igualado ácero, da x=—47,or

para la otra raiz.

197Í. Propongámonos ahora una ecuación que solo

tenga raices imaginarias; y sea la mas sencilla de su

especie , á saber x2-+- 1 =0 (7).
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Para aplicarle el método, supongamos *—"1; lo que

da 2 de error. El supuesto x —2 da 5 de error. Por

consiguiente, debemos buscar la corrección al 1. Para

» esto, multiplico su error 2 por la unidad negativa; lo

que da — 2 por producto. Dividiendo esto por 5—2=3,

da para la corrección —0,67; la cual, agregada al 1,

da 0,33.

Tomando este valor 0,33 por tercer número supues

to , da 1,1089 de error; y como es menor que los an

teriores, hallaré la correccional 0,33. Para esto, multi

plico su error por —0,67 ; y dividiendo su producto por

la diferencia de los errores , resulta para la correc

ción —0,88 ; que , agregada al 0,33 , da —0,55.

Tomando este valor —0,55 por cuarto número su

puesto, da de error 1,3025; el cual siendo mayor que

el producido por el supuesto 0,33 , conviene hallar la

corrección que se debe hacer á este. Para lo cual,

multiplico su error, que es 1,1089, por —0,88; y di

vidiendo el producto por la diferencia de los errores,

resulta 5 para la corrección; la cual, agregada al

o, 33 ) ^ 5. 33-

Tomando este valor por quinto número supuesto,

da un error mayor que todos los anteriores; lo cual

indica que nos hallamos en el caso del ndmero 8? de

la r.gla. Para indagar si hay alguna raiz real, supon

dremos x=io; lo que da un error de 101; si supu

siéramos je=ioo, el error sería 10001; y suponiendo

x= iooo,jc= 10000, siempre tendríamos errores que

irían creciendo indefinidamente; luego en este senti

do 110 se debe esperar cambio de signo , ni por con

siguiente ninguna raiz real-

Suponiendo x——10, resulta 101 de error; supo

niendo x~—100, da 10 001 de error; y como supo

niendo *=—1000, jc=— 10000 etc. iríamos obteniendo

errores mayores y todos positivos , tampoco por este lado

podemos esperar cambio de signo en el error. Luego de

bemos inferir que la ecuación propuesta no tiene ningu

na raiz real ; por lo que las dos serán imaginarias , lo

q:ie en efecto así se verifica; pues trasladando y estra-
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yendo la raiz, como se ha dicho (151), se tiene

; que, separando los valores, da

Del mismo modo, hallaríamos que las raices de

las ecuaciones «'+20=0, #2-f-1000=0, y en general

*S-H un número cualquiera n=o, eran todas imaginarias.

Apliquemos ahora nuestro método á la ecuación

x2— 14 x——54, que sabemos por lo demostrado (169^

3? y 170), que sus dos raices son imaginarias; veamos

como nos lo manifiesta nuestro me'todo. Para esto, la

pondremos bajo esta forma x2—14^+54=0 (.8).

Suponiendo x—i , da 4 1 de error ; suponiendo *~2

da 30 de error. Para encontrar la corrección al 2, mul

tiplico 30 por 1 , lo que da 30. Este producto lo divido

por 41—30=1 1 ; lo que da 2,7 para la corrección; que,

agregada al 2 , da 4,7.

Tomando 4,7 por tercer número supuesto, da 10,29

de error. Para encontrar la corrección al 4,7, multiplico"

10,29 por 4,7—2=2,7; 1° I116 ^a 27'7^3- -^st0 1° divi

do por 30—10,29=19,71, y obtengo 1,4 para la co

rrección; que, agregada al 4,7, da 6,1.

Tomando este valor 6,1 por cuarto número supuesto

resulta 5,81 de error. Para encontrar lu corrección al 6,1,

multiplico 5,81 por 6,1—4,7=1,4; lo que da 8,134. Es

te producto lo divido por 10,29—5,8 1 —4,48 , y obten

go .1,8 para la corrección; que, agregada al 6,1 , da 7,9.

Tomando este valor 7,9 por quinto número supuesto,

da 5,81 de error, que presenta la particularidad de ser

el mismo que el anterior. Por lo cual, en realidad no

sabemos á cual de los dos ndmeros supuestos 6,1 6 7,9

debemos hallar la corrección. Pero, á cualquiera de ellos

que la apliquemos , como ha de servir de divisor la di

ferencia de los errores, resulta que siendo estos iguales,

dicha diferencia es cero; y no habiendo divisor, no se
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puede continuar (*). Lo cual nos da á conocer que nos

hallamos en el caso que espresa el n? 8? de la regla;

y como con suponer x=io, jc=ioo, #=1000, etc.; y

X—— 10, x——100, x~—1000 etc. no lograremos jamas

mudanza de signo, debemos inferir que las dos raices

de esta ecuación son imaginarias , como así debía ve

rificarse.

Resolución de las ecuaciones de tercer grado.

197 u. La primera ecuación, que resolveremos, srrá

la de Neuton, de que ya nos hemos ocupado ( ijo i.);

la cual, poniendo x en vez de y, por ser mas cómoda

en los cálculos, resulta ser jr—2x— ( 9).

Para aplicarle el método, supondremos x—i ; y su

primer miembro se convertirá en (i)3—2x1—5; y como

( 1 )3=1X1X1= 1 , y —*X1=—2 , esta espresion será

Supongamos a.—2; y dicho primer miembro se con

vertirá en ÍJ—4—5=3—9=—1. Luego la equivocación

es — 1 , que tiene menor valor numérico que la —6, que

dio el 1 . Para encontrar la corrección al 2 , multiplico el

error—>l por la uniriad -positiva ; lo que da —ix-t-i =—1 .

Esto lo debo dividir por la diferencia de los dos errores,

sirviendo de sustraendo el de menor error numérico;

luego el divisor será (§ 112) —6—(—i)~—6-t— 1 =—5;

por lo que la corrección será 0,2 ; y como este resultado

tiene el signo positivo , lo debemos añadir al 2 , que iué

el que dio menor error numérico, y resulta 2-4-0,2=2,2.

Tomemos este valor por tercer número supuesto: y

sustituyéndole en el primer miembro de dicha ecuación,

se convertirá en 10,643—4,4—5=4-1,248, que es el

error tí equivocación; y como este es mayor que el— 1

que dio el supuesto 2 , debemos averiguar la corrección

que se debe hacer al 2. Para esto, multiplico su error

— 1 por 2—2,2=—0,2; lo que da —-ix—o, 2=-r-o,2.

( * ) Mas adelante , veremos que cuando el divisor es cero , el cocien

te es infinito; y entornes siendo la corrección infinita es un indicio

de que no tiene lugar lo que buscamos.



232 . . /lgebra.

Esto lo divido por la diferencia de los dos menores erro

res, que (112) es 2,248. Luego dicha corrección será

=0,0889 , que tomaré 0,089 ; y añadida al 2, da 2,089.

Tomemos este valor 2,089 por cuarto número supues

to ; y sustituyéndole en el primer miembro de la ecua

ción, se convierte en —0,061 76903 1; luego este será

el error , y como tiene menor valor numérico que todos

los anteriores, deberé hallar la corrección al 2,089. Pa~

ra esto, multiplico dicho error por 2,089—2=0,089 i Y

tengo —0,005497443759. Esto lo divido por la diferen

cia de los dos menores errores, que tomando por sustraen-

do el menor de todos, es —0,938290969; y obtengo

0,00585 para la corrección; que, agregada al 2,089, da

2,09485.

Tomando este valor '2,09485 por quinto número su

puesto, da -1-0,003332455159125 de error;y siendo me

nor que el anterior, debemos hallar la corrección al

2,09485. Para esto, multiplico su error, suprimiendo los

seis últimos guarismos, por 2,09485—2,089=0,00585 j

lo que da 0,00001949486175. Esto lo divido por la di

ferencia de los dos menores errores, que tomando so

lo nueve guarismos en ambos es —0,065101576, y

hallo —0,0002994 para la corrección; que, agregada al

2,09485, da 2,0945506.

Tomando este valor 2,og455o6 por sesto número supues

to, da —0,000009839274898385784 de error, que es menor

que todos los anteriores. Para encontrar la corrección al

a,09455o6i multiplico dicho error por 2,og455o6—2,09485=

■—0,00089944* Al ejecutar la multiplicación, suprimo en el

error los seis últimos guarismos, y obtengo por producto el

número o,0000000029458789044012. Esto lo divido por la

diferencia de los dos menores errores, tomando en ellos úni

camente los doce primeros guarismos decimales; y observan

do que, pues el menor de todos tiene el signo — , deberá su

marse (112) con el anterior. Por manera, que el divisor

será —o,oo33492g4433 ; y resulta 0,00000088 1 4 para la cor

rección; que, agregada al 2,0945506, da 2,og455 1 481 4>

Este valor se separa del que. hemos visto (170 í ) bailó

Nailon solo en una unidad decimal del octavo lugar ; y com

prueba exactamente lo que dice Logra nge pág. 3i de su Tra

tado sobre la Resolución de las ecuaciones numéricas dt
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todos tos grados, de ser menor que 2,09455 i4g y mayor que

2,09455 1 47; pues el guarismo que en nuestro resultado Ocu

pa el octavo lugar, es 8, que justamente se halla entre el g

y el 7 de los valores encontrados por Lagrange. Sabemos

por otra parte, que nuestro resultado es exacto hasta el dé

cimo lugar decimal ; pues habiendo calculado otro número

supuesto , la corrección no tiene ningún valor en el espresa

do lugar decimal.

ig7 v. Neuton no calculó mas que esta raiz de su ecuación,

dando á entender con su silencio que. las otras dos eran ima

ginarias. Lagrange por sus investigaciones pág. 2g de su ci

tada obra , deduce que las otras dos raices son imaginarias.

Nuestro método también nos demuestra lo mismo. En efecto,

si , en virtud de lo que se previene (g.°) de la regla , di

vidimos (120) el primer miembro de la (ec. g), por

x—2,og.455i48i4, é igualamos á cero el cociente, resulta

a:"+2,og455 1 48 1 4.1+2,387 1 45go823=o (g')*

Para aplicarle el método, supongo a:=t , lo que da

+5,48 i6g738g6 de error. El supuesto x=n, da + 10,5762488 71

de error. El menor de estos es el que proviene del 1 ; luego

deberé hallar la corrección que corresponde á este número.

A cuyo efecto , multiplico dicho menor error por la unidad

negativa ; y tomando solo seis guarismos decimales , da por

producto —5,48 1 69 7. Esto lo divido por la diferencia de. los

dos errores; que, tomando también únicamente seis guaris

mos decimales , es 5,og455i, lo que da — 1,07 para la correc

ción al 1 ; y agregándosela, resulta —0,07.

Tomando —0,07 por tercer número supuesto , y apre

ciando únicamente los primeros seis guarismos decimales de

los coeficientes numéricas , resulta 2,245427 de error; que,

siendo menor que todos, debo hallar la corrección al —0,07.

Para esto, multiplico dicho menor error por —0,07— 1 =

—1,07; y tengo —2,4o26o68g. Este producto lo divido pol

la diferencia de los dos menores errores, que es 3,236270;

lo que da —0,74 para la corrección; que, agregada al -^0,07,

da —0,07—0,74=—0,81.

Tomando —0,8 1 por cuarto número supuesto ; y apre

ciando únicamente los seis primeros guarismos decimales , re

sulta 4,73g83i de error; y como es mayor que los dos últi

mos, indica que la (ec. g') se halla en el caso del número 8.°

de la regla. En efecto, si se intentara encontrar la correc

ción, se debería multiplicar el menor error numérieo de to

dos , que es 2,45427, por la diferencia de los dos números

que produjeron menores errores, que es —oto-— !=-■-( «07;

Tom. I. 30
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y este producto se deberá dividir por la diferencia de los dos

menores errores, que es 3, 236270; y como estos son justa

mente los datos que han conducido al último número supues

to —0,8 1, ser/amos conducidos al mismo resultado —o,8i;

y aunque practicásemos la regla un millón de veces, no ade

lantaríamos un paso.

Para examinar si hay alguna raiz real, supondremos

í=1o,1=1 oo,a:= 1000 ele; y como se van obteniemdo erro

res cada vez mayores y positivos , así como suponiendo

X—— 1 ,x=— io,a=— ioo,.t=— 1000, no hay esperanza de

que haya cambio de signo ; por lo que la espresada (ec. 9')

no tiene ninguna raiz real , y las dos serán ¡marinarías , como

en efecto así se verifica. Los principiantes se pueden conven

cer de ello ápriori ; pues si toman solo dos guarismos deci

males en los coeficientes, y resuelveu dicha (ec. 9') por la

regla (168), obtendrán x =— i,o4 ± i,o4)*—2,38=

—i,o4±y/— 1,29.
197 x. Pasemos ahora á la resolución de la ecuación á

que Mr. Lagrange aplica su método en la pag. 33 y siguien

tes de su citada obra.

Dicha ecuación es x1—73+7=0 (10).

Antes de aplicarle nuestro método , convendrá que los

discípulos vuelvan á leer lo que hemos dicho ( 1 70 x y si

guientes) sobre el método de Lagrange , para que se pueda

comparar con el nuestro , y deducir con claridad las conse

cuencias oportunas.

Sustituyendo 1 porxen el primer miembro do la (ec. 10),

se tiene (i)3— 7X1+7=1— 7—*- 7= =—|- 1 T que será el error

ó equivocación.
Suponiendo #=2, el mismo primer miembro se con

vierte en (2)'—7X2+7=8— 1 4+7= 1 5— 1 4=+» ; y como

dicho primer miembro debía ser o, nos hallamos aquí con

un error + 1, que es el mismo que dio el supuesto 1; y en.

virtud de lo espresado (3o) de la regla, inferimos que hay

mas de una raiz, cuyos valores se hallen próximos al 1 y

al a; lo que en efecto es así; pues por lo espresado ( 1 70 a.-),

resulta que una de las raices es menor que a;= 1,69 2 3, y

otra menor que x=iri3-^T^-, hallándose ambas entre el 1 y

el a. -
Previas estas indicaciones, deberémos continuar según,

previene la regla, suponiendo x=5; y sustituyendo 3 por

x en el primer miembro de la (ce. 10), se convertirá en
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-í-i 3; y como debía ser o, tenemos un error ó equivocación

de + i3,

Ahora está á nuestro arbitrio, pues que los supuestos

a;=' y .r=2 producen un mismo error, el elegir uno de

ellos, Mas para entregarnos decididamente al método, sin

usar de ninguna parcialidad, haremos igual operación con

los dos números , empezando , como si los dos supuestos

hubieran sido los del 2 y del 3.

El supuesto a:=2, da 1 de. error; y el ¿r=3 da i3.

Para encontrar la corrección al 2, que es el que da me

nor error, multiplico su error 1, ,por la diferencia de los

dos números supuestos a y 3, esto es, por 2—3=— i; lo

que da — 1. Esto lo divido por la diferencia de los dos

menores errores, que es i3— 1= 12; y obtengo —o,o833.

Suprimiendo los treses , apreciaré solo —0,08. Agregado

esto al 2, que, fué el que dio menor error, será 2—0,08=1,92.

Tomemos 1,9 por cuarto número supuesto; y sustitui

do en el primer miembro de la ecuación, será

(1,9)'— 7X1,9+7; y como (i,9)J=i,9Xi,9Xi,g=6,859, y

— 7X1,9=— 1 3,3 , la espresion anterior se convertirá en

G,85g— 1 3,3+7=-4-o,55g que será el error. Para hallar la

corrección al 1,9, multiplico este error por i,g—2=—0,1;

lo que da —o,o55g. Esto lo divido por 1—0,559=0,44'! y

obtengo —0,127 para la corrección; que, agregada al i,g,

da 1 , 7 7 3 .

Tomando 1,77 por quinto número supuestv, resulta

+0, i5523 de. error. Para hallar la corrección al 1,77,

multiplico 0,1 55 232 por la ^diferencia entre los números

, 1,77 y 1,9 que es —o,i3; lo que da —0,0208029. Divi

diendo esto por la diferencia de los dos menores errores,

que es 0,403768, resulta —0,04998 para la corrección;

que, agregada al 1,77, da 1,72002.

Tomando 1,72 por sexto número supuesto, resulta

+o,o48448, de error. Para encontrar la corrección al 1,72,

multiplico este error por 1, 72 — 1,77=— o,o5; y ten

dré —0,00242240. Dividido esto por la diferencia de los

dos menores errores, que eso, 106774, resulta —0,02268

para la corrección; que, agregada al 1,72, da 1,69732.

Tomando 1,697, por séptimo número supuesto , resulta

0,008035873 de error; y para encontrar la corrección al

1,697, multiplico este error por 1,697— 1, 72=—o, oa3; y di

vidido el producto —0,00185285079 por la diferencié de los

•los menores errores, que es +0 , o4o4 1 a 1 »7, obtengo
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o,oo4S85 parala corrección; que, agregada al 1,697, da

1,692415.

Tomando 1,6924 por octavo número supuesto, da

+0,000602137024 de error. Para hallar la corrección

al i,6g24, multiplico este error por 1,6924— 1,697=—0,0046;

y obtengo —0,0000027698303104. Dividido esto por la dife

rencia entre los dos menores errores, que es 0,007433735926,

resulta —0,00037 para la corrección; que, agregada al

1,6924, da 1,692028.

Tomando este valor 1 ,692028 por noveno número su

puesto , da +0,0000103725556059525 de error. Para en

contrar la corrección al 1,692028, multiplico este error

por 1,692028—1,6924=—0,000372, lo que da

—o,oooooooo385859o6832. Dividido esto por la diferencia

de los dos menores errores, que. es 0,0005917644784, resul

ta—o,ooooo65 parala corrección ; que, agregada al 1,692028,

da 1,6920215.

Resulta, pues, que una de las raices de la (ec. 10) es

1,6920215. La que saca Lagrange es 1,6923, que en virtud

de lo espuesto (170a:) es mayor de lo que debe ser; lo que

se comprueba con la nuestra, pues sale menor que ella en el

cuarto guarismo decimal; y como nuestra corrección ha con

sistido ya en el lugar sexto decimal, aparece que debemos es-

far por nuestro resultado. Podríamos haber omitido el últi

mo supuesto; pues ya el anterior 1,692028, y aun el que á es

te precede 1,692415, convenía con el de Lagrange en los

tres primeros guarismos decimales que eran exactos; pero

liemos querido eslendernos aun mas de lo necesario, para

que resalte mas la ventaja de nuestro método; y el que guste

tomarse la molestia de pasar la vista por la obra de Lagran

ge ó por lo que hemos estractado de ella ( 1 70a:, 1 *oy, 1 70^),

se convencerá, á no poderlo dudar, de que menos trabajo cues

ta la resolución completa por nuestro método, que las prime

ras trasforrnaciones ú operaciones preliminares que exige

el método de Lagrange; y si se atiende á que nuestras opera

ciones las pueden practicar toda clase de pesonas, sin pro

fundos ni sublimes conocimientos ,• no se podrá menos de. con

venir en cuanto hemos asegurado acerca de las ventajas de

nuestro método.

•97 J' Para encontrar las demás raices por él, dividire

mos (120) el primer miembro de la (ec. 10), por x menos

el valor de la raiz hallada, esto es, por a'— i,6gao2i5; é

igualando el cociente á cero, da

^+1,69202 1 5a:—4,1 3 706324353775=0 (10').
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Siendo digno de notarse, que se obtiene para destruir

se con el término constante 7, el número 6,99999996; de

lo cual debemos inferir: i° que el número 1,6920215

es una raiz verdadera de la ecuación; pues dividido el

primer miembro por x con este valor negativo resulla co

ciente exacto; y 20 que esté cociente igualado á o dará las

otras dos raices, aplicándole este mismo método.

Supongamos pues ,r= i, y su primer miembro se conver

tirá en —i,445o4i74i tomando únicamente ocho guarismos

decimales.

Suponiendo x= 2, resulta 3,2469798 de error, tomando

solamente ocho decimales. Para encontrar la corrección

al i, multiplico su error por — 1; loque da +i,445o4i ',•

Esto lo divido por la diferencia de los dos errores, que

(112) es 4,6920213, y obtengo o, 3 para la corrección; que,

agregada al 1, da i,3.

Tomando i,3 por tercer número supuesto , resulta

—0,24743529353775 de error. Y como es menor que todos

los anteriores, debo hallar la corrección al i,3. Para esto,

multiplico este error por i,3— 1 = 0, 3 lo que da

o,o7423o588o6i325; y dividiendo esto por la diferencia de

los dos menores errores , que es 1,1976058, resulta 0,06

para la corrección; que, añadida al i,3, da 1 ,36.

Tomando este valor 1 ,36 por cuarto número supuesto,

da +0,0 1 3686 para el error; que teniendo menor valor nu

mérico, debo bailar la corrección al i,36, multiplicando su

error por i,36— 1,3=0,06, lo que da -|-o, 00082 1 1 600; y di

vidiendo esto por la diferencia de los dos menores errores,

estoes, por o,2474352g3—o,oi3686=—0,261121293, resulta

—o,oo3i4 para la corrección; que, unida al i,36, dai, 35686.

Tomando este valor 1, 35686 por quinto número supues

to, da —0,00015789 de error. Para hallar la corrección al

i,35686, multiplico este error por 1, 35686— i,36=—o,oo3i4

lo que da 0,0000004957746. Esto lo divido por la diferen

cia de los dos menores errores, que teniendo presente lo

dicho (112), es 0,01 3843; y obtengo o,oooo36, para la cor

rección; que, añadida al 1, 35686, da 1,356896. Este valor

concuerda con el que hemos puesto de Lagrange (170*)

en los dos primeros guarismos, siendo menor que él como

debe asi verificarse en virtud de lo allí manifislado; y el

nuestro tiene la ventaja de ser exacto lo ménos hasta el quin

to guarismo decimal; pues la corrección no ha tenido va

lor hasta dicho guarismo.

197- Para encontrar la tercera raiz, dividiremos el'
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primer miembro de la (ec. 10'), pora:—1,356896; y resul

ta por cociente a:4-3,o48i 1 7S; que igualado á cero y trasla

dando, se tiene a:=—3,0489175; luego la tercera raiz déla

(ec. io) es —3,0489175. La que saca Lagrange ?s —3,04917;

y como resulta, por lo dicho (170 x), que. este valor, ob

tenido por la reducción de su quebrado continuo, es menor

de lo que debe , inferimos que la raiz sacada por Lagrange

solo es exacta en los dos guarismos primeros decimales,

lo que es consiguiente; pues Lagrange calcula solo dos de

nominadores en el quebrado continuo. Aparece, pues, de

de todo esto, que nuestros resultados van conformes con

< los de tan 1 sabio Autor, sin mas diferencia que el ser los

nuestros mas exactos y haberlos obtenido con menos fati

gas, y siguiendo procedimientos mas elementales.

197 a a. Aquí podríamos dar por concluido nuestro Ira-

bajo, relativo á la espresada (ec. 10); pero con el fin de

no dejar ningún cabo suelto y comprobarlo todo con los

hechos mas positivos, debemos ahora proceder á encontrar

las mismas raices de la (ec. 10), partiendo de los supues

tos x=i y x=i que se hicieron (197 .r).

El supuesto x=i dio 1 de error. El supuesto .r=3, dio

i3 de error. Para encontrar la corrección al 1, que es el que

da menor error, multiplico su error 1 por 1—3=—2, lo que

da —2. Dividido esto por i3— 1= 12; resulta —0,17 para la

corrección; que, añadida al i,da 1—0,17=0,83.

Tomando 0,8 por cuarto número supuesto, da 1,912 de

error; y como es mayor numéricamente que el del 1, debo

hallar la corrección á éste. Para lo cual, multiplico su error

1, por 1—0,8=0,2; lo que. da 0,2 ; y dividiendo esto por

1,912—1=0,912, se halla 0,21 para la corrección; que, agre

gada al supuesto 1, da 1,21.

Tomando 1,2 por quinto número supuesto , da 0,328 de

error; que siendo menor que los anteriores, hallaré la cor

rección al 1,2 , multiplicando su error 0,328 por 1,2—1=0,2;

lo que da o,o656; dividiendo esto por 1—0,328=0,672, re

sulta 0,0946 para la corrección; que, añadida al 1,2, da

1,2946.

Tomando este, valor 1,2946 por seslo número supuesto,

da o,i07535566536 de error. Para encontrar la corrección,

multiplico este error por 1,2946— 1,2=0,0946; lo que da

0,0101726645940056. Este, producto lo divido por la dife

rencia de los dos menores errores, que es o,22i464433464>

y obtengo o,o46i4 para la corrección; que, agregada al

1,2946, da 1,34074.
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Tomando 1 ,3 4 1 por octavo número supuesto, resulta,

o,o244'.)482i <le error; que como es el menor, deberé hallar

la corrección al i,3/}i. Para esto, multiplico su error por la

diferencia de los dos números que produjeron menores erro

res, que es 0,0464 ; lo que da 0,001 i365Sg6g44 ¡ y dividien

do esto por la diferencia de los dos menores errores, que es

o,oS3o4o74536 , obtengo o,oi3686g para la corrección ; que,

agregada al 1 ,3 4 1 1 da i,354686g.

Tomando i,355 por noveno número supuesto , da

0,002823875 de error, que siendo el menor, deberé hallar la

corrección al i,355. Para esto, multiplico dicho error por

i,355— 1,34i=o,oi4i JT obtengo o,ooo3g53425o ; que, di

vidido por la diferencia de los dos menores errores, que es

0,021670946, resulta 0,001824 para la corrección; que,

agregada al i,355, da 1,356824 ¡ valor que coincide con el

<jue obtuvimos (197 «) en cuatro guarismos decimales , y que

es inútil continuar mas adelante.

Dividiendo el primer miembro de la ( ec. 10) por

x—1,3568245 , igualando á cero el cociente, y aplicándole

nuestro método, se obtendrán las otras dos raices, que ya

liemos encontrado, y que aconsejamos á los principiantes lo

ejecuten por sí mismos.

ig7 66. Todas las ecuaciones, que hasta aquí llevamos re

sueltas pueden hacerse, y se han hecho con mas ó menos pe

nalidades por métodos ya sabidos; pero las que ahora vamos

á' considerar, con dificultad podrán resolverse por ninguno

de los métodos conocidos, á no ser empleando un tiempo,

fatigas y molestias sumamente extraordinarias.

Sea primero la ecuación

x3—979*"—954529^+934483891=0 (1 1).
Para aplicarle el método , supondremos x= 1 ; y sustituido

este valor en el primer miembro, se convierte en g33528384,

que será el error. Sustituido 2 por x, el mismo primer

miembro se convierte en 932570925 que será el error; y

como es menor que el anterior, debo hallar la corrección al 2.

Para esto, multiplico dicho error por 1, y obtengo 932570925.

Dividido esto por la diferencia de los dos menores errores,

que es 957459 , resulla 974,006 para la corrección ; que, agre

gada al 2 , se tiene 976,006.
Tomemos este valor 976,006 por tercer número supuesto;

y sustituido en el primer miembro de dicha ecuación se con

vierte en 5812,216164216 que será el error; y como es el

menor de todos, debo hallar la corrección al 976,006, Para

esto, multiplico dicho error por 976,006—2=974,006; lo
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que da por producto 5661133,417243369396. Dividido esto

por la diferencia de los dos menores errores, que es

g3i565 1 13, 783835794 , resulta 0,006 para la corrección; la

cual, agregada al 976,006, da g 76,0 12.

Tomemos este valor 976,01a por cuarto número supuesto;

y sustituido en el primer miembro de la misma (ec. 11), da

5765,573657728, que será el error; y como es menor que

todos, deberemos hallar la corrección al 976,012. Para esto,

multiplico dicho error por la diferencia de los dos números

supuestos, que dan menores errores, esto es, por 0,006; lo

que da 34,5934 espresando solo cuatro guarismos decimales:

dividido esto por la diferencia de los dos menores errores , que

tomando solo cuatro guarismos decimales, es 46,3575, resul

ta 0,74 < para la corrección ; la cual , agregada al 976,012, da

976,753.

Tomando este valor 976,753 por quinto número supues

to, da io84,35o388777 de error; y como es menor que todos,

debo hallar la corrección al 976,753: Para esto, multiplico

dicho error por la diterencia entre los dos números supues

tos , que han producido los dos menores errores , que es o, 7 4 1 ;

lo que da por producto 8o3, 503637063757. Esto lo divido

por la diferencia de los dos menores errores , que tomando

solo cuatro guarismos decimales, es 4680,g233, y obtengo

0,171 para la corrección; que, añadida al 976,753, da

976,924 ; y si la unidad á que se refieren los números de esta

ecuación no es de una magnitud muy extraordinaria , deberé

tomar una unidad en vez del quebrado que acompaña al en

tero , y será 977.

Tomando este valor 977 por sesto número supuesto, y

sustituyéndole en el primer miembro de la (ec. 11) se con

vierte en o ; de donde se deduce que el número 977 es una

raiz de la (ec. 1 ■).

Ahora, dividiendo el primer miembro de dicha ecuación;

por x—977, é igualando á o el cociente, resulla x'—23;—

g56483=o ; y como esta ecuación la tenemos resuelta

(197 rr) , pues es la (ec. 4) 1 resulta que las tres raices de

la (ec. 11) son a;=g 7 7,^=979 y x=—97 7»

197 ca Pasemos ahora á la resolución de las ecuaciones de

tercer grado, que contienen una raiz real con dos imagina

rias. Sea primero la ecuación

x3—I7.ra+g6a;— 162=0 (12).

El supuesto x=i da —82 de error; el supuesto x=i da

—3o de error, resultando o»57 para la corrección al a; y

agregándosela, da 2,57.
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Tomando 2,6 por tercer número supuesto, resulta —g, 7 4 4

de error; y 0,24 para la corrección; que, agregada al »,6,

da 2,84.

Tomando este valor 2,84 por cuarto número supuesto,

se obtiene —3,5G88g6 de error; y o,i3 para la corrección;

que, agregada al 2,84) lc convierte en 5, 97. Como este nú

mero se acerca ya tanto al 3, tomaré el'3 por quinto núme

ro supuesto; y como sustituido en el primer miciiibro le re

duce á o , deduzco , que 3 es una de las raices de la ecuación;

y dividiendo su primer miembro por a:— 3 é igualado á cero

el cociente, resulta x*— i4-t+54=o; cuyas dos raices hemos

visto ya (197 /) que son imaginarias; pues esta ecuación es

la (8) que allí hemos resuello. /

Sea ahora la ecuación ;r3+.T"-(-.r+i=o (i3\

El supuesto .r=i da 4 de error. El supuesto x=a da iS

de error; luego deberemos hallar la corrección al 1 , que re

sulla ser —o,36 ; y agregada al 1 , da o, 64»

Tomando este valor 0,64 por tercer número supuesto,

resulta 2,311744 de error, y —o,4g para la corrección; la

cual, agregada al o,64> da 0,1 5.

Tomando o,i5 por cuarto número supuesto , resulta

1,175875 de error; y —o, 5 para la corrección ; que, agrega

da al o, 1 5 , da —o, 35.

Tomando —o, 35 por quinto número supuesto, resulta

0,729625 de error; y —0,8 para la corrección; que, agrega

da al —o,35 , da — 1, 1 5.

Tomando — 1,1 5 por sesto número supuesto, resulta

—o,348375 de error ; y +0,26 para la corrección ; que, agre

gada al — i,i5, da —o,8g.

Tomando —0,89 por séptimo número supuesto, resulta

0,197769 de error; y —0,009 para la corrección; qtae, agre

gada al —o,8g , da —0,899.

Tomando este valor —01899 por octavo número supuesto,

obtengo -f-o, 18263 de error, y —0,011 para la corrección;

que, agregada al —0,899, ^a —n,^99—"1011er—°>91'

Tomando —0,91 por noveno número supuesto, resul

ta -t-0,163529 de error, y —0,09 para la corrección}

que, agregada al —0,91 , da precisamente —1.

Tomando —<i por décimo número supuesto, resulta

que el primer miembro se convierte en o; luego — 1 es

raiz de la (ec. 13); y dividiendo su primer miembro por

* i=ah-i é igualando á o el cociente, se obtiene

*s-*-]=o; cuyas raices hemos hallado ( 197 /r,) que son

Tom. 1. 31
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maginarias; pues esta ecuación rs la (7) que allí hemos

resuelto; y por lo mismo las tres raice* de la (ec. 13)

Sea también la ecuación a3—ao;c'-t-i 38*—324=0 (14).

Suponiendo x=i, resulta —205 de error. Suponien

do x~2 resulta —120 ele error; y como este es menor,

hallaré la corrección al 2. Para esto, multiplico su error

por 1 , lo que da per producto — 120. Esto lo divido

por la diferenciade Jos dos errores.—205—(— 1 20)——85;

y obtengo 1 ,4 para la corrección; que, agregada al 2, da 3,4.

Temando ette valor 3.4 por tener número supuesto,

resulta —46,696 de error; y como es menor que los an

teriores , debo hallar la corrección al 3,4. Para esto, mul

tiplico su error per 1,4; y el producto —65,3744 lo di

vido por la diferencia de los dos menores errorts, que es

—73-304; lo que da 0,89 para la corrección; la ct-al,

agregada al 3,4, da 4,29.

Tomando 4.3 por cuarto número supuesto, resulta un

error de —20,893, que siendo menor que todos, se debe

hallar la corrección al 4,3 ; para lo cual se multiplica

su error por 4,3—3,4—0,9; y dividido el producto

18,8037 por —46,696—(—20,893)=—25,803; se tiene

0,73 para la corrección; que; agregada al 4,3 ; da 5," 3.

Tomando 5 por quinto número supuesto, resulta —9

de error; y -+-0,57 para la corrección; que, agregada al

5, da 5,57.

Tomando 5,6. por sesto número supuesto, resulta

—2,784 de error; y 0,268 para la corrección; que, agre

gada "al 5,6, da 5,868.

Tomando 5.87 por séptimo número supuesto, resulta

—0,815997 de error; y como es menor que todos, de

beremos hallar la correceñon al 5,87. Para Jo cual, mul

tiplico su error por 5,87—5,6=0,2^; y dividiendo su

producto ■—0,22031919 por la elifereneia de los dos me

nores errores, que (112) es —1,968003, resulta c,u

para la corrección; que, agregada al 5,87, da 5,98.

Tomando el b por octavo número supuesto, y sustituido

en el primer miembro de dicha ecuación , le reduce á o;
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lo cual manifiesta que el 6 es raie de !a mencionada

ecuación; y dividiendo el primer miembro por x—ó, é

igualando á o el cociente, se tiene x2—14a; -+-54—o.

cuyas dos raices son i naginarias (197 t ec, 8).

Pasemos ahora á la ecuación .

*3—22 #J-+-i66x—432=0 (15).

Suponiendo x=i , da —287 de error,. Suponiendo

ac=2 ; da —180 de error; y resulta para la corrección al

■a, eme es el que dá menor error, -t-1,6; que, agregán

dosela, da 3,6.

Tomando 3,6 por tercer número supuesto, resulta

—72,864 de error; y -4-1 para la corrección ; • la cual,

agregada al 3,6 , da 4.6.

Tomando 4,6 por cuarto número supuesto, da—36,584

de error; y; -t-l para la corrección; que, agregada al

4,6, da 5,6.

Tomando 5,6 por quinto número supuesto, da —35,704

de error; y -1-3,4 Para la corrección; que, agregada al

5,6, da 6.

Tomando 6 por sesto número supuesto, resulta —12

de error; y -+0,i para la corrección; que, agregada al

6, da -4-0,1.

Tomando 6,1 por séptimo número supuesto, resulta

—11,089 de error; y -1-0,4 Para ^a corrección; que,

agregada al 6,1 , da 6,5.

Tomando 6,5 por octavo número supuesto , da —71875

de error; y -+-0,9 para la corrección; la cual, agregada

6,5,da7i4-

Tomando 7,4 por noveno número supuesto , resulta

—3,096 de error; y -1-0,5 I)ara Ia corrección; que, agre

gada al 7,4, da 7,9.

Tomando 8 por décimo número supuesto, resulta que

el primer miembro es cero ; por lo cual el número 8 es

(170 e) raiz de la ecuación.

Dividiendo el primer miembro por x—8 , é igualan

do á cero el cociente, se halla x2—14^-1-54=0, cuyas

raices sabemos ya (197 t ec. 8.) que son imaginarias.

197 dd. Las ecuaeiomes, que nos hemos propuesto re

solver, las elegimos ex-profeso , no para disminuir las difi
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cultades , como suele hacerse generalmente, sind mas

bien con el fin ds aumentarlas, para enseñar el modo de

vencerlas. Por esta caus.. , nos vamos á proponer para úl

tima ecuación del tercer grado , una que nos suminis

trará ocasión, no solo para acabar de comprender la re

gla (197 p-)i sind para dar á conocer que esta doctrina

se halla enlazada con la mas sublime de las Matemáti

cas. Y sea la x3—750¡7#2-i- 104956*—404622=0(16).

Suponiendo , resulta —307172 de error. Supo

niendo x—2 , se tiene —224730 de error; y resulta 2,7

para la corrección al 2 ; que, agregándosela, se tiene 4,7.

Tomando 4,'7 por tercer número supuesto , resulta

—77055,607 de error; y 1,4 para la corrección; que,

agregada al 4,7, da 6,1.

Tomando 6,1 por cuarto número supuesto, resulta

—43498,889 para el error, y -1-1,4 Para Ia corrección;

la cual agregada al 6,1 , da 7,5.

Tomando 7,5 por quinto número supuesto, resulta

—39298,875 para el error; y 13 para la corrección; que,

agregada 7,5 , da 20,5.

Tomando 20,5 por sesto número supuesto, resulta

— 1399225,625; que siendo mayor que todos, nos in

dica, que nos hallamos en el caso del n? 8? de la regla;

por lo que supondremos x~\o, lo que da —104762 de

error; *=ioo, da —5762 de error ; xdz 1 000 , da

—6402448622 de error; arrrioooo, da -1-250349] 55378

de error; y como ya sale positivo, es indicio seguro

( 8? de la regla ) de que al ménos uno de los valores de

x se halla entre 1000 y 10000 ; d lo que es lo mismo,

que es mayor que IOOO y menor que 10000.

Considcréinos como dos primeros supuestos, el 1000 y

el 10000. Y para encontrar la corrección, que se deLe hacer

al 1000, que es el que. produce menor error numérico, mul

tiplico su error —64034486*2 por 1000— 10000=—9000;

lo que da 57622037598000. Esto lo divido por la diferen

cia de los errores, que, teniendo presente lo manifestado

( 1 1 2), resulta ser 256751604000; y se obtiene +224 para

la corrección; la cual, agregada al 1000, da 1224.

Tomando 1224 por tercer número supuesto, resulta

—9284978286 de error; y como este es negativo y el del
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10000 es positivo, sabemos de cierto (8o de la regla), que

la raiz se haila entra el 12a 4 y pl 10000, Por lo que, ha

llaré la corrección al 1224 por su error y el del 10000. Para

esto, multiplico —9284978286 que es el menor error nu

mérico de estos dos que considero, por 1224—10000=—8776;

y resulla por producto +81484969437936; que dividido por

la diferencia de los dos menores errores, que (112) es

+25g634i33664, resulta 3i4 para la corrección; la cual,

agregada al 1224, da i538.

Tomando este valor i538 por cuarto número supuesto,

rasulta —i3g583 17530 de error; y como todavía es negati

vo, se verifica que el número buscado es mayor que. i538.

Y para hallar la corrección al i5a8, por su error y el del

10000, multiplicaré dicho error por i538— 10000=—8462.

Lo queda por producto +1 1 8 1 1 5 282938860; y dividido por

la diferencia de los errores, que es +26430747290S, da 447

para la corrección; que, agregada al i538, se tiene 198S.

Tomando este valor ig85 por quinto número supuesto,

resulta —21549989412 de error. Para encontrar la cor

rección al 1985, multiplico su error por

19 8 5— 10000=—901 5 (*); lo que da por producto

— 194172154549180. Dividido esto por la diferencia de los

dos menores errores, que es +27 1899 1 4479°) resulta 714

para la corrección; la cual, agregada al número 1985,

da 2699.

Tomando este valor 2699 por sexto número supuesto ,

resulta —3474i5°6983 de error; y como es aun negativo,

y menor que el dado por el supuesto 10000, debemos hi.llar

la corrección al 2699. Para encontrarla, multiplico su er

ror por 2699— 10000=—;3oi. Lo que da por producto

+253717742504786, que dividido por la diferencia de. los

dos errores mas próximos de signos encontrados, que es

+280090662364, resulta 890 para la corrección. La cual,

agregada al 2699, da 3589.

Tomando este valor 358q por séptimo número supues

to, resulta —50091 166016 de error; el cual siendo aun

negativo, indica que el valor de ¿c es mayor que 3589. Para

encontrar la corrección á este número, multiplico dicho

(**) Al repasar los cálculos se halló esta resta equivocada, pues

debía, ser 8oi5; pero dejamos correr esta equivocación, como hici

mos al resolver la (ce. 3) pira qne se confirme mas lo dicho

(197 m) relativo á rio importar el que uno se equivopuc. Los prin

cipiantes sin embargo continuarán el cálculo tomando el 80 1 5.
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error por ."1.189— 10000=—G 4 1 > • Lo cual da por producto

+5 2 1 1 34 4^5 juüS 76; que dividido por la diferencia de los

dos errores inmediatos de signos diferentes, que es

-4-3'>o44o32i3g4i da 1068 para la corrección, que, agrega,-

da al 35Sy, resulta 4'>5;.

Tomando este valor 4^-" 7 por octavo número supuesto,

da —61021424180 de error; y corno es todavía negativo,

se. debe hallar la corrección al 4^5;. Para' esto, multiplico

su error por 4üa7— 10000=—5343; loque da por produc

to -J-32764o36<j3q3740; y dividido por la diferencia de los

errores, r¡ es 3i ifijoSjgSSS, resulta io5r para la cor-

receion. La cual, añadida al 4'>'7> c'a 5yo8.

Tom ín lo este valor 5;o8 por noveno número rupuesto,

resulta —58o 1 5oog 7 10 de error. Para bailar la corrección

al 5708, multiplico dicho error por 5708— 10000=— 43<)2.

Y obtengo por producto +a4'J00042 16 75.V20; que, dividido

por la diferencia de los dos errores mas prójimos de sig

nos contrarios, que es +3o8364 i65448> resulla 808 para

la corrección; que, agregada al 5708, da G5iG.

Tomando este valor 65 16 por décimo número su/meslo,

se obtiene —41 ^9^44 1 82.2 ae erro.r' Para encontrar la cor

rección al 65i6, multiplico dicho error por

65 16— 10000=—3484; '° 1"e ('a Por producto

+1 44 1 698 7 4866026; el cual dividido por la diferencia de

los errores mas próximos de signos contrarios, que. es

+29 1 7 4 1 S9 7560, da 4g4 para la corrección; que, agrega

da ai 65 16, resulta 7010.

Tornando este valor 7010 por undécimo número supues

to, da —23687292762 de error. Para encontrar la correc

ción al 7010, multiplico dicho error por

7010— 10000=—2990; lo que da por producto

4-70933003398380; el cual, dividido por la diferencia de los

dos errores mas próximos de signos contrarios , que. es

+274036448S00; resulla 255 para la corrección; que, agre

gada al 7010, da 72601

Tomando este valor 726a por duodécimo número su

puesto, resulta —120107137.32 de error; y para encontrar

la corrección al 7265, multiplico este error por

7265—10000=—2735. Lo que da por producto

02849302057020; e! cual, dividido por la diferencia de los

dos errores que producen cambio inmediato de signo, qjrr:

es 262.359869470, da 125 para la corrección; que, agregada

al 726a, rcsulla 7390.
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Tomando este valor 7^90 por decimotercero número

supuesto, se tiene —56 1 / 3<)54R de error. Para encontrar

la corrección al 73go, multiplico esle error por

73qo— 10000=—2610; lo que da por product*)

1 46535 72208020; el cual, dividido por la diferencia de los

errores inmediatos de signos encontrados, que es

25596355 1 220, da 57 para la corrección; que, agregada al

7390, da 7447-

Tomando este valor 7447 por décimo cuarto número su

puesto, resulta— 2546^6583o de error. Para bailar la correc

ción al 7447 ) multiplico esle error'ror

y447— 10000=—2553; !o que da por producto

G5oo6 16663990; y dividido por la diferencia de los dos er

rores de signos opuestos mas ¡r¡n>rdio1os, que es

252895421568, da 25,7 para la corrección ; que, agregada

al 7447 » 'f convierte en 7472,7.

Tomando 7473 por décimo uuinto número supuesto, da

— 11 1/^823220 de error. Paia hallar la corrección al 7473,

multiplico dicho error por 7473—10000 =— ^27, lo q*;e da

por producto +281715827694°; r' cua' dividido por la di

ferencia de los dos errores mas próximos de signos con Ica

rios , que es 25o349 1 55 738, resulta 11 pana la corrección;

que, agregada al 7473 , da 7484-

Tomando esle valor 74K4 P°r décimo sexto número su

puesto, resulta ■—4o^ 1 49806 de error. Para encontrarla cor

rección al 7484) multiplico este error por

7484— 10000=—25i6; lo que da +1240764920896. Esío lo

dividiré por la diferencia de los dos errores inmediatos de.

signos contrarios, qnc (112) es +25o8423o5544 ; y tallo

4,9 para la corrección; que, agregada .a! 7484» da 7488, 9.

Tomando 7489 por décimo séptimo número supuesto, da

—223921316 de error. Para encontrar la corrección al

7489, multiplico dicho error por 7489— 10000=—25 11 ; lo

que da por produelo +562266425076. Esto lo divido por la

diferencia de los errores mas próximos que dieron signos con

trarios, que es 250573077054; y hallo 2 para la corrección;

que, agregada al 74891 da 749 i.

Tomando este valor 7491 por décimo octavo número su

puesto, da — 1 12020522 de error. Para hallar la corrección,

al 7491, multiplico este error por 7491 — 10000=—25oq; lo

que da +28 1059489698; dividido esto por la diferencia de los

dos errores mas próximos de signos contrarios , que es

2S046 1 1 76260, resulla 1 para la corrección; la cual, r. grega

ria al 7 491 1 da 749a»
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Tomando este valor 7492 por décimo nono número su

puesto, da — 4I 126270 tle error. Fura encentrar la corree—

■ ion al mulli|ilico este error por 7492— ic< co=—a5o8;

lo que da por producto -f io3 1 4 468 5 1G0; que, dividido por la

diferencia de los errores mas próximos de signos contrarios,

que es 250390282008, resulta 0,4 para la corrección ; que,

agregada al 7 49 2> da 7492,4»

Tomando este valor 7492,4 por rigésima número su

puesto, da —336i87ao,8g6 de. error. Para encontrar la cor

rección al 7492,4, multiplico este error por <

7492,4— iooco=—2507,6; lo que da por producto

+84302329594,8096; que dividido por la diferencia de los

dos errores mas próximos de signos contrarios, que es

-(-250382773468,896, resulta -|-o,3 para la corrección.; que,

agregada al 7492,4. da 7492,7.

Como el guarismo decimal 7 pasa ya de 5, tomaré por

vigésimo primero número supuesto, el 7493; y como sustitui

do en el primer miembro de la (ec. 16) lo reduce, á cero, in

ferimos que el número 7 es (170 e) >'.na de las raices

de la espresada ecuación.

Para encontrar las demás, dividiré el primer miembro1

de. la misma ecuación por x—749^; é igualando á cero el

cociente, resulta x*— 1 4-T-r'54=c<; cuyas dos raices hemos

visto (197 l. ec. 8) que son imaginarias.

Para que se vea la fecundidad de este, método, vamos

ahora á manifestar, que hay diferentes medios de. obtener el

resultado por un camino mas breve, que se presenta con

facilidad al calculador.

Suponiendo .r-=5ooo, resulta —62150624622 de error;

y como es negativo, manifiesta que el valor de x es ma

yor que 5 loo y menor que 10000. Podemos pues, proce

der á encontrar la corrección al 5ooo, combinando su

error con el del 10000, lo que nos da por corrección 994,7;

la cual, agregada al 5ooo, resulta, 5gg4>7»

Tomando 5995 por tercer número supuesto, da

—53712011197 de error. Y como es negativo, indica que

la raiz es mayor que 5995, y menor que 10000. Para en

contrar la corrección al 5gg5, multiplico su error por

Sggí— 10000=—4°°5; lo que da por producto

+ai5i 18607343985; el cual, dividido por la diferencia de

los errores, que es -f-3o4o6 16665 75, da 707 para la correc

ción; que, agregada al 5gg5, se tiene. 6702.

Tomando 6702 por cuarto número supuesto, da

—35455oi673o de error. Para hallar la corrección al 6 702,
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multiplico Mt'e error por 6702— 10000=5—3 19 8: lo que u*

por produelo -(-i i6c)3oG45 ij5S4<>; que dividido por la di

ferencia de los dos errores de signo* contrarios mas pró

ximos, que es + 285804172108, da 4°9 para Ja correccien;

quei agregada al 6701, se tiene 7111.

Tomando este valor 7111 por quinto número suptjrsto,

resulta — 19278325612 de error. Para hallar la corrección

al 7111, multiplico dicho error por ;iu—10000=—2889,

lo que da por producto 556950827219.58; que, dividido por

la diferencia de los dos errores mas próximos de signos contra

rios, que es 269627481000, resulta para la corrección 204;

que, agregada al 7111, da 7015.

Tomando este valor 73 1 5 por sexto número supuesto, re

sulta —9506426522 de error; y como es todavía negativo,

hallaremos la corrección el 73i5, combinando su error con el

del + 10000. Para esto* multiplico dicho error por

73 1 5—10000=—2685. Lo que da por producto

35524755211570. Esto se dividirá por la diferencia de los

dos errores mas próximos de signos contrarios, que es

+259855581900; y resulta 98 para la corrección; que, agre

gada al ;3 1 5, da 7 4» 3.

Tomando este valor ?4'3 por séptimo número supuesto,

da —4387907280 <le error; y como todavía es negativo, y

menor numéricamente que el error del 10000, hallo la correc

ción al 7 4 1 3» Para esto, multiplico su error por

;4>3—10000=—2587; lo que da por producto

■+1 i35o526i3336o. Esto lo debo dividir por la diferencia de

los dos errores mas próximos de signos contrarios) que es

+254737062678; y se obtiene 44 para la corrección: que,

agregada al 74 '3, da 7457.

Tomando este valor 74S7 por octavo número supuesto,

da —2087684558 de error; y como todavía es negativo, hallo

su corrección, multiplicando este error, por

7457—10000=—2543; lo que da por producto

-(-5308981830994. Esto lo divido por la difereneia de los

errores, que ( 1 1 2 ) es +252436839936; y obtengo at para

la corrección; que, agregada al 745 da 74/8.

Tomando este valor 7 4"*> V°r rrov^no número supuesto,

resulta —837436692 de error; y romo es todavía negativo,

para encontrar su corrección, multiplico dicho error por

7478— 10000=—2522; lo que da +21 12015337224. Dividido

esto por la diferencia de los errores» que es +25 1 186592070,

resulta 8 para la corrección; que* agregada al 7478, da -486.

Tomando este valor" 7486' por décimo númtro supuesto,

Tom. L ' 32
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da —49 1 S 48 1 2 3 de error; y como ann es negativo, hallo la

corrección al 7486, multiplicando dicho error por

74^6— 10000=—a5i4; lo que da por producto

-1-1735651978708. Dividido esto por la diferencia de los dos

errores mas próximos de signos contrarios, que es

+250840703500, obtengo 4,9 para Ja corrección; que, agre

gada al 7486, da 7490,9.

Tomando 7491 para undécimo número supuesto, da

—113014522 de error; y como es todavía negativo, hallo la

corrección al 749't multiplicando dicho error por

7491—10000=—a5og; lo que da -)-28i6o45og3o8. Dividido

esto por la diferencia de los dos errores mas próximos de sig

nos contrarios, que. es +250461169900, da 1 para la correc

ción; que, agregada al 7491» se tiene 74ga.

Tomando este valor 74gs por duodécimo número supues-

ío,*da —4lia'':l70 ^e errori y como es negativo y. menor que

el error del 10000, hallo la corrección al 7492i multiplican

do este error por 74g2— 10000=— a5o8, loque da

+io3 1 447o1 *"sto lo divido por. la diferencia de los dos

errores mas próximos de signos encontrados, que es

+25o3go2820o8, y obtengo 0,4 para la corrección; que, agre

gada al 7492» aa 7492»4-

Tomando este valor 7492,4 por décimotercero nú

mero supuesto, resulta —33618730,896 de error; y como

todavía es negativo y menor que el del 10000, hallo la

corrección al 7492,4 , multiplicando este error por

7492,4—10000=—2507,6; lo que da por producto

-f-84302329594,8096. Esto lo divido por la diferencia

de los dos errores mas próximos de signos contrarios,

que es 250382764108,896, y hallo 0,3 para la correc

ción; que, agregada al 7492,4, da 7492,7.

Tomando 7493 por decimocuarto ' número supuesto;

y sustituido este valor en el primer miembro de la

(ec. 16), lo reduce á o; por lo que se infiere que el nú

mero 7493 es (170 e) una de sus raices: habiendo ob

tenido este resultado con siete supuestos menos. Si antes

de empezar á encontrar las correcciones, hiciéramos el

supuesto «=8000, hallaríamos -4-3 239 1243378 de error;

y siendo ya positivo , se obtendría mas brevemente la

raíz , combinando este supuesto con el del 5000 ; y aun

se llegaría á obtener mas pronto, haciendo el supuesto
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«=7000, y tomando por dos primeros supuestos el

7000 y el 8000. Todo lo cual corrobora la excelencia é

importancia de este nuevo método (*).

(*) En las páginas IXy X del prólogo de la segunda

edición del Tomo II P. II de mi Tratado Elemental de

Matemáticas, que contiene el Cálculo Diferencial é Integral,

manifesté , que en todas ocasiones había procurado evitar

el escollo en que habían caído algunos escritores, según

A' Alembert, por creer que les resultaba más ventaja de poner

alguna piedra en lo mas alto del edificio científico, que de fa

cilitar la entrada. Y siguiendo constante en mi propósito de

preferir siempre las investigaciones que conducen d resul

tados útiles, tanto en las Ciencias como en las Artes y en

todas las circunstancias de la vida, mi objeto principal , en-

cuantas investigaciones rne he propuesto , ha sido el simpli

ficar los métodos, para que la instrucción se generalice y pro

pague cual conviene , mayormente entre nosotros, Y en la

parte, que ahora llama nuestra atención , me parece no

haber sido del todo infructuosos mis esfuerzos ; pues creo

haber simplificado la' resolución de las ecuaciones numéricas

hasta el punto de. resolverse las mas difíciles, como se ve en

las (ees. 11 y ai* §197 dd), por los discípulos de las Es

cuelas Normales , de los que algunos carecían de todo cono

cimiento de lectura catorce meses antes.

Mas, teniendo en consideración por otra parte , que se

critica á Neutoií, y con razón , el haber ocultado el camino

que había seguido en sus descubrimientos , me ha parecido

conveniente hacer aquí algunas indicaciones acerca del me

dio que me ha conducido á este importantísimo procedi

miento , por el influjo que esto puede tener en los progresos

de las Ciencias,

A pesar de todo el grado de sencillez, con que lo expongo,

independientemente de todo conocimiento sublime ; sin em

bargo , para llegar á este grado de simplicidad , he sido con

ducido por las mas profundas meditaciones sobre los pun

tos de mayor trascendencia; y todo estose halla enlazado con

las idéas que me condujeron á los nuevos é importantes re

sultados , que obtuve y publiqué en la segunda edición del

espresado volumen , y que especifico en su prólogo bajo los

números 2.0 4.° 6." y 7.0 Y para dar alguna idéa sobre este

particular , me valdré de la oportunidad de este ejemplo,

haciendo algunas reflexiones acerca del modo con que he re

dactado la regla ( 197 p^. Queda demostrado ( 197 \) nn
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Resolución de las ecuaciones de cuarto grado.

1 97 ee. Nos propondremos por primera ecuación

del 4? grado , la x4—^6x3—g^Ü86x2-^-g5o^ 10884*

—15886226147=0(17). Supongamos ,r=i ; y sustituido

este valor en el primer miembro de dicha ecuación, re-

ser cierto lo que suponen los Autores, de que un error menor

indica que el valor quejo produce se halla mas próximo at

verdadero valor de la incógnita ; lo cual lo comprobamos- ulli

con los resultados de la (ec. 1 ); y ai/ui en la (*tc. 16) se ve

que los menores errores son los que producen los supuestos

6,1 y *>•>> cuales distan bien considerablemente del

verdadero valor 74g3 de la incógnita. Sin embargo, una

gran parte de nuestra regla estriba en cierto modo bajo

el mismo principio. Un efecto , el decir que se busque siem

pre la corrección al número que produce el menor error nu

mérico , supone tácitamente que él es el que se halla mas

próximo á la verdadera raiz ; y es de la mayor importan

cia el demostrar que nuestra regla no reposa en ningún

principio, erróneo ; y el dar á conocer en qué casos un error

menor es indicio de irse acercando él número supuesto al

cerdadero valor de la raiz , y en qué otros se verifica lo con

trario.

Lo que llamamos correcciones ó errores , que dan las

ecuaciones por los diferentes valores que se supongan á las

incógnitas , no es mas que determinar los valores de las or

denadas de una curva en que haga de abscisa la incógnita

de la ecuación ; y que el primer miembro de la ecuación pro

puesta fuese el valor de la ordenada de la curva que se con

sidera. En cuyo caso , los valores de z , que son raices de la

ecuación , serán los que marquen los puntos en que la curva

corte al eje de las x , que es el denominado de las abscisas.

Cuando una curva continua llega á cortar al eje de las abs

cisas , se va acercando por grados mas ó ménos sensibles d

dicho eje, en cuyo caso las ordenadas van disminuyendo;

y cuando la curva pasa del punto en que corta el eje de las

abscisas , se va separando de dicho eje , y van creciendo sus

ordenadas , bien sea indefinidamente si no vuelve á cortar

al espresado eje , ó bien hasta que después vuelvan á dismi

nuir para irse acercando la curva al eje de las abscisas si le

ha de volver á cortar.

Contraído esto ahora á los errores ó equivocaciones , re

sulta que cuando ¡os supuestos , que se vayan dando á la x,
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«ulta —14936454144 para el error. Suponiendo #=2,

resulta —13985187475 de error; y como es menor que

el del supuesto 1 , hallaré la corrección al 2. Para esto,

multiplico su error por la unidad positiva, lo que da

—13935187475. Esto lo divido por la diferencia de los

errores , que teniendo presente lo dicho (112) es

—951266669; y suprimiendo tanto en el dividendo co

se aproximen á los verdaderos valores de la raíz, los erro—

res á equivocaciones irán disminuyendo ; luego en este caso

se verifica con toda exactitud que un menor error es señal

de que el valor Je la incógnita que lo produce, se halla mas cerca

del verdadero valor déla raiz; y por esohernos querido aclarar

esto cuando hemos dicho (Z° de la regló) que esto se verifica

en los valores de x que se hallan como en la esfera de actividad

de la raiz ; pero cuando, bien sea porque principien los valo

res de x , ó porque hayan pasado por una raiz , van aumen

tando ios errores ó equivocaciones cuando crecen los valores

de tí, en este caso, se verifica lo contrario; esto es, que

mientras mayores son los errores ó equivocaciones , se va

uno acercando mas á la raiz.

Pero cuando , por valores sucesivos de la incógnita va

resultando, que los errores aumentan numéricamente , si

continuando creciendo los valores de x, ha de haber alguna

raiz , llegará un caso en que los errores ó equivocaciones,

de ir aumentando numéricamente , principien á disminuir;

por lo que, antes de llegar al valor de la otra raiz, habrá

uno de aquellos valores, que se llaman máximos ó mínimos.

Todo esto se comprueba perfectisimamente en la (ec. id);

jr la doctrina de los máximos y mínimos ilustra esto de un

modo muy satisfactorio , y ratifica tanto mas su importan

cia : comprobando que no hemos exagerado nada cuando

hemos recomendado tanto el influjo de su doctrina en el vo-

Ijiinen que se ha citado, y con particularidad en el f§ 6o i J.

focárnoslo. Sea z igual con el primer miembro de la

(ec. íij); y tendrémos z=x3— ySojx^-J-io^gSGx—40462a.

Para indagar si esta ecuación tiene máximo ó mínimo, ha

llaremos el primer coeficiente diferencial según previene la

regla f§ 564 U T. E.) , y tendremos

Si

———=3x*— 1 5o 1 4*+ 10 4í(56.

•1*

Igualando este á cero, resulta 3x*— i5oi4x+io4g!>6=o;
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mo en el divisor los cuatro últimos guarismos , quedan

reducidos el dividendo á —1 398518; y el divisor á

—95126. Practicada la división, resulta 14,7 para la

cerreccion; que, agregada al 2 , da 16,7.

Tomando este valoi 1 6,7 por tercer número supuesto;

da —271482464,2559 de error, y como es menor que

que dividiendo por 3, será x*—Soo4i6 ;x+34g8S,33=o ; y

en virtud de la regla ( i6S_^, tendremos

x=+25oi,33±v/í'25o2,33J'—34985,33=+aSoa,3±

y' G 2 266 70,0989= 250 2,3±24g5,3 ; que, separando los va

lores, resulta x=7 , y 21=4997,6.

Para ver si en estos valores de x, hay máximo ó míni

mo , haremos uso de dos de los tres métodos de verificación

que hemos manifestado f§ 56 4 II T. E.J pueden emplear

se. Para hacerlo ver por el primero , observaremos que el

supuesto x=6 , da de error —44922; e' x=7 da —3743o;

el X—8 \ da —54gio; donde se ve que el error correspon

diente al supuesto 7 es menor numéricamente que el valor

que le precede y que le sigue , lo que es señal de ser un mí

nimo ; pero como estos valores son negativos , en virtud de lo

manifestado f§§ 563 y 601 '// T. E.J, resulta que el valor

correspondiente á x=? es un verdadero máximo.

Mearnos lo que resulta en el otro valor 4997'^' ^ su~

puesto x=4997 1 da —62125562080; el x=4997>6 , da

—63370260748,544; / el x3=4998 da —62228574570; y.

siendo el error del 4997,6 mayor numéricamente que los que

inmediatamente le preceden y siguen , es serial de haber

máximo; pero corno estos valores son negativos , resulta que

en virtud de lo espuesto f§§ 563 / 601 // T. E.J será un

verdadero mínimo. Para emplear el tercer método de verifi

cación , hallaremos el segundo coeficiente diferencial , que

d'z

es =6x— i5oi4*

dx*

i'z

Si sustituimos 7 por x, se nos convierte en =4a~■

dx*

i5oi4=— 14972; que como no desaparece, y es negativo,

indita que cuando x=y hay máximo, ó lo que es lo mismn

56» y 601 // T. E.) mínimo negativo ; sustituyendo
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todos, hallará la corrección al 16,7. Para esto, multi

plico dicho error por 16,7—2=14,7, y obtengo

—3990792224,56173. Este producto lo divido por

la diferencia de los dos menores errores , que es

13717001410,7441. Suprimiendo en ambos cinco guaris

mos enteros, ademas de los decimales, quedan reducidos,

4997,6 por x en dicho segundo coeficiente diferencial , se

nos convierte en -1-14971,6; que corno no desaparece y es

positivo, manifiesta , i/uc cuando x es igual con 499 7»6 » e^

valor de z ó de la equivocación es un mínimo, ó ¡o que es lo

mismo un máximo negativo f§§ 563 y 6o i // T. E.J.

De todo esto resulta, que mientras los supuestos pasen

de 499 7»6 , ya por la regla general de ir calculando por los

dos menores errores , podremos encontrar la verdadera raíz.

El valor 7 de x es justamente el término real de las rai

ces imaginarias ( 169 y i~,o) del factor x*— i4x+54=o, y

este es el motivo de aparecer esas irregularidades. Por lo

cual , cuando estas se presenten , se ha aconsejado , que se

hagan supuestos distantes hasta encontrar dos errores de

signos encontrados ; y luego proceder , siempre hallando la

corrección al número supuesto que da el menor de los dos er

rores numéricos , entre los dos errores de signos encontrados

mas próximos.

Esta regla podría muy bien servir esclusivamenle, asi

como la de tomar por primeros dos supuestos el 1 y el 10,

que también se calcula con facilidad; pero, en muchas oca

siones, se obtendrían los resultados con mas penalidad. Y

en el Ínterin que no se hayan resuelto mayor número de

ejemplos, me parece que la regla, conforme está, conduci

rá al objeto que se apetece. Por lo demás , esta especie de

irregularidad que se nota, es la circunstancia mas reco

mendable del método; pues esto indica, que en las inmedia

ciones de los valores que las producen , hay alguna particu

laridad que debe llamar la atención , de las que hemos dis

cutido y aclarado muchas , el ocuparnos en la segunda edi

ción del espresado volumen de nuestro Cálculo Diferencial

¿ Integral , de lo que hemos espresado allí por valores estre

ñios, valores aislados ; y cuándo se deben considerar el cero

y el infinito como de tránsito donde mude la naturaleza de

las cantidades ; y de que 110 todo valor cero es un mínimo,

ni todo valor infinito un máximo , asi como al tratar de los

puntos de inflexión etc. etc.
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el dividendo í —39907, y el divisor í —137170; j

ejecutando la división, resulta 0,29 para la corrección;

que, añadida al 16,7, da 16,99.

Ahora, en cualquier cálculo que encontrásemos un

valor de esta-naturaleza , si la unidad , á que se refiere,

no era de una importancia muy estraordinaria , debe

ríamos reputar la parte decimal por una unidad ; y en

su consecuencia, tomaremos por cuarto número supuesta

el 17. Y como sustituido en el primer miembro de di

cha ecuación, se convierte en o, resulta (170 e) que

17 es una de sus raices. Dividiendo el primer miembro

de la (ec. 17) por x— 17, é igualando á cero el cocien

te, resulta x3—979a:2—954529aH-93448389i=:o(i7);

y como las raices de esta, las tenemos ya sacadas (1 97 bb\

pues es la ( ec. 11), inferimos que las cuatro raices de

la (ec. 17) son x~\ 7,^=977,^=979 y x=—977.

Propongámonos por 2? ejemplo de ecuaciones de 4?

grado, la x4— 1 4*-3-t-52a;2-t-2 8#—108=0 (18).

El supuesto x=i , da —41 de error. El supuesto

, da -+-66 de error. Y cémo este es mayor, debe

mos buscar la corrección al 1 , que resulta ser 0,38 ; y

agregada al 1 , da 1,38.

Tomando este valor 1,38 por tercer número supuesto;

resulta—3,49746864 de error; y 0,035 para la correc

ción; que, agregada al 1,38 , da 1,415.

Tomando este valor 1,415 por cuarto número su

puesto , resulta -+-0,0805272700625 de error ; y

—0,000824 para la corrección; que, agregada al 1,45,

da 1,414176, que podemos reputar en 1,4142 que ya

conocemos (197 í) ser la raiz de 2. Dividiendo el pri

mer miembro de la (ec. 1 8 ) por x —1,41 42, é igualando

el cociente á cero, resulta x3— 1 2,5858a;2.

-+-34,201 161 64^4-76,36728279 1 288-no (18).

Para mayor sencillez , y sin perjudicar á la exacti

tud , podremos suprimir los guarismos decimales , que

siguen al cuarto, en' los dos últimos números; pero en

el penúltimo añadiremos uua unidad al cuarto guarismo;

porque el siguiente es mayor que 5; y no lo haremos al

cuarto guarismo del último término , porque, aunque es
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8 el que le sigue, como tiene el mismo signo que el

término anterior, si añadiésemos una unidad al cuarto,

resultarían dos aproximaciones por exceso.

En este concepto, quedará reducida la ecuación á

a3—i2,5858*2+34,20i2*-H76,3672=:o (i8"). ^

Suponiendo x^i , resulta 98,9826 de error. El su

puesto ¡5=2, da +102,4264 para el error ; y resulta

—28,7 paia la corrección al 1. La cual, agregada, le

convierte en —27,7.

Tomando este valor —27,7 por tercer número supues

to, resulta —31786,947522 de error; y como es mayor

que todos , indica que nos hallamos en el caso del núme

ro 8? de la regla. Para continuar, como se previene en

dicho número, harémos x==io, lo que da -4-159,7992

de error. Suponiendo a==ioo, resulta 877638,4872 de

error; y como suponiendo #=1000, armoooo etc. iría

mos teniendo valores positivos mucho mayores , resulta

que en este sentido no debemos esperar cambio de signo.

Por lo cual, harémos negativos los supuestos.

Suponiendo x——1, resulta -4-28,5802 de error. Su

poniendo xzi—10, resulta —2524,2248 de error; y como

ya tenemos cambio de signo , pues este es negativo y el

anterior era positivo, debemos inferir (8? de la regla),

que hay al ménos una raiz de la ecuación entre el —1 y

el —10. Y como el error que da el —1, es menor que

el que da el —10, debo hallar la corrección al —1. Para

esto, multiplico su error -1-28,5802 por — 1——10=

—i-t-io=-»-9; y dividido el producto -+-257,2218, por la

diferencia de los errores, que es —2524,2248—28,5802=

—2552,805, resulta—-0,1 para la corrección ; que, agre

gada al —1, da —1,1. .

Tomando ■— 1,1 por tercer número supuesto, da

-4-22,186061 de error; y —0,34 para la corrección al

—1,1; que, agregándosela, da -»-r,i—0,34=—1,44.

Tomando —1,44 por cuarto número supuesto, resulta

—1,9664 de error; y -t-0,027 para la corrección; que,

agregada al —1,44, da —1,413.

Tomando —1,413 por quinto número supuesta, da

-4-0,0914 de error; y —0,0012 para la corrección;

Tom. I. 33



2j8 ÁLGEBRA.

que, agregada al —1,413 , da —1,4142 ; cuyo valor nu

mérico siendo la raiz cuadrada negativa del 2 , inferimos

que esta es otra raiz de la ( ec. 18 ).

Dividiendo ahora el primer miembro de la (ec. 18")

por «-1-1,4142 ; no podemos ménos de admirar la exacti

tud del método j pues resulta — 1 4^+54 por cocien

te exacto , sin mas equivocación en la resta que cuatro

diez milésimas. -Luego las raices de la (ec. 18) son

«=1,4142, y *=—1,4142; y las otras dos son las de la

(ec. 8. <j 197 t); y como 1,4142 es la raiz de 2, re

sulta que la ( ec. 18) tiene dos raices inconmensurables

y dos raices imaginarias.

Resolución de las ecuaciones del quinto grado.

it)- ff. La primcia ecuación del 5." grado, i que aplica

remos nuestro método, es la siguiente:

xs— 10 1 3a;4 — 9^095 4a.3 + 966654946** — 3 2o483 1 1 1 75.r

+a70o65844499=0 (>9^
Con el fin de resolverla, supondremos x¡=i; y sustitu

yendo este valor en su primer miembro, se convierte en

a389832663o4> que será el error ó equivocación. Supon

gamos ar=j; y sustituido este valor en dicho primer miem

bro, resulta 109828458125, que será el error ó equivoca

ción; y como es menor que. el anterior, debo hallar la cor

rección al 2. Para esto, multiplico su error 209828458125,

por la unidad positiva; lo que da el mismo número; y di

vidido por la diferencia de los dos menores errores, que es

39154808179, se halla 7 parala corrección; que, agregada

al 2, resulla 9.
Tomando este, valor 9 por tercer número supuesto, resul

ta 5925264214° de. error; y como es menor que. todos los

anteriores, debo hallar la corrección al 9. Para esto, mul

tiplico dicho error por la diferencia entre 9 y 2, que. es 7,

lo que da 4<4'6849498o; y dividido esto por la diferen

cia de. los dos menores errores, que es i5o5 758 «5985, re

sulta 2,7, que, como el guarismo decimal es ya mayor que

5, se. tomará 3 para la corrección; y agregada al g, se

tiene 12.
Tornando este valor 1 2 por cuarto número supuesto, da

23072257075 de error; y siendo menor que todos los ante

riores, debemos hallar la corrección al 1 2. Para determi-

uarla, multiplico este error por ia—9=3; lo queda
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69216772125$ y dividido esto por la diferencia de los dos

menores errores, que es 36i8o3847S5, se tiene 1,9 para la

corrección; que, agregada al 12, da i3,g.

Tomando i 4 por quinto número supuesto, resulta

8288382105 de error; y como es el menor de todos, halla

ré la corrección al Para esto, multiplico este último er

ror por 1 4— 12=2; loque da por producto 16576764210.

Esto lo divido por la diferencia de los dos menores errores,

que es 14783875270; y obtengo 1 para la corrección; que,

agregada al 14, da i5.

Tomando este valor i5 por sesto número supuesto, da

4768996024 de error; y como es el menor de todos, hallaré, la

corrección al i5. Para esto, multiplico dicho último error,

por i5— 14— «; lo que da el mismo producto; que dividido

por la diferencia de los xlos menores errores, que es

35 ig3f?5 781, resulta i,3 para la corrección; que, agrega

da al i5, da 16,3.

Tomando este valor i6,3 por séptimo número supuesto,

da 45o i 4 79 5 1 ,3g3 1 3 de error; y siendo menor que todos los

anteriores, deberé buscar la corrección al 16, 3. Para eslo,

multiplico dicho error por 16, 3— i5=i,3 ; y dividido el pro

ducto 585192336,798069, por la diferencia de. los dos me

nores errores, que es 4310848372,61687, resulta 0,12 para

la corrección; que, agregada al 16, 3, se tiene 16,42.

Tomando este valor 16,42 por octavo número supues

to, da 269169751,4362094422 de error; y como es el me

nor de todos, debo hallar la corrección al 16,42. Para

esto, multiplico dicho error por 16,42— 16,3=0,12; lo que

da por producto 323oo370, 1 7 1 345 i33 184; el cual dividido

por la diferencia entre los dos menores errores, que es

180978199,9469205568, da 0,18 para la corrección; y agre

gándola al 16,42, resulta 16,6.

Tomemos este valor 16,6 por noveno número supuesto;

y sustituido en el primer miembro de la misma ecuación, da

+158935292,90496 de. error; y como es menor, hallo la cor

reccional 16,6, multiplicando su error por 1 6,6— 16,42=0,18;

lo que. da por producto +28608352,7228928. Esto lo divido

por la diferencia de los dos errores, que es

-(-i 10234558,53 1 249443; y obtengo 0,2 para la corrección;

que, agregada al 16,6, da 16,8.

Tomando 17 por décimo número supuesto, y sustituyén

dole en el primer miembro de la (ec. 19), se convierte, en

o; por lo que, en virtud de lo espuesto ( 1 70 e ), resulta

que 17 es una de las raices de la (ec. ig).

*
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Para encontrar las demás, dividiré el primer miembro de

la ecuación primitiva (19) por x— 17; é igualando á cero el

cociente, resulta

x*—996X3—937886x'+a.5o7 10884*—158862261 47=0.

Y como esta es la (ec. 1 7), que tenemos ya resuelta

('97 ee)> y sus raices son a:== 17,07=9 7 7,^=979 y x=—977,

resulta que la (ec. ig) tiene dos raices iguales con 17; dos

raices iguales en valor numérico 4977, pero una positiva y

otra negativa; y por último una raiz positiva igual con 979.

Por lo cual, en virtud de lo espueslo (170 s), resulta que el

primer miembro se. podrá descomponer cu factores del modo

siguiente : (x— 1 i)\x—9 7 7)(.r+97 7>(«—9 79>—°«

Los que efectúen este producto, hallarán el primer miembro

de la (ec. 19); y quedarán plenísimamente convencidos de

que nuestro nuevo método es completo.

197 gg. Para a.° ejemplo de ecuaciones de 5.° grado, ele

giré la x^+x^+x-\- 1=0(20).

El supuesto x=i da +4 de error. El supuesto x=a da

+5i de error; y resulta—0,08 para la eorreccion al i; que,

agregándosela, da -1-0,92.

Tomando 0,9 por tercer numero supuesto, resulta

3,i465g de error; y —o, 36 para la corrección; que, agregada

al 0,9, da 0,54.

Tomando o, 5 por cuarto número supuesto , resulta

1,6875 de error, y —0,4 para la corrección; que, agregada

al o,5, da 0,1.

Tomando o, 1 por quinto número supuesto, resulta

1,10011 de error; y —0,75 para la corrección; que, agregada

al 0,1, da —o, 65.

Tomando —o , 65 por sexto número supuesto, resulta

0,412127 de error; y —Q,44g para la corrección; que, agre

gada al —o,65, da — 1,099.

Tomando — 1,1 por séptimo número supuesto, resulta

—0,34641 pa¡-a el error, y -(-0,2 para la corrección; que,

agregada al — 1,1, da —o,g.

Tomando —0,9 por octavo número supuesto, resulta

o,i656i de error; y —o,oG4, para la corrección; que, agrega»

gada al —o,g, da —0,964.

Tomando —0,964 por noveno número supuesto, resulta,

0,06713 de error; y —o,o43 para la corrección; que, agre

gada al —0,964, da —1,007.

Tomando — 1 por décimo número supuesto, y sustitui

do en el primer miembro de la ecuación, resulta o; por lo

que el —1 es raiz de la (ec. 20); y dividiendo su primer
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»
miembro por x+i, é igualando á cero el cocienle, resulla

*4+i=o; cuyas raices podríamos deducir por nuestró mé

todo, según lo hicimos con la (ec. 7), que eran imaginarias, y

también por lo manifestado (1S1); pues trasladando y extra-

4

yendo la raie cuarta, resulta x=±\/— 1

Resolución de las ecuaciones numéricas superiores al

quinto grado,

ig7 hh. Para último ejemplo, por ahora, de resolución

de ecuaciones por este nuevo método, nos propondrémos la

ecuación del séptimo grado siguiente

x7—5 i.rfi—587a5+4 1 777x4+83723*5— 7 105993*"

—3o55689*+a53887i7g=o (21).

Para aplicarle el método, supondrémos x=i; y sustitui

do este valor en su primer miembro, resulta 24385530o de

error. Sustituido 2 por x en el mismo primer miembro, da

220708125 de error. Y siendo este menor que el del 1, de

beré multiplicar el error procedente del supuesto 2 por la

unidad positiva ; lo que da por producto el mismo error

220708125. Esto lo dividiré por la diferencia entre los dos

menores errores, que es 23i47235, y obtengo 9 para la cor

rección; que, agregada al 2, da 11.

Tomando este valor 1 1 por tercer número supuesto, da

—7520256o de error; que siendo menor que lodos, debemos

buscar Ja corrección al 11. Para esto, multiplico este er

ror por la diferencia de los dos números que producen los

dos menores errores, que es 11— 2=9. Hecha la multiplicación,

resulta —676823040. Dividido esto por la diferencia de los

dos menores errores, que (112) es 2959 io685, se tiene —2, a

para la corrección; que, agregada al 11, da 8,8.

Tomando g por cuarto número supuesto, da —G740377G

de error; que siendo el menor, debo hallar la corrección

al g. Para esto, multiplico su error por 9—11=—2; lo que

da por producto +134807552; el cual dividido por la di

ferencia de los dos menores errores, que (112) es— 7798784,

resulta para la corrección — 17,2. La cual, agregada al 9, da

9—17,2=—8,2.

Tomando este valor —8,2 por quinto número supuesto,

da —323g4o54,5goo4i6 de error; y como es el menor, de

bo hallarla corrección al 8,2. Para lo cual, multiplico este

error por—8,2—9=—17,3; y dividido el producto

+557177738^4871552, por la diferencia de los dos menores
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errores, que (112) es —35 109-21,4099584. resulta — 15 para

la corrccion. La que, agregada al —8,2, da —3,2—15=— 23,2.

Tomando el—23 por sexto número supuesto, y sustituido

en el primer miembro de la ecuación, se reduce á o; por lo

que infiero (170 c) que el —23 es una de las raices de la

( ec; ai ).

197 ii. Dividiendo su primer miembro, por*—(—23)=

Aí-f-2 3 , e' igualando á o el cociente , se tiene

x6—74*5-t-n 1 5#4-f-i6i 32a;3— 282313*2—612794a;

-*- 11038573=0 (21').

Para aplicarle el método, supondré x=i ; y sustitui

do este valor en el primer miembro de la (ec. 21'), da

-+-10160640 para el error. Sustituyendo 2 por x en el

primer miembro, resulta -1-8828325 de error; siendo es

te menor que el del 1 , debo hallar la corrección al 2.

Para esto, multiplico su error por la unidad positiva, y

tengo el mismo error por producto; que dividido por la

diferencia de los dos errores que es 1332 2 15, resulta 6,6

para la corrección-; que, agregada al 2, da 8,6.

Tomando este valor 8-6 por tercer número supuesto,

da —1652081,399107 de error; el cual siendo menor

que todos, hallaré la corrección al 8,6. Para esto, mul

tiplico dicho error por 8,6—2=6,6 ; lo que da por pro

ducto —10903740,5341062 ; el cual dividido por la di

ferencia de los dos menores errores , que (112) es

10480406,899107, da — 1 para la corrección; la cual,

agregada al 8,6, resulta 8,6—1=7,6. •

Tomando este valor 7,6 por cuarto número supuesto,

da —807205,723664 de error; y como es menor que

todos , debo hallar la corrección al 7,6. Para esto , mul

tiplico este error por 7,6—8,6=— 1 , lo que da por

producto -t-807205,723664 ; el cual dividido por la di

ferencia entre Jos dos menores errores , que (112) es

—845876, 176443, resulta —0,9 para la corrección ; que,

agregada al 7,6 , da 7,6—0,9=6,7.

Tomando este valor 6,7 por quinto número supuesto,

da -1-530948,240489 de error; y como es el menor de

todos, hallaré la corrección al 6,7. Para esto, multiplico

dicho error por 6,7—7,6=—0,9 ; lo que da por
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producto —477853,4164401; el cual, dividido por

la diferencia de los dos menores errores , que es

—1338153^64153 , resulta +0,3 para la corrección; la

cual, agregada al 6,7, da 6,7+ .3=7.

Tomando este valor 7 por sesto número supuesto , y

sustituido por x en el primer miembro de la ( ec. 21') le

convierte en o; por lo cuul se infiere (170 e), que el

número 7 es raiz de la (ec. 2 1' ); y también de la (ec. 21).

197 jj. Para encontrar las demás raices, divido el

primer miembro de la (ec. 2j') por x—7; é igualado el

cociente áo, resulta xs—67*4-r-646*3-r-2o654K2

—137735*—i576939=o ( 2

En este estado, recibí aviso de que en la imprenta

hacía falta el original; por lo que, no habiendo el tiempo

necesario para determinar las cinco. raices de esta rilti-

tima ecuación, las pondré en el apéndice que se inserta

rá al fin del segundo volumen de esta obra , según he

ofrecido en la nota del (n? 8?) de la regla (§ 197 />.).

La premura del tiempo no me ha permitido hacer por

mí mismo ningún cálculo relativo á estas (ees. 2 1 y 2 1 ');

pues lo que acabo de insertar, lo he puesto en la misma

forma que me lo ha presentado el a preciabilísimo jovea

don Agustín Pascual , quien lo ha hecho en unión con

los discípulos de su clase. ( * )

'(**) Tanto para que esto no se tome á exageración, cuanto para

que el público reconozca el mérito de los que se ocupan en adelan

tamientos útiles, y al mismo tiempo se forme una cibal ¡dea del

orden con que se ha procedido en este descubrimiento, no será

inoportuno entrar aquí en algunos pormenores.

De lo espuesto (197 /«) , resulta la necesidad que hay de que to

dos los cálculos numéricos se examinen, verifiquen y eíeclúen por

mas de una persona. Por esta causa , al ocuparme de este asunto,

me puse de acuerdo con el Profesor de Matemáticas dnn Domingo

de Arribas y díceres, quien desde que ejerció en la Universidad

Central de esta Corte el cargo de sustituto de la Cátedra de Cálculo

Diferencial c Integral, dio pruebas nada equívocas ríe sus profundos

conocimientos, para que revisase y realizase cuanto tuviese relación

con esta materia. Y en efecto, principió á ocuparse en esto con aquel

celo y tino que le caracteriza; pero habiendo caído enfermo, y ur

giendo la reimpresión de esta obra, me vi precisado á seguir otro

rumbo, aceptando la oferta generosa que m; hizo don Agustin Pas

cual, Profesor del Real Colegio de Sordo-mudos y también délas Escuc
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Los que deseen imponerse á fondo en este nuevo

método , deberán proponerse como problema el hallar

las cinco raices de la (ec. 21") para comprobar los re

sultados que obtengan con los que insertaremos en el

espresado apéndice.

De las progresiones aritméticas y geométricas.

198 Se llama progresión aritmética una serie ó con

tinuación de términos , tales que cada Uno lleva al que

le precede ó sigue un mismo esceso ó diferencia ; cuando

lleva al que le precede , la progresión se llama creciente;

y cuando lleva al que le sigue, decreciente.

Se llama razón ó diferencia, lo que se debe añadir

(ó quitar ) á un término, para que se convierta en 'el

que le sigue ; aquí se tratará sólo de las crecientes , pues

sus propiedades son las mismas , mudando el signo á la

las Normales; quien, al ofrecerme sus servicios, se mansfestó como

desconfiado de no tener los conocimientos necesarios; pues que

solo poseía los que se adquieren en las cátedras de Matemáticas,

durante un curso, y que gran. parte había ya olvidado. Pero, al

manifestarle yo que para esto no necesitaba unos profundos conoci

mientos, pues que él mismo se pondría en disposición muy en bre

ve de trasmitirlo á los discípulos de las Escuelas Normales, á quie

nes enseuaba , se prestó al momento con el mas patriótico entusias

mo. Principió por poner en claro mis manuscritos; y sin mas espli—

caciones por mi parte , que las correspondientes á lo embrollado de

mis apuntes, al llegar á escribir el séptimo pliego, ya por sí cal

culó, con asombro suyo, varios resultados de las ecuaciones de Neu-

ion y Lagrange; y convencido por este hecho de que se podía hacer

ostensivo el método á sus discípulos, procedentes de las Escuelas

Normales, empezó con ellos á calcular desde la (ec. 19); y como

se ha espresado en el texto, las dos raices de la ( ec. 21 ) han sido

calculadas por el citado joven don Agustín Pascual, y sus discí

pulos, á saber: dan Hermenegildo Gutiérrez , de 1^ años; don

Joaquín Pabia, de II) don Nicanor de Lafuente , de 11; y don

Domingo Soler, de i3. Siendo muy digno de notarse, <\\\<¡don Nica

nor de Lafuente , principió á asistir á las Escuelas Normales el dia

a5 de Noviembre de iS33, sin saber nada absolutamente de lectu

ra : resultando que por los métodos, que se han puesto en práctica en

ellas, en catorce meses, que han transcurrido, esle discípulo ha

aprendido á leer y á escribir, y principiando por las idéas primarias

de los números, ha llegado hasta ejercitarse en resolver ecuaciones

del 7.0 y 6.°grado.



ÁLCBMtA. *¿5

diferencia. Para escribir una.progresión aritmética, se

pone una proporción continua (175), y se continúa como

aquí se ve -r-2.5. 8.1 1.14.17.20.23 etc. Donde el signo

~ indica que cada termino medio se ha de repetir.

Si al primer término le llamamos a, y d á la razón,

la espresion

-r-a.a-+-d.a-i-2d.a+^d.a+^d.a-i-$d...a-+in—i)d=u (A)

será una progresión aritmética general.

De la definición de la progresión aritmética resulta,

que el segundo te'rmino es igual al primero mas la razón;

que el tercero es igual al segundo mas la razón; pero

como el segundo es igual al primero mas la razón, el

tercero será igual al primero mas dos veces la razón; el

cuarto se compondrá del tercero mas la razón . ó del pri

mero mas tres veces la razón; y en general un te'rmino

cualquiera se compondrá del primero , mas tantas veces

¡a razón como términos hay antes de él: que es lo que

espresa la fórmula (A), en que u es el término que se

busca, n el lugar que ocupa en la progresión, a el pri

mero , y d la diferencia o razón.

Con dicha formula (A) se puede hallar un término

cualquiera en conociendo el primero y la razón. Así, si

en la progresión anterior se quiere el término séptimo,

será a=2,d=3,7i=7, y se tendrá

térm? 7?=2-í-(7—i)x3~2-4-6x3=2-1-18=20.

199 De la formación de la progresión se deducen

varias consecuencias.

1? Cuatro términos consecutivos , tomados donde se

quiera, Jorman proporción discreta.

Así, 5.8:11.14.

«? Tres términos consecutivos la forman continua.

Así, -j-5.8.1 1.

3? Dos términos consecutivosformanproporción discre

ta con otros dos términos consecutivos, tómense donde

se quiera; porque. la razón de los dos primeros (que es

la de la progresión) es la misma que la de los dos últi-

timos. Así, 5.8:17.20.

4? Dos términos cualesquiera están en proporción dis

creta con otros dos términos cualesquiera , que disten en-

Tom. I. 34

I
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tre sí tanto como los dos primeros distaban ; porque la

razón en ambas equivale i tantas veces la de la progre

sión como términos hay en medio mas uno.

Así, 5.11:17.33.

5? Tres términos cualesquiera , tales que los dos estre-

mos disten igualmente del medio , forman proporción con

tinua ; porque la razón entre el primero y el medio es la

misma que entre el medio y el estremo; pues ambas

equivalen á tantas veces la de la progresión, como térmi

nos hay entre ellos mas uno.

Así, -h5.14.23.

6? La suma del primer término y último es igual á la

suma de dos términos cualesquiera , equidistantes de los

estremos ; é igual al duplo del término medio , si el nú

mero de términos es impar. Porque el primer término y

el segundo4 forman proporción con el penúltimo y el ul

timo (cons. 3?), y dan (176) que el segundo junto coa

el penúltimo serán iguales con el primero junto con el úl

timo ; el primero y el tercero forman proporción con el

antepenúltimo y último ; y darán , que la suma del pri

mero con el último equivaldrá á la del tercero y ante

penúltimo; y así de los demás.

200 Fundados en esta propiedad, vamos á encontrar

la suma de tantos términos como se quiera de una pro

gresión aritmética. Para esto, sea la progresión general

~a.b.c.d....q.r.t.u;

llamando s la suma de los términos hasta m, que consi-

derarémos ser el último , y observando que la suma no

se altera aunque se escriba al revés , tendrémos poniendo

debajo de la suma ella misma escrita en un orden in

verso :

s=a-+-b-*-c-t-d....q-i-r-*-t-hu\ Y sumando estas ecua-

sz=u-+-t-+-r-\-q....d-i-c-i-b-t-a f ciones será

2s=(a-+-u)-+-(b-+-t)-*-{c-i-r)-h(d-hq). ...

(q-t-d)-+-(r+c)-+(t-i-h)-+{u-i-a).

Y como a-t-u=lrt-tzzc-t-r= etc. (cons. 6?),

sustituyendo se tendrá

1 9=(a-+-u}+-(a-huy+-(a-t-u)-i- (a-t-u)....

(a-{-uy+{a-t-u)+{a-i-u)-i-{a-hu) ;

■
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donde reo que el duplo de la sniaa equivale á tantas

Teces la suma del primer término y último, como térmi

nos hay en la progresión ; luego si llamo n al número de

términos, tendré !¿s=(a-+u)xn;

de donde despejando *, sale

i=i(fiM-M)XB=(a-t-w)xfn ;

que nos dice, que la suma de todos los términos que se

quieran de una progresión aritmética , se halla sumando

el primer término con el último , y multiplicando esto

por la mitad del número de los términos.

Así, la suma de 7 términos de la progresión (198)

será igual á (24-ao)x£=a2X§=:i 1X7=77,

como en efecto se verifica.

aoi Si en la ecuación t¿r:a-t-(«— despejo d, ten-

u—a

dré d— ; la cual dice, que, conocido el último tér

ra—1

mino, el primero y el número de ellos, para hallar la

razón se resta el primero del ultimo, y lo que queda se

divide por el numero de términos ménos uno.

En esto se funda la interpolación de un número cual

quiera de medios aritméticos entre dos números ó canti-

tidades dadas. Así, si quiero interpolar entre 7 y 43 ocho

medios aritméticos, restaré el 7 del 43, y la resta 36 la

dividiré por el número de términos que ha de haber

antes del 43 ; y como entre 7 y 43 ha de haber ocho

medios, habrá ántes del 43 un término mas, á saber, el

primero 7; luego esta resta la deberé dividir por el nu

mero de medios que se han de interpolar mas 1 , esto es,

por 9 , y resultará que ~^-—4 , y los términos serán

-i-7.11. 15. 19.23. 27.31.35.39.43.

202 Se llama progresión geométrica una série d con

tinuación de términos, que cada uno cabe en el que le

precede ó sigue un mismo número de veces ; cuando cabe

en el que le sigue , la progresión es creciente ; y cuando en

el que le precede, decreciente.

Aquí se llama razón al número , por que se ha de

multiplicar un término cualquiera, para que resulte el

que le sigue. Para eicribir una progresión geométriga,

*
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se pone una proporción continua (175), 7 se continúa

como aquí se ve -H^rón 2:24:48:96:192:384: etc.

y escrita con estension será 3:6::6: 1 2::i 2:24::24:48:: etc.

Si espresamos por a el primer término y por q la ra

zón, ~a:aq:aq'!:aq3:aq4:aqs:aq6 aq"~'—u (B),

será una progresión geométrica general.

De la definición de la progresión geométrica resulta,

que el segundo término se compone del primero multipli

cado por la razón; el tercero, del segundo multiplicado

por la razón; pero como el segundo equivale al primero

multiplicado por la razón , el tercero equivale alprimero

multiplicado por el cuadrado de la razcn ; el. cuarto se

compone del primero multiplicado por el cubo de la razón;

y en general, un término cualquiera se compone del pri

mero multiplicado por una potencia de la razón , espre

sada por el número de términos que hay antes de él: que

es lo que espresa la formula (B), en que u es el término

que se busca; n el lugar que ocupa, a el primero, y q

la razón.

La fórmula (B) sirve para calcular un término cual

quiera ; v. g. si quiero hallar el sesto término de la ante

rior, tendré «=6,0=3,5=2,

y será térm? óVz^Xü6-—3X»5=3X32=96.

203 Es digna también de notarse aquí la analogía

entre el lenguaje de las progresiones aritmética y geomé

trica ; pues las propiedades de aquella se convierten en

las de esta, sustituyendo multiplicar á la voz sumar,

cuadrar la razón al duplo ó dos veces la razón ; y en ge

neral formar potencias de la razón á sumar muchas ve

ces la razón; y por lo mismo se verificará, que: 1? cua

tro términos consecutivos forman proporción geométrica

discreta; 2? tres consecutivos la forman continua; 3? dos

términos consecutivos están en proporción con otros dos

consecutivos cualesquiera; 4? dos términos cualesquiera

forman proporción con otros dos cualesquiera , que disten

igualmente entre sí; 5? tres términos equidistantes la

forman continua etc.

204 Para hallar la suma de una progresión geo

métrica , Uamarémos a el primer término , q la razón
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(por consiguiente aq será el segundo), u el último , y s

la suma de todos los términos que buscamos; y obser

vando (202) que todos los términos medios se han de

repetir, resulta que todos los de la progresión serán

antecedentes ménos el último , y por lo mismo la

suma de estos será s—u; todos son consecuentes ménos

el primero , y por lo mismo la suma de estos será

i—a; luego por lo dicho (185, 1?) tendrémos

s—u:s—a::a:aq::\:q;

que multiplicando estremos y medios, nos dará

(5—u)xq=(s—a)xi,ósq—uq—s—a;

de donde sale sq—s=uq—a ,0 ., - ■

uq—a

s(q—i)=uq—a, y (m). • • »

?-i

Lo que nos dice que, para encontrar la suma de una

progresión geométrica, se multiplicará el último térmi

no por la razón; de esto se restará el primero , y la

resta se dividirá por la razón ménos uno. Así, si quie

ro hallar 8 términos de la progresión (202), será

a~2,-¡ 2=2, «1=38.4, y resultará

384x2—3 768—3

suma de 8 términos= -=- =765,

2—1 1

como en efecto se verifica.

Esc. Si en vez de u sustituimos en la formnlá (m )

su valor aq" nos resultará

aq" lxq—a aq"—a a—aq"

8= — = r=¡ (p)j

. q-x f-i. i-g

la cual servirá para hallar la suma de n términos de

una progresión, cuando sólo se conozca el primer tér

mino a y la razón q. •

205 Si en. la formula u—aqn~Y despejo la .j,
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entre dos ndmeros dados; para lo cual, se dividirá el

último término por el primero, y del cociente se estraerá

una raiz. del grado que esprese el número de términos

que ha de haber en iodos menos uno; ó del grado que es

prese el número de medios que se han de interpolar

mas uno.

Eec. i? Si la progresión fuese decreciente, la razón q

sería un quebrado propio, y el término sustractivo aq"

de la íormulá (p) será tanto menor, cuanto mayor sea

el número n de términos que se vayan tomando; y tan

tos se podrán tomar, que dicho término llegtie á ser me

nor que cualquier cantidad dada por pequeña que esta

sea; de donde se sigue, que la diferencia entre el nume

rador de la fórmula (p) y el primer término a de la

progresión, podrá llegar á ser menor que cualquier

a

cantidad asignable; luego (r) es una cantidad á la

i—í

cual se puede acercar todo lo que se quiera la suma de

los términos de la progresión , y nunca puede dicha suma

serjigual con ella. Es, pues, la espresion (r), como verémos

dentro de poco, el límite de la suma de la progresión

decreciente; y aunque se la suele mirar como si en efec

to fuese la suma verdadera, es añadiendo la circunstan-

de que la progresión esté continuada al infinito, pero

como esta es una palabra de cuyo significado no pode

mos formamos una cabal idéa, advertimos que cuando

nos valgamos de esta voz en algunas ocasiones, no que

remos dar á entender otra cosa, sind que la cantidad á

que la apliquemos ha llegado á ser tal, que la diferen

cia entre ella y su límite es menor que cualquier can

tidad dada por pequeña que sea; por consiguiente, la

sustitución del límite en vez de ella sólo se debe mirar

como una espresion abreviada del largo razonamiento que

se debería hacer para darhi á conocer circunstanciada

mente. Esto supuesto, la formula (r) traducida en re

gla bajo estos principios, nos dará que, para encontrar

la suma de una progresión geométrica decreciente, con
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tinuada indefinidamente, se dividirá el primer término

por la diferencia que haya entre la unidad y la razón.

Por esta causa, la suma de la progresión

1 1 1 1 11

•H-i:—:—:—:—: etc. es =—=2. ,

a 4 8 16 1—i i

Ese. 2? En este resultado observamos, que siendo

2 la suma de todos los términos, y 1 el primero, to

dos los términos que siguen al primero no valdrán mas

de 1; siendo la suma total 2, y i-+-|=f la de los dos pri

meros términos, todos los que siguen al segundo val

drán \ etc.; luego en este caso un término cualquiera es

igual á la suma de todos los que le siguen.

Esc. 3? Si la progresión fuese -fri etc-

1 1

cuya suma es s=z ~——|.

l~§ f

se tendrá que como el primero vale 1, los demás val

drán ménos de 1, esto es, el primero y segundo va

len i-f-§=|—f, que para f=§, so'lo le falta £, esto es,

menos de ^; luego aquí un término cualquiera es ma

yor que la suma de todos los que le siguen.

Esc. 4? Si la progresión fuese -j-fi '-s'-^s'-xis'- etc-

1 1

cuya suma es í= ———

i-Í |

se tendrá que valiendo 1 el primer término, los demás

valdrán f-, esto es, mas que el primero; el primero

y segundo valen i-H|=J=fg, que para 2—féi fe fal

tan que es mayor que etc. etc. ;

luego en este caso un término cualquiera es menor que

la suma de todos los que le siguen.

Cor. general. Luego en una progresión geométrica

decreciente, un término cualquiera puede ser igual, ma

yor ó menor , que la suma de todos los que le siguen,

según sea cada término igual, menor ó mayor que la

mitad del anterior.
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De los logaritmos.

so6 Si reunimos dos progresiones, una aritmética jr

otra geométrica , de modo que se correspondan sus tér

minos como aquí se ve:

f-í-4.7.10.13.16.19. 22 . 25 . 28 . 31 . etc.

\-H-3:6: 12:24:48:96: 192:384:768: 1536: etc.

los términos de la aritmética se llaman logaritmos de

los correspondientes de la geométrica, que toman el

nombre de números. Como son infinitas las progresiones

que se pueden elegir, se sigue que es infinita la diver

sidad de logaritmos j pero si entre las progresiones se elige

la aritmética, que principiando por o siga después por

la série de los números naturales, y la geométrica que

empiece por la unidad, enttínces se tiene un sistema de

logaritmos. V. g.

-i-0.1 . 2. 3. 4 . 5 . 6 . etc. ),
, ,° , a , \ íorman un sistema.

■^1:4:16:64:256:1024:4096: etc. )

Donde debemos observar, que los términos de la arit

mética son los esponentes á que se ha de elevar el segun

do término de la geométrica, para producir cualquier

término; pues 64 v. g, es 43, y 3 es el logaritmo ó tér

mino de la aritmética correspondiente á 64; y como

puede elegirse cualquier otro número para segundo tér

mino de la geométrica, resulta que también puede ha

ber muchos sitemas de logaritmos.

Esto entendido, se llama base, en un sistema de lo

garitmos, al segundo término de la progresión geométri

ca , cuyo logaritmo es la unidad, y de cuyas potencias

van resultando los demás; y logaritmo de un número es

el esponente á que se ha de elevar la base para produ

cir dicho número.

207 Sea, pues, a la base de un sistema cualquiera,

x im logaritmo y z su número, y se tendrá

* log.z

log.z, y a ó a ~z;

igualmente , siendo x'—log.z',

, l°g z'
«e tendrá ax/ —a
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1? Si multiplicamos estas dos ecuaciones, tendremos

pero x-hx' es el esponente á que se ha de elevar la base

a, para que resulte el producto zz'$

luego será su logaritmo , y se tendrá x-t-x'=hg.zz';

y como *=log.z, x'—log.z\

sustituyendo, resultará log. z-i-log.z'=log.zz';

que quiere decir: que para encontrar el logaritmo de un

producto se han de sumar los de los factores; y el nú

mero que en las tablas del sistema corresponda á esta

suma, será el producto. Así, si quiero multiplicar 16

por 256, dirédog. 16=2, log. 256=4;

y su suma =6 será el logaritmo del producto;

y como 6 corresponde á 4096, infiero que este es el pro

ducto de 16 por 256, como en esto se verifica.

2? Dividiendo las mismas dos ecuaciones, se tendrá

 

y como ahora x—x es el esponente á que se ha de ele-

z

var la base para producir el cociente 6 niímero—•,

z'

este esponente será su logaritmo, y se tendrá

z z

x—*'=log.—, ó log.z—log.z'=log.— ;

z' z'

que quiere decir, que para encontrar el logaritmo de un

cociente, se restará el logaritmo del divisor del logarit

mo del dividendo; y el número que en las tablas corres

ponda á esta diferencia, será el cociente que se busca.

Así, si quiero dividir 1024 por 16, diré:

log.ioz4=5, log. 16=2;

y su diferencia =3 será el logaritmo del cociente; y como

este 3 corresponde al ndmero 64, este será el cociente; y

se tendrá 1 °g4=Ó4, como en efecto se verifica.

Tom. 1. 35
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3? Si elevamos i diferentes potencias la ecuación an

terior ax=z, ó z=ax, será

de donde sale (por ser nx el esponente á que se ha de

elevar la base a para producir *"), que

log.z"—nx—n\og.z;

que quiere decir, que para encontrar el logaritmo de

una potencia, se ha de multiplicar el logaritmo de la

raiz (o cantidad) por el esponente de la potencia ; y el

número que en las tablas corresponda al producto ha

llado, será la potencia que se pide. Asi, si quiero for

marla tercera potencia de 16, diré : log. [6z=2,

que multiplicado por 3 (esponente de la potencia) da 6;

y como 6 corresponde al número 4096, infiero que

1 6^=4096, como en efecto se verifica.

4? Si de la ecuación z=a* estraemos raices de diferen

tes grados , tendréinos x

VT=V^-a^; V/íF=alr;. . Vl^J/'P^. a " ;

x

de donde sale (por ser — el esponente á que se Ha de

n

n

elevar la base a para producir el número V'z ),

n _ x log.z

que log-V^z=f—= ;

n n

que quiere decir, que para encontrar el logaritmb de una

raiz , se ha de dividir el logaritmo de la cantidad por

el esponente de la raiz; y el número que en las tablas

corresponda á este cociente , será la raiz que se pide.

Así, si quiero estraer la raiz cuadrada de 4096, diré:

^.4096=6, que dividido por 2 (esponente de la raiz)

da 3 ; y como 3 corresponde al número 64, digo que

64 es la raiz de 4096,(5 que \S4-96=64,

como en efecto se verifica.
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208 Como el sistema de numeración sigue su ley cons

tante de diez en diez, también se ha elegido este número

para base del sistema logarítmico mas usual; de modo

que para la formación de las tablas se han reunido las

dos progresiones siguientes:

-~o. 1.2.3. 4 . 5 . 6 . etc.

vr 1 : 1 o: 1 00: 1 00c: 1 0000: 1 00000: 1 000000: etc.

Si en ellas se interpolase entre cada dos términos

un número considerable de medios, los resultados forma

rían dos nuevas progresiones sumamente largas; y to

mando en la geométrica los números naturales 1 , 2 ,

3,4,5 etc. hasta 10000, hasta 108000, (de todas es

tas hay tablas impresas), hasta 200000, (de estas las

hay calculadas, pero no impresas (*) etc. poniéndolos en

(*) Dichas tablas ofrecen el monumento mas grandioso y

admirable. No se han impreso, porque esto exigiría gastos

muy estraordinarios. En estos últimos años se pensó en

ello , cooperando al mismo tiempo los Yngleses y France

ses; pero aun no se ha llevado d efecto, ni aun en estrado.

El manuscrito de dichas tablas se halla depositado en el

observatorio astronómico de París. Yo he tenido la satis

facción de certas el 0.1 de Noviembre de 1828, que Mr.

Mathicu tuvo la bondad de enseñármelas. Las de los lo

garitmos de los números desde 1 hasta doscientos mil com

ponen ocho volúmenes en folio grande. Las de los senos

constan de cuatro volúmenes también en gran folio; y es-

tán calculados los logaritmos de los senos con catorce deci

males, de diez en diez segundos de la división decimal.

Las de las Tangentes constan también de otros cuatro vo

lúmenes iguales á los anteriores: y se hallan calculados con

catorce guarismos decimales los logaritmos de las tan

gentes de diez en diez segundos decimales, ó lo que es lo

mismo de cienmilésima en cienmilésima parte del cua

drante.

Para dar una idéa de estas tablas, pondré aquí el lo

garitmo de un número, de un seno, y de una tangente.

Están divididas en ocho columnas verticales; en la i.a

se halla el número ó el arco; en la a.a el logaritmo que

corresponde, bien sea á dicho número, ó d la linca tri-

»
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columna, y en otra á su derecha los términos corres

pondientes de la aritmética ó los logaritmos , se tendrían

formadas las tablas como vulgarmente se presentan.

En todas las tablas de logaritmos está esplicada su dis

posición particular, y las reglas para manejarlas; y co

mo para entender estas dos cosas, suele aprovechar

mas media hora de viva voz del Profesor , que toda la

esplicacion que se puede poner en un libro de la natu-

leza de este, y por otra parte en nuestro Tratado ele

mental decimos muy circunstanciadamente todo lo ne-

———-— ■ —

gonométrica respectiva; en la 3.a la diferencia primera;

en la 4»a le diferencia segunda , y asi sucesivamente has

ta que en la 8.a se halla la diferencia 6.a

Elegiré el penúltimo logaritmo de la tabla, d saber,

el del número igyggg, que se halla colocado en la cita

da primera columna; el logaritmo de dicho número, que

se coloca en la segunda columna, es

r •

3oioa j 78241 : 8616

En la 3a columna señalada por arriba A' addit.

fes decir, que la primera diferencia es aditiva), hay

»I7"4 I 7783 77

En la 4-a que se seríala por arriba A* soustract. (y

quiere decir, que la diferencia segunda es sustraeUva J,

hay io85 ; 7 3 691.

En la 5.a que se señala A3 soust, hay 1 • o35 • oa.

En la 6.a que se señala A* soust. 1 l 6. Estas dife

rencias son constantes para varios logaritmos.

En l'i 7.a que se señala A^, y en la octava, que se Se

ñala A^ no hay nada en este logaritmo; y quiere decir

que las diferencias estas no tienen ningún guarismo en el

lugar entorte; pero debe haber en los primeros números

de la tabla.

Para dar un ejemplo de un seno, elegiré el que cor
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cesario para la inteligencia y uso de las de D. Tadéo

Lope y Aguilar, que son de las que nos servimos, tan

to en aquella obra como en esta, para todas las opera

ciones: y como esta misma esplicacion conviene á las

otras tablas que hay publicadas, omitiremos aquí todo

esto, y sólo hare'mos algunas observaciones.

209 Puesto que 10o— 1 , y io^io, vemos que log.i

rro, log. 10=1 j luego el logaritmo de todo número

díjito , como 2,3,4, etc. ha de ser mayor que o y

y menor que 1; esto es, será un quebrado decimal.

responde al arco de 5o grados decimales , que equivalen á

45 de la división de la circunferencia en 36o partes 6 gra

dos : y tomando por unidad el cuadrante, pone en la pri

mera columna, que tiene por arriba arcos 1 o,5oooo; por

que cincuenta mil decenas de segundos decimales equi

valen á los cincuenta grados de dicha división.

En la a.a columna se pone el logaritmo del seno , que

es t,84948 : 5ooai Í6798; en cuja espresion , el trazo

que hay sobre la característica 1 , indica, que dicha ca

racterística es negativa ; porque no se han puesto en

estas tablas, corno en las de Callet y otros, los comple

mentos logarítmicos cuando los logaritmos son negativos.

En las columnas siguientes se hallan las diferencias lias-

ta la 6.a.

El logaritmo de la tangente de 4o grados de la di

visión decimal, que equivalen á 36 de la sexagesimal, que

en dichas tablas se señalan por o,4oooo, es

• •
ij 86126 • 10407 : ogo4-

Pero estas tablas no solo presentan el monumento

mas grandioso bajo el aspecto científico , sino también

bajo el aspecto industrial ; pues haciendo una feliz apli

cación de la división del trabajo , se encargó su forma

ción á los peluqueros de París, cuando no teman que

trabajar ■• resultando que este importantísimo y trascen

dental trabajo , que estriba en la parte mas- sublime del

cálculo , se dispuso por los Sabios de un modo tan senci

llo, que pudiesen ejecutarlo personas , que no sabían ape

nas mas que sumar y restar.
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Igualmente, como io'=io y io3=ioo, se inferirá que

el logaritmo de todo numero de dos cifras, desde 1 1

hasta 99 inclusive, ha de ser mayor que 1 y menor que

2, esto es, será un entero y un quebrado decimal. Del

mismo modo se inferirá que el de todo número de

tres cifras, desde 101 hasta 999 inclusive, será mayor

que 2 y menor que 3; esto es, dos enteros y un que

brado decimal. Y en general, que el logaritmo de to-

( do ndmero compuesto ( escepto la unidad seguida de

ceros) consta de tantas unidades en enteros, como ci

fras tiene el número me'¡:os una, y de un quebrado de

cimal, si el número es la unidad seguida de ceros, su

logaritmo consta de tantas unidades corno ceros acom- ■

pañan á la unidad, y el quebrado decimal es cero.

210 El número que espresa los enteros en los lo

garitmos se llama característica, y el quebrado de

cimal se llama mantisa.

Luego dado un número, se puede conocer inmedia

tamente la característica de su logaritmo (209)5 y

dado un logaritmo se puede saber inmediatamente las

cifras que ha de tener el número en enteros, que son

tantas mas una como unidades tensa la caraterísti-

tica; por esta causa se suele omitir la característica en

algunas tablas.

sil Logaritmos de los números que crecen en pro

gresión décupla tienen una misma mantisa; porque

han de resultar de la suma del logaritmo del menor

con el de 10, 100, 1000, etc.

que son 1, 2, 3, etc. sin mantisa. V. g. la mantisa de

23 es la misma que la de 230, de 2300, de 23000 etc.;

porque

230=23x10, y (<j 207, 1?) log. 230—log.23-t-log.10;

2300=23x100, y log. 2 300=lpg.2 3-f-log. 100.

De donde resulta, que si se añade una unidad á

la característica de un logaritmo, corresponde á un nú

mero diez veces mayor, 6 equivale á multiplicar por

diez dicho número ; si se añaden dos unidades , equiva

le á multiplicar por 1 00 el mismo número ; y así sucesi

vamente. Y si se quita una unidad á la característica
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de un logaritmo , equivale á haber dividido su número

por 10; si se le quitan dos, equivale á haber dividido

su número por i oo, etc. etc.

212 Se llama complemento aritmético de un número,

lo que le falta para valer la unidad seguida de tantos

ceros como cifras tiene dicho número. Así, el comple

mento de los números díjitos es lo que les falta para

i o; el de los números de dos cifras , es lo que les fal

ta para 100, etc. De donde se sigue que, para hallar el

complemento aritmético de un número cualquiera, se

restará lá cifra de las unidades de i o, y todas las demás

de 9 ; ó al contrario , que es lo mejor, se restará empe

zando por la izquierda, cada guarismo de 9, y el últi

mo significativo , ó el de las unidades, de 10. Así, si

quiero hallar el complemento de 357, diré: de 7 á 10

van 3; de 5 á 9 van 4; de 3 á 9 van 6; y tendré que

compl. arit. de 357=643;

ó empezando por la izquierda, diría : de 3 á 9 van 6 ; de

5 á 9 van 4, y de 7 á 10 (porque es el último) van 3,

y tengo 643 como antes; y haciendo la resta por el mé

todo ordinario (32) como aquí se ve ( M ) : se halla lo

mismo.

Si quiero hallar el de 8940, diré, empe- (M)

zando por la izquierda : de 8 á 9 va 1 ; de 1 000

9 á 9 va o; de 4 á 10 (porque es el últi- 357

mo significativo) van 6 ; de o á o , va o; y

tengo compl. aritm. 8940=1060. 643

213 Se llama también complemento logarítmico de

un número al complemento aritmético de su logaritmo.

Así, si quiero hallar el complemento logarítmico de

85436 buscaré su logaritmo, y encontraré que es

4,9316409;

y hallando el complemento de este, diciendo de 4 á 9

van 5; de 989 va o; de 339 van 6 ; de 1 á 9 van 8;

de 6 á 9 van 3 ; de 4 á 9 van 5 ; de o á 9 van 9 ; de 9 á

10 va 1 : tendré que s

compl. log. 85436=5,0683591.

214 El complemento aritmético convierte la opera

ción de restar en sumar; para lo cual se suma con el mi
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nuendo el complemento aritmético del sustraendo; y en la

suma se rebaja la unidad ( ó unidades ) correspondiente

al complemento; estoes, en las decenas, si el complemen

to fué á 10; en las centenas, si el complemento fué á

ipo etc. Así, si quiero restar 438 de 787, (A)

con el 787 sumaré (A) el complemento de 787

438 que es 562, y en la suma 1349 tacha- 562

ré el millar, y me quedará la resta verda-

dera 349. *349

Esto se funda en que, en vez de quitar de 787 el

438, le añado lo que le falta para mil; luego no sólo

tendré que quitar el 438, sino ademas el 562 ; y como

todo compone 1 000 , por eso se borra en la suma, don

de corresponde, la unidad del complemento.

215 La importancia del complemento es cuando hay

que hacer sumas y restas á un mismo tiempo con las

cantidades; pues entdnces sumando los complementos

de las que se han de restar, y rebajando las unidades

donde corresponda, con una sola operación se hacen to

das. Esto es lo que sucede en las proporciones, en que

se quiere calcular el cuarto término por logaritmos; pues

como su logaritmo se compondrá de la suma de los

logaritmos de los medios , ménos el logaritmo del prime

ro: en vez de sumar y restar, se suma con los logaritmos

de los medios el complemento logarítmico del primero, y

rebajando la decena en la característica , se tendrá el

logaritmo del cuarto término. Así, si quiero hallar por

logaritmos el cuarto término de esta proporción

864:i329::4Ó35:*,

con log. 1329= 3,1 235250

sumo ^.4635= 3,6660497

y. . . . compl. log. 864= 7,0634863

y tendré Iog..ic=t3,353o6io=log.7i 29,53;

cuyo número será el cuarto término que se pide.

216 Por estensas que sean unas tablas , nunca pue

den contener los logaritmos de todos los números; pero
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por su merlio se pueden hallar. En efecto, si se quiere

hallar el logaritmo de un iitímero misto, se reducirá

el entero á la especie del quebrado que le acompaña (7 1),

y estará reducido á encontrar el logaritmo de un co

ciente (207, 29). Así, si se pide el logaritmo de 25

diré : log. 2 5f=log.~*2=

log.229—^.9=2,3598355—0,9542425=1,4055930.

Si en vez de reducir el enteró á la especie del que-

bralo, se convirtiese éste en decimal con cinco guaris

mos, sería 25,44444 ; en este caso, poniendo 1 de ca

racterística, se encontraría que la mantisa es

4055 «54+75=4^559 ?-9 ■> Y logr25,44444=i,4055929,

que solo se diferencia del anterior en 1 en el séptimo

guarismo decimal , que en nada influye.

217 El logaritmo de todo quebrado es negativo ó

defectivo, como manifiesta la ecuación am~n, en que

si n ha de ser un quebrado, debe (118) por precisión

la m ser negativa, pues la base a es un número entero.

Pero como nosotros hemos sentado por regla general, que

cuando se hayan de calcular quebrados se conviertan

en decimales, solo trataremos de estos, introduciendo

el complemento logarítmico, para evitar los logaritmos

negativos. Así, si quiero el logaritmo de 0,37,

diré: log.o,37=log.I%75=

log. 37—log. ioo=log.3 7-Hc0mpl.log. 1 00 ;

por consiguiente con log.37=:i,568201 7

sumo compl.log. 100=8, . • ..'

y tengo ^^.0,37=9,568201 7.

Si fuera log.o^-log.^^, 'liria: .

con log.3 7—i,5 6 8 20 17

sumo compl.log. ; 000=7,

y tengo ^5.0,037=3,5682017.

Si fuera log.o,0037=log.ro3/^, diría:

con log.37—1,568201 7

sumo. . . . compl.log. 10000=6, ' .

y tengo 10^0,0037=7,5682017;

Tom. I. 36
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y del mismo modo sería Iog.o,ooo37=:6,5682or7 , etc.

Donde, observando que en todos ellos es la mantisa

una misma, que es la de los guarismos significativos 37,

y la característica respectiva 9, 8, 7, 6 etc., se deduce

por regla general , que el logaritmo de todo quebrado de

cimal tiene por característica 9 ó tantas unidades menos

que 9, como ceros hay entre la coma y los guarismos sig

nificativos , y por mantisa la misma que la de estos.

218 Recíprocamente, si se pidiese el quebrado de

cimal á que correspondía un logaritmo dado , se pondría

o y coma; después sepondrían tantos ceros como unidades

jaltasen á la característica para 9 ; y luego las cifras

significativas que correspondiesen á la mantisa. Así, se

tiene 9,6542343=10^0,45106;

8,772571 i^og.0,059234 ; 7,3765770=^.0,00238.

Aplicación de los logaritmos á la estraccion de la rain

cúbica. ■

219 Si para formar el cubo de un número, preferi

mos á la multiplicación el ejecutarlo por medio de los

logaritmos (207 3?), respecto del 47 , diremos :

log.473=3Xlog.47=3Xi,6720979=

5,0162937=^.103823,

que es en efecto el cubo de 47.

Mas, para estraer la raiz cúbica de un número cual

quiera', siempre se liará por logaritmos ; para lo cual, se

dividirá (207 4?) el logaritmo del número por el espo

líente 3 ; y el número que corresponda á este cociente será

1 1, raiz cúbica , exacta ó aproximada. Así , si quiero es

traer la raiz cúbica de 592704, diré:

3- log. 592701 5i7728379

log-V5927°4= = =

3 3

1,9242793=108-84;

por consiguiente, la raiz cúbica del número 592704 es

84 exactamente. El que lo quiera comprobar puede for

mar el cubo de 84, y encontrará 592704.
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Igualmente se tiene ■ A

3- log.75425 4,8775153

log-V 75425= = —

3 - 3

1,6258384=10^42,2511;

3, , log.7854679545 9,8951286

log.V 7854679545= — — =

3 3

3,2983762=^.1987,8159.

De las ecuaciones indeterminadas de primer grado.

220 Dejamos dicho (142) lo que se entiende por pro

blema indeterminado , y ecuación indeterminada. Aliora

añadimos, que se llama cantidad constante la que en uua

mismi cuestión no puede tener mas de un solo valorj

y cantidad variable, la que en una misma cuestión

puede tener toios los valores que se quiera. V. g. si quie

ro dividir el 12 en dos partes, puedo decir que son 8 y

4, ó 7 y 5, ¿9 y 3,d 10* y if;.ó 15 y—3 etc.; Ionde

veo, que las partes en que v oy dividiendo el 1 2 soi dife

rentes , y por lo mismo son variables ; y el 12, que

permanece uno mismo , es constante. El número de solu

ciones de una cuestión indeterminada, se limita en mu

chas ocasiones poniendo por condición el que los núme

ros sean enteros y positivos. Las cantidades constantes se

señalan con las primeras letras del alfabeto, y las varia

bles con las últimas; así, rtx±¿z=e,

. , % c ax

que da z=d=—=p—,

b b .

es la forma general de las ecuaciones indeterminadas de

primer grado entre dos variables x y z. Pasemos á resol

ver algunas cuestiones.

221 i? Hallar dos números cuya suma sea 16.

Res. Sean .ic y z los dos números que busco , y tendré

planteado el problema en la ecuación

ah-~— 16, que da «=¡6—x,

*
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Ahora , dando valores á x, irán resultaado para z, lo»

que aquí se ve :

Si x— o , x— 1 , *= j. , x=z 3 , x=z 4-, «== 5 ,

será z=i6, 2=15, z—14, «=13, «=112, n=i 1,

*= 6, «=7, 8, 9, 10, ií, 12, 13, 14, 15, 16, 17,

*—jo, «=9, 8^7, 6, 5, 4, 3, 2, 1, o,—1.

Donde se ve, que la primera y penúltima no son so

luciones , porque no dan dos números-, pues resulta uno

de ellos =0. La última tampoco es solución, porque re

sulta un número negativo ; y observando que la solución

x='ó á que corresponde z=8, no da dos números dife

rentes, se deducirá que el infinito número de soluciones,

que se podían dar á la cuestión, queda reducido á solo

siete j pues v. g. la x—$ que da z— 1 1, es la misma que

la x~i 1 que da z—¡. Por consiguiente, la cuestión en

números enteros positivos y diferentes , solo admite estas

siete resoluciones: • ■. y. • . . w. .,, .

• J

1 y 15; 2 y 145 3 y 13; 4 y 12; S'f lt;-6y 1057 ye,.-

222 2? Dividir 53 en dos partes , tales que la una sea

divisible por 4 , y la otra por 7.

Res. Puesto que la. una ha de ser divisible por 4, la

podremos llamar 43c, y la otra será jz; y tendremos

4ah-7¿5=53.

Ahora se despeja la x, ó en general la variable que

tenga menor coeficiente ; si en su espresion resulta que

brado , se igualará con otra variable del mismo signo que

la del quebrado; se despeja esta; y si en su valor resul

ta quebrado, se liace lo mismo, hasta llegar á una varia

ble que determine exactamente la anterior; en este caso,

se va sustituyendo en los valores de las antecedentes, y

se tendrán las del problema , que solo dependerán de la

última; se dan valores á esta , y se van formando las so

luciones que satisfarán el problema. Así, aplicando este

método á la anterior, como se ve en (A), despejando x y

sacando los enteros, tendré la (ec. B); igualo el quebrado

que me ha resultado, con otra variable», y tengo el valor

(C); (le pongo el signo ménos , porque el numerador debe
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ser negativo, si ha de ser entero, y de consiguiente el co

ciente de partir por 4 también lo será) ; despejo en esta

la z y tengo el valor (D); igualo el quebrado con í, y ten

go la (E); despejo la u y tengo el valor (F); ahora sus

tituyo este valor de u y t en el de z (D), y se convierte

en (G) ; sustituyo el de z y el de u en el (B) de x, y sale

el (H).

(A) 4x-h7z=sz,

53—7* ,' *—3*

(B) *= =13— >

4 4

r—3«

(C) ~—u, ó 1—3«=—4«,

4

4M-HI W-+-I

(D) z— —u+ ,

3 3

(E) =í, ó u+izztfi

3

(F) m=3í-i,

, (G) 3 í—1-i-í=4 í 1 ,

(H) «=13— —3í-4-i=i5—jt.

Donde tengo los valores de las variables del problema,

que solo dependen de la variable t; doy, pues, valores

á esta empezando por cero, y tengo que

si í— o,í=i, t=2 , t— 3

sale z——i , 2=3 , 2=7 , «z= 1 1

y x— 15 , x=8 , #=1 , a=—6.

El valor t=o y £=3 no satisfacen , porque dan ne

gativa una de las partes del 53 ; luego solo tiene el pro

blema dos soluciones: primera í~i, que da z—3, y x~8;

y las dos partes 4* y 72 del ndmero serán 32 y 2 1 , cu

ya suma =53; y segunda t=i, que da z~7 y x=i ; y

las dos partt s del número serán 4 y 49, cuya suma 7=53.
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223 3? Un mercader compra paño de á 61 reales la

vara , y paño de á 78; al ajusfar cuentas, encuentra que

el paño de á 78 le lia costado 97 reales mas que el de

á 61 cuánto compró de cada clase?

Res Sea x el paño de á 61 , con lo que 6ix será su

valor; por lo mismo también será 782 el valor del pa

ño de á 78 ; y como el de á 78 le lia costado 97 reales

mas, se tendrá planteado el problema en la ecuación

6i*-)-97=78z, ó_6ix=78z—97. ; w

Do la que , aplicando el mismo raciocinio de ántes,

se sacará después de haber sustituido las variables

u, í, 5, r, q, que #=7817-1-47, y 2=6117-1-38.

Por consiguiente, dando valores, resulta que pudo

comprar las siguientes varas de

/ Si q==o ,1,2,3,4,5, etc.

paño de á 61 / #=47,125.203,281,359,437,010.

Idem de á 78 ( 2=38, 99,160,221,282,343,610.

Cuyos números satisfacen á la condición de valer

siempre 97 reales mas el paño de á 78 que el de á 61.

De las permutaciones y combinaciones.

224 Se llaman permutaciones los diferentes modos de

disponer o colocar muchas cosas las unas con respecto á

las otras ; y se llaman combinaciones los diferentes mo

dos de tomar muchas cojas de una en una, de dos en

dos, de tres en tres etc. sin atender al orden con que

se han de colocar. . .

Sean, pues, las cosas por permutar las letras del al

fabeto. Si tuviéramos una sola letra, tal como a, esta no

admitiría nada mas que una permutación. Si tomamos

ahora dos letras a y ó, se pondrá la a ántes ó después

de la h , en esta forma ab , ha ; luego dos letras se pue

den permutar de 2 X 1 maneras. Si suponemos ahora otra

tercera letra c, esta se podrá colocar al principio, en me

dio y al fin de cada permutación de las anteriores , y

tendrémos las seis siguientes

cab , acb , abe , cba , bea , bac $



ALGEBRA. 287

luego tres cosas ofecen un número de permutaciones cs-

prcsado por 3X2X1;

y en general siguiendo el mismo raciocionio, determina

ríamos que un número n de letras ó cosas, ofrece un nú

mero de permutaciones rspres^do por

n{n—1)(»— —3)----2 X 1 .

Es prodigioso el número de permutaciones que ofrecen

las cosas ; pues si suponemos que en una clase entr?n

nueve discípulos, y se quiere averiguar los diferentes

modos de que podrán colocarse , este número estará

espresado por

9x8x7x6x5x4X3X2X1 = 362880;

y suponiendo que cada cinco veces que ss colocasen , lo

hiriesen en un minuto , necesitarían 50 dias, 9 horas, y

36 minutos.

2E5 Si de las cosas, que se dan para permutar, fue

sen dos iguales, el número de permutaciones se reduci

ría á la mitad , ó se debería partir por 2=2 x ] : como

se ve en ab y ha; pws si a—h no hay mas que una aa

6 hb. Si de las tres letras a , b , e , que dan seis permu

taciones, fuese a~¿, no habría mas que las tres cb/>, heb,

i/.'c, que es la mitad. Si hubiese tres letras iguales, el

número de pernutaciones se reduciría á la sesta parte,

6 se debería dividir por 6=3 X 2 X 1 :

como se ve en las seis permutaciones que dan a, A, c;

pues si a~b—c, se reducen á una sola aaa ó bbb ó ccc.

Continuando del mismo modo, se deducirá, que si hu

biese cuatro letras iguales, se debería dividir el número

de permutaciones por 4x3x2x1;

y en general, que si hubiese m letras iguales, se debería

dividir por m ( m— 1 )( m—2 )....6 X5X4X3X2XI.

226 En las combinaciones generalmente se pone por

condición , que no se repita ninguna , cuando se forman

las de dos en dos, de tres en tres, etc. Así, si se toman

para combinar las diez letras a, ¿, c, d, e, /', g, A, /, j,

10x1

de una en una , darán 1 0=

1
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combinaciones. Si se quieren combinar de dos en dos,

la a da las . . . nueve, ab, ac, ad. . .aj.

la h daría otras nueve ,' ba, be, bd. . . bj.

y cada una daría nueve ; de modo que el número total

será 10x9; pero como ab y ha, no dan mas de una

combinación , y cada una se repetirá también dos ve

ces, el número de combinaciones diferentes será

10X9

=45-

2. . . .

Si las mismas letras se quieren combinar de tres en

tres, cada dos darían ocho diferentes, cuyo total sería

10X9x8 ; pero como cada seis no formarán mas de una

combinación diferente, se deberá partir dicho número

10X9x8

por 2x3 , y dará =120.

2x3

Del mismo modo se sacará que de cuatro en cuatro

10x9x8x7

darán =210,

2x3x4

y así sucesivamente.

Cor. Luego el jugador de lotería, que acertase los

cinco estractos , puede ganar

5X4 5x4x3

=10 ambos j y —lo ternos.

2 2x3

Proposiciones importantes acerca de las cantidades cons

tantes y variables, y de los límites.

227 Teor. Si una cantidad variable X, al paso que

crece , se acerca á la constante ñ , la constante B será

mayor que la variable X.

Dern. Si no es £>X, será B=X, ó B<X.

No puede ser B=X, porque entonces, si X crece, se

separa del valor de B; y si vuelve á crecer, se volve
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rá i separar mas; y á cada paso que vaya creciendo,

se irá separando del valor de B ; lo cual no cumple con

la circunstancia del teorema, que es aproximarse X á B

al tiempo que crece; luego no puede ser B=X.

Tampoco puede ser menor; pues si iT<X, al paso que

X crezca, se diferenciará mas de B ; y por lo mismo no

cumple con la circunstancia de que X, al crecer, se

acerque á B; luego no puede ser B<.X; luego si B no

puede ser igual ni menor que X, será B>X, que era

L. Q. D. D.

228 Teor. Si una cantidad variable X, al paso que

mengua, se acerca á la constante B, esta B será menor

que X.

Dem. En efecto, si no es B<X, será igual 6 mayor.

Si es B=X, y X mengua, se diferenciará de B; y si vuel

ve á menguar , se diferenciará mas ; y al paso que vaya

menguando, se irá diferenciando mas de B; lo que no

puede ser, pues la condición del teorema exije que se

Vaya aproximando.

Tampoco puede ser B~>X; pues al paso que X men

güe , se irá diferenciando mas de B , que tampoco cum

ple con lo enunciado. Luego si B no puede ser igual

ni mayor que X, será jS<X, que es L. Q. D. D.

229 Teor. Si dadas dos cantidades desiguales , de Id .

mayor se quita la mitad , y de lo que quede la mitad., y

así sucesivamente, se llegcirá á un resultado que será

menor que la otra cantidad, por pequeña que sea.

Espl. Sean B y K estas dos cantidades ( esto es , B

tan grande y K tan pequeña como se quiera); digo que

si de la mayor B se quita la mitad, y de lo que que

de la mitad , y así sucesivamente , llegaré á tener un

residuo menor que la otra cantidad K , por pequeña

que esta sea.

Dem. Multipliqúese K por un nrimero n, tal que

el producto nK sea mayor que B, y al mismo tiempo

sea el múltiplo mayor mas aproximado al valor de B; y

en este caso será B<jiK.

Tom. 1. 37
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Ahora , si estas cantidades son desiguales , también

' B nK

tendrán desiguales sus mitades, y será—< ; pero

2 2

si en vez de tomar la mitad de nK, se quita solamente

K (que será igual con la mitad de nK sólo cuando «=2,

y en todos los demás casos será menor que la mitad

de nK), con mayor razón quedarán desiguales ; luego

lB<nK—K=(n-i)K.

Si de estas cantidades desiguales quitamos la mitad,

también quedarán desiguales, y si de la mayor quitamos

menos de la mitad (como será quitar K en el caso de

que ( »—1 ) sea mayor que 2 ) , con mas razón queda

rán desiguales, y se tendrá ^B<.(n—z)K; y como si

guiendo quitando á la menor la mitad, y á la mayor

la cantidad K (que so'lo será igual con la mitad en el

caso de que el múltiplo que reste de K sea el duplo),

los resultados quedarán siempre desiguales: tendremos

que, al haber hecho un número de divisiones y restas,

espresado por n—I, los resultados

B ,

y nK-(n-\)K=K, -

2

B

quedarán aun desiguales , esto es , <K$

luego K será mayor que el residuo que nos quede de

haber quitado á B la mitad , y á lo que quede la mi

tad, etc. que es L. Q. D. D.

Cor. 1? De aquí resulta, que si de dos cantidades

desiguales, de la mayor se quita mas de la mitad, y de

lo que quede mas de la mitad , y así sucesivamente , con

mas razón podemos asegurar que lo que resulte , podrá

llegar á ser menor que una cantidad dada , por peque

ña que sea.

Cor 2? También resulta que podemos concebir á to

da variable un valor menor que cualquiera otra cantidad

dada, por pequeña que sea.
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Porque se puede suponer que la ley de su variación

sea el irse haciendo sucesivamente dos veces tí mas de

dos veces menor.

Cor 3? Y como un producto (6 i, 3?) disminuye al

paso que mengua uno cualquiera de sus factores , cuan

do se quiera hacerle menor que cualquier cantidad dada,

basta hacer á uno de los factores sucesivamente dos veces

ó mas de dos veces menor.

2 30 Teor. Si la variable X se puede acercar ú un

mismo tiempo (creciendo tí menguando) tanto como se

quiera á dos constantes A, B, dichas constantes serán,

iguales.

Dem. Si no es A=B , será A—B+K ;

y enttínces acercándose X á A tanto como se quiera , no

se podrá acercar á B al mismo tiempo , pues se acercaría

á B+K, y lo impediría la cantidad K ; y como por el

supuesto se puede X acercar á A y B á un mismo tiem

po tanto como se desée , resulta que no puede haber nin

guna diferencia entre ellas; luego rerán iguales. L. Q. D. D.

231 Teor. Si dos variables X, Z, creciendo ó men

guando, se pueden acercar tanto como se quiera á dos

constantes A, B, la relación de las constantes será la

misma que la de las variables , y se tendrá

A:B::X:Z.

Espl. Esta proposición tiene dos partes, á saber: cuan

do las variables crecen, y cuando menguan, tí lo que es

lo mismo: primero cuando A~>X, B>Z; y segundo,

cuando A<X, B<Z.

Dem. 1? Si no se verifica que A:B::X:Z,

será A:B>X:Z, tí A\B<X:Z.

Si A:B>X:Z , podremos hacer que crezca el ante

cedente X de la segunda razón lo suficiente, para que

esta resulte igual con la primera ; y suponiendo que sea

X' dicho antecedente, se tendrá . .

A:B::X':Z (m), riendo X'j>X;

pero , por pequeña que sea la diferencia X'—X, todavía

por el supuesto puede ser menor la diferencia A—X;

luego será A—X<JC'—X;

y como estas dos diferencias , desiguales , tiene el mismo
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consecuente, el antecedente de la primera (171 cor),

será menor que el de la segunda , y se tendrá A<JC.

Comparando estas dos cantidades con mu misma ü,

cuando se compare la menor se tendrá (171 cor.)

menor razón, y será A:B<JÍ':B,

pero (prpp. m) A:B: :X':Z; ■

luego , sustituyendo esta segunda razón en vez de la pri^

mera, se tendrá X':Z<X':B;

y como estas dos razones tienen un mismo antecedente,

la menor tendrá (171 cor.) mayor consecuente, ó lo que

es lo mismo, será Z>B, que es contra el supuesto;

luego no puede ser A:B>X:Z.

Tampoco puede ser menor ; porque si A:B-<X\Z-,

podramos hacer que crezca el consecuente Z de la segun

da razón , para que mengüe esta y resulte igual con la

primera ; y representándole por Z\ se tendrá

A:B::X:Z' (n) y Z'>Z-,

pero, por pequeña que sea la diferencia Z'—Z, puede

ser aun menor la B—Z por el supuesto; luego será

B—Z<Z'—Z, lo que da B<Z'.

Comparando ahora la cantidad A con estas dos,

cuando se compare con la menor B , se tendrá mayor

razón, esto es, A\B>A'-Z' ;

pero (prop. n) A.B::X:Z';

luego sustituyendo se tendrá X:Z'>-A:Z' ;

y como estas dos razones tienen un mismo consecuente,

ía mayor tendrá mayor antecedente , y dará X>A , que

también es contra el supuesto ; luego si no puede ser

A:B> ni <zX:Z, será A:B::X:Z,

que era L. 1? Q. D. D.

2? En el caso de A<Xy B<.Z , tendríamos que si

no fuese A;B::X:Z, sería A:B> ó <:X:Z.

Supongamos en primer lugar que A:B>X:Z ,

en cuyo caso se hará A:B\\X.Z' (o), siendo Z'<.Z; y

discurriendo como ántes, sacarémos Z—B<.Z—Z' -y de

donde (171 cor.) sale B>Z' ;

comparando ahora la A con estas dos cantidades, dará

A:B<A:Z\ y en virtud de la (prop. o), será

X;Z'<jí;Z' , que (171 cor.) da X<¿A, que es contra
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el supuesto; luego no puede ser A:B>X:Z.

Tampoco puede ser menor; porque si A\B<X:Z,

se podrá hacer A'.B:\X''.Z (p), siendo X'<Xy

y siguiendo el raciocinio del caso anterior, se deducirá

que X—A<.X—X', lo que nos dará A>X'; '

y comparando con una misma cantidad B , se tendrá

A:Bb>X':B, ó (prop. p) X':Z>X':B, ¡

de donde resulta Z<.B, que también es contra el su

puesto; luego si no puede ser A:B> ni <.X:Z, < • •

será^:5::X-Z,quees L. QD. D.

Cor. De aquí resulta, que si la segunda razón fuese de

igualdad , la primera también lo sería ; ó lo que es lo

mismo , si las variaciones de X y 2, fuesen tales que en

todos los casos se tuviese X=Z, se tendría A=B, ó las

constantes serían iguales.

Esc. i? El caso de A>X y B<Z no tiene lugar;

porque cuatro cantidades de esta especie, comparadas

ordenadamente , jamás pueden formar proporción.

Esc. 2? Los principiantes deben procurar familiari

zarse mucho con el lenguage de la demostración ante

rior; pues en lo sucesivo solo pondremos las despropor

ciones y consecuencias que de ellas resulten.

Esc. 3? Si dos cantidades variables X , Z , se pue

den acercar á un mismo tiempo respectivamente á dos

constantes A y B, tanto como se quiera, el producto X.Z

de las dos primeras se podrá acercar tanto como se quiera

al producto A.B de las dos últimas. (*)

(**) Como esta proposición se ha tomado por evidente, no sién

dolo en realidad, haré aquí algunas reflexiones que me parecen de

importancia*

Tanto por los prólogos de mis ol>ras, como por todos aquellos

parages de ellas, en que se habla de los axiomas, he manifestado

constantemente lo mucho que se ha ahusado de ellos , con perjuicio

notable de la instrucción, y son bien notorios también mis no in-r

terrumpidos esfuerzos para demostrarlos, sin tomar como verdade

ros axiomas, sino aquellos que en efecto lo son, y están reconoci

dos como tales por los mejores Metafísicos; y son únicamente los

que resultan del principio de identidad, de que una cosa es igual á

ella misma. Pero cuando yo me lisongeaba de no haber incurrido

en la falta de haber tomado por axioma ninguna otra proposición,

que careciese de dicha circunstancia , y de que había demostrado
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Espl. Esta proposición comprende tres casos: 1? cuando

X<A, j Z<B; 2? cuando X>A, y Z>B, j 3? cuando

X*>A , y Z<B , d al contrario , X<A , y ¿>¿? : voy á

demostrar , que en todos estos casos se tendrá que la di

ferencia entre los productos A.B y X.Z podrá llegar á

ser menor que cualquier cantidad dada, por pequeña

que pueda ser esta cantidad.

Dem. 1? Supongamos que X<A , Z<B $ y que en

un estado cualquiera de la cuestión sea a , el esceso de

A sobre X, y {$ el de B sobre Z: lo cual nos dará

A—X~^(t (1), B—Z-h@ (2).

Multiplicando estas ecuaciones, y pasando el pri

mer término X.Z del segundo miembro al primero , s$

tiene A.B—X.Z=aZ+0X-ha@ (3).

Y todo está reducido á probar que, por la natura

leza de la cuestión, el segundo miembro de esta ecua

ción puede llegar á ser tan pequeño como se quiera.

tudas aquellas que se han tomado y se toman aun como evidentes

por los Matemáticos, y que según mi modo de ver, y el de los mas

lamosos Meta Tísicos no lo son, eché de ver que la proposición del

testo en la primera edición no tenía el grado de evidencia que se

le suponía ; por lo cual, la he variado en los términos que la pre

sento sin hueco alguno; y he referido á ella las proposiciones en

que se demuestra (4IC*) tIuc 'a diferencia. entre la superficie de 1%

pirámide Inscrita en el cono, y la de la circunscrita, puede llegar

a ser menor que cualquier cantidad dada; y 043 1) que la diferen

cia entre la superficie del cuerpo circunscrito y la del cuerpo ins

crito en una esfera , es menor que cualquier cantidad dada ; y tam

bién el que á todo esfera (4-H) sc ^c puede inscrihir y circunscri

bir dos cuerpos, tales, que la diferencia entre sus volúmenes sea

menor que cualquier cantidad dada. Con lo cual, quedan demostra

das estas tres proposiciones con todo el rigor geométrico, y que por

los métodos con que se han demostrado hasta el dia se hallan sin

apoyo alguno.

Esto nos da á conocer lo muy circunspectos que debemos ser en.

tomar por conocidas, cosas que no lo son, y aun en hacer ciertas

hipótesis aventuradas, que después se reconocen inexactas: así es,

que ahora se acaba de demostrar por los importantes trabajos de

MM. Poisson y Cauchy, que es falsa la suposición que hizo La—

grange, de que, en la oscilación de las ondas , el movimiento solo

se estendía á capas muy cerca de la superficie,: y del mismo modo

se echará de ver que en algunos otros puntos se hacen hipótesis ar

bitrarias ó se viene á suponer lo mismo que se busca. También se.

comprueba esto con lo espuesto (§ 197 j).
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No se puede tomar por evidente el que, püdiendo

disminuir ayi3 todo lo que se desee , cada uno de los

te'rminos , de que se compone dicha espresion , dismi

nuirá lo que se quiera; pues, aunque es cierto que a

y /3 pueden disminuir indefinidamente por la natura

leza de la cuestión, resulta que en el mismo caso au

mentan X y Z, por la dependencia que tienen en vir

tud de la relación que espresan las ecuaciones (1 y 2);

luego los dos primeros términos son de tal naturaleza

que , cuando uno de los factores disminuye , aumenta

el otro, y por consiguiente nada se puede establecer, en

general, acerca de su decreinento ó incremento: por lo

cual, es indispensable manifestar, que por las condicio

nes que se prefijan , se ha de llegar á verificar que la

diferencia que espresa la (ec. 3) podrá llegar á ser me

nor que cualquier cantidad dada ; que es lo que voy á

ejecutar, fundándome en la proposición demostrada (229).

Con este objeto, observaré, que, pues X, siendo

variable, se puede acercar á A tanto como se quiera,

y lo mismo Z á B , se podrá suponer , que la variación

que sobrevenga á X, después del estado que suponen

las (ees. 1 y 2), sea el de convertirse Xen X' , de modo

que le falte para convertirse en A, y que sucedien

do una cosa análoga á Z, se tenga

A=X'^l* (4), B=Z'+l& (5).

Formando el producto, y pasando el te'rmino X'.Z'

al primer miembro, se tendrá

Á.B-X'.Z'=laZ'-*-lBX'-^fei& (6).

Igualando los dos valores de A, (ees. 1 y 4), y los

dos de B (ees. 2 y 5), se tiene

X+oc=X'-i-ia (7), Z-h/3=Z'+i0 (8),

que dan X'=X-4-¿a (9), Z'=Z+|y8 (10).

Sustituyendo estos valores en el segundo miembro

de la (ec. 6), resulta

A.B—X\Z'=%aZ+\&X+&ct& (11).

Comparando el segundo miembro de esta espre

sion con el de la (ec. 3), resulta que el primer término



296 ALGEBRA.

no faZ, siendo la cuarta parte del primero aZ, es

mas de dos veces menor que él; lo mismo sucede

al respecto del &X ; y como también se verifica,

que TgZfi es mas de dos veces menor qu,e el tercer tér

mino a/3 de la espresion (3), resulta que cada uno de

los tres te'rminos del segundo miembro de la (ec. 11) es

mas de dos veces menor que su correspondiente en la

(ec. 3); y por consiguiente todo el segundo miembro de

la (ec. 11) será mas de dos veces menor que todo el

segundo miembro de la (ec. 3); y como lo mismo su

cede i los primeros miembros, tendrémos que A.B X'.Z'

es mas de dos veces menor que A.B—X.Z ; y como

raciocinando del mismo modo, obtendríamos espresio

nes A.B—X1'.Z",A.B—X"'.Z"' etc. que á cada paso

fuesen siendo cada una mas de dos veces menor, re

sulta que, al cabo de cierto tiempo (229 cor 1?), se

llegará á tener una que sea menor que cualquier can

tidad dada; que era L. 1? Q. D. D.

2? Supongamos ahora que sea X~> A ,Z~>B; voy

á demostrar que también se verifica, que la diferen

cia entre el producto X.Z y A.B, podrá ser menor que

cualquier- cantidad dada.

En efecto, supongamos que en un estado cualquie

ra de la cuestión, se tenga Jfcr^-t-a(i 2), y Z=B-t-/3(i 3);

formando el producto , y pasando al primer miembro el

término A.B, será X.Z—A.B=aB-h8A-ha@(i4y

Aquí ya la demostración es mas sencilla; pues co

mo A y ¿, son constantes, suponiendo que a y /8 se

hagan solo dos veces menores, los términos ocB y /¡A

se hacen cada uno dos veces menor; y como el a/3 se

hará en este mismo caso cuatro veces menor, queda

demostrado , que el segundo miembro de la (ec. ] 4) se

hace mas de dos veces menor ; luego al cabo de cierto

tiempo, (229 cor 1?), llegará á ser menor que cualquier

cantidad dada, que era L. 2? Q. D. D.

3? Supongamos ahora que X<A, y Z>B; y tendré

mos por ejemplo A=X-hei ( 1 5) ; y B—Z—#(16); lo

que nos dará A.B~X.Z=zxZ—/3X—al3 (17).

Aquí no se puede asegurar nada en general sobre
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si el producto A.B será mayor 6 menor que X.Z; pero

lo que sí sabemos es que dicho segundo miembro, ha

de ser menor que el segundo de la (ec. 3) que consta

de los mismos términos , pero todos positivos ; y como

liemos demostrado (1?) que el segundo miembro de la

(ec. 3.) puede llegar á ser menor que cualquier cantidad

dada, con mas razón lo podrá llegar á ser el de la

(ec. 17), que es menor; y como lo mismo demostra

ríamos del caso en que A<.X y B>¿¡ resulta L. 3?"

Q. D. D.

Esc. 4? Hemos supuesto en la proposición anterior,

que A y B eran cantidades constantes; pero si una de

ellas ó las dos fuesen también variables, tales que, al

variar, se fuesen acercando á los valores de las otras

dos , con mas razón se verificaría la proposición ; por

lo cual se puede establecer, en general que : si cuatro

cantidades son tales que dos de ellas se pueden acercar

respectivamente al valor de las otras dos á un mismo

tiempo tanto como se quiera , el producto de las dos pri

meras se podrá acercar tanto como se desée al producto

de las otras dos.

232 Cuando una cantidad variable se puede acer

car á otra constante tanto como se quiera, de manera

que la diferencia entre ellas pueda llegar á ser menor

que cualquier cantidad dada , pero sin que jamas pue

dan llegará ser iguales, se llama á la constante límite

de la variable.

En la idea de límite están comprendidas esencial

mente dos : la primera, que la cantidad se pueda acer

car al límite tanto como se quiera ; y la segunda , que

jamas puede llegar á serle igual.

Por esta causa A y B (§ 230) son el límite de Xj

y aquella proposición quiere decir , que si dos canti

dades son límite de una tercera, son iguales entre sí.

Igualmente (§ 231) A es el límite de A', y B el de Z;

y dicha proposición quiere decir, que si dos variables

al crecer ó menguar, se acercan respectivamente á sus

límites, la relación de estos es la misma que la délas

variables.

Tom. I. 38
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Igualmente, la proposición del (esc. 3?§ 231) quie

re decir , que : si dos variables se acercan respectivamen

te á sus límites, el producto de dichas cantidades se

acerca también al producto de sus límites.

233 Toda cantidad variable tiene dos límites: uno

verdadero que es o, y otro que es un límite considerado,

y s$ representa por

En efecto , si x es dicha variable , y á cada varia-

•cion se va convirtiendo en ser la mitad ó menor que

la mitad , al cabo de cierto tiempo liega; á á ser menor

que cualquier cantidad dada , por pequeña que sea , y

por lo mismo la diferencia entre x y o podrá llegar á

ser menor que cualquier cantidad dada. Por otra parte,

x jamas llegará á ser cero , mientras permanezca can

tidad j luego el O tiene las dos circunstancias esencia

les al límite, y por lo mismo es el límite de las can

tidades que decrecen.

a 1

Ahora, si en la espresion — o — , la x va disminu-

a 1

yendo , — o — irá aumentando ; y como x puede disini-

xx ...

a 1

nuir tanto como se desé'e, resulta que — ó — podrá lle-

, -xx

gar á ser mayor que toda cantidad asignable; pero x,

«1 disminuir, se va acercando continuamente á su lí-

a 1

mite o; luego la espresion— ó—

x x

a 1

se irá acercando continuamente á —; d —;

o o

que es el límite de las cantidades que crecen.

Esc. Este límite no es verdadero; porque no con

tiene la segunda propiedad dei. límite ; en efecto , no se

puede suponer que siendo Z una variable , que va ere
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riendo, le falta para llegar á ser § la cantidad K\

porque entónces añadiendo áZla. K, debería ser

Z-hK=% , y por consiguiente 5 no podría esceder de

Z-t-K, que es contra el supuesto de que § puede ser

mayor que toda cantidad dada por grande que sea.

234 A la espresion § se le suele dar el nombre de

infinito , y se señala con este signo 00 ; de manera que

£ é 00 representan una misma cosa.

Puesto qne £=00 , si quitamos el divisor será

1

lzroxoo; y dividiendo por co, será =0;

00

lo que suministra otro medio de representar el cero;

límite de las cantidades que decrecen.

235 La espresion ]=oxoo ó anoxoo, da á conocer

que una cantidad cualquiera se puede suponer repre

sentada por cero multiplicado por el infinito.

a

Si en vez de 00 ponemos su valor— d ¿, será

0

a axo

\ :: :: a=ox-=—=§;

o o

I

y si en vez de cero sustituimos , será

00

1 00 ■

arroxoorr xoo= ;

00 00

donde se ve, que también es símbolo de una cantidad

o 00

cualquiera la espresion—6 ,

o 00

a36 Todos estos símbolos sirven para indicarnos, cuñndo

las circunstancias con que tratamos de determinar una can

tidad, son insuficientes para esle objelo, por convenir á cual

quier cantidad en general. V. g. esta cuestión.

Un hombre, á quien se pregunta cuánto dinero tiene,

responda si al ti i/ilo de mi dinero añado 5 duros, tengo

♦
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dos ve' es la séptima parte de ai, mas cinco octavas partes

de veinticuatro veces mi dinero partido por cinco, menos un

duro. Cuanto dinero tenia?

ñes. Llamando x á dicho número, tendré planteado el

problema en la siguiente ecuación:

2 1 5 24*

3*+-5=2X 1 X 1;

7 » 5

que practicando lo dicho (i5o), tendré

24*

3*—fx =|x«i—5—1, 6 x (3—£x^)=fx2i—5— 1,

5

|X2i—5—1 5— 1 6—5—1 o

que ,da *=— — rr ——>.

3-|x¥ 3-¥oa 3-3 o

Lo que manifiesta, que la cantidad x puede tener un va

lor cualquiera. Para que no se estrañe este resultado, se. eje

cutarán las operaciones indicadas en el segundo miembro de

la ecuación, y se tendrá

3*+5=^-+^íoi*—1=6+3*—i=3*+5i

que quiere decir, que el triplo dedicho número mas cinco es

igual con el mismo triplo mas cinco. Y como cualquier can

tidad es igual con ella misma, resulta que toda ecuación en

que los dos miembros estén representados por una misma

cantidad, no puede servir para determinarla; y por lo mis

mo el cálculo debe indicar en el último resultado, que cual

quier cantidad cumple con la circunstancia exigida.

Esc. Esta clase de ecuaciones se llaman idénticas; y aun

que las espresiones que se. reducen á ^ pueden tener en ge

neral un %alor cualquiera, hay casos particulares en que no

tienen mas de uno solo y determinado , como veremos á su

tiempo.
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PAUTE PRIMERA.

Nociones preliminares.

(jeometría es la ciencia que trata de averiguarlas

relaciones y propiedades de la estension, en cuanto termina

da ó figurada . De consiguiente, entre todas las propiedades

de los cuerpos, que hemos dado á conocer (intr.)j la Geome

tría sólo considera la estension y la figurábilidad.

Para adquirir una idea exacta de la estension, se obser

vará que un cuerpo cualquiera, v. g. un libro, en cualquier

paraje que esté, ocupa una parle del espacio; y quitado de

allí, la parte del espacio se quedará donde estaba, la cual es

la estension del libro.

Donde se se ve, que el objeto de la Geometría no es la

estension impenetrable del cuerpo, sino la parte del espacio

que ocupa, en donde se pueden ir colocando sucesivamente

otros diferentes cuerpos.

Todo cuerpo es estenso en tres sentidos diferentes, que se

llaman dimensiones; cada una de estas tiene su nombre par

ticular, relativo al modo con que se considera el cuerpo.

Así, la dimensión que al mirar un cuerpo es la mas lar

ga, se llama longitud; la que constituye lo ancho del cuer

po , se llama latitud ; y la que coustituye el grueso, altu

ra ó profundidad, se llama profundidad ó grueso. Así, en

el libro (fig. i) visto de plano, lo que hay desde A á B es

la longitud; lo que hay desde B á D la latitud; y lo que

hay desde B á G su grueso ; pero si se mira el libro de

canto, por la parte DFGB, entonces se llamará longitud

á la DB , latitud 4 la BG , y, profundidad á la AB , que

antes era la longitud.

»38 La estension de un cuerpo se llama también volu

men ó cuerpo geométrico; y aunque para constituirla son in
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dispensablcs las tres dimensiones, ó por mejor decir, aunque

en la estension de todo cuerpo existen simultáneamente las

tres dimensiones, sin embargo por medio de la abstracción

podemos prescindir de una , de dos y aun de las tres. Así,

prescindiendo del grueso BG, queda sola la estension con las

dos dimensiones, longitud AB , y latitud BD, que es lo que

se llama superficie.

Si en esta prescindimos de la latitud BD, queda la idea de

estension en sola longitud, que se llama linea; y si ahora

prescindimos de esta longitud, no quedará absolutamente na

da de la estension; y á esta idea que resulta, se le llama pun

to matemático. De modo, que así como para formarnos idea

de la nada ó de cero, es necesario prescindir de toda canti

dad, igualmente para formarse, una idea cabal del punto,

es necesario prescindir de toda estension; por manera que

punto matemático, jr cero ó carencia de toda estension, es

una misma cosa.

a3o, De todo lo dicho resulta: i.° que la superficie no

tiene nada de grueso, y que es el limite de los cuerpos;

pues para fermarnos su idea prescindimos de él; pero si en

vez de prescindir de una vez, suponemos que va disminu

yendo poco á poco, el cuerfo se irá acercando á la superfi

cie, sin que jamas pueda confundirse con ella, hasta que. el

grueso se reduzca á ceró, esto es, hasta que no haya cuer

po, que son las dos circunstancias del límite (a32).

2? Que la línea no tiene nada de grueso ni de an

cho, y por lo mismo, es el límite de la superficie.

3? Que el punto no tiene ninguna dimensión, y es el

límite de la línea , y de toda estension.

240 La línea se divide en recta y curva; línea recta

es la que tiene todos sus puntos en una misma dirección, \

esto es^ aquella que está dispuesta de taliiianera, que

colocándose en uno de sus estremos, quedan ocultos to

dos sus puntos intermedios, como sucede en las alame

das puestas á cordel , y con los guias de un regimien

to cuando están alineados ; tales son las que queremos

representar por las AB, BD, CD, etc.

■ Curva es aquella cuyos puntos no están todos en una

misma dirección,| como la DF, BG, etc.

241 La superficie se divide en plana y curva; se llama

plana, aquella cuyos puntos están todos tan altos ó tan

salientes los unos como los otros, como la ABDCj y
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•curva aquella cuyos puntos no están todos tan aZíof o

tan salientes los unos como los otros , como la CDFE.

Ademas, las superficies y líneas curvas , pueden ser cón

cavas y convexas: las cuales toman estas denominacio

nes, st gun el aspecto bajo -que se miran.

/ 242 La Geometría tiene tres partes: la primera tra

ta de las líneas; la segunda de las superficies; y la ter

cera de los volúmenes.

• En la primera parte se supone que todas las lí

neas están trazadas sobre un plano matemático, que es

una superficie plana (241) que concebimos sin límites,

y con tal perfección cual no existe en la naturaleza.

243 Una recta queda determinada, en Jijando dos

de sus puntosjj?orque la esencia de la línea j-eeta, es

que todos sus puntos este'n en una misma dirección; y

como en la idea de dirección solo entra la del punto

o parage A (lig. 2), de donde se parte , y la del punto

tí sitio í5 á que uno se dirige , se sigue que los puntos

intermedios deben quedar cubiertos por los estremos

A y B, y los que se supongan á la izquierda de A le

deben cubrir; como igualmente los que se supongan

á la derecha de B , deben quedar cubiertos por él. Pe

ro este conocimiento ha provenido solo de los dos pun

tos A y B ; luego dos puntos determinan la posición de

una recta.

2 44 Un punto no es suficiente; porque desde un pun-

O se puede ir á todas partes; y en el mismo punto O

pueden concurrir todas las direcciones que se quieran.

Cor. 1? Desde un punto A á otro B (fig. 3) no se

puede tirar mas de una línea recta ; pero sí infinitas

curvas. Porque si se pudiese tirar mas de una recta, no

bastarían dos puntos para fijar su posición; pero no yen

do en línea recta, se podrá ir por ACtí, tí por ADB,

ó por AEB etc. j

. Cor. 2? La distancia entre dos puntos se debe medir

por una recta ; porque es la única que se puede tirar

de su especie.

Cor. 3? Dos rectas no pueden encontrarse mas que en

un punto; porque si se encontrasen en dos , se coufuu
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dirían en una sola ; y de consiguiente no habría dos rec

tas , que es contra el rupuesto.

245 Por suponerse las rectas tiradas en un mismo

plano, y no tener este límites, inferimos que cuando

se necesite , se podrán concebir prolongadas ó acortadas

las líneas ; y que en siendo rectas se podrán superpo

ner^ de manera que se confundan en un todo si son

iguales, ó en aquella parte que tengan de común; y

recíprocamente, si al superponer dos rectas se confun

den sus estrenuos, se habrán confundido en toda su lon

gitud, y de consiguiente serán ¿guales.

Esc. Se dice que dos líneas tienen una común medi

da, o que son comensurables , cuando ambas contienen

á una tercera de su misma especie un número exacto

de veces.

246 Entre la infinidad de curvas, que puede conce

bir nuestra imaginación, la Geometría elemental solo

considera la circunferencia de círculo, que es una lí

nea curva reentrante, cuyos puntos distan todos igual

mente de uno que se llama centro: tal es (fig. 4.) la

AEBD, cuyo centro es C. El espacio ó superficie que

encierra la circunferencia se llama círculo. Las rectas

CA, GE, etc. que desde el centro van á parar á la

cercunferencia , se llaman radios; los cuales son todos

iguales por medir ( 244 cor. 2?) la distancia de la cir

cunferencia al centro, y ser dicha distancia una mis

ma en todos los puntos^

Toda línea DGE, que pasando por el centro termi

na con sus estremos en la circunferencia , se llama

diámetro; por consiguiente el diámetro es igual á dos

radios ó al duplo de uno ; y como todos los radios son

iguales , también lo serán todos los diámetros, f

Esc. Para tirar rectas y describir circunferencias, se

emplea la regla y el compás, cuya construcción y uso

se entiende fácilmente con lá esplicacion del Profesor.

247 Se llama arco una porción cualquiera de la

circunferencia ; así, la parte BFD es un arco, y la

parte DAEB es otro arco; toda recta BD, que des

de un estremo de un arco va á parar al otro, se llama
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cuerda del arco; por manera, que BD es cuerda, tanto

del arco BFD como del DAEB; y se llama sajita del

mismo arco, á la parte FG del radio FC, interceptada

entre el punto medio de dicho arco y la cuerda. Se Ha -

nía sector de círculo, al espacio CBFD, comprendido

por dos radios y un arco; y se llama segmento, al es

pacio comprendido entre una cuerda y su arco, tal es el

BDF. Siempre que se hable de arcos d cuerdas, se en

tiende de los menores.' ■ •••

Cuando dos circunferencias ABD , abd (fig. 5), tie

nen un mismo centro G, se dice que son concéntricas; y

cuando tienen diferentes centros , se llaman escentricas.

El espacio KWDdba, comprendido entredós circun

ferencias concéntricas, se llama corona ó ánulo.. ,; ; ,

248 Teor. Doy circunferencias concéntricas no se pue

den encontrar sin confundirse en.una sola. ¡~ -

• Dem. Porque o sus radios son iguales á desigualen: si

son iguales, todos los puntas dé la una: se cpnfundirán

exactamente con los de Ja" otra, y par lo misinoj se ha

brán confundido en una sol%! Si los radios son desigua

les, la que tenga menor radíii estará toda: dentro de la

otra, habiendo siempre entre jeuas! una distancia, igual á

la diferencia de los Tadjos.^jLuego dos circunferen

cias etc. '« ,, ••"» ;. '->« ic.

Cor. De donde se deduce, que si dos circunferencias

tienen un mismo radio serán iguales; ycolocada., la. una

sobre lá 'otra, de- manera que se confundan .sus centros,

se confundirán todas ellas. . ¿iJ : n . • ,'■

249 Teor. El diámetro divide al círculo y á la cir

cunferencia en dos partes i-gúales¿. •. jr. cv.,; ¡

Espl.' Sea el círculo ABDE digo que si se do

bla por el diámetro AD, la parte AED caerá exacta

mente sobre la ABD; y habiéndose confundido serán

iguales. '■ - >•■ 10 . -.ij

Dem. Si la parte AED no cae sobre ABD^ caerá ó

por mas arriba ó por mas abajo. Si cayese por mas arri

ba, y estuviese representada por AND, tirando la NG,

esta sería un radio del círculo, y por consiguiente igual

con BC, radio también del. mismo círculo ; lo que es

Tom. I. 39
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absurdo , por ser NC todo y J5G parte suya ; luego no

se puede suponer que caiga por mas arriba. Si cae por

mas abajo , y se representa por AMD, tirando la MC,

será un radio del círculo, y por consiguiente igual con

BC, lo que también es imposible; luego no puede caer

por mas abajo. Luego si no puede caer ni por mas ar

riba ni por mas abajo, se habrán confundido y serán

iguales. L. Q. D. D.

250 Guando dos líneas AB, AC (fig. 7) se encuen

tran en un punto A , se llama ángulo á la abertura ó

inclinación que tienen entre sí; el punto A donde se

encuentran, se llama vértice; y se llaman lados las

dos líneas AB, AC, que le forman.

Cuando un ángulo está solo , se enuncia nombrando

la letra del vértice; pero cuando en un mismo punto se

forman varios ángulos, se leen las tres letras, pronun

ciando siempre en medio la del vértice; así, el de la

(fig. 7) se leerá BAC ó CAB.

Es mas sencillo aun poner una letra minúscula den

tro del vértice y pronunciarla sola; así el mismo án-

lo se leerá con mas sencillez el ángulo n.

Si se prolonga la CA hasta D, la AB formará con

la parte prolongada AD el ángulo BAD ó m, cuyos dos

ángulos BAC, BAD d u, m, se llaman ángulos contiguos

ó adyacentes.

Como , ya se prolonguen ó acorten las líneas AB,

AC, su dirección no se altera (245), resulta que la in

clinación que tienen entre sí no varía; por lo que la

cantidad de un ángulo no pende de la longitud de sus

lados sino de su inclinación.

Cuando los lados del ángulo son líneas rectas, se

llama rectilíneo ó ángulo plano; cuando curvas , curvi

líneo , como DAC (fig. 3) ; y cuando uno de los lados

es una línea recta, y el otro una curva, se llama misti-

líneo, tal es el CAB.

251 Teor. Dos ángulos iguales se pueden superpo

ner de modo que se confundan.

Espl. Si el ángulo bac=BAC (fig. 8), y se coloca el

uno sobre el otro, de manera que el vértice a caiga
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sobre el A , y ac sobre AC, digo que áb caerá sobre

AB, y quedarán confundidos en uno solo.

Dcm. Si esto no se verifica , la ab caerá por mas ar

riba de la AB, ó por mas abajo. Si cae por mas arri

ba y toma la dirección AN, se tendrá que bac estará

representado por NAC , tí será igual con él ; y como por

el supuesto 6ac=BAC, será (intr. ax. 5?)

&AC=BAC, lo que es absurdo: pues NAG es todo y

BAC parte suya ; luego la ab no puede caer por mas

arriba de AB.

Si cae mas abajo, y se representa por AM, se tendrá

M.\C=bae, y como por el supuesto BAC—¿ac, será

MAC=BAC; lo cual siendo también absurdo, por ser

MAC parte y BAC todo, manifiesta que no puede caer

por mas abajo. Luego se confundirán. L. Q. D. D.

Esc. Recíprocamente , ti dos ángulos son tales que

puesto el uno sobre el otro, se confunden exactamente

serán iguales, pues para formarnos la idéa de la igual

dad ó desigualdad de dos cosas, siempre recurrimos á

la superposición. Ademas , advertimos que siempre que

digamos de dos cosas, que son iguales, han de ser

tales que se puedan superponer, como sucede con un

duro que se puede superponer á otro duro, y no se ve

mas de uno; y cuando una cosa valga tanto como

otra , pero que puesta la una sobre la otra no se ajus

ten exactamente, como sucede con un duro y dos medios

duros ó cinco pesetas, las llamaremos equivalentes.

252 Cuando una línea DC (fig. 9) forma con otra

AB los dos ángulos adyacentes DCA, DCB, iguales en

tre sí, cada uno de dichos ángulos se llama recto , y

la línea DC perpendicular á la AB; de manera, que

una línea es perpendicular á otra cuando forma con

ella dos ángulos iguales , 6 cuando cae sin inclinarse

mas hacia un lado que hácia otro.

Todo ángulo BCK, menor que uno recto, se llama

agudo ; todo ángulo ACK , mayor que uno recto , se

llama obtuso; y se llaman ángulos opuestos al vértice

los que tienen sus vértices opuestos , como AOD y COB

(fig. r3), y AOCy DOB.
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Toda linea CK (fig. 9 ) que forma con otra dos án

gulos desiguales , se llama oblicua respecto de ella.

253 Teor. Todos los ángulos rectos son iguales en

tre sí. • . 1

Espl. Sea DG perpendicular á AB, lo que supone

( 252 ) que los ángulos DCA, DCB, son recios é iguales

entre sí; y sea HG perpendicular á EF, lo que también

supone que los ángulos HGE, HGF, son rectos e' iguales

entre sí; pues voy á demostrar que estos últimos son

iguales con los primeros.

Construcción. Tómese AC=EG , CB=GF ,

y se tendrá AB=EF; •

coloqúese la EF sobre la AB , de modo que se confun

dan sus estremos, en cuyo caso el punto G, estremo de

EG, caerá sobre el punto C, estremo de su igual AC;

y digo que la linea GH caerá sobre la CD.

Dem. Porque si esto no se verifica, el lado GH cae

rá fuera del CD ; si suponemos que tenga la dirección,

CK, sera ACK=KCB,

por ser estos ángulos los que representan á los EGH,

HGF, iguales por el supuesto ; pero esto es un absurdo,

porque siendo también por el supuesto ACD=rDCB, no

se puede verificar que ACK que es mayor que ACD,

sea igual con KCB que es menor que DCB , d que su

igual ACD ; luego no se puede suponer que la GH. cai

ga fuera de la CD; luego caerá encima, y se copfun-

dirá EGH con ACD , y HGF con DCB ; luego se tendrá

EGH—ACD y FGH=BCD, que era L. Q. D. D.

254 Teor. Los dos ángulos juntos que forma una li

nea al caer sobre otra , valen dos ángulos rectos.

Espl. Si KC cae sobre AB de un modo cualquiera,

digo que la suma de los dos ángulos ACK, KCB, con

tiguos que forma con ella, equivalen á dos rectos. " *' '

Dem. Concíbase la perpendicular CD , y tendremos

que los dos ángulos ACD, DCB serán rectos; y co

mo ACK=ACD-kDCK , se tendrá

ACK-hKCB=ACD+DCK-í-KCB; . .

pero DCK-f-KCBcomponen el ángulo recto DCB , luego
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resultará ACK-i-KCB=ACD-i-DCB=2 rectos =ar, que

erá L. Q. D. D.

Esc. De aquí en adelante llamaremos ir á la suma de

dos ángulos rectos, y por consiguiente ^it al ángulo

recto.

. Cor. l? Si uno de los ángulos ACK ó KCB es recto,

lo será igualmente el otro ; porque entre los dos han de

valer dos rectos.

Cor. 2? Sí una línea CD (fig. 10) es perpendicular

á otra AB , esta AB lo será á la primera CD. Porque

como la CD es perpendicular á AB , se tiene

AECzrCEB por rectos; y como de ser el AEC recto, se

deduce que su adyacente AÉD también lo ha de ser,

resulta que la AE es perpendicular (252) á la CD.

De ser recto el ángulo CEB , se deduce que su con

tiguo BED lo ha de -ser; luego cuando dos perpendicula

res se cruzan , forman cuatro ángulos rectos.

Cor. 3? Todos los ángulos ACF, FCD, DCE, ECB,

que se forman (fig. 11) en un punto, hácia un mismo

lado de una recta AB , valen juntos dos ángulos rectos

ó <it; y todos los ángulos ACF, FCD, DCE, ECB, BCP,

PCN, NCM, MCA, que se. pueden formar al rededor

de un punto C, no valen mas ni menos que cuatro rec

tos ó iit.

255 Un ángulo es suplemento de otro, cuando es lo

que le falta para dos rectos; así, KCB (fig. 9) es suple

mento de ACK, y al contrario. Y un ángulo es com

plemento de otro , cuando es lo que le falta d¡ sobra pa

ra un recto; así, el ángulo KCD es complemento de

cada uno de los dos Aí 'K y KCB: del primero por esce

so, y del segundo por defecto. De donde se deduce, que

los ángulos que tienen un mismo suplemento ó scpleinen-

tos iguales, son iguales; y los que tengan un misino com

plemento, solo serán iguales cuando los complementos sean

ambos por esceso ó por defecto.

256 Teor. Si dos líneas tiradas al estremo de otra

forman con ella dos ángulos que junios valgan dos rectos,

dichas dos líneas son una sola y misma línea. • .

Espl. Sean AC y BC ( fig. 12) dos rectas tiradas por
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el estremo C de la CD , de modo que ACD-+-DCB=,>r$

digo que dichas dos rectas AG y CB son una sola y mis

ma línea , d que la CB es prolongación de la AC.

Dem. Si esto no se verifica , la recta AC prolongada

caerá 6 por mas arriba ó por mas abajo de la BC. Si

la prolongación de la AC fuese la CE, sería (§ 254)

ACD-t-DCE=7r ; y como por el supuesto ACD+DCBrrir,

será (intr. ax. 5?) ACD-í-DCE=ACD-hDCB ; y qui

tando el ángulo común ACD , queda DCE—DCB: lo que

es absurdo, por ser DCE parte y DCB todo; luego

la AC prolon'gada no puede caer por mas arriba de la CB.

Si dicha prolongación fuese la CP, se tendría

ACD-i-DCF- it; y como por el supuesto ACD-t-DCB=w,

sería ACD-i-DCF=ACD-t-DCB; de donde quitando ACD,

quedará DCPzrDCB, que tampoco puede ser; luego si la

ÁC prolongada no puede caer por mas arriba ni por mas

abajo de la CB , caerá encima , y dichas rectas ÁC , CB,

serán una sola y misma línea. L. Q. D. D.

2 57 Teor. Los ángulos opuestos al vértice son iguales.

Espl. Sean Jas dos rectas AB, CD (fig. 13), que se

corten en el punto O; digo que el ángulo AOD=zCOB, y

que DOB=AOC.

Dem. Si consideramos que la DC cae sobre la AB, será

(§ 254) AOD-HDOB=rff ; y suponiendo que la BA cae

sobre la DC, se tendrá COB-i-BOD —w, luego (intr.

ax. 5?) AOD-f-DOíízrCOB-i-BOD; y quitando el ángulo

común DOB , quedará AOD=COB ; del mismo modo se

demostrará que D0B=AOC , que es L. Q. D. D.

258 Se llama triángulo rectilíneo, ó simplemente

triángulo, el espacio cerrado por tres líneas rectas, que

se llaman lados del triangulo.

Los triángulos, con relación á sus lados, se dividen

en equiláteros, isósceles y escalenos; y con relación á sus

ángulos , en rectángulos y oblicuángulos. Triángulo equi

látero es el que tiene sus tres lados iguales , como ABC

(fig. 14); isósceles el que tiene dos lados iguales, como

ABC (fig. 15); y escaleno el que tiene sus tres lados

desiguales entre sí, como ACB ( fig. 16). Es rectángulo

un triángulo cuando tiene un ángulo recto , como ÁClí
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(fig. 17)5 y es oblicuángulo cuando no tiene ningún án

gulo recto. Este se llama obtusangulo , cuando tiene un

ángulo obtuso, como ACB (fig. 16); y acutangulo, cuan

do sus tres ángulos son agudos, como ABC ( fig. 14 ).

En el triángulo rectángulo, el lado AB (fig. 17)

opuesto al ángulo recto, se llama hipotenusa; y los otros

dos lados AC, BG, catetos.

En general se llama base de un triángulo al lado so

bre que se considera insistiendo; pero cuando el trián

gulo es isósceles , se llama base al lado que no es igual

con ninguno de los otros. La línea que se baja perpen-

dicularmente á la base ó á su prolongación, desde el

ángulo opuesto , se llama altura ; así las líneas AC son

bis bases en las (figs. 15 y 16), y las BD las alturas;

cuando en un triángulo rectángulo (fig. 17) se consi

dera por base un cateto AC , la altura es el otro ca

teto BC.

859 Teor. Dos triángulos son iguales, cuando tienen

sus tres lados iguales. n

Espl. Sean los dos triángulos ABC, abe (fig. 18),

en que se supone AB=a¿ , AC=ac yBC—be ; digo que

sus tres ángulos también son iguales; esto es,

A=a, B=/> y C=c.

Cunstr. Haciendo centro en A con un radio AC—ae,

trácese el arco mn; y haciendo centro en B con BC=¿c,

trácese el arco op. ;n

Dem. Concíbase superpuesto el triángulo abe sobre

el ABC, de manera que el lado ab se contunda con AB:

en lo cual no habrá dificultad .( 245 ) por ser AB==ab;

con lo cual el punto c estremo de-ac=AC, caerá en al

gún punto (246) del arco mn; y por ser Ac=BC, el

estremo c del lado be caerá también en algún punto

del arco op ; pero los dos lados ac , be , tienen su estre

mo en el punto común c, luego este mismo punto será

común á los dos arcos mn , op ; luego será su punto de

intersección ; pero su punto de intersección se halla en

C, punto donde se encuentran los lados AC y BC del

triángulo ABC ; luego el punto <? , estremo del lado ac,

se habrá confundido con C estremo de AC; y como el
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punto a se había confundido con A, resulta (245) que

todo el lado ac se habrá confundido con AC$ por la

misma razón el lado Ac se habrá confundido con BC$

y habiéndose confundido sus tres lados, se habrán con

fundido también sus tres ángulos (251 esc); es decir,

que se tendrá A—a , B=¿, C=c, que era L. Q. D. D.

Esc. Se debe advertir que los ángulos que resultan

iguales, son los que en cada triángulo se oponen á los

lados iguales. > • ■ •

260 Teor. Dos triángulos son iguales, cuando tienen

dos- lados iguales. ¿ igual el ángulo comprendido.

• Espl. Sean ABC, abe dos triángulos, en que se ten

ga AB—ab, A&nav, y el ángulo en A— al en a; digo

que dichos triángulos son iguales. ... .'. ■ .. •

- Dem. Concíbase superpuesto el triángulo abe sobre

el ABC , de manera que el vértice a caiga sobre A,

y el lado ab sobre AB , con lo que el lado ac caerá

(251) sobre AC. Ahora i por ser a¿=AB y partir estas

líneas desde un mismo punto A, el punto b caerá sobre

B; y por la misma razón el punto c caerá sobre C.

Pero b y c no solo' son estrenaos de ab y de ac, sino

que lo son también del Jado be; luego se han confun

dido los entremos del lado be con los del BC; luego

(245) todo el lado' Ae ha coincidido con el BC; y ha

biéndose confundido sus tres lados , serán iguales dichos

triángulos. L. Q. D. D.

' ' z 6 1 Teor; Dos triángulos son iguales^ cuando tienen un

lado igual á un lado, adyacente á dos ángulos iguales,

i 'Espl. Sean tos doj triángulos ABC, abe, en que se

supone el ángulo -Aa=a, el B:=A, y el lado AB^ adya-

Centé "á-k>9 á»guh>s:A', JB del : priináró , igual al ab del

segundo; digo^que estos triángulos. son- iguales. ■ -'•■«i

Dem. Concíbase superpuesto el triángulo abe sobre' el

ABC , de manera que el lado ab caiga sobre AB, lo cual

se puede hacer , porque o¿=AB; -hecho esto, el lado be

tomará (251) la dir&ecion del lado BC , por ser el án

gulo B=b ; y por la misma razón el ac tomará la direc

ción del AC. Ahora,» como las rectas be, ac, y BC, AC,

se cortaban áirtes de superponerse, y h superposición no



«EOMBTRÍA. 3 I J

altera en nada la naturaleza de los triángulos, resulta

que también se cortarán después; y como dos rectas no

pueden encontrarse (244 cor 3?) mas que en un punto,

se sigue que habiéndose confundido las be , ac con las

BC, AC, el punto de intersección c de las primeras, se

habrá confundido con el punto de intersección C de las

segundas; luego se ha confundido el triángulo abe con

el triángulo ABC, y será igual con él. L. Q. D. D.

262 De lo dicho se infiere que con cualesquiera da

tos que satisfagan á lo demostrado en los teoremas ante

riores, se podrá formar un triángulo igual á otro dado;

y ademas se podrán resolver estos problemas.

263 1? En un punto a (fig. 19) de una línea ab, for

mar un ángulo bac igual con otro dado BAC.

Res. y Dem. Haciendo centro en a con un radio cual

quiera ap, trácese un arco indefinido prqs ; haciendo cen

tro en A con el mismo radio, se trazará un arco PRQ,

hasta que encuentre á los lados del ángulo CAB; con

la cuerda PQ del arco PRQ, haciendo centro en ja, se

trazará un arco ux; por el punto de intersección q y por

a, tírese la linea aq, y se tendrá el ángulo cab=CAB.

Porque si concebimos las cuerdas pq, PQ, que son

iguales por construcción, los triángulos AQP, aqp, serán

iguales (259), y por lo mismo el ángulo en a— al en A.

264 2? Dado un ángulo CAB, dividirle en dos par

tes iguales.

Res. y Dem. Haciendo centro en A con un radio cual

quiera AP, trácese entre sus lados un arco PRQ; ha

ciendo centro en sus estremos P y Q, con un radio cual

quiera, trácense dos arcos que se crucen eu T; porA yT,

tírese la línea AT, la cual dividirá el ángulo propuesto

en las dos partes iguales QAT y TAP. Porque si se con

ciben los radios PT, QT, los triángulos QAT, TAP,

serán iguales (259).

265 Teor. En un mismo triángulo, ó en triángulas

iguales, á lados iguales se oponen ángulos iguales; ó lo

que es lo mismo, en un triángulo isósceles los ángulos de

la base son iguales , y al contrario , si dos ángulos de un

Tom I. 40
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triángulo son iguales , los lados opuestos también lo serán

ó el triángulo será isósceles.

Espl. Sea en el triángulo ABC (fig. 15), AB=BC;

digo que se tendrá el ángulo ACB= al BAC;

y si se supone ACB^BAC , será ABnBC.

Dem. 1 ? Por el ve'rtice B y el punto D , medio del

lado AC, concíbase tirada la DB, y resultará que los

triángulos ADB, BDC serán iguales (259); luego los

ángulos en A y en C , opuestos al lado común BD , se

rán iguales. L. 1? Q. D. D.

2? Si los lados BC, AB no son iguales, serán desigua

les. Supongamos que BA sea el mayor ; tomando en él

una parte AE=BC, y concibiendo la CE, los triángu

los AEC, ABC, tendrán el lado AC común, el lado

AE=CB por construcción, y el ángulo EAC=ACB por

el supuesto; luego (260) serán iguales , lo que es absurdo;

porque el BAC es todo , y el AEC es su parte ; luego si

los lados BA y BC no pueden ser desiguales, serán igua

les. L. 2? Q. D. D.

Cor. Luego el triángulo equilátero es equiángulo y al

contrario.

Esc. La igualdad de los triángulos ABD, BDC, prueba

al misino tiempo que el ángulo ABD=DBC, y que

BDA=BDC ; de donde se deduce (252) que estos dos úl

timos son rectos, y por consiguiente que una linea ti

rada desde el ve'rtice de un triángulo isósceles al medio

de su base , es perpendicular á esta base , y divide á su

ángulo opuesto en dos partes iguales.

266 Teor. Si se prolonga uno de los lados de un trián

gulo , el ángulo esterno es mayor que cualquiera de los

dos internos opuestos.

Espl. Sea el triángulo ABC (fig. 20) ; digo que si se

prolonga uno de los lados BC , el ángulo ACD (que se

llama estenio por estar fuera del triángulo) es mayor que

cualquiera de los dos BAC , ABC , opuestos á los lados

que forman el esterno.

Dem. Para demostrarlo respecto del BAC, concíbase

por B y por el punto E medio de AC , la BE , y prolon

gada de manera que la prolongación EP—BE ; tíñase el
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punto F con el C , y resultarán los triángulos ABE , FCE

iguales (260); luego nos darán el ángulo BAE dBAC—

ECF ¡ pero AGD >ECF , luego ACD>BAC.

Concibiendo en el lado BC una construcción análoga,

se demostrará del mismo modo que BCK>ABC; y como

(§257) BCK=ACD, resultará AGD>ABC, que es

L. Q. D. D.

Cor. 1? Siendo BAC<ACD,

añadiendo ACB, será BAC+ACB<ACD+ACB;

pero ACD-t-AGB—7T, luego BAC-i-ACB*^;

luego en lodo triángulo la suma de dos ángulos es me

nor que dos rectos.

Cor 2? Luego en todo triángulo rectángulo ú ohtu-

sángulo , cada uno de los otros dos ángulos debe ser

agudo.

Cor 3? Desde un punto cualquiera C (fig. 21), fuera

de una recta AB, no se le puede tirar mas de una perpen

dicular CD; porque si se lo pudieran tirar dos, tales

como CD , CE , en el triángulo CDE los ángulos CDE,

CED, valdrían juntos dos rectos, lo que es imposible.

Cor. 4? La perpendicular es la que mide la verdadera

distancia que hay desde un punto á una línea ; pues es la

única que se puede tirar de su especie.

Cor. 5? Tampoco se puede tirar mas de una perpendi

cular en un punto D de una línea AB ; porque si supone

mos que haya dos, tales como DC, DK, se tendrá que los

ángulos KDA, GDA, serán rectos, y por consiguiente

iguales (253): lo que no puede ser , porque ADK es parte,

y ADC es todo.

Cor 6? Si desde un punto C de una oblicua CE se baja

una perpendicular CD á la AB , caerá hacia el ángulo

agudo ; porque si cayese hacia el ángulo obtuso , el ángulo

ADC no podría ser mayor que él. > ■ ' > '

267 Teor. En todo triángulo al mayor lado se opone

el mayor ángulo; y al contrario, al mayor ángulo está

opuesto el mayor lado. , .■ ■

Espl. Sea el triángulo BAC (fig. 22); digo que si el

lado AC>BG, será el ángulo ABC>BAC; y si se supo

ne ABC>BAG, será AC>BC.
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Dem. i? Tómese en el lado mayor AC una parte

CD=BC , y tírese la BD ¡ con lo cual el triángulo BDC

dará los ángulos n y m iguales (265); pero «>A por

ser esterno en el triángulo ABD, luego también será

m>Aj y como ABC>ot, con mas razón será

ABC>BAC, que era L. 1? Q. D. D.

2? Si no es AC>BC , será AC igual ó menor que BG.

Si AC=BC, resultará por lo demostrado (265), que

ABG=BAC , que es contra el supuesto ; tampoco puede

ser menor, porque entonces el ángulo ABC sería menor

que el B 4C , qu.; es también contra el supuesto ; luego

si no pu.-de ser AC=r ni <BC , será AC>BC , que es

L. 2? Q. D. D. -

268 Teor. La suma de dos lados de un triángulo es

mayor que el tercero.

Espl. Sea BCA (fig. 23) un triángulo cualquiera;

digo que BAh-CA>BC.

Constr. Haciendo centro en B y con un radio igual al

lado mayor LC, trácese el arco CSD, hasta que en

cuentre al lado BA prolongado, y títese la cuerda DC.

. Dem. Las líneas BG y BD son iguales por radios de

un mismo círculo; luego (265) en el triángulo CBD el

ángulo DCB=g; pero el ángulo r<DCB por ser parte

suya; luego también será >"<£. Luego en el triángulo

DGA el ángulo g>-r, y por lo mismo (267) el lado

CA>DA. Si á estas cantidades desiguales añadimos una

misma cantidad AB , también permanecerán desiguales,

y se tendrá CA-hAB>DA-+-AB; ; ¡ .'. .

y como DA-+-AB=BD=BC,

se sigue que CAh-AB;>BC, que era L. Q. D. D.

2 69 Teor. Si desde un punto cualquiera dentro de un

triángulo, se tiran, líneas á los vértices de dos de sus

ángulos , la suma de estas líneas será menor que la de

los lados del triángulo opuestos á los ángulos ; y el án

gulo que formen dichas líneas, será mayor que el ángu

lo que formen dichos lados. .. . .'. •

Espl. Sea el triángulo ABC (fig. 24); digo que si desde

un punto D , elegido dentro , se tiran dos líneas DB,

DG , á dos ángulos cualesquiera B , G , ss tendrá
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BD-t-DC<AB-i-AC ; y que BDC , ó el ángulo en o>m.

Dem. 1? Prolongando una cualquiera de las dos lí

neas, tal como BD, hasta que vaya á encontrar al ladd

opuesto AC, se tendiá (,§ 268) BA-t-AE>liE;

y añadiendo EC, será BA-t-AE-t-EC>BE-i-EC ,

tí reduciendo será BA-4-AC>BE-+-EC (111).

Ahora, el triángulo DEC dará DE-hEC>DC;

y añadiendo BD , se tendrá BD-hDE-i-EC>BD-+-DC;

ó por ser BD-t-DE=BE , resultará BEh-EC>I>D-kDC.

Y como ántes (m) teníamos BA-kAC>BE-i-EC ,

con mas razón se tendrá BA-hAC>BD-*-DC ,

que era L. 1? Q. D. D.

2? El triángulo BAE da (266) el ángulo rom; y por

la misma razón el triángulo DEC dará el ángulo o>«j

luego con mas razón o>/?i, que es L. 2? Q. D. D.

270 Teor. Si desde un punto á otro se tira una recta

y una curva , la recta es mas corta que la curva:

Espl. Si desde el punto A (fig. 25) al punto JB ,. se tira

la recta BA y la curva ADCB , digo que ADCB >AB.

Dem. Desde A y B tírense á un punto cualquiera C

de la curva, las rectas AC y BC, y se tendrá (§ 2 6 tí)

AC+CB>AB; ■>'■ ■ - •

y si desde los puntos Cy A se tiran á uno cualquiera

D intermedio del arco AC, las AD, DC, se tendrá

también AD+DC>AC; i

que añadiendo CB , da AD+DC+CB>AC+CB ;

y si volvie'ramos á tirar rectas á los puntos intermedios

de los arcos AD, DC etc., el conjunto de líneas que

resultase sería mayor que el AD-t-DC-t- etc., pues la

suma de cada dos líneas siempre sería mayor que su

correspondiente ; pero este conjunto de líneas, al puso

que crece , se aproxima á la. curva ADCB , por tener

mas puntos comunes con ella, y hallarse entre el con

junto anterior y la misma curva ; luego la curva será

mayor (227) que cada uno de estos conjuntos; y como

cualquiera de estos es mayor que AB, con mas razón

será la curva ADCB>AB, que es L. Q. D. D.

Cor. Luego Ja línea recta es la mas corta de todas

cuantas se pueden tirar desde un punto á otro. 1
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271 Teor. Si desde un punto a otro te tira una

linea recta, y diferentes curvas, que sean cóncavas

ó convexas hacia un mismo lado, la curva que mas

se acerque a la recta sera la mas corta.

Espl. Si desde el punto A al punto B (fig. z6), se

tiran diferentes curvas ACB, ADB, la AGB (jue mas se

acerca á la recta AB, es la mas corta.

Dem. Concíbase por el punto G la recta MN, tal que

solo tenga el punto C común con la curva interior

ACB, estando toda ella fuera, y en virtud délo demos

trado (270) se tendrá MDN S>MNj

y añadiendo AM-t-NB, resultará

MDNh-AM+NB>MN-hAMh-NB;

pero el i.,r miembro MDN-t-A>I-+-NB=curvaADB, j

el segundo MN-+-AM-f-NB= conjunto AMNB;

luego ADB >AMNB.

Concíbase ahora por los puntos P y U, tomados en

tre C y A y entre C y B, las rectas RS y TQ con las

mismas circunstancias que la MN, y se tendrá (§ 270

cor.) RM+-MS >RS, TN-4-NQ >TQj

y sumando ordenadamente resultará

RM+MS+TN+NQ>RS-hTQ.

Añadiendo á ambos miembros la cantidad

AR-4-ST-t-QB, ' 1

será RM+MS-f-TN-t-NQ+AR-f-ST+QB >RS-t-

TQ-t-AR-t-STw-QBj

pero el primer miembro =conjunto AMNB,

y el segundo rrARSTQB; luego AMNB>ARSTQB, y

con mas razón seráADB>ARSTQB. •. ,

Y como si se tirasen rectas por los puntos interme

dios de los arcos AP , PC , CU , etc. se demostraría del

mismo modo, que el conjunto de líneas que fuese re

sultando, sería menor que el anterior ARSTQI3, y así

sucesivamente , se sigue que con mas razón la curva

ADB será mayor que cualquiera de estos conjuntos; pero

estos conjuntos de líneas , al paso que menguan , se

van acercando á la curva ACB , por tener mas puntos

comunes con ella y estar cada conjunto entre la cur

va y el conjnnto anterior; luego (128) la curva AGB
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es menor que cualquiera de estos conjuntos, y con mas

razón se tendrá ACB< ADB , que era L. Q. D. D.

Cor. Puesto que la curva interior es menor que cual

quier conjunto de líneas , cada arco de curva será me

nor que la porción de líneas correspondientes á dicho

arco, ó lo que es lo mismo arco CoP^ PS-t-CS.

272 Teor. Si dos lados de un triángulo son iguales

á dos de otro , y el ángulo que forman es desigual, el

lado opuesto al mayor ángulo será mayor que el que en

el otro triángulo está opuesto al ángulo menor.

Espl. Sean dos triángulos ABC, DEP (fig. 27), tales

que AC=DF, AB=DE, y el ángnlo BAOEDF;

digo que BOFE.

Dem. Superpóngase el triángulo DEF sobre el BAC,

de manera que el lado DF se confunda con AG , con

lo que el triángulo DEF vendrá á tener la posición

del AE'C, cayendo DE. dentro del ángulo BAC por

ser el ángulo FDE<BAC.

Ai¡uí pueden ocurrir tres casos; i.° que el punto E caiga

fuera del triángulo ABC como en W.

a." Que caiga sobre el lado BC como en H: y 3.° que

cai&a dentro del triángulo como en K.

i.° Si cae en E' será ( § 268)

E'G+GC>E'C, yAG+GB>BA;

y sumando ordenadamente se tendrá

E'G+GC+AG+GB>E'C+BA, ,

ó lo que es lo mismo E'A+BC>E'C+BA;

y suprimiendo en ambos miembros E'A y BA, que son igua

les por ser E'A=DE=BA, quedará BC>E'C=EF.

a.° Si E cae en H, en el lado BC, se. tedrá (ax. 4«°)

BC>HC=FE.

3.° En fin , si el punto E cayese dentro, v. g. en K, se

tendría (§ 269) AB+BC>AK+KC;

y quitando AB y AK , que spn iguales por ser

DE=^K=AB, quedará J5C>KC=EF, que es L. Q. D. D.

Cor. Recíprocamente, si dos lados de un triángulo son

iguales á dos de otro; y el tercer lado desigual, el án

gulo opuesto en el triángulo donde el lado sea menor,

será menor que el del otro triángulo donde el lado es

mayor. Porque no puede ser igual ni mayor.

273 Teor. Si desde un punto fuera de una recta,



320 GEOMETRÍA.

se tira una perpendicular y diferentes oblicuas: i ° laper-

pendicular sera mas corta que las oblicuas ; 2? las obli

cuas que disten igualmente de la perpendicular , serán

iguales, y 3? la oblicua que mas se separe de la per

pendicular, será la mas larga.

Espl. Si desde el punto A fuera de la FD (fig. 28) se le

tira una perpendicular AB, y diferentes oblicuas AE, AC, AD,

se verficará: i.° que la AB será la mas corta de todas; 2.0

que las oblicuas AE, AC, equidistantes de la perpendicular

AB, serán iguales; y 3.° que de las oblicuas AC, AD, la AD

que mas se separa de la perpendicular, será la mas larga.

Dem. i.° Por ser el triángulo ABC rectángulo en B, y ser

el ángulo recto el mayor de un triángulo (366 cor. a.°), se

sigue (267) que el lado AC>AB,

, 6 AB<AC, que es L i.° Q. D. D.

2.0 Si BC=BE, los triángulos ABE, ABC, serán iguales

(260); luego darán AE=AC, que es L. 2.°Q. D. D.

3.° Siendo el triángulo ABC, rectángulo en B, el ángulo

ACD, estenio de dicho triángulo será obtuso, pues ha de ser

mayor (266) que el interno y recto ABC; luego (266 cor. 2.0)

el ángulo ACD es el mayor del triángulo ACD, y por lo mis

mo se le opondrá mayor lado (267); luego AD>AC, que era

Cor. i.° Desde un mismo punto fuera de una linea,

no se le pueden tirar tres rectas iguales.

Cor a.° Dos triángulos rectángulos snn iguales, cuando

tienen iguales las hipotenusas y uno de los catetos, ó uno

de los ángulos agudos; porque, primero, sean los triángu

los ABC y DEF (lig. 29), en que se supone AC=DF y AB=DE;

digo qre BC=EF;

y por lo mismo estos triángulos son iguales (259).

En efecto, si colocamos el triángulo DEF sobre el ABC,

de modo que DE se confunda con AB, resultará que como

los ángulos en B y en E son iguales, por rectos, el lado EF

caerá sobre el BC (§ 25 1). Ahora, si el punto F no cae

sobre el punto C, caerá ó mas á la izquierda como en G,

ó mas á la derecha como en H. t

Si cae en G, la linea DF estará representada por la AG;

y como por el supuesto DF=AC, será AC=AG, que es un

absurdo, pues se tendrán dos oblicuas iguales á un mismo

lado de la perpendicular AB. Como del mismo modo se

demostraría que no puede caer hácia la derecha de C, v. g.

L. 3.° Q. D. D.
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en H, resulta que caerá sobre C; luego se habrán confun

dido los tres lados del triángulo DEF con los del ABC; luego

son iguales.

Sea en a.° lugar AC=DF, y el ángulo BAC=EDF; colo

cando el triángulo DEF sobre el ABC, de modo que DF se

confunda con AC, la DE tomará la dirección de AB (§ a5i);

y como el punto F se ha confundido con C, si la FE no caye

se sobre la CB, se podrían tirar desde C dos perpendiculares

á AB, lo que es absurdo; luego los triángulos serán iguales.

Cor. 3.° Si un punto de una perpendicular dista igual

mente de dos puntos de la linea á que lo es, todos los pun

tos de la primera estarán á igual distancia de aquellos

mismos puntos de la segunda. Porque si fuese B (fig. 28)

el punto que distase igualmente de E y C, desde cualquier

punto A, M, ó H, de la AH, que se tirasen lineas á E y C,

serian iguales (260) los triángulos ABE; ABC, los MBE y

MBC también, ó los HBE, HBC; luego se tendrá AE=AC,

ME=MC y HE=HC.

Si el punto A que se halla fuera de la FD, dista igual

mente de E y de C, será} AE=AC; y como tienen un lado

AB común los triángulos rectángulos ABE, ABC, resultará

(cor. ant.) que EB=BC; y si por un punto cualquiera de

AB, tal como M, se tiran las ME, MC, serán iguales, por

hipotenusas de triángulos EBM, MBC, iguales; y como lo

mismo se demostraría dé cualquier otro punto, resulta la

proposición1.

Cor. 4»° Dos triángulos son iguales cuando tienen dos

lados iguales é igual también el ángulo opuesto al ma

yor de ellos.

Espl. Sean ABC, DEF (fig. 1 4o) dos triángulos en que

se supone AB=ED, AC=DF, ACB=DFE, sabiéndose ade

mas que BA>AC; digo que los dos triángulos ABC, DEF

son iguales.

Dem. Por ser AB>AC, resulta (267) que el ángulo

ACB>ABC$ luego el ángulo ABCserá por precisión agudo,

pues que si ACB es agudo , con mas razón lo será el

ABC que es menor que él} si ACB fuese recto , d ob

tuso, el ABC sería (266 cor. 2?) por precisión agudo; lue

go la AB será oblicua respecto de la BC, y por la mis

ma razón tendremos que DE será oblicua respecto de

EF. Ahora , los ángulos ACB , DPE que son iguales,

no pueden menos de ser agudos, rectos ú obtusos.

Toh. I. 41
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Si los suponemos agudos , resulta que las AG y DF

serán también oblicuas respecto do las BC, EPj y con

cibiendo las perpendiculares AP, DQ caerán dentro de

los triángulos ACB, DFE (266 cor. 6?), y los triángulos

ACP,DFQ serán iguales (cor. 2?), pues son ambos rec

tángulos, el uno en P y el otro en Q, tienen iguales las

hipotenusas AC,DP, y ademas tienen iguales los ángulos

agudos ACP,DFQ; luego AP=DQ, y PCrrQF. Ahora,

por ser AP~DQ , resulta que los triángulos APB, DQE

rectángulos en P y en Q, serán iguales (cor. 2?), pues que,

ademas de ser rectángulos, tienen iguales las hipotenusas

AB, EDylos catetos AP, DQ. Luego PB=QEj y sumando

esta ecuación con la PCrrQF, . será EC=EF:y por consi

guiente teniendo por el supuesto ABrrDE, ACrrDF, y por

lo que acabamos de demostrar i?Cr=EF, resulta que los

triángulos Ai?C, DEF tienen iguales sus tres lados; luego

(259) serán iguales.

Si los ángulos ACB, DFE fuesen rectos, entonces

los triángulos rectángulos ACB , DFE tendrían por el

supuesto iguales las hipotenusas AB , DE , y los cate

tos AC,DF, luego (cor. 2?) serían iguales.

Si los ángulos ACB, DFE fuesen obtusos como en

la (fig. 25*), resulta que las perpendiculares AP, DQ,

caerían fuera de los triángulos (266 cor. 2?), y resulta

ría que siendo iguales por el supuesto los ángulos

ACB, DFE, sus suplementos ACP, DFQ serán tam

bién iguales; y los triángulos ACP, DFQ rectángulos

en P y en Q serán iguales (cor. 2?), pues ademas tie

nen iguales las hipotenusas AC,DF; de donde resulta

AP=DQ y CP=FQ. De ser AP=DQ; y de tener por el

supuesto ^i?=DE, resulta que los triángulos AEP, DEQ

rectángulos en P y en Q serán iguales (cor. 2?); y por

lo mismo 2?P=EQ; restando de esta ecuación, la CP=

FQ, se tiene 2?Cr=EF; y como por el supuesto AB=.

DE, y ^C=DF, resulta que los triángulos ABC, DEF

tienen sus tres lados iguales, y por consiguiente (259)

serán iguales. Luego en todos los casos es verdadera la

proposición.

Cor. 5.? Dos triángulos son iguales cuando tienen
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dos lados iguales y el ángulo opuesto al menor de ellos,

con tal que en ambos triángulos sea de la misma espe

cie el ángulo opuesto al mayor lado; esto es, que en am

bos sea agudo ú obtuso.

Espl. Sean los dos dos triángulos ABC, DEP (figuras

24* y 25*); en los cuales suponemos que AB=DE,

AC-DF,ABC=DEF, y sabemos ademas que AC<AB,

y DP<DE, y que los ángulos ACB, DFE son en am

bos triángulos de una misma especie , esto es, son en

ambos 6 agudos como en la (fig. 24*), 6 en ambos ob

tusos como en la (fig. 25*) ; digo que son iguales loses-

presados triángulos ABC, DEP.

Dem. Coldquese el triángulo DEP sobre el ABC, de

modo que DE se confunda con AB, y resultará (251)

que el lado EF caerá sobre el BC.

Ahora , las circunstancias que se suponen conoci

das, dan á entender que las AC, y DF ne son perpen

diculares á lasBC, EF, pues que si lo fuesen, los án

gulos en C y P serían rectos, y los triángulos ABC, DEP

serían iguales per lo demostrado (cor. 2 9). Luego si con

cebimos por A una perpendicular al lado opuesto BC,

resultará que por ser DF=AC y estar el punto D con

fundido con A, que la DF, ó se confundirá con AC ó

caerá enAc (273); de modo que PC=Pc.

Mas si suponemos que caiga en Ai:, el ángulo DFE esta

rá representado por el AcB, y tendremos (Cg. 24*) q>ic

AcB>P será obtuso; y el ACP=AcP, por la igualdad de los

triángulos APC , APc (cor 2.0), será agudo; y como por el

supuesto se sabe que los ángulos DFE, ACB son de una

misma especie, resulta que la DF no puede caer á diverso

lado de la perpendicular , luego caerá al mismo lado y se con

fundirá DF con AC , cayendo el punto F sobre C , y lodo el

lado EF se babrá confundido con BC. Luego los dos trián

gulos se habrán confundido y serán iguales.

La misma consecuencia se saca respecto de la (fig. ü5#);

pues si suponemos que, al hacer la superposición, la DF no

caiga sobre la AC, sino que tome la posición de Ac, al otro

lado de la perpendicular, el ángulo ACB>P sería obtuso, y

el ángulo AcP que. representa en este supuesto al DFE, seria

agudo , que es contra el supuesto ; luego no se puede suponer

que la DF caiga hácia diferente lado de la perpendicular res
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pecio de la AC ; luego caerá encima y se confundirá con ella;

luego los triángulos DEF y ABC se confundirán en un todo

y serán iguales.

Cor. 6.° Dos triángulos son iguales cuando tienen dos

lados iguales é igual un ángulo opuesto á uno de ellos , coa

tal que el ángulo opuesto al otro de los lados iguales, sea de

una misma especie en ambos triángulos,

Espl. Sean ABC, abe (fig. 26*) dos triángulos cuales

quiera , en los que suponemos AB=a6 , BC=6e y A—a ; voy á

demostrar que si se sabe ademas que los ángulos C, te son.

ambos rectos, ambos agudos, ó ambos obtusos, los espresa

dos triángulos son iguales.

Dem. Superpóngase el triángulo abe sobre el ABC, de

modo que ab se confunda con AB, y tendremos que, por

ser a&=AB, el punto b se confundirá exactamente con B; y

por ser el ángulo á=A, el lado ac, caerá sobre el lado AC.

Ahora, si el punto c no cae precisamente sobre C, caerá ó

á su izquierda como en D, ó á su derecha como en E.

Supongamos que caiga en D , y tendremos , que el trián

gulo abe estará representado por ABD, siendo el ángulo

c=ADB. Pero si c y C son rectos, habrá dos perpendicula

res BD, BC tiradas desde B á la AC, lo que es imposible. Si

los ángulos c y ,G fuesen agudos , el ADB=e , sería agudo , y

BDC, suplemento de AÜB sería ábluso (254), y por consi

guiente mayor (252) que el ángulo C, que es agudo; luego el

el triángulo BDC, nos daría (267) BC>BD, lo que es con

tra el supuesto, que exige el que BC=íc—BD. Si los ángu

los c y C fuesen obtusos, el ADB sería obtuso, y su suple

mento BDC sería agudo; por lo que BC sería (266 cor 2.0 y

267) menor que BD, y por consiguiente que su igual be, lo

que también es' contra el supuesto ; luego en ninguno de los

tres casos de ser los ángulos C , c rectos , agudos ú obtusos

se puede verificar que. el punto c caiga hácia la izquierda

de C, al superponerse los triángulos ; y como por un razo

namiento análogo deduciríamos qüfe tampoco puede caer di

cho punto á la derecha de. C, por ejemplo en E , resulta que

debiendo caer sobre la AC, se habrá confundido precisamen

te c con C ; y como b se había confundido con B , todo el

lado be se habrá contundido (245) con BC: y habiéndose

confundido los tres lados, se habrán confundido los trián

gulos, y por consiguiente estos serán iguales, que era L.Q.D.D.

Cor. 7.0 Dos triángulos son iguales , cuando tienen un

lado igual , é iguales también dos ángulos que el uno sea el

epuesto al lado igual.
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Dem. Sean ABC, abe, (fig. 26*) dos triángulos cuales

quiera, en los que se tenga AB=n6, A=<z, C=<.'. Superpón

gase el triángulo abe sobre el ABC, de modo que ab se con

funda con AB, y tendremos que por ser AB=«6, el punto

b caerá exactamente sobre B; y por ser el ángulo A=a, el

lado ac caerá sobre AC. Ahora, si el punto c no se confun

de con C, caerá hacia la izquierda de este como en D ó ha

cia su derecha como en E ; y el triángulo abe estará repre

sentado por el ABD ó por el ABE : en cuyo caso el ángulo

ACB sería menor que el BDA y mayor que el BEA (266); y

como tanto el ADB como el BEA espresarían el ángulo e,

resulta , que en ninguno de estos casos podría ser el ángulo

c=C, como exige el supuesto. Luego el punto c no puede me

nos de caer sobre el punto C ; en cuyo caso todo el lado be

se habrá confundido con BC , y habiéndose confundido los

tres lados del triángulo abe con los del ABC , estos serán

iguales; que era L. Q. D. D.

En el apéndice puesto al fin de la segunda parte de la

Geometría en la tercera edición del tomo I, parte segunda,

demuestro otros seis casos nuevos de igualdad de triángulos.

374 Teor. Si una recta tiene dos puntos que disten igual

mente de otros dos de otra, le será perpendicular,

Espl, Si los dos puntos AyH,óAyB,óA y M,de

la recta AH (f. 28), distan igualmente de los puntos E y C

de la FD , digo que la AH es perpendicular á la FD.

Dem, i.° Sean los dos puntos A y H , ó sea AE=AC y

HE=HC, lo que dará los triángulos AEH, AHC iguales (»5§),

pues ademas tienen común el lado AH ; la igualdad de estos

triángulos dará el ángulo EAB=BAC ; luego los triángulos

EAB , ABC , serán iguales : pues tienen los ángulos EAB,

BAC , iguales , común el lado AB , é iguales también los la

dos AE , AC por el supuesto ; luego los ángulos en B serán

iguales, y por consiguiente rectos (252) ; luego la AH es per

pendicular á la FD.

2.0 Sean .ahora los puntos A y B, y tendremos AE=AC

y BE=BC ; y por lo mismo los triángulos ABE , ABC , serán

iguales (259); luego los ángulos en B serán iguales, y por:

consiguiente rectos ; luego la AH será perpendicular á la FD.

3.° Sean los dos puntos A y M , y se tendrá AE=AC,

ME=MC; luego los triángulos AME, AMC, serán iguales

(a5g) , lo que da el ángulo EAM=CAM ; y teniendo los trián

gulos AEB, ACB, iguales los ángulos en A y los lados que

los forman , á saber : AE=AC , por el supuesto , y AB por

común, serán iguales (260); luego los ángulos en B son
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iguales, y por consiguiente recios; luego la AH es perpen

dicular á la FD, que es L. Q. D. D.

Cor. Si una perpendicular CD (fig. 21) tiene un punto

cualquiera D , equidistante de dos A y B de la linca AB á

que lo es , pasa por todos los puntos que en dicho plano dis

tan igualmente de A y de B. Porque si hubiese otro punto

tal como K con esta circunstancia, tirando por él y por D,

la DK , esta sería perpendicular á la AB , por lo que acaba

mos de demostrar; y como CD lo es por el supuesto, resul

tarían dos perpendiculares en un mismo punto de la recta

AB, lo que es absurdo (266 cor. S.°).

a 75 Probl. i.° Desde un punto A fuera de una linca

BC (fig. 3o), tirar una perpendicular 4 esta linea.

Res. y Dem. Haciendo centro en el punto dado A, y con

un radio cualquiera , trácense dos arcos que corten á la línea

en D y E ; haciendo centro en estos puntos D y E , con el

mismo ó con otro radio cualquiera , trácense por la parte in

ferior otros dos arcos que se corten ; por el punto de inter

sección F y el punto dado A, tírese la AF , que será per

pendicular á la BC. Porque tiene dos puntos A y F á igual

distancia de los D y E.

276 Probl. a." Por un punió A de una linea BC (fig. 3i)>

tirarle una perpendicular:

Res, y Dem. Haciendo centro en el punto dado A, trácense

dos arcos en D y E con un radio cualquiera ; haciendo cen

tro en D y E con un radio arbitrario, pero mayor que AE,

trácense dos arcos por arriba ó por abajo ; por el punto de

intersección F y el punto dado A, tírese la FA , que será

perpendicular á la BC. Porque tiene dos puntos A y F á

igual distancia de los D y E.

277 Probl. 3,° Dividir una linea AB (fig. 32) en dos

partes iguales.

Res. y Dem. Haciendo centro en sus estremos A y B con

un mismo radio , trácense dos arcos que se corlen por la

parte de arriba , y otros dos que se corten por la parte de

abajo; y tirando la FG dividirá á la AB en dos parles igua

les. Porque teniendo la FG dos punios equidistantes de A y

B, será perpendicular (274) á la AB, y tendrá (273 cor. 3."}

todos sus punios á igual distancia de A que de B ; luego

AH=HB,

De las paralelas. , • : .

278 Cuando dos b'neas rectas se hallan en un plano, de

modo que no se encuentran aunque se las prolongue todo lo
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que se quiera , como AB, CD ( fig. 33 ) , se llaman paralelas.

Cuando dos paralelas AE, CD son cortadas por una línea

FE, esta se llama secante; la cual forma con las parale

las ocho ángulos: cuatro, m , n , p , q , internos , y cuatro,

k , l , r , s , esternas.

Cuando se comparan dos ángulos internos á diferente lado

de la secante, uno en cada paralela , se llaman ángulos alter

nos internos : tales son los m y q , y los n y p ; cuando se

comparan dos ángulos internos á un mismo lado de la se

cante, como los m , p , ó los n , q , se llaman solamente in

ternos; cuando se comparan dos ángulos estemos, uno en

cada paralela hacia diferente lado de la secante, se llaman

'alternos estemos: tales son los k y r, y los / y s; cuando se

comparan dos ángulos estenios á un mismo lado de la se •

cante, tales como kys,6Jyr,se llaman simplemente es

temos; y cuando se comparan dos ángulos, uno en cada pa

ralela, á un mismo lado de la secante, uno dentro y otro

fuera , se llaman correspondientes : tales son lo's k y p , los

m y s , los l y q , y los n y r.

279 Teor. Dos lienas perpendiculares á una tercera

son paralelas.

Espl. Si las dos líneas AB, CD, son perpendiculares á la

GH, son paralelas, ó no se. pueden encontrar en ningún pun

to del plano donde se hallan.

JDern. Porque si se encontrasen , desde el punto en que lo

hiciesen , se. tendrían tiradas dos perpendiculares á la GH,

lo que no puede ser ( 266 cor. S.° ).

Cor. i.° Luego para tirar una paralela á una linea da

da AB , desde un punto cualquiera G , se bajará d esta l'¿~

nea desde dicho punto una perpendicular Gil, y en dicho

punto G se tirara á esta perpendicular GH, otra linea GD

que le sea perpendicular , la cual será paralela á la pro

puesta AB ; por ser ambas perpendiculares a la GH.

Cor. 2.0 Y como desde el punto G no se puede bajar mas

de una perpendicular GH á la AB, y en G sólo se puede le

vantar una perpendicular á GH, resulta que por un punto

dado , sólo se podrá tirar una paralela á una Unea dada.

280 Teor. Si una linea es perpendicular á una de dos

paralelas, lo será también á la otra.

\ Espl. Sean AB, CD dos paralelas, y GH perpendicular á

jAB ; digo que la GH también es perpendicular á la CD.

Dem. Si la GH no es perpendicular á CD , le será oblicua,

y por G se podrá concebir una línea TU perpendicular á GH,

la cual (279 cor será paralela á BA; y como la CD lo
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es por el supuesto, se. tendrán por el punto G tiradas dos

paralelas CD, UT á la AB, lo que no puede ser (270, cor.

281 Teor. Si dos rectas cortadas por otra , forman án

gulos alternos internos , ó alternos estemos , iguales , diclias

rectas serán paralelas.

Espl. Sean AB , CD , dichas rectas , y EF la secante ; di

go que si n—p , ó 771=17 > 0 k==r > 0 > dichas líneas 110 se

encuentran, ó serán paralelas.

Dem. i.° Sea n=p ó m=q , y se tendrá que las líneas

AB, CD no se podrán encontrar en un punto K hacia la de

recha de FE ; porque entonces las tres líneas FE , CD , AB,

formarían un triángulo, en el cual por ser n=p ó m=q , el

ángulo esterna 72 sería igual á uno de los internos opuestos p,

lo que no puede ser en virtud de lo demostrado (266).

Del mismo modo se demuestra que no se pueden encon

trar hácia la izquierda ; luego dichas líneas son parale

las. L. i.° Q. D. D.

2.0 Si se supone k=r ó 7=s , sus opuestos al vértice 71 y p

ó m y q , serán iguales; pero estos son alternos internos,

luego por. la primera parte del teorema, dichas líneas son

paralelas. L 2." Q. D. D.

282 Teor. Si dos lineas cortadas por otra , forman con

ella los ángulos correspondientes iguales , serán parálelas.

Dem. Porque si se supone k=p, como k=n (§ 257)

será 71=/?, que es el caso anterior; luego serán parale

las. L. Q. D. D.

.283 Teor. Si dos lineas cortadas por otra forman án

gulos internos o esternas , que juntos valgan dos rectos , di

chas lineas son paralelas.

Dem. Porque si se supone m-\-p=it ; como m+n=<¡t

(§ 254) ( será ( intr. ax. 5.°) m+p=m-\-n, de donde qui

tando 771, quedará p=n; luego ( 281 ) serán paralelas. Y si se

supone k+s=<it , como p+s=rt , será k+s=p+s, y quitan

do s, quedará k=p; pero estos son correspondientes, luego

(282) serán paralelas. L. Q. D. D.

284 Teor. Si una secante corta á dos paralelas , se veri

fica: 1° que los ángulos alternos internos son iguales; 2.0

que los alternos estemos también lo son ; 3;° que también son

iguales los correspondientes ; 4-b V"e 'os d°s internos jun

tos valen dos rectos , ó son el Uno suplemento del otro; y 5.°

que lo mismo se verifica en tos estemos.

Espl. Sean ABj DE ( fig. 34) las paralelas y FK la se

cante; digo i.° que los ángulos m—n y p—q; 2.0 que r—t y

u=s; 3.° que r==7i, p==s, u=q y m~t \ 4«° qne 7/1+7=*,
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n+p='lt, y por lo mismo m es suplemento de q , yn de p;

y 5.° que r+s=»i u\t—m, ó que r es suplemento de *•,

y u de U

Dem. i.° Por el punto L ,,medio de la parte CO de la FK,

interceptada por las paralelas , concíbase la GH perpendicu

lar á una de las dos paralelas, la cual lo será también á la

otra (280), y por lo mismo los dos triángulos GLO, CLH,

serán rectángulos en G y H; y como LO=LC por construcción,

y los ángulos en L son iguales (357), dichos triángulos (273

cor. a.°) serán iguales , y darán el ángulo en m=n ; y como

los p y q son sus suplementos, serán (a5S) también igua

les. L. i.° Q. D. D.

a.° Como ( § 257 ) m—r y n=t, y por lo acabado de de

mostrar es 77i=« , será r—t ; del mismo modo se demuestra

que u=s, que es L. 2.0 Q. D. D.

3." El ángulo m=r (257), y m=n por alternos internos;

luego r=n ; del mismo modo se demuestra que p=s , u=q y

m=t, que es L. 3.° Q. D. D.

4.0 Siendo m-\-p=it , resulta que por ser m=n, se ten

drá n-\-p=l[,y por lo mismo n es suplemento de p ; y

como lo mismo se demuestra respecto de m y q , resul

ta L. 4.0 Q. D. D.

5.° Siendo p+r=ir , y p=s , será r+s=qt , y por lo mismo

r es suplemento de s ; y como lo mismo se demuestra de

los u y t , resulta L. S.° Q. D. D.

285 Teor. Si una linea es paralela á una de dos para

lelas , lo es también á la otra.

Espl, Sean las líneas AB, DE paralelas, y la XZ parale

la á AB; digo que también lo será á la DE.

Dem. Por ser AB y XZ paralelas, se tiene (284 3.°)

k=r; y por serlo las AB, DE, se tiene n=r ; luego k—n,

luego XZ es (282) paralela á DE. L. Q. D. D.

286 Teor. Las partes de paralelas interceptadas entre

paralelas son iguales.

Espl. Sean AB, CD (fig. 35) dos paralelas; digo que si

desde la AB se tiran á la CD las FG, HE, KL, MN etc.

paralelas entre sí, todas estas parles, y lo mismo las

FH, GE, ó HK, EL, etc. comprendidas por las paralelas,

son iguales.

Dem. Tírese la secante GH , y se tendrán los triángulos

FGH , GHE , que por tener el lado GH común , el ángulo

p=rn, por alternos internos entre las paralelas AB, CD, el

ángulo n—q por la misma razón entre las FG, HE, serán

(261) iguales; luego se tendrá FG=HE, FH=GE. Dril rois-

Tom. I. 42
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mo modo se demuestra de todas las demás, y resul

ta L. Q. D. D.

Esc. i.° Si fuesen perpendiculares, sucedería lo mismo, y

se deducirá , que las paralelas están equidistantes en todos

sus puntos.

Esc. 2.0 La igualdad de los triángulos FGH, GHE, da

el ángulo GFH=GEH ; y como n=q , y m=p, será simpu

do n+m=i/+p, ó FGE=FHE.

287 Teor. Si dos lineas cortadas por otra , forman con

ella dos ángulos internos, que juntos valgan ménos que dos

rectos, dichas lineas se encontrarán hácia el paraje don

de forman dichos ángulos.

Espl. Si las dos líneas UT, AB (fig. 33), cortadas

por la GH, forman los dos ángulos ÜGH, AHG, tales

que UGH-+-AHG<,7r, se llegarán á encontrar hácia la

izquierda de la GH.

Dem. Si no se encuentran, serán paralelas (278):

pero si en G formamos el ángulo HGC tal , que junto

con el AHG valga dos rectos , ó tt, la línea DC será

paralela á la AB; luego se tendrían tiradas por el pun

to G dos paralelas UT, CD, á una misma línea AB,

lo que no puede ser (279 cor. 2?); luego dichas líneas,

prolongadas suficientemente, se encontrarán. Y esto se

verificará hácia la izquierda de la GH, porque no pudien-

do la UT volver á encontrar (244 cor. 3?), en ningún

punto á la GD, con ménos razón podrá encontrar á la

parte HB; luego se encontrarán hacia la izquierda, que

es hácia donde forman los ángulos cuya suma es menor

que dos rectos. L. Q. D. D.

288 Teor. Sos ángulos que tienen sus lados parale

los, 6 son iguales, ó son el uno suplemento del otro : son

iguales , cuando sus vértices están vueltos hácia un mis

mo lado , ó en situación enteramente opuesta ; y son el

uno suplemento del otro , cuando le tienen vuelto hacia

diferente lado.

Espl. Los dos ángulos ra, m, (fig. 36) que tienen sus

lados paralelos y sus vértices vueltos hácia un mismo

lado , d los m y o que loa tienen en una situación en

teramente opuesta, son iguales j y los DRG y m, que
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tienen los lados paralelos y sus vértices hacia diferente

lado, son el uno suplemento del Otro.

Dem. Prolongúese la DE hasta que encuentre á la

PC en H; y será n=p , por correspondientes entre las

paralelas GF BC, siendo la secante DH; y p — m por

correspondientes entre las paralelas AB, DH, y la se

cante bC ; luego mzzn ; y como n—o , por opuesto al

vértice , será tanjbien m=o. ■ , .■

Ahora, DEG es suplemento de n ; luego también lo

será de su igual m, que era todo L. Q. D. D.

289 Teor. Los tres ángulos de un triangulo valen

juntos dos rectos , 6 it:

Dem. Si por el vértice A (fig. 37), se tira la DE

paralela al lado BG, se tendrá m=C, razzB, por alter

nos internos entre las paralelas BG , DE , siendo las se

cantes AC , AB; luego sumando será m-\-n~C-+-B ; y

añadiendo el ángulo o , será »2-i-ra-i-o=C-t-B-t-o;

pero (§254 cor. 3?) m+n-t-o—it, luego G+-B-ho=ir, que

es L. Q. D. D.

C/r. 1? Luego dados dos ángulos de un triangulo,

se conocerá el tercero , restando de dos rectos la suma

de los dos dados\ y dado un ángulo, se hallara la suma

de los otros dos, restándole de dos rectos; así, en un

triangulo cualquiera un ángulo es suplemento de la su

ma de los otros dos, y al contrario ; y en un triangu

lo rectángulo cada ángulo agudo es complemento del otro,

pues entre los dos valen un recto.

Cor. 2? Si dos triángulos tienen dos ángulos iguales,

el tercero sera igual al tercero; pues en ambos ha de ser

lo que falta á los otros dos para dos rectos.

Del círculo y de las rectas consideradas en él.

• S90 Teor. El diámetro es la mayor de todas las

cuerdas.

Espl. Sea AB un diámetro (íig. 38), y AD una cuer

da; digo que AD< AB ó que AB>AD.

Dem. Tirando el radio OI) al otro estrerno de la cuer

da, se tendrá (§ 268) AO-rOD>AI); pero AO+OD=AB,

luego AB>AD , que era L. Q. D. D.

*
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agí Teor. En un mismo circulo ó en circuios iguales,

arcos iguales tienen cuerdas iguales, y cuerdas iguales

subtenden arcos iguales.

Espl. Sea ADBF (fig. 3 9 ) un círculo ; digo que si se su

ponen los arcos AzD , Aa:F iguales, las cuerdas AD, AF tam

bién lo serán; y si se suponen las cuerdas AD , AF iguales,

los arcos AzD , AxV serán iguales.

Dem. i.° Tírese el diámetro AB; y concibiendo doblada

por él la figura, la parte AFB se confundirá (249) con ADB;

y por ser iguales los arcos AzD y A;rF, el punto F caerá so

bre el punto D; pero el punto F es también estremo de la

cuerda AF, y D lo es de la AD: y ademas dichas lineas tie

nen común el punto A; luego se han confundido en sus estre

ñios; luego d45) serán iguales. L. i.° Q. D. D.

2? Si AD=AF , tirando los radios CD, CF, los trián

gulos ACD, ACF, serán iguales (259), y darán el án

gulo CAFzz al CAD. Esto supuesto, si se dobla la figu

ra por el diámetro AB, la parte AFB, caerá sobre ADB,

y el punto F caerá sobre el punto D , por la igualdad

de los triánguloss; pero los puntos F y D,estremos de

las cuerdas , son también estreñios de los arcos ; luego

habiéndose confundido los estremos de los arcos , serán

iguales. L. 2? Q. D. D.

Cor. Si en el primer caso tiramos los radios CD, CF,

los triángulos ACD, ACF , serán iguales ( 259 ) , y darán

el ángulo, ACD= al ACF ;

de donde se deduce , que si desde los estremos de dos ar

cos iguales de un mismo circulo ó de circuios iguales,

se tiran radios al centro , los ángulos formados por di

chos radios son iguales.

292 Teor. En un mismo circulo, ó en circuios igua

les , el mayor arco tiene mayor cuerda ; y la mayor

cuerda suhtende á mayor arco.

Dem. 1? Porque si se supone el arco AzH>AzD,

tirando las cuerdas AD , AH , y los radios CD , CH , los

dos lados AC, CH del triángulo ACH, serán iguales a

los dos lados AC , CD del ACD 5 el ángulo ACH , que

es todo respecto del ACD , será mayor qne él ; y por

lo mismo (272) el tercer lado AH>AD, que es

L. 1? Q. D. D.
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2? Si AH>AD, digo que será AzH>AzD.

Porque si esto no se verifica, sera AzH— ó <AzD.

Si AzHzrAzD , resultará AHrrAD , que es contra

el supuesto ; si A*H<AzD , se tendría por la prime

ra parte AH<AD, que también es contra el supuesto;

luego no pudiendo ser AH igual ni menor que AD , será

AH>AD, que es L. 2? Q. D. D.

293 Teor. A una tmea que corta h la cuerda de un

circulo, le pueden suceder tres cosas: 1? que pase por

el centro; 2? que sea perperdicular a la cuerda; y 3? que

la divida en dos partes iguales ; digo que si se verifican

dos de estas cosas se verificara la tercera.

Dem. Supongamos primero que la CP (fig. 40), sal

ga del centro y sea perpendicular á la cuerda FM ; digo

que divide á la cuerda en dos partes iguales, esto es,

que FP=PM.

En efecto, por salir la CP del centro tiene un punto

C equidistante de F y de M; y por ser perpendicular

los tiene todos (273 cor. 3?); luego el punto P que es

punto de la CP , está equidistante de F que de M ; lue

go las líneas FP , PM , que miden estas distancias , se

rán iguales. L. 1? Q. D. D.

2? Si la CP sale del centro y divide á la FM en dos

partes iguales , digo que es perpendicular á la FM.

En efecto, por salir la CP del centro , tiene el pun

to C equidistante de F y de M ; y por dividir á la cuer

da en dos partes iguales tiene el punto P equidistante

de F y de M ; luego la línea CP tiene dos puntos C y P

equidistantes de los F y M de la FM; luego (274) le

será perpendicular. L. 2? Q. D. D.

39 Si la CP divide á la cuerda FM en dos partes

iguales, y le es perpendicular, pasará por el centro.

En efecto , por dividir la CP á la FM en dos partes

iguales, tiene el punto P, equidistante de F que de M;

y por serle perpendicular, pasa (274 cor.) por todos

los puntos que en dicho plano están á igual distancia

de F que de M; y como el centro es uno de estos, se

deduce que la CP pasará por el. L. 3? Q. D. D.

294 Teor. La línea que cumple con esta) circunstan-
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cías, divide en dos partes iguales al arco que la cuer

da subtende.

Dem. Porque siendo perpendicular y teniendo un

punto equidistante de F y de M, los tendrá todos; lue

go el púiito Q donde la CP vaya á encontrar al arco

FQM , también estará equidistante de F que de M ; lue

go las cuerdas FQ y QM, serán iguales ; luego también lo

serán los arcos F/Q , Q/raM , que es L. Q. D. D.

Esc. Recíprocamente, si una linea, CP sale del cen--

tro y divide al arco en dos partes iguales , sera perpen

dicular a la cuerda FM de dicho arco. Porque por las

condiciones coa que esta tirada , tiene el punto C y el

punto Q equidistantes de los estreñios F, M, de la

cuerda FM»

•¿95 Teor. Si en un circulo se tiran dos cuerdas pa

ralelas, los arcos que estas interceptan serán iguales.

Espl. Sean FM y fm estas dos paralelas; digo que los

arcos Fi , Mm son iguales. .- ,

Dem. Si desde el centro C tiramos una línea CP per

pendicular á una de ellas, lo será igualmente á la otra

(280), y, dividirá (293 y 294) tanto á ellas como á los

arcos FQM, /Q/m, en dos partes ignalesi, y se tendrá

F¿Q=M™Q,/Q=/mQ; .

restando estas ecuaciones será F/Q—-/Q=M/mQ—mQ,

d arco Vf—M/«, que era L. Q..D.D.

296 Teor. Dados tres puntos A, B, C (fig. 41) que

no estén en línea recta , se puede siempre hacer pasar

por ellos una circunferencia de circulo.

Constr. Unanse dichos puntos por medio de las líneas

AB, BC, y divídanse estas en dos partes iguales por

medio de las perpendiculares EL, KG, las cuales se en

contrarán en el punto 0, que será el centro.

Dem. En efecto , si no se encuentran , serán paralelas;

y en este caso la AB perpendicular á DE, será perpen

dicular; (2 8o), á FG en el punto K; pero BK, prolonga

ción de AB,es diferente de BFC, pues que los tres pun

tos xV, B, C».no están en línea recta; luego tendríamos

dos perpendiculares BF, EK, tiradas desde un mismo

punto B, á la línea GK, lo que es imposible j luego las
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perpendiculares DE, FG, se cortarán en un punto tal

como O.

Ahora , por pertenecer el punto O á la perpendicular

DE, está á igual distancia de los dos puntos A y B; el

mismo punto O , por pertenecer á la perpendicular FG,

está á igual distancia de los dos puntos B , C ; luego las

tres distancias OA, OB, OC, son iguales ; luego la cir

cunferencia descrita haciendo centro en O con el radio

OB, pasará por los tres puntos A, B, C, que es

L. Q. D. D.

Cor. i? Para trazar una circunferencia por tres pun

tos dados ópor los tres vértices de un triangulo, se apli

cara la construcción del teorema.

Cor 2? Para hallar el centro de un círculo, 6 de un

arco de circunferencia, se tiraran de un modo cualquiera

dos cuerdas AB, BC; se dividirán en dos partes iguales

por medio de perpendiculares , y el punto donde se en

cuentren sera el centro.

297 Cuando una línea corta á la circunferencia de

un círculo, teniendo parte dentro y parte fuera, se

llama secante: tal es la AB (fig. 42). Y cuando una línea

es tal que uo tiene mas de un punto común con la cir

cunferencia, teniendo fuera todo lo demás, aunque se la

prolongue, se llama tangente : tal es la CE. El punto D,

que es común á la circunferencia y' á la tangente se

llama punto de contacto.

29S Teor. Toda línea CEperpendicular al estremo D

de un radio , es tangente del circulo.

Detn. Por ser CE perpendicular á OD , esta lo será á

CE (§ 254 cor 2?) y se tendrá la oblicua Oí\>OD$

luego el punto N estará fuera del círculo ; luego la linea

CDE no tiene común con la circunferencia sino el punto

D; luego es tangente. L. Q. D. D.

C-jr. De aquí se deduce que para tirar una tangente

por un punto dado en una circunferencia , se tirará el

radio correspondiente á dicho punto , y en el estremo de

este se levantará una perpendicular .

299 Teor. Toda tangente es perpendicular al radio en

el punto de contacto.
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Dem. Por suponerse la CE tangente , todos sus pun

tos están fuera del círculo, escepto el de contacto Dj

luego toda línea que desde el centro termine en la CE,

es mayor que la OD; luego la OD es la línea mas corta

que desde O se puede tirar á la CE ; luego es perpendi

cular. L. Q. D. D.

De los ángulos considerados en el circulo

300 Teor. Si haciendo centro en el vértice de un án

gulo , con un radio cualquiera se traza un arco , y se con

cibe dividido en un número cualquiera de partes ¿guales,

y por los puntos de división se tiran radios al vértice,

los ángulos en que quede dividido el ángulo dado serán

iguales

Kspl. Sea el ángulo COA (fig. 43) ; digo que si con un

radio AO , se traza un arco ABC, y se divide en partes igua

les AB , BD , etc. y por los puntos de división B , D , etc. se

tiran los radios OB , OD , etc., los ángulos AOB , BOD , etc.

serán iguales.

Dem. Doblando la figura por el radio OB, se tendrá

(249) que el arco AB caerá sobre el arco BDC: y por ser

iguales los arcos AB, BD, el estremo A del primero caerá

sobre el eslremo D del segundo ; luego habiéndose confun

dido el punto A con el D, las lineas AO, OD , que parten

desde un mismo punto O, también se habrán confundido

(245); luego (aSi esc.) los ángulos serán iguales. Como lo

mismo se demostraría de los demás, resulta L. Q. D. D.

3o 1 Teor. Si desde los vértices O , o, de dos ángulos

AOC , aoc , se desc riben con un mismo radio dos arcos de

circulo , la relación de los arcos comprendidos entre los

lados de cada ángulo , será la misma que la de estos án

gulos.

Espl. Aquí pueden ocurir dos casos: ó que los dos arcos

AC, ac tengan una común medida (»4S esc), ó que no la

tengan.

Dem. i.° Si los dos arcos AC y ac tienen por común me

dida al arco AB=aí , colocándola sobre cada uno de ellos

tantas veces como se pueda , quedarán divididos ambos en

parles iguales ; y llamando m al número de partes iguales á

AB que contiene el arco AC, y n al número de parles igua

les á aé=AB, que contiene el ac, se tendrá AC—rnXAB,

«c=«xABj
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y formando proporción y simplificando por AB, será

AC:ac::mXAB:nXAB::m:n j

ahora, si por los puntos dp división se tiran los radios OB,

etc. ob, etc. el ángulo AOC quedará dividido (3oo) en

tantos ángulos iguales con AOB, como partes iguales á Ali

contenía el arco CA, esto es, en m ángulos iguales; y por

]a misma razón el ángulo auc quedará dividido en n ángu

los iguales á aob=-AOB, por lo demostrado (§ 291 cor.); y

se tendrá AOC=mXAOB, aoc=nX«ofi=«XAOB;

y formando proporción , será

AOC:aoi::mXAOB:nXAOB::m:/l ;

y como esta proporción y la anterior tienen común la razón

m:n , resultará (§ 184. ».a) AC:ac:;\OC:aoc.

Luego lo relación de los arcos etc.

a.° Si los arcos AC , ac son inconmensurables , digo que

la relación de dichos arcos no puede ser mayor ni menor

que la de los ángulos, y de consiguiente será igual.

Si se supone (lig. 44) Ia relación de los ángulos menor

que la de los arcos , ó AOC:»oc<^AC:aí; ,

para que la segunda razón sea igual con la primera , se nece

sitará que su consecuente ac crezca , y ge convierta v. g. en

adj lo que dará AOC:aoe::AC:ad.

En este caso , concibiendo dividido el arco AC en dos

partes iguales, y luego en otras dos etc., se llegará (aag) á

un arco menor que cd , el cual colocado sobre el acd , hará

que uno de los puntos de división caiga entre e y d, v. g.

en r ; con lo cual los ángulos AOC y 001', guardarán la

misma relación que los arcos comensurablcs AC, ae, y se

tendrá AOC:a«c::AC:oe,

pero esta proporción tiene los mismos antecedentes que la

anterior; luego (184 > 3.a cor.) los consecuentes darán

aoc;aoc::ad\ae ;

pero esto es un absurdo , pues la primera razón aoc.aoe es

de menor desigualdad, y la segunda ad-.ac, es de mayor;

luego la relación de los ángulos no puede ser menor que la

de los arcos.

Tampoco puede ser mayor ; porque si se supon»

AOC:aot>AC:ac ,

disminuyendo el consecuente de la segunda razón , lo sufi

ciente para que resulte igual con la primera, y suponiendo

que se convierta en ad , se tendrá

AOC:aoc::AC:ne' ;

y concibiendo dividido como ántes el arco AC en partes

iguale* . bastante pequeñas, para que colocada una sobre el

Tom I. 43
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arco ac las veces que se necesite , caiga un punto de divi

sión entre c y d' , como en e' , se tendrá

AOC:ao¿'::AC:ae' ;

que (184 »-a cor.) dará aoc-.aoe' ::ad' :aer ,

que es un absurdo, porque una razón es de mayor desigualdad,

y otra de menor. Luego si la razón de los ángulos no puede

ser menor ni mayor que la de los arcos , deberá ser igual.

L. Q. D. D.

3o a Por esta razón la medida de los ángulos es el arco

de círculo comprendido entre sus dos lados, y descrito des

de su vértice como centro.

Para entender bien esta medida , debe saberse que la cir

cunferencia se considera dividida en 36o partes partes igua

les, que se llaman grados; cada grado en 60 partes iguales,

que se llaman minutos ; cada minuto en Go partes iguales,

que se llaman segundos ; cada segundo en 60 terceros etc.

Los grados se señalan con una o sobre el número, los minu

tos con un acento, los segundos con dos etc.: de manera,

que 5 7°i 7'44"aa"' » quiere decir 5y grados, 17 minu

tos, 44 segundos , y 22 terceros. De consiguiente, la medida

de un ángulo recto es un cuadrante ó go°.

3o3 Teor. El ángulo formado por una tangente y una

cuerda tiene por medida la mitad del arco que la cuerda

subtende.

Espl. Sea el ángulo ETA (fig. 45), formado por la cuer

da AT y por la tangente. EM ; digo que tiene por medida la

mitad FT del arco TFA que la cuerda AT subtende. ■ '•

Constr, Tírese el diámetro HF perpendicular á la cnerda

AT, el BD paralelo á la misma cuerda , y tírese el radio CT.

Dem. Por ser FH perpendicular á AT, lo será también á

su paralela BD (§ 280); luego el ángulo FCD es recto; el

ángulo ETC también es recto (299), luego (a53) será

FCD=ETC.

Ahora, el ángulo o=p, por alternos internos entre las

paralelas AT, BD , siendo CT la secante ; luego restando estas

ecuaciones , se tendrá FCD—o=ETC—p ; ó n=ETA ; pero por

tener n su vértice en el centro del círculo , tiene por medida

el arco FT; luego el ángulo ETA que es su igual, tendrá la

misma medida FT, que es L. Q. D. D.

Esc. Como entre los dos ángulos ETA , ATM , han de va

ler dos rectos, el valor del ángulo ATM será lo que. le falte

á la mitad de AFT para la semicircunferencia , ó su medida

será la mitad del arco ABHT; luego ya se considere el arco
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mayor ó el menor que la cuerda subtende , se verifica la pro

posición»

304 Tcor. El ángulo cuyo vértice está en la circunfe

rencia , formado por el concurso de dos cuerdas , tiene por

medida la mitad del arco que abrazan sus dos lados.

Espl. Sea el ángulo DTE (fig. 46)) cuyo vértice T está en

la circunferencia , formado por las dos cnerdas TE , TD ; digo

que tiene por medida la milad del arco ED que sus dos lados

abrazan.

Dem. Porque si en T se tira la tangente AT, los tres án

gulos ATD, DTE, ETB, valdrán juntos la mitad de la cir

cunferencia TEDM ; pero el ATD tiene por medida la mitad

de TMD, y el BTE la mitad de TE; luego el DTE tendrá

por medida la mitad de DE, que era L. Q. D. D.

Cor. i.° Si se unen los puntos D y E con el centro C,

el ángulo DCE tendrá por medida lodo el arco DE, y DTE

su mitad; luego será DCE=2DTE. Al ángulo DCE, por te

ner su vértice en el centro, se le llama ángulo central, y al

DTE, por tener su vértice en la circunferencia , se le llama

ángulo inscrito; luego el ángulo central es duplo del ángu

lo inscrito.

Cor. 2.0 Todos los ángulos BAE , BCE , BDE Cfig.

que tienen sus vértices en la circunferencia é insisten sobre

un mismo arco BE, son iguales; porque todos tienen por

medida la mitad del arco BE.

Cor. 3.° Todo ángulo ACB (fig. 48) , cuyo vértice está

en la circunferencia , y cuyos lados pasan por los estremos

de un diámetro AB , es recto ; porque tiene por medida la

milad del arco AEB, que es un cuadrante.

Cor. 4»° Todo ángulo ACD , cuyo vértice esté en la cir

cunferencia y abrace un arco mayor que la semicircunfe

rencia, será obtuso; porque la mitad de este arco será mayor

que un cuadrante; y todo ángulo ACE , cuyo vértice esté en

la circunferencia y sus lados abracen un arco menor que la

semicircunferencia , es agudo; porque su mitad será menor

que un cuadrante.

305 Probl. En el estremo B de una recta AB (fig.

49) que no se puede prolongar, levantar una perpendi

cular.

Res. y Dem. Haciendo centro en un punto cualquiera

C , trácese una circunferencia que pase por B , y que

ademas corte en otro punto cualquiera A á dicha rec

ta. Por este punto tírese el dia'metro AD; únase el estre-

1 *

/
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mo D de dicho diámetro con el B por medio de la BD{

y esta será la perpendicular pedida. Porque el ángulo

ABD es recto (304 cor. 3? ), y por lo mismo la BD es

perpendicular á la AB.

306. Probl. Dado un punto A (fig. 50) fuera de un

círculo DEB , tirarle una ó dos tangentes.

Res. y Dem. Unase dicho punto A con el centro G

del círculo , por medio de la AC; sobre esta línea como

diámetro, trácese una circunferencia; desde el punto

dado tírense á los puntos de intersección D, B, las rec

tas AD, AB, las cuales serán las tangentes pedidas. Por

que tirando los radios GD,CB, los ángulos ADC, ABC,

que tienen su vértice en la circunferencia del círculo

BDA, y cuyos lados pasan por los estremos del diáme

tro AC, serán rectos; y por lo mismo la AD será per

pendicular a DC, y la AB á CB; y como DG, CB son

radios del círculo dado DEB , resulta que las AD, AB,

perpendiculares á estos radios son tangentes de dicho

círculo.

De las figuras en general, y propiedades de los cuadri

láteros.

307 Se llama figura el espacio terminado por líneas.

En la idea de figura entran estas dos : la del espacio cer

rado , que se llama área ó superficie, y la de las líneas

que le cierran, que se llama contorno ó perímetro. Las

figuras terminadas por rectas, se llaman rectilíneas; las

terminadas por una 6 muchas curvas, curvilíneas 5 y

las que por líneas rectas y cürvas, mistilíneas.

Cuando dos figuras tienen sus perímetros de igual

estension , se llaman isoperímetras ; cuando sus superfi

cies son iguales , se dice que son equivalentes ; y cuando

■son tales que superpuesta la una á la otra se confunden

exactamente , se llaman iguales.

Se dice que una figura está inscrita en un círcu

lo, ó que un círculo está circunscrito á una figura,

cuando todos sus ángulos están en la circunferencia dé

dicho círculo, como ABDC (fig. 51 ). •

Cuando una figura es tal qne todos sus lados son
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tangentes de ün círculo, se dice que está circunscrita

al círculo , 6 que el círculo está inscrito en la figura:

tal es la ABCDE (fig. 52).

En general, se llama base de una figura al lado sobre

que se considera insistiendo; altura, la perpendicular ba

jada á la base desde el punto de la figura que diste mas

de la base; y se llama diagonal toda línea AD (fig. 51)

que desde un ángulo va á parar á otro no inmediato.

308 De esto y de lo dicho (270 y 271) se deduce,

1? que el perímetro de unafigura inscrita en una cur

va es menor que la misma curva; 2? de dos figuras ins

critas en una curva, la que tenga mayor numero de la

dos tiene mayor perímetro ; 3? el perímetro de toda fi

gura circunscrita á una curva , es mayor que la misma

curva; y 4Í de dos ó mas figuras circunscritas á una

curva, la que tenga mayor número de lados tiene me

nor perímetro ; pues aquí llamamos perímetro á lo que

allí conjuntos de líneas.

309 Cuando una figura esta terminada por cuatro

líneas, se llama cuadrilátero. Si de estas cuatro líneas

ninguna es paralela a otra, la figura se llama trape

zoide, como ABGD (fig. 53); cuando dos son paralelas

entre sí, como AD, BC (fig. 54), se llama trapecio; y

paralelogramo , cuando las cuatro líneas son paralelas

de dos en dos.

Hay cuatro especies de paralelogramos : primero,

.cuando los ángulos A y D (fig. 55) adyacentes a un

mismo lado AD, y los lados AB, AD que forman un

mismo ángulo, son desiguales, el paralelogramo se lla

ma romboide; cuando los ángulos adyacentes á un mis

mo lado son desiguales, é iguales los lados que forman

un mismo ángulo, como ABCD (fig. 56), se llama

rombo ; cuando los ángulos adyacentes á un mismo lado

son iguales , y los lados que forman un mismo ángulo

desiguales , como en la (fig. 57), se llama rectángulo; y

cuando los lados que forman un mismo ángulo son igua

les, y los ángulos adyacentes á un mismo lado también

son iguales, como se ve en ABCD (fig. 58), se llama

cuadrado.
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Se llama base de un paralelogramo el lado sobre

que se considera insistiendo, y la perpendicular á la

base ó á su prolongación , desde el lado opuesto , se lla

ma altura; así, RE es la altura de los paralelogramos

ABCD (figs. 55 y 56), cuando se considera por base el

lado Aü. En un trapecio se llaman bases los dos lados

paralelos ; y altura la perpendicular tirada desde uno de

ellos al otro.

310 Teor. Los cuatro ángulos de un cuadrilátero va

len siró cuatro rectos.

Dern. Porque (figs. 53 , 54 y 55), tirando la diago

nal AG quedará dividido en dos triángulos, cuyos ángu

los valen lo mismo que los del cuadrilátero; y como los

ángulos de cada triángulo valen ir, los del cuadrilátero

valdrán 2tt ó cuatro rectos. L. Q. D. D.

3 1 1 Teor. Si dos lados opuestos de un cuadrilátero

son iguales y peralelos, será un paralelogramo.

Espl. Si los dos lados AB, CD del cuadrilátero ABCD

(fig. 59). son iguales y paralelos, los otros dos lados

AD , BC , también lo serán , y ia figura será un para

lelogramo.

Dem. Si se tira la diagonal AC , se tendrán dos tri

ángulos BAC, DAG, que tienen AB=CD por el su

puesto; el lado CA común, y el ángulo /n=n, por al

ternos internos entre las paralelas AB, CD, y la secante

AG ; luego son iguales (260); luego AD=BC, y el án

gulo p~q; pero estos son alternos internos entre las lí

neas AD, BG, cortadas por otra AC; luego dichas líneas

serán paralelas (281), y la figura un paralelogra

mo. L. Q. D. D.

3 1 2 Teor. Si los lados opuestos de un cuadrilátero

son iguales , el cuadrilátero será un paralelogramo.

Espl. Si en el cuadrilátero ABCD, se supone

AD=BC , y BA=CD ,

digo que AD será paralela á BC , y BA á CD, y la' figu

ra un paralelogramo.

Dem. Porqne tirando la diagonal AC, los triángulos

ABC, ADG serán iguales (259); luego el ángulo m=zn, y

p=qi la primera ecuación dá, que CD es (281) paralela
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á BA , y la segunda que AD lo es á BG ; luego la figura

es un paralelogramo. L. Q. D. D. . . .

313 Si aplicamos aquí lo demostrado (286), y se

sustituye el lenguaje de paralelogramo, lados, etc. se

tendrá: 1? que la diagonal de un paralelogramo le divide

en dos triángulos iguales. 2? En todo paralelogramo son

iguales los lados y ángulos opuestos. 3? Dos ángulos^

A,D, contiguos a un mismo lado de un paralelogramo, ,

son (284 4?) el uno suplemento del otro. 4? Si uno de

los ángulos es recto, lo son todos. 5? Si dos lados conti

guos de un paralelogramo son iguales , lo son todos los

demás.

314 S< dos paralelogramos tienen dos lados iguales é

igual el ángulo comprendido, serán iguales; pues los

otros dos lados lo serán por opuestos á los dados; y los

ángulos serán, el opuesto igual al dado, y los adyacen-.,

tes también serán iguales, por ser suplementos suyos.

Ademas puede observarse que si por la parte supe--

rior tí inferior de la AD , y por la derecha tí izquierda

de la AB , se tirasen varias líneas , y por el punto C se

tirasen paralelas respectivamente a dichas líneas , resul

tarían una multitud de paralelogramos , que todos ten

drían una misma diagonal AC.

De los polígonos. .... ,

315 Una figura terminada por mas de cuatro líneas

se llama polígono; si esta terminada por cinco lados, se

llama pentágono; si por 6, exágono; si por 7, eptágono;

si por 8, octógono; si por 9, eneágono; si por 10, decágo

no; si por 11, endecágono ; si por 12, dodecágono. Cuan

do ocurre nombrar un poñgonó de mas lados , se dice \

polígono de 16, de 20, de 30 lados. .. ♦ .., .'r.¿ ,

Un polígono es regular cuando tiene iguales todos

sus ángulos y todos sus lados, como ABDEP (fig. 60); y

es irregular cuando le falta alguna de estas circuns

tancias; como ABCDEF (fig. 61). ■ ¡,. . - ;

Se llama ángulo saliente de un polígono, aquel cu

yo vértice mira hacia fuera de la figura, como los A, Bj
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y ángulo entrante , aquel cuyo vértice mira hácia den

tro de la figura como el D.

Cuando el polígono es regular hay un punto dentro,

tal que todas la? líneas que desde él se tiran á los án

gulos , son iguales ; este punto se llama el centro del

polígono , y las líneas tiradas radios oblicuos ; y se lla

man radios rectos las perpendiculares tiradas desde el

centro á los lados ; y en un polígono se llama sajita á

la diferencia entre el radio oblicuo y el radio recto.

3 1 6 La suma de todos los ángulos de un polígono va

le tantas veces dos rectos, como lados tiene el polígo

no ménos dos.

Dem. Porque si desde uno de los ángulos A(fig. 6i)

sé tiran diagonales, quedará dividido el polígono en

tantos triángulos como lados tiene menos dos ; pero los

ángulos de estos triángulos componen los del polígono;

luego los ángulos de este valen tanto como los de los

triángulos ; y como los de cada triángulo valen dos

rectos , se deduce L. Q. D. D.

Cor. i ? Luego llamando w á dos ángulos rectos ó á

i8o°, y ra al número de lados, (ra—2)^ será la espre-

síon del valor de todos los ángulos de un polígono.

Cor. 2? Como en un polígono regular todos los ángu

los son iguales , y hay tantos como lados , para hallar

el valor de uno se dividirá el valor de todos que es

(ra—2) ic , por ra, que es también el numero de ángulos,

y se tendrá:

(re —2)it

Angulo de polígono regular = .

re

" Esc. La fórmula anterior da á conocer que el ángu

lo de un polígono regular siempre es menor que ir;

porque para obtener su valor, se ha de multiplicar it

ra—2

por el quebrado propio —.

Sustituyendo 3, 4, 5, etc. en vez de n, se tendrán

los ángulos de los polígonos regulares siguientes, que ea

muy útil saber de memoria. . . . jj
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Ángulo de triángulo equilátero =60 °;

Angulo de cuadrado =90°;

Angulo de pentágono regular 108o;

Angulo de exágono regular =1 20o.

317 Teor. Si se dividen los ángulos de un polígono re

gular en dos partes iguales por medio de líneas., estas

se encontrarán en un mismo punto y serán iguales.

Espl. Si los ángulos A, B, D, etc. (fig. 60), se divi

den en dos partes iguales por medio de las líneas AC,

BG, DC, etc. digo que estas se encontraran en un mis

mo punto C y serán iguales.

Dem. Pues que (316 esc.) el ángulo FAB<i8o°, su

mitad CAB valdrá ménos de 90o; por la misma razón

ABC valdrá ménos de 90o; luego será CAB-f-ABC<i8o°;

luego las líneas AC, BG se encontrarán (287) en un

punto tal como C. Y como los ángulos CAB, CBA, son

iguales por ser mitades de los iguales FAB, ABD, el

triángulo ACB será isdsceles y dará AC=CB. , -- : • : .

Del mismo modo se demostrará que la DC encontra

rá á la BC; pero falta probar que la DC encontrará á

la BC en el mismo punto en que la AC encuentra á

la BC. Para esto, observaremos que los triángulos CAB,

BCD tienen iguales los lados AB , BD, é iguales los

ángulos adyacentes á estos lados , por ser mitades de

los ángulos A, B,D, etc. del polígono; luego serán

iguales, y se podrán superponer; luego podremos con

cebir que el triángulo DCB se doble por la BC , de

modo que BD caiga sobre BA ^ en cuyo caso DC se con

fundirá con AC , é irán por consiguiente á encontrar á

la BC en un mismo punto C. • -'•

Como lo mismo se demuestra de todas las demás,

resulta que todas se encontrarán en C, y que.

AC=BC=DC=etc. que es L. Q. D. D. - .'

Cor. 1? Luego el punto C será el centro del polígono,

y las líneas AC, BC, DC, etc. los radios oblicuos; de

manera que en todo polígono regular son iguales los ra

dios oblicuos.

Cor. 2? Luego los triángulos CAB,CBD, CDE, etc.

Tom. I. 44
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son isósceles é iguales entre sí; porque tienen sus tres

lados respectivamente iguales.

Cor. 3? Si desde el centro se tiran las perpendicu

lares CP, CQ, etc. á los lados de dicho polígono, serán

los radios rectos; y como los triángulos ACQ, ACP,

tienen el lado AC común, el ángulo CAP=CAQ por

mitades de FAB, y el P=Q por rectos, resulta (273

cor. 2?) que son iguales, y dan CP=:GQ; ..'

luego en un polígono regular todos los radios rectos son

iguales.

Cor. 4? El radio recto de un polígono regular divide

al lado correspondiente en dos partes iguales ; porque

(265 esc. ) los triángulos FCA, ACB, etc. son isósceles.

Cor. 5? Si desde el centro de un polígono regular

y :con el radio oblicuo, se traza una circunferencia,

esta pasará por todo* los ángulos del polígono, y por

consiguiente el circulo quedara circunscrito al polígono,

Cor. 6? Si desde el centro del polígono se traza una

circunferencia con un radio igual al radio recto (fig. 62),

esta pasará por los estremos de todos ellos ; y siendo ca

da lado perpendicular al radio recto , que se ha con

vertido en radio del círculo , este quedara inscrito en el

polígono.

Esc. al cor. 5? y 6? Debe observarse qüe radio obli

cuo de un polígono inscrito en un círculo, y radio de un

circulo ciscunscrito h un- polígono, ' es una misma cosa;

y que radio recto de un polígono circunscrito a un cir

culo, y radio de un circulo inscrito en unpolígono, es

también una misma cosa : ó mas general , el radio obli

cuo de todos los polígonos que se pueden inscribir en un

circulo , es el mismo que el del circulo en que lo están;

y el radio recto de todos los polígonos que se pueden cir

cunscribir a un circulo, es el mismo que el del circulo

á que lo están.

Cor. 7? Como todos los triángulos ACB, BCD, etc.

(fig. 60) son iguales, los ángulos ACB, BCD, etc. for

mados en el centro, serán iguales; y como en virtud

de lo espuesto (254 cor 3?) todos valen 360o ó aw, y

hay tantos como lados , resulta que ' <
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360o

áng. del centro de un políg. reg.= .

n

Cor. 8? El lado del exágono es igual al radio del

círculo circunscrito; porque los triángulos ACB , BGD,

etc. (fig. 63) que, en todos los polígonos regulares, son

isósceles, en el exágono son equiláteros, por ser equi

ángulos j pues siendo ABD=i 20o , su mitad CBA val

drá 60o , y también GAB=6o°;

luego el ACB=6o° ; luego CA=AB.

Cor. 9.0 Luego para inscribir un exágono en un círculo

basta colocar el radio seis veces sobre la circunferen

cia, y tirar rectas por los puntos de división A, B, D,etc.

Si ahora se quiere inscribir un triángulo equilátero,

se unirán de dos en dos los estremos de los lados, con

las rectas AD, DF, FA.

Cor. 10o Y si se quisiese un arco de 30o, se dividiría

(294) en dos partes iguales el arco AB correspondiente

á una cuerda igual al radio.

318 Para inscribir un cuadrado, se tirarán dos diá

metros AB, CD (fig. 64), que se crucen á ángulos rec

tos, y se unirán sus estremos por las cuerdas AC, AD,

DB, BC.

Si se levantan en A, B, C, D perpendiculares á los

radios OA, OB, OC, OD, se tendrá,, circunscrito el cua

drado MNPQ : en el cual por ser cada lado v. g. MN

igual (313, 2?) al diámetro AB, se tendrá que el perí

metro del cuadrado circunscrito vale cuatro diámetros.

Ahora, por ser el lado del exágono igual al radio

del círculo circunscrito , su perímetro valdrá seis radios

ó tres diámetros; pero la circunferencia es mayor (308)

que el perímetro de cualquier figura inscrita y menor

que el de la circunscrita ; luego la circunferencia es mé-

nor que cuatro diámetros y mayor que tres , ó está entre

tres y cuatro diámetros.

. V ' .1

De las líneas proporcionales r ' 1 - *

319 Teor. Si en una recta que con otra forma un
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ángulo cualquiera, se toma un número cualquiera depar

tes iguales, y por los puntos de división se tiran para

lelas entre sí, hasta que encuentren á la otra, y por estos

puntos de concurso se tiran paralelas á la primera: ca

da una de estas rectas quedará dividida en partes igua

les entre ú.

Espl. Si en la AV (fig. 65) que con la AZ forma un

ángulo cualquiera VAZ, se toma

AB=BC=CD=etc,

por los puntos de división B , C , D , etc. se tiran las

BF , GG, etc. paralelas entre sí: y por los puntos F, G,

H, etc. donde estas encuentran á la AZ, se tiran las

FS, GT, etc. paralelas á la primera AV: digo que las

partes AF, FG, GH, etc. de la AZ, serán iguales; y que

también lo serán las de las rectas FS, GT, etc., y las de

CG, DH, etc.

Dem. Por el supuesto se tiene AB^rBC;

pero BG =FK por lados opuestos del paralelogramo

BCKF, luego AB^FK.

El ángulo FKG=ABF (§ 288):

el BAF=KFG, por correspondientes entre las paralelas

AV, FS, siendo la secante AZ;

luego (261) los triángulos BAF, KFG, serán iguales, y

darán AF=FG.

Del mismo modo se demostrará que el triángulo

FI(G=GNH=HPQ=etc;

luego AF=FG=;GH=HQ=etc.

Ahora, FK=zBG por lados opuestos de paralelogra

mo; y por la misma razón KL==CD, LM=DE, etc.j

pero BCz=CB=DE=etc. por el supuesto,

luego FK=KL=LM=etc. :

Para demostrarlo respecto de las CG, DH, etc., ob

servaremos que GKnrBF por lados opuestos de parale

logramo; BF=KG por la igualdad, de los triángulos

AtiF, KFG: luego CK=KG.

Ahora, Dly=;CK y LN—KG, por lados opuestos de

paralelogramo ; pero CK=KG por lo acabado de demos

trar-; luego i)LaLN ; y cortio JíG==NH por la igualdad
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de los triángulos FKG, GNH, resulta también que

DL=LN=NH , que era torio L. Q. D. D.

Cor. Puesto que AB=BC=atc. y AF=FG=etc,

resultará que la razón que tenga AB con AF, esa mis

ma tendrá EC con FG, etc. luego

AB:AF: : BC:FG: : CD:GHj : etc. : etc.

y multiplicando los dos términos de la primera razón

por una misma cantidad , se tendrá

AB:AF: : 2AB: 2 AF: :3 AB: 3AF: :4AB: 3AF: :

nxAB:»xAF::»2xAB:/wxAF::etc.:etc.

Esto quiere decir, que un número cualquiera n de

partes de la primera es al mismo número de partes de

la segunda, como otro número cualquiera m de partes de

la primera es a este mismo número de partes de la se

gunda : ó alternada dirá : un número cualquiera n de

partes de la primera es a otro número cualquiera m de

partes de la misma, como el número n de partes de la

segunda es al número m de partes de la misma ; de ma

nera que se tendrá esta se'rie de razones iguales

AB: AF: : BC :FG : : CD : GH : : DE HQ : :AC : AG: :

BD.FH::CE:GQ::AD:AH::etc.:etc.

320 Teor. Si por un punto cualquiera del lado de un

triangulo se tira una paralela á la base ; los lados de

dicho triángulo quedan divididos en partes propor

cionales.

Espl. Sea el triángulo ABC (fig. 66); digo que si

desde un punto cualquiera D de uno de los lados , se

tira una recta DIO paralela á la base, esta recta dividirá

á los lados BA, BC en partes proporcionales, de modo

que se tendrá BA:BD::BC:BE.

Dem. Aquí pueden ocurrir dos casos: 1? que BA

sea comensurable con BD, y 2? que no lo sea.

En el primer caso, sea la común medida de BA y

BD la AP ; y representando por m el número de veces

que está contenida en BA, y por « las que está conte

nida en BD , se tendrá AB=wxAP , BD=«xAP ; y for

mando proporción y simplificando por AP, será

AB:BD::/wxAP:«xAP::tm:/i;

pero si por los puntos de división P se tiran lincas para
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lelas á la AC tales como la PQ, el lado BC quedará di

vidido (319) en m partes iguales con CQ, y la línea BE,

en re y se tendrá BC—/raxCQ, BE=raxCQ; de donde

BC.BE: »2xCQ:rexCQ ::m:u;

luego esta proporción y la anterior (184, 2?) darán

AB:BD::BC:BE.

2? Si BA y BD son incomensurables, digo que la ra

zón de BA.:BD no puede ser mayor ni menor que la

de BG:BE.

En efecto, no se puede suponer BA:BD::BC:BL,

siendo BL<BE; porque en este caso concibiendo la BA

dividida en partes iguales , tan pequeñas que tirando pa

ralelas á AG por los puntos de división , caiga una de

estas tal como de, entre E y L, á causa de la comen-

surabilidad de BA con Bd, se tendrá BA:Bd: :BC:Be.

Cuya proporción y la anterior dará (§ 184-, 2? cor.)

BD:B¿::BL:Be, resultado absurdo; porque la una ra

zón es de mayor desigualdad, y la otra de menor.

Tampoco se puede suponer que BA : BD : : BC : BL',

siendo BL/>BE; porque concibiendo dividida la BA en

partes tan pequeñas como se necesite , para que una de

las paralelas tal como d'e', tiradas á la base AC por

los puntos de división, caiga entre E y I/, se tendrá

BA:B<f ::BC:Be';

y formando proporción con los consecuentes de estas dos

proporciones , será BD : Ba" : : BL' : Be ', resultado absur

do por la misma razón que ántesj luego no pudiendo ser

la razón BA:BD>ni<BC:BE, será BA:BD::BC:BE,

que es L. Q. D. D.

Cor. i9 Dividiendo esta proporción, tendremos

B A—hD : BD : : BC-ftE : BE , tí DA : BD : : CE : BE,

la cual compuesta y alternada, se convierte en

DA-+-BD=BA : CE+BE-BC : : BD : BE : : DA : CE ;

que nos manifiesta, que los lados del triangulo son pro

porcionales con las partes superiores é inferiores á la

paralela, y estas proporcionales entre sí.

Cor. 2? De aquí se sigue también que si tres para

lelas AC , Z>2?, de, se cortan por dos secantes Ady
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Ce , estas y las partes en que quedan divididas por la

paralela DE, serán proporcionales entre sí, de manera

que se tendrá Ad:Ce::AD:CE::Dd:Ee, tí

Ad:AD:Dd::Ce:CE:Ee.

Porque concibiendo prolongadas las secantes hasta

que se encuentren en B, el triángulo BAC nos dará

Bd:Be::Ad:Ce, y el BDE dará Bd.Be::Dd:Ee ;

por lo que ( 184. 2?)será Ad:Ge::Dd:Ee ;

j ( 184, 4?) Ad—Vd-.Ce—Ee::Ád:Ce::Dd:Ee ;

que reduciendo y permutando resulta

Arf:Ce::AD:CE::Dd:Eí tí (§ 185) Ad:AD:Dd::Ce:CE:Ee.

321 Teor. Si una recta divide los lados de un trián

gulo en partes proporcionales , es paralela, á la base.

Espl. Sea el triángulo BAC (fig. 67); digo que si la

DE divide los lados BA , BC , de modo que se tenga

BA:BD::BO:BE, ,

la línea DE será paralela á la base AC.

Dern. Si la DE no es paralela á la AC^ se le podrá

tirar por el punto D una recta que lo sea. Si esta fuese

la De, se ti.ndría (§ 320) BA:BD::LC:Be;

y como esta proporción y la del supuesto tienen los tres

primeros te'rininos comunes, resulta BE=:j5e, que es ab

surdo, porque l¡E es todo y Be parte suya; luego la pa

ralela á la base no puede caer por mas arriba de la DE.

Tampoco puede caer por la parte inferior; porque si

se supone que la De'es paralela á la AC, resultará

BE=Be', que también es absurdo; luego si la paralela

tirada por el punto D á la base AC , no puede pasar ni

por mas arriba ni por mas abajo de la DE , esta será

la paralela. L. Q. D. D.

322 Teor. La DE, que es paralela á la lase, es tam

bién proporcional con la misma base ; de manera que se

tiene BA:BD::AC:DE.

Dern. Tirando por D la DP paralela á BC , tendré-

mos (320 cor. 1?) BA:BD::AC:CF; pero DE=FC

por ser lados opuestos del paralelogramo DFCE; luego

BA:BD::AC:DE, que era L. Q. B. D.

Esc. Si por un punto E , dentro de un ángulo BAC

(fig. 67) , quisiéramos tirar una recta BEC , de modo
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que BE—EG ; tiraríamos ED paralela á CA , tomaría

mos DB=DA, y tirando BEC, resultaría (320) BE=EC.

323 Probl. Dividir una recta dada AG (fig. 68)

en las partes iguales que se quiera, v. g. en ocho.

Res. y Dem. Tírese por uno de sus estremos A una rec

ta cualquiera AQ; tómense en esta ocho partes iguales á

una magnitud arbitraria, tal como AB; únase el estre

mo P de la octava división con el G de la recta pro

puesta; y por todos los puntos de división tírense para

lelas á la FG, las cuales dividirán á la AG, en las ocho

partes iguales que se deseaba (3 19).

Esc. Si se quisiera dividir la recta en dos (d mas)

partes que tuviesen una razón dada, como de 3 á 5, se

dividiría la recta AG en 8 partes por el método anterior;

y la recta DE tirada por el punto que señale uno de

los números dados, paralela á GF, dividirá la AG en las

dos partes AE,EG; que serán como 3:5 (320 cor. i.°).

324 Probl. Dadas tres rectas G, K, L (fig. 69),

hallarles una cuarta proporcional geométrica.

Res. y Dem. Fórmese un ángulo cualquiera VAZ

con dos rectas indefinidas AV, AZ; en uno de los lados

AV tómese una parte AB= con la 1? G;

en el mismo lado tdmese otra parte AC= con la 2? K;

en el otro lado AZ tdmese una parte AE—i. la 3? L;

únase el estremo B de la primera con el E de la ter

cera por medio de la BE, y por el estremo C de la

segunda tírese la CF paralela á BE, la cual irá á en

contrar al otro lado, de manera que la parte AFserá

la cuarta proporcional pedida. Porque el triángulo

ACF(§32o) da AB:AC::AE:AF,

ó sustituyendo 'á estas líneas sus iguales, G:K::L:AF.

Esc. Si sólo se diesen las dos rectas G, K, y se pi

diese una tercera proporcional geométrica, se emplea

ría la misma construcción sin mas diferencia que tomar

AE—AC=K.

325 Probl. Formar la éscala universal que se cono

ce con el nombre de escala de mil partes.

Re¡. y Dem. Tómese una magnitud arbitraria K

(flg- 7°)> y repítase diez veces sobre la AB; desde A
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hasta O; tómese toda la magnitud AO—ioK, y repíta

se nueve veces desde O hacia la derecha; en los estre

naos levántense perpendiculares, en las cuales se toma

rán también diez partes iguales con otra magnitud

arbitraria, y se tirarán rectas por los puntos de divi

sión i, 2, 3, etc. que serán paralelase iguales (311)

á la AB; y en la última CE fórmense las mismas

partes que en la AB. ,

Desde D á G y desde O á A, póngase 10, 20, 30,

etc. en las divisiones 1?, 2?, etc.; únase el punto O

con el 10 de la de arriba; el lo de la AO con el

20 de la de arriba, y así sucesivamente hasta unir el

punto 90 de la de abajo con el G de ía de arriba; úna

se también el punto O con el D , y en los puntos de

división de la derecha se pondrán, tanto arriba como

abajo, 100, 200, 300, etc.; con lo cual quedará for

mada la escala.

En ella se podrán tomar hasta mil partes , de esta

manera : considerando que la distancia A90 vale diez

partes, la AO valdrá roo, y como AB=ioAO, se si

gue que la AB, que es la mayor magnitud que se puede

tomar, valdrá mil partes.

Esc. i.° Ahora, para tomar un número cualquiera

de partes menor que mil, se procederá del modo si

guiente. En primer lugar esta distancia se debe tomar

en la paralela á AB que pase por el punto que espre

sa el guarismo de las unidades del número propuesto;

y la magnitud estará espresada por la parte de esta rec

ta que hay interceptada entre la recta que espresa

las centenas y la que va desde las decenas de abajo á una

decena mas de la de arriba. Así, si se quieren tomar

237 partes, se echará de ver que esta distancia se debe to

mar en la recta 7 P, y estará representada por la parte HN

interceptada entre la recta 200 que espresa las centenas

y la que desde el 30 de la de abajo que espresa las

decenas, va al 40 de la de arriba.

Porque NH=H/w-HWH-rN ; ahora , H/w es igual á

too, y por consiguiente vale aoo partes; la Nr=03o,

también por lados opuestos del paralelogramo NK>3o,

Tom. I. • 45
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y por consiguiente vale 30 de estas partes; y la rm,

por lo que ahora probarémos, vale 7 de dichas partes;

luego NH=200+30-1-7=2 3 7 partes.

Para probar que rm vale 7 partes, se observará que

el triángulo OD lo, por ser la rm paralela á Dxo, da

rml) 10 : :Oot:OD : : ?xOt: 1 oxOt: :7:1o;

Di 0X7

luego rm= ;

10

y como la distancia Dio la suponemos compuesta de

10x7

diez partes, resulta que rm— =7.

10

Esc. 2? Es muy importante el conocimiento de la

escala, pues es lo primero que se ha de hacer para deli

near todo plano, y es la que en los mismos planos y

mapas sirve para conocer la distancia de dos puntos.

De la semejanza de las figuras.

326 Se llaman figuras semejantes, las que tienen sus

ángulos iguales y sus lados proporcionales ; y desemejan

tes, aquellas á que falta alguna de estas dos circunstan

cias. De modo que las dos figuras ABCDE, abcde

(fig. 71) serán semejantes, siempre que sus ángulos sean

A—a, B=¿, C=rc, etc., y ademas se tenga

ÁB:ab::BC:bc::CB:cd:: etc. : etc.

327 Teor. Todos los polígonos regulares de un mismo

número de lados son semejantes.

Dem. Porque siendo en ambos uno mismo el nd-

(ra—2)tt

mero n de lados, la fórmula (§316 cor. 2?)

n

dará un mismo valor para cada ángulo ; luego los án

gulos del uno serán iguales á los del otro; y como en

cada uno han de ser iguales los lados entre sí, resulta

que la razón que uno de ellos tenga con otro , esa será

la que tengan otros dos cualesquiera. Luego serán seme

jantes. L. Q. D. D.
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528 Teor. Si por un punto cualquiera del lado de un

triángulo se tira una paralela á uno de los otros lados,

se originará un triángulo que será semejante al primi

tivo.

Espl. Si por el punto V del lado AB (fin 72), se ti

ra la b'c' paralela á la BC, el triángulo Ab'c'seii seme

jante al ABC.

Dem. Ambos triángulos tienen común el ángulo en A;

el ángulo en b'= al en B por correspondientes; el en

c'~ al en C, por la misma razón; luego son equiángu

los. Ahora, el triángulo ABC nos da

(§ 320 y 32 2)AB:A¿'::AC:Ac/::BC:AV.

Luego estos dos triángulos tienen los ángulos iguales,

y proporcionales los lados; luego son semejantes.

L. Q. D. D.

329 Teor. Dos triángulos son semejantes , cuando tie

nen sus tres lados proporcionales, r .

Espl. Sean los dos triángulos ABC, abe, en que se su

pone AB:ab::AC:ac::BC:bc ;

digo que los ángulos serán a=A, b=B , c=C,

y por lo mismo los triángulos serán semejantes.

Constr. Tómese en el lado AB una parte Ab'—ab, y

en AC una parte Ac'~ac, y únase el punto b' con el cf.

Dem. Por el supuesto tenemos AB:ab::AG:ac ; luego

sustituyendo en vez de ab y ac sus iguales A¿', Ac',

será AB:Ab'::AC:Ac' ;

luego (321 ) la b'c' será paralela á la base y proporcio

nal (322) á la misma base: luego AB:Ab':'.BC:b'c' ; y

como ab—\b' , esta proporción y la del supuesto tienen

los tres primeros términos iguales ; luego el cuarto será

igual en ambas, y se tendrá b'c'— be; luego los trián

gulos Ab'c' , abe son iguales (259); y como Ab'c' es

semejante (328) al ABC, resulta que su igual abe tam

bién será semejante1 á ABC, que era L. Q. D. D.

330 Teor. Dos triángulos son semejantes cuando tie

nen un ángulo igual , formado por dos lados proporcio

nales.

Espl. Sean ABC, abe dos triángulos, en que se supo

ne A=a, y AB:a¿::AC:acj digo que son semejantes.



356 GEOMETRÍA.

Dem. Hecha la construcción anterior, resulta que ti

en la proporción del supuesto sustituimos en vez de

ab, ac, sus iguales Ab', Ac', se tendrá ABiAA'^ACiAc';

luego la b'c' divide en partes proporcionales los lados del

triangulo ABC , y por lo mismo será paralela á la base;

luego (328) el triángulo Ab'c' es semejante al ABC; y

como abe es igual (260) coa Ab'c', resulta que abe será

semejante á ABC, que es L. Q. D. D.

331 Teor. Dos triángulos son semejantes cuando tie

nen sus tres ángulos respectivamente iguales.

Espl. Sean dos triángulos ABC, abe, en que se su

pone A—a, B=A y C=c, digo que son semejantes.

Constr. Tómese en AB una parte Ab' igual con ab,y

por h' tírese la b'c' paralela á BC.

Dem. El ángulo b'=B por correspondientes; y co

mo B=Z> por el supuesto, será b'=b; luego los dos trián

gulos Ab'c', abe son iguales (261); pero Ab'c' es se

mejante con ABC j luego abe también lo será , que

es L. Q. D. D.

Cor. jV Cuando dos ángulos de un triángulo son

iguales á dos de otro, los triángulos son semejantes ; por

que en este caso el tercer ángulo es igual al tercero.

Cor. 2? Dos triángulos rectángulos son semejantes,

siempre que ademas del ángulo recto tengan otro igual

ó común.

Cor. 3? Dos triángulos ABC, DEF (fig. 73) son se

mejantes cuando tienen sus lados paralelos; porque si

AB es paralelo á DE y BC i EF, el ángulo B=E (§ 288);

y ademas por ser AC paralelo á DP será igualmente el

ángulo C=F y A=D.

Cor. 4? Dos triángulos DEF, ABC (fig. 74) son se

mejantes cuando tienen sus lados respectivamente per

pendiculares; porque dando á uno de ellos un cuarto de

conversión (lo que no altera el triángulo) resultarían

sus lados paralelos á los del otro.

Esc. i9 Dos triángulos rectángulos son semejantes

cuando tienen proporcionales un cateto y la hipotenusa.

En efecto, si suponemos rectángulos en B y en b

(fig. 72) los triángulos A2?C, abe, y que AB:AC::ab:ac,
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serán semejantes; porque tomando \b'=ah y Ac'rrac,

la proporción se convertirá en AB:AC::A¿': Ac' ; luego

si unimos el punto b' con c' por medio de la b'c' , esta

será (321 ) paralela á Bu ; y como el ángulo B es recto

por el supuesto, también lo será ( 284 3? ) el b' ; luego

(273 cor. 2?) los triángulos Ab'c', abe serán iguales; pero

Ab'c' es semejante (328) al AiJC; luego también lo

será el abe, que era L. Q. D. D.

Esta proposición se verifica aun con mas generalidad

en esta forma.

Dos triángulos son semejantes cuando tienen dos la

dos proporcionales é igual el ángulo opuesto al ma

yor de ellos.

Espl. Sean los dos triángulos ABC, abe (fig. 72) en

que se supone AB:aZ>::AC:ac, ABC=abc, sabiendo ade

mas que el lado AG es mayor que AB; voy á demostrar

que son semejantes.

Dem. To'iuese en AB una parte Ab'—ab, y en AG

una parte Ae'=ac; únase b' con c' por medio de la b'c ,

y tendrémos que sustituyendo en la proporción del su

puesto en vez de ab y ac, sus valores Ab' , Ac' , será

AB:Ab'::AC:Ac'; luego la b'c' divide en partes propor

cionales á los lados del triángulo ABC; y por lo mismo

será (3 '¿i) paralela á la base; luego el triángulo Ab'c'

es semejante (328) al ABC; y como el triángulo abe es

igual (273 cor. 4.) con el Ab'c' (por tener ab=Ab',

ae—Ac' por construcción y abc=Ab'c\ porque de ser la

b'c' paralela á la base BC, se deduce que el ángulo

Ab'c'=ABC—abe por el supuesto) , resulta que el trián

gulo abe también será semejante al triángulo ABC.

Esc. 2 o Dos triángulos son semejantes cuando tienen

dos lados proporcionales é igual el ángulo opuesto al lado

menor de los dos dados y que sean de una misma es

pecie los ángulos opuestos al lado mayor de los dos que

se dan.

Espl. Sean ABC, abe dos triángulos en que se tiene

AC:ac::AB:út¿; el ángulo en C= al en c; y en que se

sabe ademas que AB<AC y que los ángulos en B y A,

son da una misma especie, esto es, ó ambos agudos, 6
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ambos rectos, ó ambos obtusos; digo que los dos trián

gulos ABC , abe son semejantes.

Dem. Tómese en AB una parte Ab'—áb, y ^

una parte Ac'—ac , y tírese la b'c' ; con lo cual la pro

porción del supuesto nos dará AC:Ac'::AB:AZ/; luego la

b'c' será (321) paralela á la base BC ; luego el ángu

lo B=Z> y el c'=C—c. Luego (328) el triángulo Ab'c'

es semejante con el ABC; pero el Ab'c' es igual (273

cor. 5?) con el abe; pues tienen dos lados iguales, á sa

ber, Ab'—ab, Ac'=ac; el ángulo c opuesto al menor

de los lados ab, igual al c' opuesto al menor en el Ab'c',

y los ángulos en b y b' son de una misma especie por

suponerse que lo son los en b y B que es igual con //$

luego el abe será semejante con ABC, que era L. Q. D. D.

Esc. 3? Dos triángulos son semejantes cuando tienen

un ángulo igual , y proporcionales los lados que forman

otro ángulo que sea de la misma especie, en ambos trián

gulos.

Espl, Sean CAB y FDE (fig. 76*) dos triángulos en

los que se tenga el ángulo AliC=DEF, y proporciona

les los lados que forman los ángulos ACB, DFE, de

modo que se tenga BC:AC::EF:DF ; voy á demostrar,

que , con tal que se sepa que los espresados ángulos

ACB, DFE son ambos agudos ó ambos obtusos, los

triángulos serán semejantes.

Dem. Si por los puntos E y F se tiran las rectas

EG,FG que formen los ángulos PEG y EFG iguales con

ABC y BCA , tendremos que el triángulo ABC será

semejante á GEF (cor. 1°), y darán BC:CA::EF:FG; y

como esta proporción y la del supuesto tienen la prime

ra razón común, será EF:FG::EF:DF ; que da (184 1?)

FG=DF. Luego los triángulos EGF y EDF tienen el

lado FG=FD, el lado EF común, y los ángulos

FEG=ABC—FED, y los otros ángulos EFD y EFG

de la misma especie , por serlo EFD de la misma que

ACB por el supuesto , y EFG=ACB por construcción}

luego dichos, triángulos serán (273 cor. 6?) iguales; por

consiguiente el ángulo EFG 6 ACB igual DFE , y por
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lo mismo (cor. i?) los triángulos ABC y DEF son se

mejantes; que era L. Q. D. D.

Esc. 4? Dos triángulos son semejantes cuando tienen

un ángulo igual, y los lados opuestos á dicho ángulo

son proporcionales ton las perpendiculares que se les ti

ren desde dichos ángulos.

Espl. Sean ABC, abe (fig. 75*) dos triángulos en

que el ángulo BACr: bao , y que ademas se tenga

AD:BC::ad:bc ; voy á demostrar que dichos triángulos

son semejantes.

Dem. Si los dos primeros te'rminos de la proporción

del supuesto , los multiplicamos por AB , y los otros dos

por ab , se nos convertirá en

ADxAB:hCxAB::adxab:bcxab.

Esta proporción compuesta, la podrénios descomponer

( 1 90 ) en las dos proporciones simples siguientes

AD:A!í: :ad:ab y AB:hC::ab:bc. La primera nos dice

que los triángulos ABD, abd rectángulos en D y d son

semejantes (esc. 1?); lo que dá el ángulo D15A—d¿a, ó

CEA—cha ; y como por el supuesto el ángulo

BAC=¿rtc, resulta en virtud de lo demostrado (cor. 1?)

que los triángulos ABC , abe son semejantes , que era

L. Q. D. D.

En el apéndice puesto al fin de la segunda parte de

la Geometría, en la tercera edición del tomo I.° parte

segunda, demuestro otros cinco casos de semejanza de

triángulos.

Ése. 5? Siempre que se hayan de sacar proporcio

nes de triángulos semejantes se compararán los lados

del uno con los homólogos del otro ; esto es , los que es

tén opuestos á ángulos iguales , o sean paralelos d per

pendiculares.

332 Teor. Si desde el ángulo recto de un triángulo

rectángulo se baja una perpendicular á la hipotenusa,

se verificarán seis cosas : 1 ? el triángulo quedará divi

dido en otros dos semejantes al total, y semejantes en

tre sí; 2? la perpendicular bajada será media propor

cional entre los dos segmentos de la hipotenusa ; 3? cada

cateto será medio proporcional entre la hipotenusa y el
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segmento correspondiente ; 4? el cuadrado de la hipo

tenusa será igual á la suma de los cuadrados de los ca

tetos ; 5? los cuadrados de los catetos serán entre sí como

los segmentos correspondientes; y 6? la perpendicular

será cuarta proporcionol á la hipotenusa y a los catetos.

Espl. Si desde el ángulo recto A (fig. 75) del trián

gulo rectángulo ABC, se baja una perpendicular AD á

la hipotenusa BC, digo que se verificarán seis cosas: 1?

los dos triángulos ADB, ADG serán semejantes al total

BAC, y semejantes entre sí; 2? la perpendicular AD

será media proporcional entre los dos segmentos BD y

DC de la hipotenusa BC ; 3? cada cateto AB tí AC será

medio proporcional entre la hipotenusa BC y el seg

mento BD, tí DC que á cada uno corresponde; 4? el

cuadrado BC2 de la hipotenusa será igual á la suma

BA2-f-CA2 de los cuadrados de los catetos ; 5? los cua

drados BAa , CA2 de los catetos serán entre sí como los

segmentos correspondientes BD y DC ; y 6? la DA será

cuarta proporcional á la hipotenusa BC y á los catetos

CA, AB.

Dem. 1? Por tener los triángulos BAC y BAD un

ángulo común en B, y ademas el primero uno recto A

por el supuesto, y el segundo el r también recto, dichos

triángulos serán semejantes (331 cor. 2?). Por tener los

triángulos BAC y DAC común el ángulo en C, y ade

mas tener un ángulo recto cada uno , á saber : el pri

mero en A , y el segundo en m , también serán seme

jantes. Ahora, de ser semejantes BAC y J5AD se sigue

que el ángulo en C—/i; luego los triángulos 2?AD y DAC,

ademas del ángulo recto r y w, tienen otro ángulo

igual; luego (331 cor. 2?) son semejantes. L. i?Q.D.D.

2? Por ser los triángulos BAD y DAC semejantes,

darán (§331 esc. 2?) .BDiADüDAíDC,

que es L. 2? Q. D. D.

3? Los triángulos semejantes .BAC y J5AD darán

(331 esc. 2?) BC:BA::BA.:BB (m).

Los .BAC, DAC, dan £C:AC::AC:DC (n)

que junta con la (m) manifiesta L. 3? Q. D. D.
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4? Las proporciones ( m ) y ( n ) dan

BA'=BCxBD (p), AG*=BCXCD (q);

y sumando , resolviendo en factores y reduciendo , será

BA*+AC'=BCxBD+BCxqD=BCx(BD-H:D)^BCxB&=BC',

ó BCa=AB'+AC, que es L, 4.0 Q. D. D.

5? Si con las dos ecuaciones (p) y (q) formamos

proporción, y simplificamos por BG, será

BA*:AC*::BCXBD:BCXCD::BD.CD, que es L. 5." Q. D. I).

6? Los triángulos BAG , BAD , dan

BC:CA::BA:A1), que es L. 6.° Q. D. D.

Cor. Una vez que BC1=BA2-+-CAa, si estraemos la

raíz cuadrada de ambos miembros será

luego en conociendo los dos catetos se conocerá la hipo

tenusa, estrayendo la raiz cudrada de la suma de los

cuadrados de los catetos. Y si en la misma ecuación se

despeja un cateto , tal como CA, se tendrá

CA2=BC2—AB2, que da CA=V/BC2—BA5;

la primera quiere decir, que el cuadrado de un cateto es

igual al cuadrado de la hipotenusa ménos el cuadrado

del otro cateto ; y la segunda . que en conociendo la hi

potenusa y un cateto , se conocerá el otro cateto estra

yendo la raiz cuadrada de la diferencia de los cuadra

dos de la hipotenusa y del otro cateto.

333 Teor. Si desde un punto cualquiera A de la cir

cunferencia ( fig. p6 ) se baja una perpendicular al diá

metro 2JC, se verificaran cuatro cosas : 1? la perpendi

cular AD sera media proporcional entre los dos seg

mentos BD,DC del diámetro ; 2? si desde los estreñios

del diámetro se tiran las cuerdas BA, CA a dicho pun

to de la circunferencia , estas serán medias proporcio

nales entre el diámetro y el segmento correspondiente;

3! los cuadrados BA7,CA* de dichas cuerdas serán en

tre sí cómo los segmentos correspondientes ; .y el cua-

Tom I. 46
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drado BC7 del diámetro es igual á la suma de los cua

drados BA3,CA3 de las cuerdas, que desde sus estre-

mos se tiren á unpunto cualquiera A de la circunjerencia.

Dem. Es la misma que la del ca?o anterior, solo con

sustituirlas voces diámetro a hipotenusa, cuerda a cate

to, punto de la circunferencia á vértice' de ángulo rector

pues el triangulo BAG es rectángulo en A (§ 304 cor. 3?).

Cor. 1? Una vez que BA2=BCxBD , y BA es una

cuerda cualquiera, se sigue que el cuadrado de una

cuerda es siempre igual al diámetro ó duplo del ra

dio multiplicado por el segmento correspondiente á dicha

cuerda.

Cor. a.° Luego si se tienen dos cuerdas tiradas cada

una desde su diámetro, el cuadrado de cada una será

igual al diámetro multiplicado por el segmento que le

corresponda ; y formando proporción con las dos ecua

ciones , se tendrá después de simplificar la ultima razón,

que en general los cuadrados de las cuerdas son como

los segmentos que causan en el diámetro que pasa por

uno de sus estreñios, las perpendiculares bajadas desde

los otros estremosj y las cuerdas serán entre sí (190)

como las raices cuadradas de los segmentos.

334 Probl. Entre dos líneas dadas K, L (fig. 76),

hallar una media proporcional.

Res. y Dem. Póngase una á continuación de otra, de

modo que BD=K, DC=L; sobre toda la BC como

diámetro, descríbase la semicircunferencia BAC; en el

punto D donde se unieron , levántese la perpendicular

DA hasta encontrar á la circunferencia, la cual será la

media proporcional pedida (333)

335 Teor. En todo triángulo obtusángulo, el cuadra

do del mayor lado es mayor que la suma de los cua

drados de los otros dos lados ; y en todo triángulo acu-

tángulo, el cuadrado del lado mayor es menor que la

suma de los cuadrados de los otros dos lados.

Espl. Sea primero el triangulo obtusángulo ABC

(%• 77) i digo que el . cuadrado de AB es mayor qne

la suma de los cuadrados de AC y CS, ó que ;

• -rA£2>AC3«t-GBh;i. 1

... .1 . .
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y si el triángulo ABC (ííg. 78) es acutángulo, se tendrá

AB^AC^+CB2.

Dem. 1? Bajando la perpendicular BD (fig. 77), el

triángulo ADÉ será rectángulo, y (332, 4?) dará

. AB->=AD2-hBD* (n);

pero AD2=(AC-+-CDf=:AC2-+-2ACxCD+CD*i

y por ser rectángulo el triángulo CBD, será (§332 cor.)

BD^BC^—CD^

luego poniendo, en vez de estos cuadrados sus valores

en la ecuación (n) , se convertirá eir

AB^AC-hzACxCD^CD^BC—CD^

AC^BC^ACxCD;

uego el cuadrado de AB, que es igual á la suma de

los cuadrados de los otros dos lados , mas la cantidad

sACxCD, escederá á dicha suma en esta cantidad}

luego será mayor. L. i.° Q. D. D.

2.0 Bajando la perpendicular BD (ñg. 78), el trián

gulo rectángulb ABD 4ari AB2=AD2-i-BD' (p)j

pero AD*-(ÁC—CD)2=AC2—¿ACxCD+CD2;

y el ¿DCdará BD>=BC3—CD2;

y sustituyendo estos valores en (p) resultará

AB2=AC2—íACxCD+CD^BC2—CD*=

AC2-*-BC2—íACxCD;

luego al cuadrado de AB , que es igual á la suma de

los cuadrados de los otros dos lados, menos la cantidad

zACxCD; le faltará dicha cantidad para ser igual con

ella; luego será menor. L. 2? Q. D. D. -, > v

Esc. i.° Para cifrar en ecuaciones la relación de los

lados de los triángulos, y para la espedicion de los cál

culos , se señalan en general los ángulos por las letras

mayúsculas A, 2?, C, que se suponen en sus vértices,

y por a, ib, c, los lados opuestos respectivamente á di

chos ángulos, como se ve (figs. 77 y 78); con lo cual

las dos ecuaciones anteriores reunidas en una, darán'

c2=b*+a2±.2bxCD; ' .- «

que quiere decir, que en todo triángulo oblicuángulo el

cuadrado del lado mayor (tí de un lado), es igual á la

suma de los cuadrados de los otros dos , mas ó menos el

duplo del lado sobre que se tira la perpendicular, mul
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tiplicado por el segmento interceptado por la perpendi

cular hasta el ángulo opuesto al lado que se considera.

Esc. 2.0 Si el segmento CD fuese nulo, se tendría

ci=b2-t-ai, y el triángulo sería rectángulo, pues la

perpendicular caería por el mismo lado BC, ó sería

el mismo.

33 6 Teor. Si desde dos vértices cualesquiera de un

triángulo se tiran dos líneas al punto medio dé su res

pectivo lado opuesto , dichas líneas se encontrarán á las

dos terceras partes de la distancia á su vértice res

pectivo.'

Espl. Sea ABC (fig. 79) un triángulo cualquiera;

digo que si desde dos ángulos cualesquiera A, C, se tiran

las AL, 00, á los puntos L, O, medios de los lados

opuestos JSC, AB , el punto de intersección G distará

de A los dos tercios de AL ó será AG=¿gAL, y del

mismo modo CG—%CO.

Dem. Porque tirando la OL, será (321) paralela á

AC, paes divide en partes iguales á los lado* AB, BCy

y se tendrá (§ 322) AB:BO:.AC:OL;

y como por el supuesto BO=$AB, resulta OL—\AC.

Ahora los triángulos OGL, AGC, son semejantes por

tener los ángulos en G iguales por opuestos al vértice,

el ángulo OLG.—GAC por' alternos internos, luego

(331 cor. i.°) son semejantes y darán

AC.0L::AG:GL::CG:G0;

y como OL=¡¿AC, será GL=.\AG, y OG=¿CG,

ó se tendrá ^G:G-L:: 2:1 ;

que componiendo, comparando con el antecedent,

será AG+GL—AL:AG::y.'¡, que da AG=%AL¡

del mismo modo se tiene CG=fCO,

y resulta L. Q. D. D.

337 Teor. Si dos líneas se encuentran dentro de un

círculo , se cortan en partes recíprocamente proporcio

nales.

Espl. Se dice de dos líneas que están divididas en

partes recíprocamente proporcionales, cuando las partes

de la una, ó ella y una parte suya, forman los me

dios de una proporción , y las partes de la otra , ó
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ella y nna parte suya, forman los estrenaos; así, va

mos á probar que las dos líneas BA, DC (fig. 8o)

que se encuentran dentro del círmloADBC, se cor

tan de manera que AE:EC::ED:EB.

Dem. Unanse los puntos D y A por laDA, y losZJy G

por la BC; los triángulos DAS, BEC tienen los ángulos

en Kiguales ( 257 ), y los en D y en B iguales (304 cor.

2?) por insistir sobre un mismo arco AC; luego son

semejantes y darán AE:EC::DE:EB,

que es L Q. D. D.

338 Teor. Si desde un punto fuera del círculo se ti

ran dos secantes que terminen en la parte cóncava de

la circunferencia , las partes esternas serán recíproca

mente proporcionales con las secantes enteras.

Espl. Si desde el punto P (fig. 81) se tiran al cír

culo ABDC dos secantes PD, PC, digo que tendrémos

PA:PB::PD:PC.

Dem. Si tiramos las CB y DA, los triángulos PBC,

PAD, ademas del ángulo común P, tienen iguales

(304 cor. 2?) los C y D; luego (331 , cor. 1.°) serán

semejantes, y nos darán PA:PB.:PD.PC,

que es L. Q. D. D.

339 Teor. Si desde un ángulo de un triángulo se ti

ra una perpendicular al lado opuesto , el lado sobre que

cae la perpendicular es á la suma de los otros dos,

como ¡a diferencia de estos es a la diferencia de los

segmentos.

Espl. Si desde el ángulo B del triángulo ABC (fig.

82), se tira la perpendicular BD al lado opui sto AC,

se verificará que AC:AB-hBC::AB—BC:AD—CD.

Dem. Haciendo centro en B con un radio igu.il al

lado menor BC, trácese la circunferencia CEGF, y

prolongúese la AB hasta que encuentre á dicha cir

cunferencia ; con lo cual Lis dos secantes tiradas des

de A darán (§338) CA:AE::AG:AF,

rAE=AB+BE=BA-hBC,

pero { AG=AB—BG-AB—BC,

UF-AD-DF=:AD-DC;
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luego sustituyendo estos valores en la proporción será

AC:AB-hBC::AB—BC-.AD—DC,

6 espresando por S, 5, los segmentos AD, CD, se ten

drá, b:c-+a::c—a:S—s, que es L. Q. D. D.

(cH-a)(c—a)

Esc. Esta proporción da S—a= ;

b

y como S-Ks=AD-t-DC=AC=6,

se tendrá ( (¡ 154)

b (c-f-a)(e—a) b (c-t-a)(c—a)

S=—f-¿X , y í= ¿X

2 b 2 b

34o Teor. Si desde dos ángulos homólogos de dos /¡gu

ras semejantes ABCDE , abcde ( fig. 71), Se tiran diago

nales á los demás ángulos , los triángulos homólogos , ó del

mismo modo colocados , serán semejantes.

Dem. Por ser las figuras semejantes, se tiene

AB:a6::BC:6t::CD:c</::DE:c/<;::EA:eo::etC.:etC.,

y A=a, B=b, C—c, D=d, E=e, etc. etc.

Luego los triángulos ABC , abe, tienen el ángulo B=6,

formado por dos lados proporcionales ; luego son semejan

tes ( 33o ) y dan BC:&6-::CA:ca::CD:cd ( por la serie de razo

nes iguales del supuesto), y el ángulo ACB=ac6.

Ahora, si de los ángulos totales en C y c, que son igua

les, quitamos los iguales ACB y acb , los residuos ACO, acd,

también serán iguales; luego los triángulos ACD, acd, se

hallan en el misino caso que los anteriores ; luego son se

mejantes; y como lo mismo se demostraría de todos los de

más, resulta L. Q. D. D.

3^1 Teor. Reciprocamente , si dos figuras se componen de

un mismo número de triángulos semejantes , y del mismo

modo colocados en cada figura , serán semejantes.

Dem. De la semejanza de los triángulos ABC, abe, se de

duce, que. el ángulo B=b , y BCA=6ca ; de. la de los triángu

los ACD, acii , se deduce que ACD=acd ; sumando estas dos

ecuaciones será BCA+ACD=Zica+acd , ó BCD=¿í'rf;

y como lo mismo demostraríamos de los demás ángulos, re

sulta que las figuras ABCDE, abede, tienen iguales sus ángulos.

Ahora, los triángulos semejantes ABC, abe, dan

AB:a6::BC:6t::AC:<ic ;

los ACD , acd , dan AC:ac::DC:dc::AD:<z<¿ ;

los ADE, ade, dan AD:a<J::DE:<íe:;EA:ía.
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La segunda de estas series de razones ¡guales tiene común

con la primera la razón AC-.ac, y la tercera tiene, con la se

gunda común la AD:ad ; luego podremos enlazar las tres de

este modo.

AB:a6::BC:¿c::AC:ac::DC:dc::AD:aí/::T)Eu/e::EA:ea;

ó prescindiendo de las razones en que entran las diagonales,

será AB:n6::BC:6t::r)C:<ic::I)E:rff::EA:ea.

Luego, ademas de tener los ángulos iguales , tienen pro

porcionales los lados, y por lo mismo son semejantes. L. Q. 1). D.

Etc. Si representamos en general por L, L', L", etc.,

I, 1', 1" , etc. los lados de dos figuras semejantes; por P, p,

sus perímetros ; por D, d, dos digonales homologas ; y por

R, r, los radios rectos ú oblicuos de dos polígonos regulares

de un mismo número de lados , que entonces son semejantes

(3a 7), se tendrá L:/::L':¿'::L":/"::fit.:eíf.::D:d ,

que ( i85 1.a) da L+L'+L"+etc.:/+i'+i"+«'c.::L:í::Du/,

ó reduciendo será V:p:\L:l:X):d ( m ) ,

y si son regulares será P:/>::L:/::R:r (n).

La (m) quiere decir, que los perímetros de dos figuras

Semejantes son entre si como sus Jados ó diagonales homolo

gas ; y la ( n ) dice que en los polígonos regulares semejan

tes , los perímetros son entre si como los lados homólogos , ó

como los radios rectos ú oblicuos.

34» Si siendo AB (fig. 83) el lado de un polígono regular

cualquiera inscrito en un circulo, se quisiese otro de duplo nú

mero de lados, no habría mas que tirar el radio recto OE pro

longado hasta B', y unir el punió B' con los A, B ; pues cada

lado AB' subtendería un arco que sería la mitad del primero.

Y si dado un polígono abcdef (fig. 85) inscrito, se quisiese,

uno circunscrito , se tirarían los radios oblicuos Oa , Ob, etc.,

y tirando en sus estremos las tangentes FA , AB, etc. su con

junto formaría el polígono que se quería; pues lodos los

triángulos akb, 6Bc,etc son iguales (261) é isósceles (3o3);

de donde se sacará la igualdad de los lados AB, BC, etc. y la

de los ángulos A, B, 0, etc.

Y si teniendo un polígono MRVO (fig. 86) circunscrito á

un circulo, se quisiese otro de duplo número de lados, se tira

rían los radios oblicuos CM, CR, ele. y en los punto Q, D,

etc. donde encontrasen á la circunferencia, se tirarían las tan

gentes PN, BT etc. y se tendría el polígono PT^BT etc. que se

quería ; porque tirando las AQ, AD , etc. lodos los triángu

los QNA , ABD serían iguales entre sí é isósceles.

343 Teor. Si en un círculo se inscribe un polígono

cualquiera, y después otro de duplo numero de lados,
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y así sucesivamente , la sajita correspondiente á cada

uno irá siendo mas de dos veces menor que la del an

terior; y por lo mismo podra llegar a ser menor que

cualquier cantidad dada , por pequeña que sea.

Espl. Sea AbED (fig. 84) ua cuadrado inscrito en.

el círculo ; digo que si se le inscribe un octógono , y

luego un polígono de 16 lados, y así sucesivamente,

la sajita Bk del cuadrado será mas de dos veces me

nor que el radio BC; y la Br del octógono mas de dos

veces menor que la Bk del cuadrado , y así sucesiva

mente; de manera que al cabo de cierto tiempo po

drá ser menor que cualquier cantidad dada.

Dem. Si dividimos el arco BA en dos partes iguales,

en H; y tiramos la AfJ y la ijH, esta será el lado

del polígono de duplo número de lados; y por ser los

cuadrados de las cuerdas tiradas desde los estrenaos de

un diámetro (333 cor. 2?) como sus segmentos corres

pondientes , tendremos BA2:BH2::BC:B&;

pero por ser obtusángnlo el triángulo BHA se tiene

(335. i?)que Ab2>BH'+AH2;

pero AH=BH, luego AHS=BH5;

la desigualJad anterior se convertirá en AB2>2BH2j

ego la proporción anterior es tal que el antecedente

de la primera razón es mas de dos veces mayor que el

consecuente ; luego el antecedente BC de la segunda

será también mas de dos veces mayor que su conse

cuente Bfc,dBC>2Bfc,

tí lo que es lo mismo B&<* BC.

Y como lo misino se demostraría de Br respecto de

etc. resulta (229 cor. 2?) L. Q. D. D.

344. Teor Si á un circulo se le circunscribe un po

lígono regular cualquiera , y después otro de duplo nú

mero de lados , y así sucesivamente , 1 ? el lado de este

último será mas de dos veces menor que.el del anterior^

y 2° la sajita del segundo será mas de dos veces menor

due la del primero ; y por lo mismo dichas líneas po

drán llegar á ser menores que cualquier cantidad dada-,

por pequeña que sea.

Espl. Sea MRVO (fig. 86) un cuadrado circunscrito
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al círculo, 7 TBNP etc. un octógono; digo 1° que el la

do del octógono NB es mas de dos veces menor que el

del cuadrado MR, ó que NB<¿MR; y 2? qne la saji-

ta Be del octógono (siempre ilamarémos sajita en un po

lígono regular la diferencia entre sus radios recto y

oblicuo) es mas de dos veces menor que la RD del cua

drado, ó que Bc<¿RD; y si se continúa circunscri

biendo polígonos de duplo número de lados, dichas lí

neas podran llegar á ser menores que cualquier canti

dad dada , por pequeña qne sea.

Bem. 1? El triángulo rectángulo BDR da BR>BD;

y como (§342) BD=AB, será BR>AB;

por la misma razón será MN>NA;

sumando ordenadamente se tendrá

BR-t-MN>AB+NA=NB ;

y añadiendo NB , será BR+-MN+NB>NB-+-NB,

ó reduciendo será MR>aNB ó NB<fMR,

que es L 1? Q. D. D.

2? Para demostrar la segunda parte, hallaremos los

valores de las sajitas, y comparándolos se deducirá lo

que hemos dicho. En efecto , bajando la perpendicular

D/, esta será semilado del cuadrado inscrito, al será

la sajita del mismo cuadrado , y ademas la DI será pa

ralela á aR; por lo que (320 cor 1?), el triángulo

CaR dará

CRx/a CR

Ca:CR::/a:DR=— = x la (m).

Ca Ca

Bajando la perpendicular cí, esta será semilado del

octógono inscrito , I)s será su sajita , y ademas la es será

paralela á BD ; por lo que el triángulo CDB dará

CBxDj CB

CD:CB::Dí:Ec= = xDs (n).

CD CD

Comparando los valores (m), (n) de DR y Be, se verá

CR f CB

que el factor— del primero es mayor que el — del

Ca CD

segundo, pues teniendo igual denominador, el uumera-

Tom. I. 47
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dor CR del primero es mayor (273) que el CB del se

gundo; el factor la del primero es (343) mas de dos

veces mayor que el Ds del segundo; luego el valor de Be

es por razón del factor GB menor que el de DR ; y por

razón del factor Ds mas de dos veces menor; luego con

mas razón sera mas de dos veces menor, ó se tendrá

Bc<|DR, que es L. 2? Q. D. D.

345 Teor. Si en un círculo se inscribe y circunscribe

un polígono regular de un mismo número de lados , y

después se inscriben y circunscriben otros de duplo número

de lados , y asi sucesivamente, la diferencia entre el perí

metro del circunscrito y el del inscrito podrá llegar a

ser menor que cualquier cantidad dada, por pequeña

que sea.

Dem. Sea P el perímetro del polígono circunscrito y

R su radio recto, que es el mismo del circulo; y seaa

p y r el perímetro y radio recto del inscrito ; y como

estos polígonos son semejantes (327), sus perímetros

serán proporcionales (341 esc.) con sus radios rectos, y

se tendrá P:p::R:r ; que dividiendo da

P(R-r)

P—p:P::R—r:R ¡ de donde sale P—p— .

R

Y como en el valor de P—p entra por factor R r,

que es la sajita del polígono inscrito, y esta va siendo

mas de dos veces menor al paso que se inscriben polígo

nos de duplo número de lados, resulta en virtud de lo

espuesto (229 cor 3?) que la diferencia P—p de los pe

rímetros podra llegar á ser menor que cualquier canti

dad dada por pequeña que sea. L. Q. Ü. D.

Cor. Luego con mas razón se podra circunscribir ó

inscribir un polígono al círculo , en que la diferencia

entre el perímetro de uno ú otro y la circunferencia , sea

menor que cualquier cantidad dada. Porque como la cir

cunferencia (308) es mayor que el perímetro del polí

gono inscrito, y menor que el del circunscrito, al acer

carse estos perímetros el uno al otro , se acercarán con

mas razón á la circunferencia.

346 Teor. Las circunferencias de los círculos son en
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tre si como sus radios R, r, ó diámetros D, d; y la misma

relación guardan las semicircunferencias, cuadrantes y

arcos de un mismo número de grados.

Dem. Sean i3, p los perímetros de dos polígonos regu

lares semejantes, circunscritos á dos círculos cuyas cir

cunferencias sean C, c, los diámetros Z), d, y 21, r los

radios, que también son (317 esc.) los radios rectos de

dichos polígonos; y (341 esc.) se tendrá

P::p::R:r; pero aumentando el ndmero de lados de estos

polígonos, se pueden acercar P á C, y p á c al mismo

tiempo tanto como se quiera (345 cor.); y siendo C, c

constantes, resulta (231) que P:p::C:c ;

y como esta proporción y la anterior tienen una razón

común-, nos darán (§ 184, 2?) C:c::R:r::2R-.2r::D:d.

Y dividiendo por 2 , por 4 , y en general por n los dos

términos de la primera razón, resulta todo L. Q. D. D.

Cor. 1? Luego si se conociese la relación que un diá

metro tenía con su circunferencia , en dando otro diáme

tro 6 circunferencia se podría venir en conocimiento de la

circunferencia 6 diámetro respectivo; pues en cualquiera

de estos dos casos serían conocidos tres términos de la

proporción anterior.

347 Pero Arquimédes halld que dicha relación del

diámetro á la circunferencia era la de 7 á 22; Pedro

Meció halló la de 1 1 3 á 355 ; y la que nosotros hemos

calculado por procedimientos geométricos en nuestro

Tratado elemental (tomo I, § 505) es la de 1 á

3,14159265358979324; y por las séries (tomo II del

mismo Tratado, haciendo uso de la formula del § 647),

hemos hallado que la espresada relación es la de

1 á 3>l4i592653589793*384°26433832795028; (*)

luego haciendo uso de esta última, para hallar la circun

ferencia correspondiente al diámetro D, formarémos

la siguiente proporción.

1:3,14159 etc.:: D:C=3, 14159 etc. xD=7rD=27rR,

llamando ir al factor 3,14159 etc. Donde debe obser-

(*) En un manuscrito que se halla en la biblioteca de BatiTiC

en Oxford hay una relación del diámetro a la circunferencia con

i55 guarismos decimales.

*
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varse que cuando la letra it está en las espresiones ele

circunferencia, círculo, etc, espresa el valor 3,14159 etc.

y cuando se trata de ángulos vale dos ángulos rectos.

348 Para rectificar un arco ó hallar su longitud es

tendido en línea recta, se dirá 360o, que vale toda la

circunferencia, es a su longitud 3,141590=^0 ; como

el número de grados G del arco es a su longitud res-

ttDG

pectiva h; ó ¿6o°:'nD: :G:L=, .

360o •

349 Los cálculos que hay que hacer para hallar la

relación anterior, son sumamente complicados bajo cual

quier aspecto , y por cualquier método que se hagan,

como puede verse en los parages ántes citados; por lo

cual vamos á poner aquí un método gráfico muy senci

llo, que podrá servir para casi todas las aplicaciones

prácticas. Es el siguiente.

Sea AEBD (fig. 87) una circunferencia; tírese en el

punto A una tangente indefinida FG; tómese (317 cor. 1 o°)

el arco Am de 30o; por el punto m tírese el radio Oi/t

hasta F ; tómese ahora sobre la misma tangente desde P

a la derecha la magnitud FG igual a tres veces el ra

dio ydesde el punto G tírese al estremo B del díametr»

la BG, y esta será igual en longitud á la semicircun

ferencia ADB , aproximada hasta mas de diezmilésimas.

En efecto, tirando la mn perpendicular al radio AO,

será semilado de exágono, y de consiguiente igual á la

mitad del radio 0m-7 por lo que el triángulo AFO dará

mnxkO

0«.-OA::/kb:FA= ;

Ora

pero suponiendo el radio AO=i , será w«=jAO=J , y

"'4'.

5*1 l Vi

lue<;o sustituyendo se tendrá FA= = ,

i^Z V3 3
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multiplicando arriba y abajo por 3; de donde resulta

que el cateto AG del triangulo rectángulo BAG será

AG=3—JA/35 de consiguiente la hipotenusa

BG será BG=V'ABVAG2=VV+(3-t'V/37=

V/4+9-2X3XT^73+í><3='V/i3-2V'3+f=

^-2^3=^-2x1,7320508=

V1 3^3333333—314641016=^/9,8692317=3,14153.

Pero la semicircunferencia, siendo el radio la unidad,

está espresada por 3,14159 etc.; luego la recta BG es

igual á la semicircunferencia BDA con menos de una

diezmilésiina de diferencia. L. Q. D. D.
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De la estension en longitud y latitud, o de las superficies.

350 MÍasta aquí solo hemos considerado en las

figuras su perímetro; ahora pasamos á manifestar las

propiedades del espacio que encierran , ó de las superfi

cies.

Teor. Los paralelogramos que tienen bases y altu

ras iguales, ó que tienen una misma base y altura, ó que

tienen una misma base y están entre unas mismas pa

ralelas , 50» equivalentes.

Espl. Sean ABCD , ABEP (fig. 83) dos paralelogra

mos que tienen la misma base AB, y están comprendi

dos entre las paralelas AB, DE (por consiguiente

(«86 esc. 1?) tienen igual altura); digo que son iguales

en superficie, o que AbCDrrABEF.

Dem. En efecto, dichos paralelogramos nos dan

AD=BC, AF=BE;

ademas, de ser AÜ=EF y AB=CD, se saca CD=EF;

y añadiendo CF, será CDh-CF=EF-i-CF ó DF=GE;

luego los triángulos DAF, CBE son iguales (259). Aho

ra , si quitamos estos triángulos del cuadrilátero

ABED, se tendrá ABED—DAF=ABED—CBE ;

tí ABEF=ABCD, que es L. Q. D. D.

Cor. Luego todo paralelogramo ABEF (fig. 89), equi

vale al rectángulo ABCD que tiene la misma base y

altura.

35 1 Teor. Todo triángulo es la mitad de un parale

logramo de la misma base y altura.

Dem. Sea ABC (fig. 90) el triáugulo dado; si por A

se tira la AD paralela á BC , y por C la CD paralela á

BA, se tendrá un paralelogramo BADC, del cual será

diagonal el lado AC; luego (313) el triángulo v
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ABC=ACD, y la superficie de cada uno equivaldrá á

la mitad de ABCD , que es L. Q. D. D.

Cor. 1? Luego un triángulo ABC es la mitad del

rectanglo BCEF que tiene la misma base BC y la misma

altura AO \ porque el rectángulo BCEF es igual en su

perficie al paralelogramo ABCD.

Cor 2? Todos los triángulos que tienen bases y alturas

iguales son equivalentes ; por ser mitades de paralelogra-

mos iguales en superficie.

352 Teor. Las superficies de dos rectángulos de una

misma altura , son entre si como sus bases.

Espl. Sean ABCD, abcd (fig. 91) ó R, r, dos rectán

gulos de iguales alturas AD=adj digo que serán entre

sí como sus bases AB , ab ,

ó que R:r::A3:ab.

Aquí puede ocurrir que las bases sean comensura-

bles , ó que no lo sean.

Dem. 1 ? Si las bases tienen la común medida AO=úk>,

y representamos por tm, n, las veces que está contenida

en cada una, se tendrá AB=/raxAO, ab=nxao—nxkO;

y formando proporción y simplificando por AO, será

AB.ab.:mxAO:nxAO::m:n.

Ahora , si por los puntos de división O , etc., o , efe,

se conciben perpendiculares OP, etc., op, etc., los rec

tángulos R, r, quedarán divididos el primero en m rec

tángulos como AOPD iguales entre sí por lo demostrado

(350); y el segundo en n rectángulos como aopd iguales

entre sí y con AOPD por la misma razón j luego se

tendrá R—mxAOPD ; r=nxAOPD 5

y formando proporción y simplificando por AOPD,

será i?:r::/raxAOPD:nxAOPD::/w:n;

esta proporción y la anterior (184, 2?) dan

R:r::AB:ab, que es L. 1? Q. D. D.

2? Si las bases son inromensurables , digo que no

puede ser R:r~> ni <AB:a¿,

y de consiguiente será R:r::XB:ab.

Sea 2?:r>AB:a£ ; en este caso menguando el conse

cuente ah, crecerá la segunda razón; y suponiendo que

se convierte en ax, para que la segunda razón re



376 GEOMETRÍA.

sulte igual á la primera, se tendrá R:r::AB:ax.

Hecho esto, concíbase dividida la AB en dos partes

iguales, y luego en otras dos, etc. hasta que resulte

una parte menor que bx, en cuyo caso colocada desde

a hácia A, un punto de división caerá entre a; y ¿,

v. g. en f ; y tirando la porpendicular ut , los rectán

gulos R y atud que tienen conmensurables sus bases

AB, at, serán como estas; y á&rha R-.atud-.-.AB.at^y como

esta proporción y la anterior tienen los mismos antece

dentes, los consecuentes darán

r=abcd:atud::ax:at;

proporción absurda, por ser la primera razón de ma

yor desigualdad y la segunda de menor ; luego no se

puede suponer R:r~>AB:ab.

Por un razonamiento análogo se demuestra- que no

puede ser menor; luego será igual. L. 2? Q. D. D.

353 Teor. Dos rectángulos cualesquiera son entre sí

como los productos de sus bases por sus alturas.

Etpl. Sean A!;CD, AEGP ó R,r(ñg. 92) estos dos

rectángulos; digo que 2í:/-::ABxAD:AExAF.

Dem. Habiendo dispuesto los rectángulos de manera

que los ángulos en A estén opuestos al vértice, prolon

gúense los lados GE , CD hasta que se encuentren en H,

y tendremos que los dos rectángulos R, R', que tienen

la miíma altura AD, serán como sus bases AB, AE, y

darán jR:ü/::AB:AE ;

del mismo modo los rectángulos R', r, que tienen la

misma altura AE, darán R':r.:AD:AF.

Multiplicando estas dos proporciones y omitiendo

(191 ) el término R', se tendrá ü:/-::AJ)XAD:AExAF,

que es L. Q. D. D.

Esc. Luego se puede tomar por medida de un rec

tángulo el producto de su base por su altura, con tal

que se entienda por este producto el de dos números

que espresen las unidades lineales contenidas en la base

y las contenidas en su altura.

"'Así, elijiendo por unidad de medida el cuadrado a

(%• 93) cuyo lado sea la unidad de longitud, esto es,

1 pie, 1 vara etc. y suponiendo que este' contenida dicha
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anidad de longitud 5 veces en la base del rectángulo

A, y 3 en la altura, se tendrá

A:a::5X3:iXi::l5:l ; que da A—150=15;

el rectángulo A equivaldrá á 5x30:1:150=15,

porque el cuadrado de 1 es igual 1 ; esto es , el rectán

gulo A vale 15 veces el cuadrado o, como manifiesta

la figura.

354 Teor. La superficie de un paralelogramo cual

quiera es igual al producto de su base por su altura.

Dem. Porque el paralelogramo ABEP (fig. 89) es

equivalente al rectángulo ABCD , que tiene la misma

base AB, y la misma altura AD; pero este tiene por

medidaABxAD; luego ABxAD es igual á la superficie

del paralelogramo ABEF, que es L. Q. D. D.

Cor. De donde resulta, que la superficie de un trian

gulo es igual al producto de su base por la mitad de su

altura, ó a la altura por la mitad de la base. Porque

el triángulo ABC (fig. 90) es la mitad del paralelogra

mo ABCD ; y como la superficie de este es BCxAO , la

del triángulo será la mitad, ó BCxfACkrfBCxAO.

Esc. Si llamamos P á un paralelogramo cualquiera

(ng- 94% ^ á su altura, yJB á su base, se tendiáP=Bxj4;

llamando p á otro paralelogramo , cuya base sea b , y a

su altura , se tendrá p=bxa ; y formando proporción,

será P:p::BxA:bxa ; que espresa, que las superficies de

dos paraleloeramos cualesquiera son como los produc

tos de sus bases por sus alturas , ó están en razón com

puesta de sus bases y alturas.

Si A—a, será P:p::BxA;bxJ::B:b;

que quiere decir, que los paralelogramos que tienen una

misma altura, son como sus bases.

Si se supone B=Z>, será P:p::BxA:Bxo: :A:a¡

que quiere decir, que los parolelogramos de iguales ba

ses son como sus alturas.

Si P=p, serán también iguales sus espresiones, ó

será BxA=r¿xa , de donde 180) B:¿::a:Aj

es decir, que cuando los paralelogramos son iguales, las

bases están en razón inversa de las alturas.

Tom. I. 48
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Si multiplicamos estremos y medios en la propor

ción primitiva, sera Pxbxa=pxBxA;

de dor.de B:b::Vxa:pxA,

que quiere decir , que á desigualdad de todo , las ba

ses están en razón compuesta „ directa de los paralelo-

gramos, é inversa de las alturas; y sacando de la mis

ma ecuación la razón de las alturas, se tendrá

. . A:a::VxbpxiV7

que quiere decir , que á desigualdad de todo , las . al

turas están en razón compuesta , directa de los para

leláramos , e inversa de las bases .

355 Si en la proporción primitiva se supone

A:a::ñ:b , en la razón compuesta AxB:ax6,

se podrá sustituir en vez de A:a su igual B:b ó al con

trario, y se tendrá

V:p::AxAMXa::BxB:bxb::A2:a2::V,2:b3¡

que quiere decir, que cuando las alturas son propor

cionales con las bases, las superficies son como los cua

drados de ellas; pero el ser las bases proporcionales

con las alturas es propiedad de los paralelogramos se

meja ntesj luego dos paralelogramos semejantes son entre

si como los cuadrados de sus bases, de sus alturas, y

en general de sus líneas homólogas, como se demuestra

también geométricamente.

En efecto, sean P, p (fig. 94) dos paralelogramos,

que por lo dicho ántes darán P:p::BCxAE:bcxae;

y por ser semejantes, será AB:ab::BC:bc,

y el ángulo B=¿ ; y como los en E y e son rectos, los

triángulos ABE, abe, son semejantes (331 cor 2?), y da

rán ÁB:a¿::AE:ae.

Luego sustituyendo en la razón compuesta de arriba,

en vez de la AE:ae, su igual BC:bc ó AW.ab, se tendrá

Pp::BCxBC:hcXhc::B(2:bc2::AB2:ab2::AE2:ae2.

Esc. Y como las mitades son entre sí como Jos todos,

se deduce que los triángulos son como los productos de

sus bases por sus alturas ; que , á igualdad de bases,

son como sus alturas etc. Sobre cuyas propiedades y mo

do de deducirlas, aconsejamos á los principiantes que

te ejerciten todo lo que juzguen necesario, hasta que se
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lleguen á apropiar ó* familiarizar con este procedimiento;

pues son inumerables las continuas aplicaciones que

tiene. >

356 Teor. La superficie de un trapecio ABCD (fig.

95) es igual á su altura EF multiplicada por ¡a sernh-

suma de las bases paralelas AB , CD..

Dem. Si por el punto G , medio cíe CB , se tira KL

paralela al lado opuesto Aí>, y se prolonga DC hasta

que encuentre á esta en K, los triángulos GBL, -GC^C

serán iguales (¿61); pues los ángulos en G son iguales,

los B, C, también, y GG=GB por construcción; lut-go

añadiendo á amhos ALGGD, resultará el trapecio Aí:CD

equivalente al paralelogramo ADKL, y tendrá por me

dida la de este , que es EFxAL. . . •

sAL AL-hDK

Pero AL=DK= = -=

2 2

AB—BL-t-DC-f-CK AB-t-CD

a '- "■ " .-'■sí :

(porque —BL y + CK se destruyen por la igualdad de

los triángulos); luego sustituyendo este valor de AL

en la espresion EFxAL, resultará la superficie del

AB+CD :

trapecio ABCD=EFx , que era L. Q. D. D.

Esc. Si por el punto G medio de BC, se tira GH pa

ralela á la base AB, el punto H será también el medio

de AD; porque AHGL es un paralelogramo , por ser

paralelos los lados opuestos; luego

' AB+CD • •

HG=AL= ;

a . .

y sustituyendo este nuevo Valor, 'será ABCD—EFxHG,

esto es, la superficie de un trapecio es igual á su altura

multiplicada por una paralela equidistante de las bases

paralelas. '



•$80 . GEOMETRÍA.

357 Teor. La superficie de un poñgono regular et

igual al perímetro multiplicado por la mitad de tu

radio recto.

Espl. Sea GHPK etc. (fig. 96) un polígono regular

de n lados , que representaremos por P', sea P el períme

tro GHP etc. y R su radio recto OTj digo que se tendrá

P'=Px|-R.

Dem. Por ser regular el polígono , todos los n

triángulos GOH, GOM, etc. son (317 cor. 2?) iguales;

luego será GHPK etc. =«xGOHr=/¿xHGxíOT ;

pero raxHG compone el perímetro P del polígono; luego

sustituyendo será P'=Px¿R , que es L. Q. D. D.

■ Cor. 1? Luego si llamamos p' otro polígono regu

lar, p al perímetro, y r á su radio recto, se tendrá

p'—px^r; y formando proporción será

PxR pxr

V'p':: : ::VxR:pXr.

2.2

Cor. 2? Si los polígonos fuesen de un mismo numero

de lados serían semejantes (327), y se tendría (§ 341

esc.) V:p::R:r::h:l ,

representando por L, Z, dos líneas homologas; luego sus

tituyendo en la razón compuesta anterior PxR:/>xr

en vez de una de las componentes su igual sacada de

aquí, se tendrá

P'yriPxP^Xp.-.RxRrrXr::?2:/:^2^5::^:;5;

que quiere decir , que las superficies de los polígonos re

gulares semejantes ó de un mismo número de lados, guar

dan la misma razón que los cuadrados de los períme

tros, de los radios rectos, y en general son como los

cuadrados de sus líneas homologas. ■ ■

Esc. 1? Aunque los polígonos no sean regulares, se

verifica esta proposición , con tal que sean semejantes;

porque en este caso los podremos dividir (340) en cier

to número de triángulos A, B, C, etc. a, A, c, etc. se

mejantes, y será

P'=A-t-B-t-C-H!íc. y p'=a-hb-t-c-hetc.-j

y como los triángulos tendrán la razón de los cuadrado*
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de los lados homólogos , se sigue que si espresamos por

L, I á estos lados, nos resultará

A:a::B:¿::C:c::eíc.:eíc.::L5:ia,

de donde ( 185 , 1?) sale

A-i-B-hC-+-etc. :a-i-b-i-c-i-etc. ::L2:li;

ó lo que es lo mismo P':p':.L2:l2.

Ese. 2? Cuando el polígono no es regular se divide

en triángulos por medio de diagonales , etc. ; se halla la

superficie de cada uno, y sumando las de todos se ten

drá la de la figura.

358 Teor. Si en un círculo se circunscriben é inscri

ben polígonos regulares de un mismo número de lados;

después, de un duplo número de lados , y así sucesiva

mente, la diferencia entre el circunscrito y el inscrito

se podrá hacer menor que cualquier cantidad dada.

Dem. Si espresamos por P' la superficie del polígo

no circunscrito , por p' la del inscrito , y por R , r sus

radios rectos, se tendrá (357 cor 2?) V'-.p'r.R^-.r*} que

dividiendo da P'-p':P'::Ra—r2:R2; .

P'(RW*)

de donde sale P'—p'— .

R2

Pero el radio recto del polígono circunscrito , que es

el mismo que el del círculo, se compone del radio recto

del polígono inscrito y de la sajita, á que llamaremos

jj luego R2=(r-hs)2=r2-hars-i-s:l;

cuyo valor sustituido en el numerador de la espresion

anterior , y reduciendo , la convertirá en '

P'(srs+s2) P'(sr-i-í) ' '

V'-p'- = -x s ; '

R3 . . Ra

y como en esta espresion entra por factor la sajita í, que

(344) puede llegar á ser menor que cualquier cantidad

dada, resulta (229 cor. 3?) que también podrá llegar

á ser menor que cualquier cantidad dada , la diferencia

entre las superficies de dichos polígonos. L. Q. D. D.

Cor. Xiuego con mas razón se podra hacer que la di

ferencia entre la superficie de uno de estos polígonos y
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la del círculo sea menor que cualquier cantidad dada.

Porque el círculo es menor que el polígono circunscri

to del que es parte , y mayor que el inscrito , respecto

del cusí es todo.

359 Teor. La superficie de un circulo es igual al

producto de la circunferencia por la mitad del radio.

Espl. Sea O un círculo cualquiera, C su circunferen

cia , y R el radio; digo que OnCx|R.

Deníi Si expresamos por P'- la superficie de un polí

gono regular circunscrito al círculo, por P su perímetro,

y por R su radio recto, que es el mismo del círculo,

tendremos •( § 357) P'=Px§R; pero P' se puede acercar

( 358 cor.) á O tanto como se quiera, y Px|R se puede

acercar al mismo tiempo á CxíR tanto como se desee,

por poderlo hacer ( § 345 cor.) P á C y ser |R común;

luego tenemos aquí dos cantidades variables P' y Px¿R,

que -al paso que menguan se pueden acercar á las dos

constantes O'-y CxíR todo lo que se quitra., conservan

do siempre la razón de igualdad ; luego ifc»s¡eonstantes

tendrán ( 231 cor.) esta misma razón 3 y será 0=Gx|R,

que <s L. Q. D. D. . ' - ' -f

Cor. 1? Dividiendo por % , por 4 , por n, la ecuación

anterior , se .tendrá ? ¡ ¡

n,. *^„;f,.o c q é : o c 1

, ;——"~*X íR , ——- —x-¿R 5

• 22 t 4/, 4- n _».f

que quieren decir, que el, semicírculo , el cuadrante, y

en general el sector del circulo , es igual d su arco cor

respondiente multiplicado por la mitad del radio.

Cor. 2? Si en vez de G sustituimos su valor (z47)t

ee tendrá

0=3,141 59xDxíR=3 •> 1 4 1 5 9X2RxíR=

\-i £ 3,i4i59KR*=:9rR:i; ,■■

euyá formula importa retener, por ser el fundamento

para la resolución de todas las cuestiones relativas al

círculoii» l! . ' ' i -tii , i-A. - ,) nv v. .

JSsc. SI1 representamos por ó otro círculo, por c, r,

su circunferencia y radio, por el su diámetro, y en ge

neral por / una línea homologa á L del otro,.como cuer-

=—X|R
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das de arcos de un mismo número de grados, etc. se

tendrá o~cx\r; y formando proporción s;rá

0:o::Cx§R:cx|r::CxR:cxr;

y sustituyendo ( 189) en la razón compuesta CxRrexr,

en vez de la razón C:c, su igual R:r, 6 D:d, ó L:Z, etc.

ó al contrario , se tendrá

0:o::CxC:cxe::RxR:rXr::DxD:¿X¿::

que manifiesta, que las superficies de los circuios están

en razón duplicada de sus circunferencias , radios, diá

metros , y en general las lineas homologas.

De la reducción de las superficies.

360 Cuando dada una superficie se encuentra otra

que le sea igual, se dice que se reduce la primera á la

segunda.

Ahora, como vamos á manifestar que toda superfi

cie se puede reducir á cuadrado, se suele decir que me

dir una superficie y cuadrar una superficie es una mis

ma cosa. En efecto, cuando se mide una superficie, no

se hace otra cosa sino encontrar la relación que iie-

ne aquella con el cuadrado que' sirve de unidad de

medida; y luego buscando un cuadrado que tuviese con

el propuesto esta relación, tendríamos un cuadrado cuya

superficie sería igual con la propuesta.

361 Así, si nos propusiéramos hallar un cuadrado

equivalente a un paralelogramo dado ABCD (fig. 97),

buscaríamos una media proporcional (334) entre la

base BC y la altura AE, que llamándola X será el lado

del cuadrado que se pide. Porque la construcción da

-H- C:X:AE, de donde X2=BCxAE ;

y como X2 es el cuadrado formado sobre X, y BCxAE

es la superficie del paralelogramo (354), resulta que

son iguales en superficie.

Cor. Luego para cuadrar un triángulo .se hallara

una media proporcional entre la base y la mitad de

la altura.

362 Como un polígono regular es igual al períme

tro por Ja mitad del radio recto, para cuadrarle se ha
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Hará una media proporcional entre el perímetro y la

mitad del radio recto.

363 Del mismo modo, para reducir un circulo á

cuadrado , ó buscar un cuadrado equivalente á un cir

culo, se hallará una media proporcional entre la cir

cunferencia y la mitad del radio.

De los planos, de su posición, y de los ángulos sólidos.

364 Hasta aquí solo hemos considerado las líneas

tiradas sobre, un mismo plano; ahora vamos á manifes

tar las posiciones que pueden tener respecto de los pla

nos donde no se hallan, y la posición de los diferentes

planos entre sí.

Se dice que una recta es perpendicular á un plano,

ó que un plano es perpendicular á una recta, cuando

dicha recta es perpendicular á todas las líneas que en

dicho plano pasan por el punto en que esta perpendicu

lar encuentra al plano , cuyo punto se llama el pie de

la perpendicular. Este pie de la perpendicular se llama

también la proyección del punto del espacio sobre dicho

plano.

Una recta es paralela á un plano , ó un plano es pa

ralelo á una recta, cuando no se pueden encontrar

aunque se prolonguen todo lo que se desée; y dos pla

nos son paralelos, cuando no se pueden encontrar á

cualquier distancia que se prolonguen.

365 Esto entendido, lo primero que se debe saber

es, que, así como por un punto pueden pasar infinitas

líneas (244), del mismo modo por una recta pueden pa

sar infinitos planos. En efecto, si concebimos que el

libro (fig. 1) se abre, la tapa ABDG girará al rededor de

la recta CD , y tantas posiciones como se dén á dicha

tapa , manifestarán la situación de otros tantos planos

que pasen por la recta CD ; y como estas posiciones

pueden ser infinitas ,. se sigue que son infinitos los pla

nos que pueden pasar por una recta. Ahora, si ademas

de la recta CD, o de los puntos C, D, se señalase otro

punto A, ya no habría mas que un plano que pasase



CEOMETHIA. 385

por dichos tres puntos, ó por una recta y un punto dado

fuera de ella.

De donde se deduce : i ? que por dos punto? pueden

pasar infinitos planos.

2? Que tres puntos no situados en línea recta, ó un

■triángulo ABC (fig. 98), determinan la posición de un

plano.

3? Dos rectas AB, AC que se cortan, están en un

mismo plano; porque concibiendo un plano que pase por

la Ali, y que va girando hasta que pase por G, quedará

determinada la posición del plano , que pasa por los

tres puntos A, B, G, ó por las dos rectas dadas.

4? Dos paralelas AB , CD (fig. 99) determinan la

posición de un plano; porque si se tiran las secantes

EF , HG , que se corten , el plano que pase por estas,

será el plano en que se hallen dichas paralelas, pues

cada una tiene dos puntos H, E y F, G en el plano que

pasa por las dos secantes.

366 Teor. La intersección común de dos planos que

se cortan es una linea recta. , ,

Dem. Porque si en los puntos comunes á los dos

planos se encontrasen tres , que no estuviesen en línea

recta . los do3 planos de que se trata , que pasan cada

uno por estos tres puntos, no formarían sino un solo y

mis' > "1/no, lo que es contra el supuesto.

367 Teor. Si una recta AP (fig. 100) es perpendi

cular a otras dos Pii, PC, que se cruzan en su pie, en

el plano MÜ, será perpendicular al plano MN.

Dem. Porque como las dos rectas PB, PC determi

nan la posición del plano MN, lo que suceda á las

rprt<"i debe suceder al plano ; pero la recta AP es per

pendicular á las dos PB, PC, luego es perpendicular al

p.auo. L. Q. D. D. \ '

Cor. í'í La perpendicular AP es mas corta que una

oblicua cualquiera AQ ; porque es cateto , y la oblicua,

hipotenusa de un triángulo rectángulo.

Gor. 2? Por un punto P dado sobre un plano, no se

puede levantar siná una perpendicular a este plano.

Cor. 3? También es imposible bajar desde un punto

Tom. I. 49
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fuera de un plano dos perpendiculares a este plano.

Cor. 4? Luego la verdadera distancia de un punto

á un plano , se debe medir por la perpendicular tirada

al plano desde dicho punto; por ser la única que se

puede tirar de su especie.

368 Teor. Las oblicuas AB , AG , AD (fig. 101) que-

distan igualmente de la perpendicular son iguales ; y de

dos oblicua* AE, AD que distan desigualmente de la

perpendicular , la qué mas sé aleja es la mas larga.

Dem. Porque siendo rectos los ángulos APB, APC,

APD, si sa suponen las distancias PB, PC, PD iguales

entre sí, los triángulos APB, APC, APD tendrán dos

lados iguales é ig'J.tl el áiigulo comprendido, luego serán

iguales ; luego las hipotenusas ó las oblicuas AB, AG, AD

serán igmies entre sí. Ahora, si- la distancia PE es ma

yor que PD o su igual PB , tendremos , que siendo recto

el ángulo,APB, el ABE será obtuso ( 266); lue^o será'

mayor que el AEO, y por lo mismo AE>Aü=AD, que

és ¡L.' Q. ÍD,. D. ' *k *» t.-; *

369. Teor. Sea AP (fig. 102) una perpendicular al

plano MNf , y BG una línea situada en eife plano; si

desde el pie de la perpendicular se tira la PD perpendi

cular á BG', y se tira la DA :, digo que DA será perpen

dicular ¿i'líC, en el plano que- pasa por las dos líneas

AD, CB. • .i.*!- i.

"Dm. Porque si se toma DBa=DC, y íe tiran lasPB,

PGfAB, AG, será (273) la oblicua Ptí=PC; luego la»

AB, AG también lo serán (368); luego la AD tiene dos

de sus puntos A y D equidistantes de los estrénaos B y

G de la BC; luego (»74-)'Íe'es'perpendlcülar. L: Q. D. D.

Esc. Sé Ve al mismo tiempo , que la BG es perpen

dicular al aplano APD, paas es perpendicular '-¡á las dos

rectas AD , PD , que se hallan eu ¿1. ; >

37b 'Teór. Si unatiheh AP (fig. 103). es perpendicu

lar á un plano AZ1V, toda línea DE paralela á AP será

perpendicular al mismo plano. ■

Dem. Porque concibiendo un plano que pase por las

paralelas AP, DE, su intersección con tl MN será PD;

y* tirando en e! plano' 31N la . BG perpendicular á PD,
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y uniendo e! punto A con el D, tendremos que BG sera

perpendicular (369 esc.) al plano APDE ; luego el án

gulo BDE será recto; pero el EDiJ es también recto,

pues AP es perpendicular á PD, y DE paralela á AP;

luego la línea DE es perpendicular á las dos rectas DP,

DB ; luego es perpendicular á su plano MN , que es

L. Q. ü. D.

Cor. Recíprocamente, si las recías AP , DE son per

pendiculares al m¡ uno plano MN , ssrán paralelas.

371 Teor. Si una recta AB (fig. 104) es paralela á

vna recta CD , tirada en el plano MN, será paralela á

este plano.

Dem. Porque concibiendo un plano por las dos para

lelas , AB , CD , si la recta AB encontrase al plano MN

debería hacerlo en un punto de la CD, lo que es impo

sible ; luí'go la AB no puede encontrar al plano Mis , y

le será paralela. L. Q. D. D.

372 Teor. Dos planos MN, PQ (fig. 105) perpendi

culares á una misma recta AB , son paralelos entre si.

Dem. Porque si se encontrasen, tirando de un punto

cualquiera 0 de la intersección dos rectas OA, OB una

en cada plano, la recta AB sería perpendicular á las dos

rectas OA, OB (§ 364), y en el triangulo A0!3 habría

dos ángulos rsetos, lo que (266 cor. 1?) es imposible;

luego los planos son paralelos. L. 0- D. D.

373 Teor. Las intersecciones EF, GH (fig. 106) de

dos planos paralelos MN , PQ, con un tercer plano FG,

son lineas paralelas.

Dem. Porque si las líneas EF, GH, situadas en un

mismo plano, que aquí es el EFHG-, no son paralelas,

prolongadas se encontrarán; luego los planos MN, PQ,

en que se hallan, también se encontrarán , y por lo

mismo no serían paralelos, que es contra el supuesto.

Luego etc.

374 Teor. La recta AB (fig. 105^ perpendicular al

plano MN, es perpendicular al plano PQ paralelo al MN.

Dem. Porque si tiramos á arbitrio la recta BC en el

plano PQ , y por ella y por la AB concebimos un plano,

este cortará al MN en una recta AD, que será paralela
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(373) & 'a BC 5 Por ser perpendicular al plano MN»

lo es también (364) a la recta AD; luego también lo

será (28a) á su paralela BC; luego es perpendicular al

plano PQ , que es L. Q. D. D.

375 Teor. Las partes EG, FH (fig. 106) de parale

las comprendidas por dos planos paralelos MN, PQ,

son iguales.

Dem. Porque concibiendo un plano EGHP que pase

por las paralelas EG , FH, encontrará á los planos pa

ralelos en las rectas EP y GH; estas intersecciones son

también paralelas (373), así como por el supuesto lo son

las EG, FH; luego la figura EGHF es un paralelo-

gramo, y por lo mismo 313) EG=FH, que era

L. Q. D. D.

Cor. Luego dos planos paralelos tienen todos sus pun

tos equidistantes los unos de los otros ; porque si EG y

FH son perpendiculares á los dos planos MN, PQ, se

rán paralelas é iguales entre sí.

376 Teor. Sidos ángulos CAE, DBF (flg. 107) no

situados en el mismo plano , tienen sus lados paralelos

y dirigidos en un mismo sentido , serán iguales ; y ¡os

planos donde se hallan serán paralelos.

Dem. Tómese AC—BD , AE=BF , y tírense las CE,

DF, AB, CD, EF. Pues que AC es igual y paralela á

BD , la fig. ABDC es un paralelogramo (311); luego

CD es igual y paralela con AB. Por una razón semejan

te EF será igual y paralela con AB; luego también CD

es igual y paralela á EF; luego la figura CEFD es un

paralelogramo, y el lado CE igual y paralelo á DF; lue

go los triángulos CAE, DBF, tienen sus tres lados

iguales entre sí; luego son iguales (259) y darán

CAE=DBF, que es L. 1? Q. D. D.

En segundo lugar digo que el plano ACE es parale

lo al plano BDF ; porque si el plano paralelo á BDF,

tirado por el punto A, encontrase á las líneas CD, EF

en otros puntos que en C y E , v. g. en G y H, enton

ces las tres rectas AB, GD, FH serían iguales (375);

pero las tres AB, EF, DC, lo eran ya ; luego se tendrá

CD=GD y FH=EF, lo que es absurdo, pmes las una»
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son partes , y las otras todos ; luego el plano ACE es

paralelo al BDF, que era L. 2? Q. D, D.

Cor. Si dos planos paralelos MN, PQ , son corta

dos por otros dos planos CABD, EABF, los ángulos

CAE , DBF , formados por las intersecciones de los

planos paralelos, serán iguales; porque la intersección

AC es paralela á BD, y AE lo es á BFj luego el ángulo

CAE=DBF.

377 Teor. El ángulo formado por dos planos MAN,

MAP (fig. 1 08) , se puede medir , y se mide en efecto,

por el ángulo NAP que forman entre sí dos perpen

diculares AN, AP, tiradas en cada uno de ellos á un

mismo punto A de la intersección común AM.

Dem. Porque si se supone que el un plano esta so

bre el otro, como dos hojas de un libro, y se tiran las

perpendiculares AN, AP, estas también estarán confun

didas. Ahora, concibiendo que el plano PAB se empieza

á separar del NAC , la perpendicular AP estará tan in

clinada respecto de AN, como el plano APB que con

tiene á la primera, lo está respecto del ANC en que

se halla la segunda. Luego el ángulo rectilíneo NAP

mide la inclinación de los planos PAB, NAC, que es

L. Q. D. D.

Esc. 1? Esta inclinación PAMC se suele llamar án

gulo diedro; y cuando el ángulo que la mide es recto,

se dice que el un plano es perpendicular al otro.

Esc. 2? Cuando dos planos se atraviesan mutuamen

te , los ángulos opuestos al vértice son iguales , y los

ángulos adyacentes valen juntos dos rectos; luego si

un plano es perpendicular á otro , este es perpendicular

al primero.

Igualmente , en el concurso de dos planos parale

los con un tercer plano se verifican las mismas igual

dades de ángulos, y las mismas propiedades que en el

concurso de dos iíneas paralelas con otra tercera.

378 Teor. Si una recta AP (fig. 100), es perpendi

cular a un plano MN, todo plano APB que pase por la

AP sera perpendicular al MN.

Dem. Porque si concebimos la PC perpendicular á
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la intersección PB, la AP que tamben lo en (364),

nos dará el ángulo APG recto ; y como este mide

(377) la inclinación de los planos APG, MN, resulta

que el plano APB es perpendicular al MN , que es

L. Q. D. D.

Cor. De aquí se deduce que la común intersección

de dos planos APB , APQ, perpendiadares á un Ter

cero MN, es perpendicular al mismo plano MN. Por

que podemos considerar que el plano APQ es uno de

los muchos que pueden pasar por la recta AP, y que io

dos son perpendiculares, al MN ; lue.^o la intersección

de ellos, que es la AP, también es perpendicular al

plano MN.

370 Se llama ángulo sólido al espacio angular com

prendido entre muchos planos que se r> unen en un

mismo punto; así, el ángulo sólido S (fig. 109), está

formado por la reunión de los ángulos planos AS£,

BSC, CSÜ, DSA.

380 Teor. Si dos ángulos sólidos se componen de

tres ángulos planos iguales cada uno al suyo , los pla

nos en que se hallan los ángulos iguales estarán igual

mente inclinados.

Espl. Sea el ángulo ASC=DGP (fig. 11 o), el ASn=

DGS,y el 8SC=EGF; digo que los dos planos ASC,

ASB, tendrán entre sí una inclinación igual á la de los

planos DGF,DGE.

Constr. Habiendo tomado SB á arbitrio, tírese BO per

pendicular al plano ASC ; desde el punto O donde esta

perpendicular encuentra al plano, tírense las OA, OG,

perpendiculares a SA, SG, y tírense las AB, BC. Tó

mese después GE=SB ; tírese la EP perpendicular al

plano DGF; desde el punto P tírense las PD, PP, per

pendiculares á GD, Gh\ y por último tírense las DE, EF.

Dem. El triangulo SAB es (369) rectángulo en A, y

el GDE en D; y pues eme el ángulo ASB=DGE, se

tiene también SBA=GED. Por otra parte SB=GE, lue

go el triángulo SAB es igual al GDE} luego

SA=GD, y AB=DE;

del mismo modo se demostrará que SC=GF y BC=EF.
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Esto supuesto , el cuadrilátero SAOC es igual al

GDPF; porque poniendo el ítngulo ASC sobre su igual

DGP, á causa de SAzrGD y SC=GP, el punto A caerá

en D , y el G en P. Al mismo tiempo la AO perpendi

cular á SA caerá sobre la DP perpendicular á GD, é

igualmente OC sobre PP; luego el punto O caerá sobre

P, y se tendrá AO=DP. Pero los triángulos AOB, DPE,

son rectángulos en O y en P, la hipotenusa AlfciDE,

y el lado AO=DP; luego estos triángulos son igualas

(273 cor. 2?), y por lo mismo el ángulo OAl=Pl¡E.

Pero el ángulo OAB es la inclinación de los dos planos

SAC, SAB, y el PDE es la inclinación de los dos pla

nos JXJF, DG2; luego estas dos inclinaciones son igua

les. L. Q. D. D.

1 Cor. De donde resulta que dos ángulos sólidos forma

dos como los anteriores se pueden superponer de modo

que se confundan.
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PARTE TERCERA.

De los prismas4 y medición de sus superficies y

volúmenes.

381 asamos ya á considerar la estension con sus

tres dimensiones de longitud, latitud y profundidad ó

grueso. Cuando la estension se halla terminada por pla

nos , se llama en general sólido , ó mas bien cuerpo

poliedro.

Cuando el cuerpo consta de cuatro caras , se llama

en particular tetraedro; cuando de seis exaedro; cuando

de ocho, octaedro; cuando de doce, dodecaedro; y cuan

do de veinte , icosaedro , etc.

La intersección común de dos caras adyacentes de

un poliedro, se llama lado ó arista del poliedro.

Cuando el poliedro tiene dos caras opuestas iguales

y paralelas, y las demás caras son paralelogramos, se

llama prisma ; los dos planos paralelos é iguales , se lla

man bases del prisma ; y los paralelogramos, caras del

prisma ; de donde resulta (375) que todas las aristas

de un prisma son iguales.

382 Para concebir formado un cuerpo de esta es

pecie, supongamos que AB >DE (fig. 1 11) sea un polí

gono 1 ua'.quiera , y que en un plano paralelo al ABC

etc., se tiren las rectas FG, GH, HL, etc. iguales y

paralelas á los lados AB, BC, CD, etc.; con esto se

formará un po ígonoFGHLK igual al AECDE; y si des

pués se unen los vértices de los ángulos homólogos por

medio de las rectas AF, BG, CH, etc. las caras

ABGF, BCHG, etc. serán paralelogramos ; y el cuerpo
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ABCDEKFGHL formado de este modo será un prisma,

cuyas bases son ABCDE, FGHLK.

Se llama altura del prisma la perpendicular tirada

desde una de las bases á la opuesta tí á su prolongación;

cuando las aristas del prisma son perpendiculares á la

base , el prisma se llama recto , como el ABGDHPEG

(fig. 112); y cuando esto no se verifica, es oblicuo , como

el ABCDEKFGHL (fig. 1 11).

383 El prisma se llama triangular, cuadrangular,

pentagonal, exagonal , etc. según sea la base triángulo,

cuadrilátero , pentágono , exágono , etc*

Como hay diferentes especies de cuadriláteros, re-,

sulta que el prisma cuadrangular recibe diferentes nom

bres ; así , cuando la base es un paralelogramo , se lla

ma paralelepípedo ; cuando es romboide , prisma romboi

dal; cuando rombo, prisma rombal; cuando la base

es un rectángulo , prisma rectangular ; y cuando la ba

se es un cuadrado y la altura es el mismo lado del cua

drado se le llama cubo.

384 Teor. Dos poliedros no pueden tener los mismos vér

tices, y en el mismo número, sin coincidir el uno con el otro.

Dem. Porque si suponemos construido uno de ellos,

y se quiere construir otro que tenga los mismos vérti

ces y en el mismo número , cada plano de los que for

men el segunda tendrá con su correpondiente en el pri

mero, tantos puntos comunes como ángulos baya en la

cara del poliedro; y como en cada cara ha de haber lo

ménos tres ángulos , resulta que todas las caras coinci

dirán, y por consiguiente'los poliedros quedarán con

fundidos en *üno solo. L. Q. D. . . ■

385 Teor. Dos prismas son iguales, cuando tienen un

ángulo sólido igual comprendido por tres planos, iguales

cada uno al suyo y semejantemente colocados.

Espl. Sean AtXJL, abel (fig. n 1) dos prismas que

tengan el ángulo sólido 2?=al b ; y ademas los planos

que le forman respectivamente AhCDE—abcde, ,

ABGFzzabgf, y BCHG=£c/íg;

digo que estos prismas son iguales.

Dem. Concibiendo el ángulo solido B supfrpuesto al

Tom. I. 50
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b, se confundirán (380 cor.) por ser iguales; y por ser

iguales los planos que los forman, se confundirán exac

tamente ABCDE con abcde, ABGP con abgf, y BCHG

con bchg ; luego el lado GF caerá sobre su igual gf,

GH sobre gh, y toda la base superior FGHLK sobre su

igual fghlk; luego los dos prismas ABCL, aicí, tienen

los mismos vértices; luego (384) se confundirán; luego

son iguales. L. Q. D. D. • . :

386 Teor. Engodo paralelepípedo los planos opuestos

son iguales y paralelas ;-y reciprocamente, si un poliedro

está terminado por' seis planos paralelos de dos en dos,

es un paralelepípedo. ' • '• ■ • .'i; •* •: ».i<n.">

Dem. Por ser paralelepípedo, las bases ABCD,.EFGH-

(fig. 1 1 3) son paralelogramos iguales y paralelos. Pero

AD es igual y paralela á BC, y AE igual y paralela á

BF; luego (376) el ángulo DAE=CBF, y el plano DAE

paralelo á CBF; luego (313) el paralelogramo DAEH=-

al CBFG; y coma demostraríamos lo mismo de los pa

ralelogramos ABFE, DGGH, resulta L. 1? Q. D. D.

Ahora , si suponemos que los seis planos sean para

lelos, esto es, que AF paralelo á DG, AH á BG, y AG

á EG, se tendrá que las comunes intersecciones de. los

planos AF, DG Con el AG, serán dos rectas AB, DC pa

ralelas (373). Las AD, BG , comunes; secciones de los

planos paralelos AH , BG con el AG , serán paralelas;

luego la figura AG es un paralelogramo. .

Del mismo modo demostraríamos que todas las de-

mas caras lo son ; pero el AF da (§ 3 1 3) AB igual y pa

ralela á EF; el BG da BC igual y paralela á FG; de

donde se deduce (376) que el ángulo EFG~ABC, y el

paralelogramo ABCD=EFGH; luego dicho cuerpo es un

paralelepípedo. L. 29<Q.> D. D.

387 Teor. Si los ángulos homólogos opuestos de las ba

ses de un paralelepípedo recto, se unen por medio de las

diagonales 1)B, HF, el plano DBFH que pasepor elias,

dividirá al paralelepípedo ABCDHEFG en dos prismas

ABDHEF, DBCGHF iguales. ■•. '

Dem. La natutaleza del paralelepípedo da

AliCDrrEFGH, .
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y por lo mismo ABD=DBC=EFH— HFG ;

Juego el ángulo solido en C será igual al en E, pues el

ángulo BCG=AEH por rectos, el GCDnAEF por la

misma razón, y el BCD=HEF por la igualdad de di

chos triángulos.

Por otra parte (386) las caras BGGF, DCGH son

respectivamente iguales á las AEHD, AEFJi; luego (385)

los dos prismas triangulares son iguales. L. Q. D. D.

Cor. Luego el prisma triangular ABDHEF es la mi

tad del paralelepípedo ABCDHEFG que tiene la misma

altura, y cuya Lase ABGD es dupla de la ABD del

primero.

388 Toor. Si dos paralelepípedos tienen una base co

mún , y sus bases opuestas en un mismo plano y entre

wias mismas paralelas, estos paralelepípedos serán equi

valentes , 6 iguales en volumen.

Espl. Sean AG, AL (fig. 114) dos paralelepípedos

que tienen la base común ABCD, y las opuestas EFGH,

ÑKLM en un mismo plano HK y entre las paralelas

EK , HL j voy á demostrar que el paralelepípedo AG=

al AL.

Dem. El paralelepípedo AG da ABCD=EFGH, el

AL da ABCD=NKLM, luego EFGH=NKLM; y aña

diendo á ambos miembros la parte FNMG, resultará

EFGH+FNMG=NKLM-4-FNMG ,

6 reduciendo se tendrá ENMHrrFKLG ;

ademas el primero da A-EHD=BFGC ; y por lo dicho

(350) se deduce que el triángulo AEN=BFK. Luego los

prismas triangulares AENMHD, BFKLGC tienen los

ángulos solidos E , F formados por tres planos iguales;

luego (335) dichos prismas son iguales.

Ahora, si del poliedro total AEL se quitan dichos

prismas, los residuos serán iguales, y se tendrá

AEL—AEM=AEL—BFL ,

ó paralelepípedo AL= al AG, que es L. Q. D. D.

389 Teor. Dos paralelepípedos de la misma base y

altura son iguales en volumen, ó son equivalentes.

Dem. Porque si suponemos que A13GD (fig. 115) sea

la base común de los dos paralelepípedos AG, AL,
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resulta que por tener una misma altura , sus bases su

periores EFGH, RKLM se hallarán sobre un mismo

plano. Ahora, si se conciben prolongados los planos

ABFE, DCGH, y los ADMR, BCLK hasta que se

encuentren, formarán por su común intersección un ter

cer paralelepípedo que tendrá la misma base ABCD , y

cuya base opuesta estará representada por el paralelo-

gramo NOPQ. Pero este tercer paralelepípedo es igual

(388) en voldmen al AG; pues teniendo la misma base

inferior, las superiores están en un mismo plano y entre

las paralelas GQ y FN; y por una razón semejante este

tercer paralelepípedo será igual con el AL j luego

AG=AL, que es L. Q. D. D.

3go Teor. Todo paralelepípedo se puede convertir en uno

recto y rectángulo de igual volumen , que tenga la misma

altura y una base equivalente,

Dem\ Porque si AG es el paralelepípedo propuesto , y

desde los puntos A, B, C, D, se tiran las AR, ÉK, CL, DM,

perpendiculares al plano de la base, tendremos formado el

paralelepípedo recto AL, igual en volumen al AG. Luego si

la base ABCD es un rectángulo , AL será el paralelepípedo

recio y rectángulo equivalente al propuesto AG. Pero si

ABCD (fig. 116) no es un rectángulo, se tirarán las AO,

BN perpendiculares á CD ; después, las perpendiculares OQ

y 1NP á la base ABCD, con lo cual se. tendrá el poliedro

ABNOQPKE que será un paralelepípedo rtcto y rectángulo.

Y como los dos paralelepípedos AP, AL se puede reputar que

tienen la misma base ABK.E y la misma altura AO, resulta

que son iguales en volumen; luego el paralelepípedo oblicuo

AG (fig. 1 1S) que se había reducido á un paralelepípedo recto

equivalente AL, se encuentra de nuevo convertido en un pa

ralelepípedo rectángulo AP, que tiene la misma altura AE,

y cuya base ABNO es equivalente á la ABCD, que es L. Q. D. D.

3<)i Teor. Toda sección NOPQR (fig. 111) hecha en un

prisma por un plano paralelo ú la base ADCDE , es igual

á esta base.

Dem. Porque las partes AQ, BP, CO, etc., de paralelas

comprendidas entre los planos paralelos ABC, NOP , son

iguales (375); y así, todas las figuras ABPQ, BCOP, etc.,

son paralrlogramos.

De aquí se sigue que el lado PQ es igual y paralelo á

,Afl, OP á BC, ON á CD, elc.j luego (376) el ángulo
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ABC«=QPO, el BCD=PON, etc.; luego los dos polígonos

ABCDE, NOPQR tienen los lados y los ángulos iguales res

pectivamente; luego son iguales. L. Q. D. D.

3ga Teor. La superficie lateral de un prisma es igual

al producto de una de sus aristas por el perímetro de una

sección perpendicular á dicha arista»

Dem. Si el prisma fuese el abck (fig. 111), su superficie

lateral sería igual á la de todas las caras ag , bh , el, dk , ef;

pero si por un punto cualquiera de una de las aristas se hace

pasar un plano nopqr perpendicular á dicha arista , será per

pendicular á todas las demás (370); luego el paralelogramo

ag=gbXpq , el bh—chXop, el el—dlX.no , el dk=keXnr , el

ef=ekXqr ; y como todas las aristas af, bg , ch , di, ek son

iguales, se tendrá que sup. lat. de prisma abcdk=

á la de los paralelogramos ag+bh-\-cl-\-dk-\-ef=

bgXpq+cttXop+dlXno+keXnr+ekXqr ;

sustituyendo bg á las demás aristas, y sacándola fuera de un

paréntesis como factor común , resultará

sup. lat. de prisma abck=bgCpq-\-op-\-no-\-nr^rq)—

¿>g-Xpefím» de sec. nopqr , que es L. Q. D. D.

Cor. Si el prisma es recto, la sección será paralela é igual

á la base , y por lo mismo la superficie lateral de un prisma

recto es igual al perímetro de la base multiplicado por su

arista ó altura , que es lo mismo.

3g3 Teor. Dos paralelepípedos rectos AG , ag (fig. 11 a),

de iguales bases ABCD , abed , son entre si como sus altu

ras AF , af, ó se tendrá AG:a%::AF:af.

Dem. Aquí pueden ocurrir dos casos; ó que las alturas

sean conmensurables , ó que no lo sean.

i.° S,i tienen la Común medida AX=a.r , y espresamos por

m , n , las veces que está contenida en cada una de ellas, se

tendrá AF=mXAX, y af—nXax; y formando proporción

y simplificando por AX=avt; , será AV:af::rnXAX:nXax::m:n.

Si por los puntos de división X, Z, etc., x, 2, etc., se

tiran planos paralelos á las bases, el paralelepípedo AG que

dará dividido en m paralelepípedos iguales con AU , y el ag

en n iguales con «u=AU> y todos iguales entre sí (38g); y

se tendrá

AG=mXAU , ag=nXau=nXAV ;

y formando proporción será AG:ag:.mXAXJ:nXau::m:n,

Esta proporción y la anterior dará (§ 184, 2.a)

ÁG:ag;:AF:af, que es L. i.° Q. D. D.

a.° Si las alturas son incomensurables , se demuestra por

un procedimiento semejante al que hemos seguido (35a) , que
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la razón de AG-.ag no puede ser mayor ni menor que ÁF.af;
luego será igual. L. a.u Q. D. D.

3g4 Aunque hemos dicho en el teorema anterior que los

paralelepípedos han de ser rectos, y en los dos siguientes de

cimos rectángulos, es por la mayor facilidad en las cons

trucciones ; pues las proposiciones se verifican en cualesquiera

paralelepípedos. Porque según hemos visto (390), todo pa

ralelepípedo se puede convertir en uno recio y rectángulo

igual en volumen ; luego lo que se demuestre de estos queda

rá demostrado de. aquellos.

3o, 5 Teor. Dos paralelepípedos rectángulos AG , AK

(fig. £17) de. una miama altura AE , son entre si como suí

bases ABCD , AM1SO , ó se tendrá v

AG.AK..AUCD.AHINO.

Dem. Habiéndolos colocado el uno al lado del otro como

representa la figura, prolongúese el plano ONKL hasta que

encuentre ¿il DCGH , cuya común sección sea PQ ; y tendremos

un tercer paralelepípedo AQ ; que se podrá comparar con

cada uno de los AG, AK. Los AG, AQ que tienen la misma

base AEHD, dan AG:AQ::AB:AO ; igualmente los paralelepí

pedos AQ, AK, que tienen la misma base AOLE, dan

AQ:AK::AD:AM ; multiplicando ordenadamente y omitiendo

(igi) el factor común AQ , será AG:AK::ABxAD:AOxAM;

pero ABxAD representa (353 esc.) la base ABCD, y AOxAM

representa la AM1S0 ; luego AG:AK::ABCD:Aj\lNG>, que es

L. Q. D. D.

3g6 Teor. Dos paralelepípedos rectángulos cualesquiera,

son entre si corno los productos de sus bases por sus alturas,

ó corno los productos de sus tres dimensiones.

Dan. Porque habiendo colocado los dos paralelepípedos

AG , AZ (fig. 117), de manera que sus superficies tengan el

ángulo común BAE, prolongúense los planos necesarios para

formar el tercer paralelepípedo AK, de la misma altura que

el AG, y (395) se tendrá AG:AK::ABCD:AMNO ; pero (393)

los dos paralelepípedos AK , AZ , que tienen la misma base

AMNO , dan AK:AZ::AE:AX ; luego multiplicando ordenada

mente estas dos proporciones y omitiendo el factor común

AK, se tendrá AG:AZ::ABCDxAE:AMNOxAX ¡ y sustitu

yendo en vez de las bases ABCD. AlYINO, sus valores

ABxAD v AOxAM , será AG:AZ.:ABxAOxAE:AOxAMxAX,

que es L. Q. 1). D,

Cor. De aquí se deduce que.se puede tomar pvr medida

de un paralelepípedo rectángulo e! producto de su base por

su altura, ó el producto de sus tres dimensiones; con tal
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que por esta espresion se entienda el producid de los tiúmé—

ros de unidades lineales que contiene cada\unai. h - '

3t>7 Para medir los. volúmenes se lia ejejido |<or unidad el"

cubo, cuyo lado sea también b unidad , esto es, i vara , j pie,

etc. Así, si el cubo a ^fig. 118) es el de una vara,, y supone

mos que está contenida la vara en BC siete veces, en 01 j dos,

y en GG cuatro , el paralelepípedo"rectángulo GF'sera

vol. CF==;X2X4 varas cúbicas =56 varas cúbicas, ó 56'

cubos iguales con el a que se. tomó por unidad: como lo ma

nifiesta la figura. •' .v. -Oí..

3qH Teor, El volumen de.un paralelepípedo,, j en ¿-ene-r.

ral alvuh'uuen de un pjlsnia cualquiera , es iguttl.al pro

ducto de su base por su altura. ¡ . . | ' • , , , , < ,»

Detn. Porque... i.° un paralelepípedo cualquiera' equivale

(3gn) á uno recio y rectángulo rf^la" misma, al V'u ra y "de una'

base equivalente, Pero el Volúryíeü de esté se halla ^multipli

cando su base por su altura1, Itiego el volumen* del' primero es-'

del mismo modo igual al ¡>pn<lii< to -de su báse'pHryrt'-ííllura.

2? Todo prisma triangular es la mitad de un para

lelepípedo de la misma altura y de dupla base; y como

el voltírnen de este es igual a su base multiplicada por

su altura, resulta que la del prisma triangular es igual

al producto de su base, mitad' de la del paralelepípedo,

multiplicado por su altura. ■ •■

3? Un prisma cualquiera se puede dividir en tantos

prismas triangulares de la misma altura, como triángu

los se pueden formar en el polígono que le sirve de base.

Pero el volumen de cada prisma triangular es igual á

su base multiplicada por su altura ; y como la altura es

la misma para todos, se sigue que la suma de todos los

prismas parciales será igual á'lá suma de todos los trián

gulos que les sirven de bases, multiplicada por la altu
ra común. • • ■ .<.'. f.*. ■

Luego el volumen de un prisma cualquiera es igual

al producto de su base por su altura. L. Q. D. £>.

Cor. Luego los prismas que tengan bases y alturas

iguales serán equivalentes ó iguales en volumen.

De la pirámide y medición d\e su superficie y volumen.

399 Se llama, pirámide un poliedro que tiene por

base una figura cualquiera, y cuyas caras son triangu



400 CEOMETHÍA.

los que tienen un ángulo en un mismo punto, llamado

cúspide ó vértice de la pirámide; tal es el SABCDE

(fig. 119) en que el polígono ABCDE es la base de la

pirámide , S su cúspide 6 vértice , y los triángulos ASB,

BSC, CSD, etc. las caras. Toda línea SO (figs. 1197

120) que desde el vértice se tire perpendicularmente á

la base ó a su prolongación, se llama altura de la

pirámide.

Una pirámide es triangular , cuadrangular , etc. se

gún la base es un triángunlo , cuadrilátero , etc.

Cuando el polígono de la base es regular , y ademas

la línea que desde el cúspide va al centro del polígono

es perpendicular á la base, la pirámide se llama regu

lar; y cuando le falta alguna de estas dos circunstan

cias, se llama irregular. En la regular se llama apotema

la perpendicular SK ( fig. 1 1 9 ) , que desde el c áspide S

se tira en una de las caras al lado AB de la. base.

40b Teor. En toda pirámide regular los triángulos

laterales ASB, BSC, CSZ>, etc. (fig. 119) son isósceles

é iguales entre sí.

Dem. Por suponerse la pirámide regular, la SO será

perpendicular al plano ABCDE, y los radios oblicuos

AO, OB, etc. serán iguales ; luego (368) las obücuas

SA , SB, SG, etc. son iguales ; luego los triángulos SAB,

SBC, etc. son isósceles; y como ademas tienen iguales los

lados, AB, JSC, etc. de la base, se infiere que ademas

de ser isósceles son (259) iguales. L. Q. D. D.

Cor. Si se conciben planos por la altura SO y por

cada una de las aristas, quedará dividida la pirámide

en tantas pirámides triangulares iguales (384) como

lados tiene la base; y como aunque la pirámide sea irre

gular, se puede dividir su base desde un punto cualquie

ra de ella, en tantos triángulos como lados tiene, con

cibiendo planos por cada arista y por la línea que une

dicho punto con el vértice , quedará dividida la pirámi^

de en tantas triangulares como lados tiene.

401 Teor. La superficie lateral 8 de toda pirámide re

gular es igual al perímetro V de la base por. la mitad de

la apotema, que llamaremos Ap., Ó se tendrá S=Px|Ap.
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Dem. Por ser regular la pirámide , todos los trián

gulos laterales serán iguales, y por lo mismo la super

ficie lateral equivaldrá á tantas veces uno de ellos como

caras tiene la pirámide ; y como esta tiene tantas caras

como lados la base, resulta, que llamando n al número

de lados de la base, será S=«X triángulos ; pero la su

perficie de un triangulo tal como el ASB, se halla mul

tiplicando la mitad de la apotema SK ó Ap. por el lado

AB, que llamarémos L ; luego la superficie de uno de los

triángulos laterales será LxiAp. , lo que dará

S=:nxLx{Ap.—nLxiAp.;

y como nL=P, se tendrá S=Px|Ap. que es L. Q. D. D.

Esc. Si á la espresion de la superficie latera] aiíadi-;

mos la de la base, se tendrá la superficie total de la pi

rámide. Cuando la pirámide ó- cualquier otro poliedro

es irregular, se halla separadamente la superficie de cada

cara, y su suma será la superficie del poliedro.

402 Teor.' Si una pirámide SABCD (fig. 121) se

corta con un plano paralelo á la Lase ABCD , se veri-,

ficaran tres cosas: 1? Este plano cortará a todas las

aristas SA , SB , SC, etc. en partes proporcionales , que

tendrán unas con otras la misma razón que las de otra

recta SE , tirada desde el vértice de la pirámide al

plano de la base; y [la misma razón también que dos

lados homólogos cualesquiera AB , ab , de la base y de

la sección. 2? La sección abcd sera semejante á la base

ABCD. 3? La superficie de la base ABCD tendrá con

Ja abcd de la seqcion . la misma razón que los cuadra- ^.

dos de las líneas SE, Se.

Dem. 1? Si por la recta SE y por las aristas de la

pirámide, se conciben los planos SEA, SEB, SEC, etc.

estos cortarán á la sección abcd en las rectas ea, e¿, etc.

que serán paralelas (373) á las EA, EB, etc.; luego (328)

los triángulos ASE, BSE,.ASB, BSC^etc, serán seme

jantes á sus correspondientes aSe, ¿Se, «SA, ¿Se, etc. y

darán

SE:Se::SA:Sa::SB:S¿::SC:Sc::etc.:etc.::AB:a¿::BC:¿c.

2? Una vez que los triángulos AEB, BEC, CED, etc.

en que está dividida la base ABCD, tienen sus jados

Tom. I. 51
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respectivamente proporcionales á los de los triángulos

aeb, bec, ced, etc. en que esta dividida la sección abcd,

resulta que todos estos triángulos son semejantes unos á

otros (329)5 luego las dos figuras ABGD , abcd , tam

bién lo serán (341 ).

3? Y por ser semejantes las figuras ABCD, abcd,

serán entre sí como los cuadrados de sus líneas homolo

gas (357 esc. i9); y por lo mismo

ABCD:abcd::AB*:ab>::SE2:Se*, que es L. Q. D. D.

Cor. Luego si se cortan dos pirámides SABCD,

SPGH(ñg. 122) de iguales alturas SE, SE', con un pla

no paralelo al de sus bases, las secciones abcd, fgh, ten

drán una con otra la razón de las bases ABCD, FGH;

y s¿ estas son iguales, también lo serán las secciones.

Porque por lo demostrado últimamente, será

ABCD:abcd::AB2:ab2::SE*:Se2;

por la misma razón FGH:/g/¡::SE/a:Se'2j pero SE=SE'

por el supuesto, y como el plano es paralelo á las bases,

cortará partes iguales de las alturas ; luego siendo Ee,

EV iguales, los residuos Se, Se' serán iguales, y por lo

mismo las dos proporciones de arriba tendrán igual la

última razón ; y formando proporción con las otras dos

será ÁBCD:abcd::FGH:fgh,

6 ABCB:FGB.::abcd:fgh; luego si ABCD=FGH, resul

tará abcd=fgh, que es L. Q. D. D.

Esc. Se dice de dos pirámides qué son semejantes,

cuando sus bases son semejantes , y tienen todas las lí

neas homdlogas proporcionales ; y como todas las de la

pirámide SABCD son proporcionales con las de la Sabed,

y ABCD es semejante á abcd, resulta que la pirámide

quitada ó deficiente Sabed , es semejante á la SABCD.

403 La parte ABCDabcd que queda, se llama tronco

6 trono de pirámide ó pirámide truncada; y cuando la

pirámide de que resulta el trozo es regular, su superficie

lateral se halla multiplicando la parte de la apotema

comprendida entre las dos bases opuestas , por la semi

suma de los perímetros de las bases paralelas , ó por el

perímetro de una sección hecha á distancias iguales de

las bases paralelas.
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Dem. Porque observando que todos los trapecios ten

drán una misma altura Kk ( fig. 121) será

Sup. lat. de trozo ABCDdabc=Ab-t-Bc-hCd+T)a=

' AB-i-ab BC-h&c CD-f-cá

(§ 356)kKx 4-kKx +kKx— ■+

222

DA+da AB+ab+BC+bc+CD+cd+DA+da

kKX =kKX . =

2 2

perím.ABCD-+-perím.aZ)cd

kKx - :
\ '

2

y como (§ 356 esc.)

AB+ab BC+bc CT)+cd DA+rfa

—rnn, —no, =op, y t=pm,

2 2 2 2

resulta :

Sup. lat. de trozo=kKXOT»-t-kKxno+kKxqp+kKx/?»2=

kKx(wB+no+o^-f-j?TO)=kKxperím. de sec. equidistante

de las bases paralelas. L. Q. D. D.

404 Teor. A toda pirámide se le puede inscribir y

circunscribir un numero de prismas, de manera que la

diferencia entre la suma de los circunscritos y la de los

inscritos sea menor que cualquier cantidad dada.

Dem. Sea SA.BC (fig. 123) la pirámide propuesta; si

se divide la altura en un número cualquiera de partes

iguales, v. g. en 4, y por los puntos de división se con

ciben planos paralelos á su base , se tendrá dividida la

pirámide en otra SQRT , y en tantos trozos QRTNMX,

XMNHGP, FGHCBA, como partes tenía la altura mé-

nos una. Concibiendo ahora un prisma ZVSTRQ, que

tenga la misma base y altura que la pirámide , y en

cada trozo dos prismas de la misma altura que él, que

el uno tenga por base la mayor del trozo y el otro la

menor, se tendrá el número de prismas circunscritos

ZVSTRQ, OPTNMX, LKNHGF, DEHCBA, y el de

los inscritos QRTNmZ, XMNHg/", FGHCio; pero el
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primer prisma circunscrito ZVSTRQ e* igual (398 cor.}

con el primer inscrito QRTNjwZ ; el segundo circuns*

crito con el segundo inscrito , y. el tercero con el ter

cero; luego la diferencia entre la suma de los circuns

critos é iuscritos estará representada por el ultimo cir

cunscrito DEHCBA ; J| si inscribiéramos y circunscri-

bie'ramos duplo número de prismas, el último circuns

crito que espresaría la diferencia , sería dos veces me-i

ñor que el DEHCBA; y como continuando del mismo

modo , el dltimo prisma circunscrito que espresa la di

ferencia, va haciéndose dos veces menor, al cabo de cier

to tiempo llegará (229) á ser menor que cualquier can

tidad dada por pequeña que sea. L. Q. D. D.

Cor. Siendo el volumen de la pirámide mayor que la

suma de los prismas inscritos, y menor que la de los

circunscritos , cora mas razón se le podrá inscribir ó

circunscribir un número de prismas , de modo que la

diferencia entre la suma de cualesquiera de estos y el

volumen de la pirámide , sea menor que cualquier can

tidad dada por pequeña que sea.

405 Teor. Dos pirámides de igual base y altura son

iguales en volumen.

Dem. Sean SABC, S'A'B'C las dos pirámides; si

se concibe dividida su altura en un mismo número de

partes iguales, y por los puntos de división se hacen

pasar planos, las secciones que causen estos planos serán

iguales (402 cor.); concibiendo ahora un prisma cir

cunscrito á cada una de las partes en que quedan di

vididas las pirámides, y llamando S la suma de los

prismas circunscritos á SABC , y S' á la de los circuns

critos á S'A'B'C, se tendrá S==S\ pues cada prisma de la

SABC es igual (398 cor.) con el correspondiente de la

S'A'B'C; pero S se puede acercar (404 cor.) á SABC , y

S' á S'A'B'C tanto como se quiera; lüego tenemos aquí

dos cantidades Sr & , variables , pero siempre iguales,

que se pueden acercar á las dos constantes SABC,

S'A'B'C tanto como se quiera; luego (231 cor.) estas

constantes son iguales , y se tiene SABC=S'A'£'C , que

es L. Q. D. D,
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' 406 Teor. Todo prisma triangular ABCFBE1 (fig.

124), se puede dividir en tres pirámides equivalentes.

Dem. Si por las diagonales AD, AF de dos caras

contiguas del prisma, se concibe un plano, qutdará di

vidido el prisma en dos pirámides, una triangular ADEF

(fig. 1 25) , cuya base DEF y la altura AE serán las mis

mas que las del prisma: y la otra cuadrangular (fig. 126)

que tendrá por base á la otra cara del prisma, y por al

tura la del triángulo BAG de la base. Si por las aris

tas DA, AG de esta , se concibe un plano DAC , su co

mún sección con el BCFD, será la diagonal DC, por

lo que dicha pirámide quedará dividida en otras dos

triangulares ABCD, ACDF, que tendrán bases iguales

(313, 1?), y una misma altura por tener su vértice

común en A ; por lo cual estas dos pirámides serán

iguales en voldmen. Ahora, la pira'inide DBAC se pue

de considerar que tiene por base al triángulo BAC , que

es una de las bases del prisma , y por altura la misma

que la del prisma; y como las dos bases opuestas de un

prisma son iguales , resulta que Jas dos pirámides DBAC

y ADEF (fig. 125) son iguales también en volu

men ; luego las tres pirámides son iguales en voldmen.

Cor. 1? Toda pirámide triangular es el tercio de un

prisma triangular de igual base y altura; porque equi

valiendo el prisma BACFED (fig. 1 24) á tres pirámides

iguales con la ADEF , cada una de estas será el tercio

del prisma ; y como podemos concebir á toda pirámide

dividida en tantas pirámides triangulares como lados

tiene su base, y cada una será el tercio del prisma de

igual base y altura, resulta que en general toda pirá

mide, de cualquier clase que sea, es igual á la tercera

parte de un prisma de igual base y altura.

Cor. 2? Luego siendo el volumen del prisma (398)

igual á la superficie de su base multiplicada por su al

tura, el de la pirámide será igual á la superficie de la

base multiplicada por el tercio de la altura.

De los'poliedros regulares, ó de los cinco cuerpos regulare*.

407 Se llaman poliedros regulares aquellos cuyas
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caras son polígonos regulares iguales, y cuyos ángulos

solidos son todos iguales entre sí.

De estos solo hay los cinco siguientes, a saber: el

tetraedro (fig. 127) que es un cuerpo terminado por

cuatro triángulos equiláteros iguales, el octaedro (fig. 1 2 8)

que está terminado por ocho triángulos equiláteros igua

les; el icosaedro (fig. 129) que está terminado por vein

te triángulos iguales; el exaedro ó cubo (fig. 130) que

está terminado por seis cuadrados iguales; y eldodecae-

dro (fig. 131) que está terminado por doce pentágonos

iguales.

Para encontrar su superficie, se halla la de una cara,

y se multiplica por el número de ellas.

Para encontrar su volumen , observaremos que sien

do el tetraedro una pirámide, le hallaremos conforme

lo hemos dicho (406 cor 2?); el octaedro no viene áser

otra cosa que dos pirámides cuadrangulares reunidas

por su base, y la regla que acabamos de citar nos

dará su volumen; y siendo el exaedro un cubo nos ser

virá la regla dada (398).

Ahora , para encontrar el volumen del dodecaedro

y del icosaedro, los consideraremos como 'compuestos

de tantas pirámides como caras tienen, cuya base sea

cada cara , y la altura la mitad de la distancia que hay

entre dos caras opuestas.

De los tres cuerpos redondos.

408 Se llama cuerpo redondo ó de revolución, el que

está terminado por una superficie que no presenta es

quinas d ángulos solidos.

Se llama cilindro un cuerpo cuyas dos bases opuestas

son dos cíiculos iguales y paralelos, y cuya superficie

lateral es convexa; tal es el EPCD (fig. 132); la línea

AB que une los dos centros, se llama su eje; cuando el

eje es perpendicular á las bases , el cilindro es recto;

cuando no, es oWicwo,tal como el EPCD (fig. 13 3); en cuyo

caso la altura es la perpendicular DO tirada desde un

punto cualquiera de la base superior á la inferior ó á su

prolongación.
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El cilindro recto se puede concebir orijinado de la

revolución de un rectángulo ABCD (fig. 132) al rede

dor del lado inmóvil AB ; con este movimiento los la

dos AD,BG describen los círculos iguales DHP, CGQ,

que son las bases del cilindro ¡ el lado CD describe su

superficie lateral, y la línea AB es el eje del cilindro.

El cilindro oblicuo se puede considerar formado del

movimiento de un círculo FGCQ (fig. 133) paralelamen

te á sí mismo en, la dirección de la línea CD.

409 Se dice que ua poliedro cualquiera está inscrito

eri un cuerpo redondo , cuando todos los vértices de sus

ángulos solidos se hallan en la superficie del cuerpo ; y

que estk circunscrito , cuando todas sus caras son tam-

gentes del mismo cuerpo , ó solo tiene de común con él

una recta , estando todo lo demás de la cara fuera.

410 Teor. Toda sección MLKN (figs. 132 y 133)

hecha en un cilindro paralela á las bases , es un círculo

igual a las Lases.

Dem. Por ser el plano MLK paralelo á la base FGG, .

se tiene (§ 375) FM=BS=KC=etc;

luego si se concibe un número cualquiera de planos

EABF, HABG, etc. que pasen por el eje AB, todas las

figuras FBSM , GBSL, etc. serán paralelogramos (3 1 1 ),:

que darán FBrrMS, GB=LS, etc.;

pero FB=GB=etc, ; luego MS=LS=etc;

luego todos los puntos de la sección distan igualmente

de S, y por lo mismo es un círculo; y como su radio es

igual al de la base, resulta que el círculo sección será

igual al de la base. L. Q. D. D.

4 1 1 Teor. Si en el cilindro recto se inscriben y cir

cunscriben dos prismas , la superficie del cilindro es ma

yor que la del inscrito , y menor que la del circunscrito;

y la diferencia entre la superficie del cicunscrito y la

de l inscrito podra llegar a ser menor que cualquier can

tidad dada porpequeña que sea.

Dem. 1? Sea p el perímetro de la base del prisma

inscrito , cuya superficie lateral espresaréinos por nt ; y

como su arista sera el mismo lado L del cilindro, ten-

drémos (§392 cor.) %—pxL (m).
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Ahora, si aumentase el número de lados, crecería

(308) el perímetro p, y por consiguiente también crece

ría la superficie it ; y como el prisma que tenga mas

lados, tendrá mas aristas comunes con la superficie del

cilindro , y ademas la superficie de dicho prisma se ha

llará entre la del cilindro y la del prisma que tenga mé-

nos , resulta que it es una cantidad Variable , que al

paso que crece se acerca á la superficie convexa del ci

lindro, que es constante ; luego (227) esta es mayor que

aquella. L.\i? Q. D. D.

2? Si espresamos por P el perímetro de la base del

prisma circunscrito, y por II sa superficie lateral, se

tendrá IÍ=zPxL (n).

Ahora, si el número de lados de la base aumenta,

P disminuye (308), y por consiguiente también dismi

nuirá la superficie II; pero el prisma que tiene mas la

dos se acerca mas á la superficie del cilindro , por tener

mas aristas comunes con ella, y estar la superficie de

dicho prisma entre la del cilindro y la del prisma que

tiene ménos lados ; luego II es una cantidad variable,

que al paso que mengua se acerca á una constante , que

es la superficie del cilindro; luego (228) esta es menor

que aquella. L. 2? Q. D. D.

3? Si restamos las (ees. m, n), se tendrá

n—ir=PxL—pxL—(P—p)L.

Y como P—p puede llegar (345) á ser menor que

cualquier cantidad dada, se sigue (229 cor. 3V) que

también podrá llegarlo á ser la diferencia U—tt entre

las superficies de dichos prismas. L. 3? Q. D. D.

Cor. Luego con tnas razón se podrá circunscribir 6

inscribir un prisma á un cilindro, de manera que la

diferencia^entre sus superficies sea menor que cualquier

cantidad dada por pequeña que sea.

4 1 2 Tcor. La superficie convexa de un cilindro recto-,

que llamaremos G , es igual al producto de la circun

ferencia G de su base por su lado , ó G=CxL.

Dem. Conservando las mismas denominaciones de Sal

tes , se tendrá IL—PxL ; pero al paso que aumenta el

número de lados, disminuye dicha superficie II y se
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ra acercando á G, de modo que tu diferencia puede

llegar (411 cor.) á ser menor que cualquier cantidad

dada; y como al mismo tiempo, el producto PxL se

acerca á CxL, pues P se puede acercar (345 cor.) á C

tanto como se quiera, y el factor L es común, resulta

que las dos cantidades variables II y PxL, siendo

siempre" iguales , se pueden acercar respectivamente á las

dos constantes G y CxL; luego (231 cor.) estas son

iguales, ó se tiene G—CxL, que es L. Q. D. D.

Cor. Si en vez de C se sustituye su valor (347), se

tendrá G—3,1 41 5gxDxL,=ftDL=2irRL , que es la

fórmula general de donde se deduce la superficie del

semicilindro, cuadrante de cilindro, etc.

413 Teor. A un cilindro recto se puede inscribir y

circunscribir un prisma tal, que la diferencia entre el

volumen del circunscrito y del inscrito sea menor que

cualquier cantidad dada por pequeña que sea.

Dem. Sean ahora TI' y ir' los volúmenes de dos pris

mas, circunscrito é inscrito á un cilindro, que también

Uamarémos G; P' , p' las superficies de sus bases, y A

su altura común, que es la misma que la del cilindro,

y (398) tendremos IT=P'xA ; w'rrp'xA ;

que restando la una de la otra, resultará

n'—w'=P'xA—p'xA=(P'—p')xA ;

y como en este valor entra por factor P'—p', que (358)

puede llegar á ser menor que cualquier cantidad dada

por pequeña que sea, se sigue (229 cor. 3?) que lo

mismo sucederá i IV—tt' , que es L. Q. D. D.

Cor. Como el prisma inscrito es parte del cilindro,

será menor que él ; y como el circunscrito es todo res

pecto del mismo cilindro, será mayor que él. Luego

con mas razón se podrá circunscribir ó inscribir un

prisma en el cilindro, de modo que la diferencia entre

cualquiera de sus volúmenes y el del cilindro, sea menor

que cualquier cantidad dada.

414 Teor. El volumen de un cilindro G es igual h

la superficie C del círculo de su \base multiplicada por

su altura A, ó se tendrá G=CxA.

Tom. I. $s
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Dan. Conservando las mismas denominaciones de án-

tes, tendremos respecto del prisma circunscrito II'—P'xAj

pero si crece el número de lados , II' se va acercando á

G, de modo que su diferencia (413 cor.) puede llegar á

ser menor que cualquier cantidad dada ; y como al

mismo tiempo la espresión de II' , esto es , P'xA, se

puede acercar á CxA todo lo que se quiera, por hacerlo

(358 cor.) P' á C y ser A coman, resulta que las dos

cantidades variables é iguales II' y P'xA, se pueden

acercar todo lo que se quiera á las dos constantes G y

CxA i luego (231 cor.) estas son iguales, y se tiene

G=zCxA, que es L. Q. D. D.

Cor. Si en vez de C (359 cor. 2?) sustituimos su va

lor , se tendrá G=wR2A ; de esta fórmula se deducen to

das las que tienen relación con el volumen del cilindro,

seinicilindro , sector cilindrico , etc. ; y si se tuviese

A=R , sería G=wR3.

Esc. La demostración anterior sirve también para el

cilindro oblicuo.

415 Se llama cono un cuerpo (figs. 134 y 135) que

tiene por base un círculo, y está terminado por una su

perficie curra que acaba en un punto S llamado cús

pide tí vértice del cono, tal es SCDBE; la línea que

desde el cúspide va al centro de la base se llama eje del

cono ; cuando el eje es perpendicular á la base , el cono

es recto (fig. 134); y cuando no, oblicuo (fig. 135); en

este se llama altura la perpendicular bajada desde el cús

pide á la base tí i su prolongación; en el recto la altura

es el mismo eje.

El cono recto se origina de un triángulo rectángulo

SAB, que gira al rededor de un cateto inmóvil SAj

pues en este movimiento el cateto AB describe la base

BDGE, y la hipotenusa SB, que se llama lado del cono,

traza la superficie del cono.

416 Teor. Toda sección FKHL(ñg. 134 y 135) he

cha en un cono, paralela á su base, es un círculo.

Dem. Concíbanse por el eje SA los planos SAD , SAB

etc., cuyas intersecciones con los planos paralelos CDB,
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FKH, serán (375) líneas paralelas; por lo qne los tri

ángulos SAD, SAB, SAE, etc. darán

SA:SG::AD:GK, SA:SG::AB:GH,SA:SG::AE:GL, etc.}

y como estas proporciones tienen común la razón

SA : SG , las otras serán iguales y darán

ADrGK: :AB:GH: :AE:GL: :etc.:etc.;

pero los antecedentes son iguales por radios de la

base; luego los consecuentes también lo serán, y se

tendrá GK=GHr:GLcretc. que manifiesta que distando

todos los puntos de la sección igualmente del G, dicba

sección será un círculo. L. Q. D. D.

417 La parte FCDBH comprendida entre la base y

la sección , se llama tronco, ó trozo de cono , 6 cono trun

cado.

' ' 4 1 8 Teor. Si en un cono recto se inscriben y circuns

criben dospirámides regulares ; la superficie lateral del

cono es mayor que la de la inscrita, y menor que la de

la circunscrita ; y la diferencia entre la superficie de la

inscrita y la de la circunscrita podrá llegar á ser menor

que cualquier eantidad dada.

Dem. 1? Sea p el perímetro de la base de la pirá

mide inscrita, cuya superficie lateral espresaremos por

it j y sea l su apotema , y (401) tendremos n=pXjl (ib).

Ahora , si aumentase el mímero de lados, crecería

(308) el perímetro p, y también crecería (368) la apo

tema / ; luego también crecerá la superficie v ; y como

la pirámide que tenga mas lados, tendrá mas aristas

comunes con la superficie del cono, y la superficie de

dicha pirámide se hallará entre la del cono y la de la

pirámide de menor número de lados , resulta que la

cantidad variable al paso que crece, se acerca á la

superficie canvéxa del cono, que es constante; luego

(227) esta es mayor que aquella. L. 1? Q. D. D.

2? Si espresamos por P el perímetro de la base de

la pirámide circunscrita, por L su apotema, que será

el mismo lado del cono , y por II su superficie lateral,

se tendrá Tl=Px\L (n).

Ahora, si aumenta el ndmero de lados de la base,

la L permanecerá la misma , P disminuirá (308), y p»r
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consiguiente también disminuirá Uj pero la pirámide que

tiene mas lados, se acerca mas a la superficie del cono,

por tener mas aristas comunes con ella , y estar su su

perficie entre la del cono y la de la pirámide que tiene

mé'ncs lados ; luego IT es una variable que al paso que

mengua, se acerca á una constante que es la superficie

del cono; luego (228) esta es menor que aquella.

L. 2? Q. D. D.

3? Si restamos las (ees. ra, n) se tendrá

II—it—Px\L—px\l ;

pero p se puede acercar (345) á P y l á L todo lo que

se quiera ; porque l es una oblicua que se va separando

cada vez mas de la perpendicular, que es el eje del

cono , y L no varía ; luego si la diferencia de los facto

res i3, L y p, l, puede ser menor que cualquier can

tidad dada (esc. 3? § 23 0i *a de *a mitad de sus pro

ductos, y de consiguiente la diferencia .11—ir también

lo podra llegar á ser. L. 3? Q. D. D.

Coa Luego con mas razón se podrá circunscribir ó

inscribir una pirámide a un cono , tal que la diferen

cia entre sus superficies sea menor que cualquier canti

dad dada por pequeña que sea* , . • - ^ .

419 Teor. La superficie lateral G de un cono recto

es igual á la circunferencia C de su base por la mi

tad de su lado L, ó G—Cxih.

Dem. Conservando las mismas denominaciones de an

tes, se tendrá II—Px|.L; pero al paso que aumenta el

número de lados, disminuye dicha superficie II, y se va

acercando á G-, de modo que su diferencia puede (418

cor.) llegar á ser menor que cualquier, cantidad dada; y

como al mismo tiempo el producto Px^L se acerca á

Cxf-L, pues P se acerca (345 cor.) á C, y el factor \L

es común, resulta que las dos cantidades variables II y

J°XgX, siendo siempre iguales, se pueden acercap res

pectivamente á las dos constantes G y Cx^L; luego (2 3 1

cor.) estas son iguales, ó se tiene G=-Cx¡¡L, que es

L. Q. D. D.

Cor. Sustituyendo en vez de C su valor (347), será
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que es la fórmala general que da todas las que tienen

relación con la superficie del cono.

420 Como Cx,\L—^CxL, y si por el punto F medio

del lado del cono se da una sección paralela a la base,

la circunferencia FKHL será la mitad de la CDBE, por

ser su radio la mitad (322), se tendrá ,

G^FIíHLxL; que quiere decir, que la superficie late-

ral de todo cono recto es igual a su lado multiplicado

por la circunferencia de un círculo paralelo a la base,

y tirado por el punto medio del lado.

421 Lo dicho respecto del cono y las pirámides ins-'

¿ritas, y circunscritas en e'l, se aplica del mismo modo

al trozo de cono recto, y los trozos de pirámiJes ins

critos y circunscritos i él; y se deduce, que la superfi

cie lateral de todo trozo de cono recto es igual a su la

do multiplicado por la semisuma de las circunferencias

de las bases paralelas, ó a su lado multiplicado por

la circunferencia de un circulo trazada equidistante de

las bases paralelas; 6 lo que es lo mismo (fig. 134)

superficie de trozo CDBELHKF=

CDBE+FKHL

FCx , r ' '—' > - c=FCx circunferencia MN$

■'•-¿~<J ■■> ¿ auJis f

y si en vez délas circunferencias sustituimos (347) sus

valores 2ttxCA, 29rxFG, y sacamos el factor común

CA-4-FG

29T, se tendrá sup. de trozo =29rx xFC.

422 Teor. A todo cono se puede inscribir y circuns

cribir una pirámide, de modo que la diferencia entre

su volumen sea menor que cualquier cantidad dada por

pequeña que sea. , .> ;)i -ij,.- - \ .' . ; '. ., .■. . ■

Dem. Sean ahora II' y it' los volúmenes de dos pi

rámides , circunscrita é inscrita al cono ; P' p' las su

perficies de sus bases, y J. su altura común , que tam

bién es la del cono; y (406 cor. 2.0) tendremos

JJ'=P'xiA, *r'=p'x!A;

que , restando la una de la otra , resultará 1 . .

■



4 1 4 efioMETftfA.' ,

y como en este valor entra por factor P'—p' , qne (358)

puede llegar á ser menor que cualquier cantidad dada,

se sigue (229 cor. 3?) que lo mismo sucederá á la dife

rencia IT— ¡ que es L. Q. D. D.

Cor. Luego con mas razón se podrá inscribir y cir

cunscribir al cono una pirámide tal que la diferencia

entre su volumen y el del cono sea menor que cualquier

cantidad dada por pequeña que sea.

423 Teor. El volumen de iodo cono recto G es igual

á la superficie G de la base multiplicada por el tércio

de la altura A , 6 G=CxjA. ,

Dem. Conservando las mismas denominaciones de an

tes, se tendrá respecto de la pirámide circunscrita

IL'—P'xjA j pero si crece el número de lados, II' se

va acercando á G, de modo (422 cor.) que su diferencia

puede ser tan pequeña como se quiera; y como al mismo

tiempo la ' espresion de I!', ó P'xjA se puede acercar

todo lo que se quiera á Cx\A, por hacerlo (358 cor) Pr

á C y ser \A común , resulta que las dos cantidades va

riables e iguales II' y P'x\A , se pueden acercar todo

lo que se quiera á las dos constantes G y Cx\A\ luego

(231 cor.) estas son iguales, y se tiene G—Cx.\A, que

es L. Q. D. D.

Cor. 1? Sustituyendo en vez de C su valor, será

G~TrR2x^A ; de esta formula general salen todas lasque

que tienen relación con el volumen del cono. , ....

Cor. 2? Y como el volumen de un cilindro, de igual

base y altura que el cono, sería CxA , se sigue que todo

cono es ¡a tercera parte de un cilindro de igual base y

altura.

Esc. El volumen del trozo de cono CDBL se hallará

restando del cono total el volúmen del deficiente SFKHí

pero como cuando se da el trozo , no se conoce la altura

total del cono', ni la del deficiente, será necesario de an

temano determinar esta. Para conseguirlo, sea A la altura

del trozo, x la del deficiente, X el radio de la base in

ferior , r el de la superior^ y k>s triángulos semejantes

SAC, SGP darán AC:FG: SA\SG » -6 R:r:iA+x:x,
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Ar

de donde sale x—
 

AR—Ar-hAr AR

SA=A-hx=A-i

R—r R-r R-r

luego tendremos

vol. de trozo CDBL= cono SCDB— cono SFKH=

V§x 9r/-sx|x =

R—r R—r

R3-r3

*x±Ax ^x^AiR^Rr+r1).

R-r

424 Teor. Si un triángulo ABC(ñg. 136) gira al re

dedor del lado mayor AC , describirá un cuerpo cuyo

volumen será igual á la superficie que describe uno de los

ctros lados AB , multiplicada por el tercio de la perpen

dicular Cq tirada á dicho lado , ó á su prolongación,

desde el otro estremo C del lado que sirve de eje ; ó lo

que es lo mismo

vol.A£C=sup.ABx^C<{.

Dem. Si desde el punto B se concibe la perpendicular

BA al eje , el cuerpo descrito por el triángulo AHC, se

compondrá de dos conos, cuya base común será el cír

culo descrito por el radio Lb; luego (4 -'3} el volumen

de este cuerpo , ó volumen ABC=

cono CBA-f-cono ABA=círc?B/'X¿CAH-círc?BAxjAA=

cír°ÜAx(§CAH-iA¿)=cír°i:Ax±CA.

Esto supuesto (§ 359 cor. 2?) círc?EA=r9rB¿a ,

y (<j 419 cor.) sup. cono AB:=7¡xBAxAB ;

y formando proporción y simplificando la segunda razón

por ir x BA , será

círc?BA:sup. cono AB::wxBA5:7rxBAxAB:.BA:AB.

Ahora , los triángulos rectángulos ABA , CyA , tienen

ademas el ángulo en A común j luego son semejantes

AR Ar

y dan Cg:AC::BA.ABi
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y como esta proporción y la anterior tienen común la

razón B¿:AB, darán

sup. cono AB

círc? B£:sup.cono AB::Cg:AGr:CgX .

círc? Bb

Sustituyendo este valor de AC en el anterior del vo

lumen, y simplificando por círc.° B¿, se tendrá

sup. AB

vol. ABG=círc.°B¿xfCgX =fC?x sup. AB=

círc.°BA

sup. ABx^Cg, que es L. Q. D. D.

Esc Si el triángulo que girase fuese el AB'C, en

cuyo caso la perpendicular al lado AIS' cae fuera, en

vez de los triángulos AB6, ACq, se compararían los

AB'¿' , ACq , y se deduciría lo mismo.

425 Si el triángulo fuese rectángulo como DUO (fig.

137), y girase al rededor del punto O, permaneciendo

la UO perpendicular á MN, se verifica también la pro

posición, esto es, que

vol. DUO=sup. DUxJOU.

En efecto , concibiendo la DM perpendicular a MN",

el volumen del cuerpo engendrado por DUO será egual

al del cilindro engendrado por DUOM, ménos el vo

lumen del cono engendrado por DMO,

ó vol. DUO=vol.DUOM—vol.DMO=

cír.°DMxDU—círc.°DMxíOM=

círc.°DMx(DU—iOM)=círc.°OUx(DU—iDU)=

círc.°DMx|DU=7rxDM5x|DU ;

pero la superficie cilindrica engendrada por DU (§412}

ó sup. cilind.DU=circunf.DMxDU=2^xDMxDU,,

sup. DU

que da DU=— ;

27TXDM

luego sustituyendo este valor de DU en la espresion

anterior del voldmen , se tendrá

sup.DU

vol.DUO=7rxDM2x|x =

2wxDM
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Esc. Obsérvese que siendo los dos triángulo* DUO,

DOM iguales , el primero engendra un volumen duplo

del segundo; pues

vol.DOM=círc.DMxJOM;

y como entre los dos cuerpos valen el cilindro engen

drado por DUOM ó círc.DMxOM, resulta que el del

engendrado por DUO, será

vol.DUO=círc.OUx|OM.

426 Teor. Si un polígono regular de un número par

de lados , se hace girar al rededor de un diámetro del

círculo circunscrito á dicho polígono, trazará un cuer

po cuya superficie será igual a la circunferencia de uno

de los radios rectos , multiplicada por el diámetro que

sirve de eje: y su volumen sera igual a la superfi

cie de dicho cuerpo , multiplicada por la tercera parte

del radio recto de dicho polígono.

Espl. Sea el polígono ABCDE etc. (fig. 138); digo que

si gira al rededor del diámetro AF del círculo circuns

crito, describirá un cuerpo , cuya superficie 5 será igual

á la circunferencia de un radio recto Op multiplicada

por dicho diámetro AP, ó se tendrá

s=circunf.OpxAF;

y su volumen v será igual á la superficie del cuerpo,

multiplicada por la tercera parte del radio recto Op, ó

se tendrá v= circunf. OpxAFxjOjj.

Constr. Concíbanse desde los estremos de cada lado y

desde su punto medio, las perpendiculares pp' , Bb,

mn , Ce, Tid, etc. á la AF, y ademas los radios rectos Op,

Om, Oq, etc, ; con lo cual el cuerpo descrito por el po

lígono al girar , se compondrá del cono engendrado por

AB , y de los trozos de cono engendrados por los lados

BC , CD (este será cilindro) etc., y de otros tantos igua

les respectivemente por la parte de abajo de Oq; por lo

que hallando la superficie de cada uno de estos cuer

pos y sumando , se tendrá la superficie pedida.

Lo mismo sucede con el volumen ; pero como la

fórmula para hallar el del trozo del cono es muy com

plicada , para hacer aplicación de ella , considerarémos

el volumen del cuerpo como compuesto del que engen-

Tom. I. 53
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dra el triángulo OBA, el OCB, el OCg, etc. y sus igua

les por la parte inferior ; y sumándolos todos , se tendrá

el volumen total.

Dem. i? La superficie del cono (420) engendrado

por AB es igual á ABxcircunf./jp'.

La del trozo engendrado por BC es igual (421 ) a

BCxcircunf. mn.

Y la del cilindro trazado por Cq es igual ( 4 1 2 ) a

Cq Xcircunf. Oq.

Del mismo modo se procedería si el polígono tuvie

se mas lados.

Ahora, los triángulos AB¿, pOp' son rectángulos, el

uno en ¿, y el otro en p'¡ ademas tienen el ángulo AB6

del primero igual al pOp' del segundo , porque tienen

iguales medidas, á saber: el ABA la (304) mitad del arco

Ab' que es igual con la mitad de AB , y la mitad de este

es la medida del pOp'; luego (331 cor. 2?) son semejan

tes , y darán

AB:Ab::Op:pp'::(§ 346) circunf.Qp:circunf.r>Jp'j

de donde sale ABxcircunf.jsp'^AZixcircunf.Op.

Los triángulos BGx, 0/«», que tienen sus tres lados

respectivamente perpendiculares, serán (331. cor 4?)

semejantes, y darán

BC:Bx: :Om:mn: :circunf.O/»:circunf.»zn;

que da BCxcircunf.»z»=Bít;Xcircunf.Offí.

Observando ahora que Op—Qm—Oq=:etc. por radios

rectos, y que Bx=bc, Cq=zOc, etc. sustituyendo en

vez de los valores que teníamos ántes de las superfi

cies , los que acabamos de sacar , y sumando , se tendrá

sup. engendrada por ABCg—

A¿Xcircunf.Op-i-6cXcircunf.Op+cOxi:ircunf.Op=r

circunf.Qpx(AZ>-}-¿c-f-cO)=circunf.OpxAO;

y como esta es la mitad de la superficie dtl cuerpo , du

plicando el factor AO , se tendrá la del total , que será

=circunf.OpxAF, que es L. 1? Q. D. D.

2? Por lo demostrado (424) se tendrá

vol. AEO=sup.ABx^Op; •

el del triángulo BCO será igual al engendrado -por OCU,
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ménos el engendrado por OBU , d lo que es lo mismo,

vol.BCO=vol.UCO—vol.UBO=

sup.UCx-jO»z—sup.BUxfOm—

•JO»2x(sup.UC—sup.BU)—fO/wxsup.BC.

Del mismo modo se continuaría prolongando lados,

si hubiese mas , hasta llegar al cuerpo engendrado por

OQ7, cuyo volumen (4?5) es, vol.OCj=sup.C<7X§Oq.

Sumando todos estos volúmenes parciales , y obser

vando que 0p—0m=0q=etc. se tendrá

volumen engendrado por AhCqrz

sup.ABx-fOp+sup.BCxyOp-i-sup.CgxfOprr

( sup.AB+sup.BC+sup.Cg)xfOp=sup.ABCgxfOp.

Este es el volumen del semicuerpo engendrado por

ABGD etc.; por lo que, duplicando el factor sup. ABC<¡r,

se tendrá el volumen engendrado por todo el polígono,

que será vol ABCDEF=2sup.ABCyxi0p=

sup. ABCDEFxfOp, que es L. 2? Q. D. D.

427 Si el polígono estuviese circunscrito al círculo,

su volumen sería igual a la superficie del cuerpo mul

tiplicada por la tercera parte del radio de dicho circulo.

428 Se llama esfera un cuerpo terminado por una

superficie curva , cuyos puntos están todos á igual dis

tancia de uno que se llama centro.

La esfera se puede concebir engendrada por el mo

vimiento de un semicírculo DAEK (fig. 139) al girar al

rededor del diámetro DK; pues cada punto de la super

ficie de este, cuerpo se habrá originado de uno del semi

círculo generador, que dista del centro una magnitud

igual al radio de dicho semicírculo.

El diámetro DK, al rededor del cual ha girado el

semicírculo generador, se llama eje de la esfera; las es

treñios D y K del eje, se llaman polos; y radio de la

esfera es una línea que desde el centro va á terminar á

si superficie.

429 El cuerpo DABC, que se origina de la revolur

rion del sector de círculo DCA , se llama sector esférico,

el cual se compone de la parte DAMFBM', que se llama

casquete esférico, y del cono CA'MPBM': se llama zona

una parte de la superficie de la esfera comprendida por
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dos planos paralelos , que se llaman bases de la zona.

430 Teor. Tbda sección de la esfera por un plano es

un circulo.

Dem. Sea AMFBM' la sección causada por un plano

en la esfera : desde el centro C concíbase la perpendicu

lar CO al plano AMB, y diferentes rectas CM, C3VT,

etc. a diferentes puntos de la curva AMB en que termi

na la sección, y se tendrá que las oblicuas CM, CM',

CB , son iguales por radios de la esfera ; y por lo mismo

la curva AMFBM.' tiene todos sus puntos equidistantes

del O , luego es un círculo.

Cor. i" Si la sección pasa por el centro de la esfera,

su radio será el de la esfera; y por lo mismo todos los

circuios que resulten de planos que pasen por el centro se

rán iguales.

Estos se llaman circuios máximos , y los que no pasan

por el centro se llaman circuios menores.

Cor a.° Dos círculos máximos se dividen siempre en dos

partes iguales ; porque su común intersección es un diá

metro.

Cor 3.° Todo circulo máximo divide á la esfera y d su

superficie en dos parles iguales , que se llaman hemisfe

rios; porque si después de haber separado dichas dos partes,

se las aplica sobre la base común, las dos superficies coin

cidirán la una con la otra, por consiguiente serán iguales.

Cor. Toda sección que . no pase por el centro será

un circulo menor.

Cor. S.° Los círculos menores van siendo inas pequeños

ú medida que se alejan del centro.

Cor. 6.° Por dos puntos de la superficie de la esfera

se puede hacer pasar un arco de circulo máximo ; porque

los dos puntos dados y el centro determinan la posición de

un plano.

Sin embargo , si los dos puntos fuesen los estremos de

un diámetro, entonces estos dos puntos y el centro estarían

en línea recta , y habría tantos círculos máximos como se

quisiesen (36.1)).

43 1 Teor. Si en el semicírculo de que se origina la esfera,

se inscribe un scmipol'igono regular, se le circunscribe otro,y

se concibe que giren estos semipol'igonos al mismo tiempo que-

el semicírculo , se tendrá un cuerpo inscrito , y otro cir

cunscrito ; jr la superficie de la esfera será major que la
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del cuerpo inscrito; y menor que la del circunscrito; j

la diferencia entre la superficie del circunscrito y del ins

crito podrá ser menor que cualquier cantidad dada,

Espl. Sea s. c. la superficie del cuerpo descrito por el

polígono inscrito ABCD etc. (fig. i38), r su radio Op, D

el diámetro AF de la esfera ó- del círculo generador; sea S. C.

la superficie del cuerpo descrito por el polígono circunscri

to , cuyo lado es GL , su radio recio ó del círculo genera

dor R ; al eje GK le llamaremos //j y sea S.E. -la superfi

cie de la esfera descrita por el semicírculo ABCDEF; digo

que se tendrá S.E.ys.c. , S.E.<^S.C. , y S.C.—s.c. podrá

ser menor que cualquier cantidad dada.

Dem. i. Por lo dicho (426, se tiene v ,

S.c. =circunf. rXD (m) ;

ahora, si aumenta el número de lados, crecerá el factor cir-

cunf. r, pues que crecerá el radio r; el factor D permanecerá

el mismo ; luego deherá crecer (61, 3o) también s.c. ó la

superficie del cuerpo inscrito, á medida que aumenta el nú

mero de. lados del polígono generador ; y como la superficie

del cuerpo originado por el polígono de mas lados, tendrá

mas circunferencias comunes con la superficie de la esfera,

y ademas dicha superficie se hallará entre la del cuerpo ori

ginado por el polígono de menos lados, y la de la esfera, re

sulta que s. c. es una variable que, al paso que crece, se

acerca á la superficie de la esfera que es constante; luego

( 227 ) esta es mayor que aquella, ó S. E.ys.c, que

es L. i." Q. D. D.

2.0 Igualmente se.tendrá 5.C.=circunf.iíX// (n); pero

aumentando el número de lados, disminuirá (344) el factor

H, que se compone del diámetro D del círculo generador,

y de las dos sajitas del polígono circunscrito ; el factor cir-

Canf.fi es constante , por ser R el radio del círculo genera

dor; luego (6 1 , 3o) disminuirá S.C; y como, al paso que men

guare acerca á la superficie de la esfera, por tener mas circun

ferencias comunes con ella , y estar dicha superficie entre

la del cuerpo engendrado por el polígono de méims lados,

y la de la esfera, se sigue (228) que S.E.-^S.C , que

es L. 2.0 Q. D. D.

3? Uestando la ecuación (m) de la (n), resultará

S.C.—í.c—circunf.RxH—circunf.rxD;

pero circunf.r se puede acercar todo lo que se quiera á

circunf.R, pues (343) lo puede hacer r i D; y H se.

puede acercar (344) todo lo que se quiera á D; luego
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si la diferencia entre los factores circunf. R, H, y cir-

cunf./-,D, puede llegar á ser menor que cualquier can

tidad dada, la de sus productos, y de consiguiente la

diferencia S.C.—s.c. también (esc. 3? § 231) lo podrá

llegar a ser. L. 3? Q. D. D.

Cor. Luego con mas razón se podra circunscribir ó

iscribir a la esfera un cuerpo tal, que ¡a diferencia

entre cualquiera de sus superficies y la de la esfera sea

menor qne cualquier cantidad dada.

432 Teor. La superficie de la esfera es igual á la

circunferencia de un círculo máximo multipicada por

el diámetro. '•'«',

Detn, Conservando. las mismas denominaciones de

antes, se tendrá respecto del cuerpo circunscrito

.. \ S.C.=circunf.RxH; ,

pero al paso que aumenta el número de lados del po

lígono , disminuye S.C. , y se va acercando á S.E. de

modo que su diferencia (431 cor.) puede llegar á ser

menor que cualquier cantidad dada ; y como al mismo

tiempo el producto circunf.RxH se acerca á circunf.RxD,

pues H se acerca ( 344 ) á D y circunf.R es común , re

sulta que las dos cantidades variables S.C. y cir

cunf.RxH, siendo siempre iguales, se pueden acercar

respectivamente á las dos constantes S.E. y circunf.RxDj

luego ( 231 cor.) estas son iguales, o se tiene

S.E.-circunf.RxD , que es L. Q. D. D.

Cor. Si en vez de circunf.R se sustituye su valor

(347), será"

S.E.=?2ttRxD—ttx 2 RxD=9TxDxD=7rD2;

que es la fórmula general que da todas las que tienen

relación con la superficie de la esfera.

433 Como la superficie de un círculo máximo de

la esfera será ttR2, y D^^aR)2—4R2, se sigue que la

superficie de la esfera es cuadrupla de la de uno de

sus circuios máximos. ,

434 Teor. A toda esfera se pueden inscribir y cir

cunscribir dos cuerpos , tales , que la diferencia entre

sus volúmenes sea menor que cualquer cantidad dada.

Espl. Sean ahora V.C. , v.c. los volúmenes de dos
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cuerpos, circunscrito é inscrito á la esfera; S.C. , s.c,

sus superficies; R,r, los radios rectos de los polígonos

generadores; y digo que la diferencia V.C.—v.c. puede

ser menor que cualquier cantidad dada.

Dem. Por lo dicho (426) se tiene

V.C.==S.C.x-]R, o.e.=í.c.xfr;

y restando sera V.C—i>.c.=S.CxJR—s.c.x^r;

y como la diferencia entre los factores puede ser (431

y 344), respectivamente menor que cualquier cantidad

dada , resulta que lo mismo sucederá á los productos

(esc. 3? § 23I)i y ^e consiguiente á V.C.—v.c. , cuyo

valor espesa L. Q.D. D.

Cor. Luego con mas razón se podrá circunscilir , ó

inscribir en la esfera un cuerpo tal , que la diferencia

entre su volumen y el de la esfera sea menor que cual

quier cantidad dada por pequeña que sea.

435 Teor. El volumen de la esfera V. E. es igual

á su superficie S. E. multiplicada por el tercio del radio

R, ó V.E. =S.E.x|R.

Dem. Conservando las mismas denominaciones de

ántes, se tendrá V.C.=S.C.xfR ;

pero al paso que crece el número de lados del polígono

generador va acercándose V.C. a V.E. ; de modo que

su diferencia puede ser menor que cualquier cantidad

dada (434 cor.); y como al mismo tiempo la espresion

de V.C, esto es S.Cx+R, se va acercando a S.E. x^R

todo lo que se quiera (229 cor. 3?) por hacerlo S.C i

S.E. , y ser común fR, resulta que las dos cantidades

variables V.C. y S.C.x-J-R, siendo siempre iguales, se

pueden acercar todo lo que se quiera á las dos constan

tes V.E. yS.E.x-|R, luego (231 cor.) estas son iguales,

y se tiene V.E. =S.E.xfR , que es L. Q. D. D.

Cor. Sustituyendo en vez de S.E. su valor (432

cor.), será V.E.=7rD2xfR='rrD2xiD=l7rD;?— '

1x3,14159 etc. xD3=o,523595xD3,

que es la formula de donde se sacan todas las que tienen

relación con el volumen de la esfera.

Esc. 1? Sustituyendo 2R en vez de D, el volumen

de la esfera será V.E.=wr(8R)sxJR=4<)rx$R3,
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y el del hemisferio EKG, que llamaremos H, sera.

H=:27rx-jR3. Ahora, si concebimos el cilindro ELPG

circunscrito á la esfera, y cuya altura sea el radio de la

misma esfera, su volumen, llamándole G, será (§ 414

cor. ) GrrjrR3.

Restando de esta ecuación la anterior, el residuo re

presentara la porción de cilindro circunscrito

1SLTPGKZSQ, cuyo volumen tendrá por espresion

G—H=¡rR3—37rxíR3=:( 1—f^R^TO^R3.

Esc. 2? Ahora podríamos comparar las espresiones

de las superficies y volúmenes de todos los cuerpos que

hemos dado á conocer, y determinar la razón en que

estaban ; pero solo lo haremos con los que se llaman

semejantes , que son aquellos que están terminados por

un mismo número de caras semejantes ; y cuyos án

gulos solidos homólogos son iguales en número y en can

tidad. Sean V,u, los volúmenes de dos cuerpos semejan

tes; A, B, G, las tres dimensiones que constituyen al

primero , y a , b , c , las del segundo ; y tendrémos

V=ABC, v—abc, y formando proporción será

V:í>: : ABC:a¿c ; y como por ser semejantes, todas sus

dimensiones han de ser proporcionales, sustituyendo

( 189 ) en vez de B , G y b , c , sus proporcionales A, a,

se tendrá Y:v::A3:a3; que manifiesta, que los volúmenes

de dos cuerpos semejantes son como los cubos de sus di

mensiones homologas.
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RECTILINEA.

436 llama Trigonometría la ciencia que trata

la resolución de los triángulos. Cuando el triángulo que

ge ha de resolver es rectilíneo , la Trigonometría se

llama plana, ó rectilínea ; y cuando está formado sobre

la superficie de una esfera por arcos de círculos máxi

mos , se llama Trigonometría esférica.

En todo triángulo hay seis cosas que considerar, á

saber , tres lados , y tres ángulos ; tres de estos datos de

terminan un triángulo (con tal que en los rectilíneos

entre un lado ) , y por lo mismo el objeto de la Trigo

nometría es resolver este problema general :

Dadas tres de las seis cosas de que consta un trián

gulo , hallar las otras tres ; estos datos bien combina

dos , ofrecen los seis casos siguientes para la resolución

de los triángulos.

I. Dados los tres lados, hallar los tres ángulos.

II. Dados dos lados y el ángulo comprendido, hallar

el otro lado y los dos ángulos.

III. Dado un lado y los ángulos adyacentes , hallar

el otro ángulo y los dos lados.

IV. Dados dos ángulos y un lado opuesto á uno de

ellos , hallar los otros dos lados y el tercer ángulo.

V. Dados dos lados, y el ángulo opuesto á uno de

ellos, hallar el otro lado y los dos ángulos.

VI. Dados los tres ángulos, hallar los tres lados.

437 Los tres primeros son los de la igualdad de I03

triángulos; y como el cuarto es lo mismo que el ter

cero , porque dados dos ángulos se conoce el otro

(289 cor. 1?), resulta que en los, cuatro primeros ca

sos siempre se puede resolver el triángulo.
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438 En el quinto se pueden dar dos soluciones cuando

el ángulo conocido es el opuesto al lado menor; porque

los datos pueden corresponder á dos triángulos, como

manifiesta la (fig. 140) en que los dos triángulos ABC,

BDC tienen los mismos datos, á sabir, común el lado BG

y el ángulo en C , y el lado AB^BD.

439 El sesto caso es de todo punto indeterminado

en los triángulos rectilíneos; porque los datos pueden

corresponder á cuantos triángulos se quieran ; pues ti

rando las ¿c, ¿V, paralelas á BC (fig 141), los tri

ángulos ABC, Abe, A¿V, y otros muchísimos que se

podrían formar, todos son equiángulos y por consi

guiente tienen los mismos datos. Pero como en este

caso los triángulos son semejantes (33 1) y tienen sus la

dos proporcionales, la Trigonometría manifiesta de un

modo general la relación que tienen entre sí.

440 Para fijar esta relacicn, y que quede determi

nada, cüando se conoce uno de los lados, se ha inven

tado un conjunto d sistema de líneas , que se llaman

líneas trigonométricas ; las cuales están dotadas de dos

propiedades importantes: i? Que con su magnitud y

signo determinan la magnitud absoluta de un arco, y

de consiguiente la del ángulo de que es medida ; y 2?

que dichas líneas son proporcionales con los latios de

triángulos.

441 Para darlas i conocer, consideremos un arco

cualquiera AB (fig. 144), que teniendo su principio ú

origen en A , vaya á terminar en cualquier punto B de

la circunferencia; y lo que se diga de este arco se de

bí rá entender del ángulo ACB de que es medida. Esto

supuesto, se llama seno recto 6 seno de un arco, la per*

peodieular tirada desde uno de sus estremos al radio 6

diámetro que pasa por el otro estremo; así, BD es el

seno del arco AB, La parte AD del radio 6 diámetro

interceptada entre el principio A del arco y el pie D del

seno, se llama senoverso del mismo arco AB. Si en el

principio A del arco se tira la tangente indefinida Ae, y

se prolonga el radio CB hasta encontrarla en E , la parte

AE se llama tangente trigonométrica ó tangente del arco
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AB; y el radio CB prolongado hasta encontrar á la tan

gente, esto es, la GE, se llama secante del mismo arco;

de manera que la tangente y secante se terminan mu

tuamente la una á la otra. Así, íe dice que la tangente

de un arco es la parte de la tangente tirada en uno de

sus estremasy hasta encontrar al radio que pasa por el

otro estremo ; y secante es el radio prolongado que pasa

por un estremo, hasta encontrar á la tengente tirada en

el otro estremo. Donde se ve que todo arco tiene cuatro

lineas: un seno, un senoverso, una tangente y una se-

cante.

442 Si consideramos ahora el arco BF, la BU será

su seno, FH su senoverso, FG su tangente, y CG su

secante; y suponiendo que ABF sea un cuadrante, BF

será complemento de AB, y las líneas BH, Ffí, FG,

CG, serán las líneas del complemento de AB. En mu

chas ocasiones se hace uso de estas , refiriéndolas todas

al arco primitivo; por lo cual á cada arco correspon

den ocho líneas trigonométricas: cuatro, propiamente

suyas, y cuatro de su complemento, á saber: seno, se -

noverso, tangente, y secante, y las del complemento

que se espresan coseno, cosenoverso, cotangente, y cose

cante. Para introducir estas líneas en los cálculos , solo

se escriben las letras indispensables para que no se con

fundan unas con otras j así solo se pone sen. , sen.ver.,

tang. , sec. , eos. , cos.ver. , cot. , y.cosec. ' -\

Cor. 1? Gomo BH=GD , por lados opuestos del rec

tángulo DCHB, se sigue que CD también será el co

seno de AB, y por lo mismo en tirando el seno de un

arco, la parte interceptada entre su pie y el centro es

él coseno de dicho arco, t ¡ ,<n>«: ' . ■•• ' -..t ■• s.

Cor. 2Í Luego si espresamos en términos trigonomé

tricos la proporción (333, 1?), dirá que el senoverso

de un arco ó de un ángulo es d su seno como el mismo seno

es á la suma del radio y del coseno del. mismo, ángulo.

443 Teor. El seno de un arco es la mitad déla

cuerda, de un arco duplo. 1. . ' :<

Dem. Porque si prolongamos el seno BD hasta que

vuelva a encontrar a la circunferencia por abajo en

*
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el punto S, tendremos que por ser CA perpendicular

a BS, la dividirá (293) en dos partes iguales en D, y

también (294) al arco BAS; por consiguiente

sen.AB=BD=¿BS=|cuerda BAS^cuerdaaAB,

que era L. Q. D. D.

Cor. Gomo (290) la mayor cuerda de un círculo es el

diíunetro, resulta que su mitad, que es el seno de un

cuadrante , ó el radio es el mayor seno que se puede con

siderar.

444 Teor. Conocido el radio de un circulo se conoce

el valor absoluto de tres líneas trigonométricas , á saber:

el seno de un cuadrante , que es el mismo radio y la tan

gente dé 45o, que también es igual al radio; y el seno

de 30o que es igual á la mitad del radio.

Dem. 1 ? Esta fundado en lo qué se acaba de demos

trar (443 cor.). '' o!-

2^ Si se supone -el arco AB d el ángulo ACB de 45o,

el AEG valdrá también 45o; luego el triángulo EAG

és istísceles, y da AEi=AC, tí tang. 45°=R.

- 39 Si el arco AB fuese de 30o, su duplo BAS valdría

60o, y la cuerda BS sería lado de exágono regular que

es (317 cor. 8?) igual al radio R; luego.au mitad BD tí

gen'. 30^1=^, que eí hí Q. B. Di- -Ur.

445- Teor. Dado el seno de un arco y él radio, se

pueden, determinar en valores suyos todas las demás lí

neas trigonométricas. .í • '■' :. >■

Dem. El triángulo BDG rectángulo en D, dará

(33 2 ¡cor.) BDVDC^BC4 (a), tí DC=V'BG3-BD2 (b);

y sustituyendo sus valores, será eos— R2—sen.2 (c).

Haciendo R=i , las ecuaciones de arriba se convier

ten en >¿ 1 ií*'"' ' ■. .• 1

t". •. «en.2-^cos.5=:i-(d)T eos.—Vi—sen.2 (e)i

• 1 'Aliota, por- ser AE también perpendicular á AC,

las BD , y AE serán paralelas , y los tiiángulos semejan

tes AEG, KDC darán *, . »

DGiAC::BD:AEirBC.EC ; tí eos.: 1 ::sen.:tang.:: 1 :sec.

Donde despejando la tangente y la secante, refirién-
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donos á la primera razón , se tendrá

sen. sen.

tang.= =(e) — (fy

eos. \/ 1 —sen.2

iXi i i

sec.— = =—' (g).

eos. eos. V^i—sen.3 ' .'

Los triángulos BDC , GFG también son semejantes,

por ser ambos rectángulos , el uno en D y el otro en F,

y tener ademas el ángulo DBC=GCF por alternos inter

nos entre las paralelas BD, FG , siendo GG la secantej

luego darán

BD:CF::DC:FG::BG:CG, ó sen.:i::cos.:cot.::i:cosec.

/•..i' '— . ■ ?os*. Vi—sen.4

De donde sale cot.=^—= (e) — (h),

-i . sen.. ., ¡.¡...

1X1 ■''*» :

y cosec.=r——=— (i). '

sen. sen. '

Las ecuaciones (e)»,(f), (g), (h), (i), mani-

ñestan que todas las líneas trigonométricas dependen del

seno y del radio. L. Q. D. D. --: . :> 1 •< ■• ■■

Esc. Es muy conveniente encomendar á la memoria

las fórmulas ' 1 11

sen. i eos. ■' i

tang.rr , sec.= -fl cot.== , y cosec.=-—,

eos,, j eos, . '. sen. sen.

por las muchísimas transformaciones de. que son suscep

tibles , y que cada una da un valor particular para la

línea que se despeja. Ademas} debe observarse ' que el

triángulo rectángulo CAE da AC^EC^AE2,

ó i=sec.s—tang.2, que también da seci2=i+tang.sj

,' , i

y como. de. la (ec. g) se saca cos.= , será , ,'.

• , .. V . sec. . / . •

. . / . . ' i .. i • ■ •.•.•<

* -i cos.2= =—i .

sec.2 i-f-tang.2
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446 Entendido esto, para determinar las alteraciones

que corresponden á las líneas de un arco , por las que pue

dan sobrevenir al mismo arco , y manifestar la generali

dad de las fórmulas halladas, y su conformidad con sus de

finiciones y construcciones geométricas, prescindiremos del

senoverso y cosenoverso , y principiaremos fijando las ideas

del modo siguiente,

Sea A el principio ú origen de. todos los arcos que va

mos á considerar ; y todos los arcos que se cuenten desde

A hacia B , F , etc. serán positivos , y todos los que se cuen

ten desde A hacia S , Y , serán negativos. Sea LA¿ una tan

gente indefinida, donde se han de contar todas las tangen

tes, llamando positivas las que se cuenten desde A para

arriba, y negativas las contrarias; sea GFV una cotangen

te indefinida) donde se han de contar todas las cotangentes, lla

mando positivas las que se cuenten á la izquierda del pun

to F , y negativas las que se cuenten á la derecha ; sea AP

el diámetro sobre que se han de tirar perpendiculares todos

los senos , llamando positivos los que estén por la parte

de arriba, y negativos los que estén por la parte de abajo;

sea este mismo diámetro donde se han de contar los cose

nos, llamando positivos los que estén á la izquierda , y ne

gativos los que estén á la derecha del centro C; y como las

secantes y cosecantes varían de dirección á cada arco , sin

que haya linea ni punto fijo en que se puedan contar, solo

las llamaremos negativas cuando no cumplan exactamente

con su definición ; ó lo que es lo mismo , cuando no sea

el radio que pasa por el otro estremo del arco el que en

cuentra á la tangente, sino el radio que está en dirección

opuesta.

Sentado esto , s! el arco AB crece y se convierte en AB6,

su seno bd será mayor que BD ; porque á mayor arco

b\t corresponderá mayor cuerda que á BAS , esto es(

¿¿>BS; luego ¿<!>í>£BS , ó sen.AB¿>sen. AB.

El coseno Gd será menor que el CP del primero , porque

es parte, respecto de él. La tangente Ae será mayor que la

AE del primero; porque como la ha de. determinar la se

cante Cb , y esta pasa por fuera de la CE, la irá á encon

trar mas arriba (ó por fuera) del punto E. La secante Ce

ha de ser mayor que. la CE , por separarse mas de la perpen

dicular CA. La cotangente. Fg debe ser menor que. FG , por

que debiéndola terminar el radio Cb prolongado, y estan

do este entre CG y CF, deberá encontrar á la FG Antes del



TKIGONOMETRIA RECTILINEA. 43 1

pimío G. La cosecante Cg debe ser menor que la CG; por

que se separa menos de la perpendicular CF. Luego cuan-

do crece un arco sin llegar al cuadrante , crecen sus li

neas y menguan sus colimas, ■ ,

Esto mismo lo confirman las fórmulas (US) que espresan

sus valores.

44" Si el arco ABi continúa creciendo, y se convierte en

el cuadrante ABF , entonces de las seis líneas trigonomé

tricas , dos son iguales con cero, á saber, el coseno y la.

cotangente ; dos con el radio , á saber , el seno y la cose

cante y dos infinitas , á saber , la tangente y la secante»

En efecto , el coseno se reduce á cero ; porque, habién-1

dose confundido el estremo del arco con el radio CF, no

hay distancia ninguna entre el pie del seno y el centro.

La cotangente lo hace igualmente, porque ha de serla par

te de la tangente geométrica levantada en el punto F, y

comprendida entre dicho punto y el parage en que la en

cuentre el radio que pasa por F; luego para encontrar á

dicho radio no necesita salir ni separarse del punto F, y

por lo mismo se reducirá á cero dicha cotangente.

Siendo el seno entonces la mitad de la cuerda de i8o°

ó 1t , que es el diámetro, se convierte en el radio. La co

secante es también igual al radio ; porque la cosecante es

el radio prolongado hasta que encuentre á la cotangente,

que se ha reducido al punto F ; luego no so debe protón-*

gar nada dicho radio para encontrar á la cotangente.

Finalmente, la secante y tangente son infinitas; porque

siendo ABF un cuadrante, la FC es perpendicular á ACj

y siéndolo también la AE, resulta que estas dos líneas

son paralelas, yno se pueden encontrar; luego serán infinitas.

Todo esto lo dan á conocer también las fórmulas bailadas

(44-r')" como cualquiera puede comprobarlo .

448 Sea ahora el arco AFM; y se tendrá su seno

MN positivo, su coseno NC negativo, su tangente AL

negativa, y su secante CL negativa. Porque la tangente

cae por la parte da abajo del punto A, y la secante en

vez de ser el radio CM prolongado háciaQ, es al con

trario prolongado desde C hacia L. Para deducir sus va

lores negativos, como deben ser, consideraremos los trián

gulos semejantes CNM,CAL, que dan

CN.CA::NM:AL::CM{CL,

ó —eos.: 1 a sen.:tang.:: i :sec.
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sen. i

de donde sale tang.= , y sec.= .

eos. eos.

La cotangente FV es negativa , y la cosecante CV

es positiva ; la cotangente es negativa, porque va des

de F hácia la derecha j y la cosecante es positiva , por

que siendo la secante del complemento , es exactamen

te el radio prolongado que pasa por el estremo del arco

hasta encontrar á la cotangente.

Comparando los lados de los triángulos semejantes

CMN, CPV, se obtienen estos mismos resultados.

449 Supongamos que continúa el arco creciendo;

y se convierte en AFP ; y se tendrá su seno =0 , su

cos.=—1, su tang.=—o, su sec.=—i; su cotangente

FV y su cosecante CP, prolongadas llegan á ser paralelas,

y por consiguiente son infinitas.

450 Sea ahora el arco AFPZ, y se tendrá su seno

ZN negativo; su coseno CN negativo; su tangente AEposi

tiva; su secante CE negativa (porque en vez de ser el radio

CZ prolongado hácia X , es el mismo radio prolongado

hácia la parte opuesta ) ; su cotangente FG es positiva;

y su cosecante CG (que son las líneas del complemen

to FPZ del arco que consideramos ) es negativa ; la pri

mera por ir desde F hácia la izquierda; y la segunda,

porque en vez de ser el radio CZ prolongado hácia X,

lo está al contrario.

Sus valores se deducen de los triángulos semejantes

CNZ, CAE, y de los CNZ, CGF.

451 Supongamos ahora que el arco llega á ser los

tres cuadrantes, esto es, AFPY; y tendréinos su seno

CY negativo é——i; su coseno, que se reduce al punto

C, será——o; su tangente AE llega á ser zroo ; y su

secante CE=—00 (porque vienen á ser paralelas ); su

cotangente se reduce al punto F, y por consiguiente

es=o ; y su cosecante se reduce al radio -CF negativo,

o——1.

452 Sea ahora el arco AFPYS el que vamos á con

siderar , y tendremos su seno SD negativo ; su coseno

CD positivo; su tangente AL negativa; su secante CL
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positiva: su cotangente FV negativa; y su cosecante CV

igualmente negativa.

Para deducir sus valores se consideran los triángulos

semejantes CDS, CAL, y los CDS, CFV.

453 Supongamos ahora que el arco llega á ser toda

la circunferencia; y tendrá su seno=—o; su coseno=ij

su tangente=—o; su secante=i ; su cot.=—ooj su

cosec.——oo.

454 Si el arco continuase creciendo, se tendrían los

mismos valores que antes, con solo añadir una, dos 6

mas circunferencias á cada arco de los que acabamos de

considerar.

455 Supongamos ahora que. el arco AB, en vez de ir

creciendo, va menguando (con lo cual menguarán sus lí

neas y crecerán sus colíneas) hasta llegar á cero, y ten-

dre'mos: su seno ~o; su cosenorzi; su tangente— o; su

secante=i; su cotangente=co; y su cosec.=oo. Don

de es digno de notarse que todas las líneas de un arco

cero son las mismas que las de la circunferencia enteraj

pero se diferencian en posición, escepto el coseno y la

Secante.

456 Supongamos ahora que el arco continúa men

guando todavía , o por mejor decir, que crece en un

sentido opuesto al de antes, y se llega á convertir en AS-,

y tendremos su seno SI) negativo; su coseno CD posi

tivo, su tangente AL negativa; su secante CL positiva;

ta cotangente FV negativa; y su cosecante CV también

negativa.

La cotangente del arco negativo AS será la tangente

del complementa le dicho arco; pero el complemento de

1111 arco negativo debe ser este mismo arco mas un cua

drante; luego el complemento de que tratamos es todo

el arco SAF ; y como la tangente de este arco es la FV

negativa, y su secante es la CV también negativa, resul

ta que la tangente y cosecante del arco negativo son

negativas.

Luego cuando un arco pasa de positivo á negativo,

solo varían de signó el seno, tangente, cotangente y cose-

Tom L 55



434 TRIGONOMETRIA RECTILINEA.

cante ; y permanecen las mismas la secante y el

coseno.

45 7 Todo lo espuesto manifiesta la perfecta confor

midad de las formulas de las líneas trigonométricas con

su misma deíinicion y construcción geométrica; y se de

duce que como todas las líneas vienen espresadas en el

seno y el coseno, tu sabiendo los valores absolutos y sig

nos de estos, se hará la sustitución conveniente, y se

tendrán los valores y signos de todas las demás lineas tri

gonométricas.

458 Para hacer esta sustitución con facilidad, con

viene tener bien presente que en el primer cuadrante, que

se considere, se tienen senos y cosenos positivos; en el

2? senos positivos y cosenos negativos; en el 3? senos y

cosenos negativos; y en el 4? senos negativos y cosenos

politivos.

459 Consideremos ahora dos arcos AFM, PM, que

el uno tenga su origen en A , y el otro en P, y que

sean el uno suplemento del otro , d entre los dos valgan la

semicircunferencia , y tendrémos que el seno MN con

viene en un todo á ambos arcos. El coseno MT o CN

es también el mismo en magnitud para los dos arcos

AFM, MP; pero se diferencian en posición, pues res

pecto del AFM se cuenta desde el pie N del seno hácia

el principio A del arco , y en el MP se cuenta desde

el pie del seno hácia la parte opuesta del principio P

del arco MP. La cotangente FV conviene en magnitud

á los dos arcos AFM, MP, pero se diferencian en posi

ción , por razones análogas á las anteriores. Los trián

gulos CAL, CPQ , por tener CA=CP, los ángulos en

C iguales por opuestos al vértice , y los en A y P por

rectos, son iguales (261), y dan AL—PQ, CL—CQ; lo

que manifiesta que la tangente y secante del arco AFM

son iguales en magnitud á las del arco PM; pero ambas

se diferencian en posición, porque la tangente AL del

primero se cuenta en un sentido opuesto á aquel en

que se ha contado el arco; y la PQ del segundo se

<:uenta en el mismo sentido que su arco. La secante CL

iel arco AFM, en vez de ser el radio prolongado que
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pasa por el estremo M del arco, es la prolongación de

este radio en un sentido opuesto; la secante CQ del arco

PM es positiva ; porque cumple exactamente con su de

finición. Esto mismo sucede á la cosecante GV, y de

consiguiente conviene en magnitud y posición á ambos

arcos. De donde resulta , que las líneas de un arco son

las mismas en magnitud que las de su suplemento ; pero

se diferencian en posición, escepto el seno y la cose

cante, que convienen en todo á ambos arcos.

Cor. gener. De toda la doctrina espuesta se deduce

que si espresamos por ¿tt el cuadrante ABF y por m el

arco BP , será

sen. AB=sen.(ABF—BF)=sen.(í'7r—7w)rrBD=cos. ra,

y eos. AB=cos.(g7r—/»)=BH=rsen./».

Si se hace FM=ra, será

sen.AFMrrsen.^Tr-i-ra^lVrN^cos.ra,

y eos .AFM=cos.(Jft-i-m)——CN=:—sen.ra.

Y si hacemos PMzm, será

sen .AFM=sen.(AFP—PM)=sen.(ir—ra)=MN=sen .ra j

y eos. AFM=cos.(7r—ra}=—CN=:—cos.ra.

460 Puesto que dado el radio R de un círculo, se

conoce el seno de un cuadrante y la tangente de 45o,

que son iguales con él, y el seno de 30o que vale la

mitad del radio, y conocido el seno de un arco se pue

den conocer todas sus líneas trigonométricas, vamos á

ver como por su medio se podrán calcular las de todos

los arcos j para lo cual se tienen las tres proposiciones

siguientes , en el supuesto de ser el radio R—i , y de

que para indicar el cuadrado de una línea trigonomé

trica de un arco A, por ejemplo de un seno, se escri

be indiferentemínte sen.7A, ó sen. vi2, etc.

1? Dado el seno de un arco A, el seno de la mitad

viene espresado por sen.í-A=i 1—sen. A,

Dem. Sea (fig. 143) el arco AKB=A , y BD ta seno;
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con lo cual tendremos que si tiramos la cuerda AB,

mitad AE será el seno pedido ; y como

AE=JAB=(§333 , cor. 1?) ¿V2ACxAI?=

¿VaAC(AC—CD)—\S/~zk 1 ( 1 —eos.AHB)=

¿V 2—acos.AHB=|-V/2—2cos.^/r

—sea.2^, que es L. Q. D. D.

2? Dados los senos y por consiguiente (445) los cose

nos de dos arcos A , B , los senos y cosenos de la suma

y diferencia de dichos arcos son:

(sea.(A-i-B)—sen.Acos.B+sen.Bcos.A(m),

\cos.(^-kB)—cos.^eos.ü—sen.^sen.-B (n) ,

1 sm.{A—-B)=sen^cos.B—senScos^í.

| cos.(^—B)—cos.Acos.B-t-sea.Asei\.B.

Dem. Sean (fig. 144) AB=A, y BD=B, los arcos

dados ; colocando el uno á continuación del otro, será

ABD=AB-kBD=^-kB, y poniendo el BD desde B

hasta M será AM=AB—hD=A—B;

luego bajando las perpendiculares DF , MP al radio AC,

/DF=sen.ABD=sen(y-KB), )

será )CF=cos.ABD=cos.(^+2?), ( (
sera )MP=sen.AMrrsen.(^-£), ( W

(CP=cos. AM=cos.(^—B), )

Para determinar estas líneas en valores de las de

los arcos dados, tiraremos la cuerda MD, y el radio

CB que (294 esc.) le será perpendieubr , y también ti

raremos la BE perpendicular á la AC, y tendremos

que las líneas de los arcos dados

serán (BE=sen.^, CE=cos.ví,
SM n ^DH=sen..B, CH=cos.5.

Si ahora tiramos la HK paralela á BE, y las HL,
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darán

MN, paralelas á la AG, y observamos que los trián

gulos MNH, HLD (por tener MH=HD por lo dicho

ántes , el ángulo HMN=DHL por correspondientes en

tre las paralelas MN , HL siendo MD la secante , y el

ángulo MHN=HDL, por la misma razón entre las pa

ral-las HK, DF, siendo también la secante MD) son

iguales , y dan MN=HL, y NH=LD ; las líneas DF,

CF, MP, CP que tratamos de conocer, las podre'mos

espresar del modo siguiente:

DF—DL+LF=DL-i-HK ,

I CF^rCK—FK=CK—HL ,

I MP=NK=HK—NH:=HK—DL,

CP=CK+KPrCK+MN-CK-4-ÍIL.

Puesto que los triángulos CBE, CHK son semejantes,

CB:CH::!;E:HK::CE:GK,

ó 1 :cos.B::*en.^:HK::cos. A:CK,

que despejando el cuarto y sesto término, refiiiéndo-

nos á la primera razón , se tendrá

HK—senteos.5, CK—eos.vicos.B.

Los triángulos CiíE, DHL, por tener sus lados per

pendiculares, serán (331 cor. 4?) semejantes y

darán í CB:DH::BE:HL:CE:DL ,

\o 1: sen.£::sen.^:HL::cos.^í:DL,

de donde resultara,

HL~sen.^sen._B, DLrrsen..Bcos.^.

Luego sustituyendo estos valores en las ecuaciones

(P), y poniendo los primeros miembros por segundos,

nos resultará

f sen.[A-^-B)~senteos.B-t-sen.2?cos.^.

\cos.(^-t-.B)~cos.^cos.B_sen.^sen.B.

, sen.(A—B)—sen.Acos.B—sen.jBcos/i.

• cos.(A—Bj—cos.AcbS.B-hsen.Ason.B.

que es L. Q. D. D.

3? Dado el seno, y por consiguiente el coseno de un

arco A , el seno y coseno del arco duplo son

sen . 1A—2 sen .Acos.A=:2 senAV 1—sen.2A (p) ,

cor . 2 A—¿QS,2A—szn.?Á= 1—2sen.2A (q) .
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Dem. No hay mas que hacer en las fórmulas ante

riores B—A , y sustituir después en vez de cos.A su

igual "y i—sen.* A, y i—sen.2^ en vez de cos.2^.

Cor. Si hacemos iA—A' , sera A—\_A' ;

y si sustituimos en las fórmulas anteriores, se tendrá

stn.A'—i&tn.\A'cos.\A';

cos.^'=cos.2tA' —senz%A' ;

y como cos.2§^4'=i—sen.%A\ será

cos.^'zzi—sen.^'-sen.2^^!—2sen.2i^'.

461 Si en la fórmula (m) se hace jB=zA, se conver

tirá en sen.3^i'=:sen.^cos.2^/-j-sen.2^/cos.^j

y poniendo en vez de eos. 2^, sen. 2A, y cos.A, sus va

lores (q), (p) y (e) (445) todo espresado en valores del

seno, se tendrá sen.^A=zsen.A(i—zsen.^A)-^

z.sen.AX^ 1—sen.2^/xV/i—sen.2^/=

sen.A—2sen3.^-H2sen.^/(i—sen.*A)—

sen.A—2senA/r/-)-2sen.^/—2sen.3^zr3sen.^—4sen.3^/}

que es la fórmula que espresa el seno del arco triplo en

valores del arco sencillo. Igualmente se puede hallar

el coseno del mismo arco; y por procedimientos análo

gos se pueden determinar todas las lineas trigonométri

cas de cualquier arco múltiplo de otro dado.

462 Ademas de la propiedad de determinar la mag

nitud del arco, se verifica también que todas las lineas

trigonométricas son proporcionales con los radios de los

circuios con que están trazados los arcos.

Dem. En efecto, si suponemos que haciendo centro

en C (fig. 145) vértice del ángulo DCG, se trazan con

los radios CA, CD, dos arcos de círculo AB, DG, y

bajamos desde A y D, las AP, DE perpendiculares á

CG , resultará que serán los senos respectivos de los

arcos AB, DG, que tendrán un mismo nrimero de gra

dos por ser ambos medida del ángulo DCG; las líneas'

CP, CE, serán sus cosenos; y levantando en B y G

las perpendiculares BN, GM á la CG, serán las tangen
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tes , y CN , CM las secantes. Ahora , los triángulos se

mejantes CDE, CAP, dan

CD:CA::DE:AP::CE:CP,

ó poniendo en vez de estas líneas sus valores, y acen

tuando las líneas correspondientes al radio CA, que

también señalare'mos con la R' acentuada, será

2¿:ü'::sen.:sen.'::cos.:cos/(a);

los triángulos semejantes CGM, CüN, también darán

CG:CB::GM:BN::CM:CN,

ó Ji:R'::tang.:tang/::sec.:sec/(b).

Ahora, completando los cuadrantes GDR, BAQ, se

tendrá que RS, QO, serán las cotangentes de los arcos

GD, BA; y CS, CO serán las cosecantes ; y los trián

gulos semejantes CSR, COQ darán

CR:CQ::RS:OQ::CS:CO,

6 i^R/ixot.xot.'xcosec.rcosec.Xc).

Y como las tres series de razones iguales (a), (b),

(c), tienen común la razón R:R\ enlazando las demás

porque son iguales, se tendrá i^-R'^sen.rsen/iicos.xos/::

tangítang'iisec.isec/íxot.ícot/i.-cosec.xosec.'

Cor. Luego si repecto de un radio cualquiera se cal

culan estas líneas para todos los arcos, y al lado de

cada arco se pone el valor de las líneas trigonométricas

que le corresponden, las tablas que las contengan servirán

para hallar estas mismas lineas cuando correspondan á

otro radio; y ademas, por medio de ellas cuando se dé un

arco, se podra determinar la magnitud de sus líneas

trigonométricas., y dada una línea tirgonométrica , se

podrá hallar el valor del arco á que corresponde.

463 Las tablas que se formasen de este modo, esto

es , que contuviesen el valor de las lineas trigonome'tri-

en partes del radio, se llaman tablas trigonométricas na

turales; pero como todos los cálculos se hacen por me

dio de proporciones , para hacer las operaciones con fa

cilidad y prontitud , se ha tomado el medio de que las

tablas contengan, no las líneas trigonométricas natu

rales, sind el logaritmo correspondiente á dicho núme

ro de partes del radio á que ^equivalgan ; y en este

caso, que es como las usamos, se llaman tablas tri
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gonométricas artificiales. Las de D. Tadéo Ldpe y Agui-

lar, que como ya hemos dicho en otra ocasión, son á

lasque nosotros nos referimos , están calculadas de 10

en 10. segundos; cuya construcción y uso omitimos por

razones análogas á las espuestas (208), y pasaremos

á la

Resolución de los triángulos rectángulos.

464 Para la resolución de los triángulos rectángulos

sola se necesitan dos proporciones generales, que se lla

man analojias.

1? El radio de las tablas es al seno de uno de los

ángulos agudos, como la hipotenusa es al cateto opues

to á dicho ángulo agudo; ó el rádio de las tablas es

al coseno de un ángulo agudo , como la hipotenusa es al

cateto adyacente á dicho ángulo agudo; que puestas en.

proporciones dan ,

( ürsen.aiig ag.::hipot.:catet.op.,

( i?:c03.áng.ag.::hip.:cat.ady.

Dem. En efecto, sea CDE un triángulo rectángulo cual

quiera; si con una parte CA, igual al radio de las tablas,

se traza el arco AB, y se tira la perpendicular AP, esta

será el seno que se halle en las tablas, y CP el coseno;

y los triángulos CAP, CDE, serán semejantes (328) y

darán

rCA:AP::CD:DE, ó üisen.áng ag.::hip.:cat.op.,

\CA:CP::CD:CE, ó üxos.ang.ag ::hip.:cat.ady.

Esc. Como el radio de las tablas se considera igual

con la unidad, rt sulta que bailando el cuarto término

en las dos proporciones de arriba.

, rDE=:GDxAP=hip.Xsen.áng.op. áDE,

\CE=CDxOP=bip.Xcos.áng.ady. á CE,

cuyas espresiones manifiestan que un cateto de un trian'

guio rectángulo es igual á la hipotenusa multiplicada por

el seno del ángulo opuesto, ó por el coseno del ángulo

adyacente, tomados en las tablas.
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465 2? El radio de las tablas es á la tangente de uno

de los ángulos agudos , como el cateto adyacente á dicho

ángulo es al cateto opuesto, ■ • • • ■ ■•

o .Rrtang.áng.ag.-cat.ady.rcat.op.

Dem. Porque si después de haber descrito el arco AB

con el radio CA, igual al de las tablas, se tira la per

pendicular BN , esta será la tangente trigonométrica del

ángulo en C ; y los triángulos semejantes

CBN, CDE, darán CB:BN::CEibE,

6 2?:tang.áng.ag.::cat.ady.:Cat.0p. (A), L. Q. D. D.

Cor. De donde tomando el radio por unidad, re

sulta DErrCExBN, ó cat.=tang.áng.op.Xcaí.;

que quiere decir, que en un triángulo rectángulo cual

quiera., un cateto es igual á la tangente trigonométrica

de su ángulo opuesto multiplicada por el otro cateto»

Esc. Se usará la primera analojía cuando la hipo

tenusa entre en los datos ó sea lo que se busque , y de

la segunda cuando no.

466 Esto supuesto, para resolver el triángulo ABC

(fig. 146) rectángulo en C, en que se da la hipotenusa

ABrr3'¿7 varas, y el ángulo A=32°25' se escri*

ben los datos dentro de una llave como se ve en (M),

y las partes que se buscan dentro de otra (N); se

restará el ángulo A de 90o , y se hallará el B de

57°34'44",3.

(M) '• ; . m

Ang.C=90°¡. /Ang.2?—

^Ang.A—:

 

=327 varas.

lAng.A=32°25'i5",7

Para hallar los lados BC, AC, nos servirá la prime

ra analojía alternada, que será

R:327::sen.32025/i5//,7;BC::cos.32°25/i5",7:AC.

Que hallando por logaritmos el cuarto y sesto tér

mino , refiriéndonos á la primera razón , será

Tom. I, 56
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ÍIog.sen.32°25'io"= 9,7292566

part.corresp.á5",7= 180

log-327 = 2,5145478

compl.log.R .... — o,

suma d log.175,317^2,2438233

Ílog.cos.32°25/io/'= 9,9264176

part.corresp.á5",7=: —76

log-327 = zí5M5478

compl.log.R . ... — o,

suma d log.276,03 1=1*2,4409578$

cuyos valores se colocan en la llave (N) y se tiene re

suelto el triángulo.

Esc. Si se conociese la hipotenusa y un cateto, se

despejaría en la analojía general el segundo y cuarto

término , y quedaría resuelto el triángulo.

467 Si se diesen en el mismo triángulo un cateto AC

y el ángulo A , como se ve en (M) j para hallar el án

gulo 2?, se restará el A de 90o, y se tendrá el

B de 50o33'23",2 como se ve en (N).

(M) (N)

, AC=82g varas. f B=5o°33'23",2.

4ng.^=39°26/36",8. < BC=682,oo4 varas.

,Ang.C=9o°. l.AB=i 073,485.

Para hallar el lado BC nos servirá la segunda analo

jía, que dará R:tang.39°26/36//,8::829:CB,

que por logaritmos será :

nog.tang.39°26/3o"= 9,9152034

. Qg Jpar.cor. á. . . 6",8= 292

°g* _ )log-829 — 2?9l85545

\ compl.log.R . . . . o,

{

suma ó log.682,oo4=*2,833787i
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El lado AB le hallarémos por la primera analojía

nvertida, que dark cos.39°26/36'/,8:R::829:AB,

que por logaritmos, será:

fl°g-329 . , .=3 2,9185545

log.AB— i log.R. . . . , =10,

^com.log.cos.39 °2 6'3 6",8= o, 1 1 2 24 1 6

suma ó Iog.i073,485=*3,o30796i.

Esc. 1? Si se diesen los dos catetos, se despejaría el

segundo término de la proporción (A,465), y después se

hallaría la hipotenusa 3 con lo cual quedaría resuelto el

triángulo.

Esc. 2? En los triángulos rectángulos se pueden

siempre conocer dos datos sin necesidad de analojías, á

saber , un ángulo en conociendo los otros dos (lo cual

conviene igualmente á los oblicuángulos ) ; y uno cual

quiera de los lados , cuando se conocen los otros dos

(23 2 cor.).' Aunque es mas sencillo en estos casos el cál

culo logarítmico , sin embargo, aquel puede servir de

comprobación , como se Ye en el primer caso , en que se

tiene 2272—I75iZ i^+vjbiOT,!* con menos dedos dé

cimas de diferencia, que en nada influyen.

Resolución de los triángulos oblicuángulos.

468 ' La resolución de los triángulos oblicuángulos

esta fundada en esta proposición general : ^

■Los senos dé los ángulos son como sus lados opuestos.

Dem. En efecto, si al triángulo ABC (fig. 147) cir

cunscribimos un círculo , y desde el centro O se tiran

las OQ , OR , OS , perpendiculares á las AC , CB , AB,

y se ¡une también el centro O con los vértices de los án

gulos , se tendrá que ei ángulo ABC será igual al AON,

porque ambos tienen por medida el arco AN $ y como

el seno de AON es AQ=|AC, este mismo será el seno

del ángulo ABC, ó sen.ABC=ÍAC.

Asimismo será sen.BCA=-¿AB, y sen.BAC=jBC,

y formando tres razones de igualdad , será

sen.ABC:íAC::sen.BCA:¿AB::ren.BAC:¿BC.
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Multiplicando por 2 los consecuentes, y escribiendo

abreviadamente, será- '

sen.ABC.sen,BCA:sen.BAC: :AC:AB:BC,

°" (335 esc. 1?) mas general • • ■ >

sen../í:sen.JB:sen.C::a:¿:c, que es L. Q. D. D.

469 Pasemos á resolver algunos ejemplos, y sea el

primero , dados dos lados y el ángulo comprendido , ha

llar el otro lado y los dos ángulos.

Para poder aplicar á este caso la analojía general,

es necesario demostrar que la suma de dos lados de un

triángulo es á su diferencia , como la tangente de la se

misuma de los ángulos opuestos á dichos lados (*) es á

la tangente de su semidiferencia.

Para lo cual , la proporción general

gen.^:BC:;sen.5:AG, dará (§ 184, 6?)

sen.^-+-sen.jB:sen.^—sen.jB::BGH-AC:BC—AC (m).

Sean ahora, BS, CP (fig. 148) los senos de dos arcos

AB , AC ; si se tirá;fll diámetro AM y se prolonga la BS,

será (294) el arco AD=ACB; por consiguiente se tendrá

DAC=AB-f-AC , y CB=AB-A.C.

Tírese ahora la CP paralela al diámetro AM, ;- .

, \ DE=DS+SE=BS-t-CP;-j¡eu.AB-f-sen.AC,
Y sera ( BE=SB—SE=SB—CPzzsen.AB^sen.AC.

Si se tiran las cuerdas BF, DF, y con un radio FG

igual al del círculo , se describe un arco hGK , se tendrk

GK—ICAí):=J (DA-+-CA)=£(BÁ-¡-A C) , pór ser ambas

es presiones medida del ángulo DFG; por la misma ra

zón será GA=-¿BC=i(AB—AC).

Luego si pór el punto G se tira la:tangente ZGL,r la

parte GL será la taflgente^del arco GK=|(AB-)-AC) , y

la parte Gl será la tangente del arco GA==¿(AB—AC).-

(*) En xez de la tangente de la mitad de los ángulos opuestos

á dichos lados, podríamos decir, como la cotangente de la mitad

del ángulo comprendido. Este enunciado , á primera vista , parece

mas sencillo; pero , en la práctica , viene á ser mas complicado.
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Pero los triángulos DEF, FGL, BEF, FGl

dan FE:FG::DE:GL, FE:FG::BE:G/,

que dan DE:GL::BE:GZ , ó DE:BE:;GL:GZ ;

y sustituyendo en vez de estas líneas los valores que he

mos hallado ántes , se tendrá

sen.AB-+-sen.AC:sen.AB—sen.AC::

Ung4(AB-f-AC):tang,l(AB—AC) (n),

que quiere decir, que la suma de los senos de dos arcos

ó de dos ángulos es á su diferencia , como la tangente de

la semisuma de dichos arcos es á la tangente de la semi-

diferencia.

Y como haciendo AB—A, AC=B, las proporciones

(m) y (n) tienen común la primera razón, las otras darán

BCh-AG:BC—AC::tang.¿(^-+-jB):tang.i<^'—B),

que es la proporción enunciada.

Pasemos ahora á la resolución del triángulo ABC

(fig. 149), en que se conocen los datos que se ven en Mj

{

(M) (N)

BC=z748 varas , ( ¿=55°35'49"'73-

, AC=659 varas J B=^°i7'41"\l7-

Ang.C=77°46/28",5. CAE=886,oi4 varas.

Y observaremos que conocido el ángulo C, la suma de

los otros dos A-+-B será también conocida , y sera

i8o°-77046/2 8",5=io20i3'3i//,5

yi(¿+B)=5i06'4S",7S.i

luego la proporción anterior se convertirá en

748-t-659:748-659::tang.5i06/45",75: tang.¿

d i407:89::tang.5i06,45,/,75:tang.¿(^—B);

de donde sale • ,

Hog.tan.5 1 °6/4o//— 1 0,0933536

log.tang.§(A-B)= ) P"-cor. á 5",75= *47

0 0 ^ ' Jlog.89 = 1,9493900

( compl.log. 1407.= 6,8517059

suma ó log.tang.4029/<j",98=i8, 8944742.
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Conocida la mitad de Ja suma y de la diferencia de

los ángulos A y B, tendremos (§ 154)

A=r5i06'45",75+402 9/3",9a=55035'49"173í

yB=5i06'45/,,75-4029r3^98=46°37'4'"i77-

Para hallar el lado AB tenemos esta proporción

sen.A:BG:;sen,C:AB

<* sen.55035/49",73.748::sen.77046/-28",5:AB,

que da

(l°g-sen 77046'2o//= 9,9900338

loe AB- ) Par-cor- h 8"'5= 39

jlog.748. = 2,8739016

( com.log.sen.55°35<4o",73= 0,083501 1

suma ó log. 886,01 4=^2,9474404

Con lo cual queda resuelto el segundo caso y las

partes buscadas son las que se ven en (N),

470 Dados dos ángulos y un lado , hallar el otro án

gulo y los dos lados.

Si en el triángulo ABC (fig. 150) se tienen los datos

(M), lo primero se hallará el tercer ángulo

, (M) . (N)

(-Ang.C=7405'37^6. r B=4'°3<J*S":7-

<J Ang. \=63°2 3/53//,7. i AC=65*,i6 varas.

V. BC=üÓ3 varas. (.AB—928,2 1 8 varas.

que será B=i8o<>-(7405,37",6+63°23'53</,7)=

l8o°—]37029/3l/<,3.c:4«03o'28//,7.

La analojía general sen. A:BC::sen.B:AC::sen.C:AB,

será sen.63 0 2 3A53",7: 863 : : sen. 4 1 °30- 2 8",7:AC: :

sen.7405/37",6:AB.

Despejando el cuarto y sesto te'rraino, se tiene

/log.sen 42°3o'2o"= 9,8297293

log.AC= )Par»T á 8",7= a 2°«

0 Jlog.863 = 2,9360108

( com.log.sen.63°23'53",7= 0,0485942

suma ó log.652,16— ^,8143543
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/log.sen* ; * . . . y4a$*3p*'~ 9,9830403

1 \Ti_ ipar.cor. á 7'',6= 46
log.Ai>_ jlog.863 .= 2,9360108

(comp.log.sen.63°^3'53//,7= 0,0485942

suma ó log.928, 2 l8=í2,9676499.

Con lo cual queda resuelto el triángulo , y el valor

de las partes buscadas es el que se ve en (M).

471 Dados dos lados y el ángulo opuesto á uno de

ellos , hallar el tercer lado y los dos ángulos.

Este caso se resuelve como el anterior, y puede ea

algunas circunstancias dar dos soluciones, porque los da

tos pueden convenir á dos triángulos (438).

472 Las construcciones preparatorias que hemos te

nido que hacer, se podrían evitar si entre las seis cosa*

que entran en un triangulo se pudiesen encontrar tres

ecuaciones; pues en este caso, dadas tres cosas , se ten

drían tres ecuaciones con tres incógnitas , que se despe

jarían inmediatamente. Para esto observaremos, que

(figs. 77 y 78) por lo dicho (335 esc. 1.) se tiene

cí=fl*+¿2±2AxCD;

y como (§ 464 esc.) CD=acos.BCD , y en la fignra

primera , que es la que da el signo -+- del ± , se tiene

cos.BCD=—cos.BCArz—cos.C,

sustituyendo este valor y sacando los análogos para los

demás, se tendrá c^zza^-hb2—2a¿xcos.C,

b2=a2-t-c2—2acxcos.B , a2=¿2-í-c,"*2£cxcos.A ,

que sirven para conocer un lado, cuando se conoceo

los otros dos y el ángulo que forman.

Despejando los cosenos de los ángulos, se tendrií

ai+tf-^c1 a*+c2—b2

co&.Czz — , eos.i?— ,

aab zac

cos.Arr-
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que sirven para conocer un ángulo cuando se conocen

los tres lados.

Esc. Estas formulas se pueden poner bajo una for

ma á que se puede aplicar inmediatamente el cálculo lo

garítmico.

Idéa general de la resolución de los triángulos esféricos.

473 Queda indicado, y ahora repetimos, que se lla

ma triángulo esje'rico una porción de la superficie de una

esfera , comprendida por tres arcos de círculo máximoj

tal es el ABC (fig. 151) que suponemos construido

en la superficie de una esfera , cuyo centro está en O,

y cuyos lados son los arcos de círculo máximo AB,

AC, BG.
Para fijar bien las ide'as, conviene saber que todo tri

ángulo esférico ABC determina en el centro O de la esfe

ra un ángulo sólido, compuesto de tres planos AOB, AOC,

BOC-, que tienen por medida respectivamente los arcos ó

lados del mismo triángulo AB, AC, BC.

Ademas , el ángulo esférico CAB es el mismo que el

que forman las dos tangentes AE , AD, tiradas en el

vértice A-, respectivamente á cada arco AC, AB.

Porque la inclinación de estos arcos es la misma que

la de los planos OAE, OAD en que se hallan, y cuya

intersección común es el radio AOj pero la inclinación

de estos planos se mide (377) por el ángulo rectilíneo

EAD formado por las dos perpendiculares AE, AD, á

un mismo punto A de la común intersección; luego este

ángulo será también el formado por los arcos AC, AB, ó

el esfe'rico BAG.
474 Esto supuesto , lo que nos proponemos es hallar

la relación que tienen entre sí los lados AB , AC , BC,

que llamare'mos c, b, a, y los ángulos C, B, A, del

triángulo esférico ABC.

Para esto, sea el radio OA=i , y prolongúense los

OG, OB, hasta que encuentren á las tangentes en E y

en D , y será AE Ili tangente trigonométrica del arco

AC, y OE será la secante; y AL>, OD serán la tan



TRIGONOMETRIA RECTILINEA. 449

gente y secante del arco AB. Unanse lo* puntos D y E,

y el triángulo rectilíneo ADE dark (§472

DE3=AE2-t-AD2—2AExADxcos. A;

tí haciendo DE=«, y sustituyendo en rcz de estas lí

neas los valores que les hemos dado antes, sevá

*J=rlang.2¿-(-tang.*c—-ztang.Jtang.ccos.^/;

el triángulo ODE dará igualmente

jt2=sec.2¿-t-sec.2c—¡¡sec.isec.ccos.a,

Restando de esta ecuación la anterior, se tendrá

o=sec.2¿-t-sec.ac—2sec.isec.cc0s.a-'

tang.5¿—tang5<H-2tang.Z>tang.ccos.^}

y teniendo presente (445 esc.) que sec.'Z—tang.!Zc=i y

sec.5c—tang.2e= 1 ,

esta ecuación después de dividir por 2 se convertirá en

H-tang.¿tang.ccos.yí—sec.¿sec.co,s.a=:o; y sustituyendo

en vez de tang. y sec. sus valores, se tendrá

sen. h sen.c 1

H X XÓOS.^ '—x>

cos.¿ cos.c cos.¿

tí haciendo las operaciones, reduciendo el entero á la

especie del quebrado, suprimiendo el denominador, y

despejando cos.a, se tendrá

cos.a—coá.¿cos.c-i-sen.Asen.ccos.^f$

y haciendo una construcción semejante en cada ángulo,

se tendrá el sistema de ecuaciones

cos.a=cos.¿cos.c-+-sen.¿sen.ccos.^)

cos.Z)=cos.acos.c-+-sen.asen.ccos.5 V (M)$

eos.c=cos.acos.¿-t-sen.asen. bcos.C I

que sirven para conocer un lado, cuando se conocen los

otros dos y el ángulo que forman.

475 Despejando en la primera cos.^í , se tendrá

cos.a—eos. ¿eos. e

cos.A— — ;

sen.¿sen.c

y si en la ecuación, senSA—i—eos.2A.

Tom. I. 57
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sustituimos este valor será

cos.2a-Hcos.!£cos.5c—2cos.acos. Zícqs.c

sen?A— i —
sen.2¿sen.sc

Reduciendo el entero á la especie del quebrado que

le acompaña, sustituyendo en -el numerador i—eos.2

en vez de sen.2, efectuando la multiplicación y reduc

ción, multiplicando -arriba y abajo por sen.2a, y estra-

yendo la raiz cuadrada se tendrá

\r i—cos.2a—cos.2¿—co.2c-+-2co.aco.¿co.c

sen.ví=sen.a ■ —

sen.asen.¿sen.c

Representando por F la fracción que multiplica á

sen.a , y haciendo operaciones análogas con las otras dos

ecuaciones (M), se tendrá

sen.^iri'xsen.a, sen.5r=i^<sen.i,sen.Cr:í,Xsen.c

que dan sen.^:sen..B:sen.C::sen.a:sen.¿:sen.c;

que es ia analogía general de los triángulos esféricos y

ss enuncia : los senos de los ángulos son como los senos

de los lados opuestos. »

476 Despejando los cosenos de los ángulos en las

cos.a—cos.Acos.c

ecuaciones (M), se tendrá eos.A— ,

sen. ¿sen. c

co.s.i—cos.acos.c cos.c—cos.acos.6

cos.¿?=^- , cos.C= ;

sen.asen.c sen.asen,b

que sirven para conocer un ángulo cuando se conocen

los tres lados del triángulo. Pero para hallar el ángulo

A, v. g. siria menester calcular separadamente por lo

garitmos los términos eos.a ycos.icos.c, hallar los nú

meros á que correspondían, restar estos, y dr.spues ha

llar el logaritmo de la diferencia, y de él restar el lo
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garitmo de sen.isen.c, y esta última diferencia sería

el logaritmo de eos. A; y como esta operación sería muy

embarazosa en la práctica , se han dado a dichas ecua

ciones varias transformaciones , con las cuales quedan

resueltos en factores los segundos miembros, en esta

forma :

\/sen.J{«-f-fi—c)sen.í(a+c—A)

sen.lA=r
J sen.¿sen.c

f /sen .í(a+b—c)sen .^(b-hc—a)

sen.ÍB—r .
J sen. asen.c

sen-jcM^enj(b-t-c—a)sen ■j,-(a+c—¿)

sen.asen,b

cuyas fórmulas sirven para el mismo objeto, y se les

puede aplicar inmediatamente el cálculo logarítmico.

*
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GEOMETRÍA PRACTICA.

Ó APLICACION BE LA GEOMETRÍA ELEMENTAL

Á LAS DIFERENTES OPERACIONES QUE SE

EJECUTAN EN EL TERRENO.

De la nivelación,

44t "ana nivelación la operación que enseña á de

terminar lo que un punto está mas 6 menos distante que

otro del centro de la tierra. Para proceder con acierto en lo

que. vamos á esponer, debe saberse: que la tierra, que. hasta

estos últimos tiempos se. había tenido por esférica, se ha ha

llado que tiene la figura de. una naranja, esto es, aplanada

hacia los polos, y prolongada hacia el ecuador; este aplana

miento no influye nada en las operaciones ordinarias, y por

lo mismo supondremos que la tierra es esférica como se ve

(fig. i5i). Los puntos A, B, son los polos, Ja línea AB, se

llama el eje de la tierra; y la línea CD el diámetro; todo

círculo máximo, que pasa por los polos, se llama meridiano

de la tierra ; v el círculo máximo perpendicular al meridiano,

se llama ecuador. El horizonte de un lugar es el plano tan

gente á la superficie de la tierra, cuyo punto de contacto es

el lugar misino del observador; Vinca horizontal es cualquier

recta que se halla en esle plano; linea vertical es la prolon

gación del radio terrestre perpendicular al horizonte; un

hilo de cuyo estremo cuelga un cuerpo cualquiera, señala la

dirección vertical.

4;8 Esto supuesto, todos loa puntos de la superficie de

las aguas, cuando se. hallan en quietud, ó en general dos ó

mas puntos equidistantes del centro de la tierra, están á un

mismo nivel, ó están en el nivel verdadero ; tales son los

A, R, 1), etc.; y también lo están los P, Q y M, N, equi

distantes de] punto de contacto A de la horizontal 1N1N. Los

puntos que como A , Q, N, etc., distan desigualmente del

centro O, se dice que están en el nivel aparente ; por lo cual

la línea horizontal AN, se llama linea de nivel aparente; y
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la circunferencia terrestre ADBC , 6 cualquiera otra concén

trica con ella, se llama linea de nivel verdadero. Así, los

puntos A , Q , están en el nivel aparente ; los A , R , en el

verdadero ; y la parte QR del radio OR prolongado hasta Q,

es lo que se llama diferencia del nivel aparente al verdade

ro. Cuando se hacen nivelaciones grandes y de importancia

conviene tener en consideración esta diferencia.

479 En este compendio omitimos la descripción de los

instrumentos con que se ejecutan las operaciones, tanto por

que con sola la esplicacion sin tenerlos á la vista , es imposi

ble formar una idea de ellos, como porque su presencia y

cuatro palabras del Profesor aprovechan mas que diez hojas

de esplicacion. No obstante, en el Tratado elemental se halla

la esplicacion de cada uno y la figura que le representa; y

así , suponiendo que se tienen , decimos que para nivelar una

piedra , una mesa , un plano de cualquier instrumento , má

quina , etc. se emplea el nivel de albaiíil ó el de aire.

480 Para nivelar puntos que no disten demasiado , se em

plea el nivel de agua ; y si la nivelación ha de ser muy

grande, se usan niveles de aire con pínulas ó anteojo.

Cuando para averiguar la diferencia de nivel entre dos

puntos, solo se coloca el nivel en un paraje, se llama nive

lación simple ; y cuando en dos ó mas , nivelación compuesta.

Si se quiere hallar la diferencia de nivel entre los dos

puntos C y D (fig. i53), se colocará el nivel en B, sobre

poco mas ó menos á igual distancia de C y D, y en línea

recta con ellos; se echará agua en el nivel, y clavando dos

miras verticalmente en C y D, se mirará por los punios ¡VI,

N de la superficie del agua , haciendo que otro suba ó baje la

tablilla de la mira, hasta que la visual tirada por Al y N,

vaya á parar á la línea que separa lo blanco de lo negro, con

lo cual los puntos E, F serán dos puntos de nivel verdadero.

Ahora, midiendo cotí una vara dividida en pulgadas y líneas,

ó mejor en pies y decimales de pie, las alturas CE, DF, y

restándolas, el residuo será la diferencia de nivel entre C y

I), estando mas alto el punto C, cuya altura CE se ha encon

trado menor.

Esc. Para asegurar mejor la dirección de las visuales,

suelen tener las tablillas de las miras la forma que representa

la (fig. iS3°); esto es, que suelen ser cuadradas ó circulares,

Con dos líneas ó diámetros que. se crucen á ángulos rectos; y

entonces el pnnlode intersección de dichas líneas es el punto

donde se debe dirigir la visual.

48 1 Si la distancia entre los puntos es muy considerable,
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se emplea la nivelación compuesta , del modo siguiente. Su

pongo que se quiere hallar la diferencia de nivel entre los dos

puntos A y D (fig. i54) ; lo primero se clava una mira en A,

y se coloca el nivel en E ; y (para no tener que atender á la

diferencia del nivel aparente al verdadero) á igual distancia

sobre poco mas ó menos, si se puede, v. g. en B, se clava

otra mira ó estadal : se señalan los puntos o y 6 de nivel , se

averiguan las alturas Aa y B6 , y se apuntan en un papel.

Después se pasa el nivel á otro punto F, dejando clavada la

mira en B, y á igual distancia sobre poco mas ó menos se

coloca otra mira en C, se señalan los puntos de nivel e, c,

y se apuntan las alturas Be, Ce. Se pasa el nivel á G, y ton

las mismas circunstancias que antes, se averigua el valor de

Cf, lid. Se suman los valores de Aa, Be, Cf, que represen

tan las alturas de los primeros términos; se suman igual

mente los, valores de Bb, Ce, Da", que representan las de los

segundos; se restan estas dos sumas, y el esceso espresará la

diferencia de nivel : estando mas alto el primer término, si

la suma de los primeros términos es menor ; y el segundo,

si la de estos lo es.

De la medición de las líneas.

4g2 Para ejecutar cualquier operación, es necesario

primero medir una línea auxiliar, que se llama base.

Los instrumentos que ordinariamente se empléan, son:

una cadena ó cuerda de i oo pies (d ménos) , jalones,

piquetes y un mago.

Así, »i se quiere medir la distancia de A á E (fig. 1 55),

se colocarán los jalones B, C, D, en los puntos inter

medios, de manera que mirando desde A á E queden to

dos cubiertos; después de estar alineada ya la recta, se

empieza la medición con la cadena ó cuerda , procurando

que esté bien tirante ; y según las veces que se colo

que , se deducirá el número de pies de que costa la línea

dada.

483 Con solo la cadena y los jalones se pueden re

solver varios problémas.

1 ? Formar un ángulo recto, ó tirar una perpendicular

á una línea dada.

Res. y Dem. Tómense 12 pies d unidades en la ca

dena ; con los lados 3 , 4 y 5 , en que se descompone el
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1 2 , fórmese un triángulo , y el ángulo comprendido por

los lados 3 y 4 será el ángulo recto pedido , y por con

siguiente el un lado pependicular al otro. Porque va

liendo los lados del triángulo 3, 4 y 5, se tiene 32-+-42=5í;

luego el triángulo que se ha construido (335 esc. 2?) es

rectángulo.

Esc. Si se pidiese un ángulo de sesenta grados , se for

maría un triángulo equilátero

484 Cuando se han de tirar muchas perpendicula

res, como sucede cuando hay que medir algún ter

reno , ó se va á trazar un campamento , se lleva el

aparato que se llama cuerda de perpendiculares , y

consiste en un triángulo isósceles (fig. 156) ó equi

látero con el cordel CE que divide en dos partes

iguales la base AB y señala la dirección de la perpendi

cular. ^

Para hacer uso de ella se aplica la base AB sobre la

línea á que se ha de tirar la perpendicular , de modo que

el punto E caiga sobre el punto de la línea en que se ha

de levantar ; y tirando del estremo M la cuerda EM , se

tendrá la perpendicular pedida.

Si este aparato se hiciese de madera fuerte, se po

dría llamar escuadra doble, y serviría con mucha utili

dad tanto para tirar perpendiculares en puntos de líneas

dadas , como para tirarlas desde puntos dados fuera de

ellas.

485 2? Medir una linea inaccesible.

Res y Dem. Sea AB (fig. 157) la línea inaccesible, á

causa del rio que la atraviesa ; levántese en su estremo

B una perpendicular BL; divídase en dos partes iguales

en H, y clávese en este punto un piquete, levántese en

L la penpendicular indefinida LD- búsquese el punto

D , desde el cual tirando una visual por H vaya á parar

al punto A, y la línea LD será igual á la distancia AB

que se pedía.

Porque los triángulos ABH, HLD , son rectángulos

en B y L, y tienen BHrrHL por construcción, y los án

gulos en H iguales por opuestos al vértice ; luego estos

triángulos son iguales , y dan AB=LD.
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486 También se pueden medir las alturas accesibles

é inaccesibles por su pie. Así, si se quiere medir la torre

AB (fig. 158), se plantará bien verticaluiente un jalón

EC ; á alguna distancia de este jalón , se plantará otro

DP ; de manera que se pueda ver el estremo A de la

torre por un rayo visual FEA que rase con el estremo

del piquete. Mírese también un punto de la torre, tal

como G, por un rayo visual FG que pase por H, de ma

nera que CH=DF.

Hecho esto, si se concibe laFG, será paralela é igual

á la DB, y se tendrán los dos triángulos semejantes

AGF, EHF, que dan FH:HE::FG:AG j

y como los tres primeros términos de esta proporción

son conocidos, porque se pueden medir, se sigue que si

al cuarto AG se añade la parte GB que está debajo de

la línea GF, que también se puede medir, se tendrá la

altura AB de la torre ó de cualquier otro objeto.

Esc. Si la torre fuese inaccesible por su pie , se me

diría primero, por el me'todo anterior, la distancia inac- >

cesible BG ó BD , y se ejecutaría lo demás como se

acaba de manifestar.

De la medición de los ángulos.

487 Para medir los ángulos sirven muchos instru

mentos , a saber , la plancheta , grafómetro , brújula,

teodolito, cuadrantes de círculo, circuios repetidores, y

recipiángulos. En el papel se trazan y miden los ángu

los con un semicírculo ACI3 graduado (fig. 159), que se

coloca de modo que el centro O caiga en el vértice del

ángulo , y sobre uno de los lados el diámetro del mismo

círculo. De manera, que si colocado sobre el ángulo

BOD, hallamos que OD cae sobre la línea que seíiala

45o, dirémos que este es el valor de dicho ángulo. Para

que en uno de estos semicírculos se pudiesen trazar me

dios grados , se necesitaría que fuese de un radio bastan

te grande ; y si se quisiesen trazar hasta minutos , sería

muy embarazoso el uso del instrumento. Para evitar esto

se ha ideado un medio sencillo , para obtener Jos ángu

los con instrumentos de una regular magnitud.
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488 Para esplicarle, sea ACB (fig. 160) el borde d

el limbo de un instrumento , que esté dividido en partes

que se distingan bien, V. g. en grados; tómese un mi-

mero cualquiera de grados en el limbo, v. g. q°j tó

mese ahora otra pieza del mismo metal que el instru

mento, y de una magnitud igual á la de los o° que se

tomaron, la cual se dividirá en lo partes iguales, esto

es, en una mas que las que se tomaron en el instru

mento ; de consiguiente , cada espacio de esta pieza (que

es lo que se llama núñez) vale de grado d 54 minu

tos; y la diferencia de una división del núñez á una del

limbo, ó a un grado, valdrá 6'. La pieza donde está

el míñez se aplica sobre el limbo , y gira al rededor del

centro del instrumento (ó al contrario , permanece fijo

el míñez y gira el limbo) ; la primera división del núiíez

tiene por lo regular una flor de lis , y se llama linea de

fé; esta se hace que coincida con la división o° d 180 o

en general, d sobre otra graduación cualquiera del lim

bo ; y la magnitud de un ángulo se aprecia por lo que

se separa la línea de ft? de dicha graduación. Ahora, si

la línea de ié coincide exactamente con una división del

limbo, el valor del ángulo será el número de grados

comprendido desde cero hasta dicha línea ; pero si la lí

nea de fé cae entre dos divisiones del limbo , el ángulo

pedido valdrá un cierto número de grados, y una parte

de grado que se valúa por la regla siguiente : véase la

división del núñez que mas coincide con una del limbo;

cuéntense los espacios del miñen desde la línea de fé

hasta la que coincide con la del limbo ; multipliqúese el

número de espacios hallado por la diferencia 6' (en

nuestro caso, d por lo que valga según otra división)

que hay entre el espacio del limbo al del núñez ; y el

producto serán los minutos que se deberán añadir al nú

mero de grados hallado.

Con un ejemplo se entenderá bien esta regla y su

demostración. En efecto , si se quiere averiguar el valor

del ángulo AOG , este valdrá el número de grades del

limbo comprendido desde A hasta m (que aquí son 3),

y ademas la parte /»G; ahora, la línea del núnez que

Tom. I. 5«
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mas concurre con la del limbo , es la que pasa por R;

y multiplicando los seis espacios del núñez que hay

desde OG hasta B por 6', el producto 36' serán los que

se deben añadir á los 30 hallados; por lo que, el ángulo

AOG vale 30 36'. Porque si la líoea del núñez que coin

cide con la del limbo fuese la primera de aquel, el es

pacio mG valdría una vez la diferencia de los espacios

del limbo y del núñez , esto es , 6' ; si fuese la segunda,

el dicho espacio valdría 12' 6 2x6'; si fuese la tercera

valdría 18' ó 3x6', y así sucesivamente; luego siendo

la sesta, el espacio mG valdrá 6x6'=36'. L. Q. D. D.

489 Para averiguar los ángulos que forman entre

sí tres puntos que se hallan sobre el terreno, se emple'a

generalmente la plancheta (fig. 161); sobre el tablero se

estiende un pliego de papel, se señala el punto A adon

de corresponde el vértice Q del ángulo del terreno ; por

las cerdas í, de la regla FG que se llama alidada, se

dirigen visuales á los otros puntos C y B, y estas visua

les se señalan con un lapicero sobre el papel, donde

queda formado el ángulo ¿Ac, igual al que forman los

tres puntos B , Q , G , del terreno ; y midiendo este án

gulo con el semicírculo , se tendrá el que se deseaba so

bre el terreno.

490 Por lo regular , lo que se intenta buscar es el

ángulo que forman dichos objetos, suponiéndolos pro

yectados en un plano horizontal que pase por el vértice;

entonces es esencial que se coloque el tablero en una si

tuación horizontal por medio de los niveles; y como en

este caso puede ocurrir el que los objetos B y C no se vean

por el espacio que ocupan las cerdas , es preferible

á la alidada un anteojo A (fig. 162), el cual ademas de

tener la circunstancia de poder bajar y subir la pun

tería cuanto se necesite, reúne la ventaja de distinguir

los objetos con claridad y á mayor distancia.

491 Otro de los instrumentos que sirven para medir

los ángulos es la brújula (fig. 163).

Su construcción y uso estriban en que las agujas

tocadas á lo que se llama piedra imán, se dirijen hacia

el norte ; y si colocada en un paraje se mira á un objeto
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cualquiera , y se ve el ángulo que forma la aguja NS

con la línea AB ; y luego se mira á otro objeto y se de

termina el mismo ángulo , la diferencia entre estos dos

ángulos observados, sera el ángulo que forman dichos

objetos , si la aguja ha permanecido en ambos casos á

un mismo lado de la línea AB.

Si al enfilar el otro objeto , la aguja pasase al otro

lado de la línea AB, el ángulo buscado estaría repre

sentado por la suma de los dos observados.

492 De todos los instrumentos que se han inven

tado para las operaciones geodésicas , los mas á propó

sito son el teodolito, y el círculo repetidor de Borda.

La primera operación que se practica es nivelar el

teodolito, y tiene la ventaja de dar á un mismo tiempo

y cou un solo anteojo (aunque algunos tienen dos) , los

ángulos horizontales y de elevación.

493 Como la división de los instrumentos no puede

llegar al grado de exactitud del cálculo, y que se re

quiere en algunas ocasiones,, se lia ideado el círculo

rejjetidor, el cual tiene la propiedad de que en vez del

ángulo que se quiere averiguar , se puede tomar el du

plo , el triplo, el cuadruplo, etc., y dividiendo des

pués por 2 , por 3 , por 4 , etc. , se tendrá el ángulo

pedido con la mitad, tercera, cuarta, etc., parte del

error que se debe sospechar en el instrumento.

JUedir alturas y distancias accesibles é inaccesibles , y

modo de levantar los planos topográficos.

494 Cüando se puede uno acercar al pie de una al

tura AB (fig. 164), y en su plano se puede medir una

base , se elije esta de manera que sea sobre poco mas o

ménos igual con la altura por: medir - se coloca el ins

trumento en su estremo, y con él se mide el ángulo de

elevación AFG; con lo cual el rayo visual AF, el hori

zontal GF, y la parte AG de la altura, formarán un

triángulo rectángulo, en que se conoce ademas delán-

gulo recto en G, und de los ángulos agudos, y el cateto
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FG que es igual con la base medida BD; luego (465)

hallaremos el lado AG, diciendo

R:tang.AFG::GF=BD:AG ;

y añadiendo á esto la parte BG, se tendrá toda la altura

AB.

495 Guando hay algún obstáculo que impida el

acercarse al pie como en la (fig. 165), y se puede me

dir sin embargo una base AB en el plano de su pie , se

procede del modo siguiente : colocado el instrumento en

A, se toma el ángulo de elevación CAI); y colocado

en B el ángulo CBA; con lo cual tenemos en primer

lugar un triangulo CÁB, en que conocemos el ángulo

en B y el lado AB , porque los hemos medido , y el

ángulo CAB por ser suplemento del medido CAD, y

en virtud de lo dicho (470) hallaremos el lado CA.

Conocido este, queda determinado en el triangulo rec

tángulo CAD la hipotenusa y un ángulo, y podremos

hallar (466) el cateto CD, que es la altura que desea

mos.

496 Muchas veces no se sabe si la base está ó no

en el mismo plano del pie de la altura, y aun el que

no se vea el pie de la altura por medir : en este caso

es un poco mas complicada la operación.

Supongamos que se quiera medir la ahur? inacce

sible CD (fig. 1 66) j mediremos donde el terreno lo per

mita una base AB ; en el estremo V se colocará el ins

trumento, y se tomará el ángulo horizontal BAD y el

vertical CAD ; colocando en el otro estremo B el ins

trumento, se tomará el ángulo horizontal DBA, y el

vertical CDB. Hecho esto, el triángulo DAB nos dará

(470) el valor de uno cualquiera de los lados, tal como

AD ; con lo cual en el triángulo rectángulo CAD se co

nocerá el cateto AD , y el ángulo CAD ; luego (465) nos

dará el valor de CD, que es lo que se pedía.

497 Cuando la distancia que se intenta medir es ac

cesible, se ejecuta conforme hemos dicho se mide una

base ; cuando solo es accesible por uno de sus estrenaos,

se procederá del modo siguiente.

Supongamos que sea la BC (fig. 1 67) la línea que
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íe quiera medir; en este caso se ;medirá una base CA

•desde el estremo accesible G, y en sus estremos medi

remos los ángulos BOA, GAB, y la Trigonometría (470)

nos dará el lado BC. Para hacer esta operación con la

plancheta, se coloca este instrumento de manera que

su centro corresponda sobre el punto G del terreno;

después se tira en el papel una línea ca en la direc

ción de la base, de una magnitud tal que contenga

tantas partes de una escala cualquiera , como veces está

contenida la Unidad de medida en la base CA; después

se dirige la visual por G al punto B , y se tira la cb

indefinida ; después se pone el instrumento en A , y

colocado el tablero de modo que la base ca se halle

en la dirección AC de la base medida, se dirige la vi

sual al punto B, se tira la o¿, y el número de par

tes que cb contenga en la misma escala, será el nú

mero de unidades que contenga la BC de la medida

con que se midió" la base CA.

498 Si la distancia CD (fig. 168) es de todo punto

inaccesible, mediremos una base AB que sea próxima

mente paralela é igual con la distancia por medir CD.

En A tomaremos los ángulos CAB, DAB, y pasando

el instrumento á B tomaremos los ángulos CBA , DBA,

y tendrémos conocido en el triángulo GAB el lado AB

y los ángulos adyacentes; luego la Trigonometría (470)

dará el valor del lado AC. En el triángulo DAB se co

noce igualmente el lado AB y los ángulos adyacentes;

luego podrémos hallar el valor del lado AD. Ahora , en

el triángulo CAD tenemos conocidos los lados CA , AD,

por lo que acabamos de decir, y el ángulo CAD que

forman , por ser la diferencia entre los dos ángulos ob

servados CAB, DAB; luego la Trigonometría (469)

dará la distancia CD que buscábamos.

499 Para hacer esta operación con la plancheta , se

coloca el instrumento en uno de los estremos de la base,

tal como A, y después de tirada la ab en la dirección

de ella , se dirijen las visuales á los puntos C , D , y se

tiran en el papel las ae, ad; después se pasa el instru

mento á B y se tiran las be, bd, en la dirección de las
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visuales dirigidas á los puntos C y D ; y tomando con

un compás la distancia cd, y averiguando su valor en

la misma escala en que se tomaron las partes de ab, que

espresaban las unidades de medida de AB , se tendrá

el ndmsro de unidades que contiene la CD.

500 Se llama mapa ó plano topográfico el dibujo en

que están representados todos los objetos de un pais de

corta estension. Para manifestar cdmo se consigue esto,

supondremos que se nos dé un terreno, en el que se ha

llan los objetos C, D, E, F, G, H, K, L (fig. 169),

y que se quiere sacar un dibujo en que los objetos guar

den la misma posición que tienen en el terreno.

Para esto, lo primero que se ejecuta es medir una

base AB, desde cuyos estremos se vea el mayor núme

ro de objetos posible; se colocará el instrumento en A,

y se dirigirán visuales á los puntos C, D, E, F, etc.,

que se ven desde ambos estremos de la base ; se pasará

el instrumento á B , y se dirigirán visuales á los mismos

objetos; y tendremos que si el instrumento era la planche

ta, el concurso de las visuales en el papel determinará los

objetos; y si no lo es , en los estremos a y 6 de una línea

ab , de la misma magnitud que la base medida , se for

man con un semicírculo, los ángulos cab, dab, etc., del

mismo número de grados que los ángulos observados

CAB, DAS, etc., con lo cual los lados de estos ángu

los prolongados determinarán por su concurso los puntos

c , d , etc. También se pudieran calcular por trigonome

tría los lados ac , ad , etc. pero esto es mas complicado.

Para fijar la posición de los puntos K, H, L, que

no se ven desde ambos estremos de la base AB , se elige

una nueva base que- se procura tenga sus estremos en

dos puntos fijos ya, y con relación á esta base se fijan

los demás. Aquí, para fiijar el K eligirémos por nueva

base la distancia FG, y colocando en sus estremos el

instrumento, mediremos los ángulos KFG, KGF, que

nos fijarán la posición del punto K. Para fiijar los pun

tos H, L, elejirémos por base la EF , y así se continua

ría si quedasen mas puntos por determinar.

FIN DEL TOSIO PttIMEKO.
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Que se deben corregir antes de estudiar este tomo

primero.
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