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Riemannsche Fliachen

Vorlesung 4

Der Tangentialraum

Holomorphe Funktionen auf einer offenen Menge von C sind komplex-differ-
enzierbar. Wie , differenziert* man eine holomorphe Funktion f: X — C auf
einer riemannschen Fliche? Nach Lemma 3.2 ist fiir jede Karte a: U — V
mit U C X und V C C offen die Funktion f o a~! holomorph auf V und
somit ist fiir einen Punkt P € U die Ableitung (f o o) (a(P)) eine wohl-
definierte komplexe Zahl. Diese héngt aber wesentlich von der gewéhlten
Karte ab. Um ein wohlbestimmtes Differenzierbarkeitskonzept fiir komplexe
Mannigfaltigkeiten zu entwickeln, muss man einen anderen Weg gehen. Wir
rekapitulieren ohne Beweise die Konstruktion des reellen Tangentialraumes
fiir eine reell-differenzierbare Mannigfaltigkeit mit der Hilfe von tangentialen
Kurven und fiithren dann fiir eine komplexe Mannigfaltigkeit die entsprechen-
de Konstruktion mit holomorphen Kurven durch, die den komplexen Tan-
gentialraum ergibt, der auf dem zugrunde liegenden reellen Tangentialraum
einfach eine zusétzliche komplexe Struktur ergibt.
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DEFINITION 4.1. Es sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und P €
M ein Punkt. Es seien

Y1 Il—>M
und
Yo IQ—>M

zwei auf offenen Intervallen 0 € I;, I, C R definierte differenzierbare Kurven
mit 1(0) = P = 72(0). Dann heiflen v; und ~, tangential dquivalent in P,
wenn es eine offene Umgebung P € U und eine Karte

a: U —V



2

mit V' C R” derart gibt, dass

(o0 (i) © = (20 (b)) ©

Wir brauchen einige einfache Lemmata, um nachzuweisen, dass es sich hierbei
um einen sinnvollen Begriff handelt.

gilt.

LEMMA 4.2. Es sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und P € M
ein Punkt. Es seien

Y1 L — M
und

Yo : IQ — M
zwet auf offenen Intervallen 0 € Iy, I, C R definierte differenzierbare Kur-
ven mit ¥1(0) = P = ~,(0). Dann sind v; und v2 genau dann tangential
dquivalent in P, wenn fiir jede Karte

a:U—V
mit P € U undV C R" die Gleichheit

(o= ) @ = (02 ()

LEMMA 4.3. Es sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und P € M
ein Punkt. Dann ist die tangentiale Aquivalenz von differenzierbaren Kurven
durch P eine Aquivalenzrelation.

qgilt.

Aufgrund dieses Lemmas ist die folgende Definition sinnvoll.

DEFINITION 4.4. Es sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und P €
M ein Punkt. Unter einem Tangentialvektor an P versteht man eine Aqui-
valenzklasse von tangential dquivalenten differenzierbaren Kurven durch P.
Die Menge dieser Tangentialvektoren wird mit

TpM
bezeichnet.

LEMMA 4.5. Es sei M eine (C')-differenzierbare Mannigfaltigkeit, P € M
ein Punkt, P € U = M offen und

a:U—V
eine Karte. Dann gelten folgende Aussagen.
(1) Die Abbildung
T,M — R", [y] — (a0 vly-11)) (0),

st eine wohldefinierte Bijektion.
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(2) Die durch diese Abbildung auf T,M definierte Vektorraumstruktur
ist unabhdngig von der gewdhlten Karte.

DEFINITION 4.6. Es sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und P €
M ein Punkt. Unter dem Tangentialraum an P, geschrieben Tp M, versteht
man die Menge der Tangentialvektoren an P versehen mit der durch eine
beliebige Karte gegebenen reellen Vektorraumstruktur.

Die Dimension des Tangentialraumes stimmt mit der Dimension der Mannig-
faltigkeit iiberein. Jede Karte induziert einen Isomorphismus zwischen 7, M
und dem R", aber diese [somorphismen héngen von der gewéhlten Karte ab.
Insbesondere gibt es auf dem Tangentialraum keine Standardbasis.

Der komplexe Tangentialraum

Da eine komplexe Mannigfaltigkeit M der komplexen Dimension n insbe-
sondere eine reell-differenzierbare Mannigfaltigkeit der reellen Dimension 2n
ist, gibt es auf ihr zu jedem Punkt P einen wohldefinierten reellen Tangen-
tialraum der Dimension 2n. Wir méchten zeigen, dass dieser in kanonischer
Weise auch ein komplexer Vektorraum der komplexen Dimension n ist. Dazu
werden wir zuerst die reelle Konstruktion mit holomorphen Kurven nach-
bilden und dann den so entstandenen komplexen Tangentialraum mit dem
reellen Tangentialraum identifizieren. Fiir komplexe Mannigfaltigkeiten defi-
niert man holomorphe Abbildungen wie im Fall von riemannschen Fliachen
unter Bezug auf Karten. Eine holomorphe Kurve auf M ist einfach eine ho-
lomorphe Abbildung v: B — M, die auf einer offenen Kreisscheibe B C C
definiert ist. Die Holomorphie bezieht sich auf Karten von M. Da die folgen-
den Uberlegungen lokal sind, kann man die Kreisscheiben verkleinern und
dann annehmen, dass die holomorphe Kurve ganz in einem Kartengebiet
landet.

DEFINITION 4.7. Es sei M eine komplexe Mannigfaltigkeit und P € M ein
Punkt. Es seien

Y1 B, — M
und

Yo - By — M

zwei auf offenen Béllen 0 € B;, By C C definierte holomorphe Kurven mit
7(0) = P = ~,(0). Dann heien v, und ~, tangential dquivalent in P, wenn
es eine offene Umgebung P € U und eine Karte

a: U —V
mit V' C C" derart gibt, dass

(o= ) @ = (02 ()

gilt.
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Wir brauchen einige einfache Lemmata, um nachzuweisen, dass es sich hierbei
um einen sinnvollen Begriff handelt.

LEMMA 4.8. Es set M eine komplexe Mannigfaltigkeit und P € M ein
Punkt. Es seien

Y: By — M
und

Y2 BQ — M
zwei auf offenen Bdllen 0 € By, By C C definierte holomorphe Kurven mit
7(0) = P = ~,(0). Dann sind v1 und o genau dann tangential dquivalent
m P, wenn fir jede Karte

a: U —V

mit P € U undV C C" die Gleichheit

(@0 (i) © = (a0 (b)) (©)

Beweis. Fiir eine holomorphe Kurve
v: B— M
mit 0 € B und y(0) = P und eine Karte
a:U—V
(mit P € U und V C C") andert sich der Ausdruck
(@0 (b)) (0)

nicht, wenn man zu einem kleineren offenen Ball 0 € B’ C B und einer
kleineren offenen Menge P € U’ C U (mit der induzierten Karte) iibergeht.
Wir kénnen also davon ausgehen, dass v; und 7, auf dem gleichen offenen
Ball definiert sind und ihre Bilder in U liegen, und dass es fiir dieses U zwei
Karten

qgilt.

oa: U —V;
und
ay: U — Vs
gibt. Dann folgt aus
(1 07)(0) = (a1 072)(0)
nach der Kettenregel unter Verwendung der komplexen Differenzierbarkeit
der Ubergangsabbildung ay o o' sofort

(a20m)'(0) = ((az00a7") o (a10m))'(0)
= (D(azo0)),,p (a1 0m)(0))
= (D (a2 © 041_1))(11(13)((0‘1 072)/(0))
= (2 07)(0).
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LEMMA 4.9. Es sei M eine komplexe Mannigfaltigkeit und P € M ein
Punkt. Dann ist die tangentiale Aquivalenz von holomorphen Kurven durch
P eine Aquivalenzrelation.

Beweis. Die Reflexividt und die Symmetrie der Relation sind unmittelbar
klar. Zum Nachweis der Transitivitat seien drei holomorphe Kurven

M5V, Y3 B — M

gegeben, wobei wir sofort annehmen diirfen, dass sie auf dem gleichen offenen
Ball 0 € B C C definiert sind. Es seien P € Uj, U, offene Mengen, mit
denen man die tangentiale Gleichheit von v; und 75 bzw. von v und -3
nachweisen kann. Dann kann man nach Lemma 4.8 mit U = U; N Us die
tangentiale Gleichheit von 7; und ~3 nachweisen. U

Aufgrund dieses Lemmas ist die folgende Definition sinnvoll.

DEFINITION 4.10. Es sei M eine komplexe Mannigfaltigkeit und P € M ein
Punkt. Unter einem Tangentialvektor an P versteht man eine Aquivalenz-
klasse von tangential dquivalenten holomorphen Kurven durch P. Die Menge
dieser Tangentialvektoren wird mit

TpM
bezeichnet.

LEMMA 4.11. Es sei M eine komplexe Mannigfaltigkeit, P € M ein Punkt
und a: U — V eine Karte. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Die Abbildung
T,M — C", [/ — (a0 7l-11)) (0),

ist eine wohldefinierte Bijektion.
(2) Die durch diese Abbildung auf T,M definierte C-Vektorraumstruktur
1st unabhdngig von der gewdhlten Karte.

Beweis. (1). Die Wohldefiniertheit der Abbildung ist wegen Lemma 4.8 klar.
Die Injektivitdat folgt unmittelbar aus der Definition 4.7. Zur Surjektivitat
sei v € C". Wir betrachten die affin-lineare Kurve

0: C— C", z+—0(2) = a(P) + zv,

dessen Ableitung in 0 gerade v ist. Wir schranken diese Kurve auf einen Ball
0 € B C C derart ein, dass §(B) C V ist und betrachten

y=atofh: B— M.
Fiir diese Kurve gilt
1(0) = (710 0)(0) = a'(6(0)) = a”H(a(P)) = P

und
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(2). Durch Ubergang zu kleineren offenen Mengen konnen wir annehmen,
dass zwei Karten
o U— V)
und
ay: U — V)
vorliegen. Die Ubergangsabbildung
aoa;t: Vi — V,

ist biholomorph und fiir ihr totales Differential in «4(P) gilt nach der Ket-
tenregel die Beziehung

(Dlazoar"), (a1 07)(0)) = (az07)'(0).

Das bedeutet, dass das Diagramm

TpM —> (O
N
Cn,

wobei vertikal das totale Differential zu as o ;' steht, kommutiert. Da das
totale Differential eine lineare Abbildung ist, die in der gegebenen Situati-
on bijektiv ist, macht es keinen Unterschied, ob man die Addition und die
Skalarmultiplikation auf TpM unter Bezug auf die obere oder die untere
horizontale Abbildung definiert. O

DEFINITION 4.12. Es sei M eine komplexe Mannigfaltigkeit und P € M ein
Punkt. Unter dem Tangentialraum an P, geschrieben Tp M, versteht man die
Menge der Tangentialvektoren an P versehen mit der durch eine beliebige
Karte gegebenen komplexen Vektorraumstruktur.

Die Dimension des Tangentialraumes als komplexer Vektorraum stimmt mit
der komplexen Dimension der Mannigfaltigkeit iiberein. Jede Karte induziert
einen Isomorphismus zwischen 7, M und dem C", aber diese Isomorphismen
héngen von der gewédhlten Karte ab. Insbesondere gibt es auf dem Tangen-
tialraum keine Standardbasis.

LEMMA 4.13. Es sei M eine komplexe Mannigfaltigkeit und P € M ein
Punkt. Dann gibt es eine natirliche Identifizierung zwischen dem komplexen
Tangentialraum TpM und dem Tangentialraum in P von M als differenzier-
bare Mannigfaltigkeit.

Beweis. Wir schreiben Ts M und TR M fiir den komplexen bzw. den reellen
Tangentialraum. Dabei ist T'5M ein komplexer Vektorraum der komplexen
Dimension n, wobei n die komplexe Dimension der komplexen Mannigfaltig-
keit M ist. Damit ist T5 M insbesondere ein reeller Vektorraum der reellen
Dimension 2n. Da M als reelle differenzierbare Mannigfaltigkeit die Dimen-
sion 2n besitzt, hat auch TS M die reelle Dimension 2n. Wir betrachten die
Abbildung
TEM — TpM, [7] — [lg],
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die einem holomorphen Tangentialvektor, der durch eine holomorphe Kurve
v: B — M mit 0 € B C C und v(0) = P représentiert wird, den reel-
len Tangentialvektor zuordnet, der durch den reellen differenzierbaren Weg
v|prr reprasentiert wird. Diese Abbildung ist wohldefiniert und R-linear.
Zum Nachweis der Bijektivitéit betrachten wir zu einer Karte ao: U — V' C
C" = R?" das Diagramm

TSM — C»

1 \)
TEM — R>

wobei die horizontalen Abbildungen die Bijektionen aus Lemma 4.5 bzw.
Lemma 4.11 sind. Wegen

(a0)'(0) = (aov[r)(0)

ist das Diagramm kommutativ, daher ist die linke vertikale Abbildung ein
reeller Isomorphismus. U

Das Tangentialbiindel

DEFINITION 4.14. Es sei M eine komplexe Mannigfaltigkeit. Dann nennt
man die Menge

T™ = |4 TpM,
PeM
versehen mit der Projektionsabbildung
7w TM — M, (P,v) — P,
das Tangentialbiindel von M.

DEFINITION 4.15. Es sei M eine komplexe Mannigfaltigkeit der Dimension
n und
T™ = |4 TpM
PeM
das Tangentialbiindel, versehen mit der Projektionsabbildung

w: TM — M, (P,v) — P.

Das Tangentialbiindel wird mit derjenigen Topologie versehen, bei der eine
Teilmenge W C T'M genau dann offen ist, wenn fiir jede Karte

a:U—V
die Menge (T'())(W N7=1(U)) offen in V' x R™ ist.

Das Tangentialbiindel zu einer offenen Menge V' = C" ist einfach V' x C"
mit der Produkttopologie. Zu einer offenen Menge U C M ist TU C TM
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eine offene Teilmenge. Wenn eine Karte a: U — V vorliegt, so liegt ein
kommutatives Diagramm

U — V xCr

1 \J

u — vV
vor, wobei die obere horizontale Abbildung fiir jeden Punkt P € U der
natiirliche Isomorphismus TpM = C" ist. Diese Abbildungen kann man

wiederum als Karten fiir 7'M nehmen und erhélt dadurch auf dem Tangen-
tialbiindel die Struktur einer komplexen Mannigfaltigkeit der Dimension 2n.

Orientierbarkeit

Die sogenannte Kleinsche Flasche ist ein Beispiel fiir eine nicht orientierbare
kompakte Fliche. Das Bild ist nur eine Andeutung, die Kleinsche Flasche kann
nicht iiberschneidungsfrei im R? realisiert werden. Es ist definitiv keine
riemannsche Fliche.

LEMMA 4.16. FEine komplexe Mannigfaltigkeit ist orientierbar.

Beweis. Dies beruht im Wesentlichen darauf, dass zu einer bijektiven C-
linearen Abbildung auf einem endlichdimensionalen komplexen Vektorraum
V' die zugrunde liegende reell-lineare Abbildung nach Aufgabe 4.7 eine posi-
tive Determinante besitzt. U
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