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Die Pausenaufgabe

AUFGABE 13.1. Bestimme fiir einen Korper K die idempotenten Elemen-
te, also Elemente e € K mit €2 = e. Bestimme die linearen Projektionen
p: K = K.

Ubungsaufgaben

AUFGABE 13.2. Es sei ¢: V — V eine lineare Projektion auf einem endlich-
dimensionalen K-Vektorraum V. Zeige, dass ¢ beziiglich einer geeigneten

Basis vy, ..., v, von V durch eine Matrix der Form
1 0 v oo o 0
0 o
: 1
0
0
0 0 O

beschrieben wird.

AUFGABE 13.3.*
Wir betrachten die Basis

(%))

im R? und es sei p: R? — R? die Projektion von R? auf R C R?

2
-5
beziiglich dieser Basis. Bestimme die Matrix zu ¢ beziiglich der Standardba-
sis.

AUFGABE 13.4. Es sei L C R3 der Losungsraum zur linearen Gleichung
3r+4y+62 =0

2
und W =R [ 0 |. Zeige
5

R = LoW



2

und beschreibe die Projektionen auf L und auf W beziiglich der Standard-
basis.

AUFGABE 13.5. Zeige, dass die Summe von zwei linearen Projektionen
o, V—V

im Allgemeinen keine Projektion ist.

AUFGABE 13.6. Vereinfache den Beweis zu Lemma 13.5 mit Hilfe der Di-
mensionsformel.

AUFGABE 13.7. Bestimme die Spur zu einer linearen Projektion
p: V—V

auf einem endlichdimensionalen K-Vektorraum V.

AUFGABE 13.8. Es sei K ein Korper und es seien V' und W Vektorrdume
iiber K. Zeige, dass der Homomorphismenraum

Homy (V, W)

ein Vektorraum ist.

AUFGABE 13.9. Es sei K ein Korper und es seien V' und W Vektorrdume
iiber K. Zeige, dass der Homomorphismenraum

Homy (V, W)
ein Untervektorraum des Abbildungsraumes Abb (V, W) ist.

AUFGABE 13.10. Es sei W ein K-Vektorraum iiber dem Korper K. Zeige,
dass die Abbildung

Homp (K, W) — W, ¢ — (1),

ein Isomorphismus von Vektorrdumen ist.

AUFGABE 13.11.*

Es sei K ein Korper und es seien V und W Vektorrdume iiber K. Es sei
Hompg (V, W) der K-Vektorraum der linearen Abbildungen von V' nach W
und es sei v € V ein fixierter Vektor. Zeige, dass die Abbildung

F: Homg (VW) — W, ¢ — F(p) := ¢(v),

K-linear ist.



AUFGABE 13.12.*

Es sei K ein Korper, V und W seien endlichdimensionale K-Vektorrdume
und sei

p: V—W
eine lineare Abbildung.
a) Zeige: @ ist genau dann surjektiv, wenn es eine lineare Abbildung
v W —V
mit
potp = Idwy
gibt.
b) Es sei nun ¢ surjektiv, es sei
S={Y: W — V| linear, p o ¢p = Idw }

und es sei ¢y € S fixiert. Definiere eine Bijektion zwischen Hom g (W, kern )
und S, unter der 0 auf 1)y abgebildet wird.

AUFGABE 13.13. Es sei K ein Korper und sei M eine n x n-Matrix iiber K.
Zeige, dass die ersten n? + 1 Potenzen'

Mii=0,...,n°
linear abhéingig in Mat,, (K) sind.

AUFGABE 13.14. Es sei K ein Korper und es seien V und W Vektorrdume
iiber K. Zeige die folgenden Aussagen.

(1) Eine lineare Abbildung
p: U—V
mit einem weiteren Vektorraum U induziert eine lineare Abbildung
Homg (V,W) — Homg (U, W), f+—— fo.
(2) Eine lineare Abbildung
v: W —T
mit einem weiteren Vektorraum 7 induziert eine lineare Abbildung

Homg (V,W) — Homg (V,T), f—— o f.

AUFGABE 13.15. Formuliere Lemma 13.8 mit Matrizen beziiglich gegebener
Basen.

I'Wir werden spiiter eine deutlich stirkere Aussage kennenlernen.
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AUFGABE 13.16. Es sei K ein Korper und V ein K-Vektorraum. Zeige, dass
End (V) ={p:V — V| linear}

mit der Addition und der Hintereinanderschaltung von Abbildungen ein Ring

ist.

Den Ring der vorstehenden Aufgabe nennt man Endomorphismenring zu V.

AUFGABE 13.17. Es sei V ein K-Vektorraum und
g:V—V
ein Isomorphismus. Zeige, dass die Abbildung
W,: End (V) — End (V), f+— gfg ",
ein Vektorraum-Isomorphismus ist und dass dariiber hinaus

‘I’g(fl ofy) = ‘I’g(fl) o U(fy)

und
U, (Idy) = Idy
gilt.
AUFGABE 13.18. Es sei V ein K-Vektorraum und vy, ..., v, eine Basis von
V. Bestimme die Dimension des Raumes der Endomorphismen
p:V—V
mit
o(v;) € Ku;
fiir alle 7.

AUFGABE 13.19. Es sei V ein K-Vektorraum und es seien
o, V—V

Automorphismen derart, dass fiir jeden Untervektorraum U C V' die Gleich-
heit p(U) = (U) gilt. Zeige, dass ¢ = a1) mit einem a € K ist.

Aufgaben zum Abgeben

(7))

im R? und es sei p: R? — R? die Projektion von R? auf R

AUFGABE 13.20. (4 Punkte)
Wir betrachten die Basis

3
7
beziiglich dieser Basis. Bestimme die Matrix zu ¢ beziiglich der Standardba-
sis.

C R?



AUFGABE 13.21. (5 (144) Punkte)
a) Zeige, dass die 2 x 2-Matrizen

1++/1—4bc b
2
c 1F+/1—4bc
2

Projektionen beschreiben. Dabei sind b, ¢ € K derart, dass eine Quadratwur-

zel /1 — 4bc existiert.

b) Bestimme sdmtliche 2 x 2-Matrizen

a b
c d)’
die eine Projektion beschreiben.

AUFGABE 13.22. (2 Punkte)

Es seien V und W endlichdimensionale K-Vektorrdume und ¢q,..., ¢ €
Hompg (V,W). Zeige
k
rang (o1 + - + ) < Zrang Pi-
i=1
AUFGABE 13.23. (3 Punkte)

Es seien Gi,Gy und H,, H, jeweils verschiedene Geraden im K?®. Welche
Dimension hat der Raum

W = {¢ € Homg (K? K?)|¢(G1) C Hy und ¢(Gs) C Ha}?



