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Algebraische Zahlentheorie
Vorlesung 19

KAHLER-DIFFERENTIALE

Wir besprechen eine weitere Moglichkeit, Verzweigung zu erfassen, ndmlich
mit der Hilfe von Kéhler-Differentialen. Dies ist ein sehr allgemeines Konzept,
das dazu dient, die geometrische Idee eines Tangentialraumes bzw. Tangen-
tialbiindels algebraisch zu realisieren. Wir erwéhnen hier nur die Grundziige
der Konstruktion und die wesentlichen Eigenschaften ohne Beweis. Beweise
finden sich im Anhang.

Definition 19.1. Es sei R ein kommutativer Ring und A eine kommutative
R-Algebra. Der von allen Symbolen d(a), a € A, erzeugte A-Modul, modulo
den Identifizierungen

d(ab) = ad(b) + bd(a) fiir alle a,b € A
und
d(ra + sb) = rd(a) + sd(b) fir alle r,s € Rund a,b € A,
heit Modul der Kdihler-Differentiale von A iiber R. Er wird mit
Qar
bezeichnet.
Bei dieser Konstruktion startet man also mit dem freien A-Modul F' mit da,

a € A als Basis und bildet den A-Restklassenmodul zu demjenigen Unter-
modul, der von den Elementen

d(ab) — ad(b) — bd(a) (a,b € A)
und
d(ra + sb) —rd(a) — sd(b) (r,s € R und a,b € A)
erzeugt wird. Die Abbildung
d: A— Qup, a — d(a) = da,

heifit die universelle Derivation. Man priift sofort nach, dass es sich um eine
R-Derivation handelt.

Grundlage fiir konkrete Berechnungen bilden die folgenden Lemmata.
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Lemma 19.2. Es sei R ein kommutativer Ring und A = R[X,...,X,]
der Polynomring in n Variablen tber R. Dann ist der Modul der Kdhler-
Differentiale der freie A-Modul zur Basis

dX,,dXs, ..., dX,.

Die universelle Derivation ist beziiglich dieser Basis durch

F F
A—>AdX169~'eBAan,F|—>dF:8—dX1+m+ 0

_ana
Xy X

gegeben.

Lemma 19.3. Es sei R ein kommutativer Ring und es seien A und B kom-
mutative R-Algebren und

p: A— B
ein R-Algebrahomomorphismus. Dann ist die Sequenz

QA|R Qs B — QBlR — QB|A — 0

von B-Moduln exakt. Dabei geht da @ b auf bdp(a) und db (in Qpr) auf db
(in QB|A)'

Lemma 19.4. FEs sei R ein kommutativer Ring und es sei A eine kommu-
tative endlich erzeugte R-Algebra, die als

A - R[Xl,,Xn]/<F1,,Fk)
gegeben sei. Dann ist
Qur = P AdX/(dF, ..., dF}).
i=1

Korollar 19.5. Es sei K ein Korper, P € K[X] ein nichtkonstantes Poly-
nom und

K[Y] — K[ X]| 2 K[Y][X]/(Y — P(X)), Y — P(X),

der zugehdérige Einsetzungshomomorphismus. Dann gilt fir den Modul der
Kdhler-Differentiale die Beschreibung

Qrpxryy = KIX]/(P).
Beweis. Nach Lemma 19.4 ist (mit R = K[Y]und A = R[X]/(Y — P(X)))

Q] = Q) o—peoyky] = K[X]/dY — P(X)) = K[X]/(P).
O

Diese Isomorphie ist so zu verstehen, dass die 1 in K[X|/(P’) dem Differential
dX entspricht. Man konnte den Sachverhalt auch als die Gleichung

Qkxryy = K[X]/(P)dX

ausdriicken.
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Wenn K algebraisch abgeschlossen ist, so ist P’ = (X —ay)--- (X —as) und
K[X]/(P") = K*. Die vorstehende Aussage zeigt somit insbesondere, dass
der Modul der Kahler-Differentiale nur lokalisiert in den maximalen Idealen
(X — a;), die den Nullstellen der Ableitung entsprechen, von 0 verschieden
ist. Ein entsprechendes Verhalten gilt generell im Fall einer separablen Er-
weiterung von Dedekindbereichen.

Lemma 19.6. Es sei R C S eine endliche Erweiterung von Dedekindberei-
chen derart, dass die Kéorpererweiterung Q(R) C Q(S) der Quotientenkiorper
separabel sei. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Es ist (QS\R)S\{O} = 0.

(2) Es gibt ein s € S, s # 0, mit (Qgr), = 0.

(3) Es gibt einr € R, r # 0, mit (Qgr) = 0.

(4) Es gibt endlich viele Primideale q € Spek (S) mit (QS|R)q # 0.

(5) Es gibt einr € R, v # 0, und ein m € N mit r™(Qgr) = 0.
Insbesondere ist Qg r ein S/r™S-Modul.

Beweis. (1) Nach Lemma Anhang 9.6 ist

(Qs1r) 110y = Qes)ir = Lislem-

Somit folgt die Aussage aus dem Satz vom primitiven Element in
Verbindung mit Lemma 19.4.

(2) Folgt aus (1) aufgrund der endlichen Erzeugtheit von Qg)z.

(3) Folgt aus (2), man kann fiir  die Norm von s nehmen, die ja nach
Korollar 10.8 (im zahlentheoretischen Kontext) ein Vielfaches von s
ist.

(4) Folgt aus (2) und daraus, dass es in einem Dedekindbereich nur end-
lich viele Primideale oberhalb eines Elementes # 0 gibt.

(5) Folgt aus (3) und der endlichen Erzeugtheit.

g

In der Aussage Lemma 19.6 (5) konnte man auf den Exponenten m verzich-
ten, wenn man 7 abdndert. Aber aus Teil (3) ergibt sich die Aussage mit
dem Exponenten. Man denke bei r an eine Primzahl aus Z, man versucht
dann, eine annullierende Potenz mit einem moglichst kleinen Exponenten zu

finden.

Lemma 19.7. Es sei D # 0,1 eine quadratfreie Zahl und R der zugehdrige
quadratische Zahlbereich. Dann ist

Oz = R/(2VD)
bei D = 2,3 mod 4 und
Oy = R/(x/ﬁ)
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bet D = 1 mod 4.

Beweis. Im ersten Fall ist nach Satz 9.8 R = Z[X]/(X? — D) und daher
nach Lemma 19.4

Qppz = RdX/d(X*— D) = RIX/2XdX = R/2X = R/2VD.
Im zweiten Fall ist

D -1

R = Z[Y]/(W—Y—T)

mit Y = YD

O Somit ist

Qpyz

RdY/d <Y2 —Y - E)

4
RAY/(2Y —1)dY
RAY /N DdY

R/VD.

lie i

O
Beispiel 19.8. Es sei p eine Primzahl und R der p-te Kreisteilungsring, also
R=ZX]/(X*"+ X"+ + X?+ X +1)

nach Lemma 17.14. Nach Lemma 19.4 ist der Modul der K&hler-Differentiale
gleich

Qpiz

R/((p—1DXP 2+ (p—2)XP? + - +3X>+2X + 1)
ZIX))(XP 4 XP2 4 XX 1,

(p—DXP 2+ (p—2)XP +-- +3X°+2X +1).

[raie

Das beschreibende Ideal ist auf den ersten Blick schwer zu durchschauen. Da
XP — 1 zum Ideal des Kreisteilungsringes gehort, gehort auch die Ableitung
zum beschreibenden Ideal des Kéhlermoduls. Es ist ja

XP—1=(X-1)X""+X"?+. .+ X°+ X +1)

und somit
pXPldX
= d(X?-1)

X D)X+ XP 24+ 4+ X2+ X + 1))
(XP 4+ X2+ X2+ X+ 1)dX
+(X =D ((p—DXP 2+ (p—2)XP? + -+ 3X*> +2X + 1)dX.

Damit ist insbesondere
pdX =0
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in Qg |z, da ja X eine Einheit ist. Somit ist der Kéhlermodul ein R,/pR,-
Modul und insbesondere ein Z/(p)-Modul. Daher und wegen Lemma Anhang
9.11 ist

Qr,iz = Qr,z Oz Z/(P) = R, /pR,12/()-
Da der Faserring iiber p die Form
Ry/pR, = Z/(p)[X]/((X = 1)'7") = Z/(p)[Y]/(Y*™)
besitzt, ist wegen (Y?~!) = —Y?~2 insgesamt
U,z = Qzywyarnzm = Z/O)Y]/(Y7).
Dies ist ein freier Z/(p)-Modul mit der (in X geschriebenen) Basis
dX, XdX,. .., XP3dX
(also vom Rang p — 2).

Beispiel 19.9. Es sei p eine Primzahl und R = Z[X]|/(X? — p), vergleiche
Beispiel 18.11. Der Modul der Kéahler-Differentiale ist

Qrpz = R/ (pxpfl)dx

und das annullierende Ideal ist

(pa"™h) = («™7).
Die Norm von deshalb ist die Anzahl der Elemente im Modul der Kahler-
Differentiale gleich p?P~1.

Beispiel 19.10. Es sei ¢ = £1 mod 9 eine Primzahl und R = Zz,z] C
QIX]/(X3—¢q) mit 2z = % der Ganzheitsring, vergleiche Satz 16.1. Der
Modul der Kéhler-Differentiale wird als R-Modul von dz und dz erzeugt. Wir
behaupten, dass der Erzeuger dz iiberfliissig ist, obwohl er als Algebraerzeu-
ger nicht iiberfliissig ist. Dabei gilt

3dz = d3z = d(l +qx+x2) = qdx 4 2xdxr = (q+ 2x)dx.

Ferner ist unter Verwendung von Aufgabe 16.7

2 2

1-— 1-—
xdz 4+ zdx = dxz = d< 3q x+qz) = 3q dz + qdz,

woraus wir
2

1— 1—¢?
(x — q)dz = —zdx — 3q dx = —(z—l— 3q )dx

gewinnen. Schliefllich ist

2_1 3 2 2 3 2 2
2zdz:dz2:d(q9 n qg q:c—l—q;— z>: =g, L2,

woraus wir
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gewinnen. Wir konnen also verschiedene Vielfache von dz als Vielfache von
dx ausdriicken. Wir betrachten das von den Vorfaktoren erzeugte Ideal in R,

also
242
(3,x—q,2z—q;_ )

Dieses Ideal enthilt ¢ — ¢ und Im Restklassenring wird also = zu ¢ und z
wird zu

14+qr+a2* 142
3 3
Somit enthélt das Ideal die Zahlen 3, ¢* — ¢ und

2

1—|—2q2 q2—i—2_ 9
3 3 1

Da 3 und q teilerfremd ist, enthélt es auch die 1 und somit gibt es auch eine
Darstellung von dz als Vielfaches von dzx.

VERZWEIGUNG UND DIFFERENTIALE

Lemma 19.11. Es sei K ein vollkommener Korper und A eine lokale end-
lichdimensionale K -Algebra. Dann ist A genau dann reduziert (also ein Kor-
per) wenn der Modul der Kihlerdifferentiale Qi gleich 0 ist.

Beweis. Wenn A reduziert ist, so liegt eine endliche Kérpererweiterung K C
A vor, die wegen der Vollkommenheit des Grundkorpers separabel ist und
deshalb nach dem Satz vom primitiven Element von einem Element erzeugt
ist, sagen wir A = K[z] = K[X]|/(F). Nach Lemma Anhang 8.3 erzeugen
F und F’ das Einheitsideal und somit folgt aus F'(z)dr = 0, dass sogar
dxr = 0 ist. Somit folgt die Aussage aus Lemma 19.4.

Es sei nun angenommen, dass A nicht reduziert ist. Es ist zu zeigen, dass es
nichttriviale Kéhlerdifferentiale gibt. Da A eine lokale Algebra ist, ist ein Ele-
ment darin entweder eine Einheit oder gehtrt zum maximalen Ideal. Zu einer
Einheit z € A, v ¢ K, ist K[z] ein Erweiterungskorper von K. Indem wir
so den Grundkorper vergroflern, konnen wir wegen Lemma 19.3 annehmen,
dass nur die Elemente aus K \ 0 Einheiten in A sind. Dann ist

A= Kz, ..., 2,

und die x; gehoren zum maximalen Ideal m. Indem wir die Restklassenabbil-
dung

A— A/m?

betrachten und Lemma Anhang 9.8 heranziehen, konnen wir davon ausgehen,
dass die Situation
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vorliegt, wobei mindestens ein Erzeuger x1 # 0 ist. Mit dem gleichen Lemma
kénnen wir modulo (3, . . ., z,) gehen und erhalten die Situation K[X]/(X?).
Dafiir zeigt Lemma 19.4, dass dz # 0 ist. O

Satz 19.12. Es sei R ein Zahlbereich. Dann ist die Ringerweiterung Z C R
in einem Primideal q € Spek (R) genau dann verzweigt, wenn

(), # 0

15t.

Beweis. Es sei p = Z N q, und wir kénnen wegen Lemma Anhang 9.6 direkt
zu

iibergehen. Die Bedingung
(Qrz), = (Qup), = Qs # 0
ist aquivalent zu
Qup®aAlqg = Qa, B R4, Aq/q # 0,
da ja Q4,p ein endlicher erzeugter A;-Modul iiber dem lokalen Ring A, ist.
Wegen der natiirlichen Surjektion
Aq/pAq — Aq/a
ist dies auch dquivalent zu

QAq\B X4, Aq/pAq # 0.
Nach Lemma Anhang 9.11 angewendet auf
Ay — Ag/pA

T T
B — B/p=rx(p)

ist
Qg8 4, Aa/PAq = Qagpags/p

und dies ist die Lokalisierung von £4/,/5/, an q. Somit ist die Lokalisierung
von £24p an q genau dann von 0 verschieden, wenn € 4,4, 5/, lokalisiert an q
von 0 verschieden ist. Die Bedingung an den Modul der Kéhler-Differentiale
spielt sich somit allein in der speziellen Faser iiber p ab. Nach (dem Beweis
zu) Satz 18.10 liegt in q genau dann Verzweigung vor, wenn R/q = A/q
nicht reduziert ist. Deshalb folgt die Aussage aus Lemma 19.11. U
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