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Analysis 1

Arbeitsblatt 5

Ubungsaufgaben

AUFCABE 5.1.*

Fiir die Zahl 10000007 soll eine rationale Approximation gefunden werden,
die vom wahren Wert um hdochstens ﬁ—stel abweicht. Wie gut muss eine
Approximation fiir 7 sein, dass man daraus eine solche gewiinschte Approxi-

mation erhalten kann?

Die beiden folgenden Aufgaben sollen dazu anregen, iiber die Giite von De-
zimalbruchentwicklungen zu diskutieren.

AUFGABE 5.2. Stimmen die beiden reellen Zahlen

V163
3

und 1n 640320

iberein?

AUFGABE 5.3. Stimmen die beiden reellen Zahlen

V5 +1/22 + 2¢/5 und \/11+2@+\/16—2@+2\/55—10@

iiberein?

AUFGABE 5.4. Es sei K ein angeordneter Korper und a € K. Zeige, dass
die Gleichung 2?> = a hochstens zwei Losungen in K besitzt.

AUFGABE 5.5. Zeige, dass es in Q kein Element z mit 22 = 2 gibt.

AUFGABE 5.6. Was hat die Din-Norm fiir Papier mit Wurzeln zu tun?

AUFGABE 5.7. Berechne von Hand die Approximationen zq, s, x3, x4 im
Heron-Verfahren fiir die Quadratwurzel von 5 zum Startwert xq = 2.
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AUFGABE 5.8. Berechne von Hand die Approximationen =z, s, xs3, 4 im
Heron-Verfahren fiir die Quadratwurzel von 5 zum Startwert xo = 3.

AUFGABE 5.9.*

Fiihre die ersten drei Schritte des babylonischen Wurzelziehens zu b = 7 mit
dem Startwert 2o = 3 durch (es sollen also die Approximationen xy, zs, x5 fiir
V7 berechnet werden; diese Zahlen miissen als gekiirzte Briiche angegeben
werden).

AUFGABE 5.10. Was passiert beim babylonischen Wurzelziehen, wenn man
mit einem negativen Startwert xy die Quadratwurzel von ¢ € R, berechnen
mochte?

AUFGABE 5.11. Was passiert beim babylonischen Wurzelziehen, wenn man
die Quadratwurzel einer negativen Zahl ¢ € R_ (mit einem positiven Start-
wert ) berechnen mochte?

AUFGABE 5.12. Es sei K ein angeordneter Korper. Zeige, dass K genau dann

archimedisch angeordnet ist, wenn die Folge der Stammbriiche %, n > 1,

gegen 0 konvergiert.

AUFGABE 5.13. Es sei k € N,. Zeige, dass die Folge (n_lk)neN in einem
archimedisch angeordneten Kérper gegen 0 konvergiert.

AUFGABE 5.14. Bestimme fiir die Folge
2
3n+5

Ty =

und
1 1 1 1

©~ 10" 100" 1000° 10000" """
ab welchem (minimalen) n die Abschétzung

T, <€

gilt.



AUFGABE 5.15.*
Die Folge (), oy sei durch

1, falls n eine Primzahl ist ,
Ty =
0 sonst,

definiert.

(1) Bestimme 2117 und xyo7.
(2) Konvergiert die Folge in Q7

AUFGABE 5.16. Es sei (2,),.y eine Folge in einem angeordneten Korper K.
Zeige, dass die Folge genau dann gegen x € K konvergiert, wenn die durch

Yn = Tn — X

gegebene Folge eine Nullfolge ist.

AUFGABE 5.17. Es seien (2,,),cy und (y,),cy Folgen in einem angeordne-
ten Korper K, die beide gegen ¢ € K konvergieren mogen. Zeige, dass die
Differenzfolge x,, — v, eine Nullfolge ist.

AUFGABE 5.18. Jemand sagt zur Folge z,, := g-. ,Der Zihler und der
Nenner gehen hier beide gegen unendlich. Doch der Nenner geht deutlich
schneller gegen unendlich, deshalb konvergiert die Folge gegen 0“. Beurteile
diese Argumentation.

AUFGABE 5.19. Betrachte die folgenden (Pseudo)-Definitionen.

Es sei (25,),,cy eine Folge in einem angeordneten Korper und es sei z € K.

(1) Man sagt, dass die Folge gegen x hypervergiert, wenn folgende Ei-
genschaft erfiillt ist.
Zu jedem € € K, € > 0, und alle n € N gilt die Beziehung
|z, — x| < e

(2) Man sagt, dass die Folge gegen = supervergiert, wenn folgende Ei-
genschaft erfiillt ist.
Zu jedem € € K, € > 0, gibt es ein ny € N derart, dass fiir alle
n > ng die Beziehung
|z, — x| < €

gilt.



(3) Man sagt, dass die Folge gegen x megavergiert, wenn folgende Ei-
genschaft erfiillt ist.

Es gibt ein ny € N derart, dass fiir alle n > ng und jedes € € K,
e > 0, die Beziehung

|z, — x| < €

gilt.
(4) Man sagt, dass die Folge gegen = pseudovergiert, wenn folgende Ei-
genschaft erfiillt ist.
Zu jedem ¢ € K, € > 0, gibt es ein n € N derart, dass die
Beziehung
|z, — x| < €
gilt.
(5) Man sagt, dass die Folge gegen x semivergiert, wenn folgende Eigen-
schaft erfiillt ist.
Zu jedem € € K, € > 0, und jedem ny € N gibt es ein n € N,
n > ng, derart, dass die Beziehung

|z, — x| < €

gilt.
(6) Man sagt, dass die Folge gegen x protovergiert, wenn folgende Ei-
genschaft erfiillt ist.
Es gibt ein e € K, € > 0, derart, dass fiir alle n € N die Beziehung

|z, — x| < €

gilt.
(7) Man sagt, dass die Folge gegen x quasivergiert, wenn folgende Ei-
genschaft erfiillt ist.
Es gibt ein € € K, € > 0, und ein ny € N derart, dass fiir alle
n > ng die Beziehung

|z, — x| < €

gilt.
(8) Man sagt, dass die Folge gegen x deuterovergiert, wenn folgende
Eigenschaft erfiillt ist.
Zu jedem € € K, € > 0, gibt es ein nyg € N derart, dass fiir alle
n > ng die Beziehung

T, — T < €

gilt.

Vergleiche diese Definitionen mit der Definition von Konvergenz. Worin be-
steht der Unterschied? Welche Bedeutung haben die einzelnen Definitionen?
Welche Definitionen sind zueinander dquivalent, zwischen welchen besteht
eine Implikation (Beweis oder Gegenbeispiel)? Fiir welche Definitionen ist
das x eindeutig bestimmt?
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AUFGABE 5.20. Es sei (:1cn)neN eine gegen = konvergente Folge in einem an-
geordneten Korper. Zeige, dass jede Teilfolge ebenfalls gegen x konvergiert.

AUFGABE 5.21. Man gebe ein Beispiel fiir eine Folge, die nicht konvergiert,
aber eine konvergente Teilfolge enthélt.

AUFGABE 5.22. Man untersuche die folgenden Teilmengen M C Q auf die
Begriffe obere Schranke, untere Schranke, Supremum, Infimum, Maximum
und Minimum.

(1) {27_37 _475a6)_]—71})
1 -3 -4 5 6 —-11

%|In’ S N+}7

et Vet N

AUFGABE 5.23. Es sei K ein angeordneter Korper und M C K eine Teil-
menge, die ein Supremum 7T’ besitze. Zeige, dass T' genau dann das Maximum
von M ist, wenn T € M ist.

AUFGABE 5.24.*

Hans will sich ein Friihstiicksei kochen. Im Moment, als er das Ei in das
kochende Wasser eintaucht, zeigt seine Uhr 7 : 21 (die Uhr lduft genau und
hat keine Sekundenangabe). Als er das néchste Mal auf die Uhr schaut, zeigt
sie 7 : 26 an. Bestimme das Infimum, Minimum, Supremum, Maximum der
Zeit, die das Ei zwischen den beiden Momenten im Wasser ist.

In den beiden folgenden Aufgaben geht es um die Folge der Fibonacci-Zahlen.
Die Folge der Fibonacci-Zahlen f, ist rekursiv definiert durch

f1 = 1,f2 =1 und fn+2 = fn+1 -+ fn .

AUFGABE 5.25.%

Beweise durch Induktion die Simpson-Formel oder Simpson-Identitét fiir die
Fibonacci-Zahlen f,. Sie besagt (fiir n > 2)

Jni1fno1 — fﬁ = (_1)n-
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AUFGABE 5.26. Beweise durch Induktion die Binet-Formel fiir die Fibonacci-

Zahlen. Diese besagt, dass
() - ()
2 2

V5

fn:

gilt (n > 1).

AUFGABE 5.27. Es sei K ein angeordneter Kérper und sei (z,),,oy eine Folge

in K mit z,, > 0 fiir alle n € N. Zeige, dass die Folge genau dann bestimmt

divergent gegen +oo ist, wenn <wi> gegen 0 konvergiert.

"/ neN

AUFGABE 5.28. Es sei K ein archimedisch angeordneter Korper und x € K
mit |z| < 1. Zeige, dass die Folge

gegen 0 konvergiert.

AUFGABE 5.29. Es sei K ein angeordneter Korper. Man gebe ein Beispiel
einer Folge (z,,), oy, fiir die es sowohl eine bestimmt gegen +ooc als auch eine
bestimmt gegen —oo divergente Teilfolge gibt.

AUFGABE 5.30. Es sei K ein angeordneter Korper. Zeige, dass eine bestimmt
gegen +oo divergente Folge in K nach unten beschrankt ist.

Man gebe ein Beispiel einer Folge (), .y, die nach unten, aber nicht nach
oben beschrénkt ist, und die nicht bestimmt divergent gegen +o0 ist.

AUFGABE 5.31. Bestimme alle Haufungspunkte der Folge (a,)nen, welche

durch . |
S NN R
an = ( >( n) !

gegeben ist.

Aufgaben zum Abgeben

AUFGABE 5.32. (3 Punkte)

Berechne von Hand die Approximationen w1, xs, r3, x4 im Heron-Verfahren
fiir die Quadratwurzel von 7 zum Startwert zy = 2.



AUFGABE 5.33. (3 Punkte)

Bestimme fiir die Folge

2n+1
Ty =
3n —4
und
111
107 1007 1000’
ab welchem (minimalen) n die Abschétzung
2 <
T, — | < €
3
gilt.

AUFGABE 5.34. (2 Punkte)
Es sei K ein angeordneter Korper und sei (z,,), oy eine konvergente Folge in
K mit Grenzwert x. Zeige, dass dann auch die Folge

(|xn|)neN

konvergiert, und zwar gegen |x|.

AUFGABE 5.35. (6 Punkte)

Es sei K ein archimedisch angeordneter Korper und es sei (2,,),,y eine kon-
vergente Folge in K mit Grenzwert z. Zeige, dass dann auch die durch
Tot+x1+ -+ o,
n+1

Yn -

definierte Folge gegen x konvergiert.

Tipp: Man reduziere zuerst auf x = 0.

AUFGABE 5.36. (3 Punkte)

Es sei K ein archimedisch angeordneter Korper. Zeige, dass die Folge
()
2"/ neN

Tipp: Finde eine geeignete Abschétzung fiir 2" mit Hilfe des Binomischen
Lehrsatzes.

gegen 0 konvergiert.
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AUFGABE 5.37. (3 Punkte)

Man gebe Beispiele fiir konvergente Folgen (xy), .y und (y,),cy in einem
angeordneten Korper K mit x, # 0, n € N, und mit lim,,_,, x,, = 0 derart,

v neN

(1) gegen 0 konvergiert,
(2) gegen 1 konvergiert,
(3) divergiert.

AUFGABE 5.38. (3 Punkte)

Es sei (2,),cy eine reelle Folge und x € R. Zeige, dass x genau dann ein
Héaufungspunkt der Folge ist, wenn es eine gegen = konvergente Teilfolge
gibt.
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