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Grundrechenarten

Definitionen

Die vier Grundrechenarten

Rechenart Ausgedriickt als Symbol Namen der Teile Name des Ergebnisses

Addition plus + 2 + 7 = 9
(addieren, erhéhen) Summand 4+ Summand = Summe

Subtraktion minus - 66 — 22 = 43
(subtrahieren, reduzieren, vermindern, abziehen) Minuend — Subtrahend = Differenz

Multiplikation mal = (%) 9 - 13 = 117
(multiplizieren, vervielfachen, -fach) Faktor - Faktor = Produkt

Division durch HECW)| 84 : T = 12
(dividieren, teilen) Dividend : Divisor = Quotient

Das Symbol = ist ein Gleichheitszeichen. Es steht fiir die Gleichheit zweier Ausdriicke. Es wird in einemigenen Abschnittgenauer erklért.

Das Symbol x fiir die Multiplikation wird kaum benutzt, weil es leicht mit dem Symbol oder dem Buchstaben x fiir die Variable x verwechselt werden kann. Wozu in Rechnungen Buchstaben
verwendet werden, werden wir spater lernen. Fiir die Multiplikation wird in diesem Buch das Symbol - benutzt.

Das ist ein Punkt ungefédhr auf halber Hohe einer Zier notiert.

Fiir die Division benutzt man auch Punkte : Die anderen Symbole fiir die Division / und + werden seltener benutzt.
Typisch wird allerdings / bei den Einheiten verwendet, beispielsweise in der Geschwindigkeit (km/h). In diesem Beispiel sagt man "Kilometer pro Stunde". Mit dem Wort "pro" ist Division

gemeint.
Weil fiir Multiplikation und Division Punkte als Symbole verwendet werden, nennt man die beiden Rechenarten zusammPunktrechnungen.
Die Symbole fiir die Addition + und die Subtraktion — verwenden dagegen beide Strich®aher nennt man diese beiden Rechenarten zusammeiStrichrechnungen
Bei Addition und Multiplikation spielt jeweils die Reihenfolge keine Rolle:
5+6+11=6+11+5=11+6+5 = 22
Die Reihenfolge spielt keine Rolle bei der Addition.
2-5-3=5-3-2=2-3-5 =30
Die Reihenfolge spielt keine Rolle bei der Multiplikation.
Bei Subtraktion und Division ist die Reihenfolge wichtigDas Ergebnis ist nicht das Gleiche, wenn die Reiknfolge anders ist:
5—3+2=4 aber 5—-24+3 =6
10-5:2=25 aber 10:2:5 = 4

Weitere Ausdriicke fiir die vier Gundrechenarten

Im Alltag gibt es allerdings einige Wrte, die irgendeine Rechenart bedeuten knnen:
Schneiden, Kirzen (zum Beispiel Gehalt) und so weiter kdnnte minus bedeuten
Wachsen, zwei Sachen zusammen, insgesamt kdnnte plus bedeuten
in einige gleiche Teilen schneiden kdnnte doch geteilt durch bedeuten

... und so weiter ...

Das Gleichheitszeichen

Ein Symbol, das bisher nicht erklart wurde, ist das Gleichheitszeichen "=". Es wird benutzt, um zu zeigen, dass der Ausdruck links des Zeichens das Gleiche ist, wie der Ausdruck rechts des

Zeichens. Dies betrift sowohl den Wert als auchdie Einheit.
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20=4-5 v(richtig)

20 Kartoffeln = 4 - 5 Kartoffeln v (richtig)

20 Kartoffeln = 4 - 7 Kartoffeln X (falsch: falscher Wert)

20 Birnen = 4 - 5 Kartoffeln X (falsch: falsche Einheit)

10m - 5 = 50 X(falsch: rechts fehlt die Einheit m)

‘Wie man mit Einheiten arbeitet, werden wir genauer inentsprechenden Kapitel lernen. Da werden wir auch erfahren, dass
15m = 150dm

doch richtig ist.

Es gibt allerdings Gleichungen zwischen mehr als zwei Ausdrucken ("Gleichungsketten"), wie wir vorher gesehen haben:
54+6+11=6+114+5=114+6+5 = 22

Bei Gleichungsketten sind alle Ausdriicke gleich, daher kann man in diesem Beispiel auch schreiben:

6+114+5=22 oder 5+6+11= 114645

Es gilt daher allgemein:

= wenn g =5 dannauch b=a

= wenn g=b=cdannauchg=¢

Gleichungsketten kann man allerdings in der Regel nicht bei sogenannteA quivalenzumformungenbenutzen, wie wir spéter lernen werden.

Die Gleichung zwischen zwei Ausdrucke spielt allerdings eine wichtige Rolle beiRinsetzen, ein Verfahren, das wir imentsprechenden Kapitellernen werden.

Negative Zahlen

Das Minuszeichen benutzt man nicht nur bei der Subtraktion, sondern auch um sogenannte negative Zahlen zu bezeichnen. Was die negativen Zahlen sind, kann man ziemlich einfach verstehen,

wenn man sich vorstellt, in einem Aufzug zu seinBetrachten wir die folgende Bilderfolge:
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Im ersten Bild fangt man vom Erdgeschoss an, dieses kann man mit der Zahl 0 bezeichnen. Dann fahrt man mit dem Aufzug 2 Stockwerke nach oben. Die Richtung nach oben kann man mit Plus
(+) bezeichnen. Das ist im Bild zu sehen. 0+2=2. Im dritten Bild fahrt man aus dem 2. Stock 3 Stockwerke weiter nach oben (+ Richtung). 2+3=5. Im vierten Bild fdhrt man 8 Stockwerke nach
unten. Nach unten kann man mit Minus (—) bezeichnen, da die Stockwerke weniger werden. Wenn man aber 5-8 rechnet, kann das Ergebnis nicht 3 sein. 3 ist oberhalb des Erdgeschosses, wir sind
aber jetzt in dritten Untergeschoss. Um die Stockwerke unter dem Erdgeschoss zu bezeichnen, braucht man etwas Neues: das Minuszeichen vor dem Stockwerk! Wir sind also im Stock -3, also 3

Stockwerke unterhalb des Erdgeschosses.

Im fiinften Bild fahrt man ein Stockwerk weiter nach unten. Wir waren im Stock —3 und nach unten bedeutet minus. Am Ende sind wir 4 Stockwerke unter der Erde, also im Stock —4: —3—-1=—4.
Wenn also beide Zahlen negativ sind, addiert man ihren sogenannten Betrag (3 und 1) und schreibt vor dem Ergebnis wieder ein Minus. Im sechsten Bild fahrt man aus dem 4 Stock unter der Erde
(—4) 5 Stockwerke nach oben (nach oben bedeutet Plus machen) und befindet sich am Ende einen Stock oberhalb des Erdgeschosses (bei +1): —4+5=1. Wenn man zwei Zahlen mit
unterschiedlichem Vorzeichen hat, subtrahiert man die Betrédge (groferer Betrag minus kleineren Betrag, hier: 5-4=1) und schreibt man vor dem Ergebnis das Vorzeichen des gréReren Betrags (also
hier von 5, da sie mehr als 4 ist). Im vierten Bild haben wir 5-8 gerechnet. Da haben wir wieder die Betrédge subtrahiert (groRerer minus kleineren: 8-5=3) und im Ergebnis haben wir wieder das

Vorzeichen des gréBeren Betrags geschrieben (also das Minus, das vor 8 steht): 5-8 = -3.

Zusammengefasst: Wenn man zwei Zahlen mit dem gleichen Vorzeichen hat (z.B. 4+7 oder —3-5), dann addiert man die Betrdge (4+7=11 und 3+5=8) und schreibt vor dem Ergebnis das
Vorzeichen: (4+7=11 und —3-5 = —8). Wenn die eine Zahl positiv (+) ist und die andere negativ(-), subtrahiert man die Betrage und schreibt vor dem Ergebnis das Vorzeichen des groften Betrags:
4-7=-3 15-9=6

Negative Zahlen werden immer mit einem Minus davor geschrieben, z.B. -6 oder —7,453 oder —+/87. Positive Zahlen werden mit einem Plus davor geschrieben, z.B. +6 oder +7,453 oder ++/87.
Bei positiven Zahlen kann man das Wrzeichen auslassen. Zum Beispiel ist 6 die positive Zahl +6, mit 7,453 wird die positive Zahl +7,453 gemeint und mi#87 einfach ++/87.

Wenn allerdings das Plus oder das Minus nach der Zahl geschrieben wird, bedeutet es nicht, dass es eine positive oder negative Zahl it.diesem Fall erwartet man, dass noch eine Zahl folgen soll.

3- ist einfach unvollstandig und auf gar keinen Fall die Zahl Minus drei ...

Weiteres iiber Rechnungen mit negativen Zahlen werden wir inTeilkapitel iiber die Plusminusregel lernen.
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Das Komma bei Dezimalzahlen

Noch ein wichtiger Punkt bei der Schreibweise muss man noch kurz ansprechen. Und es geht hier genau um den Punkt.
‘Wenn man mit dem Taschenrechner die Division 2 durch 7 macht, kommt etwas wie folgendes vor
0.28571428...

Das ist eine Zahl, die kleiner als eins ist. Auf Deutsch allerdings schreibt man:

0,28571428...

Falls der Unterschied nicht klar ist:

im ersten Fall steht zwischen 0 und dem Rest der Zahl ein Punkt:

0 . 28571428...

im zweiten Fall ein Komma:

0 , 28571428...

Man sagt auf Deutsch "Null Komma zwei acht fiinf sieben...". Dieser Unterschied muss einem bewusst sein!
Auf Englisch und bei den meisten Eschenrechnern schreibt man

8970063.4583

oder sogar

8,970,063.4583.

Auf Deutsch und in ein paar anderen Sprachen werden die beiden &ile umgekehrt durch ein Komna getrennt:
8970063,4583

oder sogar

8.970.063,4583.

Auf diese Tatsache sollte man aufpassen!

Insbesondere wenn Menschen mit unterschiedlichen Kulturen, Sprachen oder Notationen Daten miteinander austauschen, kann dieser Unterschied fiir Verwirrung sorgen. Beim internationalen
Datenaustausch und bei Programmiersprachen wird daher praktisch durchgehend der Punkt und nicht das Komma als Trennzeichen verwendet, in diesem Buch (wie allgemein auf Deutsch)

allerdings das Komma.

Addition

Rechenart Ausgedriickt als | Symbol Namen der Teile Name des Ergebnisses
Addition plus + 2 + 7 = 9
(addieren, erhéhen) Summand + Summand = Summe

Beispiele: a) 35,7 + 59367 + 95382,89 + 567332,76=?  b) 56333,76 + 0,089 + 33727,727 + 9=?

Lésungen
Aufgabe a Aufgabe b
2 2 1 2 1 2 1 0 1 1 0 2 1 1 1
ojlojojo /3 5 ,|1 5/6(3[3(3|,/7/6/0
0/5/9/3/6 /7 ,/0/0 ojofjoflo|o|,|0|8]9
0/9/5/3 /8 2,89 3.3 /727,727
5/6(7/3/3 2,76 olojojo|9|,/0|0]0O
72 2/1/18|,/3|5 9/ 0 0 7 0, 57 6

Man schreibt die Zahlen, die man addieren will, untereinandeie Kommas miissen untereinander sein! Wnn eine Zahl kein Komma hat, dann schreibt man ein Komma am Ende der Zahl.
Um die Aufgabe tibersichtlicher zu machen, schreibt man links und rechts der Zahlen Nullen(0), wenn Zéf (im Vergleich zu den anderen Zahlen) ,,fehlen*.
Man addiert die Zahlen von jeder Spalte und fangt mit derechten Spalte an (und dann immer eine Spalte nacHinks). Die Summe der Zifer der Spalte schreibt man wterhalb dieser Spalte.

Wenn die Summe der Ziffer in der Spalte mehr als 9 ist, dann schreibt man unterhalb der Spalte nur die letzte Ziffer und die restlichen oberhalb der ndchsten Spalte links. Z.B. bei der Aufgabe a ist
die Summe der Ziffer der Spalte rechts (mit der man anfangt) 0+0+9+6=15. Man schreibt darunter 5 (die letzte Ziffer) und 1 (15 ohne 5) oberhalb der ndchsten Spalte links usw. Hier ist Aufgabe a
Schritt zum Schritt gezeigt:



Aufgabe a Schritt zum Schritt gelost
35,7 + 59367 + 95382,89 + 567332,76="

Aufgabe:
35,7 + 593067 + 95382,89 + 567332,76=7

Mit Nullen nachfiillen, damit die
Rechnung iibersichilicher wird!

Erste Spalte rechts wihlen
und Summe berechnen!

(nicht notwendig, aber empfehlenswert) 0+0+9+6=15
Zahlen untereinander schreiben! Darauf
aufpassen: Komma unter Komma!
I'I 1
35."1'7 o(ojo|0|3|5|,[7]|0 o|0|0|0|3|5]|,]|7]|0
SR ER 0|5/9/3|6|7|,|0f0 0|5/9(3[6[7|,|0]0]
5332|,|3 o|9|s|3|s|2|,|[8]9 o|9|5|3|8|2|,]|8]ls
5 HEIEYEN N K 5/6|7|(3|3|2|.|7|8 5|6|7|3|3[2]|,|7]|%
Zehnerziffer — 15 — Einerziffer Michste Spalte links wiihlen Zfzh“ml—‘iﬂ“ 2 23~ Einerziffer
Einerziffer (hier 5) unterhalb der gewihlten \und neue Summe berechnen! Einerziffer (hier 3) unterhalb der gewihlten
Spalte schreiben, Zehnerziffer (hier 1) ihiaaTion Spalte schreiben, Zetmerziffer (hier 2)
oberhalb der nichsten Spalte links i aberhalb der nichsten Spalte links
(7Y A 2 {1
o|lofofo|3[|5],]7 |D|_ olo|o|o|3|5], Il?-l ) pjo|Dj0O|3|5), .|7'| 0
o|ls|ofa|e|7],]0]o] o|s[9|3|6|7],]|0]o “59357»!0.0
1 T el
o|l9|s|3|8|2],]|8]9 o|o|s|3|a|2],]|8]s 0/9/5|3/8|2|,([8]9
s|e|7|3]|3|2],]7]% s|e[7]2]3]|z2],]|\7]s 5/6(7/3/3/2],]7 6
5 5 3|5
Michste Spalte links wihlen Zehnerziffer — 18 - Elnerziffer Nichste Spalte links wiihlen
und newe Summe berechnen! Einerziffer {hier 8) unterhalb der gewihlten und meue Summe berechnen!
2+5+7+2+2=18 Spalte schreiben, Zehnerziffer (hier 1) 1+3+6+8+3=21
Komma nicht vergessen! oberhalb der nichsten Spale links
| 12 1 | 1|3 1 | 2 1
ojofof[o]3]|5],[7]0 ojo|ofo|3][5],[7]0 ojojofo[3]s].[7]0
o|5(9f3|s|7]|,]|0]0 o/5|/9|3|6[7].|0]0 o|s|9|ale|7|,|0]0
o|9o|s|3|s2].]|8]s ols|s5|3|s|2].|8]s olo|s|alslz].][8]9
s|e|7|3|3l2],]|7]s s|6|7|3|3|2].]7]s s|6|7|3|3|2].|7]s
» |35 8|, 3|5 8,35
Zehnerziffer = 21 - Einerziffer Miichste Spalte links wihlen Zehnerziffer — 11 — Efnerziffer
Einerziffer (hier 1) unterhalb der gewahlten und neue Summe berechnen! Einerziffer (hier 1) unterhalb der gewihlten
Spalte schreiben, Zehnerziffer (hier 2) De0e34343=11 Spalte schreiben, Zehnerziffer (hier 1)
aberhalb der nachsten Spalte links aherhalb der nichsten Spalte links
E 1 B1]z2] 1 1[A]1] 2 1
ofofo|o|3]|5|,|7]|0 ojojoffoll3|5],]|7]|0 ojlo|ofo|3|5]|.,]7]0
0593.5|7,Dl] o|5|9(3[6|7|,|0]0 ols|alals]7].]o]0
o(9|5|3(la|2|,|8]|9 o|o|s|2|e|2|,|8]o o|lofls5|3la|2|,|8]|9
s|e[7]3]8]2],]7]s 5|6|7(8[3|2],[7([6 5|6|7|8(3[2z],]7]6
1|8],(3]|5 118],13|5 1/1|8],[|3]|5
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Nichste Spalte links wiihlen Zehnerziffer - 22— Einemiffer Niichste Spalte links wihlen
und neue Summe berechnen! Einerziffer (hier 2) unterhalb der gewihlien und neue Summe berechnen!
1+0+945+7=22 Spalte schrelben, Zehnerziifer (hier 2)

2+0+5+9+6=22
oberhalb der ndchsten Spalte links M0

fiz]1]2 1 2 [ 2]% |2 1 Bl ilz211]z 1
pjlojolfo|3|5(,|7|0 0|0 I.l.}' D|3|E|,|7]|O ojoffofo[3[5].]7]0
0(5]/9)3|6|7]|,|0]|0 0|5((9|3|6|7]|,|0]0 0 |5' 9(3|6(|7], 00
0|93 |8|2|,|8|9 0|9||6/|3|8|2|,|8]|9 0 '|9I| s|3|8|2|, |89
s|el/lalal2],]7]s s|6l\7|3|3]2],[7]s s|e7]3]3]2].[7]s

111)8(,|3|5 2|1)1]8|,[3]5 211 |2 (8], |35
Zehnerziffer - 22— Elnerziffer Letzte Spalte links wiihlen Ergebnis unterhalb der Spalten links
Einerziffer {hier 2) unterhalb der gewihlten und neue Summe berechnen! schreiben! Fertig! Das Ergebnis st
Spalte schreiben, Zehnerziffer (hier 2) 24+0+0+0+5=7 35,7 + 59367 + 95382,89 + 567332,76=
oberhalb der niichsten 5palte links 722118,8
2 I._J"._ 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 > | Z 1 i 1 2 1
oflolfofo[3]5],[7]0 ojoj0|3|/5/,|7]|0 ojojojoj3|5]|,]7]|0
o|[s]9|3]|6|7],|0]0 o|s[9|3]|6]|7],[0]0 0|5/9|3|6|7|,|0]0
ollos|3|s|2],|8]|9 loffo|5|3|8|2], |89 0|9|5|3|8|2],[6]9
S5|6/|7|3]|3|2|,]|7]|6 5|6|7|3(3[2],|7]|6 5(6[7]|3|3|2|,|[7]|6
L AR PN 2|2|1(1|8|,[3|5 zl 2 2% x |85 |3 =
Subtraktion
Rechenart Ausgedriickt als Symbol Namen der Teile Name des Ergebnisses
Subtraktion minus - 65 - 22 = 43
(subtrahieren, reduzieren, vermindern, abziehen) Minuend - Subtrahend = Differenz

Beispiele: a) 9,2-6,7  b) 9,5-6,4 ) 4752,8-203,007
Man schreibt die Zahlen untereinanderDie Kommas miissen untereinander sein! Wnn eine Zahl kein Komma hat, dann schreibt man ein Komma am Ende der Zahl.

Die Zahl oben muss genau so viele Ziffer vor und nach dem Komma haben, wie die Zahl unten. Daher schreibt man rechts der Zahl oben Nullen(0), wenn Ziffer in den Nachkommastellen (im

Vergleich zur Zahl unten) ,fehlen*.
Man subtrahiert die Zahlen von jeder Spalte (oben minus unten) und fangt mit der rechten Spalte an (und dann immer eine Spalte nach links).

Wenn die Ziffer oben kleiner als die Ziffer unten ist, dann addiert man zu dieser Ziffer 10 und subtrahiert von der ndchsten Ziffer oben links eins. In der néchsten Spalte links benutzt man dann oben

die reduzierte Ziffer. Beispielsweise:

Aufgaben a und b: 9,2-6,7=? 9,5-6,4=?

L. Schritt  Aufpabe: 9,2-6,7=2 2, Schritt  Erste Spalte rechts wahlen! 3. Schritt  Die neue Zahl (hier 12) oben
Zahlen untereinander sehreiben! Darauf In dieser Spalte Zahl oben (hier 2) mit Zahl in der gleichen Spalte schreiben und die
aufpassen: Komma unter Kommal unten {]u:_er ?).\rergl.eicl_ien. Wenn die Zahl alte Zahl streichen. Die ndchste Zahl oben
Oben steht die grofte Zahl (hier 9,2) unten grolﬂcr ist (Wle_]“'-'l' 7=2), 10 zur Zahl Ilinks um eins reduzieren: 9-1=8. Ergebnis
oben addieren: 10+2=12 (hier 8) auch dariiber schreiben und alie

unten die kleinere {hier 6,7)
Zahl(hier 9) auch streichen.

n [ s| |
| 9 [[ol] 2 9|, [[2] &, [k
| —-lell.ll7 —1s] .| -6,

| v

4. Schritnt  Mit den neven Zahlen (falls 5. Schritt  In der gleichen Weise an der 6. Schritt Erklarung Wenn die Ziffemn
varhanden, wie es hier der Fall ist) niichsten Spalte links arbeiten! Ganz oben oben griiier als die Ziffem unten sind,
pibeiten! Ganz oben (also 12) minus ganz (also 8) minus ganz unten (also 6) in der dann braucht man gar nichts streichen,
unten (alsa 7) in der ersten Spalte rechis: néchsten Spalte links: 8-6=2. Ergebnis (2) sondern nur oben minus unten machen!
12-7=5. Ergelmis (5) darunter schreiben. darunter schreiben, Erste Spalte von rechts (rot): 5-4=1

Also 8,2-6,7=2.5 Zweite Spalte von rechts (blau): 9-6=3

Also 9,5-6,4=3,1

7. 7] B = Al . 15
-l6l,ll7 -1/, |7 -6l .

|5 7 e 9, ¥

Bei groReren Zahlen macht man den ganzen Wrgang bei jedem Schritt.
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Aufgabe c: 4752,8-203,007=?

1. Schritt a:\ufgabe: 4752,8-203,007=2 2. Schritt  Erste Spalte rechts wiihlen! 3.Schritt  Die neue Zahl (hier 10) oben
Zahlen untereinander sehreibent Darauf In dicser Spalte Zahl oben (hier 0) mit Zahl in der gleichen Spalte schreiben und die
aufpassen: Komma unter Komma! unten (hier 7) vergleichen. Wenn die Zahl alte Zahl (0) streichen. Die nichste Zahl
Oben steht die grifite Zahl (hier 352,8) unten griBer ist (wie hier 7>0), 10 zur Zahl oben links um eins reduzieren. Wenn sie
unten die kleinere (hier G,007). oben addieren: 10+0=10 aber Mull ist (wic hier), dann wird es cin
Mullen nachfiillen bisschen schwer (siehe nichsten Schritt)...
[ i
7|5]2],|#0]0 4l7)5]2], | 80]0 4|7|5|2|, |00
=-(0|2|0|3|,|0]|0]|7 —0203,00'1\7_,-' =|0|2|0|3]|,]|0]|0 @
4. Schritt  Wenn also die nichste Zahl 5.Schritt  Jetzt kann man bei jeder 6. Schritt  Bei der vierten Spalte von
links null ist, dann die null sreichen, 9 Spalte die Differenz bevechnen und links (hier rot) muss man den Vorgang mit
dariiber schreiben, und weiter links so Ergebnis darunter schreiben! Erste Spalte dem Streichen wiederholen, bei den
machen, bis zur nidchsten Zahl, die nicht rechits (rot) 10=7=3, nichste Spalte links [restlichen (die drei blaue Spalten)
null ist (hier &), Diese um eins reduzieren (blau) 9-0=9 und noch eine Spalte links allerdings nicht. Also:
(8-1=7), streichen und darliber Ergebnis (griin) 7-0=7 4752 .8-203,007=4549,793
(7) schreiben,
7 [ 9 by e AAAB [ 7]s 1w
: (= '
512, Lo al7|s|2], |=lele 4752, | olel e
1 ) / | 3| |I
—To[2[a[3[.]e|0 @ —lof2]ofa], o0z -2z, o]0
71913 4(5(4|19|, 7|93

Noch ein paar geldste Beispiele:

Bsp. A Bsp.B Bsp.C
453,803-452,944=0,857 504,6-3,6003=500,997 200-199,9998=0,0002
17 15
2 A 9| 13 3 5 93|10 1|99 EAERENET
4|53, &3 5|04, | &40 2|, e e e
= 5|/2],|9]4 -0 3(,|6|0|0| 3 —|1(9|9|,|%|2]|9)| 8
o|o|o|,|8|5|7 5(0|10|,(9|9|9|7 0pjo|jo0|,|0|0|0|2
Multiplikation
Definitionen
Rechenart Ausgedriickt als | Symbol Namen der Teile Name des Ergebnisses
Multiplikation mal = (%) 9 - 13 = 117
(multiplizieren, vervielfachen, -fach) Faktor - Faktor = Produkt

Zunéachst einmal erkldren wir die Bedeutung der Multiplikation.

5 - 3 bedeutet, dass man § mal die 3 zueinander addiert (plus macht). Also 53 = 3 + 3 4+ 3 + 3 4 3 = 15. Allerdings spielt bei der Multiplikation die Reihenfolge keine Rolle. 5-3 = 3 - 5.
N —
5 mal
Letzteres (3 - 5) bedeutet drei mal die 5 zueinander addieren:3 -5 =5+ 5+ 5 = 15.
——

3 mal

Mit Hilfe der Addition kann man ein Multiplikationstabelle erstellen, sie wirdas kleine Einmaleinsgenannt.

EEEEE

i
Iz
&

&
5
NZgas

alnss
Bk
a3

g

das kleine Einmaleins

Multiplikation mit Hilfe der Einmaleins-hbelle

Mit Hilfe der Einmaleinstabellel] kann man Multiplikationen zwischen Zahlen mit einer Zfér ganz schnell berechnen:

2 mal 7 mit Hilfe der Einmaleinstabelle finden
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Zeile "2" wahlen Spalte "7" wahlen Box wo sie sich Ergebnis: 14
treffen wéhlen

1. (die man allerdings schon auswendig lernen kénnte)

Und noch ein paar Beispiele:

Ebenfalls: 7x8...

noch ein Beispiel

Multiplikation von Zahlen mit mehreren Ziffern und Nachkommastellen
a)5-3 b)5-30 «¢)5:-37 d)4-37 e)40-37 )37-45 @) 0,45-0,000037  h) 450 - 37000

Beispiel a haben wir imAbschnitt iiber Definitionschon beantwortet: 5-3=3+3+3+3+3=15
Bevor wir mit den restlichen Beispielen weitermachen, miissen wir zwei Sachen noch erklaren.

1. Bemerkung: Multiplizieren mit Klammern
Wenn etwas in Mathematik in Klammern steh ist es so gemeint, dass die Rechnung in den Klammern erst gemacht werden muss. &fn wir3 - (2 + 5) berechnen wollen,
rechnen wirerst 2 4+ 5 berechnen, also was in den Klammern steht2 + 5 = 7. Dann fiihren wir die Multiplikation aus3 - 7 = 21. Hatten wir erst3 - 2 gerechnet und dann+-5,
ware das Ergebnis falsch:3-2=6 und 6 +5 = 11.
Das bedeutet dann, dass man die Zahl auBerhalb der Klammern erst mit jedem Summand in den Klammern multiplizieren muss und dann diese Produkte addieren.
3.(2+5)istnicht3 .2+ 5. Man muss erst die Zahl auBerhalb der Klammern (3) erst mit jedem Summand in den Klammern (2 und 5) multiplizieren
3:2=6 und 3.5 =15 und dann diese Produkte (6 und 15) addieren6 + 15 = 21 (also das richtige Ergebnis). Man schreibt:
3-(245)=3:-2+3-5=6+15=21
oder
3.-(2+5)=3-7=21

2. Bemerkung: Multiplizieren mit 10
Wenn man eine Zahl mit 10 multipliziert, ist ds Ergebnis diese Zahl mit einer Null auf ihren rechten Seite geschrieben. Das haben wir in der einmaleingfielle gesehen:
2:10=20 3-10=30 3-10= 30 usw. Leicht denkt man dann, dass das Gleibe mit 15 - 10 passiert. Tatsachlich ist15 - 10 gleich einer 15 mit einer 0 dahinter, also
15 -10 = 150.

Im Beispiel b ist es moglich,30 als Produkt von3 und 10 zu schreiben. Es steht tatséchlich in der einmaleins-dbelle, dass 3 - 10 = 30 ist, also
30=3-10
Daher
5:30=5-3-10=15-10
(wir haben gerade eben im Beispiel a gesehen, dassb - 3 = 15 ist).
Wir wir in der zweiten Bemerkung (Multiplizieren mit 10) gerade eben gelernt haben, gilt f@5 - 10

15-10 = 150
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Man kann also zusammenfassen:

5:30=5-3-10=15-10 = 150, also 5 - 30 = 150.

Um Beispiel ¢ zu l6sen, konnen wir die erste Bemerkung (Multiplikation mit Klammern) benutzen:
5.37=5-(30+7)=5-30+5.Tist

5-30 = 150

wie wir eben im Beispiel b gesehen haben.

5-7=3b

wie man aus der Einmaleins-THbelle ablesen kann. Somit ist
5.37=5-(30+7)=5-30+5-7=150+ 35 =185,

also

5-37=185.

In der gleichen Weise und mit den gleichen Schritten kann man Beispiel d berechnen:
4.37=4-(30+7)=4-30+4-7=120+28 =148,
also

4-37=148.

Aber auch Beispiel e ist dann nicht so schwey man soll einfach eine Null zum Egebnis von d dazu schreiben, wie wir in der Bemerkung tiber Multiplikation mit 10 gelernt haben:

40-37 = 1680

Wenn jetzt 37 mit 45 multipliziert wird, wie im Beispiel f, dann werden die folgenden Schritte gemacht:

37-45 = 37(40 + 5)
=37-40  +37-5
= 1480 B> ) 4 185 (B )

(Wir haben hier die Eigebnisse aus den Beispielene und c benutzt)

1480 + 185 ist

1(4|8|0
+ 18|56
1(6/6|5

wie wir schon bei derAddition gelernt haben. Also:
37 - 45 = 1665

Es gibt verschiedene Schreibweisen, die diesen Prozess beschreiben.

(ohne Null)
45 | x | 37 45 | x | 37
1/4]8/0 oder 1148 und
+ 185 + 1815
16|65 1 /6|6 |5
45 45
x | 37 x | 37
185 oder 185
+11]/41|8]|0 +/1|4]|8
16 (6|5 1|6 6|5

‘Wenn man Kommas hat, lasst man die Kommas und die Nullen am Anfang aus und macht die Multiplikation. Im Beispiel g ( 0,45 - 0,000037) haben wir insgesamt 8 Nachkommastellen (zwei bei
2 St. 6 Stellen

~
0, 45 und sechs bei 0,000037, also 2+6=8 Stellen nach dem Komma insgesamt). Beim Ergebnis der Multiplikation ohne Kommas (1665) fangt man dann mit der Ziffer rechts (hier 5) an und
z&hlt nach links so viele Stellen, wie die gesamten Nachkommastellen (hier 8 Stellen). Dort muss beim neuen Ergebnis das Komma stehen. 1665 hat aber nur vier Ziffer. Wenn die Zahl weniger

Ziffer als die Nachkommastellen hat wie hierschreibt man erst mehrere Nullen links der Zahl:
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000000001665

Dabher:

—N
00000|0001665

7 Stellen

0,45 - 0,000037 = 0,0001665

‘Wenn man Nullen am Ende der Zahlen hat, dann lasst man diese Nullen aus. Man macht die Multiplikation und schreibt dann wieder die ausgelassenen Nullen dazu. Im Beispiel h (450 - 37000)

Komma 7 Stellen nach links stellen —0,0001665

haben wir 4 Nullen (eine bei650 und drei bei 38000). Also zum Eigebnis 1865 schreibt man noch 4 Nullen dazu: 16650000. Also 450 - 37000 = 18650000 .

Das Folgende Beispiel zeigt die ¥rgangsweise genauer und Schritt zum Schritt:

Erst die erste Ziffer nechts der unteren Zahl (hier
7) mit der Zahl oben (hier 546) schrittweise
multiplizieren. Erst die Tetzte Ziffer rechts (hier 6)

5|8l 4
|6 ~
x13 |l
"7 / Exrste Ziffor dos
2 Ergebnisses (hier 4)
Frizericuee am Ranel
A feteiben
vd

74
Das Ergebnis ist 7 % 6 = 42, Die lerzte Ziffer des
Ergebnisses (Mer 2) in elner Zelle danunter gane
reches, die andere (hler 4) igendwo am Rand

[728 = 56
o0

&

*

[
i
~a

Moch mal der ganze Prozess,

der Zobl elben (54G) wiblen wnd mit der 7 schreiben (wir wenden sie brauchen).

multiglizieren,
86| AF gle] ~~ 5/8/6| 4%
E xg|7| A% “13|7] AF
411|102 4|l1|0|2 +|4(1(0]| 2
\ 1(7|5|8 1|7|5(8
2|1|6(8|2

Dias gleiche mit der letzte Ziffer links wiederhalen.
7 » 5735 Aufgehobene fer (jeezt G) zum
Ergebnis addieren; 35+6=41. ir keine Ziffer
mehr links oben haben, Ergebnis (41) links neben

Als Leies addieren wir die Ergebaisse, die
zwischen den beiden Strichen stehen und zwar so
wie sie siehen (untere Zeile verschoben) Ergebnis:

Wias wir mit det ersten Ziffer rechts (7) der uateren
Zaht (37) gemache haben, machen wie mit ihrer
nidchsten (und hier letzten) Zifer ks (3).

3 = 586=1758. Dieses Ergebnis scheiben wir doch

den restlichen Zahlen unter der Linie schreiben. eine Stelle nach links verschaben unter der ersten Zeile, 373586=21682
Und noch ein Beispiel, diesmal mit zwei Zahlen mit jeweils drei Zférn:
8|47 2(3|6 glal7|=|lal3s
19|36 *18|4]7 7|6|2|3 A
5|0|8|2| #2 6|5|5|2| &2 2(51al1 21
. 24
2|5/4|1 2L 13]7]4]4 . 5lols|z2| #2
e
7]6|2]3 2 74|88 A2 7lol2|7]9]2
7|9|2(7|9|2 7(9|2|7]|9]|2 Auch spielt es keine Rolle, ob die Faktoren neben
Daher 15t anch: Die Reihenfolge (welche Zahl oben und welche einander geschrieben werden oder ob man mit der

Ziffer links anfangt (hier 9 dann 3 und dann 6 mal

8,47 - 0,936=7,92752 oder
847 stam G dann 3 und dann 9)

8470 - 936000=T927920000

unten ist} spiclt keine Rolle!

Division
Definitionen
Rechenart Ausgedriickt als | Symbol Namen der Teile Name des Ergebnisses
Division durch HE )] 84 . 7 = 12

(dividieren, teilen) Dividend : Divisor = Quotient
Einfache Division mit Hilfe der Einmaleins-abelle

Mit diesem Vorgang kann man Divisionen durchfiihren, wenn der Divisor hochstens (also kleiner oder gleich) 10 ist und der Dividend hochsten das 10-fache des Divisors (also wenn der Divisor 4

ist, hochsten 40, wenn der Divisor 7 ist, hochstens 70 und so weitey

Zum Beispiel 17 : 5
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Zeile des Divisors wahlen 17 liegt zwischen 15 und 20

Beide Spalten wéahlen

Schauen, welche Zahlen Von beiden Zahlen (3 und 4)
oben in den Spalten stehen die kleinste wéahlen.
Das ist das Ergebnis
17:5=3

Es gibt einen Rest. Diesen
berechnen wir dann:
3 mal 5=15und 17-15=2
also 17 : 5 = 3 mit Rest 2
20 0 |60 70 Man schreibt:
Aber 3 mal 5 ist 17:5=3 R 2
doch nicht 17

Der Haupt(vor)gang

Der Vorgang der Division, wenn der Dividend eie groRere Zahl ist, kann durch vier Schritte beschrieben werden:
1. 1 Ziffer runter (ganz links anfangen)
2. + was runter steht durch den Divisor dividieren (mit Hilfe der Einmaleinstabelle)

3. x das Ergebnis der Division mit dem Divisor multiplizieren
4. - dieses Produkt von dem, was "runter steht" subtrahieren. So berechnet man den Rest der Division (Schritt 2)

So einen Vorgang nennt man in Mathematik (und nicht nur) Algorithmus. Die vier Schritte (¢ + x —) werden wiederholt (so was nennt man Iteration). Wenn der Rest null ist und es kein Ziffer mehr
am Dividend gibt, dann hort man auf. Es gibt aber auch die Méglichkeit, dass der Rest nie Null wird. Dieser Fall wird spéter erklart.

Am besten versteht man den Vorgang durch ein Beispiel (um ihn zulernen, muss man selbstversténdlich iiben...). Probieren wir 792:3 zu berechnen:

L Jr@ ® = o+ $os
iffer runter! Dividieren! 7'?3:2\@“ Rest) Multiplizieren! 3x Subtrahieren! 7- Gjl (der Rest)
(@ s]2]:]3]= 7]9|2]:l@-=T2 7] 8] 2 1A HEEIEEEE
- g
7 @ A /]
=

Jetzt wird der Vorgang wiederholt!
)= x - YB) % - + o (®)- 4o+ x
Ziffer runter! Dividieren! 19-+3=6_(mit Rest) Multiplizieren! 3x6 Subtrahieren! 19~1&:=}1 (der Rest)
7?]2:3=2 7[o]2]: @ =] 2]s 7[9]2]: [@=TZ1® 7]9[2]:[3)=]2]s
7 @ | |/
6
1
1

W
|

—:* -ls| |7 -]
1[G B

9
8

Jetzt wird der Vorgang noch mal wiederholt!
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X = J.v@ K - L= - .\L- =
Ziffer runter! Dividieren! 12+3=4_(chne Rest) Multiplizieren! 3x4@ Subtrahieren! 12— 12=0 (kein Rest)
y ]
7lol@l:|3]=|2]s 7|9l2|:|@)=|2]6T4 782'@J=26@J 7lal2l:13f=T26[a
7 7 @ / 7 /
-|8 -6 / -6 -6 /
19 119 119 cf[__@
—1]8]{ -|1]8] -(1]s| |/ “@l®
2 aj> 12 12|/
=i 1|2 —Til2
0

Was aber man in der Tat schreibt, sieht doch anders aus! Man schreibt nur gewisse Schritte, der Rest macht man im Kopf oder als Nebenrechnung am Rand. Hier die Schritte, wie sie tatséchlich

geschrieben werden:

Erste Ziffer: Zweite Ziffer nunter unc: Dritte Ziffer nanter und:
T3=IR1 19:3=6 R 1 12:3=4 R0
7)19(2[|:=|3|=[2 7{9|2|:|3|=|2|%6 719(2|:|3|=(2|6]|4
R|1 119 1|9
R 1(2
R| O
Ein letztes Beispiel:
EP_W Ziffer: Zweite Ziffer unter und: Diritte Ziffer nunter und:
BS5=1R3 AE=E R4 ARE=ER 2
B4(2]:]|5|=]1 gla|2|:|5|=|1]|6 4|2|:|5|=|1|6|8
R|3 3 4
R 4|2
R|2

In diesem Fall sagt man, dass 842 durch 5 gleich 168 mit Rest 2 ist. Man schreibt 842:5=168 R 2. Der Rest muss allerdings immer kleiner als der Divisor sein (auch in den Zwischenschritten),sonst

hat etwas nicht richtig geklappt. Die Division kann man allerdings weiterfiihren, wie wir bald lernen werden.

Dividend mit Nullen am Ende

‘Wenn der Dividend Nullen am Ende hat, kann man sich ein paar Schritte sparen. Schauen wir ein Beispiel:

Erste Ziffer: Zweite Ziffer runter und: Dritte Ziffer runter und:
T3=2R1 19:3=6R 1 12:3=4 R0
7|9|2|0|0|:|3|=|2 7|9(2|0|0|:|3[=|2]|6 7|/9/2|0(0|:|3|=|2|64
R|1 1|9 g
1
R
Vierte Ziffer runter und: Fiinfte Ziffer runter und: Man kénnte also sagen:
0:3=0R 0 0:3=0R 0 Wenn der Divident am Ende mehrere Nullen hat, dann
kann man die Division bis genau vor der ersien Null
7(9|2|0(0|:|3|=({2(6|4|0 7|9{2{0|0|:]|3]|=|2|6|4]|0]0D fiihren und dann die restlichen Nullen dozu schreiben.
1|9
Das ist allerdings FALSCH. Wie wir gleich sehen
12 werden, muss man die Division auch nach der ersten
ofo 0|0 Null solang fiihren, bis der Rest zum ersten Mal Null ist.
&0 olo Erst dann l::ann man die restlichen Nullen zum Ergebnis
dazu schreiben!
Schauen wir jetzt, wie dierichtige Regellautet:
Erste Ziffer: Zweite Ziffer runter und: Dritte Ziffer runter und:
T4=1R3 39:4=9R 3 31:4=TR 3
9(1|0(0|0:]|4|=|1 7|9(1(0|0|0|:|4|=(1|9 1/0/0(0:(4|={1|9(7
R 3

W lw|we|e
=
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Vierte Ziffer (erste 0) mnter und: Fiinfte Ziffer runter und: Sechste Ziffer unter und:

30:4=7 R 2 20:4=5 R 0 04=0R 0
9/1(0{0|0|:(4|=(1|9|7|7 7lo|1|0|0f0|:|4|=|1]|9|7|7]|5 7/9(1|0(/0|0|:|4(=|1|9|7|7|5]0
9
31
-] 3]0 3|0
R 20 2
RO 0|0
0

Man kann also die Division aufhoren und die restlichen Nullen erst dann schreiben, wenn der Rest zum ersten Mal Null ist!

Wenn der Divisor auch Nullen am Ende hat, kann man vom beiden Divisor und Dividend so viele Nullen streichen, wie die Nullen des Divisors und erst dann die Division durchfiihren.
Beispielsweise ist 7910000:400=79100:4(in beiden Fallen ist das Ergebnis 19775). Warum das so ist, kann man erst verstehen, wenn man das Kiirzen von Briichen gelernt hat, daher lernen wir es

hier zundchst einmal einfach so, als Regel...

Null in der Mitte des Ergebnisses

|8|0|3]|2|:|4|=|2|0]0]|8
L Ein Fehler, der oft vorkommt, ist die Nullen in der Mitte des Ergebnisses auszulassen.
0|3 U"dz;icm Im ersten Bild sieht man den richtigen Vorgang.
3|2 ;
0|R | T | | Fur jede Ziffer des Dividents, die runtergebracht wird,
—_— ———— muss ein Ziffer im Ergebnis geschrieben werden!
FALSCH!
slo]3[2]:]|4]=]|2]|8 Das richtige Ergebnis ist daher 2008. Im zweiten Bild sieht man den falschen Vorgang.
ofo|3|2 Selbstverstéandlich ist 28 nicht gleich 2008 und daher ein falsches Ergebnis!
[o|r

Null am Anfang des Ergebnisses

Was ist aber, wenn die Null (oder die Nullen) ganz am Anfang des Ergebnisses stehen? In diesem Fall spielt es
keine Rolle, ob die Null da steht oder nicht. 059 bedeutet genau die gleiche Zahl wie 59 (allerdings auch genau
- wie 59,000 und 00059, auf gar keinen Fall aber wie 590 oder 59000...).

23 Wenn man Nullen vor dem Anfang einer Zahl oder nach der letzten Nachkommastelle
3|6 | | schreibt, andert sich die Zahl nicht.
0 R
T ' 47,03=00047,03=47,030000=0047,03000.
2/3|/6|:|4|=|5|9 | Das gilt allerdings nur fur den Anfang der Zahl oder nach der letzten Nachkommastelle. Wenn man Nullen
36 irgendwo in der Mitte der Zahl schreibt, dann hat man nicht mehr die gleiche Zahl.

0 R [ | 47,03 # 407,03 # 470,03 # 47,003 Alle diese Zahlen sind hicht gleich!

Aus diesem Grund kann man am Anfang (und nur am Anfang) der Division mit den ersten zwei (oder drei und
so weiter) Ziffern anfangen, wenn die erste kleiner als der Divisor ist. Dieser Vorgang wird im zweiten Bild
dargestellt.

Dividend mit Komma (einfach)

Was ist, wenn der Divident schon Nachkommastellen hat? In diesem Fall wird die Division, wie wir sie bisher
gelernt haben, mit einer Anderung durchgefuhrt:

Wenn zur nachsten Ziffer nach dem Komma gesprungen werden muss, dann muss man
" 4| erst ein Komma im Ergebnis schreiben.

In unserem Fall ist es nicht wenn man die Ziffer 9 im Dividend erreicht. Das Komma muss geschrieben

1]9 werden, erst bevor man die nachste Ziffer nach dem Komma (hier die Ziffer 2) runter bringen muss. Erst dann
»|1,|2 schreibt man das Komma und dann macht man die Rechnung (12:3) und dann schreibt man das Ergebnis
dieser Rechnung (4) nach dem Komma. Es gibt kein anderes Komma in der Zahl (also auf gar keinen Fall
irgendwo ein zweites Komma schreiben).

Eine Bemerkung noch: Den letzten Rest haben wird hier mit (R) in Klammern geschrieben, Den Begriff Rest
benutzt man eigentlich bei ganzzahligen Divisionen (mit Zahlen ohne Nachkommastellen) 1] 0ist hier der
Teilrest der letzten Teildivision (12:4=3 R 0). Wenn bei einer Division mit Nachkommastellen im Ergebnis Teilrest
0 hat, kann man mit der Division aufhdren. Das ist allerdings nur selten der Fall, wie wir gleich lernen werden.

0|R

1. Der genaue Begrif ist allerdings in diesem Fadl Modulo

Divisor mit Komma (einfach)

Was ist, wenn der Divisor Nachkommastellenhat, wie zum Beispiel in 236,2875:0,5? In diesem Fall wird das Komma sowohl im Divisor als auch im Dividenden so oft nach rechts verschoben, bis
der Divisor keine (notwendige) Kommastelle mehr hat. In unserem Beispiel, wenn das Komma im Divisor (0,5) ein Mal nach rechts verschoben wird, bekommt man die Zahl 5, die keine
Nachkommastellenhat. Das Komma wird dann auch im Dividenden (236,2875) ein Mal nach rechts verschoben (also der neue Dividend wird 2362,875 sein). Mit diesen neuen Zahlen kann man

die Division ganz normal fortfiihren, wie im Bild am Rand. Der Prozess ist also:
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[2]a[6]2]e]7]s]:[s[=]4][7]2]s][7]s] = Kommain Divisor verschieben, bis er keine Nachkommastelle hat:0,5 — 0x5,... —+ 5 -
36 | ~~
1|2 | 1 mal
2|8 | = Komma genauso oft (hier einmal) im Divident verschieben: 236,2875 — 236x2,875 — 2362,875 -
3|7 | ~~
2|5 | 1 mal
0 | = Division mit den neuen Zahlen durchfiihren (siehe Bild)

Was ist, wenn der Dividend keine Nachkommastellen hat, beispielsweise 205:0,04?

In diesem Fall denkt man, dass ein Komma am Ende des Dividenden steht, und schreibt so viele Nullen wie notwendig nach dem Komma: 205=205,00 (allerdings gilt auch 205=205,00000 und so

weiter). Dann wird der \organg wie vorher durclgefiihrt:

= Komma im Divisor verschieben: 0,04 — 0x04, —4-

2 -EI 5 o IZI. :”4. = 5. 1 2 E N~
0|5 2 mal
1|0 = Komma genauso oft (hier zweimal) im Dividenden verschieben, bis er keine Nachkommastelle hat:
| 2[0 205,00 — 205,.00,... — 20500 -
i SR ~—
2 mal

= Division mit den neuen Zahlen durchfiihren (siehe Bild)

Ein letztes Beispiel: 205:0,0004. Hier muss man das Komma sogar viermal verschieben:

= Komma im Divisor verschieben: 0,0004 — 0,,0004,... — 1 -

[2]0]s]ofo]o]0]:[a]=[5]1]2]5]0]0]
NE | 11 4mal
1|0 [ = Komma genauso oft (hier zweimal) im Dividenden verschieben, bis er keine Nachkommastelle hat:
IBELD 205,000000 — 205)(0000"" — 2050000 -
ofdo]r |

4 mal
= Division mit den neuen Zahlen durchfiihren (siehe Bild)

Dividend ohne Komma, Ergebnis mit Komma (nicht periodisch)
Was ist, wenn die Division nicht genau aufgeht. wie zum Beispiel in 935:4?

9|3|5/0/0]:/4|=]2|3/3,/7|5| In diesem Beispiel ist es klar, dass ein Rest geben wird. Die Division kann man aber doch weiter fortsetzen, wie
1|3 + wir bei Zahlen mit Nachkommastellen schon gelernt haben. In diesem Beispiel kdnnen wir 935 als Zahl mit
Nachkommastellen schreiben (freilich alle Nullen), wie wir schon gelernt haben: 935=935,00... Dann fuhren wir

Z = : = die Division in der gewodhnlichen Weise durch (siehe Bild). Allerdings kann man in diesem Fall die Nullen im
2 Dividenden gar nicht schreiben, wie im Bild links unten zu sehen ist. In diesem Fall werden Nullen weiter unten
2|0 geschrieben, bis der Teilrest irgendwann Null wird. Vorsicht aber: Wenn der Dividend zu Ende ist und die erste
0 Null dazu benutzt wird, muss man ein Komma im Ergebnis schreiben!
9|3|5]|:|4[=|2]|3[3,|7]|5 903|5]|:|4|=|2(3[3]|7|5
* i el i Diesen Prozess (weiter Nullen schreiben) kann man auch benutzen, wenn der
5 * L5 Dividend zwar schon Nachkommastellen hat, der Teilrest am Ende aber doch
2 3|0 30 nicht Null ist. In diesem Fall schreibt man Nullen weiter, selbstverstéandlich ohne
210 200 ein zweites Komma im Ergebnis zu schreiben!
0 0

Dividend ohne Komma, Ergebnis mit Komma(periodisch)

Bisher war es fast immer in den Beispielen so, dass der Teilrest am Ende Null war. Das war kein Zufall, die Beispiele wurden einfach so gewdahlt, damit sie verstdndlichersind. In der Regel ist der

Teilrest keine genaue Zahl. Probieren wir es mit dem folgenden Beispiel:

2 : : =85 BT 2T \wie wir schon gelernt haben, wenn man das Ende der Zahl erreicht und keine Ziffer mehr hat, kann man doch
I_ die Division weiterfiihren: erst eine Null im Ergebnis schreiben und dann eine Null jedes Mal dazuschreiben, bis
2|30 Dax Ende der Zahl 038 wuorde hier | . . . . . . . .
= st s i irgendwann der Teilrest Null wird. In unserem Fall hier passiert so etwas aber nicht. Wie man sieht, wiederholen
80| fmmimedvdmvenin | gich die Zahlen 2 und 7 immer wieder und, wie man hoffentlich versteht, das wird immer so bleiben. Wir haben
A hier diese Wiederholung mit verschiedenen Farben dargestellt. Die wiederholte Zifferreihenfolge nennt man
L L Periode. Man sagt, dass das Ergebnis von 938 durch 11 gleich 85 Komma 27 periodisch ist. Man bezeichnet die
=410 Periode mit einem Strich Uber der Zifferreihenfolge (oder mit einem Punkt, wenn es nur eine Ziffer ist). Man
g0 —
il schreibt also: 938 : 11 = 85,27
9|38 :[1]1]=]s]5[2]7]..
|8 DerTeikdivident 30 | Man braucht die Division nicht weiterfiihren. Wann kann man aber genau damit aufhdéren? Wenn man schon mit
m::m;‘:m;xl; Null hinzufiigen angefangen hat (passiert hier bei der letzten Ziffer der Zahl 938) und der gleiche Teildividend
8 Die Ziffer 77 werden | VOrkommt, dann kann man aufhéren, wie im Bild hier
im Ergebnis inuner
2|31 0| weiter wiederholt!

Kombinationen

Hier finden wir ein paar weiterfithrende Beispiele zur ¥ftiefung der Kenntnissen.
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Probieren wir erst die Division 3706,1:0,00007. Wenn der Divisor ein Komma hat (wie hier 0,00007), dann
muss man das Komma sowohl im Divisor also auch im Dividenden so oft nach rechts verstellen, bis der

Divisor keine Nachkommastellen mehr hat. Falls der Dividend dann nicht gentigende Nachkommastellenhat,
werden sie mit Nullen nachgefiillt. Daher ist 3706,1:0,00007 gleich so viel wie 370610000:7

3|0 3706,1:0,00007=370610000:7

Letztere Division fiihren wir auch im Bild durch. Wir fangen dann mit dem Hauptvorgang (in verkiirzter

Darstellung) an. Da die erste Stelle des Dividenden (3) kleiner als der Divisor ist, kann man weitere Ziffer

- des Dividenden benutzen (also 37), weil Nullen am Anfang des Ergebnisses (und nur dort) keine Rolle

spielen. Diese zwei Stellen wurden mit Hellblau markiert. Da, wo die rote Stelle und der rote rechts-Pfeil im

i Bild ist, kann man weitere Nullen einfiihren, nachdem erst ein Komma im Ergebnis geschrieben wird (roter

3|0

nach-oben-Pfeil und Komma im Ergebnis). Mit Lila (um dem Teildividenden 30) wird darauf aufmerksam

gemacht, dass das Ergebnis doch periodisch ist (also der Teildividend 30 und alle andere Teildividenten, die

nach ihm kommen, in der gleichen Reihe immer wiederholt vorkommen). Die Periode, wie im gebnis wieder mit Lila notiert, ist die Ziferfolge 428591.
Da man aber die Periode im Egebnis erst nach &m Komma notiert wiid, schreibt man nicht

3706,1 : 0,00007 = 52954285,91 (falsch), sondern

3706, 1 : 0,00007 = 52954285,914285 (richtig).

Im vorherigen Beispiel haben wir eine Division durch 11 gesehen. Da bestand die Periode aus zwei Ziffern (27). Im letzten Beispiel (Division durch 7) bestand die Periode aus sechs Ziffern
(914285). Bei einer anderer Division(durch 4), gab es wieder keine Periode. Es kann also eine Periode geben oder nicht, und sie kann lang oder kurz sein. Im folgenden Beispiel (938:23) haben wir
die Periode nicht mal angegeben, da sie schon aus 22 Ziffern(!) besteht. Es gibt einen Beweis dafiir, dass wenn der Divisor und der Dividend ganze Zahlen sind (oder sein konnen), immer eine
Periode entsteht (also eine wiederholte Reihenfolge von Ziffern nach dem Komma) oder ein Teilrest Null (also die Division kann aufhéren). Diese Periode kann sehr lang sein, es gibt sie aber in

diesem Fall immer

Im folgenden Beispiel lernen wir allerdings auch dazu genauer, wie man die Division durchfiihrt, wenn der Divisor gréRer als 10 ist. Wir haben schon eine solche Division gesehen, aber noch nicht

erklart, wie das funktioniert.

| | 9(3|8|:|2/3|=|4alo|7|8]2].. Grundsatzlich gibt es hier nichts Neues. Man soll wieder di&rundschritten durchfiihren:
Ceg 1|8 | Ziffer runter (ganz links anfangen)
-2 ] (8 e + was runter Steht durch den Divisor dividieren ("wie oft der Divisor in den
| Jasemezm| 1] 9 |0 Teildividenden hineinpasst")
190-0+236) 6 X das Ergebnis der Division mit dem Divisor multiplizieren
— dieses Produkt von dem, was "runter steht" subtrahieren.

(B60-2%23=14) 11410

Nun aber werden diese Schritte irgendwo am Rand durchgefiihrt und jeweils unter dem Teildividenden das

Ergebnis der Subtraktion am Ende geschrieben.

Schritt | Ziffer runter: Weil die erste Ziffer im Dividend (9) kleiner als der Divisor (23) ist, nehmen wir am Anfang die ersten zwei Ziffer des
Dividenden (93)

Schritt + dividieren: 23 passt in 93 viermal hinein (das kann man allerdings bei gréReren Zahlen nur raten und ausprobieren). Wie erste
Ziffer des Ergebnisses wird daher 4 sein.

Schritt X multiplizieren: Die letzte Ziffer des Ergebnisse (4) wird mit dem Divisor multipliziert: 4x23=92.

Schritt — subtrahieren: Das Ergebnis der Multiplikation (92) wird aus dem vorlaufigen Teildividenden (93) subtrahiert (93-92=1). Allein das

Ergebnis der Subtraktion (hier 1) wird dann unter den Teildividenden geschrieben. Im Bild haben wir allerdings die zwei letzten Schritten am
Rand links zusammengefasst (93-4x23=1).

Diese Schritte werden dann wiederholt, bis man irgendwann die Periode entdeckt. Hier haben wir allerdings schon ziemlich bald aufgehort (wie schon erwiéhnt, ist die Periode in diesem Beispiel

sehr lang...).
alslz]: (3] =34 7] elolz|3]0[= Im folgenden Beispiel ist der Divisor wieder
36 |2 + groBer als 10, wir haben aber hier die Teilschritte 0.10 1004 |5 |2 |: (13|~ COMENESNRNS (4 7|6 -!9
e des Hauptvorgangs (! + X —) nicht am Rand LA L
geschrieben. Die Division lautet 4,52:1,3, man o
i soll also erst das Komma verschiebemn: 04
Ljz |0 4,52:1,3=45,2:13. Letztere Division wird im Bild 4 |5 {
| &) gezeigt. Wieder muss man mit zwei Ziffern 6 |2 |
4|0 anfangen. Sofort nach der ersten Ziffer im 1]o o .
1|0 Ergebnis muss man ein Komma schreiben (roter 9 o
1(0(0|.. Pfeil). Und wieder gibt es eine Periode (wenn der ol B

Teildividend 100 wiederholt wird), die
Ziffernfolge 769230. Die Periode besteht hier (wie bei der Division durch 7 am Anfang dieses Teilkapitels) aus
sechs Ziffern. Also 4,52 :1,3 = 3,4769230. Hier ist zu beachten, dass nicht alle Ziffern nach dem Komma die Periode sind! Die Periode fingt in diesem Fall erst nach der ersten

Nachkommastelle an.

Wenn allerdings die Division 0,0452:13 durchgefiihrt wird, muss man im Ergebnis schon mit Null und Komma anfangen (Bild links)! Der Rest des Vorgangs bleibt unverdndert. Vorsicht aber: in
diesem Fall (wenn Komma schon am Anfang steht), darf man Nullen nicht auslassen! Die Periode allerdings fangt in diesem Fall noch weitere Stellen nach dem Komma an:
0,0452 : 13 = 0,00034769230.

Bei der Division 330,103:11 (links) finden wir nach ein paar Neuigkeiten. Die Periode besteht zwar wieder aus zwei Zférn wie in der vorherigen Division durch 1, diesmal sind es aber die Zifern

36 (und nicht 27). Es gibt in dieser Division einige Nullen dazwischen, die man selbstverstdndlich NICHT auslassen darf und dazu ein Komma unter diesen Nullen.
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Bei der Division 391,204:11

(rechts) stellt man fest, dass die

Division durch 11 sogar auch

genau ausgehen kann (das . 6|2

1100 stimmt ja fiir alle Divisoren, die | 710 I

ganzzahlig, also ohne Komma, | 44 Null Teilrest!
I Rechnung fertig!! —

sind). Wenn der Teilrest Null ist, | 0 | (R)

ist der Vorgang fertig. Wann die

Division durch  bestimmte

4 (0 |.. Zahlen genau aufgeht, lernt man im Kapitel iibefleilbarkeit

Im letzten Beispiel konnen wir sehen, dass die Periode auch nur eine Ziffer sein kann (hier 6). In diesem Beispiel
fangt die Periode wieder erst an der dritten Nachkommastelle an. Man schreibf, 43 : 3 = 2,476

Punktrechnungen mit 10, 100, 1000 und so weiter

= Wenn man eine Zahl mit 10, 100, 1000 und & weiter multipliziert dann verschiebt sich dasKkomma der Zahl einfachnach rechts (die Zahl wird groRer), so oft, wie es
Nullen gibt:

3,45-10=34,5 (Mal 10; in 10 gibt es eine Null, Komma wird einmal naclrechts verschoben)

54 - 10000 = 54,0000 - 10000 = 540000 (Mal 10000; in 10000 gibt es vier Nullen, Komma wird 4 Mal naclrechts verschoben; Allerdings gibt es
kein Komma am Ende der Zahl 54; man schreibt ein Komma am Ende der Zahl und dazu nach dem Komma so viele Nullen, wie man will, und schiebt dann
das Komma)

0,008 - 100 = 0,8 (Mal 100; in 100 gibt es 2 Nullen, Komma wird 2 Mal nactrechts verschoben)

= Wenn man eine Zahl mit 10, 100, 1000 und s weiter dividiert, dann verschiebt sich dasKkomma der Zahl einfachnach links (die Zahl wird kleiner), so oft, wie es Nullen
gibt:

3,45:10 = 0,345 (Durch 10; in 10 gibt es eine Null, Komma wird einmal nacHinks verschoben; allerdings gibt es links vor 3,4 keine Null, man schreibt
also links von der Zahl so viele Nullen, wie man will, und schiebt dann das Komma)

54:10000 = 0,0054 (Durch 10000; in 10000 gibt es 4 Nullen, Komma wird 4 Mal naclinks verschoben; allerdings gibt es links vor 54 kein Komma,
man schreibt also links von der Zahl ein Komma und so viele Nullen, wie man will, und schiebt dann das Komma)

0,008:100 = 0,00008 (Durch 10; in 10 gibt es eine Null, Komma wird 1 Mal nacHlinks verschoben; allerdings muss man zuerst am Ende der
Kommazahl weitere Nullen schreiben)

900000:100 = 9000,00 = 9000 (Durch 100; in 100 gibt es 2 Nullen, Komma wird 2 Mal nacHinks verschoben; da es kein Komma am Ende der
Zahl gibt, muss man erst das Komma schreiben)

Textaufgaben

Mit den Grundrechenarten kann man auch ‘€xtaufgaben bilden. Bei diesen Aufgaben ist in der Regl die Bedeutung der Worter nicht so wichtig, wie der Aufbau des Satzes:

= Dividieren Sie die Differenz von 125 und 20 mit der Summe von 4 und 3.

Schauen wir mal, wie der Satz aufgebaut ist. Erst steht, dass man dividieren muss (also durch machen). Was muss man aber dividieren? Was steht nach dem Wort dividieren? Die Zahlen 125 und
20? NEIN! Nach dem Wort dividieren (durch machen)steht das Wort Differenz! Man muss alsoerst eine Differenz berechnen! Welche Differenz? Die Differenz von 125 und 20fwas nach dem Wort
Differenz steht)! Das steht ja auch da! Die Differenz (Minus) von 125 und 20 ist 125-20=105. Diese Differenz muss man durch irgendwas dividieren. Ist das durch 4, durch 3 oder doch was
anderes? Doch was anderes! Die Differenz muss man mit der Summe (Plus machen) dividieren. Man muss also erst eine Summe berechnen, die Summe von 4 und 3 (was nach dem Wort Summe
steht), 4+3=7. Man soll also dieDifferenz (105) durch die Summe (7) dividieren:

105:7=15. 15 ist also die Antwort zur Aufgabe!

Vorrang der Rechenarten

Der Haupt(vor)gang

Bei einer Rechnung muss die Reihenfolge der Rechnungen klar sein, sonst ist das Bebnis nicht eindeutig:
6+3—-7+5:

= Wenn man von links nach rechts liest, dann: 6 +3=9, 9—-7=2,2+5=7 also Ergebnis 7.

= Wenn man von rechts nach links liest, dann:12=7+5,9=38-12,15=6+ also Ergebnis 15.

Das Ergebnis ist nicht das Gleiche! In den meisten Sprachen der Welt fingt man links an. Dann ist das richtige (und eindeutige) Ergebnis 7. Nur bei Addition oder Multiplikation spielt die
Leserichtung und allgemein die Reihenfolge keine Rolle:

64+5+11=54+64+11=114+54+6=5+1146 =22


https://de.wikibooks.org/wiki/PSA_Mathematik/_Primfaktorzerlegung#Teilbarkeit
https://de.wikibooks.org/wiki/Datei:DivEKP5.jpg
https://de.wikibooks.org/wiki/Datei:DivEKP7.jpg
https://de.wikibooks.org/wiki/Datei:DivEKP8.jpg

2:-4.5=4.2.5=2.5-4=40

In diesem Buch wird die Deutsche Leserichtung tenutzt, also von links nach echts.
Was ist, wenn man Strich- und Punktrechnungen gleichzeitig hat?

24+3-4

= Wenn man erst die Strichrechnung macht, istlas Ergebnis:2+3=5 — 5-4=20
= Wenn man erst die Punktrechnung macht, istas Ergebnis:3-4=12 —2+12=14

Das Ergebnis ist wieder unterschiedlich. Damit das Ergebnis eindeutig ist, muss es eine Regel geben. Noch einen Grund, warum es eine Regel geben muss, findet man, wenn man daran denkt, das
bei Multiplikation und Addition die Reihenfolge keine Rolle spielen soll:

24+3-4und 3+2-5
Hier haben wir die Reihenfolge bei der Addition geéndert (einmal steht 2+3 und dann 3+2). Machen wir in beiden Fallen erst die Multiplikation:
24+12=14 und 3+10=13

Das Ergebnis ist wieder unterschiedlich. Damit das Ergebnis eindeutig ist, muss es eine Regel geben.In Mathematik haben die Punktrechnungen immer Vorrang (man muss die Punktrechnungen

zuerst machen). Also ist hier 14 das richtige Egebnis. Wenn es also in einer Rechnung Strich- und Punktrechnungen gibt, dann muss man zuerst die Punktrechnungen machen!
‘Wenn es aber eine Klammer gibt, dann muss man erst die Rechnung in der Klammer machen:
(2 + 3) -4 =15-4 =20 Hier ist das Eigebnis doch 20

2+ (3-4) =2+12 = —10 ...und hier ist das Exgebnis wieder 14.

‘Wenn es wiederum innerhalb einer Klammer mehrere Rechnungen gibt, dann muss man die Klammer erst machen und in der Klammer an die Regeln halten:
5+36:(3:-5—6)—(56:7—-2)-3="
Unterstreichen wir zuerst die Rechnungen in den Klammern:

5+36:(3-5—6)-(56:7—2).3= In beiden Klammern muss man zuerst die Punktrechnung machen

15—-6 8§—-2 und dann die Strichrechnung in Klammer
9 6 Man kann also die Klammer durch das jeweilige Ergebnis ersetzen
9 6
5+ 36 : M - M 3=
54 36: 9— 6 -3 = Kompakter geschrieben ist die Rechnung jetzt:
5+36:9-6-3 Hier muss man erst die Punktrechnungen machen
5+ 368 - g T° =
5+4—-18=-9

Hier das Ganze noch einmal iibersichtlicher

Klammer vor Punkt vor Strich
Klammer unterstreichen

5+ 36: (3-5-6) - (56:7-2)- 3

Klammer vor Punkt vor Strich

In Klammer erst Punkt

54 36:(3-5-6) - (56:7-2)-3
15-6 8-2

Klammer vor Punkt vor Strich
In Klammer erst Punkt dann Strich
5+ 36:(3-5-6) - (56:7-2)-3
15-6 8-2
9 6

Klammer vor Punkt vor Strich
Klammer durch Ergebnis ersetzen
5+36: (356" (56:2=2 -3
15-6 8-2
9 6

Klathifmer vor Punkt vor Strich
Klammer fertig
5+36: 9 = 6 =B

Klamrmar vor Punkt vor Strich
Punkt unterstreichen & berechnen

543697~ G2

Klammer vor Punkt vor Strich
Strich durchfiilren
5 +4 -18 =-%

Fertig!

Alle Schritte kompakt dargestellt:
5+36:(3-5—6)—(56:7—2)-3=
~~ ~—~—

15 8
9 6
5+36:9—-6-3=

—_ ~

4 18
5+4—-18=-9

Komplexeres Beispiel
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In der groRen Klammer hat die kleine Klammer Vorrang (Klammer vor Punkt

5+6.-7—55:(21—4-8) —3.[7+2-(6-3—39:3)] -57= vor Strich)

! 7+ 2-(18-13) In der kleinen Klammer erst Punkt und dann Strichrechnung
! 7 + 25 Kleine Klammer durch ihr Ergebnis in der groRen Klammer ersetzen
21 — 32 7 + 10 In den verbliebenen Klammern erst Punkt- und dann Strichrechnungen
-11 17 Man kann also die Klammer durch das jeweilige Ergebnis ersetzen
2-M5= 10

e N
5+6-7—55:Mm_32=_u—3- [7+2-(M18—M13] —57=

7+10=17

5+ 87" - 55ttt 4 347" — 5

5+42+5—51—57=—56

(an Plus-Minus Regelnhalten!)

Klammer vor Punkt vor Strich
Grofe Klammer unterstreichen

5467 =55: (21 =48) =3 - [7 +2: (6:3=39:3)] - 57

Schritt 1

Klammer vor Punkt vor Strich

Punkt in kleiner Klammer unterstreichen & berechnen

5+67—55:(21—48)=3-[7 + 2 (63-39:3)] =57
(18 — 13 )

Schritt 3

Klammer vor Punkt vor Strich
Klammer in groBer Klammer unterstreichen
5+ 67 =55:(21 =4-8)=3-[7 +2-(6:3 = 39:3)] - 57

Schritt 2

Klammer vor Punkt vor Strich

Strich in kleiner Klammer unterstreichen & berechnen

5+67=55:(21-48)=-3-[7+2-(6:3-39:3)] =57
(18 — 13 )

Schritt 4 (6)

Klammer vor Punkt vor Strich

Kleine Klammer durch Ergebnis ersetzen &

5+67=55:(21=-48)=3-[7 + 2*_[.6:&45] -57
(18 - 13 )

Schritt 5 (6)

Klammer vor Punkt vor Strich
Kleine Klammer durch Ergebnis ersetzen
5+67=55:(21-48)=3-[7+ 2 - (6)] =57

Schritt 6

Klammer vor Punkt vor Strich
Kleinere Klammern unterstreichen
5+67=-55:(21-48)=-3-[7+2 - (6)] =57

Schritt 7

Klammer vor Punkt vor Strich

Punkt in kleineren Klam. unterstreichen & berechnen

5+67=55:(21-48)-3-[7+ 2 - (6)] =57
21-32 7w 17

Schritt 8

Klammer vor Punkt vor Strich
Strich in kleineren Klam. unterstreichen & berechnen
5+67-55:(21-48)-3:[7+ 2 - (6)] -57
(21-132) (7_+ 12y

(-11) 17

Schritt 9

Klammer vor Punkt vor Strich
Kleinere Klammerm durch entspr. Ergebnis ersetzen

5+ 67 -55: (21 4By _3 - [7+2. v-57
= r T+2.455T

7_+712)
Schritt 10 (=11) 17

Klammer vor Punkt vor Strich
Kleinere Klammem durch entspr. Ergebnis ersetzen
5+6 7 - 5 : (=11) - 3 -17 - 57

Schritt 11

Klammer vor Punkt vor Strich  (plus mal minus Regel)
Punkt unterstreichen und berechnen
5+ BT B2 55 (&M — 347" - 57

Schritt 12

Klammer vor Punkt vor Strich
Strich durchfiihren
5+42+5 - 51 - 57= -56

Schritt 13 Fertig!

(an Plus-Minus Regelnhalten!)
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Bruchrechnungen

Definitionen
10 <+ Zahler
Bruch:  _ Bruchstrich
5 < Nenner

Es gilt: 1—50 =10:5 =2 (Ein Bruch ist wie eine Division)

Unterschied: Ein Bruch ist eine Zahl. Eine Division ist eine Rechenart zwischen zwei Zahlen.
Echter Bruch: Wenn der Nenner groRer als der Zahler ist:%
Unechter Bruch: Wenn der Zéhler groRer als der Nenner istz%

Gleichnamige Briiche: Briiche, die den gleichen Nenner haben (z‘B%, % )

Gemischte Zahlen

Eine gemischte Zahl besteht aus einer natiirlichen Zahl und einem echten Bruch6§

Gemischte Zahl in unechten Bruch umwandeln

Um eine gemischte Zahl in einen Bruch umzuwandeln, multipliziert man die natiirliche Zahl mit dem Nenner des Bruches und addiert das Ergebnis zum Zahler. Das neue Ergebnis ist dann der
Zéghler des neuen Bruches, der Nenner bleibt der gleiche:
4 6:5+4 34

5= ~%

Unechten Bruch in gemischte Zahl umwandeln

Um einen unechten Bruch in eine gemischte Zahl umzuwandeln, dividiert man den Z&hler mit dem Nenner (ochne Nachkommastellen). Das Ergebnis der Division ist der ,,Zahlteil“ der gemischten
Zahl, der Rest ist der Zahler des ,,Bruchteils, der Nenner bleibt der gleiche:

Emgebnis
34:7=4
= 24:7 V28 also

i
7 6 R Rest

j & gt | E (siehe Division)
7 7

Erweitern und Kiirzen

Erweitern ist, wenn man sowohl Zahler als auch Nenner eines Bruches mit der gleichen Zahl multipliziert. Der neue Bruch bleibt dann doch gleich:

4 4.5 2

7 7.5 35
Kiirzen ist, wenn man sowohl Zahler als auch Nenner eines Bruches mit der gleichen Zahl dividiert. Der neue Bruch bleibt dann doch gleich:

12 12:4 3

8 8:4 2

In all diesen Féllen arbeitet man mit natiirlichen Zahlen (positive Zahlen ohne Komma).

Erkldrung des Erweiterns und des Kiirzens

Vergleichen wir die beiden Bilder. Im ersten Bild wird das Ganze im 5
7 geteilt, zwei Teile davon werden dunkel dargestellt. Das ist also eine

Reprasentation des Bruches % Im zweiten Bild wird das Ganze nicht

nur in 5 (waagerecht) sondern auch in 7 (senkrecht) geteilt. Dadurch
2 entstehen im Ganzen 5 -7 = 35 kleine "Quadrate”. Jedes kleines

Quadrat ist daher % des Ganzen. Die dunkle Region ( %) beinhaltet

allerdings 2 -7 = 14 solche "Quadrate” also ;—‘;. Man folgt daraus,

dass 2 = 1% ist. Man hat in diesem Fall sowohl den Zahler als auch

5 35
den Nenner mit der gleichen Zahl (hier 7) multipliziert: % = % = % .

Diesen Prozess nennt man erweitern.

Der Gegenprozess ist dann das Kirzen. Im ersten Bild wird das Ganze in 5
Zeilen und 7 Spalten also insgesamtin 7 -5 = 35 kleine "Quadrate” geteilt
(das konnte selbstversténdlich eine andere Austeilung sein). Die blaue
Regionist 3-5 =15 solche Teile, also % Wenn man jetzt die

waagerechte Austeilung (in FUnf Zeilen geteilt) entfernt (zweites Bild), dann
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ist das ganze nur in 7 (Spalten) geteilt, wobei jetzt die blaue Region 3
3

Spalten davon ist also 3. In diesem Fall haben wir sowohl Zahler als auch
Nenner durch die gleichen Zahl (hier 5) dividiert: % = % = % Diesen

Prozess nennt man kiirzen.

Strichrechnungen

‘Wenn man zwei Briiche addiert oder subtrahiert, dann muss man auf den Nenner aufpassen:

Briiche mit gleichem Nenner:
5 2 5+2 7
1t1iT 1 "1

Briiche mit unterschiedlichen Nennern: Zihler und Nenner des ersten Bruches mit Nenner des zweiten erweitern (blaue Pfeile) und entsprechend fiir den zweiten Bruch (rote Pfeile)!

. "2t 12 "1

,12 _ﬂ 2_4(_ 5.3+2.4)_ 15 8 _15+8_23
3 43 3.4 4

Dabei ist es nicht wichtig, ob man minus oder plus zwischen den Briichen hat. Allein der Nenner (ob er der gleiche oder nicht ist) spielt einer Rolle.

Erklarung der Strichrechnungen

Wenn man den gleichen Nenner hat, ist es leicht mit einer Figur zu verstehen, warum die angegebene Regel
+ = gilt. Man kann sehen:
wenn zwei Schokoladentafelnin 7 geteilt werden und von einer Schokoladentafel 3 Teile (drei Siebtel) und
g n 3 - -_"’ von der anderen 2 Rile (zwei Siebtel) genommen werden, hat man insgesamt 5 dile (also fiinf Siebtel).
7 7 7

Was ist aber, wenn man nicht den gleichen Nenner hat, wie z.B. mit % + % ?

2.7+5-3
57

‘Wie kann man das zeigen, dass das Egebnis sein soll?

Einfach! Man teilt die erste Figur auch in 7 Filen und die zweite in 5:

Jedes kleines Quadrat in den neuen Figuren ist % des Ganzen. Wir haben in beiden Figuren 5-7=35 kleine Quadrate. Wie man sehen kann, sind die % gleich so viel wie :%; = % und die %
gleich so viel wie % = % . Da wir jetzt gleichnamigen Briichen haben, kann man die Zahler addieren:

2+3_2-7+3-5_ 14+15_14+15_29

5 7 5.7 7.5 3 3 3 = 35

Punktrechnungen

Bei einer Multiplikation zwischen zwei Briichen multipliziert man Zahler mit Zahler und Nenner mit Nenner (Oben mal Oben, Unten mal Unten):

5 3 5-3_15

4 7 4.7 28

Bei der Division von zwei Briichhen multipliziert man den ersten Bruch mit dem Kehrwert des zweitens Bruches:
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=BT 38 i der Kehrwert von &
=13 12 3 ist der Kehrwe von;)

> ot
3| w
ot
W~

Hier spielt der Nenner keine Rolle (im Gegenteil zu den Strichrechnungen).

Arbeiten mit ganzen Zahlen und Briichen

Die Rechnungen mit ganzen Zahlen und Briichen sind leicht, wenn man den vorherigen Stb§chon verstanden hat.

Strichrechnungen

Um eine ganze Zahl in einen Bruch umzuwandeln, eicht das Produkt der ganzen Zahl mit dem Nenner des Bruches als Zadhler im Bruch zu schkiben:
_53_1s

=% =3

Das sollte schon klar sein, da 15:5=3 ist... Um das zu veranschaulichen reicht es 3 ganzen jeweils in 5 geteilt nebeneinander zu stellen. Dann werden genau 3x5=15 Fiinftel aufgezéhlt!

Hat man einmal die ganze Zahl als (gleichnamigen) Bruch, kann man auch eine entsprechende Strichrechnung durchfiihren, z.B.:

5 2 37 2 2 5_5_59 _5_40
71T T 9 9 9 9
Punktrechnungen

Genau so leicht ist die entsprechende Multiplikation. Im ersten Bild werden zwei Fiinftel dgestellt und diese werden 4 mal nebeneinander dagestellt. Insgesamt sind es daher 4x2=8 Fiinftel.

'S
ol o

42_8
5 5

Um das Produkt einer ganzen Zahl mit einem Bruch zu berechnen, reicht es das Produkt der ganzen Zahl mit dem Zaihler des Bruches in einem neuen gleichnamigen Bruch zu
schreiben.

Die Division ist dann auch leicht:

3 13 _ 52 1
4: g =45 =T (=175)

Um den Quotient einer ganzen Zahl durch einem Bruch zu berechnen, reicht es das Produkt der ganzen Zahl mit dem Kehrwert des Bruches zu
berechnen.

Kombinationen

Bei Kombinationen von Bruchrechnungen muss man auf der Reihenfolge (sieh¥orrang der Rechenarter) aufpassen:
2 " 6 9 2 16 4
3 77 5 21°7

Man muss zuerst die Klammern machen:

= Erste Klammer
9 6-9

6 3
P = — - Hier haben wir nur eine Strichechnung und zwarmit dem gleichen Nenner

7

= Zweite Klammer

2 16 4

5 2—(15 iy Hier miissen wir erst die Punktechnung machenund dann die Strichiechnung.
E—E'E—E—E Z—E—M Hier soll man erst kiirzen

5 21°7 5 21 4 5 21.4 ’
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Jetzt kann man in der Rechnung die Egebnisse fir die Klammern einsetzen:

3 1
2, (8 9V " (2_w. A7 " _
3 7 21° 7 -

E+ _§ . _E (minus mal minus ist plus) _
3 7 15

2 B M ey _ 2, 1022 2
3 /711 /1»!5 3 1.5 3 5
2-54+2-3 _ 16

35 T 15

Textaufgaben zu den Bruchrechnungen

Die Textaufgaben mit Bruchrechnungen werden i.d.R. leicht in die mathematische Sprache umgemdelt:

In einem Staat mit 8,46 Millionen Einwohner trinkt jeder Einwohner durchschnittlich vier Neuntel Liter Milch taglich.

a. i Wie viel Liter werden dann téglich konsumiert?
ii. Der Gewinn fir die Eigentiimer ist 0,8¢/Liter Milch. Wé viel ist der tdgliche Gewinn? Finde Sie ihn gerechtfertigt?

b. Im einem anderen Staat gibt es 4 Supermarktketten. Zusammen gewinnen die Eigentiimer 105000€ tédglich. Eigentimer A bekommt zwei Fiinftel des Gewinns, Eigentiimer
ein Drittel und den Rest teilen die anderen zwei Eigentimer C und D. W viel gewinnt tagich jeder Eigentimer? Finden Sie den Gewinn gerechtfertigt?

Aufgabe a ldsst sich leicht berechnen:

8,46 - g = 3,76 (Millionen Liter)

Da der Gewinn pro Liter 0,8¢ ist, soll man 0,8 mit 3,76 Mil. multiplizieren (dann hat man ¢) und dann durch 100 dividieren (dann hat man €):

0,8 - 1000000

3,76 100

= 30080 (€)
Ob dieser Gewinn gerechtfertigt ist, soll jeder fiir sich entscheiden (die Eigentiimer werden ihn sicherlich gerechtfertigt finden, sonst wiirden sie ihn nicht machen...).

Aufgabe b ist ebenfalls nicht besonders schwer:

2
Eigentiimer A:105000 - 5= 44000 (€)

1
Eigentiimer B: 105000 - 3= 35000 (€)

Eigentiimer C und D teilen den Rest: 105000 — 44000 — 35000 = 26000 26000 : 2 = 13000 (€ jeweils fiir Eigentiimer C und D)

Primfaktorzerlegung

Definitionen

Primzahlen sind die natiirlichen Zahlen (Zahlen ohne Komma und Minus), die nur durch 1 und sich selbst geteilt werden konnen. (teilbar: dividieren, ohne dass eine Kommazahl entsteht)

2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12 | 13

2
geht
auch 2 g ‘21 3 g 2
durch

6
Pim- ', x v x v x| x X v x| v
zahl
Z.B.:

2 ist nur durch 2 und 1 teilbar und daher eine Primzahl.

3 ist nur durch 3 und 1 teilbar und daher eine Primzahl.

4 ist nur durch 4 und 1, aber auch durch 2 teilbar und daher keine Primzahl.

5 ist nur durch 5 und 1 teilbar und daher eine Primzahl.

6 ist nur durch 6 und 1, aber auch durch 2 und 3 teilbar und daher keine Primzahl.

usw.



Was bedeutet in diesen Satzen "teilbar"? Eine Zahl ist durch eine andere Zahl teilbawenn das Eigebnis der Division kein Nachkommastellen enthélt.

Nehmen wir die Zahl 5.
5:1=5

5:2=2,5
5:3=1,3
5:4=1,25
5:56=1

Dividiert man 5 durch jede groRere natiirlich Zahl (also: 6,7,8...), erhdlt man als Bebnis eine Kommazahl kleiner als 1 (also Null-Komma-gendwas). Beispielsweise:
5:6=0,83
Teilbar ist die Zahl 5 also nur durch eins (5:1=5) und sich selbst (5:5=1). Da bei unserem Beispiella anderen Eigebnisse ein Komma enthalten ist die Zahl 5 eine Primzahl.

Fiir 6 hingegen ist das nicht der Fall6 ist selbstverstandlich durch 1 und 6 teilbaraber eben auch durch 2 (6:2=3) und durch 3 (6:3=2)Daher ist 6 KEINE Primzahl.

Die ersten Primzahlen sind also 2, 3, 5, 7, 1, 13,17, 19, 23 ...
Faktor ist ein Teil einer Multiplikation
Primfaktorzerlegung (PFZ)bedeutet daher, eine Zahl als Produkt von Primzahlen auszudriicken (die dann Faktoren sind; Primzahlen die auch Faktoren sind, nennt man Primfaktoren; wenn man

eine Zahl in Primfaktoren zerlegt, hat man die PFZ).

Vorgangsweise

Nehmen wir die Zahl 7800. Wir versuchen sie durch die Primzahlen der Reihe nach und soweit es jedes Mal geht zu dividieren. Die erste Primzahl ist 2 7800 : 2 = 3900. Geht es weiter durch 2? Ja!
3900 : 2 = 1950. Geht es noch weiter? Ja! 1950:2=975. Witer durch 2 geht es aber nicht.

Probieren wir dann durch 3. Geht es? Ja! 975:3=325. Geht es weiter durch 3? Nein! (325:3 = 108,33
Probieren wir die ndchste Primzahl: 325:5=65. Das geht nochmal: 65:5=13.
Die néichsten Primzahlen sind 7 und 1, da geht es nicht. Es geht wieder durch 13 13:13=1.

Hier sind wir fertig. Wir haben 7800 drei mal durch 2, ein mal durch 3, zwei mal durch 5 und ein mal durch 13 dividiert und dann war das Ergebnis 1. Es gilt daher: 7800:2:2:2:3:5:5:13=1und
umgekehrt (Gegenrechnung) 7800=2-2-2-3-5-5-13.

Schreibweise

Den ganzen Prozess Schritt zum Schritt kann man so darstellen:

7800 7800 |2 7800 |2 7800 |2 7800 |2 7800 |2 7800 | 2
3900 3900 |2 3900 |2 3900 |2 3900 |2 3900 | 2
1950 1950 |2 1950 |2 1950 |2 1950 | 2
975 |3 975 |3 975 |3 975 | 3
325 325 |5 325 |5 325 | 5
65 65 |5 65 | 5
13 13 |13
1
Anwendungen

Briiche kiirzen

Wir haben schon das Kiirzen von Briichen gesehen:

4_5 _45:5 _ 9
35 35:5 7
Hier sieht man sofort, dass man sowohl den Zahler als auch den Nenner durch 5 teilen kann. Was ist aber, wenn man grofe Zahlen hat. In diesem Fall ist es besser, die PFZ der Zahlen erst
durchzufiihren:
6664 | 2 8820 |2 Man schreibt Zahler und Nenner als
6664 3332 | 2 4410 |2 Produkt von Primzahlen und kurzt
3320 =? 119 | 7 2205 |3 den Bruch (also Primzahlen, die oben
17 |17 735 |3 und unten vorkommen, werden gestrichen)
1| 245 |5
“ 6664 2 -2Z-2.7-7-17  2.17 34
1 8820 o.%.3.3.5.7.7 3:3:5 45
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Strichrechnungen von mehreren Briichen

Wir haben schon gesehen, wie man zwei Briiche addiert oder subtrahiert. Was ist aber, wenn man mehrere Briiche hat? Man konnte selbstverstidndlicherst die zwei Briiche machen, das Ergebnis mit

dem néchsten Bruch usw, es gibt aber in diesem Fall eine Methode, die schneller ist und die PFZ benutzt: Hier macht man zuerst die PFZ der Nenner:

% — % + % =7 Hier macht man zuerst die PFZ der Nenner:
120 |2 36 |2 300 |2 120 =2.2.2-3.5 Hier kommt 2 drei mal vor
60 |2 18 |2 150 |2 36=2233 Hier kommt 2 zwei mal vor
30 |2 9 |3 75 |3 300=2-2:3-55 Hier kommt 2 zwei mal vor
15 |3 3 |3 25 |5 - . .
5 |5 1 ‘ 5 |5 Am haufigsten kommt die 2 drei mal vor
1 1 Also miissen wir 2 in kgV drei mal

kgV=2-223-355 o izen. Das gleiche passiert mit 3 und 5.
(kgV bedeutet kleinstes gemeinsames Melfaches)

a
120

Zahl muss man 120 multiplizieren um 1800 zu bekommen? Um das zu finden, dividiert man 1800 durch 120 1800:120=15. Mit dieser Zahl (15) muss man den Nenner (120) multiplizieren. Damit

Das kgV wird der neue gemeinsamer Nenner sein. Das bedeutet wir miissen alle drei Briiche erweitern. Im ersten Bruch (=5 ) ist der Nenner 120 und muss auf 1800 erweitert werden. Mit welcher

aber der Bruch gleich bleibt, muss man auch den Zhler mit 15 multiplizieren. Den gleichen Prozess wiederholt man bei den anderen Briichen:

1800:120=15  1800:36=50  1800:300=6 15 50 6
~~ ~~ ~~ ~~ AN A
40 1 n 37 _41_E+37_4l~15_11~50+37-6_
120 36 300 ~ 120 36 ' 300 120-15 36-50 300-6

_ 615 550 222 _ 6155504222 _ 287
T 1800 1800 ' 1800 1800 ~ 1800

Das ist der beste Weg um mehrere ungleichnamige Briiche zu addieren oder subtrahieren.

Teilbarkeit

Bei der PFZ haben wir immer probiert, eine Zahl durch einer Primzahl zu teilen. Kann man wissen, ob das geht, ohne die Division zu machen? Fiir viele Primzahlen geht das. Die einfachsten Regel
sind fiir 2, 3 und 5:

Durch 2

Wenn eine Zahl in 0, 2, 4, 6, 8 endet §erade Zahl), dann ist sie durch 2 teilbar:
2004 und 33338 sind durch 2 teilbar: 2004 endet in 4, 33338 in 8.

2005 oder 486863 sind nicht durch 2 teilbar: 2005 endet in 5 und 486863 in 3.

Durch 5

Wenn eine Zahl in 0 oder 5 endet, dann ist sie duch 5 teilbar:

409 und 85923 sind nicht durch 5 teilbar (sie enden in 9 bzwin 3).

490 und 89235 hingegen sind durch 5 teilbar (sie enden in 0 bzwin 5)

Durch 3 (oder 9)

Wenn die Summe derZiffer!!] einer Zahl durch 3 (bzw 9) teilbar ist, dass ist die Zahl auch durch 3 (bzw9) teilbar:

135 ist durch 3 teilbar: 1+3+5=9 (9:3=3, die Summe der Zffr 9 ist durch 3 teilbay also auch die Zahl 135). Sie ist auch durch 9 teilbar (9 ist durch 9 teilbar)
3564825 ist durch 3 teilbar: 3+5+6+4+8+2+5=33, 33:3=1. 33 ist durch 3 teilbar daher auch 3564825. 33 ist aber nicht durch 9 teilbayalso 3564825 auch nicht.
3564824 ist nicht durch 3 oder 9 teilbar3+5+6+4+8+2+4=32, 32 ist nicht durch 3 oder 9 teilbar

35644825 ist sowohl durch 3 als auch durch 9 teilbar: 3+5+6+4+4+8+2+4=32, 32 ist durch 3 und 9 teilbar

Durch 7

Um zu verstehen, wie man herausfindet, ob eine Zahl durch 7 teilbar ist, machen wir ein Beispiel. Nehmen wir die Zahl 4445. Man teilt sie in Teilen am Ende anfangend und jedes mal zwei Ziffer
nehmend: 44 | 45. Wenn die Summe vom doppelten des rechten teils und vom linken Teil durch 7 teilbar ist, dann ist auch die ganze Zahl: 2-44+45=133. Wenn man nicht sofort sehen kann, ob 133
durch 7 teilbar ist, kann man den Vorgang wiederholen: 133 in zwei Teilen — 1 | 33 2-1+33=35. 35 ist durch 7 teilbar, daher auch 133 und 4445. Bei groReren Zahlen muss man den Vorgang
wiederholen. Probieren wir es mit einer groferen Zahl: 437381 43 | 73 | 81 2:43+73=1592-159+81=399 — 3|99 3-2+99=105 — 1| 05 1-2+05=7 7 ist offenbar durch 7 teilbar also auch 105 und
399 und 437381! Man muss sagen: diese Regel kann doch langer dauern, als die eigentliche Division zu machen...

Durch 11


https://de.wikipedia.org/wiki/Parit%C3%A4t_(Mathematik)

Fiir die Teilbarkeit durch 11 gibt es eine Regel: wenn die Differenz der alternierenden Summe der Ziffer einer Zahl 0 oder durch 11 teilbar ist, dann ist die Zahl auch durch 11 teilbar. Beispiel:

981607. Man nimmt die Summe der ersten, der dritten und der fiinften (alternierend) Ziffer 9+1+0= 10 und die Summe der zweiten, der vierten und der sechsten (alternierend) Ziffer 8+6+7=21. Die

Differenz der beiden Summen ist 21-10=1, was durch 11 teilbar ist. Daher ist auch 981607 durch 1 teilbar!

Schlussrechnung

Direkte Proportionalitat

Fangen wir direkt mit einem Beispiel an.

= 5 Tische kosten 315€. We viel kosten 2 Tische?

Hier spricht man von einer sogenannterdirekte Proportionalitit Weniger Tische werden weniger Geld kosten. Das Beispiel besteht aus zwei Sitze:

was gegeben ist: ,5 Tische kosten 315€". Diese Daten schreibt man auf ein Zeile nebeneinander. Man schreibt also am Anfang:

5 Tische ... 315€

was gefragt ist: ,Wie viel kosten 2 Tische?" Hier ist der Preis der Tische in € gefragt. Man schreibt eine zweite Zeile unter die erste:
Dabei schreiben wir das Gefragte (Preis der Tische) als x und die Anzahl der Tische unter der Anzahl Tische von der ersten Zeile:

5 Tische ... 315€

2 Tische ... x

Man fangt mit der gefragten GroRe an (hier €), also mit der Zahl, die an der gleichen

Spalte mit x steht, und multipliziert diese Zahl mit der Zahl schridg gegentiber

315-2=630.

Das Ergebnis dividiert man mit der verbliebenderZahl (hier 5).

630:5=126

Jetzt kommt die Frage: 126 was? Was haben wir hier gerechnet? Sicherlich nicht Frésche und auch nicht Apfel. Wie kann man herausfinden, was hier gerechnet wurde? Eine Moglichkeit ist es, die
folgende Frage zu stellen: ,,Wieviel kosten 2 Tische?* Kosten sind gefragt, also €. Das Ergebnis ist daher der Wert in €. Ein anderer Weg ist es darauf zu schauen, wo x steht: Es steht unterhalb von

,»315€“. Wir haben gesagt, dass in jeder Spalte die Sachen (in Mathematik ,,Einheiten® genannt) iibereinstimmen miissen. Unterhalb von € miissen € stehen. Daher sollte die Einheit von x auch €

sein. Somit ist die Antwort:

»Zwei Tische kosten 126€.“

Der ganze Prozess noch einmal Schritt fiir Schritt:

5 Tische kosten 315€.
Wie viel kosten 2 Tische?

Mit dem Wert an der Spalte,
wo x steht anfangen:
Quer gegeniiber {(mal)!

5Tische ... ~315€
'Aan

2 Tische ... X

Noch ein Beispiel:

5 Tische kosten 315€
Ersten Satz schreiben:

5Tische ... 315€

Quer gegeniiber (mal) und
durch die andere Zahl!

5Tische ... ~315€
?:(dur\’h]‘%mn

2 Tische ... X

3,5 Liter eines Stoffes wiegen 14,7 kg.

a) Wie viel wiegen 0,0175 Liter?

b) Wie viel Liter sind 3850kg?

Wie viel kosten 2 Tische?
Frage dazu schreiben:

Tische unter Tische, € unter €
5Tische ... 315€

2 Tische ... X

315-2:5=126

5 Tische ... ~315€

2 Tische ... x

Hier gibt es zwei Fragen, das gegebene ist aber in beiden Fallen das gleiche, namlich der erste Satz.

Tische unter Tische, € unter €

5Tische ... 315€
2 Tische ... x
315:2.5=126
x=12l§©
5 Tische ... 315@
2'1'19c]1e X

a) Fur die erste Frage schreiben wir das gegebene an einer Zeile und das gefragte darunter (gleiche Sachen unter gleichem):

3,5 Liter  ----e- 14,7kg

i 7 -
0,0175 Liter --.--.-

Die Zahl, die an der gleichen
Spalte mit x steht, mal die Zahl schrég
gegendber und durch die andere Zahl

14,7.0,0175
3,5

) x=0,735 kg
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Noch einmal stellt sich die Frage: 0,735 was? Was haben wir hier gerechnet? Wieso haben wir kg geschrieben? Die Frage war ,,Wie viel wiegen 0,0175 Liter?* Also muss die Einheit vom Ergebnis
kg sein. Wenn wir die Schlussrechnung betrachten, sehen wir ebenfalls, dass x unterhalb von ,,14,7 kg“ steht. In einer Spalte miissen die Einheiten iibereinstimmen, unterhalb von kg miissen
gleichfalls kg stehen. Somit ist dieAntwort

»0,0175 Liter des Stoffes wiegen 0,735kg.“

b) Fir die zweite Frage schreiben wir wieder das gegebene in einer Zeile und das gefragte darunter (gleiche Sachen (Einheiten) unter

gleiche):
3,5 Liter --c-- 14,7kg )
A o (%) ¢ ~ 916,7 Liter
)
LT reseen 3850 k;

Ob man die Liter links oder rechts schreibt oder ob man das gegebene oben oder unten, spielt keiner Rolle. Wichtig ist: das Gegebene in einer Reihe und gleiche Sachen (Einheiten) in der gleichen

Spalte!
14,7kg  ------ 3,5 Liter
12 E (%) z ~ 916,7 Liter
)
3850kg ------ T

In diesen Aufgaben ist es wichtig zu verstehen: Man braucht nicht wissen, was die Worter bedeuten! Man soll einfach die Struktur der Sétze der Aufgabe verstehen!

Indirekte Proportionalitat

In der direkten Proportionalitdthaben wir gesehen, wie man vorgeht, wenn zwei GréRen gleichzeitig groRer oder kleiner werden. Wenn man mehr von einer Ware kaufen will, dann muss man auch
mehr bezahlen. Wenn man weniger kaufen will, dann zahlt man auch weniger. Wenn man mehr kg von einem Stoff hat, dann hat man auch mehr Liter des Stoffes. Es gibt aber auch Fille, bei denen
die Erhohung einer Grofe die ¥rminderung eine anderen bedeutet:

= 3 Arbeiter brauchen 15 Stunden, um ein Haus mit Fliesen zu verlegen. W viel Zeit brauchen dann 5 Arbeiter?

1 Arbeiter wiirde in diesem Fall mehr Zeit brauchen. Es gibt fiir einen Arbeiter viel mehr Boden zu verlegen, wenn er alleine arbeitet. Also weniger Arbeiter brauchen mehr Zeit. Das ist also
KEINE direktesondern eine indirekte Proportionalitdt

Wie bei der direkten Proportionalitdt schreibt man hier auch die gegebenen GroRen nebeneinandend gleiche GréBen untereinander

3 Arbeiter ... 15 Stunden
5 Arbeiter o:-:-- T

In diesem Fall multipliziert man mit der Zahherade gegeniiber (und NICHT schrdg gegeniiber, wie in der direkten Proportionalitd?) und dividiert dann durch die andere Zahl:

3 Arbeiter ++— 15 Stunden 15-3
b (T) « = 9 Stunden (die die Arbeiter in diesem Fall brauchen).
5 Arbeiter T

Um zu unterscheiden, ob man eine direkte oder indirekte Proportionalitét hat, muss man schon die Sprache und die Zusammenhéange gut verstehen kénnen!

Vergleich direkter und indirekter Proportionalitat

Wie wir in den vorherigen Absédtzen gesehen haben, muss man sowohl bei der direkten als auch bder indirekten Proportionalitét die Daten, die (in der Regel in einem Satz) iné¢bindung gebracht
werden, in einer Zeilenebeneinander schreiben (hier bei der direkten Proportionalitét3,5 Liter und 14,7 kg und bei der indirekten 3 Arbeiter und 15 Stunden) und dafiir sorgen, dass in jeder Spalte

die gleichen Einheiten geschrieben weden.
3,5 Liter  .-.-.- 14,7 kg 3 Arbeiter  :----- 15 Stunden
0,0175Lit  ------ T 5 Arbeiter :-:-:- z
Bei beiden Vorgangen fingt man dann mit der Zahl an, die nuran der gleichen Spalte mit x steht (hier 14,7 kg in der direkten und 15 Stunden in der indirekten Proporionalitdt). Der Unterschied ist:

bei der direkten Proportionalitit geht man dann Schrdg, bei der indirekten gerade gegeniiber, und multiplitiert mit dieser Zahl (hier 0,0175 Liter in der direkten und 3 Arbeiter in der indirekten

Proporionalitdt). Am Ende dividiert man in beiden Féllen mit der iibriggebliebenen Zahl (hier 3,5 Liter in der direkten und 5 Arbeiter in der indirekten Proporionalitt).

3,5 Liter ~ «:c..: 14,7 kg 3 Arbeiter +— 15 Stunden
1 - 1
0,0175Lit  -+-.- [ 5 Arbeiter T

Wie kann man verstehen, ob eine direkte oder eine indirekte Proportionalitdt vorliegt?

Nehmen wir den folgenden Bruch b: b = %, wobei z der Zahler und n der Nenner ist. Wnn z=20 und n=5 ist, dann ist der Bruch b=4. Wnn jetzt der Zahler groRer wird (z.B. z=30), dann wird der

ganze Bruchauch grofer: b= % = 6. Wenn der Zihler kleiner wird (z.B. z=10), dann wird der ganze Bruch auch kleiner: b = % = 2. Je groBer der Zahler, desto groBer der Bruch. Je kleiner

der Zéhler, desto kleiner der Bruch. Diesen Zusammenhang nennt maudirekte Proportionalitiit.

Wenn jetzt der Nenner groRer wird (z.B. n=10), dann wird der ganze Bruch das Gegenteil, also kleiner: b = % = 2. Wenn der Zéhler kleiner wird (z.B. z=4), dann wird der ganze Bruch das
Gegenteil, also groRer: b= % =2. Je groRer der Zihler, desto kleiner der Bruch. Je kleiner der Zahler, desto groRer der Bruch. Diesen Zusammenhang nennt man indirekte

Proportionalitdt.



Wenn zwei Grofen (z.B. Volumen und grob gesagt Gewicht[zl) gleichzeitig wachsen oder gleichzeitig weniger werden (z.B. wenn man mehr Wasser hat, ist sowohl das Volumen als auch das
Gewicht mehr), dann liegt eine direkte Proportionalitit vor. Wenn der Wachstum einer GroRe zur Verminderung einer anderen fiihrt (z.B. mehr Arbeiter brauchen weniger Zeit, um die gleiche
Arbeit zu erledigen), dann liegt eine indirekte Proportionalitdit vor. So kann man verstehen, ob man direkte oder indirekte Proportionalitdt benutzen soll. Beim ndchsten Kapitel allerdings

(Prozentrechnung) kommt nur diedirekte Proportionalitdtvor!

Prozentrechnung

Definitionen

Das Wort ,,Prozent‘ kommt aus dem lateinischen und bedeutet pro Hundert. Ein Prozent IST ein Hundertstel.
1
1% = 150 = 0,01
In diesem Sinn ist z.B.:
=5 _ =20 _ = 1_ =25 _
5% = T 0,05 20% = 00 — 0,20 = 0,2 1=025= 00 = 25%
Bei Aufgaben, die mit Prozentrechnung zu tun habenjst der Wert am Anfang immer 100%
100% ist gleich 1, also das,,Ganze*:
100%=1

Diesen Anfangswert nennt man Grundwert Es gibt dazu auch den Prozentwert (oder Prozentanteil) und den Prozentsatz. Um zu verstehen, was die Begriffe bedeuten, nehmen wir folgendes

Beispiel:

Wie viel % von 55 Personen sind 1 Personen?

‘Wir wollen einen Til von den 55 Personen in Prozent (in Hundertstel) berechnen. Dieseréfl sind die 11 Personen. Die 11 Personen sind der Prozentanteil oder Prozentwert.
Das Ganze (100%, Anfangswert) sind die 55 Personen. Der Grundwert ist "55 Personen".

Herauszufinden welcher Wert der Grundwert ist, ist in der Prozentrechnung eine entscheidende Aufgabe. Um den Grundwert im Satz zu erkennen, schaut man in der Regel, welches Wort im

non

Genitiv steht. Wenn man sagt "des Gewichts", "der Bevélkerung", "von 55 Personen"”, dann sind diese Ausdriicke der Grundwert (100%). Der andereiist der Prozentanteil.

Es kann aber sein, dass kein Wort in der Aufgabe im Genitiv steht, sondern, dass eine zeitliche Reihenfolgevorkommt. Wenn nichts anderes angegeben wird, ist der Wert in der fritheren Zeit der
Wert am Anfang, der Grundwert (100%). Beispielsweise, wenn ein Baum wéchstst der Wert am zeitlichen Anfang der Grundwertder Prozentwert kann dann variieren, je nachdem was gefragt ist:

Er kann die Hohe am Ende sein oder der Hohenunterschied.

‘Wenn beides vorkommt (zeitliche Folge und Genitiv), dann ist der Genitiv der Grundwert. Im Beispiel mit dem Baum kann gefragt werden, wie viel Prozent der Hohe am Ende die Hohe am Anfa

ist. In diesem Fall ist die Hohe am Ende der Anfangswert (Genitiv ist "stdrker" als die zeitliche Reihenfolge).
Der Prozentsatz beschreibt, wie vieleHundertstel des Ganzender Prozentanteil ist. In unserem Beispiel:

11 kireen 1 gweitern 20
% - 5 - 100~ 2%

Grundaufgaben

Nicht vergessen: Der Wert am Anfang (das ,,Ganze*) ist immer 100%

= Wie viel % von 55 Personen sind 11 Personen?

Der Wert am Anfang (das ,,Ganze*) ist inmer 100% . Hier ist der Prozentsatz eines Teils von 55 Personen gefragt. 55 Personen sind 100%. (Nach dem Wort ,,von“ steht der Wert, der 100% ist).

Wir schreiben das so auf, wie wir es in der Schlussrechnung (genauer in dedirekten Proportionalitd) gelernt haben:

55 Personen  :----- 100%
1: V& (%) z=20%.
11 Personen  ------

= Wie viele Personen sind 11% von 55 Personen?
Der Wert am Anfang (das ,,Ganze*) ist inmer 100% . Hier ist ein Prozentsatz von 55 Personen gefragt, also haben wir am Anfang 55 Personen, die dann 100% sind! (Also nach dem Wort ,,von*

steht der Wert, der 100% ist). Wir schreiben das auf, wie wir es in der Schlussrechnung (genauer in der direkten Proportiofiait) gelernt haben:

55 Personen  :----- 100%

55-11
: (W = 6,05) z ~ 6 Personen.
T eeeen 11%

= Wie viel % von 23 kg sind 5329kg?

Hier steht nach ,,von“ 23 kg, also sind 23kg 100%

23kg  eeee- 100%
100 - 532
1 V (%) z ~ 23170%.
5329kg ------ z

= Wie viel ist 0,3% von 0,26 Liter?

0,26 Liter ------ 100% ( 02603

100 ) z = 0,00078 Liter.
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= Von wie vielen Personen sind 55 Personen 1%?

Hier steht nach dem Wort ,,von“ eine Frage Das Gefragte schreibt man in der Mathematik mitx. Daher ist x 100%. Das Gefragte ist 100%.

T eeeens 100%

(55 -100

T ) 2z = 500 Personen .

55 Personen  ------ 11%

Vertiefende Aufgaben

Prozentrechnung bei Wachstum oder Zerfall

In diesem Absatz werden wir uns mit Aufgaben beschiftigen, bei denen gendeine Gréfe mehr oder weniger wird.

» Das Gehalt eines Beamten war 1800€ und wurde um 2,5% gektirzt. Berechnen sie das neue Gehalt! Um wie viel € wurde das Gehalt erh6ht?

Es gibt zumindest zwei Wege, um diese Aufgabe zu l6sen. Wr werden hier nur den Weg lernen, der fiir die Umkehraufgaben (die wir im nédchsten Absatz lernen werden) notwendig ist.

Zur Erinnerung: der Wert am Anfang (das ,,Ganze*) ist immer 10% . Das Gehalt am Anfang war 1800€, daher sind 1800€ (der Wert am Anfang) 100%. Das Gehalt wurde gekiirzt, also wurde es

um 2,5% weniger. Daher bleibt dann 100-2,5=97,5% des GehaltesWir wollen wissen, wie viel Geld in € diesen 97,5% ist:

1800€ -..... 1
0(;% ( 1800 - 97,5

=1755 €
100 ) z = 1755

...... 97,5%
Ein Baum ist 5,6m gio und wdchst in einem Jahrauf 6m. Um wie viel % ist er gewachsen?

Zur Erinnerung: der Wert am Anfang (das ,,Ganze“) ist immer 100% . Der Baum war am Anfang 5,6m, daher sind 5,6m (der Wert am Anfang) 100%. Er ist auf 6m gewachsen, also um 6-5,6=
0,4m gréfBer geworden. Wir wollen wissen, wie viel % (von 5,6m) diese 0,4m sind:

56m ceeee 100%
’ 100-0,4
1 7 (&) z = 7,14%.
5,6
04m ------ z
Umkehraufgaben

= Man hat in seinem Haus ein neues Zimmer aufgebaut. Die Fldche des Hauses ist dadurch um 15% auf 112,7m? gewachsen. Berechnen Sie die urspriingliche Flache!

Der Wert am Anfang (das ,,Ganze*) ist immer 100% . Hier wissen wir nicht wie groR das Haus am Anfang war, das ist doch gefragt! Das gefragte schreibt man in Mathematik mit x. 100% ist
also x. Das Haus ist um 15%gewachsen, also die Fldche am Ende(112,7m2) ist 100+15=115%. Daher sind 112,7m? 115%.

Schreiben wir diese Information auf, wie wir das gelernt haben:

100% ceee-- T
1 N (M) o =98m?2.
115
115%  -eeee- 112,7 m?

» FEin Tisch wurde um 10% geschnitten. Die neue Lénge ist 2,7m. Berechnen Sie die urspngliche Léange!

Der Wert am Anfang (das ,,Ganze*) ist immer 100% . Er ist aber nicht gegeben. Daher ist x 100%. Der Tisch wurde um 10% geschnitten, war am Anfang 100%, daher bleibt noch 100-10=90%.
2,7m (der Wert am Ende) sind daher 90%. Schreiben wir das Ganze auf:

100% ------ z
b N = = 30m.
90%  --e--- 2,7m

Erklarung der Prozent- und Schlussrechnung

Wie schon betont, bedeutet "ein Prozent" das gleiche wie ein Hundertstel. Ein Hundertstel ist ein Bruch.Fiir die Erklarung der Prozentrechnung kann man daher die Bruchrechnung benutzen,

genauer gesagt dasErweitern von Briichen

‘Wenn wir wissen wollen, wie viel Prozent von 5kg 3kg sind, kénnen wir mit der Darstellung von 5kg anfangen:

Drei kg kann man dann als Bruchteil von diesen 5kg darstellen, wie im folgenden Bild:
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‘Wenn jemand das Ganze senkrecht auf 20 teilt, ist jeder kleiner Teil ein Hundertstel. Im Bild kann man schon sehen, dass die drei fiinftel 3 - 20 = 60 solche kleine Teile sind, also 60 Hundertstel,
also 60%:

‘Wenn wir jetzt mit Briichen arbeiten, kénnen wir durch die Bilder leicht verstehen, dass wir den Bruep mit der Zahl 20erweitert haben:

3 3-2 60

= =—=60%

5 5.20 100 ’

Wie sind wir auf die Zahl 20 gekommen? Wir haben einfach 100 durch 5 dividiert, also durch die Zahl, die den Wert des Ganzen darstellt. Wieso ist 5 das Ganze? Wir haben schon in den
Definitionen gesagt, dass das Ganze nach dem Wit "von" steht, also hier die 5 kg. So wie wir die Prozentrechnung gelernt haben, bedeutet das, dass man mit der Zahl quer gegeniiber multipliziere

muss und durch die andere Zahl dividieren:

5kg -o-ee- 100%
o (100-%=3-£50=3-20=60) z = 60%
3kg eee z

3 kg sind daher 60% (also 60 Hundertstel) von 5 kg.
Schauen wir jetzt ein Beispiel mit Zahlen, die nicht so "rund" sind:
Wie viel Prozent von 17 Apfel sind 230 Apfel?

Hier ist das Ganze die 17 Apfel, also was nach dem Wit "von" (also in Genitiv) steht. Welcher Anteil von 17 Apfel sind 230 Apfel?

230
17

Diesen Bruch miissen wir so erweitern, damit im Nenner am Ende 100 steht:

230 _ 230-100:17
17 = 17-100:17

Der Nenner hier wird tatsachlich 100 sein (es gilt17 - 100 : 17 = 1700 : 17 = 100). Somit haben wir:

230-100: 17

100 =230-100: 17% = 100 - 230 : 17% ~ 1352,94%

da hundertstel genau Prozent bedeutet.

Wir haben in diesem Fall tatsdchlich die Prozentrechnung mit Hilfe der Schlussrechnung durchgelfit, so wie wir das gelernt haben:

17Apfel  ......
P 100% 100 230
N /- ST A1) o 1352,04%
230 Apfel ------ T

230 Apfel sind daher ca. 1352,94% von 17 Apfel.

‘Was ist, wenn man 17% von 35 Stunden berechnen will?

17% bedeutet 17 Hundertstel. Wr miissen 35 Mal die 17 Hundertstel nehmen. Anders gesagt teilenir die 35 Stunden in Hundert Eile und nehmen 17 davon:

35
& =17 700 = 5,95

17% von 35 Stunden sind daher 5,95 Stunden.

Das ist wieder genauso, wie wir den Prozess mit Schlussrechnung gelernt haben:

100% - 35 Stunden
17 17-35
1 VE (35 100 = W) = = 5,95 Stunden
17%  eeeeen z

Ahnlich denkt man bei der Schlussrechnung (genauer: bei der direkten Proportionalitit). Nehmen wir folgendes Beispiel:
3,5 Liter eines Stoffes wiegen 14,7 kg.

a) Wie viel wiegen 175 Liter?

b) Wie viel Liter sind 3850kg?

Fiir die erste Frage denkt man erst, wie viel ein Liter wiegt. Man soll also 14,7 kg durch 3,5 dividieren, um zu finden, wie viel jedes Liter wiegt. Das ist als ob man eine Schokolade hétte und wissen

wollte, wie viel jedes il wiegt.

147

(B1=3,—5—4,2

4,2 kg wiegt jedes Liter des Stofes.

175 Liter wiegen dann 735 kg:
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175-4,2 =735
Als Schlussrechnung:

3,5 Liter ... 14,7 kg

175 Liter  «--.-- T

In der zweiten Frage muss man erst finden, wie viel ¥lumen ein kg hat:

35
14,7

T = ~ 0,238

Ca. 0,238 Liter ist jedes kg des Stofes.

Das Volumen von 3850 kg ist dann ca. 917 Liter:

3,5 A
3850 - 0,238... = 3850 - 147 = 916,6

)

Nochmal als Schlussrechnung:

14,7kg  ------ 3,5 Liter
Le.{\displaystyle \left(3850\cdot {\frac {3{,}5}

3850 kg {14L2711=916{ {\dot {6} Nrigsht\aanac

Bei der indirekten Prportionalitdt muss man ein bisschen anderes denken:

= 3 Arbeiter brauchen 15 Stunden, um ein Haus mit Fliesen zu verlegen. W viel Zeit brauchen dann 5 Arbeiter?

1 Arbeiter wiirde in diesem Fallmehr Zeit brauchen. Es gibt fiir einen Arbeiter viel mehr Boden zu verlegen, wenn er alleine arbeitet. Also weniger Arbeiter brauchen mehr Zeit. Wie wir schon im
entsprechenden Kapitelerklart haben, ist das keine direkte sondern eine indirekte Proportionalitdt Man muss in diesem Fall herausfinden, wie viel Zeit ein Arbeiter braucht. Ein Arbeiter wird die

Arbeit von allen anderen erledigen miissen und jede der 3 Arbeiter braucht 15 Stunden. Einer Arbeiter braucht daher 45 Stunden:

Wenn jetzt diese Arbeit auf 5 Arbeiter aufgeteilt wird, wird jeder ein fiinftel der Arbeit erledigen miissen.é&vh alle zusammen arbeiten, dann wird die Arbeit 9 Stunden dauern:
~ NAienl-

In diesem Fall muss man also direkt gegeniiber multiplizieren, wie wir das gelernt haben:

3 Arbeiter +«+— 15 Stunden 15.3
K (T) 2 = 9 Stunden
5 Arbeiter T

Kombinationsaufgaben

= Die Produzenten eines Filmes hatten vor dem Schnitt 5 Stunden Material. Beim ersten Schnitt haben Sie 70% geschnitten. Das war ihnen aber doch zu kurz, daher haben <
eine neue um 20% langer (als der geschnittene Film) &rsion gemacht. Berechnen Sie die Dauer der letzten ¥&rsion!

Der Wert ganz am Anfang (100%) ist hier gegeben 6 Stunden). Das wurde um 70% geschnitten, es bleiben also 100-7030%. Schreiben wir diese Information auf:

100%  -eeeee 5 Stunden
1: < - z = 1,5 Stunden.
30%  c-ee-- z

Der Film war dann den Produzenten doch zu kurz. Diesen geschnittenen Film (also die 1,5 Stunden) haben sie dann um 20% verldngern. Diese 1,5 Stunden sind daher der neue Anfangswert also
100%! Der Wert am Ende ist daher 100+20-120% von 1,5 Stunden(vom geschnittenen Film):

100% ------ 1,5 Stunden
T V « =1,8 Stunden.
120%  ceeve- z

» Die Produzenten eines Filmes hatten vor dem Schnitt zu viel Material. Beim ersten Schnitt haben Sie 80% geschnitten. Das war ihnen aber doch zu kurz, daher haben sie
eine neue um 15% langere (als der geschnittene Film) ¥rsion gemacht. Die letzte \érsion dauert 1,61 Stunden. Berechnen Sie die urspriingliche Dauealso die Dauer des
ungeschnittenen Films!

Das hier ist eine Kombination von zwei Umkehraufgaben. Die letzte Version dauert 1,61 Stunden. Sie ist um 15% langer als die erste geschnittene Version. In diesem Fall haben wir am Anfang die

geschnittene Version, diese ist also 100% und wude um 15% auf 1,61 Stunden verlangert. 1,61 Stunden sind daher15%, der Wert am Anfang (100%) ist noch unbekannt:

100% ...... T
I K- « =1,4 Stunden.
115%  eeeee- 1,61 Stunden

Der Schnitt ist 1,4 Stunden nachdem er geschnitten wurde. Die Dauer am Anfang (100%), vor dem Schnitt, ist noch unbekannt. 80% wurden geschnitten, also 100-80=20% sind nach dem Schnitt
geblieben. Nach dem Schnitt (80%) war der Film 1,4 Stunden:
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1 N 2 =7 Stunden.
20% e 1,4 Stunden

Das Filmmaterial am Anfang (die urspriingliche Dauer) war daher 7 Stunden!

Fur Fortgeschrittene

Es gibt einen viel schnelleren Wg um Aufgaben mit Prozentrechnung zu losen. Nehmen wir die zwei Aufgaben aus dem letzten Kapitel.
= Die Produzenten eines Filmes hatten vor dem Schnitt 5 Stunden Material. Beim ersten Schnitt haben Sie 70% geschnitten. Das war ihnen aber doch zu kurz, daher haben <
eine neue um 20% léngere (als der geschnittene Film) ¥rsion gemacht. Berechnen Sie die Dauer der letzten &rsion!

Die Dauer nach dem Schnitt ist 100%-70%=30%. We am Anfang des Kapitels iiber Prozentrechnng erwéhnt, 30% ist 0,3 (30% = % =0,3).

Wenn der Anfang t gegeben ist, muss it dem Prozentsatz (als Zahl, also nicht 30, was %, also Hundertstel, ist, sondern 0,3pultiplizieren:

5-0,3=1,5 (Stunden).

Den niéchsten Schritt kann man genauso machen. Nach 20% Erhéhung (aufpassen: des geschnittenen Films) haben wi20% = % =12
1,5-1,2=1,8 (Stunden).

Das ganze kann man sogar in einem Schritt berechnen:

5-0,3-1,2=1,8 (Stunden).

Betrachten wir noch einmal den ersten Schritt. Wir wollen wissen, wie viele Stunden 30% von 5 Stunden sind. 30% bedeutet %. Man soll daher die 5 Stunden in 100 teilen und 30 Teile davon

nehmen:
5 5-30 30
100 .30 = 00 =5- 100 =5-0,3 (Stunden)

Der Anfangswert (Grundwert) wird daher mit 0,3 multipliziert.

Das kann man auch feststellen, wenn man die Schlussrechnung wie bisher gelernt durchfiihrt:

5.30
1 N (W =5- 0,3) z = 1,5 Stunden.

In der Umkehraufgabe soll man die Gegenrechnung der Multiplikation benutzen, also die Division.

= Die Produzenten eines Filmes hatten vor dem Schnitt zu viel Material. Beim ersten Schnitt haben Sie 80% geschnitten. Das war ihnen aber doch zu kurz, daher haben sie
eine neue um 15% langere (als der geschnittene Film) ¥rsion gemacht. Die letzte \érsion dauert 1,61 Stunden. Berechnen Sie die urspriingliche Dauealso die Dauer des
ungeschnittenen Films!

100% — 80% = 20% = 2. — 0,2
100% + 15% = 115% = 18 — 115
1,61:1,15:0,2=7 (Stunden)

Schon fertig!

Man kann auch so denken:
x-0,2-1,15=1,61 [:1,15:0,2
x=1,61:1,15:0,2=7 (Stunden)

Wenn der Wert am Ende (der Pozentanteil) gegeben ist, muss man duxh den Prozentsatz (als Zahl) dividieen.

Umsatzsteuer (USt.) und Rabatt

Umsatzsteuer (USt.)

Denken wir an eine Flasche Wasser. Der Produzent verkauft sie dem Supermarkt fiir einen Preis von, sagen wir mal, 2€ und der Supermarkt will dazu 1,2€ gewinnen. Um wie viel Geld wird dann
das Produkt verkauft? Man konnte denken: 2+1,2=3,2€. Das ist aber doch nicht alles. Der Staat verlangt fiir jedes verkauftes Gut und fiir jede verkaufte Leistung Steuer. Diese Steuer nennt man
Umsatzsteuer (USt.). Die USt. ist in Deutschland fiir Grundgiiter 7% und fiir den Rest 19%, in Osterreich 10% fiir Grundgiiter und 20% fiir den Rest. In anderen Staaten gibt es andere Steuersitze
(5%, 13% usw.). Diese Steuer wird vom Eink&ufer bezahlt und ist daher Teil des Preises. Die Flasche Wasser wird daher nicht fiir 3,2€ verkauft, sondern um 10% mehr (ein Getrénk ist ein
grundlegendes Gut, also ist die USt. 10%).

INettoverkaufspreis (NVP) (100%)|USt.
|
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100%  ------ 3,2¢ || Bruttoverkaufspreis (BVP) H

Die Ware wird also um 3,52€ verkauft. Diesen Preis nennt man Bruttoverkaufspreis (BVP). Die 3,2€ (den Preis ohne Steuer) nennt man Nettoverkaufspreis (NVP). Die USt. in dieser Aufgabe ist
10% des Nettoverkaufspreises:

100% cvece- 3,2€
1 VA z = 0,32€
10%  ceeees z

Es gilt offenbar, sowohl was dem Preis als auch vas dem Prozentsatz betrift:

(BVP=NVP + USt,

| (in diesem Beispiel: 3,52=3,2+0,32und 110%=100%+10%)

Rabatt[3]

Aus verschiedenen Griinden (z.B. wenn eine Ware nicht so leicht verkauft wird oder am Ende einer Saison) kann ein Verkaufer eine Ware billiger als fiir den gewdhnlichen Preis verkaufen. Das
nennt man Rabatt (oder Skonto). Im vorherigen Beispiel kann der Supermarkt die Flasche Getrdnk um 6% billiger verkaufen. Der Preis vor dem Rabatt ist in diesem Fall 3,52€ (Wert am Anfang,
100%). Nach dem Rabatt bleibt noch 100-6=94%:

O B e Preis vor Rabatt (PVR) (100%)
94%  eee . Preis nach Rabatt (PNR)|Rabatt (R)

100% -vere- 3,52€
1 VA z ~0,21€
6%  ceene z

Es gilt offenbar, sowohl was dem Preis als auch vas dem Prozentsatz betrift:

PNR=PVR-R (in diesem Beispiel: 3,31=3,52-0,21und 94%=100%-6%)

1. ziffer sind sozusagen die Buchstaben einer Zahl
2. in der Physik soll man Masse sagen

3. Hier wird der Rabatt auf den Listenpreis fiir den Endkunden berechnet, der die USt. enthélt. Anfangswert wird daher bei den folgenden Berechnungen der Bruttoverkaufspreis sein. In der Schulmathematik
wird i.d.R. Rabatt genau so definiert. Das ist allerdings nicht immer der Fall bei der kaufménnischen Mathematik.

Kombination

Gegebener Anfangswert

= Der Nettoverkaufspreis einer Wre ist 65€. Berechnen Sie den \erkaufspreis nach einem 12% Rabatt, wenn die USt. 12% ist.

Die Aufgabe kann man in zwei Schritten l6sen. Erst den Bruttoverkaufspreis berechnen (Der Bruttoverkaufspreis, also der Preis nach USt. ist 12% mehr also 100+1P2%)):

100%  -e--- 65€
1 v T =T72,8€ Das ist der Bruttoverkaufspreis.
112%  --e--- z

100% ceece- 72,8€
B < T ~ 64,06€ Das ist der Preis nach dem Rabatt (PNR).
88%  eeen-- z
VORSICHT:

‘Wenn man Brutto- (BVP) und Nettoverkaufspreis (NVP) vegleicht (und USt. berechnet) ist nicht der Brutto- sondern der Nettoverkaufspreis der Grundwert (100%)
‘Wenn man aber Bruttoverkaufspreis (BVP) und Preis nach Rabatt (PNR) veteicht, ist der Bruttoverkaufspreis doch der Grundwert (100%):

NVP ...... 100% BVP ...... 100%

BVP ...... 100% + USt. # 100% PNR ...... 100% — Rabatt # 100%

Bemerkung: Erhéhen und Reduzieren um den gleichen Prozentsatz

Wie man in der letzten Aufgabe feststellen kann, wenn man den Preis um 12% erhoht und dann wieder um 12% vermindert, ist der Preis am Ende nicht gleich dem Preis am Anfang! Warum
passiert das? Weil wir zwei unterschiedlichen Anfangswerte haben! Erst haben wir den Nettoverkaufspreisals Anfangswert (100%) und den Bruttoverkaufspreisals Endwert (112%). Dann ist
aber der Bruttoverkaufspreis der Anfangswert (100% und nicht mehr12%) und der Endwert der Preis nach dem Rabatt (88%).

Das ganze kann man auch wieder ineinem Schrittberechnen:
65€:1,12:0,88~64,06€ !

Man muss also immer aufpassen, welcher der Anfangswert ist!
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Gegebener Endwert

Der Verkaufspreis einer Ware nach 15% Rabatt ig 56,1€. Berechnen Sie den Nettoverkaufspreis , wenn die USt. 10% ist.

Der Preis nach dem Rabatt (56,1€) ist 100-15=85%. ¥ dem Rabatt (100%) ist er daher:

56,1€ ...... 85%
A b T = 66€ Das ist der Bruttoverkaufspreis.
g eeee- 100%

66€ ...... 110%
N ) T = 60€ Das ist der Nettoverkaufspreis.
T eeees 100%

Das ganze kann man selbstverstandlich auch ireinem Schrittberechnen:

56,1€:0,85:1,1=60€

Warum gibt es Steuer?

Der Staat verlangt fiir jede verkaufte Ware und fiir jede erbrachte Leistung Steuer. Mit diesem Steuergeld werden (im Idealfall) die verschiedenen Leistungen, die der Staat anbietet, finanziert (z.B.

Schule, Polizei, Armee, Krankenhduser).

Zinsen und Kapitalertragssteuer (KESt.)

Definitionen

Die Symbole: Guthaben G, (Geld im Konto am Anfang), Zinsen Z, effektive Zinsen eZ, Zinssatz Zs, effektiver Zinssatz eZs, Guthaben G (Geld am Ende des ersten Jahres).

Der Begriff Zinsen hat mit den Bankinstitutionenzu tun, der Begriff KESt. mit dem Staat. Eine Bank ist eine Institution, die Geschéfte mit Geld macht. Als Privatkunde kann jede Person ihr Geld i
einer Bank anlegen. Das Geld befindet sich dann auf einem sogenannten Konto. Die Bank gibt dem Kunden Zinsen, die nach einem jahrlichen Prozentsatz, den sogenannten Zinssatz berechnet
wird. Der Grundwert fiir den Zinssatz ist das Guthaben am Anfang Gg. Die Zinsen werden durch die Staat versteuert. Diese Steuer, Kapitalertragssteuer (KESt.) genannt, ist im deutschsprachigem

Raum ca. 25% der Zinsen und dieser Prozentsatz wird im Folgenden immer benutzt.

Es gibt verschiedene Griinde, warum die Bank jedes Jahr den Kunden Zinsen gibt. Einerseits verliert das Geld durch die Inflation (Erhohung der Preise) an seinen Wert, andererseits erzielen die

Banken durch Investitionen und Kredite einen Gewinn, der ein Mlfaches der Zinsen ist.

‘Wie schon erwihnt, die Zinsen werden versteuert, daher bleiben im Konto nicht die ganzen Zinsen, die die Bank gibt, sonder ein Teil davon, die sogenannten effektiven Zinsen. Da die Steuer 25%
ist, sind die effektiven Zinsen der Rest 75% der Znsen, die die Bank gibt.

Guthaben am Anfang G ist das Geld, das ein Privatkunde in ein Bankkonto anlegt.
Zinsen Z ist das Geld, das die Bank jedes Jahr dem Kunden gibt, sozusagen als Belohnung fiir seine¥trauen an der Bank (und als Eil des Gewinns, den die Bank mit diesem Geld gewinnt).
Zinssatz Zsist ein Prozentsatz. Er wird benutzt, um die Zinsen, die die Bank gibt, zu berechnen. In diesem Fall ist das Guthaben am Anfang @er Grundwert (also 100%).

Kapitalertragssteuer KESt.ist eine Steuer auf die Zinsen. Sie wird vom Staat genommen, um Funktionen des Staates zu finanzieren. in diesem Buch wird sie immer 25% sein. Der Grundwert

allerdings ist in diesem Fall nicht das Guthaben am Anfang  sondern die Zinsen Z, die die Bank dem Kunden gibt.

Effektive Zinsen eZist das Geld, das dem Kunden von den Zinsen iibrig bleibt, nachdem die Zinsen versteuert werden. &h nichts Anderes auf dem Konto passiert, ist dasxGuthaben nach einem

Jahr G; die Summe des Guthabens am Anfang (g und der effektiven Zinsen.

Effektiver Zinssatz eZs ist ein Prozentsatz. Er ist 75% des Zinssatzes Zs, da 25% der Zinsen als KESt. vom Staat genommen werden. Wenn nichts Anderes auf dem Konto passiert, wird das

Guthaben nach einem Jahr G um so viel mehr Prozent als das Guthaben am Anfang @, wie der effektive Zinssatz.

G =Gp+eZ | Z=Gp-Zs:100  KESt=2Z:2

1004eZ5

eZ=Z-KESt. eZ=Gp-eZS:100 | G;=Gyp" g

Zinsen

Wenn man Geld auf einem Konto hat, bekommt man jedes Jahr Zinsen. Die Bank benutzt das Geld vom Konto, um es zu investieren. Teil des Gewinns aus den Investitionen bekommt der

Kontoinhaber als Zinsen (zu diesem Thema lernen wir mehr im Kapitel ibéwachstum).

Die Zinsen werden nach einem Jahreszinssatz berechnet. ¥éhn man z.B. 4000€ im Konto (Anfangswert: 100%) hat und der Zinssatz 0,5%, dann bekommt man am Ende des Jahres:

100%  ceeve- 4000€
1: < « = 20€ Zinsen.
0,5% c-ee- z

KESt., effektive Zinsen, Guthaben nach einem Jahr

‘Wenn man ein Bankkonto hat, bekommt man von der Bank jedes Jahr Zinsen. Diese werden vom Staat versteuert. Diese Steuer nennt man Kapitalertragssteuer (KESt.). Der Zinssatz fiir die
Berechnung der Steuer ist ungeféhr auch 25%. Das bedeutet im vorherigen Beispiel, dass ein Teil (25%) von den 20€ dem Staat (und nicht dem Kontoinhaber) gegeben wird. Wie viel Geld gelangt

dann auf das Konto? In dieser Frage sind die Zinsen (und nicht das Geld am Anfang) der Grundwert (also 100%):
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1 VE KESt.= 5€ KESt

100%  +e-e- 20€
KB Va eZ.=15€ effektive Zinsen
5%  eeeee- eZ.
(nicht vergessen: 25% = 0,25 = % = %, 5% =0,76 = 17750 = % , also 3/4 der Zinsen bleibt im Konto und 1/4 geht zum Staat als Steuer KESt.)

Diese Zinsen, die auf dem Konto bleiben, nennt man effektive Zinsen, den entsprechenden Zinssatzeffektiven Zinssatz Man kann die effektiven Zinsen offenbar auch einfacher berechnen: eZ = Z

— KESt.=20€-5€=15€

Das bedeutet dann, dass das Geld am Ende des Jahres (Guthaben ¢3:
G1=4000€+15€=4015€ist.

Man kann dann als Formel schreiben:

Die Symbole: Guthaben G, (Geld im Konto am Anfang), Zinsen Z, effektive Zinsen eZ, Zinssatz Zs, effektiver Zinssatz eZs, Guthaben G (Geld am Ende des ersten Jahres).

G =Go+eZ | Z=Gy-Zs:100  KESt=Z- 3
eZ=Z-KESt.  €Z=Gg-ezZS:100 G1=Go'%

Effektiver Zinssatz

Da der Zinssatz Zs und der effektiver Zinssatz eZs Prozentsdtze sind, ist es oft verwirrend, wenn man den effektiven Zinssatz als Prozentanteil des Zinssatzes berechnet. Daher fangen wir mit einem

Beispiel an, in dem die efektiven Zinsen berechret werden.
In einem Konto ist das Guthaben am Anfang 2000€, der Zinssatz 5%. Bechnen sie die effektiven Zinsen!

Berechnen wir erst die Zinsen. In diesem Fall ist das Guthaben der Grundwert (&t am Anfang, 100%).

100% - 2000 €
2000 -5
5T‘7 < (W =2000- 0,05) Z =100¢€.

100% ------ 100 €
v o (M =100- 0,75) eZ="T5¢.
100
T5%  eeeene-

Statt € konnte man igendeine andere Wahrung or eine andere Einheit nehmen:

100% ------ 100 Kronen (oder kg
1 N oder irgendwas)

(100 - 75

00 = 100 - 0,75) eZ = 75 Kronen (oder kg oder irgendwas) .

2000€ ......
100% 75 -100
1 e 000 eZs =3,75%.
TEE  aeenen

Hier ist der Grundwert das Guthaben am Anfang. Wir haben festgestellt, dass die effektiven Zinsen eZ 3,75% dieses Guthabens sind. Diesen Prozentwert (3,75%) kann man auch direkt tiber den
Zinssatz berechnen. Wir sollten einfach daran denken, dass wir anstatt 100€ oder 100 Kronen Zinsen oder 100 von kg oder irgendwas eine andere Einheit da haben, namlich %. In diesem Fall

benutzen wir den Zinssatz 5% als Grundwert:

100% ------ 5% 5.75
4 7 (— =5. 0,75) eZs = 3,75%.
100
TE%  eeeene 3

Man konnte genauso denken, dass die Zinsen 5€ (oder Kronen oder gendwas) sind und die efektiven Zinsen berechnen:

100% ceee-- 5 € (oder Kronen 575
1 7 oder irgendwas) (—1 00 = 5. 0,75) eZs = 3,75 € (oder Kronen oder irgendwas, also auch %) .
T5%  ceeene eZs

_G0~28 .
(E v Z= 100 (in €).




+ e ez=%=o,75-z(m€).
5%  ceeeee eZin€
100%  ceeeee Zsin%

+ N eZs = Zi(;(;m =0,75- Zs (in %).
5%  eevene eZsin%
Umkehraufgaben

Wir haben schon gelernt, wie manUmkehraufgabenlost. Wichtig ist immer den richtigen Wrt als Grundwert zu benutzen. In den Umkehraufgaben iser i.d.R. unbekannt.

In einem Konto ist das Guthaben nach einem Jahr G; 6368,53€, der Zinssatz 0,6%. Berechnen Sie das Guthaben am Anfang, die Zinsen Z;, die effektiven Zinsen eZ; und die Kapitalertragssteuer
KESt.; in diesem Jahr

In dieser Aufgabe ist es notwendig, erst den effektiven Zinssatz zu berechnen.

100%  --ee-- 0,6%
1 < (0’30075 =0,6- 0,75) eZs =0,45%.
T5%  eeee- eZs

Das Guthaben wird daher jedes Jahr nicht um 0,6% mehr (was die Bank gibt), sondern 0,45% mehr (was nach der Versteuerung und den Abzug der KESt. iibrig bleibt). Daher ist das Guthaben am
Ende des ersten Jahres 100%+0,45%=100,45% (100% am Anfang plus 0,45% eZs). Das Guthaben am Anfang (Grundwert 100%) ist in diesem Fall gefragt:

100,45%  +ce-e- 6368,53 €
T VA Gy = 6340 €.
100%  o----- Go

Durch Umformen der Formel, die wir in derDefinitionen fiir die Berechnung des Guthabens nach einem Jahr G gelernt haben, konnen wir ganz leicht die efektiven Zinsen berechnen:
G1=Gy+eZ | —Go

(G1— Gy =¢€2)

eZ = G; — Gy = 6368,53 € — 6340 € = 28,53 €

Mit Hilfe der Schlussrechnung kénnen wir dann die ganzen Zinsen berechnen (was die Bank gibt):

TE%  eeee 28,53 €
Tz - Z=38,04¢€.
100% cee--- z

Durch Umformen der Formel, die wir in derDefinitionen fiir die Berechnung der efektiven Zinsen eZ; gelernt haben, kénnen wir ganz leicht die effektiven Zinsen berechnen:
eZy =7, — KESt, | —eZ; + KESt.;
KESt., =2, —eZ, =38,04€ — 28,53 € =951 €

Es gibt viele Wege die Umkehraufgabenzu 16sen. Allerdings ist es absolut notwendig in diesen Aufgaben erst den effektiven Zinssatz zu berechnen (wenn er nicht schon gegeben ist!). Eine andere

Schlussrechnung fiir die Berechnung der Zinsen sehen wir im Folgenden. Der Leser sollte daran denken, warum diese Berechnung stimmt (einfach daran denken, wie viel % jedertWét!):

100,45% - 6368,53 €
T: < Z=38,04¢€.
0,6% ...... VA

Und noch ein Kommentar: Bei einer Aufgabe muss man nicht die Fragen so wie sie in der Aufgabe stehen nacheinander beantworten. Man sollte an die Zwischenschritte denken. Hier haben wir
beispielsweise erst den effektiven Zinssatz berechnet (was zwar nicht gefragt wird, fiir die Losung aber absolut notwendig ist). Allerdings haben wir erst die effektiven Zinsen und dann die ganzen

Zinsen berechnet (obwohl in die umgekehrte Reihenfolge gefragt wird...).

Wachstums- und Zerfallsprozessen

Allgemein

Wachstum: Bevdlkerung

= China hatte im Jahr 1966 eine Bevdlkerungsgréf3e von circa 750 Millionen Menschen.

Das jéhrliche Wachstum lag bei circa 2,5%.Wie gro ware die Bevélkerung im Jahr 2016, wenn der Wehstum gleich geblieben wéare?Was wéren die Eigebnisse eines solchen Wachstums?
Zwischen 1966 und 2016 liegen 50 JahreBerechnen wir Schritt fiir Schritt die Bevélkerung fiir die ersten drei Jahre:

Der Anfangswert (Jahr 1966) ist 750 Millionen (100%)In einem Jahr ist die Bevolkerung um 2,5% gewachsen, also im Jahr 1967 wére die Bevolkerung 102,5%:


https://de.wikibooks.org/wiki/PSA_Mathematik/_Prozentrechnung#Umkehraufgaben
https://de.wikibooks.org/wiki/PSA_Mathematik/_Prozentrechnung#Definitionen_2
https://de.wikibooks.org/wiki/PSA_Mathematik/_Prozentrechnung#Definitionen_2

100% oo 750 Millionen 750 225 _750.1,025=768,75)  also @ = 768,75 Millionen
4 /- 100
102,5% ------ z man kann daher schreiben: @1 =750 - 1,0251 Millionen

Fiir das ndchste Jahr 1967 ist von diesem Wert auszugehen, um die Bevolkerung 1968 zu berechnen. Die Bevolkerung ware 2,5% gewachsen im Vergleich zum 1967 (und nicht 1966). Die
Bevolkerung im Jahr 1967 (768,75 Millionen) ist daher der neue Anfangswert (100%):

(768,75 125 — 768,75+ 1,025 = 787,96875) also x5 ~ 787,97 Millionen
100%  --ee- 768,75 Millionen aber, wie wir forher gesehen haben 768,75 = 750 - 1,025  und daher
1: < (=768,75)
102,5% .- 2 787,97 = 768,75 - 1,025 = 750 - 1,025 - 1,025 = 750 - 1,025? also
22 = 750 - 1,0252 Millionen
Fiir das dritte Jahr geht man &hnlich vor:
787,97 To0 —787,97-1,025 ~ 807,67  also 3 ~ 807,67 Millionen
100%  ------ 787,97 Millionen aber, wie wir forher gesehen haben 787,97 = 750-1,025>  und daher
H . =T787,97,
1 N P L
102,5% ------ z3 und daher 807,67 - 1,025 = 750 - 1,025 - 1,025 = 750 - 1,025% also

z3 = 750 - 1,025% Millionen

Wenn man das Ergebnis nach 50 Jahren berechnen will, miisste man mit der Strategie die gleiche Rechnung insgesamt 50 mal durchfiihren! Es gibt aber einen schnelleren Weg, die Aufgabe mit

Hilfe eines Taschenrechners zu losen.Betrachten wir unsere Egebnisse (man muss immer mit der entsprechende schon gemachte Schlussrechnung veleichen):
z; = 750 - 1,025' Millionen (= 768,75 Millionen)
x3 = 750 - 1,025% Millionen (= 787,97 Millionen)
23 = 750 - 1,025% Millionen (= 807,67 Millionen)

Jedes Jahr multiplizieren wir einmal weiter mit 1,025, jedes Jahr wird die Hochzahl um 1 gréBer! Das erste Jahr ist die Hochzahl von 1,025 1, das zweite Jahr 2, das dritte Jahr 3 und so weiter.

Man kann sofort erkennen, dass die Hochzahl von1,025 nach 50 Jahren 50 sein wird und daher:

o509 = 750 - 1,025% Millionen ~ 2577,83 Millionen.
So grol wiére die Bevolkerung Chinas nach 50 Jahren!

Hier ist die Periode (also die Zeit in der die Bevolkerung um 2,5% wadchst) ein Jahr. In anderen Aufgaben kann sie etwas anderes sein (Woche, Monat, Tag, Stunde und so weiter). Wenn der

Anfangswert A ist, der Wert am Ende E, der Prozentsatz des Wichstums P und die Anzahl der Perioden n (wie viele Perioden wir haben), dann kann man folgende Formel schreiben:
E=A-(1+P:100)"

Man kann schon sehen, dass die Bevolkerung Chinas sehr groR gewesen wire, wenn das Wachstum so hoch geblieben wire. Die Wirtschaft Chinas war schon 1966 geplant und die zustandigen
Personen haben damals schon festgestellt, dass die Wirtschaft ein solches Wachstum der Bevolkerung nicht wiirde verkraften konnen. Die Leute wiirden an Hunger sterben oder man wiirde Kriege
fiihren miissen, um die Bevolkerung zu verringern oder neue Ressourcen zu erschliefen. Deshalb haben die Zusténdigen die ,,ein-Kind-Politik“eingefiihrt, die das Wachstum der Bevélkerung ohne

Hungertod oder grofere Kriege in gewissen Grenzen gehalten hatDie Bevolkerung ist doch gewachsen, aber nicht so viel.

Ein kleiner (oder doch sehr groBer?) Kommentar:

Manche konnten sagen, dass die Verdoppelung nach 50 Jahren nicht so viel ist. Wenn jemand dieser Meinung ist, sollte er die Bevolkerung nach 1000 Jahren berechnen (also, die Hochzahl sollte
1000 und nicht mehr 50 sein) und versuchen, sich vom Egebnis nicht schockieren zu lassen ...

Allerdings konnte man die Haltung von der Bevolkerung in drmeren Staaten psychologisch gesehen schon verstehen: Sie haben keine Kenntnisse und glauben, dass mehrere Kinder eine bessere

Zukunft gewahrleisten, beziehungsweise die ¥rsorgung im Alter besser sicherstellen.Oft spielt dabei die Religion eine dazu verstarkende Rolle.

Was ist aber mit den Wirtschaftswissenschaftlern? Die notwendigen Mathematikkenntnisse haben diese Personen mit Sicherheit. Dummbheit nach dem beriihmten Spruch von Einstein mag man
ihnen grundsatzlich nicht gleich unterstellen wollen. Trotzdem behaupten sie, dass ein unendliches wirtschaftliches Wachstum (was mit Sicherheit auch ein unendliches Wachstum zum Beispiel des

Energieverbrauchs und der Ressourcen vorausset?) fiir das Uberleben der Wirtschaft notwendig sé!

Die logische SchluRfolgerung ist folglich, dass aus der nicht verfiigbaren Unendlichkeit ein zwangslaufiges Scheitern dieser Wirtschaftsstrategie folgen muss, also kein Uberleben méglich ist. Die

Folgen fiir die Bevolkerung zu bedenken, bleibt dem Publikum iiberlassen ...

Zuriick zum mathematischen Problem, dazu eine Methode, die nicht funktioniert, also eifalscher Weg:

Viele versuchen, diese Aufgabe so zu 16sen, indensie 2,5% mit 50 multiplizieren, also 50 mal miteinander addiereniKommen wir so zum selben Egebnis?
50-2,5%=125%, 100%+125%=225%=2,25, 750 Millionerr 2,25=1687,5 Millionen.

Das ist allerdings falsch!

Der Fehler liegt darin, dass man 2,5% immer auf die Bevolkerung von 1966 bezieht. Die Bevolkerung aber wachst jedoch jedes Jahr um 2,5% in Bezug auf das vorherige Jahr und nicht auf 1966.

Daher muss man jedes Mal mit 1,025 und nicht einmal mit 2,25 multiplizieren!

Zerfall: Radioaktivitét
Zerfall ist das Gegenteil von Wachstum. Zerfall liegt vor, wenn jede Periode (Jahr, Monat und so weiter) die vorhandene Menge um den gleichen Prozentsatz weniger wird. Ein geeignetes Beispiel

dafiir ist die Radioaktivitat:

= Das Iod—lsotop13ll (wird in nuklearmedizinischen Therapie berutzt) wird téglich um 8,3% weniger

Wie viele Atome des Isotops bleiben nach 3 Wchen, wenn wir am Anfang 250000 Atome haben?

Wir kénnen hier sofort die Formel des vorherigen Absatzes benutzen [E = A - (1+P:100)"], indem wir beriicksichtigen, dass wir einen Zerfall und kein Wachstum haben, also die Atome werden

weniger statt mehr Wir miissen daher minus statt plus benutzen:


https://de.wikiquote.org/wiki/Albert_Einstein#Neun_Aphorismen

E=A-(1-P:100)" = 250000Atome - (1 — 8,3 : 100)?! ~ 40522Atome  (hier miissen wir auf eine ganze Zahl runden; warum denn? Die Hochzahl allerdings ist 21 und nicht 3;

wieso?)

Bei der Radioaktivitét gibt es eine fiir das jeweilige Isotop charakteristische Periode, die sogenannte ,,Halbwertszeit“. Das ist die Zeit, die notwendig ist, damit die Anzahl der radioaktiven Atome
sich halbiert, also auf 50% abnimmt, daher der Name. Bei 1311 ist diese Zeit 8 Tage. Bei Atomen, die in Kernkraftwerkenbenutzt werden, ist diese Zeit deutlich groRer (zum Beispiel 4,5 Milliarden
Jahren fiir 238U Uran). So entsteht radioaktiver Miill mit dem nicht einfach umzugehen ist, welcher auch kaum mit technisch oder kommerziell vertretbarem Aufwand entsorgt werden kann, jedoch
viel konzentrierter auftritt als an den urspriinglichen Lagerorten, wo bedingt durch den Abbau noch zusitzlich grofe Mengen radioaktiver Stiube als Abraum anfallen und voim® verwehen.

Das und die Gefahr eines Unfalls (wie z.B. neulich itFukushima), machen die Nutzung der Kernspaltung sehr gefahrlich.

Interessant ist dabei allerdings, dass ein einwandfrei funktionierendes Kernkraftwerk allein durch den Betrieb keine Radioaktivitdt nach auBen freisetzt, das passiert erst bei entsprechenden Panne
Kohle enthélt ebenfalls radioaktive Atome als unerwiinschte Beigabe, wie iibrigens praktisch jegliches Material, welches durch Bergbau geférdert wird. Mit der Abluft von Kohlekraftwerkenwird
durch den reinen Betrieb also mehr Radioaktivitit in der Umwelt freigesetzt als durch ein Kernkraftwerk gleicher Leistung. Das Kohlekraftwerk produziert allerdings keinen zusétzlichen
radioaktiven Miill und setzt keine zusétzliche Radioaktivitét bei einer Panne frei.

Zinseszins

Wachstumsprozesse sind auch fiir das Banksystem sehr relevantDas Guthaben in einem Konto wéchst jahrlich um den Zinssatz.
Wenn man kein Geld aufhebt oder einzahlt, kann man das Guthaben nach beliebigen Jahren mit Hilfe der Formel [E = A - (1+P:18Dperechnen.
A ist hier das Kapital am Anfang, E das Guthaben nach n Jahren, P der Zinssatz.

= Berechne das Guthaben in einem Konto nach 20 Jahren, wenn das Kapital am Anfang 100000€ ist und der effektive Zinssatz 0,45%.

Wie grof sind die Zinsen Z?
E = A - (1+P:100)" = 100000€ - (1'*'0,45:100)20 % 109395,34€  (Warum muss man hier auf 2 Nachkommastellenrunden?)

Die Zinsen kann man dann leicht berechnen: Z=E—-A=109395,34€-100000€ = 9395,34€

Die Bank benutzt unsere Geld, um Geld zu investieren, zum Beispiel, um Geld anderen auszuleihen. Die Bank aber verlangt einen viel hoheren Kreditzinssatz als den Zinssatz, den sie fiir unseres
Geld im Konto gibt.

= Berechne, wie viel Geld eine Bank nach 20 Jahren bekommt, wenn sie 100000€ mit 2,5% Zinssatz ausleiht.

E = A" (1+P:100)" = 100000€ - (1+2,5:100)° ~163861,64€

Der Gewinn fiir die Bank ist daher: 163861,64€-100000€ ~ 63861,64€ Das ist eindeutig viel metals das Geld, das die Bank dem Kontoinhaber zuriickgibtDas reicht aber doch nicht aus! Banken
diirfen mit unserem Geld mehrere Kredite vergeben. Quasi schopfen sie so fiktives Geld mit jedem bereitgestellten Kredit. Sie diirfen, sagen wir mal, zehn Kredite vergeben. Sofern die Kreditgeber

alles samt Zinsen zuriickzahlen, ist der reine Gewinn fiir die Bank:
10 - 63861,64€ — 9395,34€ ~ 629221,10€

Natiirlich kénnen Kredite ausfallen, werden also nicht zurtickgezahlt. Ein solcher Ausfall ist zunéchst einmal das Risiko der Bank. Zudem hat die Bank die Angestellten und die Infrastruktur

(Bankgebaude, Computersysteme etc) zu finanzieren.

Ein Kommentar noch finde ich hier notwendig:

Diesen nicht gerade unbetrdchtlichen Gewinn rechtfertigen die Banken durch das genannte Risiko, das sie beim Ausleihen tibernehmda.héher das Risiko einer Investition, desto hoher der Kredit-
Zinssatz. Zudem wird das Risiko bereits dadurch reduziert, dass mehr Kredite vergeben werden, als Geld angelegt wurde. Die Tatsache, dass die Banken bei der letzten Finanzkrise doch Geld vom
Steuerzahler bekommen haben, um einen Bankrott abzuwenden, ohne die geringste Forderung, das Geld zuriickzugeben, zeigt eindeutig, dass sie ihr Risiko begrenzen, wenn die Kalkulation im

groflen Rahmen wirklich einmal schiefgeht, was allerdings bei der angedeuteten Geldschopfung durch Banken immer wieder der Fall sein wird.

Arbeiten mit Termen

Definitionen

rPz—4r
w49

. . rlr—d .
sind alles Terme, wobei Z=T  aus mehreren Tiltermen besteht.

Ein Term ist ein mathematischer Ausdruck3 + 4, s + z, 2, 7z — 4r, T

Potenzen

Definition
Jeder Term der Form nf ist eine Potenz. Was unten steht (hier m) nennt manBasis, was oben rechts (hier n)Hochzahl.

Potenz 43‘_‘1;:&;"‘""‘“1 Was bedeutet diese Schreibweise?

Wenn man 4+4+4 hat, kann man auch 3-4 schreibend + 4 + 4 = 3 - 4. Eine Multiplikationzeigt, wie oft man eine Zahl mit sich selbsaddiert.

3 mal

‘Wenn man 4-4-4 hat, dann kann man 43 schreiben. EindPotenzzahl (hier 43) zeigt, wie oft (so oft, wie dieHochzahl, hier 3) man eine Zahl (dieBasis, hier 4) mit sich selbstmultipliziert

Rechenarten

Zwei Potenzzahlen mit der gleichen Basis kann mannultiplizieren, indem man die gleiche Basis und als Hochzahl die Summe der Hochzahlen nimmt.

4345 —g3H6 _ g0 gt.qf —gtte g3 . BT — pB3HET _ 60

‘Warum das so ist, ist leicht zu erklaren:


https://de.wikipedia.org/wiki/Radioaktiver_Abfall#Gefahren_durch_radioaktiven_Abfall
https://de.wikipedia.org/wiki/Nuklearkatastrophe_von_Fukushima
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$#.45-4.4.4-4.4.4-4-4-4=4-4-4-4-4-4-4-4-4=4 (=4%9)
Nt
3 mal 6 mal 9 mal

Die Hochzahlen addiert man, auch wenn sie negativ sind:
AT 42 D —gf gt g = gtt (D) = gtme g3 g7 = (D) = 58T 1
Bei einer Addition oder Subtraktion von Potenzen kann man dagegen die Hochzahlemicht addieren!

848 Ly

Zwei Potenzzahlen mit der gleichen Basis kann man dividieren, indem man die gleiche Basis nimmt und als Hochzahl die R¥fenz der Hochzahlen @ben minus unten!).

7 74 z
a 76 7 — 75 _ 69 4 — gz=

as 75 4°

‘Warum das so ist, ist leicht zu erklaren:

a_7_a,-a,-a,-a-a~a~a_ﬁ/‘ﬁf'ﬁ/'}{'/{'a'a %0 _ 75
a5 a-a-a-a-a Py Ay A 4 (kiixzen) 1 =(a™?%)
Die Hochzahlen subtrahiert man 6ben minus unten), auch wenn sie negativ sind:
w® 12 a”’ 12 4
- = @ wT =D = —w — = o P =05 —a = 47 . 4C = 4T _ 4 THe
w™ a -

Da ein Bruch (fast) gleichbedeutend mit einer Division ist, kann man auch sagen, dass bei der Division von Potenzzahlen mit gleicher Basis das Ergebnis die gleiche Basis ist, mit einer Hochzahl,

die die Differenz aus der Hochzahl des Dividendsund der Hochzahl des Divisors ist.

Es muss auch klar sein: x2 ist nicht das Gleiche wie y? (kann ausnahmsweisesein, ist es in der Regel aber nicht!) und x, x2 und x° sind ebenfallsi.d.R. auch nicht das Gleiche! Wenn die Basis anders

ist, kann man mit den Hochzahlen keine Strichrechnung machen, z.B.:

43 .58 # 20° oder etwas Ahnliches. Man kann einfach diesen AusdrucBNICHT vereinfachen!

Grundaufgaben

Vereinfachen Sie!

3x2+5-7x°+11-4x2+3-11x5+5x2=?

Diesen Term kann man vereinfachen, indem man Gleiches mit Gleichem addiert bzvsubtrahiert:
322 + 572" + 11 — 42® + 3 112° + 72” =

Mit Rot sind alle Teilterme (Summanden), die x2 beinhalten, mit Blau alle Teilterme, die x> beinhalten und mit Schwarz alle einfachen Zahlen markiert. Man summiert die entsprechenden

Teilterme. X2 gibt es 3-4+7 also insgesamt 6 mal, X (mit Blau) -7-11 also -18 mal und die Zahlen surmiert man auch, 5+11+3 ist 19. Das Gesamtegebnis kann man vereinfacht so schreiben:

6x2 +19 -18%°

Klammer Auflosen

Ziel des Ausmultiplizierens
Losen Sie die Klammern auf!
28z—-5) (1)
Ziel solcher Aufgaben ist, einen Ausdruck ohne Klammern zu schreiben, der gleichwertig zu diesem Ausdruck (mit Klammern) ist. Probieren wir zundchst einmal die Klammern einfach

wegzulassen. Zuerst soll man etwas erkldren:

Wenn zwischen zwei mathematischen Ausdriicken nichts (keine Rechenart) steht, ist ein "mal" gemeint (Multiplikation) (einzige Ausnahme sind hier die
gemischten Zahlen)
2(3z —5) =
6x — 5

Probieren wir jetzt in beiden Ausdriicken eine Zahl an der Stelle von x einzusetzen, beispielsweise 0:

2

1 - 2827%-5=-10
2 —- 6z%-5=-5
Die beide Ausdriicke sind nicht gleich. Probieren wir es auch mit 1:
1 — 28x2z7'-5=-4
2 - 6z'-5=1
Wieder sind die Ausdriicke nicht gleich. Man sagt dann, dass 2(3@ — 5) # 6z —5 ist, dass 2(3:0 - 5) nicht gleich zu 6z — 5 ist. Obwohl eine Zahl schon ausreichen konnte, stimmt das

eigentlich fiir alle Zahlen, die man fiirzz einsetzen kann.

Probieren wir dann beide Summanden in der Klammer mit dem Ausdruck auBerhalb der Klammer zu multiplizieren:

23z —5) =

6z — 10 ®)


https://de.wikibooks.org/wiki/PSA_Mathematik/_Bruchrechnungen#Gemischte_Zahlen

Egal mit welcher Zahl wir es jetzt ausprobieren, werden die beide Ausdriicke immer gleich sein! Beispielsweise it

1 - 28z*-5=14
B — 6z*-10=14
Da das immer gilt, kann man schreiben:
2(3z — 5) = 6z — 10

Wir haben daher unser Ziel erreicht! Wr haben einen gleichwertigen Ausdruck ohne Klammern!

Klammern werden aufgelost, indem jeder Summand in Klammern mit dem Ausdruck aulerhalb der Klammer multipliziert wird.

Aufgaben mit einer Klammer

Losen Sie die Klammern auf!
2z%(32° — 7+ 5z)

Die Aufgabe hier ist, einen gleichwertigen Ausdruck ohne Klammern zu schreiben. Wie eben erklért, multipliziert man dafiir den Term auBerhalb der Klammer ( 222 ) mit jedem Summand in den

Klammern (also erst mit 32% , dann mit 7 und dann mit 5z ):

e e

2x%-(3x° -7 +5x) =
Ox%-3x5—2a7- T+ 24 5w =
Bx7 — 14x2 + 103

Der Ausdruck am Ende ist immer gleich mit dem Ausdruck am Anfang. Whaben also die Klamner aufgeldst!

Aufgaben mit 2 Klammern

Losen Sie die Klammern auf!
(22% — 5)(32% — 4)

Die Aufgabe hier ist wieder, einen gleichwertigen Ausdruck ohne Klammern zu schreiben. Um das zu machen, multipliziert man jeden Summand der ersten Klammer (2:1;2 —5) mit jedem
Summand der zweiten Klammer (3z% — 4) :

2x%-3x2-2x2-4-5-3x2+5-4 =
6x% — 8x2 — 15x2 + 20 =
6x° — 23x2 +20|

Hier gilt die Multiplikationsregel der Wrzeichen: plus mal plus ist plus, plus mal minus ist minus, minus mal plus ist minus, minus mal minus ist plus. (Das Gleiche gilt bei durch)

Arbeiten mit negativen Zahlen

Wir haben gerade eben die Regeln fiir die Multiplikation mit Plus und Minus gesehen. Wkann man diese Regeln mit Zahlen erkldren?
Dass (+5) - (+8) = (+15) ist, ist trivial. +5 ist 5 und +3 ist 8. (+5) - (+3) = (+15) ist daher gleichbedeutend wieb - 3 und, wie Multiplikationdefiniert wird, ist das 15.
Dass 5 - (—3) = (—15) ist, macht eben auch Sinn. LautDefinition der Multiplikation ist 5 - (—3) =-3-3—-3-3—3=-15, wie man beim Arbeiten mit negativen Zahlenlernt.

Wenn man (—5) - 3 hat, ist die Erkldrung ebenso leicht. In der Multiplikation spielt die Reihenfolge keine Rolle, daher is(—5) -3 =3+ (—5)=-5—-5—-5=—15 .

‘Warum ist aber Minus mal Minus doch Plus?

Um das zu erkldren, kann man folgende Rechnung betrachten:

(=5)- (5+(-3))

Macht man nach der Regel erst die Rechnung in Klammern, ist das Igebnis:
(-5)-(5+(-3)=(-5)-2=2-(-b)=-5-5=-10

Wenn erst die Klammer aufgelost wird, wie wir das vorher gelernt haben, dann gibt sich Folgendes:
(=5)- 6+ (=3)) =(-5) -5+ (-5)- (-3)

(—5) - 5 ist —25, wie wir eben gelernt haben.

Wenn Minus mal Minus Plus ist, dann ist(—5) - (—3) = (+15) und das Ganze eigibt:
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—-25+15=-10
Wenn Minus mal Minus Minus ware, dann wirg—5) + (—3) = (—15) und das Ganze eigéibe:
—-25—-15=-35

was ein falsches Ergebnis ist, da wir schon gesehen haben, dass das Ergebnis, wenn man erst die Rechnung in Klammern macht, —10 ist. Ahnliche Ergebnisse bekommt man, egal welches Beispiel

benutzt wird. Daher ist Minus mal Minus Plus.
Ahnliches gilt, wenn man nur rzeichen hat:

+(+3)=+3=3 -(#3)=-83 +(-3)=-3 —(-3)=+3=3

Herausheben

Heraushebenist das Gegenteil von Klammer-Auflosen. Man hat einen Term ohne Klammer und versucht in den Summanden die gemeinsamen Teilterme zu finden, die dann auferhalb der Klammer

bleiben. Die restlichen Brme bleiben dann als Summanden in der Klammer:

= 6X’ — 14x2 + 10x3=? Heben Sie heraus!

(das ist allerdings das gleiche Beispiel, wie ilKlammer auflésen nur in die Gegenrichtung).

Die kleinste Hochzahl von x ist 2. Jeder Summand hat daher ein x2 drinnen. Aufierdem kann man die Zahl in jedem Summand durch 2 teilen. Also jeder Summand hat daher eine 2 drinnen. 2x? ist

daher das gemeinsame Element, es bleibt auerhalb der Klammer:
6x7 — 14x2 + 10x3= 2x2 - (3%-7+5x)
Wie haben wir die Rilterme in der Klammer gefunden?

6x7:2x2=3x°, 14x2:2x2=7, 10x3:2x2=5x!

Bei den Hochzahlen wihlt man die kleinste Hochzahl. Wenn eine Variable bei einem Summand nicht vorkommt, dann kann man sie nicht herausheben. Bei den Zahlen kann man erst die

Primfaktorzerlegungdurchfiihren und dann die gemeinsamen Faktoren herausheben:

= 45b*y2n” — 30y°n°® — 75b%y®n® + 105 by n” = ?
45b*y2n” — 30y°n® — 75b%®n® + 105byn’ = 3-3-5bty2n’ — 2:3:5 y°n® — 3:5:5 bPy®n® + 3-5:7 by ¥

Hier haben wir die PFZ gemacht. Uberall kommt 3 und 5 zumindest einmal vor, b kommt im zweiten Summand nicht vor (daher kann man b nicht herausheben), die kleinste Hochzahl von y ist 1

(y=y!) und von n 7. Man kann also ,,3%, ,,5%, ,,y* und ,,ff* herausheben:
3:5yn - (..2..) = 15y17 - (...7...)

Was bleibt jetzt in der Klammer? Wr dividieren jeden Rilterm (Summand) mit dem herausgehobenen Eilterm (15yn’):

45b%y2n’ : 15yn’ = 3b%y 30y5n? : 15yn7 = 2y*n2
75b8y®n8 : 15yn’ = 5b8y’n 105byn’:15yn’=7b
also:

45b*y2n” — 30y°n® — 75b%y®n® + 105 b y n” = 15yn” ( 3b%y — 2y*n2 - 5b%y’n+ 7b )

Binomische Formeln

Allgemein kann man die binomischen Formeln als eine Artnathematisches Spielwahrnehmen, dass auf die héhere Mathematik vorbereitet.

Es gibt drei binomische Formeln:

= Die Plusformel: (a+b)? = a?+2ab + b?
= Die Minusformel: (a-b)> = a?-2ab +b?

» Die Plusminusformel: (a+h)(a-b) = a*-b*

Warum (a+b)? = a2 + 2ab + b? ist, kann man leicht feststellen, wenn man diPotenz auf ihre Faktoren zerlegt und die Klammern ausnultipliziert
(at+b)? = (a+b) (at+b) = a2 + ab + ba +b2 = a2 + 2ab + b?

Ahnlich kann man die anderen Formeln zeigen:
(a-b)? = (a-b) (a-b) = a2 — ab — ba +b2? = a2 — 2ab + b?
(at+b)(a-b) = a2+ ab —ba—-b2=az—bh?

Nun die Aufgaben, die mit binomischen Formeln zu tun haben, gehen davon aus, dass man die binomische Formeln schon kann und an der Stelle von a und b andeeerfle stehen:
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= Plusformel: (3d+5)2  Hier haben wir statt a 3d und statt b 5.

(@+hb@ = a + 2 a b + b?
! ! ! Lol ! !
(3d+5)2 = (3d)2 + 2 (3d) (5) + 52

= 9d? + 30d + 25

= Minusformel: (c — 4x)2Hier haben wir statt a ¢ und statt b 4x.
(@-bp = a2 -2 a b + b

! ! 1 [ ! !
(c-4x)2 = () - 2 (c) (4x) + (4x)?
= ¢z - 8cx + 16x?

» Plusminusformel: (5u + 2v) (5u — 2v)Hier haben wir statt a 5u und statt b 2v

(@+b2 - a@a - b = a - b2
! ! ! Lo !
(Bu+2v)2 - (Bu) — 2v = (2v)2 - (2v)?

= 2512 - 4v?

Besonders wichtig sind die binomischen Formeln bei den Umkehraufgaben:
36x2 — 60ax +25a2=?

Hier ist gefragt, den Term als Quadrat eines sogenannten Binoms oder als Produkt von Faktoren (in Klammern) zu schreiben. Man kann sofort beobachten, dass es drei Summanden gibt, drei
Teilterme: 36x2, 60ax, 25a2. Dadurch kann man sofort die Plusminus Formel ausschlieRen (da gibt es nur zwei Terme: a2-b2). Da es am mittleren Term ein Minus gibt, findet man sofort, dass es um
die Minusform geht. Die quadratischen Terme sind 36x2 und 25a2. Wenn man sich ein bisschen mit den Quadratzahlen auskennt, weifl man, dass 36 das Quadrat von 6 und 25 das Quadrat von 5 ist.

Also kann 36x? nur das Quadrat von 6x und 25a2 von 5a sein. Der mittlereéfm sollte dann 2-6x-5asein, was auch tatsdchlich stimmt ( 2-6x-5a=60ax). Daher gilt:

36x2 — 60ax +25a2 = (6x — 5a)?

Noch ein Beispiel:

121d? - 42

Das kann nur die Plusminusform sein, weil sie die einzige ist, die nur zweiéllterme hat. Daher:
121d2 —4t2 = (11d + 2t) (11d - 2t)
Bemerkung: die ersten sogenanntenQuadratzahlensind:

1(=12), 4 (=22), 9 (=3?), 16 (=4?), 25 (=5), 36 (=62), 49 (=72), 64 (=82), 81 (=97),00 (=102, 121 (=112), 144 (=122).

Bruchterme kiirzen

Die Kenntnisse dieses Kapitels kann man benutzen, um Bruchterme zu kiirzen. Zuerst vereinfacht man die Terme sowohl oben (im Zahler) als auch unten (im Nenner), dann hebt man heraus, was
man herausheben kann (oben und unten) und am Ende schaut man nach, ob eine binomische Formel vorhanden ist (wieder oben und unten, im Zahler und im Nenner). Am Ende, wenn man

Produkte im Zhler und im Nenner hat, kann man kiirzen, wenn es moglich ist: Nehmen wir beispielsweise folgenden Bruchterm:

6z? — 5z + 32% + 2z
1823 — 1222 + 22

9223z

it i i Zahlar fe? 2 ; Al Wie Om? .
» Erster Schritt: Vereinfachen (geht nur im Z&hler; 6z* — 5a + 3z* + 2z ist so viel wie 9z — 3z ): TS —12c 120

) . . 3z(3z-1)
= Zweiter Schritt: Herausheben (geht oben und unten).ih(%z_mﬂ)
= Dritter Schritt: Nach binomischen Formeln suchen Das geht hier nur unten; der €rm im Klammer 9z — 16z + 1 ist nach der Minus binomische Formel gleich(3z — 1)?
3z(3z—1)

. Daher ergibt sich der Bruch: 3
2z(3z—1)

1

37
= Vierter Schritt: Kiirzen, was man kiirzen kann:ﬂ1
22(3z-1)7

Das Ergebnis ist daher:

6% — 5z + 32 + 2z 3

1823 — 1222 +22  2(3z —1)

Bruchterme in Briichen mit gemeinsamen Nenner umwandeln

Im Kapitel tiber Briichen haben wir schon gesehen, wie man zwei gleichnamige und zwei ungleichnamige Briiche addiert:

Briiche mit gleichem Nenner:
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Briiche mit unterschiedlichen Nennern: Zihler und Nenner des ersten Bruches mit Nenner des zweiten erweitern und entsprechend fiir den zweiten Bruch!

2 _5-3 24/ 5500\ 16 8 15+8 23
%&5_4~3+3.4(_ 34 )_12+12_ 2 12

Dabei ist es nicht wichtig, ob man minus oder plus zwischen den Briichen hat. Allein der Nenner (ob er der gleiche oder nicht ist) spielt einer Rolle.

Der Vorgang ist genau der gleiche fiir Bruchterme

Briiche mit gleichem Nenner:

542 7

+

5,2
aa_

a a

Briiche mit unterschiedlichen Nennern:

PP S

5.2 5b 24/ sbi20 50 20 5b+2a
aib_a-b-'_b-a(_ ab )

Wenn aber die Sache etwas komplizierter wird, dann benutzt man einen Vorgang, der sehr dhnlich zum Verfahren der Primfaktorzerlegung und ihre Anwendung bei Strichrechnungen zwischen

mehreren Briichenist.

58 2z
Btz a?t'zs

Fiir jeden Teilterm, jede Variable, im Nenner, wahlt man die hochst Hochzahl die vorkommt. Diese wird dann im gemeinsamen Nenner benutzt. Fiir a ist sie 3 (a3), fiir t 7 (t”), fiir x ist die Hochzahl
1(x" also x) und fiir s auch 1 (also s). Der gemeinsame Nenner wird daher &s sein. Den Zihler multipliziert man dann, mit den aus dem Nenner fehlendenéllen.

5s-(ts) 2z-(aw) 5s’t—22a3

adt'zs at'zs adtlzs

Wieso habe wir den Zahler im ersten Bruch (5s) mit ts multipliziert? W haben erst den gemeinsamen Nenner (a’txs) durch den Nenner des Bruches (a%x) dividiert:

atTzs £
=1ts
adthz

Mit diesem Term (diesem Ergebnis) muss man den Zghler multiplizieren. Den gleichen Prozess haben wir beim zweiten Bruch wiederholt. Dieser Prozess allerdings (gemeinsamen Nenner durch

den jeweiligen Nenner dividieren) haben wir auch bei deistrichrechnungen zwischen mehreren Briicherbenutzt, wo wir auch die Primfaktorzerlegung angewandt haben.

Was im Zahler steht, ist nicht so wichtig. Im Nenner allerdings konnen die Faktoren groRereefine in Klammern sein:

58 _ 2z _
aw(t—1)(t+1)5(t—3) a?uwdp(t—1)2(t+1)%(¢®+7+71)? N

Finden wir erst den gemeinsamen Nenner. Es gibt im Nenner des ersten Bruches die Termen a, w, (t-1), (t+1) und (t-3). Im zweiten Bruch findet man im Nenner noch folgende Terme dazu: p,
(gq/2+7+r). Wir sollten fiir den gemeinsamen Nenner die hochste Hochzahl des jeweiligen Terms benutzen. Beispielsweise ist diese fiir den Term a die Hochzahl 3, fiir den Term w die Hochzahl 5,
fiir den Term (t+1) die Hochzahl 5 usw Der gemeinsame Nenner wird dann a®wPp(t — 1)%(¢ +1)°(¢ — 3)(¢® + 7+ 7)? sein.

Der Zahler des ersten Bruches wird durch den Quotient des gemeinsamen Nenners durch den Nenner des ersten Bruches erweitert:

Gwplt — P+ 1t = (e + 7+ 1)
adw’(t —1)(¢+1)°(¢ - 3) =w'p(t—1)(¢* +7+r)?

Entsprechend fiir den zweiten Bruch:

a®ulp(t — 1t +1)°(t = 3)(¢* + 7 + 1)’

a?uPp(t — 1)2(t + 1)2(g + 7+ r)? =a(t+1)%—3)

Nun kann man das Ganze in einem Bruch schreiben:

58 _ 2z _
ABw(t—1)(t+1)5t—-3) a?wip(t—1)2(t+1)%(q2 +7+r)? N

5s-wp(t — 1)(¢® +7+71)? _ 22-a(t+1)3(¢ —3) B
adudp(t — 12t +1)5(t—3)(@+T+7)? dudp(t—1)2(t+ 15t —3)(@+T7+7)2

5s5-wip(t —1)(? +7+7)? —2z-a(t+1)%(t—3)
adwbp(t —1)2(t+1)5(t — 3)(? + 7+ 1)?

Bruchtermegleichungen
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Wie das Wort besagt, sind Bruchtermegleichungen Gleichungen, die Bruchterme beinhalten. Wir werden hier uns mit Bruchtermegleichungen,die nur eine unbekannte Variable beinhalten. Ziel ist

durch Umformungenden Wert der Variable zu finden, der die Gleichusg erfiillt.

42% 4+ 52 — 222 — 4 _ 2z 2z+15
2+ z—1 22 —1

Die Schritte, um die Losung zu finden, sind am Anfang wie die Schritten bei AbschnjfBruchterme kiirzen‘

22—z 2z 2x+15

= Erster Schritt: Vereinfachen (geht nur im Zahler des ersten Bruches4az? + 5& — 2z% — 4a ist so viel wie2z? — z ): - =2

2(22-1) 2

_ 2z+15

‘z(z+1) z-1 221

Zweiter Schritt: Herausheben (geht nur im Zahler und im Nenner des ersten Bruches;)

= Dritter Schritt: Nach binomischen Formeln suchen(das geht hier nur im Nenner des Bruches auf der rechten Seite der Gleichung? — 1 = (z + 1)(z — 1) ):
2(22-1) _ 2 __ _ 22415
z(2z+1) z—1 ~ (z-1)(2+1)

2(22-1) _ 221
w(@+l) | @+l

2:1:—1_ 2z 2z 4 15
z+1 z-1 (z—1)(z+1)

Vierter Schritt: Kiirzen, was man kiirzen kann (das geht in diesem Beispiel beim ersten Bruc ). Damit ergibt sich:

Flnfter Schritt Hat man diese Schritte Uberprift, versucht man didBruchterme auf den gleichen Nennerzu bringen, wie am vorherigen Eilkapitel gezeigt. Hier gbt es im
Nenner zwei verschiedenen Brme, (z + 1) und (z — 1). Der Bruch auf der rechten Seite hat schon beide, man braucht (und darf) ihn NICH&rweitern. Am ersten Bruch
fehlt noch der Term (z — 1) und mit diesem muss er erweitert werden. Am zweiten Bruch fehlt deréfm (z + 1) und mit diesem muss er erweitert werden.

S(z-1) (2 +1)
221 T2z 2415
z+1 Tz-1 N m
(22-1)-(z-1) 2-(z+1) _ 2z+15
(e+1)-z-1) (z—1)-(x+1) T (e-1)(z+1)
2% -2c-z4+1 242 _ 22415
(z+1)-(x-1) (z—-1)-(z+1) T @-1)(zc+1)
. Se;:hster Schritt Jetzt haben wir Uberall den gleichen NennerWenn wir beide Seiten der Gleichung (also alle Briiche) mit diesem Nenner multiplizieren, dann wird er tberal
gekurzt.
22 —3z+1 2% + 2z 2 +15

@+)-(2-1) (@-1-(@+1) (@-1@+1) |+(@-1)(+1)

2 _ 2
[ 222 — 3z +1 2z° 4 2z @=1)(z+1)

(z+1)-(z—1) (z—1)-(z+1)
(222 —3z+1)- E=HF1) (20°+22): E=HED) (2z+15) E=HFl)
[ N == =T
» Siebter Schritt Das vorlaufige Ergebnis ist daher die folgende Gleichung, die wir dann mit einfachedmformungenlésen kénnen:

(22 — 3z +1) — (22> +22) =22 +15  |(Klammer auflésen)
227 —3z4+1-222 -2z =2x+15 |(Vereinfachen und Variablen trennen)

2z + 15
J-e-ern- 2505

—b5z+1 =2z+15 | —1-—2z) Die Losungsmenge, also die Zahlen, die die Bruchtermegleichungam Anfang erfiillen, ist hier nur
—7z =14 [:(=7)
T =-2
eine Zahl, die Zahl 2. Man schreibt:

L={2}

Wie man sieht, ist die Losung einer Bruchtermegleichungkompliziert. Das Uben und die Erfahrung machen die Sache selbstverstandlicheinfacher. Es gibt aber doch noch einen Schritt, um so eine

Gleichung vollstandig zu losen: Die Definitionsmenge muss vorerst herausgefunden werden. Mit diesem Schritt beschéftigen wir uns im nachstezilKapitel.

Definitionsmenge

Nehmen wir folgendes Beispiel:

222 —z 2z 2(z+4)

2+ -1 22-1
In den Nennern gibt es verschiedene Frme:

224z z—-1 2°-1
Alle diese Terme kann man als Produkte von verschiedenen Faktoren schreiben:
tz=2(@+1) z-1 22-1=(z—1)(z+1)
Alle diese Faktoren stehen im NennerEs gibt eine Regel in Mathematik, die besagt:
Die Division durch 0 ist nicht definierbar.

Warum das so ist, kann man in der hoheren Mathematik zeigen. Der Nenner darf also nicht null sein. In welchen Féllen kann der erste, der zweite oder der dritte Nenner null sein? Dafiir setzen wir

diese Nenner gleich null!

z(x+1)=0 z—1=0 (z—1)(z+1)=0
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‘Wann kann jetzt der erste Ausdruck null sein? Wnn zumindest einer der Faktoren null ist!
z(z+1)=0 wenn z=0 oder (z+1)=0alsoz=—-1 Iist.

In der gleichen Weise fiir die anderen zwei Nenner:

¢—1=0 wenn z=1 ist.

(z—1)(z+1)=0 wenn z=1 oder z=-1 ist.

22—z 22 _ 2=ty

22+ -1 22-1

man Definitionsmenge. Man sagt, dass die Definitionsmenge die Menge der reellen Zahlen aufer -1,0 und 1 ist und schreibt:

Der Ausdruck

kann nur dann definiert werden, wenn x nicht 0, 1 oder -1 ist. x darf daher alle andere Zahlen sein aufer -1, 0 und 1. All die Zahlen, die x sein darf, nennt

z #{-1,0, 1} oder D =R\ {-1, 0, 1}

Die Definitionsmenge anzugeben ist bei jeder Aufgabe sehr wichtig. Nehmen wir das Beispiel am Anfang und setzen wir es gleich null:

2% — ¢ 2z 2(z+4) -0
22+ -1 g2-1

Die Losungsschritte haben wir im vorherigen Absatz gelernt. Die Definitionsmenge st (wie gerade eben gezeigt) D =R\ {—1, 0, 1}. Wer die Losungsschritte macht, kommt zum Ergebnis
& = —1. Dieser Wert gehort aber nicht zur Definitionsmenge. x darf nicht -1 sein, weil in diesem Fall eine Division durch null vorkommt. Man sagt in diesem Fall, dass die Gleichung keine

Lésung hat (und sie hat tatséchlich keine Losung: -1 kann keine Losung sein!) oder dass die Lésungsmenge die sogenannte leere Menge k= {} oder L = 0.

Bei manchen Aufgaben kann es sein, dass die allgemeine Definitionsmenge angegeben wird (z.B. die natiirliche Zahlen). Wenn man das Beispiel mit den Tischen im Kapitel iiber lineare

Gleichungssysteme betrachtet, kann man feststellen, dass die Antwort nur eine natiirliche Zahl sein kann und dass etwas in der Angabe nicht stimmt, wenn das nicht der Fall ist.

Obwohl es nicht Thema diese Buches ist, erwdhnen wir hier, dass die Definitionsmenge auch durch Ungleichungen angegeben werden kann. Das ist beispielsweise der Fall, wenn man einen Term

in einer quadratischen Warzel hat. Nehmen wir das folgende Beispiel:
T —2

Wir behaupten hier, dass dieser Ausdruck nur dann definiert werden kann[l], wenn der Term unter der Wurzel positiv oder null (anders gesagt: nicht negativ) ist. Das liegt daran, dass die
Gegenrechnung der Wurzel das Quadrat ist und das Quadrat von jeder beliebigen Zahl immer positiv ist (oder null, wenn die Zahl null ist). Bei positiven Zahlen ist diese Tatsache klar: + mal + wird

+ sein. Aber auch bei den negativen Zahlen ist es genauso: — mal — ist auch immer plus! Es gibt also keine Zahl, deren Quadrat negativ ist. In unserem Beispiel muss daher gelten:
z—22>0 also z>2
Man sagt ,,x muss groRer oder gleich null sein®.

1. genauer gesagt in der Menge der reellen Zahlen. Warum aber das jetzt gesagt werden muss, ist iiberhaupt nicht Thema dieses Buches

Umformen

Die Gegenrechnungen

Wenn Vassili Saskia drei Apfel gibt, dann hat er dinach noch fiinf Apfel. We viele Apfel hatte er voher?

Wie kann man diese Aufgabe in der mathematischen Sprache schreiben? Das Gefragtese viele Apfel) kann man mit irgendeinem Symbol als Stellvertreter fiir die noch unbekannte Zahl schreiben.
Zumeist wird als Symbol oder Stellvertreter ein Buchstabe verwendet.
Man legt zum Beispiel fest: Sei x die Anzahl der Apfel vor der Aktion.

Es ist immer wichtig, prézise festzulegen, was genau mit dem Symbol gemeint ist, sonst ist es nachher schwierig, dasgébnis der Rechnung zu verstehen.

Wenn Vassili drei Apfel weggibt, dann hat er weniger Apfel als zuvor, es geht um eine Subtraktion. Von den x Apfeln am Anfang sind drei Apfel zu subtrahieren. Dass dann noch fiinf Apfel
bleiben, bedeutet:

x—-3=5

Man kann durch Probe feststellen, dass Vassili anfangs acht Apfel hatte. Es gibt aber in der Mathematik einen geschickteren Weg, die Aufgabe zu 16sen. Man benutzt die sogenannte
Gegenrechnung Bei allen Gleichungen gibt es zwei Teile, ein Teil links vom ,,=* und ein Teil rechts vom ,,=“. Bringt man einen Term von einer Seite zur anderen, dann muss man die

Gegenrechnung benutzen.

Die Gegenrechnung der Subtraktion ist die Addition und umgekehrt:

Wenn x—3=5 ist, dann kann man die 3 auf die andere Seite bringen und statt minus die Gegenrechnung (plus) benutzen:

x=5+3  also x=8

Bei der Aufgabe c+4452 = 341 bringt man 4452 auf die andere Seite und benutzt die Gegenrechnung von minddie Losung ist daher:
c=341-4452also c = -4111

Die Gegenrechnung der Multiplikation ist die Division und umgekehrt.

3f=114

Zwischen 3 und f steht nichts. In Mathematik besteht die Konvention, wenn zwischen zwei Ausdrucken (zum Beispiel einer Zahl und einem Symbol, einer Klammer und einer Zahl und so weiter)

nichts steht, dann ist Multiplikation gemeint (einzige Ausnahme: digemischten Zahler). Man soll 3 auf die andere Seite bringen und die Gegenrechnung von mal (also durch) benutzen:

f=114:3 und daher f = 38.Man kann auch einenBruch statt einer Division benutzen:
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Entsprechend ist die Gegenrechnung der Division die Multiplikation:
% =11 alsok:5 =11 und daherk =11 - 5

k=55

Was ist aber die Gegenrechnung vom Quadrat?

Die Gegenrechnung von Quadrat ist die sogenannte , Wrzel*:

22 =81 also z =4/81 und daher z=9

9 ist die Zahl, deren Quadrat 81 ist, daher ist die Wirzel von 81 gleich 9.
Doch Obacht!

Auch -9 ist eine Zahl, deren Quadrat 81 ist.

Die Gegenrechnung ist folglich nicht eindeutig.

Es ist daher notwendig, beide Losungen zu betrachten und zu beurteilen, was sinnvoll ist.
Selbstverstandlich ist die Gegenrechnung der Wirzel das Quadrat.

4/m = 13 also m = 13?und daher m=169

Kombinationen

‘Wenn man mehrere Summanden und Rechenarten und eine unbekannte ¥riable hat, dann soll man alle Tilterme (Summanden) mt der Variable auf eine Seite bringen.

Im Folgenden werden alle Brme mit der Variable nach links gebracht. Die restlichen Brme werden auf die andere Seite gebracht.Schauen wir ein Beispiel an:
5x—-7=3x+11

Wir wihlen die linke Seite als die Seite, in der die Teilterme (Summanden) mit der Variable (x) sein werden. Wir haben zwei solchen Teilterme, 5x und 3x. 5x ist schon auf der linken Seite, wir
miissen also noch 3x auf die andere Seite bringen. Vor 3x steht das Symbol ,,=“. Ist 3x jetzt positiv oder negativ? Wenn man b=4 schreibt, ist +4 oder —4 gemeint? Die Antwort ist +4. Daher auch
hier, wenn nach dem Symbol ,,=“ kein plus oder minus steht, dann ist ein plus gemeint. Wenn man 5x — 7 = 3x + 11 schreibt, ist es das Gleiche wie + 5x — 7 = + 3x + 11. Wenn man den Term 3x auf

die andere Seite bringt, muss man die Gegenrechnung benutzen, also Subtraktion (minus).

5x-=7-3x=11

7 hat kein x neben sich, sie muss auch auf die rechte Seite gebracht werden, wieder mit der Gegenrechnung, also diesmal mit Addition (plus):
5x-3x=1+7

Das Ganze kann man in einem Schritt machen:

5x-7=3x+11
5x - 3x=11+7
2x =18

(Hier haben wir einfach die Rechnungen gemacht: 5x-3x ist 2x und 11+7 ist 18).
Es bleibt noch, 2 auf die andere Seite zu bringenZwischen 2 und x steht nichts, daher ist eine Multiplikation gemeinDie Gegenrechnung ist eine Division:

X = % und daherx =9

Man kann das ganze auch so erklden:
5x—-7=3x+11

Man will, dass auf der rechten Seite 3x verschwindet. Das kann passieren, indem man 3x subtrahiert. Ein Gleichung aber ist wie eine Waage. Das Gleichungssymbol (=) teilt die Gleichung in zwei

Teilen, links und rechts.Was auf der einen Seite passiert, muss auch auf der anderen stattfinden, damit das Gleichgewicht erhalten bleitlan benutzt folgende Schreibweise:
5x—=7=3x+1 |—3x(Man schreibt am Rand, was auf beiden Seiten zu tun ist)

5x—7-3x=3x+11-3x

2x-7=11

Man will aber auf der linken Seite nur Filterme (Summanden) mit x haben, deshalb muss die -7 drt verschwinden. Das geht, indem man 7 auf beiden Seiten addiert.
2x-7=1 |47

2x—7+7=10+7

2x=18

Jetzt bleibt nur die Division:

2x=18 |:2
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x=18:2 (Man kann auch = % schreiben)

Sofern mehrere Teilrechnungen oder Zwischenschritte im Kopf durchgefiihrt werden, wird zusamemgefasst und kiirzer notiert:

5x —=7=3x+1 |-3x+7

2x=18 |:2
x=9

Wenn die Variable innerhalb einer Klammer stehtist der erste Schritt, dieKlammer aufzulgsen sonst geht man wie vorher vor:
4y +3 (7 - 5y) =11 - 6y

4y +21 - 15y = 11 - 6y| —21 +6y

4y — 15y +6y=1-21

-5y =-10]:(-5)

y=2

Das Gleichheitszeichen in Umformungen

Die Gegenrechnungen und den ganzen Wrgang beim Umformen nennt man auch Aquivalenzumformungen.

Im Kapitel iiber die Grundrechenarten haben wir gelernt, dass das Gleichheitszeichen auch in Kettengleichungen benutzt werden kann. Das ist in der Regel nicht der Fall bei
Aquivalenzumformungen. Wie wir gesehen haben, wird jeder Schritt nacheinander gemacht und die Gleichung (mit so vielen Gleichheitszeichen wie am Anfang, also hier mit einem

Gleichheitszeichen) wieder darunter geschriebenJeder Schritt wird an den Rand geschrieben und in jedem dil der Gleichung (hier rechts und linksdes Gleichheitszeichens) durchgefiihrt.
4y +21 - 15y=11 - 6y| —21 +6y

4y +21 - 15y +-21 +6y = 11 — 6y —21 +6y

4y - 15y + 6y=11-21

Es ist falsch zu schreiben:

4y +21 - 15y=11 - 6y = 4y + 21 — 15y -21 +6y =11 — 6y —21 +6y

Die beiden Teile sind doch nicht gleich: 1 — 6y = 4y + 21 — 15y 21 +6y.

‘Wenn man die Gleichungen nebeneinander schreiben will, gibt es ein anderes Zeichen dafjiden doppelten Folgepfeil:
4y +21-15y=11-6y=4y - 15y +6y=1-21

Diese Schreibweise wird allerdings nur in fortgeschrittener Mathematik und nur unter bestimmten Bedingungen benutzt.

Darstellung von Zahlen

Verschiedene Darstellungen einer Zahl

Die gleiche Zahl kann man in verschiedenen Wisen schreiben. Man spricht von unterschiedlichen Darstellungen der Zahl:

9 21
2 — = — = — =
0,3% =0,00 = oo = 20 9%
80 40
+/64=800% =8 = -5
Runden
Allgemein

Das Quadrat von 7 ist 49 und daher ist die Wurzel von 49 gleich 7 (sie sind Gegenrechnungen). Was ist aber mit der Wurzel von 7? Wenn man die Rechnung mit einem einfacheren Taschenrechner

macht, kommt das folgende Egebnis vor:

2,6457513110645905905

Das bedeutet, dass das Quadrat von 2,645751310645905905 (die Gegenrechnung) 7 sein sollte. Wnn man aber mit dem Bschenrechner die Rechnung macht:
2,6457513110645905905?% = 2,645751310645905905 - 2,645751310645905905

kommt 6,99999999999999999999 als Egebnis heraus, was zwar fast 7 ist, aber nicht genau 7!

Man spricht in diesem Fall vom Runden. Der Taschenrechner gibt beim Wurzelziehen ein Ergebnis an, das nicht genau ist. Das genaue Ergebnis hat unendlich viele Nachkommastellen. Es ist

unméglich die Warzel von 7 mit einer Kommazahl ganz genau zu bestimmen. Die einzige Wse die Wurzel von 7 genau anzugeben, ist4/7 zu schreiben!
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Wie genau das Ergebnis mit Kommastellen ist, hdngt vom Taschenrechner ab. Jeder Taschenrechner kann eine bestimmte Anzahl von Nachkommastellen berechnen. Die Wurzel aus 7 mit einer

Kommazahl genau anzugeben ist abernicht méglich.

Der Taschenrechner gibt ein Ergebnis an, das so nah wie méglich zum tatsdchlichen Wert von 4/7 ist und so viele Nachkommastellen hat, wie der Taschenrechner berechnen kann. In der Anzeige

des Taschenrechners stehen sogar oft weniger Stellen (wieder gerundet) als die Stellen, die der@dchenrechner berechnen kant!,

Das Runden ist in solchen Fallen unvermeidbarund oft notwendig und sinnvoll. Stellen wir uns vor, dass ein Produkt 6€ kostet. In einer Sonderaktion wird allerdings ein Rabatt 17% gewéhrt. In

diesem Fall ist derPreis nach dem Rabatt
6-0,83=4,938€

Hier muss man wieder Runden. Die Miinze mit dem kleinsten Wert ist 1¢ (0,01€). So was wie 0,008€ kann man nicht in Bar bezahlen. Man kann auch nicht genau 4.938€ bezahlen. Man muss auf

zwei Nachkommastellen runden:

4,938€ ~ 4,94€

Warum haben wir hier 4,94 und nicht 4,93 geschrieben?
4,938 liegt naher bei 4,94 als bei 4,93.

‘Wenn man rundet, rundet man auf (also eins nach oben), wenn die nachste Ziffer 5 oder mehr ist. Man rundet ab (also die Ziffer bleibt die gleiche), wenn die nachste Ziffer weniger als 5

ist:

5,6873729~ 5,69  5,6873729 ~ 5,687373

5,6873729 ~ 5,68737  5,6873729~ 5,687 8,785~ 8,79

Man muss allerdings sagen: es gibt auch andereRegeln, wie man rundet, wenn die néchste Stelle eine einzige 5 ist. Dieses Thema wird spéter in diesem Kapitel erklart.
Wie viele Nachkommastellen muss man schreiben? Das ist vom Problem abhangig.

Die Ziffern ohne die Nullen zu Beginn oder am Hde der Zahl nennt man giiltige Zifern.

Es kann sein, dass bei einer Aufgabe festgelegt wird, auf wie viele Stellen gerundet wird:

Aufgabe: Runden auf drei (giiltige) Stellen (oder in diesem Beispiel auf zwei Nachkommastellen)

5,6873729 % 5,69

Aufgabe: Runden auf sieben Stellen (oder in diesem Beispiel auf sechs Nachkommastellen)

5,6873729 ~ 5,687373

Aufgabe: Runden auf sechs Stellen (oder in diesem Beispiel auf fiinf Nachkommastellen)

5,6873729 » 5,68737

Aufgabe: Runden auf vier Stellen (oder in diesem Beispiel auf drei Nachkommastellen)

5,6873729 ~ 5,687

Aufgabe: Runden auf zwei (giiltige) Stellef2! (oder in diesem Beispiel auf vier Nachkommastellen)

0,002356 ~ 0,0024

Wenn es keine Angabe iiber die giiltigen Zifern gibt, schreibt mannicht mehrals 5 oder 6 giiltigen Zifern insgesamt (also sant Ziffer vor dem Komma), beispielsweise:
895,76038~895,760  0,007854309826~0,00785 9874086973~9874100000

In manchen Fillen sollte es von der Aufgabe klar sein, wie vielen giiltige Stellen zu erwarten sind. Ein solchen Beispiel haben wir schon mit dem € gesehen.

Ein anderes Beispiel ist, wenn man ein Messband benutzt, um einen Abstand zu messen. Ein Messband kann nur bis mm messen und nichts kleineres. Wenn der gemessene Abstand 145cm ist und

ihn in 7 teilt, kann das Egebnis nur eine Nachkonmastelle haben (mm).

‘Wenn man die Zeit mit einem elektronischen Stoppuhr misst, zeigt diese oft Nachkkommastellennach der Sekunde, z.B. 6,463s. Das ist wieder vollig daneben, da die Reaktionszeit des Menschen
mehr als 0,1s ist. Man kann also mit einer Stoppuhr, die mit der Hand betrieben wird, nicht genauer als eine Nachkommastellenach der Sekunde messen. Die restlichen Nachkommastellen fiihren

zum falschen Eindruck, dass man doch so genau (mit drei Nachkommastellen) messen kann.
Hier kann man auch erklaren: Eine Zahl &ndert sich nicht, wenn man eine oder mehrere Nullen vor der ersten Zif oder nach der letzten Nachkommastelle hinzufiigt:
7,34 = 007,34 = 7,340 = 7,34000 = 000007,34000000

8888 = 8888,0000 = 0008888

Runden mit 9 als nidchste Stelle

Runden mit 5 als nachste Stelle

Der Fall der 5 ist nicht so ganz einfach, folgen noch weitere, von 0 verschiedene Zirn, wird aufgerundet.
Kommen wir nun zum problematischen Fall, dem Fall 5 ohne weitere Zfiérn danach:

Bei der sogenannten kaufméannischen Rundung wird auch bei 5 aufgerundet, was insbesondere bei Verkaufsgeschéftenmit kleinen Betrdgen dem Héndler zugute kommt, wenn dieser viele dhnliche

Geschifte macht, daher vermutlich auch der Name.
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Um das zu verstehen, stelle man sich viele zufallige Zahlen vor, die gerundet werden sollen. Einmal wird die Summe aller Zahlen vor der Rundung berechnet, nennen wir diese Summe V (vor der

Rundung). Anschliefend wird die Summe aller Zahlen nach der Rundung berechnet, nennen wir diese Summe N (nach der Rundung).
Man wird feststellen, dass N groRer oder gleich V sein wird, was daran liegt, dass bei dieser Methode bei 5 immer aufgerundet wird.

Um das zu vermeiden, gibt es ein besseres Rundungsverfahren,bei dem es zwei Moglichkeiten gibt. Im Falle von 5 wird bei der einen Moglichkeitimmer so gerundet, dass die letzte Ziffer gerade
ist. Bei der anderen Moglichkeit wird bei 5 immer so gerundet, dass die letzte Ziffer ungerade ist. Man entscheidet sich bei einer Aufgabe der Rundung vieler Zahlen anfangs einmalig fiir eine der
beiden Moglichkeiten und bleibt daraufhin dabei.

Bildet man wieder die Summenprobe, wird man feststellen, dass es Zufall ist, ob V oder N groRer ist oder beide sogar gleich sind.
Man sagt: Das Werfahren eigibt keine systematischen Abweichungen.
Beispiel zur Rundung hin zur geraden Zifer:

8,775 ergibt auf drei Stellen gerundet 8,78

8,765 ergibt auf drei Stellen gerundet 8,76

8,755 ergibt auf drei Stellen gerundet 8,76

0,125 ergibt auf zwei Stellen gerundet 0,12

0,135 ergibt auf zwei Stellen gerundet 0,14

0,145 ergibt auf zwei Stellen gerundet 0,14

Entsprechend zur Rundung hin zu ungeraden Ziflern:

8,775 ergibt auf drei Stellen gerundet 8,77

8,765 ergibt auf drei Stellen gerundet 8,77

8,755 ergibt auf drei Stellen gerundet 8,75

0,125 ergibt auf zwei Stellen gerundet 0,13

0,135 ergibt auf zwei Stellen gerundet 0,13

0,145 ergibt auf zwei Stellen gerundet 0,15

Welches Rundungsverfahren anzuwenden ist, hingt davon ab, in welchem Zusammenhang gerechnet wird (kaufméannisch, wissenschaftlich, statistisch). Weitere Details und weitere Moglichkeiten
zu runden: Rundung

Zahlenmengen

Einfiihrung

Einfach gesagt ist eine Menge eine Sammlung von mehreren Sachen. Viele Biicher zusammen sind eine Menge von Biicher, viele Blumen zusammen sind eine Menge von Blumen, viele Ziegen
und Schafen und Kiihe zusammen sind eine Menge von Tieren. Man kann sogar von einer Menge sprechen auch, wenn man eine Sache hat (z.B. ein Buch) oder keine Sache (die leere Menge). Ein

Bereich der Mathematik, die Mengentheorie, beschéftigt sich mit den Mengen. In dieser Theorie spricht man auch véimhlenmengen

Natiirliche Zahlen

Die einfachste Zahlenmengeist die Menge dernatiirlichen Zahlen N :

1,2,3,4,5..

Die Menge der natiirlichen Zahlen schreibt man mit N. Null kann auch zur Menge der natiirlichen Zahlen gehoren. Wie man die Menge mit oder ohne Null schreibt, unterscheidet sich zwischen

Sprachen und Kulturen.

Ganze Zahlen

Die Menge der natiirlichen Zahlenkann man mit den negativen Zahlen erweitern. Dann entsteht did/enge der ganzen Zahlen Z :
.. 3,-2,-1,0,1,2,3 ...

Alle natiirliche Zahlen sind auchganze Zahlen. Andererseits sindNUR die positive ganze Zahlen (oder dienicht negativen) auch nattirliche Zahlen!

Rationale Zahlen

Wenn man natiirliche oder ganze Zahlen dividiert, bekommt man oft Zahlen mit Nachkommastellen:
11:7=1,571428....

Diese Zahl ist keine ganze (und daher auch keine natiirliche) Zahl. Sie ist eine sogenannte rationale Zahl. Die Menge alle Zahlen, die man als Briiche von ganzen Zahlen schreiben kann, ist die
Menge der rationalen Zahlen. Man soll aufpassen. 11 durch 7 (11:7) ist eine Division zwischen zwei ganzen Zahlen. Das Ergebnis dieser Division (der Quotient). Der Bruch % hingegen ist eine

Zahl (eine rationale Zahl), die gleich so viel ist, wie das Egebnis der Division 11:7.
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‘Wenn man zwei ganze Zahlen dividiert, kann man wieder eine ganze Zahle bekommen (wie z.B. 26:2=13) oder eine Zahl mit Nachkommastellen. Wenn das Ergebnis Nachkommastellenhat, dann
ist sie keine ganze Zahl mehr

Alle ganze Zahlen (und daher auch alle natiirliche) sind auctrationale Zahlen (z.B. 7 = 12—4). NUR die rationalen Zahlen OHNE Nachkommastellensind auch ganze Zahlen.

Fiir die Zahlen mit Nachkommastellengibt es zwei Moglichkeiten: sie konnen endlich viele Nachkommastellenhaben (z.B. 6,345 = %) oder unendlich viele Nachkommastellen (wie 1—71). Im

letzten Fall gibt es in den Nachkommastellen eine Wederholung von der gleichen Zahlenfolge:

% =1,571428 571428 571428....

Diese wiederholte Zahlenfolge (hier die Zahlenfolge571428) nennt man Periode.

Die erweiterte Zahlenmenge (ganze Zahle und dazu Zahlen mit endlich viele oder unendlich viele aber periodischen Nachkommastellen) nennt nidienge der rationalen Zahlen N.

Reelle Zahlen

Es gibt aber auch Zahlen, die zwar unendlich viele Nachkommastellenhaben aber keine Periode. /2 z.B. ist eine solche Zahl. Es gibt einen Beweis dafiir, der zeigt, dass man 4/2 NICHT als

Bruch von zwei ganzen Zahlen ausdriickenkann. 4/2 ist eine sogenannte irrationale Zahl. Die irrationale Zahlen (wie 4/2) zusammen mit den rationalen (wie 171 oder —6) bilden zusammen die

Menge der reellen Zahlen R.

ALLE rationale Zahlen sind auchreelle Zahlen. NICHT alle reelle Zahlen sind auchrationale Zahlen (z.B. 4/2 ist eine Reelle aber keine Rationale Zahl).

14
7
eine ganze Zahl (warum? Wil —14:7 = -2 ist und —2eine ganze Zahl ist). Sie ist aber keine natiirliche Zah{weil —2 eine negative Zahl ist). /7 ist

Man kann also sagen: 5 ist eine natiirliche aber auch eine ganze, eine rationale und eine reelle Zahl. —=> ist eine rationale, eine reelle aber auch

nur eine reelle Zahl und keine rationale, ganze oder natiirliche Zahl. \/8_1 ist eine reelle, aber auch eine rationale, eine ganze und eine natiirliche
R CIE Zahl (weil /81 =9 ist).
\ b \ \
N|Z QR

- D15 //" sozusagen die ,,groRte” Menge, die natiirlichen Zahlen hingegen sind in allen anderen Mengen drinnen, beinhalten aber selber keine andere Menge

A

P (zumindest nicht in diesem Bild, also, wenn wir iiber diese 4 Mengen sprechen). Die natiirliche Zahlen sind sozusagen die ,,kleinste“ Menge von

Eine Darstellung der Beziehungen zwischen den Mengen kann man im Bild sehen. Die reelle Zahlen beinhalten alle anderen Mengen, sie sind

Zahlenmengen diesen 4 Mengen.

Einheiten

Definitionen

Unsere Umgebung, die Natur, wir selber haben viele Eigenschaften: ein Wald kann schon sein, ein Berg kann grof oder klein sein, das Meer blau usw. Manche Eigenschaften, die man messen kann,
sind fiir die Physik wichtig. Solche Eigenschaften sind z.B. die Lange (oder der Abstand, der Weg usw.), die Masse (grob gesagt: das Gewicht), die Zeit, die Geschwindigkeit, die Kraft, die

elektrische Ladung usw Alle diese Eigenschaften, die fiir die Physik wichtig sind und die man messen kann, nennt mgrhysikalische GréBen

Jede GroRe kann man mit verschiedenen Einheiten messen. Fiir den Abstand z.B. benutzt man Meter (oder auch Zolle, Kilometer, Millimeter usw.), fiir die Zeit Sekunde (oder Stunden, Tagen,

Minuten usw.) fiir die Masse Kilogramm (oder Gramm, Tonne usw.), fiir die Kraft Newton usw..

Vorsatze

Fiir jede Einheit gibt es verschiedeneVorsétze, also kleine Worter die einen gewissen Anteil der Einheit zeigen:

Milli (m) bedeutet ein Tausendstel, Zenti (c) ein Hundertstel, Deci (d) ein Zehntel, Kilo (k) bedeutet Tausend. Ein Milligramm (mg) bedeutet daher ein Tausendstel eines Gramms, ein Zentimeter
(cm) bedeutet ein Hundertstel eines Meters, ein Kilogramm (kg) Tausend Gramms, ein Decivolt (dV) ein Zehntel eines Volts, ein Zentiliter (cL) ein Hundertstel eines Liters, ein Kilowatt (kW)
Tausent Watts.

Einheiten Umwandeln

Abstand

Fiir die Umrechnungen eines Abstandes benutzt man folgendes Schema:

-1000, -10 -10 . 10 .
km m_ d_m* cm mm
:1000 :10 :10 :10

In diesem Bild:

= Wenn ein Abstand z.B. in km gegeben ist undn dm umgerechnet werden soll (von links nach rechtsyom gréten zum kleinster) muss man multiplizieren, in diesem
Beispiel einmal mit 1000 und einmal mit 10:

2,35km= 2,35 -1000 -10 dm = 23500 dm

= wenn ein Abstand z.B. in cm gegeben ist und in m umgerechnet werden soll (von rechts nach linkepm kleinsten zum gréBter) muss mandividieren, in diesem Beispiel
zwei mal durch 10:

0,054cm= 0,054:10:10 m = 0,00054m

Masse

Fiir die Umrechnungen einer Masse benutzt man folgendes Schema:
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-1000,  -1000 11000,
Tonng(t) kg, g . mg
:1000  :1000 :1000

In diesem Bild:

= wenn eine Masse z.B. in kg gegeben ist und in mg umgerechnet werden soll (von links nach rechteom groBten zum kleinster) muss man multiplizieren, in diesem
Beispiel zwei mal mit 1000:

0,087kg= 0,087 -1000 -1000 mg = 87000mg

= wenn eine Masse z.B. in g gegeben ist und in @nnen (t) umgerechnet werden soll (von rechts nach linksyom kleinsten zum gréBten) muss mandividieren, in diesem
Beispiel zwei mal durch 1000:

36530g= 36530:1000:1000 t = 0,03653t

Zeit

Fiir die Umrechnungen der Zeit benutzt man folgendes Schema:

-24 -60 . 60

Tag Stunde min S
24 :60 :60

In diesem Bild:

= wenn eine Zeit z.B. in Minuten gegeben ist und in Sekunden umgerechnet werden soll (von links nach rechtgom gréBten zum kleinste) muss man multiplizieren, in
diesem Beispiel einmal mit 60:

0,08min=0,08:60 s = 4,8s

= wenn eine Zeit z.B. in Minuten gegeben ist und in &ge umgerechnet werden soll (von rechts nach linksyom kleinsten zum gréBter) muss man dividieren, in diesem
Beispiel einmal durch 60 und einmal durch 24:

36630 min= 36630:60:24 Tage = 25,4375 Tage

Flacheninhalt

Fiir die Umrechnungen einer Flache benutzt man wieder das Schema des Abstandes:

-1000, -10 -10 . 10 .
km m_ d_m* cm mm
:1000 :10 :10 110

ABER!!!
Flache ist immer mit Quadrat: km2, m2, dm?, cm?2, mm?

Es ist immer hoch 2. Daher muss man jeden Schritt (oder alle Schritte zusammen) 2 mal machen! Daher kann man folgendes bild benutzen:

10002, 102 102 102
2 2 .a 2 2 21
km m?, im? cm mm
110002 :102 1102 1102
In diesem Bild:

= Wenn eine Flache z.B. in km2 gegeben ist ud in dm2 umgerechnet werden soll (von links nach rechtsyom gréBten zum kleinster) muss man multiplizieren, in diesem
Beispiel einmal mit 20002 und einmal mit 102.

2,35km2= 2,35 -10002 -102dm? = 2,35 -1000000 -100 dm? = 235000000dm?

= Wenn eine Flache z.B. in cm? gegeben ist ud in m? umgerechnet werden soll (von rechts nach linksyom kleinsten zum gréB8ter) muss mandividieren, in diesem Beispiel
zwei mal durch 102, also zwei mal durch 100 dividieren.

0,054cm? = 0,054:102 :102 m2 = 0,054:100 :100 m2 = 0,0000054m?

Volumen

Fiir die Umrechnungen eines ¥lumens benutzt man wieder das Schema des Abstandes:

*1000, '10 ‘0 0 10
km m_ dm,_ cm mm
:1000 :10 10 :10

Volumen ist immer Kubik: km3, m3, dm3, cm3, mm3

Es ist immer hoch 3. Daher muss man jeden Schritt (oder alle Schritte zusammen) 3 mal machen! Daher kann man folgendes bild benutzen:
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10003 -10® 10 103
km3 m?3 dm? cp® mm?

10000 100 :108 109
In diesem Bild:

= Wenn ein Volumen z.B. in km3 gegeben ist und in dm3 umgerechnet werden soll (von links nach rechtgom gréBten zum kleinster) muss man multiplizieren, in diesem
Beispiel einmal mit 20003 und einmal mit 103.

2,35km? = 2,35 -10003 -10% dm3 = 2,35 -1000000000-1000 dm? = 2350000000000 dm? (=2,35-1012 dm3)

= Wenn ein Volumen z.B. in cm3 gegeben ist und in m3 umgerechnet werden soll (von rechts nach linkwom kleinsten zum gréBten) muss man dividieren, in diesem Beispiel
zwei mal durch 103.

0,054cm3 = 0,054:10%:103 m3 = 0,054:1000 :1000 m3 = 0,000000054 m? (= 5,4 -10°8 m3)

Mittelwerte

Einfiihrung

In der Mathematik, besonders im Bereich der Statistik, gibt es viele sogenannten Mittelwerte. Was ist ein Mittelwert? Wenn man viele Werte (viele Zahlen, die irgendwas messen) hat, dann gibt es
eine Zahl, die sich irgendwie in der Mitte dieser Werte befindet. Das ist ein Mittelwert. Es gibt aber verschiedene ,,Mitten*, also verschiedene Wege um diese Mitte zu berechnen, je nachdem wie

das Problem ist. Drei von diesen Wgen werden wir hier lernen, denDurchschnitt, den Median und den Modalwert

Durchschnitt

Den Durchschnitt(auch arithmetisches Mittelgenannt) mehrerer Werte berechnet man, indem man ihre Summe durch ihre Anzahl (wie viele Wte wir haben) dividiert:

Summe der Werte
Anzahl der Werte

Durchschnitt =

Ein Beispiel:
» Das Gewicht der Schiiler in einer Klasse ist: 54kg, 65kg, 48kg, 76kg, 52kg, 65kg, 45kg. M/viel ist der Durchschnitt?

Summe der Werte 54 + 65 + 48 + 76 + 52 + 65 +- 45

Durchschnitt = =
Anzahl der Werte 7

= 57,86 (das sind kg)

Median

Den Median (auch Zentralwert genannt) mehrerer Werte findet man, indem man die Werte zuerst der GréBe nach ordnet (z.B. vom kleineren zum gréferen) und dann den Wert in der Mitte der
Reihe wihlt.

Ein Beispiel!

= Das Gewicht der Schiiler in einer Klasse ist: 54kg, 65kg, 48kg, 76kg, 52kg, 65kg, 45kg. M/viel ist der Median?

Zuerst der Grofle nach ordnen!
45, 48, 52,54, 65, 65, 76
(ALLE Werte schreiben, also zwei oder mehr mal schreiben, wenn der Wt mehrmals vorkommt; jeden Wrt muss man schreiben, so oft wie er vorkommt)

Der Wert in der Mitte ist 54. Es gibt 3 Wérte links und 3 Werte rechts. Also 54 ist genau in der Mitte. Daher ist 54kg deMedian!

Was ist aber, wenn die Anzahl der Werte eine gerade Zahl ist, wenn wir z.B. 12 Werte haben (12 ist eine gerade Zahl) und nicht 7 wie vorher (7 ist eine ungerade Zahl). Wenn man 7 Werte hat (oder
irgendeine andere ungerade Zahl) dann gibt es genau eine Zahl in der Mitte. Bei gerader Anzahl der Werte gibt es doch 2 Zahlen in der Mitte. In diesem Fall wird als Median der Wert definiert, der

genau zwischen den beiden Zahlen in der Mittesteht, also der Durchschnitt der beide Zahlen Schauen wir ein Beispiel an!

= Das Gewicht der Schiiler in einer Klasse ist: 52kg, 65kg, 48kg, 76kg, 52kg, 65kg, 45kg, 65kg, 45 kg, 45kg, 78kg, 69kg.iéWiel ist der Median?

Zuerst der Grofle nach ordnen!
45, 45, 45, 48, 52,52, 65, 65, 65, 69, 76, 78
(ALLE Werte schreiben, also jeden Wert schreiben, so oft wie er vorkommt)

Hier gibt es zwei Werte in der Mitte, 52 und 65. Der Median ist genau in der Mitte also die beide ®Wte addieren und durch 2 dividieren:

_ 52kg+ 65kg

Medi
edian )

=585 kg

Modus

Der Modus (auch Modalwert genannt) von mehreren Werten ist der Wert, der am haufigsten vorkommt

Ein Beispiel!
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= Das Gewicht der Schiiler in einer Klasse ist: 54kg, 63kg, 48kg, 76kg, 52kg, 63kg, 45kg. W/ viel ist der Modalwert?

Hier kommt 63 zwei mal vor alle andere Werte kommen nur einmal vor Daher ist 63kg der Modus.

Was ist aber, wenn mehrere Werte 6fters vorkommen? Noch ein Beispiel!

= Das Gewicht der Schiiler in einer Klasse ist: 52kg, 65kg, 48kg, 76kg, 52kg, 65kg, 45kg, 65kg, 45 kg, 45kg, 78kg, 69kg.

Hier kommt 45 drei mal vor, 65 drei mal vor, 52 zwei mal vor und die restlichen Werte nur ein mal vor. 45 und 65 kommen am 6ftesten vor. Daher sind sie beide Modalwerte. 52 hingegen kommt

nicht so oft vor wie 45 und 65 (also ,,nur“ zwei mal), daher ist 52 kein Modalwert. Es gilt also:

Modalwerte (Modi): 45kg und 65kg

Vergleichen von Mittelwerten

Weicht der Durchschnitt vom Median nicht stark ab, dann kann man iiber eine eher gleichméaRiger Verteilung sprechen, Weicht der Durchschnitt vom Median stark ab, dann ist die Verteilung

ungleiChméRig-(Vorausgeselzt, dass alle Werte positiv sind)

Dreieckskonstruktionen

Theorie

Ein Dreieck ist eine geschlossene ebene Figur mit drei Strecken als Seiten. Die Dreieckkonstruktionist von selber aus eine Herausforderung und ein Weg, einige Fertigkeiten zu iiben. Sie gilt als
Vorbereitung und Einfiihrung allgemein fiir die Geometrie. Ziel ist ein Dreieck mit drei vorgegebenen Grofen nur mit Hilfe eines Zirkels und eines Lineals zu konstruieren. Solche Konstruktionen
waren sehr beliebt schon in der Antike. Wichtig ist zu wissen, dass die Summe aller Winkel genau 180° und jeder Winkel kleiner als 180° ist und dass keine Seite grofer als die Summe der anderen

zwei sein darf.

Es gibt vier verschiedenen Aufgabensorten, je nachdem, was gegeben ist. Wenn drei Seiten gegeben sind, dann spricht man von der SSS (Seite-Seite-Seite) Konstruktion. Wenn zwei Seiten und der
dazwischen liegender Winkel gegeben sind, spricht man von der SWS (Seite-Winkel-Seite) Konstruktion. Wenn zwei Seiten und ein Winkel, der nicht zwischen den Seiten liegt, gegeben sind, dann

spricht man von der SSW Konstruktion (Seite-Seite-Wkel). Wenn zwei Winkel und eine Seite gegeben sind, dann spricht man von der WSW Konstruktion (Wkel-Seite-Winkel).
Konventionen

Die Seiten jedes Dreiecks werden klein geschrieben (mit a, b und c). Die gegeniiber liegenden Eckpunkte werden entsprechend grof8 geschrieben mit (A, B und C). Fiir die entsprechenden Winkel
werden die griechischen klein Buchstaben a,  und y benutzt (Alpha, Beta und Gamma). Also, wenn A der Eckpunkt ist, ist der Winkel an diesem Punkt o und die gegeniiberliegende Seite a. Man

zeichnet die Seiten nacheinander im Gegenuhrzeigersinn. Unten zeichnet man i.d.R. die Seitd3.

1. Ferner rechnet ein Taschenrechner auch ancers als ein typischer Heimcomputer oder ein Notebook. So kann sich zwischen derartigen Geraten ebenfalls ein Unterschied
ergeben. Zudem kann es bei solchen Geraten Optionen geben, selbst festzulegen, auf wie viele Stellen ein Ergebnis berechnet werden soll.

2. (0 zahlt hier am Anfang der Zahl bei der Anzahl giiltiger Stellen nicht mit)

3. Diese Konventionen werden i.d.R. in den Schulbiichern verwendet (und oft von Lehrern erwartet). Selbstverstandlich darf (und kann) man irgendwelche andere (mehr oder weniger kongruenten) Symbole
benutzen (auf3er wenn die Lehrperson das nicht erlaubt; so eine Haltung werde ich allerdings hier nicht kommentieren...).

SSS Konstruktion

Wenn drei Seiten gegeben sind, geht man wie in den folgenden Bildern voDie Schritte sieht man am Rand jedes Bildes.

Skizze Schritt 1
b a Zeichne eine Skizze des Dreiecks
mit den drei gegebenen Seiten,
A c B
Skizze ¢ Schritt 2
b 2 Bestimme den Punkt A auf der
Zeichenflache und ziehe ab A
eine Halbgerade.
A c B
Jal
Skizze C Schritt 3
b a Greife mit dem Zirkel die Lange der

Seite ¢ von einem Malstab ab und
schiage einen kurzen Kreisbogen um
A ¢ B A Es ergibt sich der Schnittpunkt 8
auf der Halbgeraden,
Verbinde den Punkt A mit B.
B Damit ist die Seite ¢ bestimmt.
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Skizze C ., Schritt 4

b a A Greife mit dem Zirkel die Lange der
Seite b von einem Malistab ab und
schlage einen kurzen Kreisbogen

A ¢ B um A
A c B
Skizze C ~ C Schritt 5
b a o Greife mit dem Zirkel die Lange der
Seite a von einem MaRstab ab und
schlage einen kurzen Kreisbogen
A e B um B.

Der Schnittpunkt der Kreisbagen ist C,

Schritt 6

Verbinde den Punkt A mit C.
Damit ist die Seite b bastimmt.

Schritt 7

Verbinde den Punkt B mit C.
Somit ist die Seite a bestimmt
und das Dreieck ABC konstruiert.

Die ganzen Schritten kann man in der folgenden Animation sehen:

SWS Konstruktion

‘Wenn zwei Seiten und der Wnkel dazwischen gegeben sind, geht man wie in den folgenden Bildervor. Die Schritte sieht man am Rand jedes Bildes.

Skizze Schritt 1

Zeichne eine Skizze des Dreiecks
mit den zwei gegebenen Seiten und
dem Winkel, der zwischen diesen
Seiten steht.

Skizze Schritt 2

Bestimme den Punkt A auf der
Zeichenflache und ziehe ab A
eine Halbgerade.
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Skizze Schritt 3
Greife mit dem Zirkel die Lange der
Seite ¢ von einem Malstab ab und
schlage einen kurzen Kreisbogen um
A. Es ergibt sich der Schnittpunkt B

| auf der Halbgeraden.

|\ Verbinde den Punkt A mit B.

A ¢ (B Damit ist die Seite ¢ bestimmt.

Skizze = Schritt 4

a g:"; \ Lege das Geodreieck mit der Kante

A S T der Maliskala durch den Punkt B, die

i s s \ mittige Skalenlinie fur Null (0) auf B

& A und die betreffende Linie der
fe ? A Winkelweite auf die Seite c.
| [ B\. Ziehe ab B eine Halbgerade entlang
A | /B der Kante des Geodreiecks. Somit
BE ist der Winkel B, z. B. 65°, bestimmt.

Schritt 5

Greife mit dem Zirkel die Lange der
Seite a von einem Malstab ab und
schlage einen kurzen Kreisbogen um
B. Es ergibt sich der Schnittpunkt C
auf der Halbgeraden.

Verbinde den Punkt B mit C.

Damit ist die Seite a bestimmt,

Skizze

Skizze NG~ Schritt &
/ Verbinde den Punkt A mit C.

Damit ist die Seite b bestimmt
sowie das Dreieck ABC konstruiert.

Die ganzen Schritten kann man in der folgenden Animation sehen:

SSW Konstruktion

‘Wenn zwei Seiten und ein Wnkel, der nicht zwischen diesen Seiten steht, gegeben sind, geht manvie in den folgenden Bildern vor Die Schritte sieht man am Rand jedes Bildes.

Skizze o3 Schritt 1

Zeichne eine Skizze des Dreiecks
mit den zwei gegebenen Seiten und
dem Winkel, der nicht zwischen
diesen Seiten steht.
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Skizze 1

Skizze ¢ 1

Skizze ’

%

A
130 | 0 Y

8

Skizze i

Skizze ’

Skizze 1

Skizze 1

Schritt 2

Bestimme den Punkt A auf der
Zeichenflache und ziehe ab A
eine Halbgerade.

Schritt 3

Greife mit dem Zirkel die Lange der
Seite ¢ von einem Malistab ab und
schlage einen kurzen Kreisbogen um
A, Es ergibt sich der Schnittpunkt B
auf der Halbgeraden.

Verbinde den Punkt A mit B.

Damit ist die Seite ¢ bestimmt.

Schritt 4

Lege das Geodreieck mit der Kante
der Maliskala durch den Punkt A, die
mittige Skalenlinie fir Null (0) auf A
und die betreffende Linie der
Winkelweite auf die Seite c.

Ziehe ab A eine Halbgerade entlang
der Kante des Geodreiecks. Somit
ist der Winkel a, z. B. 457, bestimmit.

Schritt 5

Greife mit dem Zirkel die Lange der
Seite a von einem Malstab ab und
schlage einen Kreisbogen um B.
Es ergeben sich die beiden
Schnittpunkte C, und C.,.

Schritt 6

Verbinde den Punkt B mit C,.
Damit ist die erste mbgliche Lage
der Seite a bestimmt.

Schritt 7

Verbinde den Punkt A mit C,.
Damit ist die Seite b, bestimmt.

Schritt 8

Verbinde den Punkt B mit C.,.

Damit ist sowohl die zweite mdgliche
Lage der Seite a als auch die Lange
der Seite b, bestimmt.

Somit sind die zwei méglichen
Dreiecke ABC, und ABC,, konstruiert.

Die ganzen Schritten kann man in der folgenden Animation sehen:
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WSW Konstruktion

‘Wenn zwei Winkel und eine Seite gegeben sind, gibt es zwei Moglichkeiten. Wenn die zwei Winkel am Rand der gegebenen Seite stehen, dann geht man wie in den folgenden Bildern vor. Wenn

einer der gegebenen Winkel, der Winkel gegeniiber der gegebenen Seite ist, dann berechnet man erst den dritten Winkel (180°— die anderen beiden Winkel) und geht dann vor, wie in den folgenden

Bildern. Die Schritte sieht man am Rand jedes Bildes.

Skizze Schritt 1

Zeichne eine Skizze des Dreiecks
mit der gegebenen Seite und den

Lay (B beiden Winkeln, die am Rand der
A ¢ B der Seite stehen.
Skizze Schritt 2

Bestimme den Punkt A auf der
Zeichenflache und ziehe ab A
sa B eine Halbgerade.

Skizze Schritt 3

Greife mit dem Zirkel die Lange der
Seite ¢ von einem Malistab ab und
a B schlage einen kurzen Kreisbogen um
A c B A. Es ergibt sich der Schnittpunkt B
| auf der Halbgeraden.
+— Verbinde den Punkt A mit B.
Damit ist die Seite ¢ bestimmt.

Schritt 4

Lege das Geodreieck mit der Kante
der Maliskala durch den Punkt A, die
mittige Skalenlinie fur Null (0) auf A
und die betreffende Linie der
| Winkelweite auf die Seite c.
. Ziehe ab A eine Halbgerade entlang
der Kante des Geodreiecks. Somit
ist der Winkel a, z. B. 457, bestimmit.

Skizze

1an W0

=
o
=
w

8

Schritt 5

Lege das Geodreieck mit der Kante
der Maliskala durch den Punkt B, die
mittige Skalenlinie fir Null (0) auf B
und die betreffende Linie fiir den
Winkel, z. B. 65%, auf die Seite c.
Ziehe ab B eine Halbgerade entlang
2 der Kante des Geodreiecks. Somit ist
der Winkel B und Punkt C bestimmt.

Skizze
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Schritt 6

Verbinde den Punkt B mit C,
Damit ist die Seite a bestimmt.

Skizze
a B
A c B
ol
A
Skizze ¢

Schritt 7

Verbinde den Punkt A mit C.
Damit ist die Seite b bestimmt
sowie das Dreieck ABC konstruiert.

Die ganzen Schritten kann man in der folgenden Animation sehen:

Herzlichem Dank an Petrus3743, der die Seite vorbereitet hat und die Erlaubnis gegeben hat, sie hier zu benutzen. Fiir weitere Konstruktionen kann man seinem Link folgen

Geometrie der Ebene

Definitionen

Grundbegriffe

BS

Strecke Definition

Strecke

Gerade und Strahl

Sarahl

Gerade

vier rechte
Winkel

Winkel Darstellung

Strecke ist der kiirzeste Weg zwischen zwei Punkten. Z.B von den beiden gezeichneten Moglichkeiten zwischen A und B im ersten Bild oben, welche ist die kiirzeste?

Gerade und Strahl

Wenn ich eine Strecke auf einer Seite unendlich lang verlangere, dann habe ich einen Strahl. 8in ich das an beiden Seiten tue, dann hab ich eine Gerade.

Winkel

Zwischen zwei Strahlen, die vom gleichen Punkt ausgehen, entsteht ein Wkel. Mit einem Winkel misst man eine Drehung.

Rechter Winkel

‘Wenn sich zwei Geraden einander so schneiden, dass vier gleichen Wikel entstehen, dann ist jede von diesen Winkeln ein rechter Winkel.

Parallelen
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Gerade b
zwei Parallele Geraden

‘Wenn zwei Geraden so nebeneinander liegen, dass sie nie einander schneiden und immer den Gleichen Abstand haben, dann sind sie parallel zueinander

Punkt
Um alle Begriffe bisher zu definieren, haben wir den Punkt gebraucht. Was ist aber wieder ein Punkt? Diese ist die schwerste Definition. Wenn man beispielsweise den Abstand zwischen Wien und

Linz berechnen will, muss man einen Ort in jeder Stadt wéhlen, sonst kann der Abstand bis 15km mehr oder weniger sein! Dieser Ort kénnte z.B. eine Saule in der Mitte von jeder Stadt sein. Fiir so
einen grofen Abstand reicht eine Séaule schon. Sie ist sozusagen ein Punkt.

‘Wenn man aber die Saule selber messen will, geht es nicht mehr. Man nimmt dann zwei winzigen Flachen am Rand der Saule. Je kleiner das Objekt ist, das wir messen wollen, desto kleiner muss
der ,,Punkt“ sein.

Im idealen Fall ist der Punkt gar nichts, hat selber keine Lénge, keine Breite und keine Hohe! So kann man sich einen Punkt vorstellen und so wird er auch definiert.

Eckpunkt

In einer ebenen Figur sind die Eckpunkte, die Punkte bei denen sich zwei Seiten einander schneiden.

Seite und Diagonale

Die Seiten einer ebenen Figur sind die Abgrenzungen der Figur vom Rest der Ebene. Im folgenden Bild eines Quadrats werden alle seine Seiten mit a bezeichnet, im Bild des Rechtecks werden
zwei Seiten mit a und zwei mit b bezeichnet. Eine Seite verbindet zwei Punkte die nacheinander liegen. Die Diagonale verbindet hingegen zwei gegeniiberliegenden Eckpunkte, die sich nicht am
Rand der gleichen Seite befinden. Ein Quadrat und ein Rechteck haben jeweils zwei Diagonalen, die gleich lang sind, in einem Parallelogramm hingegen sind sie nicht gleich lang.

Figuren
a
L/ :
a d a b d b/ hy
. 5 + A v
L3 = |
a
Quadrat Rechteck Parallelogramm
Quadrat

Ein Quadrat ist eine viereckige geschlossene Figur, deren Seiten als auch deren Winkel gleich zu einander sind. Formeln: u=4a, A=a2 (u ist der Umfang, a die Seite, A die Fldche). Mit d ist hier die
sogenannte Diagonale gezeigt (verbindet zwei gegeniiberliegende Eckpunkte).

Rechteck

Ein Rechteck ist eine viereckige geschlossene Figur, deren Winkel gleich zueinander sind und deren gegeniiberliegendenSeiten auch gleich sind. Formeln: u=2a+2b oder u=2(a+b), A=a-b. Mit d ist
wieder die Diagonale bezeichnet, mit a und b die Seiten (in der Figur ist a fiir die Lénge, also die langere Seite und b fiir die Breite, also die kiirzere Seite).

Parallelogramm

Ein Parallelogrammist eine viereckige geschlossene Figur, deren gegeniiberliegendenSeiten gleich sind. Daher sind sie auch parallel. Formeln: u=2a+2b oder u=2(a+b), A=a-h, oder A=b-h,. In der
Figur ist h, die Hohe zur Seite a und k die Hohe zur Seite b. Mit d wird eine der beiden Diagonalen bezeichnet (hier die kiirzeste).
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Raute Trapez Deltoid Siebeneck

Raute (Rhombus)

Eine Raute ist eine viereckige geschlossene Figur, deren Seiten gleich sind. Daher sind auch alle Winkeln gleich. Formeln: u=4a, A:%

. Mit e und f sind die beiden Diagonale bezeichnet, mit a die
Seite.

Trapez
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Ein Trapez ist eine viereckige geschlossene Figur mit zwei gegeniiberliegenden parallele Seiten. Formeln: u=a+b+c+d, 4 = "T"'c « h. Mit a, b, c und d werden die vier (nicht unbedingt gleichen)

Seiten bezeichnet, mit h die Hohe auf die Basis (Basis ist nicht nur beim Trapez, sondern bei jeder Figur die untere Seite, beim Trapez im Bild hier die Seite a, also die Seite die im Bild unten

steht). In der Figur sieht man auch die Diagonalen (ohne Symbol).

Deltoid

Ein Deltoid ist eine viereckige geschlossene Figur mit zwei Paaren nacheinander liegenden gleichen Seiten.

Vieleck (regelméaBiges)

Ein Vieleck ist eine Figur mit mehreren Winkeln. Wenn die Figur geschlossen ist und alle Seiten (und Winkel) gleich zueinander, dann ist das Vieleck regelmaRig. Im Bild sieht man ein

regelmafiges Siebeneck, die Seite ist hier mit s bezeichnet.

Fragen

Ist jedes Rechteck ein Parallelogramm? Umgekehrt?
Ist jede Raute ein Quadrat? Umgekehrt?
Ist jedes Trapez ein Parallelogramm? Umgekehrt?

Ist jedes Quadrat auch ein Rechteck? Umgekehrt?

Dreieck, Besondere Dreiecke
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spitz gleichseitiges gleichschenkliges rechtwinkeliges stumpfwinkeliges

Ein Dreieck ist eine geschlossene Figur mit drei Whkel. Ist einer Winkel mehr als 90°, dann heifit das Dreieck stumpfwinkeliges, wenn alle Wikel kleiner als 90° sind, dann spitzwinkeliges.

" b "
Bei allen Dreiecken gilt fiir den Umfang: u=a+b+c, wobei a, b und c die Symbole fiir die Seiten sind. Die allgemeinen Formeln fiir die Flache sind A = % = Th" = C: =

wobei hy, hy und h¢

die Hohen zu den entsprechenden Seiten sind (im Bild nicht zu sehen).
ab
2

Ist einer der Winkeln 90°, dann wird das Dreieck rechtwinkelig genannt. Die Formel fiir die Fldche ist in diesem Fall A = %2, wobei hier a und b die kleineren Seiten sind (Katheten genannt). Die

grofte Seite (dem rechten Wnkel gegeniiber) nennt man Hypotenuse.

Sind zwei der drei Winkel (und auch zwei Seiten) gleich, dann nennt man das Dreieck gleichschenklig. Sind alle Winkel (und Seiten) gleich, dann ist es ein gleichseitiges Dreieck (mit Seite a). Fiir

die Fliche des gleichseitigen Dreiecks gilt: A = ? -a?.

Kreis Kreisteile Kreisring Ellipse

Kreis, Kreissektor Kreisring
Ein Kreis ist die Menge aller Punkten, die von einem Punkt M (Mittelpunkt genannt) den gleichen Abstand r (Radius genannt) haben. Formeln: u=2mr, A=nr2 r ist der Radius. Hier wird mit d der
Durchmesser bezeichnet. n ist eine Zahl (wie 2 oder 5,632), mit dem Unterschied, dass man diese Zahl () nicht genau angeben kann. rt ist ungefahr 3,14159... Sie ist das Verhaltnis (also der

Bruch) des Umfangs zum Duchmesser (7 = %).

Schneidet man einen Kreis wie einen Torten-schnitt (also zwei Schnitte von Mittelpunkt aus bis am Rand), dann hat man einen Kreissektor Schneidet man ein Stiick mit einer Strecke von einem zu
einem anderen Punkt des Kreises, hat man ein Kreissegment. Im Bild steht fiir den Bogen das englische Wort "arc". Schneidet man von der Mitte eines Kreises einen kleineren Kreis mit den selben

Mittelpunkt ab, dann bekommt man ein Kreisring.

Ellipse
Schneidet man einen Zylinder schief, dann entsteht eine Ellipse. Die sieht wie ein zerquetschter Kreis aus. Die genauere Definition ist kompliziert:
Man nimmt zwei Punkte, die Brennpunkte (im Bild B; und B,). Jeder Punkt der Ellipse (im Bild z.B. X) hat zu jedem Brennpunkt einen gewissen Abstand (im Bild z.B. ist der Abstand zum

Brennpunkt By mit s bezeichnet und zum B, mit p). In einer Ellipse ist die Summe der beiden Abstdnden (also s+p) immer gleich (im Bild gleich 2a, wobei a die sogenannte grofe Halbachse ist).

Mit b wird hier die sogenannte kleine Halbachse bezeichnet.
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Intuitiver Beweis der Formeln des Flicheninhalts mancher ebenen Figuren

1cm

a=3cm J/ a

1 em? Rechteck Parallelogramm Parallelogramm

Definition des Quadratzentimeters

Ein Zentimeter Quadrat (1 cnt, ein Zentimeter hoch zwei) ist ganz einfach ein Quadrat, dessen Seite ein Zentimeter ist (erstes Bild).

Flache des Rechtecks
Im zweiten Bild sieht man ein Rechteck, dass aus mehreren Quadrat Zentimeter besteht. Hier haben wir zwei Zeilen, jede mit 3 Quadraten. Insgesamt 2x3=6 (cm?). Man kann offenbar sagen, dass
der Flacheninhalt A eines Rechtecksdie Léange a der einer Seite mal die Lange b der anderen ist.

A=a-b

Sonderfall: Das Quadrat. Da gilt A = a - a = a2, da die Seiten gleich sind.

Flache des Parallelogramms

Im Fall eines Parallelogramms kann man sich vorstellen, dass ein Stiick der Figur so wie im Bild geschnittenund auf der andere Seite wieder hinzugefiigt werden kann. Dadurch entsteht wieder ein

Rechteck, dessen Seiten jetzt die Basis a und die Hohe jides Parallelogramms sind. Die Flidche des dadurch entstandenen Rechtecks ist daher der Flacheninhalt des Parallelogramms:

A=a-h,

Flache des Dreiecks
Im Fall eines Dreiecks kann man sich wie im Bild vorstellen, dass ein zweites Dreieck, gleich groR wie das erste, umgedreht und auf das erste
zugefiigt wird. So entsteht wieder ein Parallelogramm, dessen Flacheninhalt A = b - hy, ist. Weil aber dieses Parallelogrammaus 2 gleiche Dreiecke

besteht, muss man fiir den Fldcheninhalt des Dreiecks das ganze mit 2 dividieren:

CA
Flache des Dreiecks A=

Entsprechend fiir die anderen Seiten kann man schreiben:

_a-he
A= 2
_c-h
A= 2

Sonderfille: Rechtwinkeliges, gleichschenkeligesund gleichseitiges Dreieck. In den zwei letzten Féllen kann man den Satz des Pythagoras benutzen, um eine Formel zu erzeugen (machen wir aber

hier nicht).

Flache des Trapezes

Genauso geht man bei einem Tapez vor. Es entsteht ein Parallelogramm, dessen Basis aber jetzt a+b ist und den Flacheninhalt daher (a+b) - h. 8,

c
wie vorher beim Dreieck, das Tapez zwei mal vorkommt, muss man wieder fiir den Flacheninhalt desiEpezes das ganze durch 2 dividieren:
b
a
A=2%Cp
a c 2

Flache des Trapezes

Anwendung der Formeln

Variablen
Bei allen Formeln gibt es sogenannten,, Variablen®. Es geht in der Regel um ein Buchstabe, der fiir gendwas steht. Hier schreiben wiy wofiir diese Symbole in der Geometrie stehen.
= Ein groBes A, steht in der Regel fur dieFldche (genauer fir den Flacheninhalt)
» Einu steht i.d.R. fir denUmfang (also wie lang das Rum-herum der Figur ist)
= a, b, cusw. stehen i.d.R. fir dieSeiten (auch Lange oder Breite) von Figuren
= h (oder H) steht i.d.R. fur dieH6he einer Figur. Oft gibt es dann ein Index, z.B. Iy, was dann bedeutet, dass diese die Hohe fiir die Seite b ist.
= r (oderR) steht i.d.R. fur denRadius eines Kreises.

= d steht bei einem Kreis fur denDurchmesserdes Kreises, bei einem Parallelogramm (oder Rechteck, Quadrat, fpez, Vieleck) aber fur dieDiagonale!
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= Griechische kleine Buchstaben &, B, y, 9, &, 6, ¢ stehen i.d.R. fir Winkel.

= Allerdings ist mit dem griechischen Buchstabar die Kreiszahl bezeichnet (11=3,1415...).

Einsetzen

Bei einer Aufgabe sind immer gewisse Informationen gegeben, z.B.:

= Ein Zimmer ist 4m lang und 2,8m breit. Finden Sie seinen Umfang und seine Fldche heraus!
In solchen Problemen soll man die gegebenen Zahlen in die Formel sinnvoll einsetzen. Das bedeutet, dass man die Buchstaben in der Formel durch Zahlen ersetzt. In diesem Beispiel sucht man in
einer Formelsammlungdas Rechteck (da ein Zimmer die Form eines Rechtecks hat).

In der Figur, die man in der Formelsammlung finden kann, kann man sehen, dass mit a die Ldnge und mit b die Breite bezeichnet wird. In der Formelsammlung

kann man auch die Formel fiir den Umfang finden:
u=2a+2b

Rechteck N Die Lénge a ist gegeben: 4m. Die Breite b auch: 2,8m. Wenn nichts zwischen einer Zahl und einer Variable steht (hier z.B. 2a), dann ist mal gemeint (2 mal a). Man

schreibt also an der Stelle von a und b die Zahlen 4 und 2,8:
u=2a+2b=2a""* +2/b/:2’8 =2-4+2-2,8=13,6 (m, da wie m mit m addiert haben)
In der Spalte fiir die Fldche steht beim Rechteck:

A=ab also
A=a-b=ga™*. }/=2’8 =4-2,8=11,2 (m?, da wie m mit m multiplizierthaben)

Man soll auch auf die Einheiten aufpassen:

Der Umfang ist eineStrecke, also er wird in Streckeneinheiten gemessen (hier m), di&ldche hingegen in Flacheneinheiten (hier in m?).
Andererseites kann es sein, dass eine GroRe in verschiedenen Einheiten gegeben wird, z.B.:

= Die L&nge eines Rechtecks ist 5dm und seine Breite 32cm. Finden Sie seinen Umfang und seine Fldche heraus!

Das Einsetzen von Werten in einer Formel setzt voraus, dass die Einheiten iibereinstimmen. Man muss z.B. iiberall in der Formel Werte in Stunden haben und nicht irgendwo Stunden, an einer

anderen Stelle Minuten usw Hier muss man den Wert einer der beiden Seitenumwandeln, z.B.:
32cm=32:10 dm = 3,2 dm
Jetzt sind beide Seiten (Lénge und Breite) in dm und es kann weiter berechnet werden:
u=2a+2bund A=a-b
Die Lénge a ist gegeben: a=5dm. Die Breite b haben wir jetzt auch in dm umgerechet: b=3,2dm:
— =3,2
u=2a+2=2a""+2§ " =2-5+2-3,2=16,4 (dm, da wie hier dm mit dmaddierthaben)  und
=5 =32 2 L . R
A=a-b= a7 ,b/ =5-3,2 =16 (dm” ,da wie hier dm mit dmmultiplizierthaben)

Hatten wir die Einheiten (die 32cm) nicht umgewandelt, hitten wir Probleme mit dem Einheit am Ende oder sogar ein vollig falsche Antwort:

= Bei der Multiplikation héatten wir:

A=a-b=a=". /b/=32 =5-32=160 FALSCH! wenn man hier dm2 oder cm2 als Einheit schreibt, ist das Ergebnis vollig
falsch, die Einheit, die wir schreiben hatten sollen, ware dm-cm, das ware zwar richtig, aber diese Einheit wird fir die Flache nie
benutzt.

= Bei der Addition hétten wir:

u=2a+2b=24"" + 2})/=32 =2-54+2-32="74 FALSCH! Hier ist sogar der Wert véllig falsch! Der richtige Wert, wie
wir gesehen haben, ist 16,4 dm (oder 164 cm). Man kann nicht dm und cm addieren oder subtrahieren, genauso wie man nicht dm
und kg addieren kann! Addieren (oder subtrahieren) kann man nur Sachen, die genau die gleichen Einheiten haben!

Nicht nur bei Multiplikation oder Addition miissen die Einheiten {ibereinstimmen, sondern auch bei Division und allen anderen Rechenarten. Bei Multiplikation und Addition haben wir das Beisp
gerade eben gesehen (Flache und Umfang des Rechtecks am letzten Beispiel). Ein Beispiel fiir Division, ist wenn man die Flache eines Rechtecks durch seine Léange dividiert, um die Breite zu

berechnen. Wenn die Fliche 6cm? und die Lédnge 30mm, dann kann man NICHT die Division so durchfiihren: b = %, da 6 in cm gegeben ist und 30 in mm. Man soll zuerst z.B. die mm in cm

umwandeln (30mm=3cm) und dann die Division durchfiihrend = g = 2 (das sind dann cm, da wir cm? durch cm dividiert haben und man die Hochzahl und dann kann man die Einheiten kiirzen:
em”

== =cm.

ot

Wir kénnen also schreiben:

Bei Rechnungen miissen die Einheiten immer iibereinstimmen!
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Bei einer Rechnung (oder Gleichung) muss man immer erst kontrollieren, ob die Einheiten iibereinsti dann die Einheiten, die nicht iibereinsti in iibereinsti den

Einheiten umwandeln und erst am Ende die Rechnungdurchfiihren! Das gilt immer (auch bei der Schluss-und Prozentrechnung)!

In Physik benutzt man sogarEinheitssysteme das ist aber fiir dieses Buch einfortgeschrittenes Thema

Umformen in der Geometrie

Bei manchen Aufgaben muss man die Formel umformen, z.B.:

Der Umfang eines Quadrats ist 12cm. Beechnen Sie die Seite und die Fldche!
In der Formelsammlung findet man die Formel fiir den Umfang eines Quadrats:
u=4a

Hier ist der Umfang gegeben, man braucht die Seite. Zwischen 4 und a steht nichts, also ist mal gemeint. Die Gegenrechnung von mal ist durch und der Umfang ist 12, also:

u=4a |:4
u
Z =a Seiten in einer Gleichung kann man selbstverstandlich umtauschen, also:
12
a—u—;’ —12 also
T4 4 4

a=3 cm
Die Formel fiir die Flache, die man auch in deFormelsammlungfinden kann ist dann:

A=aZ,y =32=9 also A=9cm?

Ahnlichkeit von Figuren

B

b D

Wenn wir die beiden Bilder oben vergleichen, konnen wir sagen, dass es das gleiche Dreieck ist, nur von einem anderen Abstand gesehen oder, dass wir doch zwei verschiedene Dreiecke haben, die
zwar dhnlich zueinander sind aber doch nicht das gleiche Dreieck, da die Seiten nicht gleich sind. Um auf diesen Unterschied aufmerksam zu machen, wird beim Vergleich zwei geometrischen

Figuren nicht das Wort "gleich" (und "nicht gleich") benutzt, sondern die Witen "dhnlich" (und "nicht dhnlich") und "kongruent" (und "nicht kongruent").

Zwei geometrische Figuren sind dhnlich, wenn sie die gleiche Seitenanzahl haben und alle entsprechenden Winkel gleich zueinander sind. Wenn dazu zumindest eine Seite (und daher

auch alle andere) der beiden Figuren gleich ist, dann sagt man, dass die Figuen kongruent sind.
Das Wort "gleich" wird bei geometrischen Figuren nicht benutzt, weil es dann nicht klar ist, ob nur alle kel oder doch auch alle Seiten gleich sind.

Bei dhnlichen Figuren gilt, dass dasVerhdltnis entsprechender Seiten eine Konstante Zahl ist. Wenn wir die Seiten aus dem Bild benutzen, wird es klar, was damit gemeint ist. Nehmen wir die Seite

b aus dem Bild links und die entsprechende Seite b' aus dem Bild rechts. Verhdltnis in Mathematik bedeutet Bruch. Der Bruch der beiden Seiten ist dann 5, Werden die beiden Seiten in irgendeiner

Weise gemessen, wird dann festgestellt, dass der Bruch ca. 1,5 ist. Es gilt alsot% =1,5.
‘Wenn wir ein anderes Paar von entsprechenden Seiten nehmen, wird das &héltnis (der Bruch) wieder 1,5 seinzf =1,5.

Das Verhiltnis (der Bruch) von entprechenden Siten (z.B. 5 oder 5) ist eine konstante Zahl, hier 1,5. Das gilt genauso fiir das dritte Paar von entsprechenden Seite% =1,5.
Diese Regel gilt nicht nur in Dreiecken sondern in allen geometrischen Figuren, die &hnlich sind. Im folgenden Bild sieht man verschiedene Figuren. Alle Figuren mit der gleichen Farbe sind

dhnlich.
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Strahlensatz

Die Ahnlichkeit von Figuren findet Anwendung im sogenannten "Strahlensatz".

Nehmen wir zwei geraden, die einander am Schnittpunkt Z schneiden, wie die Geraden BB' und AA' im Bild links. Diese Geraden werden von zwei weiteren parallel zueinander Geraden AB und

A'B' geschnitten. So entstehen zwei dhnliche Dreiecke, ABZ und A'B'Z. Da die Dreieckénlich sind, gilt:

AB AZ BZ
AB ~ AZ BZ

Diese Formel zeigt, was bei der Ahnlichkeit von Figuren behauptet wurde: Dasévhéltnis (der Bruch) von entsprechenden Seiten bleibt konstant.

Der Strahlensatz findet zahlreiche Anwendunge in Physik und Mathematik. Hier erwdhnen wir "nur" seine Anwendung bei der Vermessung des Abstandes zwischen Mond und Erde und bei der

geometrischen Erzeugungeiner Dezimalzahl auf einer Zahlgerade.

Eine Bemerkung dazu: Das erste in der Geschichte bekanntes Buch, in dem Geometrie als auf wenigen Satzen aufgebautes geordnetes Wissen dargestellt wird, ist das Werk "Elemente" von Euklid.

In diesem Werk wird erst der Strahlensatzbewiesen und dann auf die Ahnlichkeit von Figuren angewendet.

Satz von Pythagoras

Der Satz von Pythagoras lautet:
In einem rechtwinkeligem Dreieck ist die Summe der Quadrate der Katheten gleich dem Quadrat der Hypotenuse.
Der Satz gilt dahernur bei Dreiecken, die einenrechten Winkel haben.

Selbstverstandlich versteht man den Satz viel besserwenn man eine Figur sieht:

Die Seiten an der rechten Wnkel nennt man Katheten (im Bild mit a und b), die Seite gegeniibeiHlypotenuse(im Bild mit c).

Obwohl der Satz nach dem griechischen Philosoph Pythagoras genannt wird, wurde er nicht von ihm entdeckt. Der Satz wurde zumindest 1000 Jahre frither benutzt. Es gibt Tontafel aus

Babylonien, die sogenanntepythagordische Tripeln beinhalten. Eine pythagordische Fipel sind drei Zahlen, die den Satz von Pythagoras erfiihlen.
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Nehmen wir drei Zahlen: 2, 3 und 4. Sind diese eine pythagordische Tripel? Die groRte Zahl sollte die langste Seite sein, die Hypotenuse, also c. Hier ist es die Zahl 4. Dann wéren die Katheten 2
und 3. Die entsprechenden Quadrate der Katheten sind 22=4 und 32=9, ihre Summe 4+9=13. Das Quadrat der Hypotenuse wére 42=16. Es Gilt 22+32#42 (13 ist nicht gleich 16!). Das bedeutet: Es
gibt kein rechtwinkeliges Dreieck, dessen Katheten 2 und 3 und dessen Hypotenuse 4 Einheiten (z.B. Meter) sind.

2,3 und 4 sind daher keine Pythagordische Tripel. Wie ist es mit 3, 4 und 5? Sind diese Zahlen eine Pythagordische Tripel? ~ 32+42=25 aber auch 52 = 25. Es gilt also: 32+42=52. Das bedeutet
nicht nur, dass es ein rechtwinkeliges Dreieck gibt, dessen Katheten 3 und 4 und dessen Hypotenuse 5 Einheiten ist, sondern auch umgekehrt, dass ein Dreieck, dessen Seiten 3, 4 und 5 Einheiten

sind, einen rechten Winkel haben muss!

In den Aufgaben muss man aufpassen. Wnn die Katheten angegeben sind und die Hypotenuse gefragt, dann kann man die gegebene Formel benutzen:

= Bei einem rechtwinkeligen Dreieck sind die Katheten 6 und 8 cm lang. Berechnen Sie die Hypotenuse!

a2th?2=c2 wobei a=6 und b=8 also

62+82=c2 — 36+64=c2 - 100=c? - ¢c=V100=10(cm)

Wenn aber die Hypotenuse und eine Kathete gegeben sind, dann muss man die Formel erst umformen:

= Bei einem rechtwinkeligen Dreieck sind die eine Kathete 21mm und die Hypotenuse 29mm lang. Berechnen Sie die andere Kathete!

ar+b=c? |- a?
b2=c2-a? also b2=292-212=400 und

b=v400=20(mm)

Beweis des Satzes von Pythagoras

Der erste, der entdeckt hatte, dass es Zahlen gibt, die nicht rationale Zahlen sind, war Hippasos von Metapont, ein Schiiler von Pythagoras. Diese Entdeckung war noch ein Schritt zur Forschung der
Unendlichkeit, da die irrationale Zahlen unendlich viele nicht periodische Nachkommastellen haben. Zu dieser Entdeckung hat vielleicht der Satz von Pythagoras beigetragen, ein Satz der allerdi

nicht von Pythagoras entdeckt wurde aber vielleicht nur bewiesen (wenn iiberhaupt).
Einen Beweis dieses Satzes fiihren wir hier mit Hilfe der folgenden Figur vor

In der Figur sieht man ein groBes Quadrat, das vier kongruente (sozusagen gleiche) rechtwinkelige Dreiecke und ein kleineres Quadrat beeinhaltet.

Wie man in einer Formelsammlung finden kann, ist die Fldche jedes Dreiecks Ag = “7” (und es gibt 4 solche Dreiecken). Die Flache des kleinen
Quadrats in der Mitte ist Agg = (a— b)2 und die Fléche des groBen Quadrats Agg = 2. Das Ganze (das groRe Quadrat) ist aber die Summe

seiner Teilen. Es gilt daher:

A =Arg+4-Ap

E=(a-b2+4-2

a
also mit Verwendung der minusbinomischen Formel
C & =a® —2ab+ ¥ +2ab und daher:
Satz von Pythagoras ¢ =a®+b  (Satzvon Pythagoras)

Geometrie des Raums

Grundbegriffe

Dimension
Wir haben schon in der Geometrie der Ebene den Begriff der Strecke als auch verschiedene Figuren auf einer ebenen Fliche (z.B. Quadrat, Kreis, Dreieck, Rechteck) kennengelernt. Fiir eine
Strecke braucht man nur die Lange angeben (z.B. 2,4dm), dann hat man sie vollstdndig beschrieben. Alle Strecken mit dieser Lange sind die gleiche Sache (man sagt in Mathematik: Sie sind

Kongruent).

Bei einem Rechteck hingegen reicht die Lange nicht aus. Es gibt unendlich viele Rechtecke mit der gleichen Lénge und eine andere Breite. Diese Rechtecke sind
nicht mehr die gleiche Sache. Sie haben auch einen anderen Fldcheninhalt. Sie sind nicht kongruent. Man braucht daher bei Flachen zwei Zahlen, die Abstiande

beschreiben, beim Rechteck ist das die Lange und die Breite.

Wenn man jetzt eine Figur im Raum betrachtet, z.B. einen Quader, dann reichen die Lange und die Breite wieder nicht aus. Da braucht man noch einen Abstand, die

Verschiedene Hohe. Wenn die Hohe anders ist, dann ist auch das Wlumen anders.
Rechtecke
mit gleicher Lange Die Anzahl der Abstandswerte, die man braucht, um eine Figur vollstindig zu beschreiben, nennt man Dimension.!

und anderer Breite
Eine Strecke ist eine eindimensionale Figur: Allein ein Abstand (die Lange), reicht aus, um sie zu beschreiben. Ein Rechteck (und alle ebene Figuren) ist eine

zweidimensionale Figur: Man braucht zwei Abstinde (Ldnge und Breite), um sie zu beschreiben. Ein Quader (und alle Figuren, die Raum besetzen) ist eine
dreidimensionale Figur: Man braucht drei Absténde (Lénge, Breite und Hohe), um sie zu beschreiben. In unserem Bild eines Quaders wird die Linge mit a, die Breite mit b und die Hohe mit c

bezeichnet.
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Obwohl wir Menschen uns nicht mehrere Dimensionen vorstellen konnen, gibt es in der Physik theoretische Modelle, die noch mehrere

Dimensionen haben. Beispielsweise setzt die allgemeine Relativitdtstheoriedie Zeit als eine weitere Dimension des sogenannten Zeitraums voraus!

Die Stringtheorie kann sogar 11 Dimensionen voraussetzen!

1. Allerdings wird in der Physik nicht nur der Abstand, sondern auch andere Grof3en als Dimensionsgrundlagen benutzt, z.B. ist in der Relativitatstheorie die
Zeit eine vierte Dimension der sogenannten Raumzeit

Korper d a b

Ein Gegenstand in der Geometrie wirdKorper genannt, wenn fiir seine Beschreibung drei Absténdmotwendig und hinreichendsind. Quader mit Raumdiagonale d

Notwendig bedeutet, dass weniger Absténde nicht gentigend sind, um den Korper zu beschreiben. Man kann nicht einen Quader nur mit Lénge und

Breite vollstdndig beschreiben.

Hinreichend bedeutet, dass man nicht mehrere Absténde oder eine andere Dimension fiir die Beschreibung braucht. Wenn die Lénge, die Breite und die Hohe des Quaders gegeben sind, braucht

man nicht auch dieRaumdiagonaleangeben (sie wird schon von den anderen drei Abstdnden bestimmt).

Jede dreidimensionale Figur ist ein (geometrischer) Korpedn diesem Text wird auch das Wort ,,Raumfigur dafiir benutzt.

Kante
Im Kapitel tiber die Geometrie der Ebene haben wir den Begriff der Seite einer ebenen Flache gesehen. Bei einem Quadrat sind alle Seiten gleich, bei einem Rechteck gibt es eine Lange und eine

Breite. Die Strecken am Rand einer ebene Figur wurden also Seiten genannt.

Die Strecken am Rand eine Raumfigur werden aber doch Kanten genannt. Das Wort ,,Seite“ wire in diesem Fall verwirrend: man wiisste dann nicht, ob mit ,,Seite“ die Seitenfliche oder die
Seitenstrecke gemeint ist. Daher benutzt man das Wort ,,Kante“ fiir die Strecken. In unserem Bild eines Quaders wird die Lange mit a, die Breite mit b und die Hohe mit ¢ bezeichnet. a,b und c sind

daher Kanten des Quaders. Es gibt in diesem Bild 4 Kanten, die so lang wie a sind, 4 Kanten, die so lang wie b sind, und 4 Kanten, die so lang wie c sind.

Fiir die ebenen Flachen, die die Figur begrenzen, benutzt man die Worte ,,Grundflache®, ,,Seitenfliche* und ,,Deckfliche®. Es gibt selbstverstandlich auch Raumfiguren, die von keinen ebenen

Fldchen begrenzt werden, wie beispielsweise die Kugel.

Ecke und Raumdiagonale

Den Punkt, wo drei Grenzfldchen aufeinander treflen, nennt man Ecke (Eckpunkt). Die Strecke zwischen zwei Eckpunkten, die nicht auf der gleichen Grenzflache liegen, nennt man Raumdiagona
(mit d im Bild des Quaders bezeichnet).

Oberflache

Die Grenze einer Raumfigur ist eine Flache, Oberfldche genannt (in diesem Buch werden wir allerdings das Wort Grenzfldche dafiir benutzen). Diese kann aus mehreren ebenen Flachen bestehen,
wie bei einem Quader oder einer Pyramide, oder auch eine runde Flache im Raum sein, wie bei einer Kugel, einem Zylinder oder einem Kegel. Wenn die Grenzflache der Figur ebene Fldchen

beinhaltet, dann wird zwischen Grundfldche und Seitenflichen unterschieden.

Grundflache

Spitze

Grundfliche ist die Fliche, die im Bild unten (am Grund) steht. Bei Figuren deren Grenzflichen alle die gleiche Form haben
(wie z.B. in einem Quader, wo alle Grenzflachen Rechtecke sind), kann jede beliebige Flache der Figur als Grundflache benutzt

werden.

Wenn es eine Grenzfldche gibt, die sich von den anderen unterscheidet (wie z.B. bei der Pyramide in unserem Bild: alle Manteifiache
{bestehend aus den

Flachen auRer einer sind Dreiecke), dann wird i.d.R. diese Fldche als Grundfldche bezeichnet. Seitanfischen)
‘Wenn es eine Grundfliche gibt, dann kann ihr gegeniiber nur ein Punkt oder eine ganze Flache stehen. Wenn ihr gegeniiber eine
ganze Fliche steht, dann nennt man diese Flache Deckfldche (da sie an der ,,Decke* ist). Die Deckflache kann auch rund sein.

Wenn der Grundflache gegeniiber nur ein Punkt liegt (wie in der Pyramide am Bild), dann nennt man diesen PunSpitze.

Seitenflache und Mantel

Wenn es eine Grundfladche gibt, dann nennt man jede der restlichen Fldchen Seitenfldche (aufler der Deckfldche, wenn es eine , zFurspunkt
gibt). Alle Seitenfldchen zusammen nennt man Mantel. Der Mantel kann allerdings auch aus runden und nicht nur ebenen

Flachen bestehen, wie z.B. in einem Zylinder (der auch eine Deckfléche hat, die ebenfalls ein Kreis ist) oder einem Kegel (der Grundflache

keine Deckfldche hat, dafiir eine Spitze).

Kérpernetz

Netz eines Wiirfels Netz eines Quaders Netz eines Prismas Netz eines Zylinders Netz eines Kegels

Wenn man die Grenzflachen eines Korpers abwickelt, so dass eine (komplizierte) ebene Figur entsteht, dann nennt man diese ebene Figur Korpernetz (oder einfach Netz). Das ist immer mdglich,
wenn die Grenzflachen ebene Figuren sind, allerdings nicht immer, wenn die Grenzflachen rund sind. Das ist moglich bei einem Quader, einem Zylinder oder einem Kegel aber nicht méglich bei

einer Kugel oder einemTorus.
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Gerade und schiefe Kérper

A: gerades Prisma Gerade Pyramide Schiefe Pyramide Gerader Kegel Schiefer Kegel
B: schiefes Prisma

Wenn es bei einem Korper eine Grundfldche gibt, dann gibt es gegeniiber entweder eine Flache oder einen Punkt. Wenn der gegeniiberliegende Punkt oder der Mittelpunkt der gegeniiberliegenden

Fliche direkt oberhalb (also senkrecht nach oben) vom Mittelpunkt der Grundflache liegen, dann sagt man, dass der Korper gerade ist, sonst dass er schief ist.

Figuren

Wiirfel

i ... .t
WA
L
Wiirfel Wiirfelnetz Spielwiirfel

Definition

Eine geschlossene Raumfiguy deren Grenzfldche aus 6 kongruente (,,gleiche“) Quadrate besteht, nennt marWiirfel.
Formeln

Mit a wird die Lange derKante bezeichnet.

Volumen: V = a®

Oberfliche Ap = 6a®

Kantensumme K = 12a,

Raumdiagonale(rot im Bild):dp = +/3 a

Flichendiagonaldgriin im Bild):dp = /2 a

Quader
1
:
i d °
I
ki “J A =
a ]
Quader Netz eines Quader Eine quaderférmige
Mauerziegel
Definition

Eine geschlossene Raumfigur deren Grenzfldche aus 3 Paare paarweise kongruente (,,gleiche ) gegeniiberliegende Rechtecke besteht, nennt man Quader
Formeln

Mit a wird hier die Linge, mitb die Breite und mite die Héhe bezeichnet (wie im Bild).

Volumen: V = abc

Oberfliche: Ap = 2ab + 2ac + 2bc

Kantensumme K = 4a 4 4b+ 4c

Raumdiagonaledp = \/m

Flichendiagonalen dpy, = \/m , dp2 = \/m , dps = \/m
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Prisma

Prisma Prismanetz Optisches Prisma

Definition

Eine geschlossene Raumfigur, die durch Parallelverschiebungeines ebenen Vielecks entlang einer nicht in dieser Ebene liegenden Geraden im Raum entsteht, nennt man Prisma. Die Hohe ist der
Abstand zwischen Grund- und Deckfldche.

Formeln

Es gibt viele verschiedenen Prismen, daher sollte man dafiir diallgemeineren Formelnbenutzen, die sich am Ende dieses Filkapitels befinden.

Pyramide
A
Pyramide Pyramidennetz Einer der altesten Maya Pyramide
bekannten Pyramiden
Definition

Wenn man alle Punkte des Umfangs eines Vieleckes mit einem Punkt (genannt ,,Spitze® oder ,,Scheitel“) auBerhalb der Ebene des Vieleckes verbindet, dann entsteht die Grenzfliche einer
Pyramide. Das Vieleck bildet dann i.d.R. die Grundfliche, die Dreiecke, die durch die Verbindung des Punktes mit dem Umfang entstehen, sind dann die Seitenfldchen. Hohe ist der Abstand
zwischen Spitze und Grundflidche.

Formeln

Es gibt viele verschiedenen Pyramiden, daher sollte man dafiir diellgemeineren Formelnbenutzen, die sich am Ende dieses Filkapitels befinden.

Zylinder

R ——

Zylinder Zylindernetz Ein  klappbarer (fast)
zylinderférmiger Hut

Definition

Eine geschlossene Raumfigur, die durch Parallelverschiebung einer ebenen runden Figur (z.B. eines Kreises oder einer Ellipse) entlang einer nicht in dieser Ebene liegenden Geraden im Raum
entsteht, nennt man allgemeinen Zylinder. Das Wort Zylinder allein wird i.d.R. fiir den Kérper benutzt, der durch Parallelverschiebungeines Kreises entsteht. Die Hohe ist der Abstand zwischen
Grund- und Deckfldche.

Formeln (fiir einen geraden Kreiszylinder)
Mit h wird hier die Hohe, mitr der Radius der Grundfliche Ag bezeichnet (wie im Bild), Aas ist die Mantelfldche:
Volumen: V = nr® h

Oberfliche Ag =2 Ag + Apyr = 2172 + 27r h = 2nr(r + h)

Kegel
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Gerader Kegel Kegelnetz Spielkegel mw

1. (die allerdings nicht die Form eines Kegels haben...)
Definition

Wenn man alle Punkte des Umfangs einer runden ebenen Figur mit einem Punkt (genannt , Spitze“ oder , Scheitel“) auBerhalb der Figurebene verbindet, entsteht die Grenzfliche eines
(allgemeinen) Kegels. Die runde Figur ist dann die Grundflédche und die Fldche, die durch die Verbindung des Punktes mit dem Umfang entsteht, ist der Mantel. Wenn die runde ebene Figur ein
Kreis ist, dann spricht man von einem Kreiskegel (in der Schulmathematik oft einfach Kegel genannt). Hohe ist der Abstand zwischen Spitze und Grundfliche. Mit s bezeichnet man die
»Mantellinie“ bei einem geraden Kegel.

Formeln (fiir einen geraden Kegel)
Mit A wird hier die Hohe, mitr der Radius der Grundfliche Ag bezeichnet (wie im Bild), Aps ist die Mantelfldche:
Volumen: V = %mg h

Oberfliche. Ap = Ag + Ay = wr? + 2mr s = ar(2r + 3)

(wobei s die sogenannte ,Mantellinie“s = 4/ ) + hZ ist)

Kugel

o

Kugel Kugel mit Langen- und Die Erde mit Langen- Kugelférmige Murmeln
Breitenkreisen und Breitenkreisen
b Kﬁmﬂ-m . m
Gewehrkugeil] Ein kugelférmiger Flachentreue Projektion
Basketball der Erdel?]

1. (die allerdings nicht kugelférmig sind)

2. (die allerdings nicht winkeltreu ist)

Fiir einen Kugel kann man nicht ein Netz auf einer Ebene zeichnen (nur naherungsweise), was der beriihmte Mathematiker und Physikear] Friedrich GauBbewiesen hat

Definition

Eine Raumfigur mit einer Genzfliche, deren Punkte alle von einem Punkt in der Mitte der Raumfjur (Mittelpunkt genannt) den gleichen Abstand haben (Radius genannt), nennt man Kugel.
Formeln

Mit r wird der Radius bezeichnet (wie im Bild).

3

Volumen: V = %m‘

Oberfliche. Ap = 4xr?

Die platonischen Korper

Die fiinf platonischen Korper und ihre Netze
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Tetraeder Warfel] Oktaeder Dodekaeder Ikosaeder

1. (auch Hexaeder genannt)

Die platonischen Kérpersind Raumfiguren, dessen Grenzflidchen kongruent (,,gleich®) zueinander regelméRige Vielecke sind. Man hat schon in Altertum bewiesen, dass es genau 5 davon gibt: der
Wiirfel, den wir schon gelernt haben (mit 6 Quadrate als Grenzfldchen), das Tetraeder (mit vier gleichseitigen Dreiecke als Grenzflichen), das Oktaeder (mit acht gleichseitigen Dreiecke als
Grenzflachen), das Dodekaeder (mit zw6lf regelméRigen Fiinfecke als Grenzflachen) und das Ikosaeder (mit zwanzig gleichseitigen Dreiecke als Grenzflachen). Da alle Grenzflachen kongruent
sind, kann man nicht durch irgendein Merkmal eine Fldche von der anderen oder eine Kante von den andern unterscheiden. Wegen dieser und anderer Eigenschaften haben diese Korper die

Philosophen und Wissenschaftler seit der antiken Zeit interessiert.
Eine schone Animation der Korper und ihrer Kérpernetze findet mahier![1]

1. (Vorsicht:dieses Link kann den Browser bei alten Computer verlangsamen)

Andere Figuren

Torus Halbkugel Ellipsoid Paraboloid

Selbstverstandlich gibt es unendlich viele anderen Raumfiguren, hier erwdhnen wir noch déforus, die Halbkugel, dieEllipsoidenund die Paraboloiden

Volumen- und Oberflachenregeh

Fiir alle Korpes, die eine Grund- und eine (parellele zur Grundfliche) kongruente (,,gleiche) Deckiche haben, gilt, dass das ¥lumen V die Grundfliche Ag mal die Héhe A ist:
V=Ag'h

Genauer formuliert gilt diese Regel fiir alle Korper, die durch Parallelverschiebung einer ebenen Fliche entstehen. Fiir diese Korper gilt dann, dass die Mantelfliche Ajps die Summe deren

Teilflachen ist und die gesamte Oberfliche Ag = Aps + 2Ag. Fiir die Teilflachen sollte dann man die Formeln aus deGeometrie der Ebenebenutzen.

Fiir alle Korpes, die eine Grundfliche Ag und eine gegeniiber liegende Spitze haben, gilt, dass das dlumen ein drittel des Produkts der Grundfliche und der Hoheh ist:
V=1314ch

Genauer gesagt muss dazu gelten, dass die Abstinde zwischen Spitze und den Punkten auf dem Umfang der Grundfliche gerade sein sollen. Fiir diese Kérper gilt dann, dass die Mantelfliche Aps

die Summe deren Rilflichen ist und die gesamte Oberfliche Ag = A + Ag . Fiir die Teilfldchen sollte dann man die Formeln aus defGeometrie der Ebenebenutzen.

Intuitiver Beweis der Formel des Volumens des Quaders

c=2cm

1c

1cm
lcm a=2cm

b=3cm

1 cm3 (auch ,,Kubikzentimeter” genannt, Bild links)st ein Wiirfel, dessen Kante 1cm ist

Das Wort ,,Kubik® stammt aus dem griechischen Wt fiir Wiirfel. Als Hochzahl bedeutet ,,Kubik“ hoch 3, also Kubikzentimeter (cm3), Kubikmeter (m3) usw
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‘Wie man jetzt im Bild rechts sehen kann, wenn man einen Quader hat, dessen Lange 3cm, dessenrBite 2cm und dessen Hohe 2cm ist, dann beinhaltet dieser Quader 12 Wiirfel, je 1cm3, also ist das

Volumen 12c¢m3. Man kann daraus folgen, dass das ¥lumen eines Quaders allgemein die Ladnge mal die Breite mal die Hohe ist:

V=a-b-c

Anwendung der Formeln

Einsetzen
Die Liinge eines Lineals ist 3,1 dm, seine Breite 2,5 cm, seine Dicke 2 mm. Berechnen sie die Gesamtlinge seine Kanten, seine Oberflidche und -
Wie wir in der Geometrie der Ebeneschon gelernt haben kann man in solchen Aufgaben das ¥lumen durch Einsetzen berechnen. ¥n der Aufgabe Holzlineal

kann man schon erschlieBen, dass das Lineal die Form eines Quaders hat. Hier benutzt man das Wort ,,Dicke® anstatt ,,H6he“, also wird fiir diese

Dimension ein anderer Name benutzt. Man kann also die Formeln, die in dédformelsammlung fiir den Quader stehen, benutzen:

Volumen: V = abe

Oberfliche: Ap = 2ab + 2ac + 2bc

Kantensumme K = 12a

(Mit @ wird hier die Lange, mit b die Breite und mit ¢ die Dicke bezeichnet) )— ————— - -

Wie aber schon im entsprechenden Kapitel erwahnt, muss man davor warnen, falschen Einheiten anzuwenden! Die Einheiten muss man erst

uader
tiberpriifen und, wenn notwendig, umwandeln. Das ist in dieser Aufgabe schon der Fall: Q

a=31dm b=25cm c=2mm

Wir konnen alle drei Langenwerteentweder in dm oder in cm oder in mm benutzen. Lass uns hier alle in mm berechnen (wie wir es Kapitel tibeEinheiten gelernt haben):
2=31dn=310mm b=25cm=25mm c=2mm

Erst jetzt konnen wir diese Wrte in die Formel einsetzen:

Volumen: V = abe = 310 mm - 25 mm - 2mm = 15500 mm?®

Oberfliche: Ap = 2ab+ 2ac+2bc =2 310mm - 25mm + 2 - 310mm - 2mm + 2 - 25 mm - 2mm = 16840 mm?

Kantensumme: K = 4a + 4b+ 4c = 4(a + b+ ¢) = 4(310mm + 25 mm + 2mm) = 1348 mm

Umformen

Bei manchen Aufgaben muss man die Formel umformen (wie bei deGeometrie der Ebene), z.B.:

Y

Das Volumen eines (geraden) Zylinders ist 530ci#, seine Hohe 70mm. We viel ist seine Fldche?
In der Formelsammlung findet man die Formel fiir die Fléche:
Oberfliche: Ap = 2x 12 + 2w h

Wenn man die Formel betrachtet, findet man schon das Symbol h fiir die Hohe. Diese aber reicht nicht fiir die Berechnung des Volumens aus! Man braucht auch den

Radius 7 der Grundflache. Daher wendet man sich an den anderen dgaben der Aufgabe. Dort findet man den Wit nicht nur fiir die Hohe, sondern auch fiirs ¥lumen V.

Volumen: V = nr2h

Zylinder Die Werte sowohl fiirs Volumen als auch fiir die Hohe sind gegeben, daher kann man durch Umformen auch den &# fiir den Radius berechnen:
V =mrlh | : (wh)
vV _ .2
=T ly~
- . /Y
- wh

Die vorsichtige Leserin (oder Leser) hat vielleicht hier schon gemerkt, dass fiir die Hohe der Wert 7 anstatt 70 benutzt wurde. Wenn sie (oder er) noch den Grund nicht versteht, sollte sie bitte noch

mal den vorherigen Unterkapitel iiberEinsetzten noch mal lesen!
Jetzt kann man leicht die Oberflache berechnen:

Ao = 2ar(r + h) = 274,9(4,9 + 7) ~ 366,4 (cm?)

Kubikwurzel

Das Volumen eines Wiirfels ist 530cm3. We viel ist seine Fldche?
Diese Aufgabe ist dhnlich zur Aufgabe imletzten Unterkapiteliiber Umformen. Die Formeln fiir den Wiirfel sind:

V=a® Ao =6ad’.
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Man muss erst die Kantea des Wiirfels berechnen, um seine Fliche berechnen zu kénnen. Man kann dafiir die Formel fiirs Volumen benutzen, V' = a3, da der Wert des Volumens auch gegeben ist.

Welche ist aber die Gegenrechnung von ,,hoch 3“? Diese Gegenrechnung nennt man Kubikwurzel oder noch besser dritteivZel:
=V a=V

a = /530~ 8,1 (cm)

Dann kann man leicht die Oberfléche berechnen:

Ap =6a? ~ 68,12 ~ 393, 7(cm?)

Entsprechend zur Wurzel (die besser Quadratwuizel genannt wird), ist die dritte Wurzel (auch Kubikwurzel genannt) nur dann eine genaue Zahl, wenn die Zahl unter der Wurzel eine sogenannte

Kubikzahl ist, wie z.B.:
1(=13), 8(=23), 27(=3%), 64(=4%), 125(=5%), 216(=63), 343(=7?), 512(=8%), 729(=9°), 1000(=103), 0,008(=0,13), 9,261(=2,13)...
Dabher gilt:

Vi=

1
3
V33 ="7
2,1

Die Kubikwurzel von jeder anderen Zahl (die keine Kubikzahl ist) ist einfrationale Zahl

Diese Idee der Gegenrechnung kann man auf alle Hochzahlen erweitern:

Ya=»b - a=b
Jym=n — =nb
=2z - z=z1
p=q — 5
oder sogar (!):

Ya=b > a=0b
¥m=n - m=n%
YT =2z - z=2/
JP=q - p=q

Zur Vereinfachung der Symbole benutzt man keir Zahl am Anfang des Warzelzeichens, nur wennes um die Quadratwurzel geht:

Jm ist gleichbedeutend wie/m

Herzlichen Dank an alle, deren Bilder ich in diesem Kapitel benutzt habe!

Diagramme

Einfiihrung

In Diagrammen kann man verschiedene Daten in einem Bild darstellen, die man dann schnell ablesen kann. Diagramme kénnen helfen, einen schnellen Uberblick zu bekommen, werden aber auch

oft benutzt, um einen falschen Eindruck zu bewirken. Hier werden das Sdulendiagramm, das Liniendiagramm, das Kreisdiagramm und das Boxplotdiagramm présentiert, es gibt aber auch

zahlreiche andere Diagrammarten, wie z.B. Punktdiagramm, Balkendiagramm usw

Saulendiagramm

Das folgende Diagramm gibt die Anzahl der Packungen die eine gewisse Anzahl von Bananen pro Packung beinhalten.

So ein Diagramm nennt man Sdulendiagramm, weil es aus ,,Sdulen“ besteht. Wenn die Frage z.B. ist, wie viele Packungen 4 Bananen haben, geht

E‘ : man so vor:
| Fl
3
£ 4 Auf der Achse unten (waagerechte Achse, x-Achse) kann man die Bananen pro Packung ablesen, also kann man Bananen ablesen. Da wo 4
z z
Kl Bananen stehen (unten am Diagramm) befindet sich eine S&ule. Man kann sehen, wie hoch diese Séule ist. Sie ist so hoch wie 5 Packungen. Die
< 1
. L | I Anzahl der Packungen kann man links ablesen (auf der senkrechte Achse, der y-Achse). Also es gibt 5 Packungen mit 4 Bananen.
L] 1 z 3 4 5
Bonanen/Packug Wie viele Packungen haben 3 Bananen? Da, wo 3 Bananen stehen (unten, x-Achse), gibt es keingifile! Die Héhe der Saule ist daher 0. Es gibt also
Séulendiagramm keine (0) Packung, die 3 Bananen hat!

Wie viele Packungen haben keine Banane? Da, wo 0 Bananen stehen (unten, x-Achse), gibt es eine Sdule, die 4 Packungen hoch ist. Es gibt also 4

Packungen mit keiner Banane!

Wie viele Packungen haben hochstens 3 Bananen? Hochstens bedeutet bis, also so viel wie 3 Bananen oder weniger (also 2, 1 oder keine Banane). Es gibt keine Packung mit 3 Bananen, 3 Pack. mit

2 Ban.,, 2 Pack. mit 1 Banane und 4 Pack. mit keiner Banane, also insgesamt 0+3+2+4=9 Pack..

Wie viele Packungen haben mindestens 3 Bananen? Mindestens bedeutet ab, also so viel wie 3 Bananen oder mehr (also 4, 5, 6 oder mehr Bananen). Es gibt keine Packung mit 3 Bananen, 5 Pack.

mit 4 Ban. und 1 Pack. mit 5 Ban., also insgesamt 0+5+1=6 Pack..
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Mittelwerte bei einem Saulendiagramm

Bei einem Saulendiagramm kann man auchMittelwerte finden. Nehmen wir das gleiche Diagramm:

Aus dem Diagramm kann man eine Ebelle erzeugen!

Bananen pro Packung | Anzahl der Packungen | Gesamte Bananen in diesen Packungen

0 4 0-4= 0

% 5 1 2 1-2= 2

i 2 3 2:3= 6

b t]

+

g z 3 0 3-:0= 0

R I 4 5 45= 20

o 1 2 a 4 5
BananenPackung 5 1 5 . 1: 5
4+2+3+0+5+1= 0+2+6+0+20+5=
Summe 15 Packungen 33 Bananen
Es gibt also 33 Bananen in 15 Packungen. DeDurchschnitt ist daher: % = 2,2 B/P (Bananen pro Packung) im Durchschnitt.

Man kann auch den Median finden. Man soll die Werte (wie viele Bananen) einordnen. Wir haben 4 Packungen mit 0 Bananen (also die null kommt vier mal vor), 2 mit einer Banane, 3 mit 2

Bananen usw:

Modus
— N
0,0,0,9:1, 1,2, 2 ,2,2,4,4,445
+—7 Werte Median 7 Werte—

Wie man sehen kann, 3 kommt nicht vor. Wir haben ja keine Packung mit 3 Bananen, also der Wert 3 Bananen kommt nicht vor! Wir haben insgesamt 15 Werte (15 Packungen). Der Wert in der

Mitte ist der achte Wert, also 2. Der Median ist 2.

Welcher Wert kommt 6fters vor? 4 Bananen kommt 5 mal vor (in 5 Packungen). Alle andere ®te kommen nicht so oft vor Also 4 ist derModalwert

Liniendiagramm

In einem Liniendiagramm spricht man von einem Koordinatensystem. Es gibt zwei ,,Koordinaten®, die x-Achse (senkrecht) und die y-Achse (waagerecht).

40 1 In Balkendiagramm im vorherigen Absatz hatten wir diskrete Werte. Das bedeutet, das man z.B. den Wert 2 und den Wert 3 (Bananen im letzten
30 ) <= Beispiel) hat, aber keinen Wert dazwischen (z.B. keine 2,156 Bananen). Das Gegenteil von diskreten Werten sind die kontinuierliche Werte. In unserem

g 20 P Beispiel hier sieht man eine sogenannte (quasi-kontinuierliche) Kostenkurve. Man kann in Diagramm ablesen, sowohl wie viel die Produktion von z.B.
£ 10 = .__.---""'/ 60 T-Shirts kostet, als auch wie viele T-Shirts man mit z.B. 20€ produzieren kann. Fiir die erste Frage (wie viel kosten 60 T-Shirts) fangt man an der x-
a T Achse an, da wo die Anzahl der T-Shirts angegeben ist. Man geht von 60 (T-Shirts) senkrecht nach oben, bis man die Linie (oft Kurve genannt) trifft.

0 20 40 60 80 100 pappgeht man waagerecht zur y-Achse (hier links), bis man die y-Achse trifft, da wo die Kosten stehen. In diesem Fall sind die Kosten 25€. Umgekehrt
Anzahl der T-Shirts geht man vor, wenn die Kosten angegeben sind. In unserem Beispiel sind 20€ gegeben. Wie viele T-Shirts kann man damit produzieren? Man fangt in
diesem Fall mit der y-Achse an, da auf dieser Achse die Kosten angegeben sind. Man geht dann waagerecht rechts bis man die Linie trifft und dann senkrecht nach unten, bis man die x-Achse trifft.

Da kann man 45 EShirts ablesen. Man kann alsomit 20€ 45 FShirts produzieren.

Die Kurve in einem Liniendiagramm kann irgendeine Form haben (und nicht nur eine Gerade). Das folgende Beispiel zeigt die Kérpertemperatur von
. einer Person (namens Gregor) am 12.3.15. Man kann sich aber vorstellen, was im Diagramm dargestellt wird. Man kann z.B. sehen welche Temperatur

ot Gregor um 6 oder um 22.15 Uhr hatte, oder am welchen Zeitpunkten seineéfperatur z.B. 36,45T oder 36,6°C war

©©° 7 7 " Kreisdiagramm

Ein Kreisdiagramm zeigt Anteile des Ganzen. Es kann benutzt werden, um einen schnellen Uberblick von statistischen Daten zu bekommen.

Ein Beispiel: In einer Klasse sind 8 Personen aus Osterreich, 2 aus Deutschland, 2 aus der Tiirkei, 2 aus Serbien und 2 aus Tschechien. Diese Information kann man so
wie im Bild in einem Kreisdiagramm darstellen. Die Halfte des Kreises sind die 8 Personen aus Osterreich. Die andere Hélfte ist in vier gleichen Teilen geteilt, also

jeweils 2 Personen fiir Tiirkei, Deutschland, Serbien und 3¢hechien.

Boxplot

Ein Boxplotdiagramm hilft bei der Darstellung von statistischen Daten, wobei es nicht um ein ganzes geht (im Gegenteil zum Kreisdiagramm).

- Medm e - Mit einem Boxplotdiagmmm bekommt man einen schnellen Uberblick iiber die Verteilung der Daten. Im Bild kann man mit einer dicken
P senkrechten Linie den Median sehen. Das ,,Box“ fangt links dort, wo % der Daten stehen und endet rechts dort, wo % der Daten stehen. Dazu
‘m'—CD—’ gibt es zwei senkrechte Linien, die den kleinsten und den groSten Wert zeigen. Dazu kann es auch ,,Ausreifier” geben, also Daten die zu gro

" n T T . oder zu klein sind.

Lineare_Gleichungssysteme
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Einsetzungsverfahren

In einem Café gibt es 8 Tsche. Manche sind fiir 3Personen und der Rest fiir 5 Personen. Insgesamt kann das Café 36 Personen bedienen. i#/viele 3 bzw 5 Personen-Tische gibt es im Café?

Wie 16st man so eine Aufgabe? Man benutzt ein sogenanntes lineares Gleichungssystem. Wir werden uns hier mit der einfachste Form eines Gleichungssystems beschéftigen, einem

Gleichungssystem mit zwei unbekannten und zwei Gleichungen. Es gibt verschiedene &ge so ein System zu losen, wir werden hier zundchst einmal einen g zeigen.

Hier gibt es zwei unbekannte, die Anzahl der Tische fiir 3 Personen und die Anzahl der Tische fiir 5 Personen. Wenn man in Mathematik etwas nicht kennt, benutzt man ein Symbol dafiir, in der
Regel  (kann aber a, b, z, A;, oder irgendwas sein). Lass uns dann mitz die Anzahl der Tische fiir 3 Personen bezeichnen. Wr wissen nicht, ob die Anzahl der Tsche fiir 5 Personen gleich so grof8

wie die Anzahl der Tische fiir 3 Personen ist. Daher miissen wir fiir die Anzahl der iEche fiir 5 Personen ein anderes Symbol benutzen, z.B. yAlso:
z: die Anzahl der Tische fiir 3 Personen
y: die Anzahl der Tische fiir 5 Personen

Wie schon gesagt, wir wissen nicht, wie viele Tische es fiir 3 oder fiir 5 Personen gibt. Wir wissen aber schon, dass es insgesamt 8 Tische gibt. Also die x Tische und die y Tische zusammen sind 8
Tische:

z+y=8
Die g Tische sind fiir 3 Personen. Wir wissen zwar nicht, wie vielg ist, aber wir konnen sagen, dass

1 Tisch

- (3-1=) 3 Personen
2 Tische - (3-2=) 6 Personen
5Tische -~ (3-5=) 15 Personen
8 Tische — (3-8=) 24 Personen also
x Tische —» (3-x=) 3z Personen

da wir x Tische haben, anstatt eine bestimmte Zahl, wiel, 2, 5 oder 8 Tische.
In der gleichen Weise kann man sagen, dass diey Tische (fiir 5 Personen)5y Giste bedienen kénnen.

‘Wir haben also 3z Personen an denz Tischen und 5y Personen an deny Tischen.

Wir wissen jetzt nicht, wie viel3x oder 5y ist (das sind Personen), wir wissen aber, dass insgesamt 36 Personen bedient werden konnen, also:
3z 45y =36

Wir schreiben jetzt beide Gleichungen zusammen:

z+y=38

3z + 5y =36

Mit einer Gleichung konnen wir weder x noch y finden, wir konnen aber hier die erste Gleichung (am einfachsten) umformen:

z=8—y

Da wir es wissen, dass x=8-y ist, konnen wir dann in der zweiten Gleichung statt x, 8—y schreiben:

3z (=8-%) | 5y =86 (x wird also durch 8-y ersetzt)

(hier war z)

——
3. 8-y) +5y=236
Jetzt haben wir eine Gleichung mit einem Unbekannten. So was kénnen wir schon losen, wie wir beim Kapitelmformen gelernt haben:

3-(8—y)+5y=236 |[Klammer auflésen

24 — 3y + 5y =36 |-24 (und y zusammenrechnen)
2y =12 | :2
y==6

y sind die Tische mit 5 Personen. Es gibt also 6 Tsche fiir 5 Personen. We viele sind die restlicher? Wir benutzen unsere Gleichung:
z=8-y= » 2=8-6=2

Es gibt also x=2 Tische fiir 3 Personen und y=6 Tsche fiir 5 Personen. Somit haben wir die Aufgabe geldst!

Definitionen

Lass uns jetzt ein paar Begrife erklaren.

Eine Gleichung ist ein mathematischer Ausdruck, der das Symbol ,,=* (,,ist“, ,,gleich“ oder ,,ist gleich“ ausgedriickt) zumindest einmal beinhaltet und bei dem auf beide Seiten des Symbols ,,=“
andere mathematische Ausdriicke stehen. ,,6+3=" ist noch keine Gleichung, ,,6+3=9“ oder ,,6+3=x“ oder ,,6+y=x“ schon.

z

Wenn alle Variablen in der Gleichung ohne Hochzahl oder sonst was vorkommen, dann spricht man von einer linearen Gleichung(l). 6+3 =2 oder 6 +y=2 oder 6+ 5y = 3 sind lineare

Gleichungen. 6 + 3 = 22, 6+3= /@ oder 6 + 5y = % hingegen nicht (letztere weilzz im Nenner ist).

Eine Gleichung kann keine, eine oder mehrere Variablen beinhalten. 6 + 8 = 9 hat keine Variable (und ist allerdings eine wahre Aussage: 6+3 ist tatsichlich 9). 6 + 3 = &, 6 + 3 = 2,
6 + 3 = \/z haben eine Variable. 6 +y = z, 6 + 5y = % und 6 4 5y = % haben zwei Variablen.
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‘Wenn man zwei oder mehrere Gleichungen igendwie verbindet, dann hat man einGleichungssystem In diesem Kapitel haben wir 2 Gleichungen je mit 2 unbekannten gehabt:
z+y=28
3z 4 5y =36

Da beide Gleichungen hier linear sind, spricht man von einem linearen Gleichungssystem. So ein System kann man in verschiedenen Wege 16sen. Der Weg, den wir hier benutzt haben, nennt man
Einsetzungsverfahren Es gibt dann noch das Gleichsetzungsverfahien und das Additionsverfahren (wir werden sie gleich lernen). Das Einsetzungsverfahrenist sehr wichtig (auch in anderen
Wissenschaften, wie in der Physik), da man es leicht auch bei nicht lineare Gleichungssysteme anwenden kann. Dieses Thema ist von einem héheren Niveau und daher nicht in diesem Buch

behandelt.

Die Zahlen (manchmal aber auch Symbole), die vor den Variablen stehen und mit diesen multipliziert werden, nennt man Koeffizienten. In der zweiten Gleichung (3z + 5y = 36) ist der

Koeffizient vonz 3 und vony 5. In der ersten Gleichung @ + y = 8) steht keine Zahl vor den Variablen. Trotzdem sagt man dann, dass der Koeffizient 1 ist (es gilt ja,dass 1 - & =z undly =y

7

klar, man soll in solchen Fillen immer die Vorgaben lesen). Wenn ein Symbol benutzt wird, der eine feste Zahl (und daher keine Variable) darstellt, dann nennt man diese Symbol eine Konstante.

1 3
ist). Bei % B 2+ ¢ v = d ist der x-Koeffizient 5 der y-Koeffizient - und der z-Koeffizient —1. Die Symbole c und d sind in dieser Gleichung nicht Variablen (das ist aber nicht immer

Die Konstante c ist hier gleichzeitig der Koefizient der Variablen v. Die Konstante d hingegen ist keiner Koefizient.

Wie wir spéter in diesem Kapitel feststellen werden, ein Gleichungssystem kann keine, zwei odemendlich viele Losungen haben.

Gleichsetzungsverfahren

Bei diesem Verfahren formt man zwei Gleichungen auf einer Variable um und setzt dann die andere Seiten beider Gleichungen gleich. Dieses Verfahren ist nur bei bestimmten einfachen Aufgaben

leicht zu verwenden und daher nicht besonders zu empfehlen. Wrum das so ist, kann man gleich im Beispiel desvorherigen Teilkapitels feststellen:
z+y=38

3z 4 5y =36

Formen wir beide Gleichungen aufg um:

= Die erste Gleichung geht leicht:
z4+y=8 daher
z=8-y

= Die zweite Gleichung ist etwas schwerer:
3z +5y=36 |5y
3z=36—5y |3

_ 36-5y
- 3

Das Gleichungssystem sieht jetzt wie in Folgendem aus:

z=8-y
_ 36-5y
T = T
Da beide Ausdriicke rechts der beiden Gleichungen gleich mig sind, sind sie auch zueinander gleich:

36-5y

3 8-y

Jetzt haben wir eine Gleichung mit einer Unbekannte, was man mitmformen 16sen kann:

YW _g oy |3
36 — 5y =3(8 —y) |(Klammer auflésen)
36 —5y=24—3y |-36+3y

—2y=—12 [:(-2)

—y=6

und daher

z=8—-y=8—-6=2

Die Antwort ist:

z=2undy=26

also genau wie vorher wie es zu erwarten war

Additionsverfahren

Das Additionsverfahrenist wichtig, weil es das einfachste bei komplizierteren Gleichungssystemenist, z.B. mit mehreren Gleichungen und Variablen. Solche gr6Rere Gleichungssysteme kommen

vor allem in Physik und Mathematik vorWie das Verfahren funktioniert kann man am Besten durch ein Beispiel verstehen.

2z 4+ 3y=11
Te+2y=—-4
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Nehmen wir hier die Variable y (man kann aber genauso die Variable & benutzen). Der y-Koeffizient in der ersten Gleichung ist 3 und in der zweiten 2. Wenn wir den ersten Koeffizient mit 2
multiplizieren und den zweiten mit -3 bekommen wir 6 und ihre Gegenzahl -6. Wenn wir beide Seiten der ersten Gleichung mit 2 multiplizieren, dann haben wir auf beiden Seiten das Gleiche
gemacht und beide Seiten werden weiter gleich bleiben (siehe Gegenrechnungen). Ebenfalls wenn wir beide Seiten der zweiten Gleichung mit -3 multiplizieren, bleiben beide Seiten dieser
Gleichung gleich:

{2a:+3y=11 } |-2
Te+2y=—4 [+(-3)

{ 4z + 6y =22 }

—2lz — 6y =12

Wenn wir jetzt die Summe der linken Seiten und die Summe der rechten Seiten beider Gleichungen berechnen, werden diegébnisse gleich sein:
4z + 6y — 21z — 6y = 22 + 12

—17z = 34

Zauberei! Jetzt haben wir nur eine Gleichung mit einem Unbekannten, die wir sofort 16sen kénnen!

—17x = 34 |:(-17)

r=-2

Wenn wir jetzt eine der beiden Anfangsgleichungen nehmen, kénnen wir auch y berechnen. Nehmen wir die erste:

2,’!,’(:_2) + 3y = 11 (x ist -2, wie wir gerade berechnet haben)

(=2)
2-(-2)+3y=11

—4+3y=11 |+
3y=15 [:3

y=35

Die Losung des Gleichungssystems lautet daher:
z=—-2undy=>5

Tatsdchlich kann man diese Werte in beiden Gleichungen einsetzen und feststellen, dass das Ergebnis stimmt. Ersetzen wir in beiden Gleichungen x durch -2 und y durch 5, dann bekommen wir

eine wahre Aussage:
225D 13y =11
125D 42y =4

{ 2(-2)+3:5=11 } (tatsachlich —4+15=11)!

7(-2)+2-5=—4 (tatséchlich —14+10=—4)!

Es gibt kein anderes Zahlenpaay der beide Gleichungen richtig 16st, also die Losung ist eindeutiglst es aber immer so? Das ist das Thema des ndchsten Unterkapitels.

Graphische Losung eines linearen Gleichungssystems

Im Kapitel iiber lineare Funktionen wird erklart, wie man in einem Koordinatensystem eine lineare Funktion mit Hilfe von zwei Punkten zeichnen kann (zwei Punkte sind eine hinreichende und

notwendige Voraussetzung, um eine lineare Funktion zu definieren; daher reichen zwei Punkte um die Funktion zu zeichnen). Nehmen wir die erste Funktion vom folgendem Gleichungssystem:

rz+y=28 (Funktion A)
3z +5y=36 (Funktion B)
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Man kann zwei Punkte fiir die Funktion finden, indem man willkiirlich Wte fiir x angibt und die entsprechenden Wte fiir y findet. Fiiraz = 0 ist:
z+y=8-y=8-z-y=8-0-y=8

Firz =1ist:

z+y=8-y=8-z-y=8-1-y="T.

Wir haben also zwei Punkte der Funktion A:Py4; (0|8) und Pgg(1|7). Diese Punkte kénnen wir dann im Koordinatensystemzeichnen und auch die Gerade, die der Funktion z + g = 8 entspricht,

wie im Bild ,,Funktion A“.

Entsprechend kann man Punkte fiir die Funktion B finden. Fiig = 0 ist:

3z +5y=36-5y=36—-3z - 5y=36—-3:-0-5y=36 - y="7,2
Firg =1ist:

3z4+6y=36 - by=36—-3z - by=36—-3-1 - by=33 -~ y=6,6.

Wir haben also zwei Punkte der Funktion B: Pg; (0|7,2) und Ppgy(1|6,6). Diese Punkte kénnen wir dann im Koordinatensystem zeichnen und auch die Gerade, die der Funktion 8z + 5y = 36

entspricht, wie im Bild ,,Funktion B“.

‘Wenn wir jetzt beide Funktionen in einem Koordinatensystem zeichnen, dann bekommen wir das Bild ,,Funktion A und B“. Da kann man klar sehen, dass die Funktionen einander an einem
einzigen Punktschneiden, den Punkt L(2|6). Dieser Punkt ist die Losung des Gleichungssystemsder Funktionen A und B. Leider kann man i.d.R. den z- und den y-Wert nicht genau ablesen,

daher ist diese Methode nicht so genau, wie die drei ¥fahren der vorherigen Absitzen.

Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems

Wir haben in den vorherigen Absétzen folgende Gleichungssysteme gelost:

Gleichungssystem A Gleichungssystem B
z+y=38 2z +3y=11
3z + 5y = 36 Te+2y=—4
Die Losung des ersten linearen Gleichungssystems wae = 2 und ¢ = 6, des zweitensz = —2 und y = 5. Geht es aber immer, dass ein Gleichungssystemeine Losung hat? Die Antwort ist nein.

Probieren wir das folgendes Gleichungssystem mit dem Einsetzungsverfahren zu losen:

Gleichungssystem C
z+2y=38
2c +4y =28

Losung
c+2y=28 —x=8-2y
2z +4y=8 - 2(8—2y)+4y=28 - 16—4y+4y=38 -16=8 !

Man sagt, dass die Aussage am Ende falsch ist. 16 ist doch nicht gleich 8! Das bedeutet, dass die beiden Gleichungen, die wir im Gleichungssystemhaben (& + 2y = 8 und & + 2y = 8), nicht
gleichzeitig erfiillt werden konnen Man sagt, dassdas Gleichungssystem keine Losung hat

Es gibt allerdings noch eine Moglichkeit. Das Gleichungssystem kann unendlich viele Losungen haben, wie im folgenden Beispiel:

Gleichungssystem D
z+2y=38
3z +6y=24
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Losung
z+2y=8 —z=8-2y
3z +6y=24 - 3(8—2y)+6y=24 - 24—6y+6y=24 -24=24

Man sagt, dass die Aussage am Ende immer wahr ist. Egal wie viel @ ist, die beiden Gleichungen werden immer gelten. Man soll doch etwas vorsichtig sein. Wenn y = 3 ist, dann ist & = 2 (erste
Gleichungz +2y=8 - 2=8-2y - 2=8-2-3 - 2=2) Wenny=1 ist,dannistz =6 (erste Gleichungz +2y=8 -2z=8-2y - z=8-2:1 - z=6).

Fiir jedes & gibt es ein bestimmtesy und umgekehrt.

Allerdings gilt genau das Gleiche in der zweiten Gleichung: Wenny = 3 ist,istz =2 Bz +6y=24 - 324+6-3=24 - 3x=6 - £=2). Wenny=1ist,dannistz =26 (
3z+6y=24 - 3x+6-1=24 - 3x=18 - = 6). Egal welchen Wert man fiir y benutzt, wird es fiir beide Gleichungen der gleiche Wert fiir  als Losung gelten (und
umgekehrt). Es gilt nicht, dass alle Wertepaare (alle Punkte auf der Ebene) Losungen des Gleichungssystems sind, sondern dass alle Losungen der einen Gleichung auch Losungen der anderen

Gleichung sind.

Das war allerdings nicht der Fall, als wir eine Losung des Gleichungssystems hatten (und auf gar keinen Fall, als wir keine Losung hatten). Nehmen wir beispielsweise das Gleichungssystem A:
z+y=38
3z +5y=36

Da haben wir als Losung ¢ = 2 und y = 6 gefunden. Diese Losung gilt gleichzeitig fiir beide Gleichungen. Tatsachlich wenn & = 2 ist, dann gilt fiir die erste Gleichung (x +y=8 -
y=8—-=x - y=8—-2 -)y=~6 aber auch fiir die zweite Gleichung (3z +5y=36 - 3-2+56y=36 - By=30 —)y=6. Wenn aber z = 3, dann gilt fiir die erste
Gleichung (¢ +y=8 - y=8—-x - y=8—-3 -)y=>5. Fir die zweite Gleichung hingegen gilt in diesem Fall: (3z +5y=36 - 3-3+b5y=36 - by=27 -)
y = b,4. Die beiden Gleichungen haben den gleichen Wert fiir y(den Wert 6), nur wenn & = 2 ist. Man sagt, dass Gleichungssystem A und B eine Losung haben, Gleichungssystem C keine und

Gleichungssystem D unendlich viele Losungen haben.

Ein lineares Gleichungssystem kann keine, eine oder unendlich viele Lésungen haben.

Viel besser kann man das Ganze verstehen, wenman die graphischen Losungen betrachtet.
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Im Gleichungssystem A gibt es nur ein Wertepaar, das fiir beide Funktionen stimmt: L 4 (2|6). Wenn g = 2 ist, dann ist y = 6 fiir beide Funktionen. Fiir jeden anderen Wert von x stimmt der
Wert von y nicht mehr iiberein. Beispielsweise fiir £ = —3 ist fiir die Funktion  +y =8 gy =11 und fiir die Funktion 3z + 5y =36 y =9. Es gibt nur ein Wertepaar, das fiir beide

Funktionen eine Losung ist, und dieses Wrtepaar (also der PunktL 4 (2(6)) ist die Losung des Gleichungssystems.

Entsprechend hat auch das Gleichungssystem B nur eine Losung, den Punkt (Wertepaar) Lg(—2|5), wie man eindeutig im entsprechenden Bild auch sehen kann. Das ist allerdings nicht der Fall
fiir das Gleichungssystem C. Da laufen die Darstellungen der Funktionen im Koordinatensysem (die Geraden sind) parallel zueinander, sie treffen einander nie. Sie haben daher keinen
gemeinsamen Punktund das Gleichungssystem hat daher keine Losung (man sagt, dass die Losung die leere Menge ist). Im Gleichungssystem D hingegen sind alle Punkte der einen Funktion
auch Punkte der anderen. Alle Wertepaare, die zu diesen Funktionen gehoren, sind daher auch Losungen des Gleichungssystems D. Das System hat somit unendlich viele Losungen. Beide
Funktionen sind in diesem Fall unterschiedliche Darstellungen der gleichen Funktion. Tatsédchlich, wenn man beide Seiten der zweiten Funktion (des Systems D) durch 3 dividiert, bekommt man

die erste Funktion:

3z +6y=24 |:3 — z+y=8.

Losbarkeit eines linearen Gleichungssystems

Ein Problem ist 1gsbar wenn es moglich ist, es zu 16sen. Es gibt in der Mathematik einige Problem bei denen es bewiesen wurde, dass sie nicht losbar sind (beispielsweise diKlassische Probleme
der antiken Mathematik). Bei linearen Gleichungssystemen bezieht sich die Frage der Losbarkeit auf die Anzahl der moglichen Losungen des Systems, also ob das System keine, eine oder
unendlich viele Losungen hat. Um das herauszufinden, kann man selbstverstandlich versuchen, das System tatsdchlich zu 16sen. Es gibt aber auch einen anderen Weg. Hier wird beschrieben, wie

man mit Systemen mit zwei Gleichungen und zwei unbekannten arbeitet. Fiir komplizierteren Systemen braucht man Matrizentheorie (Thema des Universitdtsstudiums).

Man soll zuerst beide Gleichungen in die sogenannte explizite Form umformen, also in der Form, in der y allein auf der linken Seite steht. Nehmen wir die Gleichungssysteme A, C und D des

vorherigen Absatzes:

Gleichungssystem A Gleichungssystem C Gleichungssystem D
z+y=38 z+2y=38 r+2y=28
3z 4+ 5y = 36 2z +4y =8 3z 4 6y =24

In der expliziten Form sehen diese Systeme wie im Folgenden aus:

Gleichungssystem A Gleichungssystem C Gleichungssystem D
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y=-—c+8 y=-5+4 y=-2+4
y=—0,6z + 7,2 y=—-5+2 y=—5+4
Bei System A ist die Steigung unterschiedlich (-1 in der ersten Gleichung und -0,6 in der zweiten).

Wenn die Steigung der beiden linearen Funktionen unterschiedlich ist, dann hat das System mit Sicherheit genau eine Losung.

Bei den Systemen C und D ist die Steigung iiberall die Gleiche (—%). Im System C haben die Gleichungen einen anderen y-Achsenabschnitt (+4 und +2). Im System D ist hingegen auch der y-
Achsenabschnittder beiden Gleichungen der gleiche (+4)

Wenn die Steigung der beiden linearen Funktionen die gleiche ist, gibt es zwei Méglichkeiten:

= Ist der y-Achsenabschnitt unterschiedlich, dann gibt es keine Lésung.

= Ist der y-Achsenabschnitt der gleiche, dann gibt es unendlich viele Lésungen.

Vorgang bei Textaufgaben

Schon am Anfang dieses Kapitelshaben wir uns mit einer Bxtaufgabe beschiftigt. Dort haben wir schon gelernt, wie @taufgaben zu 16sen sind. Die Aufgabe war:
In einem Café gibt es 8 Tsche. Manche sind fiir 3Personen und der Rest fiir 5 Personen. Insgesamt kann das Café 36 Personen bedienen. @/viele 3 bzw 5 Personen-Tische gibt es im Café?

Schauen wir die Denkweise genauer an. Die Anzahl der Tische ist bekannt, als auch die der Personen insgesamt. Was ist hier unbekannt (und letztendlich auch gefragt)? Wie viele Tische fiir 5
Personen und wie viele fiir 3 Personen es gibt. Fiir die Unbekannten in jedem mathematischem Problem benutzt man irgendwelche Symbole. Wir haben x und y benutzt, dass konnte aber genauso a
und b, oder m und n, oder f und d oder irgendwas anders sein. Wichtig: Es gibt zwei Unbekannte, wir miissen also zwei verschiedenen Symbole dafiir benutzen. Wenn es drei Unbekannte gibt, dann

soll mal drei unterschiedlichen Symbole benutzen usw(wie werden uns aber hier nur mit Gleichungssystemen mit zwei Unbekannten beschaftigen).

Am Anfang muss man definieren, was jedes Symbol darstelln dieser Aufgabe haben wir gesagt, dass die Tsche fiir 3 Personen und y die Tsche fiir 5 Personen sind:
x: die Tische fiir 3 Personen

y: die Tische fiir 5 Personen

Dieser Schritt sollte nicht so schwer sein. Man gibt einfach Namen (Symbole) fiir die unbekannten Sachen. Beim néchsten Schritt haben viele Menschen die groften Schwierigkeiten. Dabei ist die

Sache nicht wirklich so schwer. Man soll das Problem vorsichtig lesen und den Text in die he Sprache Dafiir muss man nicht den ganzen Text verstehen, sondern auf

Schliisselworte beachten. In dieser Aufgabe steht, dass es 8 Tische gibt. Auch wenn man nicht wiisste, was ein Tisch ist, kann man schon schreiben, dass die Tische zusammen 8 sind. Welche

Rechenart steht in Mathematik fiir zusammen? Die Addition. Also:
x+y=8

Wir haben zwei Unbekannte, also wir brauchen zwei Gleichungen, um die Aufgabe eindeutig zu l6sen. Die zweite Gleichung zu erzeugen war in dieser Aufgabe nicht so leicht. Wir haben gesagt:
Wenn es 2 Tische fiir 3 Personen gibt, dann sitzen an diesen Tischen 2:3=6 Personen, es 5 Tische fiir 3 Personen gibt, dann sitzen an diesen Tischen 5-3=15 Personen usw. Man merkt, dass damit
wir die Personen berechnen, die Anzahl der Tische mit der Anzahl der Personen pro Tisch (hier 3 Personen pro Tisch) multiplizieren miissen. Wir wissen aber nicht, wie viele Tische fiir drei
Personen es gibt. Wir haben aber doch ein Symbol dafiir benutzt: das sind x Tische. Dieses Symbol muss man also mit der Anzahl der Personen pro Tisch (hier 3) multiplizieren, um durch einen
Term zu zeigen, wie viele Personen an diesen Tischen sitzen konnen: 3x! Dass ist (noch) nicht eine bestimmte Zahl, das sind aber doch die Personen die an diesen x Tischen sitzen kénnen.
Entsprechend konnen an den y Tischen fiir 5 Personen insgesamt 5y Personen sitzen (Anzahl der Tische y mal Personen pro Tisch, hier 5). In der Aufgabe steht, dass das Café insgesamt 36
Personen bedienen kann. Also die Anzahl der Personen, die an den zweii§chkategorien (eine Kategorie die 3-Personen Bche, zweite Kategorie die 5-Personen Tsche) sitzen konnen ist insgesamt

36 Personen. Welche Rechenart wird hier angedeutet? Weder Addition. Die Personen der beiden Ktegorien zusammen (also plus) sind 36:
3x+5y=36

Wir haben also zwei Gleichungen und zwei Unbekannte.

x+y=8

3x+5y=36

Jetzt kann man eine der dagestellten Wege benutzen, um x und y herauszufinden. In unserem Beispiel haben wir das Ersetzungsverfahren benutzt.

Erzeugen wir das Gleichungssystem fiir noch ein paar @taufgaben:

Iris ist 2,5 mal dlter als ihr Bruder Andeas. Zusammengezdhlt sind ihie Altersjahren 14. Wie viele Jahren alt sind die beiden Geschwister?

Gefragt sind die Lebensalter der beiden GeschwisterWir schreiben mit i das Lebensalter von Iris nd mit a von Andreas. Iris ist 2,5 mal alter und zusammen sind die Jahre 18:
i=2,5-a und i+a=14

Dieses System lésst sich sehr leicht durch das Ersetzungsverfahren 1sen. Wersetzen i in der zwdten Gleichung durch 2,5a (da i=2,5a, wie es schon in der ersten Gleichung steht):

i+a=18 — 2,5a+a=14 — 3,5a=14 (:3,5) — a=4 und sofort i=2,5a=2,8 — i=10 (also tatsdchlich i+a=14)

Die Summe des Fiinffachen einer Zahl und 4 ist so viel wie eine andere Zahl um 1 reduziert. Die Differenz des dreifachen der zweiten Zahl und 43 ist so viel wie die erste Zahl um 14 erhéht.

Berechnen sie die Zahlen.
Viele finden solche Aufgaben extrem schwerDabei muss man einfach Schritt fiir Schritt vogehen. Erst gibt man Symbole fiir die zwei unbekannten Zahlen.

e ist die erste Zahl
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z ist die zweite Zahl

Gehen wir Schritt fiir Schritt vor:

Die Summe des Fiinfachen einer Zahl... Die erste Zahl haben wir e genannt. Das fiinfache bedeutet 5e. Uber die Summe wissen wir noch nichts, auer dass der erster Summand 5e sein wird.
Die Summe des Fiinffachen einer Zahlund 4.... Hier erkennen wir den zweiten Summand: 4. Also bisher haben wir: 5e+4

Die Summe des Fiinffachen einer Zahl und 4 ist so viel wie.... ... ist so viel wie in der mathematische Sprache umgesetzt ist nichts mehr und nichts mehr als das Symbol fiir gleich (=). Also bisher

haben wir: 5e+4=

Die Summe des Fiinffachen einer Zahl und 4 ist so viel wie eine andere Zahl um 1 reduziert Die zweite (die "andere") Zahl haben wir z genannt und sie wird um 1 reduziert also z—1. Bisher haben

wir: 5e+4=z—-1 Hier endet der erster Satz. W haben also schon unsere erste Gleichung!
Se+4=z-1

Fangen wir jetzt mit dem zweiten Satz an: Die Differenz des dreifachen der zweiten Zahl.... Uber die Differenz kenne wir nur den Minuend. Er ist das dreifache der zweiten Zahl. Die zweite Zahl

haben wir z genannt, also ist ihr Dreifaches 3z. Bisher haben wir daher: 3z—...
Die Differenz des dreifachen der zweiten Zahlund 43 Jetzt haben wir auch den Subtrahend der Differenz: 3z-43
Die Differenz des dreifachen der zweiten Zahl und 43ist so viel wie...ist so viel wiebedeutet ist gleich: 3z—43=

Die Differenz des dreifachen der zweiten Zahl und 43 ist so viel wie die erste Zahl um 14 erhéhtDie erste Zahl ist e und sie wird um 14 erhéht (also plus 14): 3z—43=e+14. Wir haben jetzt auch die

zweite Gleichung! Das Gleichungssystem lautet:

S5e+4=z-1

3z-43=e+14

Dieses System kann man dann mit einem der prasentierten &fahren 1osen. Die Antwort ist e=3 und z=20, wie man tiberpriifen kann:
5:3+4=20-1 v und

3-20-43=3+14 v

Viele Menschen denken, dass solche Aufgaben schwer waren. Wie man hier sieht, wenn man die Aufgabe Schritt fiir Schritt 16st, ist es nicht so schwer. Das braucht einfach etwas Konzentration, ist

aber durchaus fast fiir jeden moglich.
In einer Flups gibt es 37 Fopats. Manch davon laben 4 Hupals, die estlichen 7 Hupals. Die Flups beihaltet damit 190 Hupals. ¥ viele Trépats mit 4 bzw 7 Hupals gibt es?

Man mag hier fragen, was zum Teufel Flups, Tropats und Hupals sind. Meine Antwort ist dann eine weitere Frage: Ist diese Kenntnis fiir die Losung der Aufgabe notwendig? Die Antwort ist ganz
einfach NEIN! Wenn in einer Priifungssituation jemand eine unbekanntes Wort trifft, soll man erst entscheiden, ob dieses Wort fiir die Losung wichtig ist, sonst verliert man Zeit, die fiir eine
Priifung i.d.R. sehr wichtig ist. Ziel dieser Aufgabe ist darauf aufmerksam zu machen. In der Aufgabe wird NICHT gefragt, was Flups usw sind. Man braucht es daher auch nicht wissen. Wichtig
sind nur Schliisselworteund -phrasen, wie z.B. In... gibt es, was darauf hinweist, dass die Tropats insgesamt 37 sind. Der erste Schritt ist fiir jede Unbekannte ein Symbol einzusetzen. Wenn v die

Tropats mit 4 Hupals sind und s die Topats mit 7 Hupals, dann haben wir die erste und die zweite Gleichung, genau wie im ersten Beispiel in dieseneilkapitel:
v+s=37
4v+75=190

Das System kann man dann in einer beliebige Wise l6sen. Die Antwort ist 23 Fopats mit 4 Hupals und 14 Topats mit 7 Hupals (was das auch immer sein konnte:=).

Lineare_Funktion

Grundlagen

Funktion allgemein

‘Wenn man z.B. die Temperaturen um gewissen Uhrzeiten an einem Tag misst, dann hat man schon eine Art von Funktion. Man sagt, dass die Temperatur die abhédngige Variable ist und die Uhrzeit
die unabhdngige. Fiir jeden Wert der unabhéngigen Variable gibt es einen Wert der abhédngigen Variable aber fiir jeden Wert der abhéngigen Variable kann es keine, eine oder mehrere Werte der

unabhdngigen Variable geben.

:unm-n: 1L-m|>.’<2'. In unserem Beispiel: fiir jede Uhrzeit gibt es genau eine Temperatur (es kann nicht mehrere geben), eine
5 30
t :n, t |l¢ | Temperatur aber kann nie, einmal oder mehrmals vorkommen. Man kann die ganze Information in einer
= | 25
04 " n " Tabelle schreiben und mit Hilfe der Ebelle, kann man auch ein Diagramm erstellen:
e T ] T 20 L] [
i ! = u
L | - 2 15 g n L] Wie man im Diagramm ablesen kann, es gibt nur eine Temperatur fiir jede Uhrzeit (z.B. um 10 Uhr ist die
10 14 b} n
= | = é‘ 10 b Temperatur 14°C und nicht gleichzeitig 18°C) aber fiir jede Temperatur kann es keine (z.B. 5°C gibt es
2 | o | E
TR Lo nicht), eine (z.B. 10° C gibt es nur um 6 Uhr) oder mehrere Zeiten (z.B. 15°C kommt 2 mal vor, man kann
L 4 1 o sogar raten, dass es die gleiche Bmperatur irgendwann zwischen 10 Uhr und 12 Uhr gab!).
18 | 30 | 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24
- 1 Uhrzeit
22 15

Lineare Funktion

Wenn das Diagramm einer Funktion eine Gerade ist, dann geht es um eine sogenannte lineare Funktion. Ein

lineare Funktion hat die allgemeine Form:
y=k x +d

wo y die abhdngige Variable ist, x die unabhéngig Variable und k und d igendwelche Konstanten (Zahlen, die sich nicht andern, wie die dfiablen). So sind die folgende Funktionen linear:
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y=3x — 2y=-0,5x+130y= % x — 2,3y=-V3 x -5

In der ersten Funktion y=3x — 2 ist k=3 und d=-2.

In der zweiten Funktion y=-0,5x+130 ist k=-0,5 und d=130.

In der dritten Funktion y= 3% x — 2,3ist k= 34 und d=-2,3.

In der vierten Funktion y=-V3 x -5 ist k=-V3 und d=-5.
Selbstverstandlich kann man statt x und y andere Symbole benutzen:

y=3x — 2, a=3b — 2 und V=3h - 2 sind Darstellungen der gleichen Funktion, es werden nur andere Symbole fiir x und y benutzt. y= % x — 2,3 ist doch eine andere Funktion, weil k und d (die
Konstanten) anders sind. Wenn allein k oder allein d oder beide k und d anders sind, dann haben wir eine andere lineare Funktion. Wenn k und d gleich sind, dann haben wir die gleiche Funktion,
egal welche Symbole wir fiir x und y benutzen.

In einer lineare Funktion ¢ = kz + d wird die Konstante, mit der x multipliziert wird (hier mit k bezeichnet), Steigung der Funktion genannt. Die Steigung ist ein sehr wichtiger Begriff in der
hoheren Mathematik. Die Konstante, die dann addiert wird (hier mit d bezeichnet) nennt man y-Achsenabschnitt Man muss auch sagen: in verschiedenen Staaten benutzt man unterschiedliche
Symbole fiir k und d, z.B.

y=mz+n

Hier ist dann m die Steigung und n der y-Achsenabschnitt.

Tabelle fiir eine lineare Funktion erstellen

Fiir jede Funktion kann man eine Ebelle machen. Diese Tbelle kann man dann als Punkte in einem Diagramm darstellen. Als Beispiel benutzen wir die Funktion y=3x — 2:

X=.. Berechnung von y=3x-2 y=.. Wertepaare
-2 y=3-(-2)-2=-6-2= -8 -2 -8
-1 y=3-(-1)-2=-3-2= -5 -1 -5
0 y=3-(0)-2=0-2= -2 0 -2
1 y=3-(1)-2=3-2= 1 1
2 y=3-(2)-2=6-2= 4 2
3 y=3-(3)-2=9-2= 7 3

Diagramm einer linearen Funktion mit Hilfe von zwei Punkten erstellen

Um diese Funktion in einem Diagramm darzustellen braucht man nur zwei Punkte. Einen Punkt schreibt man mit einem Wertepaar P:(x|y), wobei erst immer der x-Wert geschrieben wird und dann
der y-Wert (innerhalb von Klammern). Benutzen wird beispielsweise P5:(-1]-5) und Pg:(2|4) (erstes Bild). Mit Hilfe dieser Punkte kann man eine Gerade ziehen (zweites Bild). Wie man dann

feststellen kann, liegen alle Wrtepaare der Tabelle auf dieser Gerade! (Drittes Bild)

&
T 7 | =
6 6 . |
s 5 -
4 ] |
: T2 1
M F -8
2 i |
2 !_.l | o4
1 1 ! 1
o ] ;" = =

&

I8
e
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Das ist genau die Sache. Alle Wrtepaare einer linearen Funktion liegen auf der gleichen Gerade! Die Darstellung einer linearen Funktion auf einem Koordinatensystem ist eine Gerade!

Lésung einer Funktion
In Mathematik nennt manStelle der Funktionden Wert von x und Wert der Funktionden Wert von y. Losung einer Funktion ist dann die Stelle (also der x-Wert) der Funktion, an der der Wert

der Funktion (also y) null ist.

Nehmen wir die lineare Funktion y = 4@ — 5. Wie viel ist der Wert der Funktion an der Stelle 3? Stelle bedeutet x-Wert. Wenn & = 3 ist, dann ist der Wert der Funktiony =4-3 —5alsoy =17
. Der Wert der Funktion an der Stelle 3 ist 7. Wie viel ist die Losung der Funktion? Losung der Funktion bedeutet, dass der Wert der Funktion y null ist: 0 = 42 — 5 daher 5 = 4z und
z=23(=12)

Eine lineare Funktion mit Hilfe von zwei Punkten finden
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‘Wenn man zwei Punkte einer linearen Funktion hat, kann man nicht nur die entsprechende Gerade im Diagramm zeichnen, sondern auch die Funktion selber finden, wenn man sie nicht kennt.

Nehmen wir an, dass die folgende zwei Punkte P und Q gegeben sind:

P:(214), Q:(5]-2)

Mit Hilfe der beide Punkten kann man die Funktion in einem Koordinatensystem darstellen, wie im Bild.@Wiel ist aber die Steigung dieser Funktion und wie viel der y-Achsenabschnitt?
Die allgemeine Gleichung einer linearen Funktion ist:

y=kx+d

Setzen wir die Wertepaare fiir die zwei Punkten in diese Gleichung ein:

P(x]y) X y y=kx+d
P(2/4) 2 4 4=k-2+d
QBl-2) | 5 | -2 | -2=k5+d

Wir haben hier zwei Gleichungen mit zwei ¥riablen (k und d). Wir haben also ein Gleichungssysem. So was kénnen wirschon lésen. Schreiben wir die Gleichungen auf:

4=k-2+d
-2=k-5+d
Formen wir die erste Gleichung (4=k - 2 + d) auf d um: "
4=k-2+d|-k-2 g
7
4-2k=d alsod ist4-2k: 6
d=4-2k 5
4 L §
Setzen wir d in die zweite Gleichung ein: 5 5
—2=k-5+d (wobei d=4-2k) 2
1
—2= 5k + (4-2k) o N
1 .40 1 2 3 5 9 [}
—2=5k + 4 - 2k |-4(und alle k zusammenrechnen) -1
-2 |
-6=3k |:3 3
2=k also Lineare Funktion
k=-2

Wir kénnen jetzt auch d berechnen:

d=4-2k=4-2-(-2)=4+4=8also

d=8

Damit haben wir das Gleichungssystem gelost. In der allgemeinen Gleichung der linearen Funktion y= kx+d kénnen wir jetzt k und d ersetzen (k=-2, d=8).
y=-2x+8

Die lineare Funktion, die durch die Punkte P:(2|4) und Q:(5|-2) definiert wird, lautet:

y=-2x+8

Das Diagramm dafiir kann man leicht zeichnen (siehe Bild). Whn man die Gerade verldngert, dann trift sie die y-Achse tatsdchlich bei y=8 (y-Achsenabschnitt also d).

Die Steigung k kann man auch direkt von den Punkten berechnen. Es gilt:

Ay
k=2
Az

wobei Ay die Differenz der y-Werte der zwei Purkte ist und Ax die Diferenz der x-Werte.

In unserem Beispiel sind die Punkte P:(2|4) und Q:(5|-2), also die y-Werte 4 und -2 und die x-Werte 2 und 5. Die entsprechenden Differenzen sind: Ay=4—(-2)=6 und Ax=2-5=-3. Daher ist die
Steigung der abgebildeten linearen Funktion, die durch die Punkte P und Q geht:

Ay _ 6 _ _
k_Az_—s_ 2

Textaufgaben zu den linearen Funktionen

Bei den Textaufgaben {iber lineare Funktionen wird es normalerweise zwei Konstanten geben (also zwei Zahlen). Die Einheit einer der Zahlen wird normalerweise durch eine Anderungsrate (ein
Verhéltnis, einen Quotient von zwei anderen Einheiten) ausgedriickt. Diese Konstante (diese Zahl mit der Einheit "etwas" pro "etwas anderes") wird die Steigung sein, also der Koeffizient der
unabhdngigen Variable (i.d.R %). Die Einheit der Steigung wird die Form Einheit A durch Einheit B haben. Die Einheit B (z.B. Sekunde oder Meter) ist die Einheit der unabhédngigen Variablen
(idR.z.

Die andere Konstante wird dann der y-Achsenabschnitt sein. Die Einheit des y-Achsenabschnittsist auch die Einheit der abhdngigen Variable und auch die erwéhnte Einheit A bei der Steigung.

Damit haben wir alle Elemente in einem mathematischen Zusammenhang ,,iibersetzt*.
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= Beim Taxifahren ist die Grundgebihr 4€ undede Minute kostet dann 0,5€. Stelle diesen Zusammenhang als lineare Funktion dar

Losung:

Hier sind zwei Zahlen angegeben: 4€ und 0,5€. Uber 0,5€ ist aber auch gesagt, dass man "jede Minute" 0,5€ zahlt. Anders ausgedriickt sind es 0,5€ pro Minute. Einheit A (€) durch Einheit B
(min). Das heiBt, es geht um eine Anderungsrate 0,5 soll also unsere Steigung sein. Dann ist die Grundgebiihr der y-Achsenabschnitt. Die abhangige Variable wird also in € ausgedriickt (wie die
Grundgebiihrund die Einheit A oben in der Steigung), die unabhéngige in Minuten (wie die Einheit B, die Einheit, die in der Steigung unten steht). Fiir beide Variablen kann man frei irgendwelche

Symbole auswéhlen, gewohnlich sollen sie auch sinnvoll sein, z.B. hier K fiir die Kosten und t fiir die Zeit (Englisch: time):
K(t)= 0,5t + 4(t in Minuten, K in €)

Man soll auch eine Entscheidung iiber das Vorzeichen der Steigung treffen. Das ist eher einfach. Wenn es klar ist, dass die abhdngige Variable (z.B. y, hier die Kosten K) auch groRer wird, wenn die

unabhédngige (z.B. x, hier die Zeit t) groRer wird, dann ist die Steigung positiBei den Kosten ist es klay dass sie immer mehr werden, wenn die Fahrt langer dauert. Also ist die Steigung positiv

‘Wenn aber es klar ist, dass die unabhingige ¥riable kleiner wird, wenn die unabhéngige groRer wird, dann ist die Steigung negati®chauen wir ein entsprechendes Beispiel.

» Fine Kerze mit einer Ldnge von 1,8 dm wird angeziindet. Dabei brennt sie stiindlich um ca. 0,9 cm ab. Stelle diesen Zusammenhang als lineare Funktion.dar

Hier ist 0,9 cm eine Anderungsrate, also 0,9 cm pro Stunde. 0,9 ist also die Steigung. Die Kerze wird aber immer kiirzer, also wird die Steigung negativ sein. 1,8 dm wird unserer y-Achsenabschnitt

sein. Wir wihlen L fiir die Lange und t fiir die Zeit aus:

L(t)=-0,9 t + 18(t in Stunden, L in cm)

Vorsicht!

Man soll immer die Einheiten schreiben und die richtigen Einheiten benutzen.

‘Wenn man beispielsweise fiir den Abstand die Einheit Meter benutzt, muss man alle angegebene Abstande in Meter umwandeln, wenn sie nicht schon in Meter angegeben sind. Der vorsichtige
Leser hat vielleicht gemerkt, dass der y-Achsenabschnittin der Funktion 18 und nicht 1,8 ist. Wir haben erst die 1,8dm in 18cm umgewandelt! Das ist notwendig, weil die Steigung in cm (und nicht
dm) pro Stunde gegeben ist. Ahnlich, wenn der Wert fiir die Zeit in Minuten gegeben ist, muss man sie erst in Stunden umwandeln (die Steigung ist ja pro Stunden). Darauf muss man also immer

aufpassen!

Schauen wir ein etwas komplexeres Beispiel.

= Der Druck in der Atmosphére eines Planeten ist durch eine lineare Funktion angegeben. Auf 50km Héhe ist er 3 Atm, auf 200 km 1,8 AtmieWiel ist der Druck

1. auf der Oberfldche des Planeten?
2. auf 300 km Hoéhe?
3. 50 km unterhalb der Oberflache?

In diesem Fall muss man erst die lineare Funktion mit Hilfe der beiden Punkte finden. Der aufmerksame Leser hat vielleicht schon gesehen, dass die gegebenen Punkte hier

P, (503), P» (200|1,8) sind. Wie im vorherigen il gezeigt, man kann die Funktion in zwei verschiedenen Wisen finden:
Man kann das lineare Gleichungssystem lgsen:

P(x]y) X y y=mx+n

P(50(3) 50 3 3=m-50+n

Q(200[1,8) | 200 | 1,8 | -1,8=m-200+n

oder man kann direkt die Formel fiir die Steigung benutzen:

_ Ay
m_A:v

und dann den y-Achsenabschnitt finden.

Selbstverstandlich bekommt man in beiden Fillen die gleiche Antwort:
m=-0,008 und n=3,4 also

y = —0,008z + 3,4

Mit Hilfe der Funktion kann man jetzt die Fragen beantworten.

= Auf der Oberflache ist die Hohe (also der x-Vért) Null. Das ist der y-Achsenabschnitt, also 3,4 Atm
= In der zweiten Frage setzt man die 300 knfur den x-Wert ein: y = —0,008 - 300 + 3,4 =1, also 1 Atm.
= In der dritten Frage muss man denken, dass unterhalb der Oberflache die Hohe negativ sein wirgg = —0,008 - (—50) + 3,4 = 3,8 also 3,8 Atm.
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