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Riemannsche Fliachen

Vorlesung 23

Auswertung von Kohomologieklassen lings eines Weges

Es sei X eine topologische Mannigfaltigkeit, wir betrachten die Garbe der
lokal konstanten Funktionen auf X mit Werten in K, wobei K fiir R oder
fiir C steht. Das Symbol K verwenden wir auch fiir die zugehorige Garbe.
Eine erste Kohomologieklasse ¢ € H'(X,K) wird reprisentiert durch einen
?ech-Kozykel, also durch eine offene Uberdeckung

X =Ju

iel
und lokal konstante Funktionen f;; auf U; N U; mit der Eigenschaft, dass
Jij— fie + i =0

auf U; N U; N Uy, gilt. Die lokale Konstanz bedeutet insbesondere, dass f;;
auf den Zusammenhangskomponenten von U; N U; konstant ist. Auch wenn
die U;, die man oft als homéomorph zu Béllen ansetzt, zusammenhéngend
sind, gilt dies in der Regel nicht fiir die Durchschnitte. Die Trivialitéit einer
Kohomologieklasse ¢ bedeutet, dass es lokal konstante Funktionen g; auf U;
gibt mit f;; = —g; + g;. Wir wollen diese Trivialitdt mit der Hilfe von
geschlossenen Wegen charakterisieren.

DEFINITION 23.1. Zu einer offenen Uberdeckung X = U, Ui eines topolo-
gischen Raumes nennt man eine geordnete endliche Auswahl Vi, ..., V, mit
Vi = Uak) (mit einer Abbildung o: {1,...,n} — I) und V, N Vi # 0
eine topologische Kette der Uberdeckung.

LEMMA 23.2. Es sei X eine topologische Mannigfaltigkeit und sei
z € Z1X,K)

ein erster Zech-Kozykel in der Garbe der lokal konstanten Funktionen auf

X mit Werten in K, der durch fi; zur Uberdeckung X = UZ.E[ U; mit U;

zusammenhdngend reprisentiert sei. Dann gilt fir die zugehdrige Kohomo-

logieklasse [z] = 0 genau dann, wenn fir jede topologische Kette Vi, ...,V

2ur Uberdeckung und jede Auswahl von Punkten P, € Vi N Vi1 die Summe
Z;i fatks1)atk) (Pre) nur von Vi und V,, abhdingt.
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Beweis. Sei zuerst [z] = 0. Dann gibt es lokal konstante Funktionen g; auf
U; mit f;; = g; — g;- Dann ist

Z fatk1)ate) (Pr)

n—1

— Z (=9ate)(Pe) + Gage+1)(Pr))

=1
= —9a)(P1) +Z (Gatk+1)(Pr) = Gars1)(Pet1)) + Gan)(Pa-1)

= _ga(l)(Pl) + ga(n)<Pn—1)
da ga(r+1) auf Viyr = Ug1) konstant ist.

Sei nun umgekehrt die Unabhéngigkeitseigenschaft erfiillt. Wir kénnen an-
nehmen, dass X zusammenhéngend ist. Zunéchst sind die Funktionen f;;
auf U; N U; konstant, da andernfalls sich fiir die Kette U;, U; sofort ein Wi-
derspruch zur Unabhéngigkeit der Punktwahl ergeben wiirde. Wir definieren
konstante Funktionen g; auf den U; in folgender Weise. Wir fixieren eine of-
fene Menge U,, als V; und legen darauf den Wert 0 fest. Zu einer offenen
Menge U; gibt es einen stetigen Weg von V; nach U; und damit auch eine
topologische Kette Vi, ..., V,, = U;. Wir widhlen Punkte P, € V, NV, und
setzen

Zfa k1)a(k) (k) Zfa a(k+1) (Pe)-

Nach Voraussetzung ist dles unabhéngig von der gewihlten Kette und den
gewahlten Punkten. Wir behaupten, dass der Korand zu den g; den gegebe-
nen Kozykel realisiert. Es haben U; und U; einen nichtleeren Durchschnitt,
andernfalls ist nichts zu zeigen. Dann kénnen wir eine topologische Kette von

Vi nach V,, = U; um V, 41 = U; zu einer Kette von V; nach U; erweitern.
Dabei gilt
g;i — Gi
n—1 n—1
= - Z Jatkr1)atk) (Pe) = famiam)(Pn) + Z Jatkr1)ate) (Pr)
k=1 k=1
= fa n+1) (n)(P )

= fa(n)a n+1) Pn) fu( )
O
DEFINITION 23.3. Es sei X eine topologische Mannigfaltigkeit und sei z €
Z'(X,K) ein erster ?ech-Kozykel in der Garbe der lokal konstanten Funktio—

nen auf X mit Werten in K, der durch f;; zur Uberdeckung X = |J
mit U; zusammenhéngend représentiert sei. Zu einem stetigen Weg

v: [0,1] — X
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definiert man die Auswertung des Kozykels lings des Weges in folgender
Weise. Man wahlt eine topologische Kette Vi,...,V,, aus der Uberdeckung
mit v(0) € V; und y(1) € V,, und Punkte P, € Vi N Vi N~([0,1]) und

setzt )
/Z = faterae (Be)-
v k=1

BEISPIEL 23.4. Wir betrachten auf dem Kreis die Uberdeckung mit zwei of-
fenen (zu reellen Intervallen homdomorphen) Kreissegmenten S = U; U Uy,
deren Durchschnitt Uy NUy = S UT die disjunkte Vereinigung von zwei In-
tervallen ist. Die Kohomologieklasse ¢ € H'(X,K) sei auf dem Durchschnitt

durch
i = a auf S,
T Ypauf T ,

gegeben. Fiir den Weg ~, der den Kreis einfach durchlauft, ist V; = Uy,
Vy = Uy, V3 = Uj eine topologische Kette fiir den Weg. Beim Ubergang von
V1 nach V; werde S und beim Ubergang von V5 nach V3 werde T' durchlaufen.
Die Auswertung ist dann —a+ b, das Minuszeichen vorne beruht darauf, dass
man fr; nimmt, unten hinten muss man beim Ubergang von Vo = U, nach
V3 = U; die Funktion f3» = fi2 nehmen.

Die Wohldefiniertheit der Auswertung ergibt sich aus der folgenden Aussage.

LEMMA 23.5. Es set X eine topologische Mannigfaltigkeit und sei
z € Z1X,K)

ein erster Zech-Kozykel in der Garbe der lokal konstanten Funktionen auf
X mit Werten in K, der durch fi; zur Uberdeckung X = Uie] U; mit U,
zusammenhdngend reprdasentiert sei. Es sei

v: [0,1] — X
ein stetiger Weg. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Die Auswertung f7 z ist wohldefiniert.

(2) Die Auswertung ist linear im Kozykel.

(3) Die Auswertung ist additiv beziiglich der Verknipfung von Wegen.

(4) Wenn man den Weg in umgekehrter Richtung durchliuft, so negiert
sich die Auswertung.

(5) Fir einen geschlossenen Weg und einen Kozykel, der die triviale
Kohomologieklasse reprisentiert, ist fvz = 0.

(6) Die Auswertung hingt nur von der Homotopieklasse des Weges ab.

Beweis. (1) Es sei V4,...,V, eine gewihlte topologische Kette um den
Weg. Die Auswertung ist zunédchst einmal unabhéngig von der Wahl
der Punkte P, € Vi, N Vi1 Nv([0,1]), da der Ausschnitt des Weges
zusammenhéngend ist. Es sei U eine zusétzliche offene Umgebung



(2)
(3)
(4)
(5)
(6)

U, (aus der Uberdeckung), die v([0,1]) trifft, und mit der wir die
Kette erweitern wollen. Es sei Us NV, N~([0,1]) # 0. Bei UsNVp N
Vie1 N([0,1]) = 0 konnen wir die Kette zu ... Vi, Us, Vi, Vir1, - - -
abindern. Fiir die beiden Ubergéinge konnen wir den gleichen Punkt
wéhlen und erhalten den gleichen Funktionswert mit unterschiedli-
chem Vorzeichen (da sich die Reihenfolge des Uberganges dndert),
was sich weghebt. Es sei nun U NV, N Vi1 Ny([0, 1]) # 0. Wir be-
trachten die abgeénderte Kette Vi, ..., Vi, = U, Us, Vier1r = Uy, ...,V
Wir kénnen davon ausgehen, dass Py zu den drei Mengen gehort. Die
Gesamtéanderung der Auswertung bei dieser Abénderung ist dann

_fT,t<Pk‘> + fr,s(Pk> + fs,t(Pk) = 0.

In dieser Weise kénnen wir sukzessive von jeder Kette zu jeder Ket-
te iibergehen. Wenn man die Klasse durch eine andere Uberdeckung
reprasentiert, so kann man annehmen, dass es sich um eine Verfei-
nerung (im Sinne von es kommen offene Mengen hinzu) handelt und
dann wie soeben schlieflen.

Ist klar.

Ist klar.

Ist klar.

Folgt aus Lemma 23.2.

Es seien v und +" homotope Wege mit dem gleichen Start- und Ziel-
punkt und sei

H:[0,1]%[0,1] — X

eine Homotopie zwischen den Wegen. D.h. H ist stetig und einge-
schrankt auf den linken Rand des Quadrates gleich v und einge-
schrinkt auf den rechten Rand gleich 4. Wegen der Kompaktheit
von [0, 1] x [0, 1] besitzt die offene Uberdeckung H=(U;), i € I, eine
endliche Teiliiberdeckung. Daher gibt es auch eine Gittereinteilung
des Quadrates in m - m Teilquadrate der Seitenlénge % derart, dass
sie ganz in einem der H~*(U;) liegen. Es ist also stets

] x|

Wir verkleinern nochmal die Teilquadrate, um sicherzustellen, dass
benachbarte Quadrat in einer der offenen Mengen landen. Um die
Gleichheit zwischen f7 z und fv’ z zu zeigen, kénnen wir sukzessive
Wege auf einem einzigen kleinen Quadrat abdndern. Wir betrachten
Wege der Form

r r+1

9
m m

s s+1

)
m m

H(]

]) € U

H(>,t) firt < =,
ors(t) = Q H(Z +t— £.,1) fiir
H(Z2 1) fiir ¢ > =5
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und den Ubergang von 0, s nach 4, 541. Es sei U; die offene Umge-
bung, in der das Rechteck [, “E] x [£ #2] Jandet, in dem sich die
Abénderung des Weges abspielt. Diese offene Umgebung kénnen wir
als Teil einer topologischen Kette Vi,...,V,, nehmen mit V, = Uj,
die beide Wege umfasst. Da Vi, N Vii1 N 6,5(]0,1]) und Vi N Viyy N
0r.5+1([0,1]) Punkte gemeinsam haben und da eine einfache Weg-
verzweigung zusammenhéngend ist, stimmen beide Auswertungen
iiberein. Durch eine endlich Anzahl solcher kleinen Abwandlungen

konnen wir v in «/ iiberfiihren.

g

LEMMA 23.6. Es sei X eine topologische Mannigfaltigkeit, seic € H'(X,K)
eine erste Kohomologieklasse in der Garbe der lokal konstanten Funktionen
auf X mait Werten in K und se:

v: [0,1] — X
ein stetiger geschlossener Weg. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Die Auswertung fv c ist wohldefiniert.

(2) Die Auswertung ist linear in der Kohomologieklasse.

(3) Die Auswertung ist additiv beziiglich der Verkniipfung von Wegen.

(4) Wenn man den Weg in umgekehrter Richtung durchliuft, so negiert
sich die Auswertung.

(5) Die Auswertung hingt nur von der Homotopieklasse des Weges ab.

Beweis. (1) folgt aus Lemma 23.5 (5), alles weitere folgt ebenfalls aus dem
Lemma. U

LEMMA 23.7. Es sei X eine topologische Mannigfaltigkeit und ¢ € H'(X,K)
eine erste Kohomologieklasse in der Garbe der lokal konstanten Funktionen
auf X mit Werten in K. Dann ist ¢ = 0 genau dann, wenn fvc = 0 fir alle
geschlossenen Wege v in X 1ist.

Beweis. Die Hinrichtung ist klar. Fiir die Riickrichtung verwenden wir Lem-
ma 23.2. Es sei z ein reprisentierender Kozykel der Klasse. Aus der Ei-
genschaft, dass f7 z fiir alle geschlossenen Wege gleich 0 ist, folgt, dass die
Auswertung fvz fiir jeden Weg nur vom Anfangs- und Endpunkt abhéngt
(zwei Wege ergeben einen geschlossenen Weg, indem man den zweiten in um-
gekehrter Richtung durchlauft). In jede topologische Kette lisst sich ein ste-
tiger Weg hineinlegen derart, dass die Auswertung des Kozykels an der Kette
mit der Auswertung des Kozykels am Weg iibereinstimmt. Daher hingt die

Auswertung langs der Kette auch nur von der Anfangs- und der Endmenge
ab. O

DEFINITION 23.8. Es sei X eine zusammenhéngende topologische Mannig-
faltigkeit und ¢ € H'(X,K) eine erste Kohomologicklasse der Garbe der



6

lokal konstanten Funktionen auf X mit Werten in K. Dann nennt man den
Gruppenhomomorphismus

m(X) — K, yr— /C,
gl
die Periodenabbildung zu c.

Die Periodenabbildung ist wegen Lemma 23.6 (3) ein Gruppenhomomorphis-
mus. Da K eine kommutative Gruppe ist, wird die Kommutatoruntergruppe
der Fundamentalgruppe unter jeder Periodenabbildung auf 0 abgebildet. Da-
her faktorisiert die Periodenabbildung durch die erste Homologiegruppe (die
man als die Fundamentalgruppe modulo der Kommutatoruntergruppe defi-
nieren kann), also

H(X,K) — K, [y] — /c.
v
Fiir die Gesamtzuordnung gilt die folgende Aussage.

KOROLLAR 23.9. Es set X eine zusammenhdngende topologische Mannigfal-
tigkeit. Dann gibt es einen natiirlichen injektiven Gruppenhomomorphismus

H'(X,K) — Hom (1, (X),K), ¢ —> (Pw—)/vc)’

von der ersten Kohomologie der Garbe der lokal konstanten Funktionen auf

X mit Werten in K in den Homorphismenraum von der Fundamentalgruppe
m1(X) nach K.

Beweis. Die Homomorphieeigenschaft ist Lemma 23.6 (2), die Injektivitét
ergibt sich aus Lemma 23.7. U

KoRrROLLAR 23.10. Es ser X eine einfach zusammenhdngende topologische
Mannigfaltigkeit. Dann ist H'(X,K) = 0.

Beweis. Auf einem einfach zusammenhéngenden Raum ist 71 (X) = 0, daher
folgt die Aussage aus Korollar 23.9. O
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