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VORREDE.

Es ist mir zu wiederholten Malen und von sehr ver-
schiedenen Seiten bemerklich gemacht, dass meine Abhand--
lungen iiber die mechanische Wirmetheorie, welche ich
seit dem Jahre 1850 nach und nach, vorzugswe;lse in
Poggendorff’s Annalen der Physik und Chemie, ver-
offentlicht habe, nicht allen, welche sie zu lesen wiinschen,
zuginglich sind, indem das Interesse fiir die mechanische
Wiirmetheorie sich in neuerer Zeit sehr ausgebreitet hat,
auch in Kreisen, denen die physikalischen Journale nicht
zu Gebote zu stehen pflegen. Ich habe es daher fiir zweck-
miissig gehalten, die Abhandlungen noch einmal besonders
erscheinen zu lassen. Dabei habe ich zugleich einigen
anderen Uebelstiinden, welche bisher ihre Benutzung er-
schwerten, abzuhelfen gesucht.

Die Abhandlungen, welche ich iiber die mechanische
Wirmetheorie geschrieben habe, sind némlich von ver-
schiedener Art. Ein Theil ist dazu bestimmt, die allge-

meine Theorie zu entwickeln, und sie auf diejenigen Eigen-
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schaften der Korper, welche gewdhnlich in der Wéarme-
lehre behandelt werden, anzuwenden. Ein anderer Theil
betrifft die Anwendung der mechanischen Wiarmetheorie
auf die Electricitiit. Die dahin gehiirigen Abhandlungen
enthalten manche der Electricititslehre eigenthiimliche Aus-
einandersetzungen, und sie bilden eine Gruppe fiir sich,
deren Studium zum Verstindnisse der vorher genannten
Abhandlungen nicht erforderliclr ist. Noch andere Abhand-
lungen beziehen sich auf die Vorstellungen, die ich mir
von den Molecularbewegungen, welche wir Wérme nennen,
gebildet habe, Diese Vorstellungen stehen aber in keinem
nothwendigen Zusammenhange mit der allgemeinen Theo- .
rie, indem die letztere nur auf gewissen Grundsiitzen be-
ruht, welche man als richtig annehmen kann, ohne sich
fiir irgend eine bestimmte Ansicht iiber die Art der Mole-
cularbewegungen zu entscheiden. Ich habe daher die Be-
trachtung der Molecularbewegungen von der Auseinander-

setzung der allgemeinen Theorie ganz getrennt gehalten.

Die den drei verschiedenen Gruppen angehdrenden
Abhandlungen sind nun aber nicht gerade gruppenweise,
wie sie hier erwihnt wurden, erschienen, sondern aus Griin-
den, die theils im Gange meiner Studien, theils in #usseren
Umsténden lagen, habe ich bei der Publication zuweilen
zwischen den verschiedenen Gruppen gewechselt. Dadurch
ist der Nachtheil entstanden, dass ein Leser, der nur die

Theorie, soweit sie moglichst frei von Hypothesen ist,
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kennen lernen will, nicht im Voraus wissen kann, welche
Abhandlungen er hierzu bedarf, und welche dagegen fiir
diesen Zweck unnothig sind. Diesem Uebelstande wird
bei dem neuen Abdrucke einfach dadurch abgeholfen, dass
die Abhundlungen in der genannten Weise in Gruppen ge-

trennt werden.

_ Die vorliegende Sammlung enthilt die der ersten
Gruppe angehérenden Abhandlungen, in welchen die me-
chanische Wirmetheorie aus gewissen einfachen Grund-
sitzen entwickelt, und auf eine Reihe von Erscheinungen,
die von der Wirme abhiingen, angewandt ist. Auch die
Anwendung auf die Dampfmaschinen habe ich mit auf-
genommen, weil sie sich an die in diesen Abhandlungen
sonst vorkommenden Auseinandersetzungen, insbesondere

an die auf die Diampfe beziiglichen, bequem anschliesst.

Die anderen Abhahdlungen, welche die Anwendung
suf die Electricitit behandeln, und die, welche sich auf
meine Vorstellungen iiber die Molecularbewegungen be-
ziechen, gedenke ich ebenfalls, in @hnlicher Weise zusam-
mengestellt, spiter folgen zu lassen, und die vorliegende
Sammlung ist daher auf dem Titel als erste Abtheilung
bezeichnet.. Indessen sind die in dieser Sammlung ent-
haltenen Abhandlungen von jenen anderen ganz unab-
hingig, und bilden ein fiir sich bestehendes und in sich

zusammenhiingendes Ganzes.

Ein fernerer Uebelstand, welcher bisher, wie ich mehr-
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fach vernommen habe, die Benutzung meiner Abhandlun-
gen beeintriichtigte, bestand in der Schwierigkeit, welche
sie an manchen Stellen dem Verstindnisse darboten. Die
mechanische Wirmetheorie hat neue Ideen in die Wissen-
schaft eingefiihrt, welche von den frither verbreiteten An-
sichten abweichen, und sie erforderte daher auch eigen-
thiimliche mathematische Betrachtungen. Besonders ist
eine gewisse Art von Differentialgleichungen zu erwiihnen,
welche ich in meinen Untersuchungen angewandt habe,
und welche von den sonst gewShnlich vorkommenden in
einem wesentlichen Puncte verschieden sind, wodurch,
wenn man den Unterschied nicht genau beachtet, Missver-
stindnisse entstehen konnen. Die Bedeutung und die Be-
handlungsart dieser Differentialgleichungen sind zwar schon
lingst durch Mon gé festgestellt, scheinen aber nicht all-
gemein genug bekannt zu sein, denn in der That hat eine
unrichtige Auffassung dieser Gleichungen einen heftigen
Angriff gegen meine Theorie veranlasst. Ich habe damals,
um #hnlichen Missverstindnissen fiir die Zukunft vorzubeu-
gen, eine nahere Erklirung des Gegenstandes gegeben; da
dieselbe aber nicht in Poggendorff’s Annalen, in welchen
meine anderen Abhandlungen sich befinden, sondern in
Dingler’s Polytechnischem Journal, welches jenen Angriff
enthielt, publicirt ist, so mag sie vielleicht wenigen Lesern

meiner Abhandlungen zu Gesichte kommen.

Um bei der vorliegenden Sammlung diese Schwierig-
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keit von vorn herein zu beseitigen, habe ich eine mathe-
matische Einleitung vorausgeschickt, welche in #hnlicher
Weise, wie es in Dingler’s Journal geschehen ist, die
Behandlung der betreffenden Differentialgleichungen be-
spricht. Ausserdem habe ich zu verschiedenen Stellen
der Abhandlungen Anmerkungen und Zusitze gemacht,

um das im Texte Gesagte zu erliutern.

Die Abhandlungen selbst sind wortlich so abge-
druckt, wie sie urspriinglich publicirt waren. Die mecha-
nische Wirmetheorie, zu deren Begriindung und Entwicke-
ling diese Abhandlungen, wie ich glaube, wesentlich bei-
getragen haben, ist von so grosser Wichtigkeit, dass sie
schon mehrfach zu Discussionen iiber Prioritiiten Veran-
lassung gegeben hat. Unter diesen Umstiinden schien es
mir gerathen, mir keine Aenderungen zu erlauben, indem
selbst unbedeutende, nur auf die Form beziigliche Abéinde-
rungen moglicherweise den Gedanken erregen kdnnten, als
wolle ich dadurch nachtriiglich etwas fiir mich in Anspruch
nehmen, was in der urspriinglichen Abhandlung nicht in

der Weise stand, oder etwas, was dort stand, verdecken.

Die jetzt erst gemachten Anmerkungen und Zusitze
sind in deutlich erkennbarer Weise als neu bezeichnet.
Die Anmerkungen sind, um sie von den friiher schon vor-
handenen Anmerkungen zu unterscheiden, in eckige Klam-
mern geschlossen, und zu jeder Anmerkung, welche mehr
als ein blosses Citat enthilt, ist noch die Jahreszahl 1864
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hinzugefiigt. Die Zusitze haben besondere, ebenfalls mit
der Jahreszahl 1864 versehene Ueberschriften.

Wenn man hie und da in den Abhandlungen Wieder-
holungen antrifft, die vielleicht iiberfliissig scheinen, so
wird man das erklirlich finden, wenn man bedenkt, dass
die Abhandlungen zu verschiedenen Zeiten im Verlaufe
von vierzehn Jahren verdffentlicht wurden, und dass oft
zwischen zwei Abhandlungen, welche hier uumittelbar nach
einander gedruckt sind, mehrere auf andere Gegenstinde
beziigliche Abhandlungen von mir erschienen waren. In
solchen Fillen war es nothwendig, in der neuen Abhand-
lung dasjenige, was aus den friiheren Abhandlungen zum
Verstindnisse vorausgesetzt werden musste, noch einmal
kurz anzufiihren, um den Leser in den richtigen Zusam-

menhang zu bringen.

Ziirich, im August 1864.

R. Clausius.
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MATHEMATISCHE EINLEITUNG.

Ueber die Behandlung von Differentialgleichungen,
welche nicht im gewdhnlichen Sinne integrabel

sind ?).
§ L
Es sei eine Differentialgleichung von folgender Form gegeben:
) de = @ (n,y)dz + ¥(z,9)dy,

worin @(z,y) und ¥ (z,y) zwei beliebige Functionen der Verinder-
" lichen z und y sind, welche Functionen wir der Kiirze wegen
auch durch einfache Buchstaben M und N bezeichnen konnen,
wodurch die Gleichung folgende etwas bequemere Gestalt an-
nimmt:

(1a) ds = Mdx + Ndy.

Diese Gleichung giebt an, um wieviel die Grosse # zunimmt,
wenn z und y irgend welche unendlich kleine, durch dz und dy
bezeichnete Zunahmen erfahren, wobei eine Abnahme als negative
Zunahme gerechnet wird. Jene beiden Functionen, mit welchen
die Differentiale dx und dy multiplicirt sind, stellen die par-
tiellen Differentialcoefficienten von z nach z und y dar. Man
kann daher, wenn man die partiellen Differentialcoefficien-

1) Der Hauptinhalt dieser Einleitung ist schon in einer von mir i. J.
1858 in Dingler's Polytechn. Journ. (Bd. CL, S. 29) verdffentlichten Note
enthalten.

Clausius, mech. Wiarmetheorio. 1
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ten durch die Briiche ds und L) bezeichnet, schreiben:

dz dy
ds
iz = @y =M
) de
a; =19 ($,y) = N.
Die Bezeichnung der partiellen Differentialcoefficienten durch
dz

die einfachen Briiche —— und g—; ist mit einem gewissen Usebel-

dx
stande behaftet. Setzt man nidmlich diese Briiche in die Glei-
chung (1) resp. (1a) anstatt der betreffenden Functionen ein, so
kommt:

de dz
3) dazﬁdz + Eg}-dy'

Diese Gleichung enthdlt drei Mal das Zeichen d# mit verschiede-
nen Bedeutungen. In den beiden an der rechten Seite stehen-
den Briichen bedeutet ds ein Mal die Zunahme von ¢, wenn y
constant bleibt, und nur # um dz zunimmt, und das andere Mal
die Zunahme von #, wenn & constant bleibt, und nur y um dy
zunimmt. An der linken Seite bedeutet ds die Zunahme von &,
wenn gleichzeitig  und y um dz und dy zunehmen. Diese Ver-
schiedenheit in der Bedeutung eines und desselben Zeichens, je
nach der Zusammenstellung, in der es sich befindet, stort die
Uebersichtlichkeit der Gleichung.

Man hat daher fiir die Schreibweise der partiellen Differen-
tialcoefficienten verschiedene Abinderungsvorschlige gemacht.
Euler hat die partiellen Differentialcoefficienten, um sie als
solche kenntlich zu machen, in Klammern geschlossen, und dieses
Verfahren wird auch jetzt noch vielfach angewendet, wodurch
die Gleichung (3) folgende Form annimmt :

dz ds
(38) ds = iz dz + @)dy.
Andere Mathematiker setzen in den partiellen Differentialcoeffi-
cienten neben das d des Zihlers die Veriinderliche, auf deren
Verénderung sich der Differentialcoefficient bezieht, als Index,
8o dass die Gleichung lautet:

__d.z dys
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Noch andere wenden nach dem Vorgange von Jacobi bei den
partiellen Differentialcoefficienten im Zihler und Nenner statt
des aunfrechten d ein rundes 9 an, also:

_0# (X
(30) . ds = a—xdx + @dy.

Von diesen drei Schreibweisen mdchte wohl die unter (3b)
angefiihrte mit den Indices die rationellste sein, denn gerade die
Zdihler der partiellen Differentialcoefficienten sind es, deren Be-
deutungen verschieden sind, und diese Verschiedenheit wird durch
die Indices klar und bestimmt ausgedriickt. Indessen macht die
jedesmalige Hinzufiigung eines Index einige Unbequemlichkeit,
welche, so klein sie auch im einzelnen Falle ist, doch bei der
hiufigen Anwendung der partiellen Differentialcoefficienten ins
Gewicht fillt. Ausserdem ist zu bemerken, dass in den gewohn-
lich vorkommenden Fillen auch die urspriingliche und be-
quemste Schreibweise zu keinem Missverstindnisse Veranlassung
geben kann. Wenn niamlich die beiden Grossen z und y, von
denen # abhiingt, zwei von einander unabhingige Verinderliche
sind, so versteht es sich von selbst, dass in dem Bruche g—-:
unter d¢ nur diejenige Zunahme von £ verstanden sein kann,
welche der im Nenner stehenden Zunahme dz der Grosse z ent-
spricht. Die Verinderung, welche die andere Veridnderliche y
etwa gleichzeitig erleiden kann, und die dadurch bedingte Ver-
dnderung von £ sind von dem Differentiale dz ganz unabhingig,

und der Bruch % wiirde somit, wenn diese letztere Veridnde-

rung von g in dem Zeichen ds mit einbegriffen wire, gar keinen
bestimmten Sinn haben. Es ist daher meistentheils von geringer
Wichtigkeit, ob man zur Bezeichnung der partiellen Differential-

coefficienten die gewohnlichen Briiche 3—:; und ‘%; anwendet, oder

der grosseren Deutlichkeit wegen eine der oben angegebenen
abgeénderten Schreibweisen vorzieht.

Nur in einem Falle ist es zum Verstindnisse nothwendig,
ein unterscheidendes Merkmal zu Hiilfe zu nehmen. Es kann
namlich vorkommen, dass die beiden Grossen « und y, von denen
s abhiingt, nicht unter einander unabhingig sind, sondern die
eine durch die andere bestimmt ist, so dass sie als eine Funotion

1.
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derselben betrachtet werden kann. Sei z. B. y als Function von
z betrachtet, so ist, wenn 2 um dz zunimmt, die mit dy bezeich-
nete gleichzeitige Zunahme von y nicht als eine willkiirliche, son-
dern als eine durch das Differential d= gleich mitbestimmte

Grosse anzusehen, welche sich durch den Ausdruck % dz dar-

stellen lasst. Dadurch geht die Differentialgleichung (3) iiber in:

_ds dz dy
ds = a;;dx + dy dxdx.
Dividirt man diese Gleichung durch dz, so erhdlt man eine
Gleichung, welche, wenn man die Division an der linken Seite
auch durch einen einfachen Brl.xch andeuten wollte, lauten

wiirde :

de _ds | ds dy,

dz = dx " dy dz
worin aber der Bruch % an der linken Seite eine andere Be-
deutung haben wiirde, als an der rechten Seite.

In einem solchen Falle muss man die beiden Briiche auf
irgend eine Weise von einander unterscheiden. Dieses kann ent-
weder dadurch geschehen, dass man fiir die an der rechten Seite
stehenden partiellen Differentialcoefficienten eine der drei er-
wihnten abgednderten Schreibweisen anwendet, oder auch da-
durch, dass man statt des an der linken Seite stehenden Bruches
éin anderes Zeichen setzt. In letzterer Beziehung sind mehrere
Vorschlige von verschiedenen Autoren gemacht, ndmlich statt

gi zu schreiben :

L 25 oder 4(z) oder auch g—i .

dz dz dz
Da Fille dieser Art verhiltnissmiissig selten zu behandeln sind,
8o kommt wenig darauf an, welches Unterscheidungsmittel man
in diesen Fillen anwenden will. Auch kann man, wenn es néthig
scheinen sollte, den Sinn des gewihlten Zeichens leicht durch
eine beigefiigte kurze Bemerkung erliutern.

Ich habe geglaubt, die verschiedenen iiblichen Schreibweisen

hier etwas niher besprechen zu miissen, weil es gerade bei sol-
chen Betrachtungen, in denen Begriffe vorkommen, an die man
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nicht gewohnt ist, am leichtesten geschehen kann, dass eine Ver-
schiedenheit der Bezeichnung zu Misgverstindnissen Veranlassung
giebt.

§ 2.

Wir kehren nun zuriick zu der unter (1) und (1a) gegebenen
Differentialgleichung, nimlich

de = Mdxz + Nady,

und stellen die Frage, ob und in welcher Weise man daraus die
Grosse # bestimmen kann.

Die Differentialgleichungen dieser Form sind nicht alle als
gleichartig zu betrachten, sondern zerfallen je nach der Be-
schaffenheit der Functionen M und N in zwei Classen, welche
sowohl in Bezug auf die Behandlung, die sie erfordern, als auch
in Bezug auf das Resultat, zu dem sie fithren, wesentlich ver-
schieden sind. Zur ersten Classe gehoren die Fille, wo die
Functionen folgende Bedingungsgleichung erfiillen:

dM dN
und die zweite Classe umfasst alle Fille, wo die Functionen
diese Bedingungsgleichung nicht erfiillen.

Wenn die Bedingungsgleichung (4) erfiillt ist, so ist der Aus-
druck, welcher die rechte Seite der gegebenen Differentialglei-
chung (1) resp. (1a) bildet, integrabel, d. h. er ist das vollstéindige
Differential einer Function von z und y, in welcher diese beiden
Veriinderlichen als von einander unabhingig betrachtet werden
konnen, und man erhiilt daher durch Integration eine Gleichung
von der Form:

(5) 2 = F(z,y) 4+ Const.

Ist die Bedingungsgleichung (4) nicht erfiillt, so ist die rechte
Seite der gegebenen Differentialgleichung nicht integrabel, und
daraus folgt, dass # sich ‘nicht durch eine Function von x und
y darstellen lisst, so lange diese beiden Verdnderlichen als von
einander unabhingig betrachtet werden. Denn in der That, wenn
man setzen wollte:

¢ = F(xy),
80 wiirde man erhalten:
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32 _ dF@y)

dx -~  dzx
__ds __ dF(z,y)
N=3=ay

und daraus wiirde folgen:
dM __ d3F(zy)

dy = dzdy
dN _ d'F(zy)
dz ~ dydz

Da nun fiir eine Function von zwei von einander unabhingigen
Verinderlichen der Satz gilt, dass, wenn man sie nach beiden
Veridnderlichen differentiirt, die Ordnung der Differentiationen
gleichgiiltig ist, und man daher setzen kann:
d*F(z,y) _ d*F(zy)

dzdy ~  dydz
so wiirde man aus den beiden vorigen Gleichungen wieder zur
Gleichung (4) gelangen, von welcher wir in unserem gegenwérti-
gen Falle angenommen haben, dass sie nicht erfiillt sei.

In einem solchen Falle ist also die Integration in der Weise,
dass die Grossen z und y dabei ihre Eigenschaft als von einander
unabhiingige Verinderliche beibehalten, nicht méglich. Wenn
man dagegen zwischen diesen beiden Gréssen irgend eine be-
stimmte Relation annimmt, in Folge deren die eine sich als
Function der anderen darstellen lisst, so wird dadurch die In-
tegration der gegebenen Differentialgleichung ausfiihrbar. Setzen
wir ndmlich:

O] f@y) =0,

worin f eine beliebige Function andeutet, so konnen wir mittelst
dieser Gleichung eine der Verdnderlichen durch die andere aus-
driicken, und dann die so ausgedriickte Verinderliche nebst
ihrem Differentiale aus der Differentialgleichung (1) eliminiren.
Die allgemeine Form, in welcher die Gleichung (6) gegeben ist,
umfasst natiirlich auch den speciellen Fall, wo eine der Ver-
#inderlichen fiir sich allein als constant angenommen wird, in
welchem Falle das Differential dieser Veranderlichen dadurch,
dass es Null wird, ohne Weiteres aus der Differentialgleichung
fortfillt, und die Verinderliche selbst einfach durch die betref-
fende Constante zu ersetzen ist. Nehmen wir nun z. B. an, es
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sei die Veriinderliche y mnebst ihrem Differentiale mit Hiilfe der
Gleichung (6) aus der Differentialgleichung (1) eliminirt, und die
letztere dadurch in folgende einfachere Gestalt gebracht:

ds = ®(z)dz,
so lasst sich die so veriinderte Differentialgleichung offenbar in-
tegriren, und giebt eine Gleichung von der Form:
) ' 8= F(z) + Const.

Demnach sind die beiden Gleichungen (6) und (7) zusammen
als eine Auflosung der gegebenen Differentialgleichung zu be-
trachten. Da die in (6) vorkommende Function f(z,y) eine be-
liebige ist, und fiir jede verinderte Form dieser Function auch
die in (7) vorkommende Function F'(z) im Allgemeinen eine an- .
dere wird, so sieht man, dass es unendlich viele Auflésungen
dieser Art giebt.

In Bezug auf die Form der Gleichung (7) ist noch zu be-
merken, dass dieselbe verschiedene Abiinderungen zuldsst. Hitte
man mittelst der Gleichung (6) # durch y ausgedriickt, und dann
die Veridnderliche z nebst ihrem Differentiale aus der gegebenen
Differentialgleichung eliminirt, so wire deren Gestalt geworden:

ds = @, (y) dy,

und man hitte daraus durch Integration eine Gleichung von der
-Form

(7a) 8 = F\ (y) 4 Const.

erhalten. Zu eben dieser Gleichung kann man auch dadurch
gelangen, dass man in der durch das zuerst angedeutete Ver-
fahren gewonnenen Gleichung (7) nachtréglich mit Hiilfe der
Gleichung(6) fiir die Verinderliche z die Verdnderliche y ein-
fihrt. Auch konnte man, statt z vollstindig aus (7) zu elimini-
ren, eine theilweise Elimination von # vornehmen. Wenn niamlich
die Function F(z) die Veranderliche z mehrmals in verschiedenen
Verbindungen enthilt (was man, selbst wenn es in der urspriing-
lichen Form der Function nicht der Fall sein sollte, leicht durch
eine abgeinderte Schreibweise bewirken kann, indem man fir z
z. B. schreiben kann: (1 —a)z 4 az oder %inl—), 8o kann man
in einigen Verbindungen y fiir z einfiihren, und in anderen z
stehen lassen. Dadurch nimmt die Gleichung folgende Form an:

(7b) ¢ = F; (z,y) + Const.,
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welche Form die allgemeinere ist, und die beiden anderen als
specielle Fille umfasst.

Es versteht sich aber von selbst, dass.diese drei Gleichungen
(7), (7a) und (7b), deren jede nur mit der Gleichung (6) zusam-
men giiltig ist, nicht verschiedene Auflésungen, sondern nur ver-
schiedene Ausdriicke einer und derselben Auflésung bilden.

§. 3.

Um deutlich zu erkennen, was es fiir einen Unterschied fiir
die Sache selbst macht, ob die gegebene Differentialgleichung
der ersten oder zweiten Classe angehort, d.h. ob die Bedingungs-
gleichung (4) erfiillt ist, oder nicht, wollen wir als Beispiel einen
Fall betrachten, welcher einestheils dadurch, dass er sich auf
einen anderweitig schon bekannten Gegenstand bezieht, und an-
derntheils durch seine geometrische Anschaulichkeit besonders
geeignet ist, eine klare Vorstellung von der Sache zu geben.

Es sei in einer festen Ebene ein beweglicher Punct p gege-
ben, dessen Lage zu irgend einer Zeit durch die rechtwinkligen
Coordinaten z und y bestimmt sei. Auf diesen Punct wirke eine
Kraft, welche ibn innerhalb der Ebene zu bewegen suche, und
welche an verschiedenen Stellen der Ebene verschiedene Stirke
und Richtung haben kann. Wenn nun der Punct unter dem
Einflusse dieser Kraft sich bewegt, so wird dabei von der Kraft
eine gewisse Arbeit gethan, und diese soll bestimmt werden.

Sei ds ein Wegelement, welches der Punct beschreibt, und S

diejenige Componente der wirksamen Kraft, welche in die Rich-
tung dieses Wegelementes fillt, so ist das Arbeitelement, welches
bei dieser kleinen Bewegung von der Kraft gethan wird, und
welches d W heisse, bestimmt durch die Gleichung:
® dW = Sds.
Diese Gleichung lésst sich in eine andere, fiir die Behandlung
bequemere Form bringen. Sei P die ganze Kraft, welche an der
Stelle wirkt, wo das Element ds sich befindet, und ¢ der Winkel
zwischen der Richtung der Kraft und der des Wegelementes, so
ist S = cosp . P, und es kommt also:

©)] AW = cos ¢ - Pds.
Bezeichnen wir nun mit X und Y die beiden in die Coordinaten-
richtungen fallenden Componenten der Kraft P, dann werden die
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Cosinus der Winkel, welche die Kraft mit den Coordma.tennch-

tungen bildet, durch
X Y

? und T
dargestellt. Verstehen wir ferner unter dz und dy die Zunahmen,
welche die Coordinaten z und y des Punctes p erfahren, wenn
der Punct sich um das Wegelement ds fortbewegt, dann werden
die Cosinus der Winkel, welche das Wegelement mit den Coordi-
natenrichtungen bildet, durch

dz

as und l
dargestellt. Daraus folgt, dass fur den Cosinus des Winkels ¢,
welchen die Kraft und das Wegelement unter einander bilden,
folgende Gleichung gilt:
X dz | Y dy.

Pas TP as

Durch Einsetzung dieses Ausdruckes in die Gleichung (9) geht
diese iiber in:

(10) AW = Xdx + Ydy.

Dieses ist eine Differentialgleichung von derselben Form, wie
die unter (1) und (1a) gegebene, nur dass die Bezeichnung etwas
anders gewiihlt ist. Statt des Buchstaben # ist der fiir die Arbeit
gebriauchlichere Buchstabe W gewihlt und statt der Buchstaben
M und N, welche oben als abgekiirzte Zeichen fiir die Functionen
9 (z,y) und ¢ (z,y) eingefiihrt wurden, sind hier die fiir die Kraft-
componenten iiblichen Buchstaben X und Y gesetzt, welche
ebenfalls beliebige Functionen der Coordinaten darstellen, da,
wie schon gesagt, die Kraft P, welche auf den beweglichen Punct
p wirkt, an verschiedenen Stellen der Ebene in Bezug auf Stirke
und Richtung nach beliebigen Gesetzen verschieden sein kann,

Wenn man aus dieser Gleichung durch Integration die Arbeit
fir eine endliche Bewegung ableiten will, so fragt es sich zu-
nichst, ob die der Gleichung (4) entsprechende Bedingungs-
gleichung

cosp =

dX dY

dy ~ dz
erfilllt ist, oder nicht. Im ersten Falle erhélt man ohne Wei-
teres eine Gleichung von der Form:

(11) W = F(z,y) + Const.
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Im sweiten Falle dagegen muss man erst eine Relation zwischen
den Verinderlichen z und y annehmen, um die Integration aus-
fiilhren zu konnen, und erhilt daher ein System von Gleichungen
von der Form:

S (=, y)=0
12) W = F(z,y) + Const.
§ 4.

Die geometrische Bedeutung dieser beiden verschiedenen
Resultate ldsst sich leicht erkennen.

Nehmen wir an, der Punct p bewege sich von einem gegebe-
nen Anfangspuncte z,,y, bis zu einem gegebenen Endpuncte °
Z1,9;, 80 konnen wir im ersten Falle die Arbeit, welche bei die-
ser Bewegung von der wirksamen Kraft getlfan wird, sofort an-
geben, ohne dass wir dazu den Verlauf der Bewegung selbst zu
kennen brauchen. Diese Arbeit wird nimlich ausgedriickt durch

die Differenz:
F(21,9:) — F (%0, %0).

Wihbrend also der bewegliche Punct auf sehr verschiedenen
Wegen von der einen Stelle zur anderen gelangen kann, ist die
Grosse der Arbeit, welche die Kraft dabei thut, davon ganz un-
abhiingig, und ist vollstindig bestimmt, sobald der Anfangs- und
Endpunct der Bewegung gegeben sind.

Anders im zweiten Falle. In dem auf diesen Fall besziig-
lichen Systeme von zwei Gleichungen (12) ist die erste Gleichung
beliebig, und die zweite ist von der ersten in der Weise abhingig,
dass sie erst dann bestimmt werden kann, wenn diese gegeben
ist, indem je nach der verschiedenen Form, welche man fiir die
Function f(z,y) wihlt, auch die Function F (z,y) verschieden
ausfillt. Die erste Gleichung ist die Gleichung einer Curve, und
man kann daher das eben Gesagte geometrisch folgendermaassen
aussprechen: die Arbeit, welche die wirksame Kraft bei der Be-
wegung des Punctes p thut, lisst sich in diesem Falle erst dann
bestimmen, wenn der ganze Verlauf der Curve, auf welcher der
Punct sich bewegt, bekannt ist. Wenn der Anfangs- und End-
punct der Bewegung im Voraus gegeben sind, so muss jene erste
Gleichung so gewihlt werden, dass die ihr entsprechende Curve
durch diese beiden Puncte geht; dabei sind aber noch unendlich
viele Gestalten der Curve moglich, fiir welche man, trotz ihrer
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gleichen Griinzpuncte, unendlich viele verschiedene Arbeitsgros-
sen erhilt. :

Nimmt man speciell an, der Punct p solle eine geschlossene
Curve beschreiben, so dass der Endpunct seiner Bewegung mit
dem Anfangspuncte zusammenfalle, und somit die Coordinaten
Z,,y dieselben Werthe haben, wie z,,y,, so ist fiir diese Be-
wegung im ersten Falle die Arbeit gleich Null; im zweiten Falle
dagegen braucht sie nicht gleich Null zu sein, sondern kann irgend
einen positiven oder negativen Werth haben.

Durch dieses aus der analytischen Mechanik entnommene
Beispiel wird es auch recht klar, wie eine Grosse, welche sich
nicht durch eine Function von z und y (so lange diese letzteren
als von einander unabhdngige Veriinderliche betrachtet werden)
darstellen lisst, doch partielle Differentialcoefficienten nach z
und y haben kann, die durch bestimmte Functionen dieser Ver-
inderlichen ausgedriickt werden. Denn offenbar sind die Kraft-
componenten X und Y im strengen Sinne des Wortes die par-
tiellen Differentialcoefficienten der Arbeit W mnach z und y zu
nennen, da, wenn z um dz wichst, wihrend y constant bleibt,
die Arbeit um Xdz zunimmt, und wenn y um dy wichst,
wihrend 2 constant bleibt, die Arbeit um ¥ dy zunimmt. Man
kann daher auch, mag nun W eine solche Grosse sein, die sich
allgemein durch eine Function von z und y darstellen ldsst, oder
eine solche Grosse, die sich erst dann bestimmen lésst, wenn der
Weg, welchen der Punkt beschreibt, bekannt ist, fiir die partiellen
Differentialcoefficienten von W die gewthnliche Bezeichnung an-
wenden, und demnach schreiben:

aw

_ aw _ o
dx
a3 aw _
dy '
§ 5

Es wurde oben fiir den Fall, wo die in der Differentialglei-
chung (1) resp. (1a) vorkommenden Functionen ¢(z,y) und ¥ (z,y)
oder M und N der Bedingungsgleichung (4) nicht geniigen, zur
Ausfiihrung der Integration eine Relation zwischen den Verénder-
lichen z und y angenommen, welche durch die Gleichung

flzy) =0
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ausgedriickt wurde. Dieses ldsst sich sofort dahin verallgemei-
nern, dass statt der Gleichung zwischen den beiden Verinder-
lichen 2 und y eine Gleichung angenommen werden kann, welche
alle drei Verdnderliche z, y und 2, oder irgend welche dieser drei
Verdnderlichen enthalt, und daher unter der Form.

(14) . f(z,9,2) =0

darzustellen ist. Wenn man mit Hiilfe dieser Gleichung eine der
drei Veridnderlichen aus der gegebenen Differentialgleichung eli-
minirt, so erhdlt man eine Differentialgleichung zwischen zwei
Verinderlichen, welche sich immer integriren lisst.

Ausser dieser Verallgemeinerung wiirden, wenn wir alle bei
vollstindigen Differentialgleichungen erster Ordnung zwischen
drei Verinderlichen vorkommenden Fille erschopfen wollten,
noch verschiedene andere Erweiterungen unserer obigen Betrach-
tungen nothig sein.

Die unter (1) angefiihrte Differentialgleichung ist nur eine
beschriinkte Form dieser Art von Gleichunger, indem statt der
darin befindlichen Functionen der beiden Veranderlichen = und y
auch Functionen aller drei Verdnderlichen vorkommen konnen,
und die Gleichung lauten kann:

(15)  @(xy,0)dz + ¥ (x,y,9)dy + x(2.y,8)dz = 0.

Wenn die Differentialgleichung diese allgemeinere Form hat, so
nimmt auch die Bedingungsgleichung, welche erfiillt sein muss,
damit die Integration ohne Zuhiilfenahme einer weiteren Relation
zwischen den Verdnderlichen ausfiihrbar ist, eine complicirtere
Gestalt an, als die unter (4) gegebene. Ferner ist fiir den Fall,
wo die Bedingungsgleichung nicht erfiillt, und daher die Differen-
tialgleichung nicht von selbst integrirbar ist, zu bemerken, dass
die Relation, welche, um die Integration ausfiihrbar zu machen,
gegeben oder in irgend einer gestellten Bedingung enthalten
sein muss, nicht gerade die Form einer primitiven Gleichung zu
haben braucht, sondern selbst ebenfalls eine Differentialgleichung
sein kann. Auch in der Behandlungsart der Gleichungen und
der Ausdrucksweise des Resultates konnen manche Verschieden-
heiten vorkommen.

Indessen ist es nicht nothwendig, auf alle diese Erweiterun-
gen hier einzugehen, da schon das bisher Gesagte geniigt, um die
im Folgenden entwickelten Gleichungen und die mit ihnen vor-
genommenen Operationen verstindlich zu machen.



e

Behundlung nicht integrabler Differentialgleichungen. 13

§ 6.

Schliesslich will ich noch erwiihnen, dass die Betrachtungen,
welche hier fiir vollstindige Differentialgleichungen zwischen drei
Verinderlichen angestellt sind, sich in dhnlicher Weise auch auf
vollstindige Differentialgleichungen zwischen vier und mehreren
Veranderlichen ausdehnen lassen, und bei diesen ebenfalls zu
entsprechenden Unterschieden fiihren. In dieser Beziehung will
ich nur einen einfachen speciellen Fall anfiihren, welcher aus der
Mechanik sehr bekannt ist, und sich bequem an das oben benutzte
Beispiel anschliesst.

Es sei ein im Raume beweglicher Punct p gegeben, dessen
rechtwinklige Coordinaten zu irgend einer Zeit z,y, # seien. Auf
diesen Punct wirke eine Kraft P, welche an verschiedenen Stellen
des Raumes nach Griosse und Richtung verschieden sein kann.
Es soll bestimmt werden, welche Arbeit von dieser Kraft bei
irgend einer Bewegung des Punctes gethan wird.

Sei ds ein Wegelement, und ¢ der Winkel, welchen dasselbe
mit der Richtung der Kraft bildet, so gilt fiir das mit dW be-
zeichnete Arbeitelement wieder die Gleichung:

dW =—cos ¢ - Pds.

Um diesen Ausdruck umzuformen, bezeichnen wir mit X, ¥, Z
die drei in die Coordinatenrichtungen fallenden Componenten der
Kraft P. Dann sind die Cosinus der Winkel, welche die Kraft-
richtang mit den drei Coordinatenrichtungen bildet, gleich den
Briichen :

X Y Z

PP P
Seien ferner dz, dy, ds die Zunahmen der Coordinaten z,y,s des
Punctes p bei der Bewegung um das Wegelement ds, dann sind
die Cosinus der Winkel, welche das Wegelement mit den drei
Coordinatenrichtungen bildet, auszudriicken durch:

dx dy dz

ds’ ds’ ds’
Hieraus folgt, dass der Cosinus des Winkels p, welchen das Weg-
element mit der Kraftrichtung bildet, bestimmt wird durch die
Gleichung:
X dz dy Z de

cosp =g ds+P s TP as
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Durch Einsetzung dieses Werthes von cos ¢ in den vorher gege-
benen Ausdruck von d W kommt:

(16) AW = Xdz + Ydy + Zads.

Dieses ist die Differentialgleichung zur Bestimmung der Arbeit.
Die hierin vorkommenden Grissen X, ¥, Z sind ganz beliebige
Functionen der Coordinaten z,y,#; denn, welches auch die Werthe
dieser drei Componenten an verschiedenen Stellen des Raumes
sein mogen, immer ldsst sich daraus eine Kraft P zusammen-
setzen.

Bei der Behandlung dieser Gleichung sind zunschst folgende
drei Bedingungsgleichungen zu betrachten:

an X _dY dY _dz_dZ _dX

dy  dz' dz  dy’ dz  ds
und es kommt darauf an, ob die Functionen X, Y, Z diesen drei
Bedingungsgleichungen geniigen oder nicht.

Wenn die drei Bedingungsgleichungen erfiillt sind, so ist der
Ausdruck an der rechten Seite von (16) das vollstindige Diffe-
rential einer Function von z,y,#, worin diese drei Verinderlichen
als von einander unabhingig betrachtet werden konnen. Man
kann daher die Integration ohne Weiteres ausfithren, und erhilt
dadurch eine Gleichung von der Form:

(18) W = F'(z,9,2) + Const.

Denken wir uns nun, dass der bewegliche Punct p sich von irgend
einem gegebenen Anfangspunkte x,,y,, 2, bis zu einem gegebe-
nen Endpuncte z,, y,, 2, bewegen soll, so wird die dabei von der
Kraft gethane Arbeit dargestellt durch die Differenz:
F(xh Y1, 21) - F(xo,yoaﬂo)-

Die Arbeit ist also durch den Anfangs- und Endpunkt der Be-
wegung vollstindig bestimmt, und daraus folgt, dass, wenn der
bewegliche Punct sich auf verschiedenen Wegen von dem ersten
dieser beiden Puncte zum zweiten bewegt, die dabei von der
Kraft gethane Arbeit immer dieselbe ist.

Wenn die drei Bedingungsgleichungen (17) nicht erfiillt
sind, so ldsst sich die Integration in der vorigen Allgemeinbeit
nicht ausfiihren. Sobald aber der Weg, auf dem die Bewegung
stattfindet, bekannt ist, so wird dadurch die Integration méglich.
Wenn in diesem Falle zwei Puncte als Anfangs- und Endpunct
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der Bewegung gegeben sind, und man sich zwischen diesen Punc-
ten verschiedene Curven gezogen denkt, in welchen der Punct
p sich bewegen soll, so erhilt man fiir jeden dieser Wege einen
bestimmten Werth der Arbeit, aber die den verschiedenen Wegen
entsprechenden Arbeitswerthe brauchen nicht, wie im vorigen
Falle, unter einander gleich zu sein, sondern sind im Allgemeinen
verschieden.




ABHANDLUNG L

Ueber die bewegende Kraft der Wirme und die Gesetze,
welche sich daraus fiir die Warmelehre selbst ab-
leiten lassen.

Vorgetragen in der Berliner Acad. Feb, 1850, lbged}uckt in Poggendorff's Anna-
len, Murz- und Aprilheft 1860, Bd. LXXIX, 8. 868 u. 500, und im Philosophical
Magazine 4th Ser., Vol. II, p. 1 u. 102.

Seit man mit Hiilfe der Dampfmaschinen die Wirme als be-
wegende Kraft benutzt, und dadurch practisch darauf hingewiesen
hat, eine gewisse Arbeitsgrosse als Aequivalent fiir die dazu no-
thige Warme zu betrachten, lag es nahe, auch theoretisch eine
bestimmte Beziehung zwischen einer Warmemenge und der durch
sie moglicher Weise hervorzubringenden Arbeit vorauszusetzen
und diese Beziehung zu benutzen, um aus ihr Schliisse iiber
das Wesen und die Gesetze der Wirme selbst abzuleiten. Es
sind auch in der That schon einige erfolgreiche Versuche der
Art gemacht; doch glaube ich, dass der Gegenstand damit noch
nicht erschopft ist, sondern die fortgesetzte Beachtung der
Physiker verdient, indem sich theils gegen die bisher gezogenen
Schliisse noch erhebliche Einwendungen machen lassen, theils
andere Schliisse, zu welchen sich Gelegenheit bietet, und welche
zur Begriindung und Vervollstindigung der Warmetheorie wesent-
lich beitragen konnen, entweder noch ganz unerwihnt geblieben,
oder doch noch nicht mit hinlédnglicher Bestimmtheit ausgespro-
chen sind.
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Die wichtigste hierher gehorige Untersuchung riihrt von
S. Carnot her1) und die Ideen dieses Autors sind spiiter noch
auf eine sehr geschickte Weise von Clapeyron analytisch dar-
gestellt?). Carnot weist nach, dass jederzeit, wenn Arbeit durch
Wirme geleistet wird, und nicht zugleich eine bleibende Verénde-
rung in dem Zustande des wirksamen Korpers eintritt, eine ge-
wisse Wirmemenge von einem warmen zu einem kalten Kérper
iibergeht, wie z. B. bei der Dampfmaschine durch Vermittelung
des Dampfes, welcher sich im Kessel entwickelt und dann im
Condensator wieder niederschligt, Wirme vom Heerde zum Con-
densator iibergetragen wird. Diese Uebertragung nun betrachtet
er als die der hervorgebrachten Arbeit entsprechende Wirme-
verinderung. Er sagt ausdriicklich, dass dabei keine Wiirme ver-
loren gehe, sondern die Quantitit derselben unverindert bleibe,
indem er hinzufiigt: ,Diese Thatsache ist nie bezweifelt worden;
sie ist zuerst ohne Untersuchung angenommen, und dann in vielen
Fallen durch calorimetrische Versuche bestiitigt. Sie zu ver-
neinen wiirde heissen, die ganze Theorie der Wirme, in welcher
sie der Hauptgrundsatz ist, umstossen®. ' .

Ich weiss indessen nicht, dass es experimentell hinlinglich
feststeht, dass bei der Erzeugung von Arbeit nie ein Verlust von
Wirme stattfinde; vielmehr kann man vielleicht mit grésserem
Rechte das Gegentheil behaupten, dass, wenn ein solcher Verlust
auch noch nicht direct nachgewiesen ist, er doch durch andere
Thatsachen nicht nur zulissig, sondern sogar hochst wahrschein-
lich gemacht wird. ~Wenn man annimmt, die Warme konne,
ebenso wie ein Stoff, nicht an Quantitit geringer werden, so muss
man auch annehmen, dass sie sich nicht vermehren konne. Es
- ist aber fast unméglich z. B. die durch Reibung verursachte Er-
" wirmuog ohne eine Vermehrung der Warmequantitit zu erkliren,

1) Reflexions sur la puissance motrice du feu, et sur les machines
propres & déveloper cette puissance, par S. Carnot. Paris 1824. Ich
habe mir dieses Werk selbst nicht verschaffen konnen, sondern kenne es
nur aus den Bearbeitungen von Clapeyron und Thomson, und aus der
letzteren sind auch die weiter unten angefihrten Stellen entnommen. —

- [Spater habe ich die Schrift kennen gelernt, und habe meine fritheren An-
sichten iber ihren Inhalt, welche ich aus den genannten Bearbeitungen ge-
schopft hatte, bestatigt gefunden. 1864.)

%) Journ. de Vécole polytechnique T. XIV. (1834) und Pogg. Ann.
Bd. LIX.
Clausius, mech. Whrmetheorie. 2
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und durch die sorgfiltigen Versuche von Joule, bei welchen auf
sehr verschiedene Weisen unter Anwendung von mechanischer
Arbeit Erwirmung hervorgerufen wurde, ist ausser der Moglich-
keit, die Wiarmequantitit iiberbaupt zu vermehren, auch der Satz,
dass die Menge der neu erzeugten Wirme der dazu angewandten
Arbeit proportional sei, fast zur Gewissheit geworden. Dazu
kommt noch, dass in neuerer Zeit immer noch mehr Thatsachen
bekannt werden, welche dafiir sprechen, dass die Wirme nicht
ein Stoff sei, sondern in einer Bewegung der kleinsten Theile der
Korper bestehe. Wenn dieses richtig ist, so muss sich auf die
Wirme auch der allgemeine Satz der Mechanik anwenden lassen,
dass eine vorbandene Bewegung sich in Arbeit umsetzen kann,
und zwar so, dass der Verlust an lebendiger Kraft der geleisteten
Arbeit proportional ist.

Diese Umstiinde, welche auch Carnot sehr wohl kannte, und
deren Gewicht er ausdriicklich zugestanden hat, fordern dringend
dazu auf, die Vergleichung zwischen Wirme und Arbeit auch
unter der abweichenden Voraussetzung vorzunehmen, dass zur
Erzeugung von Arbeit nicht bloss eine Aenderung in der Ver-
theilung der Wiirme, sondern auch ein wirklicher Verbrauch von
Wirme nothig sei, und dass umgekehrt durch Verbrauch von
Arbeit wiederum Wirme erseugt werden konne.

In einer vor Kurzem erschienenen Abhandlung von Holtz-
mannl) scheint es anfangs, als wolle der Verfasser den Gegen-
stand von diesem letzteren Gesichtspuncte aus betrachten. Er
sagt (8. 7): ,die Wirkung der zu dem Gase getretenen Wirme
ist somit entweder Temperaturerh6hung, verbunden mit Vermeh-
rung der Elasticitit, oder eine mechanische Arbeit, oder eine
Verbindung von beiden, und eine mechanische Arbeit ist das
Aequivalent der Temperaturerh6hung. Die Wiarme kann man
nur durch ihre Wirkungen messen; von den beiden genannten
Wirkungen passt hierzu besonders die mechanische Arbeit, und
diese soll in dem Folgenden hierzu gewiblt werden. Ich nenne
Wirmeeinheit die Wirme, welche bei ihrem Zutritte zu Gas die
mechanische Arbeit a zu leisten vermag, d. h. um bestimmte
Maasse zu gebrauchen, die a Kilogramme auf 1 Meter erheben |
kann“. Spater (8. 12) bestimmt er auch den Zahlenwerth der

1) Ueber die Wirme und Elasticitit der Gase und Dampfe; von C.
Holtzmann. Mannheim 1845; auch Pogg. Ann. Bd. 72a.
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Constanten a auf dieselbe Weise, wie es schon friither von Mayer
geschehen ist 1), und erhalt eine Zahl, die ganz dem von Joule
auf verschiedene andere Weisen bestimmten Wirmeiquivalente
entspricht. Bei der weitern Ausfiihrung der Theorie aber, nim-
lich bei der Entwickelung der Gleichungen, durch welche die
von ihm gezogenen Schliisse vermittelt werden, verfihrt er ebenso
wie Clapeyron, so dass darin doch wieder stillschweigend die
Annahme liegt, dass die Quantitit der Wirme constant sei.

Viel klarer ist der Unterschied der beiden Betrachtungswei-
sen von W. Thomson aufgefasst, welcher die Carnot’sche
Abhandlung durch Anwendung der neueren Beobachtungen von
Regnault iiber die Spannkraft und latente Wirme des Wasser-
dampfes vervollstindigt hat?). Dieser spricht die Hindernisse,
welche der unbedingten Annahme der Carnot’schen Theorie
entgegenstehen, bestimmt aus, mit . besonderer Hinweisung auf
die Untersuchungen von Joule, und hebt auch einen principiellen
Einwand, der sich dagegen machen lisst, hervor. Wenn nimlich
anch bei jeder Erzeugung von Arbeit, sofern der wirksame Korper
nach ihrer Erzeugung wieder in demselben Zustande ist, wie
vorher, Wirme aus einem warmen in einen kalten Korper iiber-
geht, so wird doch nicht umgekehrt bei jedem solchen Ueber-
gange auch Arbeit erzeugt, sondern die Wirme kann auch durch
einfache Leitung iibergefiihrt werden, und in allen diesen Fillen
wiirde also, wenn der blosse Uebergang von Warme das wahre
Aequivalent der Arbeit wire, ein Verlust von Arbeitskraft in der
Natur stattfinden, was nicht wohl denkbar ist. Dessen ungeachtet
kommt er zu dem Schlusse, dass bei dem gegenwirtigen Stande
der Wissenschaft das von Carnot angenommene Princip doch
noch als die wahrscheinlichste Grundlage einer Untersuchung
iiber die bewegende Kraft der Wirme zu betrachten sei, indem
er sagt: ,wenn wir dieses Princip verlassen, so stossen wir auf
unziihlige andere Schwierigkeiten, welche ohne fernere experimen-
telle Untersuchung und ohne einen vollstindigen Neubau der
Wirmetheorie von Grund auf uniiberwindlich sind“.

Ich glaube aber, dass man vor diesen Schwierigkeiten nicht
zuriickschrecken darf, und sich vielmehr mit den Folgen der Idee,

1) Ann. der Chem. und Pharm. von Wéhler und Liebig, Bd. XLIIL
S. 239.
?) Transact. of the Royal Soc. of Edinb. V. XV1I.
o%
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dass die Wiarme eine Bewegung sei, moglichst vertraut machen
muss, indem man nur dadurch die Mittel gewinnen kann,
dieselbe zu bestitigen oder zu widerlegen. Auch halte ich die
Schwierigkeiten nicht fiir so bedeutend, wie Thomson, denn wenn
man auch in der bisher gebrduchlichen Vorstellungsweise Einiges -
dndern muss, so kann ich doch mit erwiesenen Thatsachen nirgends
einen Widerspruch finden. Es ist nicht einmal néthig, die Car-
not’sche Theorie dabei ganz zu verwerfen, wozu man sich gewiss
schwer entschliessen wiirde, da sie zum Theil durch die Erfah-
rung eine auffallende Bestitigung gefunden hat. Bei niherer Be-
trachtung findet man aber, dass nicht das eigentliche Grundprin-
cip vop Carnot, sondern nur der Zusatz, dass keine Wirme ver-
loren gehe, der neuen Betrachtungsweise entgegensteht, denn es
kann bei der Erzeugung von Arbeit sehr wohl beides gleichzeitig
stattfinden, dass eine gewisse Wirmemenge verbraucht und eine
andere von einem warmen zu einem kalten Korper dibergefiihrt
wird, und beide Wiarmemengen konnen zu der erzeugten Arbeit
in bestimmter Beziehung stehen. Es wird dieses im Nachstehen-
den noch deutlicher werden, und es wird sich dabei zeigen, dass
die aus beiden Annahmen gefolgerten Schliisse nicht nur neben
einander bestehen konnen, sondern sich sogar gegenseitig -be-
stitigen,

I. Folgerungen aus dem Grundsatze iiber die Aequi-
valenz von Warme und Arbeit.

Es soll hier auf die Art der Bewegung, welche man sich etwa
im Innern der Korper vorstellen kann, nicht néher eingegangen,
sondern nur im Allgemeinen angenommen werden, dass eine Be-
wegung der Theilchen bestehe, und dass die Wiirme das Maass
der lebendigen Kraft derselben sei, oder vielmehr noch allgemei-
ner, es soll nur ein durch jene Annahme bedingter Satz als Grund-
satz hingestellt werden, nimlich

dass in allen Fillen, wo durch Wirme Arbeit entstehe, eine

der erzeugten Arbeit proportionale Wirmemenge verbraucht

werde, und dass umgekehrt durch Verbrauch einer ebenso gros-

sen Arbeit dieselbe Wirmemenge erzeugt werden kinne.

Bevor wir zu der mathematischen Behandlung dieses Grund-
satzes iibergehen, mogen einige unmittelbare Folgerungen vorauf-
geschickt werden, welche auf die ganze Betrachtungsweise der
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Wirme von Einfluss sind, und welche sich auch schon ohne die
bestimmtere Begriindung, die sie weiterhin durch die Rechnung
finden sollen, verstehen lassen.

Man spricht haufig von der Gesammtwdrme der Kiorper, be-
sonders der Gase und Dimpfe, indem man darunter die Summe
der freien und latenten Wirme versteht, und annimmt, dass diese
eine nur vom gegenwirtigen Zustande des betrachteten Kérpers
abhiingige Grosse sei, so dass, wenn man alle iibrigen physika-
lischen Eigenschaften desselben, seine Temperatur, seine Dichte
etc. kenne, auch die in ihm enthaltene Gesammtwirme vollkom-
men bestimmt seil). Diese Annahme ist aber nach dem vorigen
Grundsatze nicht mehr zuldssig. Wenn némlich ein Kérper in
einem bestimmten Zustande z. B. eine Quantitit Gas bei der
Temperatur £, und dem Volumen v, gegeben ist, und man nimmt
nun verschiedene Verinderungen in Bezug auf Temperatur und
Volumen mit ihm vor, bringt es aber schliesslich wieder in seinen
urspriinglichen Zustand zuriick, so miisste jener Annahme nach
auch seine Gesammtwiirme wiedér dieselbe sein, wie zu Anfang,
worgus folgt, dass, wenn ihm wihrend eines Theiles der Verinde-
rungen Wirme von Aussen mitgetheilt wurde, es wihrend des
anderen Theiles wieder dieselbe Wirmemenge nach Aussen ab-
gegeben haben miisste. Nun wird aber bei jeder Veriinderung
des Volumens eine gewisse Arbeit von dem Gase geleistet oder
verbraucht, indem es bei der Ausdehnung einen &Hussern Druck
zuriickschiebt, und umgekehrt die Zusammendriickung nur durch
Vorriicken des dussern Druckes bewirkt werden kann. Wenn also
unter den mit ihm vorgenommenen Verinderungen auch Volumen-
verinderungen vorkamen, so muss auch hier Arbeit geleistet und
verbraucht sein. Es ist aber nicht nothig, dass zuletzt, wenn es
wieder bei seinem urspriinglichen Zustande angelangt ist, die im
Ganzen erzeugte Arbeit der verbrauchten gerade gleich sei, so
dass sie sich gegenseitig aufheben, sondern es kann ein Ueber-

1) [Das oben Gesagte wird vielleicht klarer durch folgende Ausdrucks-
weise. Man verstand friher unter Gesammiwdrme diejenige Warmemenge,
welobe man einem Kdrper im Gangzen mittheilen mues, um ihn aus einem
gegebenen Anfangszustande in irgend einen anderen Zustand zu bringen,
und meinte dabei, diese Warmemenge sei, wenn der Anfangszustand als
bekannt vorausgesetzt wird, vollstaindig bestimmt durch den Zustand, in
welchem der Korper sich augenblicklich hefindet, unabhéngig davon, auf
welche Weise er in diesen Zustand gelangt ist. 1864.]
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schuss der einen oder der anderen stattfinden, jenachdem die
Zusammendriickung bei niederer oder héherer Temperatur, als
die Ausdehnung, bewirkt wurde, was weiter unten noch bestimm-
ter nachgewiesen werden soll. Diesem Ueberschusse an erzeugter
oder verbrauchter Arbeit muss dann dem Grundsatze nach auch
ein proportionaler Ueberschuss an verbrauchter oder erzeugter
Wirme entsprechen, und das Gas kann also nicht ebenso viel
Wirme nach Aussen abgegeben, als von Aussen empfangen haben.

Derselbe Widerspruch mit der gebriuchlichen Annahme iiber
die Gesammiwdrme lisst sich noch auf eine etwas andere Weise
darstellen. Wenn das Gas von ¢, und v, auf die hohere Tempe-
ratur ¢ und das grossere Volumen v, gebracht werden soll, so
wiirde die Wiirmemenge, die ihm dazu mitgetheilt werden muss,
nach jener Annahme von der Weise, in welcher die Veréinderung
geschieht, unabhiingig sein; aus dem obigen Grundsatze aber er-
giebt sie sich als verschieden, jenachdem man das Gas erst bef
dem constanten Volumen v, erwirmt und dann bei der constanten
Temperatur #, sich ausdehnen lidsst, oder erst die Ausdehnung
bei der Temperatur #, geschehen lisst, und dann die Erwirmung
vornimmt, oder Ausdehnung und Erwirmung in irgend einer an-
deren Art wechseln oder auch beide gleichzeitig stattfinden lisst;
denn in allen diesen Fillen ist die vom Gase geleistete Arbeit
verschieden.

Ebenso muss es, wenn eine Quantitit Wasser von der Tem-
peratur ¢, in Dampf von der Temperatur ¢, und dem Volumen v,
gebracht werden soll, in Bezug auf die dazu nothige Wirmemenge
einen Unterschied machen, ob man das Wasser erst als solches
bis #, erwiirmt, und dann verdampfen lisst, oder es bei # ver-
dampfen ldsst, und dann den Dampf auf das geforderte Volumen
und die geforderte Temperatur », und ¢, bringt, oder endlich
die Verdampfung bei irgend einer mittleren Temperatur ge-
schehen lésst. _

Hieraus und aus der unmittelbaren Betrachtung'des Grund-
satzes iibersieht man auch, welche Vorstellung man sich von der
latenten Wirme bilden muss. Nehmen wir wieder das zuletzt an-
gewandte Beispiel, so unterscheiden wir in'der Wirmemenge,
welche dem Wasser bei seinen Veriinderungen mitgetheilt werden
muss, die freie und latente Wirme. Von diesen diirfen wir aber
in dem gebildeten Dampfe nur die erstere als wirklich vorhanden
betrachten. Die letztere ist nicht bloss, wie der Name andeutet,
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fir unsere Wahrnehinung verborgen, sondern @berhaupt nicht vor-
handen; sie ist wihrend der Veréinderungen zu Arbeit verbraucht.

In der verbrauchten Wirme miissen wir wiederum noch eine
Unterscheidung einfiihren. Die geleistete Arbeit ist nimlich von
zweifacher Art. Erstens gehort eine gewisse Arbeit dazu, um
die gegenseitige Anziehungskraft der Theilchen des Wassers zm
iiberwinden, und sie bis zu der Entfernung von einander zu tren-
nen, in welcher sie sich beim Dampfe befinden. Zweitens muss
der Dampf bei seiner Entwickelung einen #usseren Druck zuriick-
schieben, um sich Raum zu schaffen. Die erstere Arbeit wollen
wir die ¢nnere, die letztere die Gussere nennen, und danach auch
die latente Wirme eintheilen.

In Bezug auf die ¢nmere Arbeit kann es keinen Unterschied
machen, ob die Verdampfung bei #, oder bei ¢, oder bei einer
mittleren Temperatur geschieht, indem wir die anziehende Kraft
der Theilchen, welche zu iiberwinden ist, als unverinderlich be-
trachten miissen?). Die dussere Arbeit dagegen richtet sich nach
dem von der Temperatur abhingigen Drucke. Dasselbe gilt
natiirlich, ebenso wie in diesem besonderen Beispiele, auch all-
gemein, und wenn daher oben gesagt wurde, dass die Wirme-
menge, welche einem Korper mitgetheilt werden muss, um ihn
aus einem Zustande in einen anderen zu bringen, nicht bloss von
dem Anfangs- und Endzustande, sondern von dem ganzen Wege,
auf dem die Veriinderung geschieht, abhiinge, so bezieht sich das
nur auf denTheil der latenten Wirme, welcher der dusseren Arbeit
entspricht. Der andere Theil der latenten Wirme, so wie die
ganze freiec Wirme, sind von dem Wege der Verinderungen un-

abhingig. .

1) Man darf hiergegen nicht einwenden, dass das Wasser bei ¢, eine
geringere Cohasion habe als bei ¢,, also zu ihrer Ueberwindung eine ge-
ringere Arbeit nothig sei. Es liegt namlich auch schon in der Verringe-
rung der Cohasion eine gewisse Arbeit, die, wihrend das Wasser als solches
sich erwirmt, geleistet wird, und diese muss man zu der bei der Verdam-
pfung selbst geleisteten hinzurechnen. Daraus folgt zugleich, dass von der
Wirmemenge, welche das Wasser bei seiner Erwirmung von Aussen em-
pfangt, nur ein Theil als freie Wirme zu betrachten ist, wihrend der an-
dere zur Verringerung der Cohdsion verbraucht wird. Mit dieser Ansicht
steht auch der Umstand im Einklange, dass das Wasser eine so viel gros-
sere specifische Warme hat als das Eis, und wahrscheinlich auch als der
Dampf. [Die in dieser Anmerkung nur kurz berihrten Ansichten werden
in einer der spateren Abhandlungen noch Gegenstand einer weitlaufigen

Besprechung werden. 1864.]
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Wenn sich nun der Dampf von ¢, und v, wieder in Wasser
von #, verwandelt, so wird dabei umgekehrt Arbeit verbraucht,
indem die Theilchen ihrer Anziehung wieder nachgeben und sich
niahern und der #ussere Druck wieder vorriickt. Demgemiiss
muss Wirme erzeugt werden und die sogenannte frei werdende
Wirme, welche dabei erscheint, tritt also nicht bloss aus ihrer
bisherigen Verborgenheit wieder hervor, sondern ist wirklich new
entstanden. Diese auf dem Riickwege erzeugte Wirme braucht
aber der auf dem Hinwege verbrauchten nicht gleich zu sein,
sondern der Theil, welcher der dusseren Arbeit entspricht, kann
auch hier nach Umstinden grosser oder kleiner sein.

Wir wenden uns nun zur mathematischen Behandlung des
Gegenstandes, doch wollen wir uns dabei auf die Betrachtung der
permanenten Gase und der Dimpfe im Maximum threr Dichte be-
schrinken, indem diese Fille durch die anderweitigen Kenntnisse,
welche wir iiber sie besitzen, der Rechnung am zugiinglichsten
sind, und ausserdem auch das meiste Interesse darbieten. Man
wird indessen leicht iibersehen, wie sich der Grundsatz auch auf
andere Fille anwenden lésst.

Sei ein gewisses Quantum, etwa eine Gewichtseinheit, von
einem permanenten (Fase gegeben, so miissen zur Bestimmung
seines gegenwirtigen Zustandes drei Grossen bekannt sein: der
Druck, unter dem es sich befindet, sein Volumen und seine Tem-
peratur. Diese Grossen stehen in gegenseitiger Abhingigkeit,
welche durch das vereinigte Mariotte’sche und Gay-Lussac’-
sche Gesetz!) ausgedriickt wird, und sich durch folgende Glei-
chung darstellen lésst:

a po=RG+0),

worin p,v und ¢ Druck, Volumen und Temperatur des Gases im
gegenwirtigen Zustande bedeuten, a eine fiir alle Gase gleiche
Constante ist, und R endlich ebenfalls eine Constante ist, die

vollstindig ‘_’:"to heisst, wenn p,, v, und #, die zusammengehs-

rigen Werthe der obigen drei Gréssen fiir irgend einen anderen
Zustand des Gases sind. Diese letztere Constante ist also fiir die

1) Dieses Gesetz soll im Folgenden immer kurz als das M. und G. Ge-

setz, und das Mariotte’sche Gesetz allein als das M. Gesetz bezeichnet
werden,
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verschiedenen Gase in sofern verschieden, als sie ihrem specifi-
schen Gewichte umgekehrt proportional ist.

" Zwar hat in neuerer Zeit Regnault durch sehr sorgfiltige
Versuche nachgewiesen, dass dieses Gesetz nicht in aller Strenge,
richtig ist, doch sind die Abweichungen fiir die permanenten
Gase sehr gering, und werden nur bei denen bedeutender, welche
sich condensiren lassen. Daraus scheint zu folgen, dass das
Gesetz um so strenger giiltig ist, je weiter das Gas in Bezug auf
Druck und Temperatur von seinem Condensationspunkte entfernt
ist. Man kann sich daher, wihrend die Genauigkeit fiir die per-
manenten Gase schon im gewdhnlichen Zustande so gross ist,
dass man sie fiir die meisten Untersuchungen als vollkommen
betrachten kann, fiir jedes Gas einen Grinzzustand denken, in
dem die Genauigkeit wirklich vollkommen wird, und diesen ideel-
len Zustand wollen wir im Folgenden, wo wir von den perma-
nenten Gasen als solchen handeln, voraussetzen 1),

Der Werth von %- ist nach iibereinstimmenden Versuchen

von Regnault und Magnas fiir die atmosphiérische Luft, wenn
die Temperatur nach Centesimalgraden vom Gefrierpuncte aus
gezidhlt wird, gleich 0,003665. Da aber die Gase, wie erwéhnt,
nicht genau dem M. und G. Gesetze folgen, so erhilt man, wenn
man die Versuche unter verschiedenen Umstinden anstellt, nicht

immer denselben Werth fiir %. Die vorstehende Zahl gilt fiir

den Fall, wo die atmosphirische Luft bei 00 