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Invariantentheorie

Arbeitsblatt 12

UBUNGSAUFGABEN

Aufgabe 12.1. Es sei D eine endliche kommutative Gruppe und R ein D-
graduierter Ring. Zeige, dass R ganz iiber der neutralen Stufe R, ist.

Aufgabe 12.2. Es sei D eine kommutative Gruppe und R ein D-graduierter
normaler Integritéitsbereich. Zeige, dass dann auch die neutrale Stufe R,
normal ist.

Aufgabe 12.3. Es sei M C 7Z" ein normales, spitzes, endlich erzeugtes
Monoid und K ein Korper. Zeige, dass der Monoidring K [M] eine positive
Graduierung besitzt.

Aufgabe 12.4. Wir betrachten die natiirliche Operation der symmetrischen
Gruppe S,, auf dem Polynomring K[X;, ..., X,] iiber einem Korper K. Be-
stimme eine Ganzheitsgleichung fiir die Variablen X; iiber dem Invarianten-
ring.

Aufgabe 12.5. Begriinde, dass Klz,y] C Klz,y,z|/(zy — z™) endlich ist.
Wie sieht es tiber K|z, z] baw. K[y, 2] aus?

Aufgabe 12.6. Begriinde, dass Ky, z] C Klz,y,2]/(2* + yz* + 2™*!) end-
lich ist. Wie sieht es iiber K{z,y| bzw. K|z, z| aus?

Aufgabe 12.7. Wir betrachten die natiirliche Operation der alternierenden
Gruppe A, auf dem K[X7, ..., X,]. Fiir welche n € Nist der Invariantenring
K[X1,..., X4 faktoriell?

Aufgabe 12.8. Betrachte die Menge M derjenigen positiven Zahlen, die mo-
dulo 4 den Rest 1 haben. Zeige, dass M mit der Multiplikation ein kommuta-
tives Monoid ist. Bestimme die irreduziblen Elemente und die Primelemente
von M. Zeige, dass in M jedes Element Produkt von irreduziblen Elementen
ist, aber keine eindeutige Primfaktorzerlegung in M gilt.
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Aufgabe 12.9. Wir betrachten die Operation von Z/(2) auf R = K[U, V],
wo das nichttriviale Element durch U — —U, V +— —V wirkt, mit dem
(nichtfaktoriellen) Invariantenring

RY = K[U*, VXL UV] = K[X,Y,Z]/(XY — Z%).

Analysiere den Beweis zu Satz 12.8 in dieser Situation, insbesondere fiir das
Element XY = Z2? € RC.

Aufgabe 12.10. Es sei K ein Korper und R eine kommutative K-Algebra,
auf dem eine endliche Gruppe G als Gruppe von K-Algebraautomorphismen
operiere. Es sei

x: G— K*
ein Charakter. Zeige, dass zu jedem f € R die Summe
>
= x(o)

zZu Rf gehort.

Aufgabe 12.11. Es sei K ein Kérper und R eine integre K-Algebra, auf dem
eine endliche Gruppe G als Gruppe von K-Algebraautomorphismen operiere.
Es sei
x: G— K*

ein Charakter und Rg der zugehorige R-Modul der Semiinvarianten. Es
sei Rf # 0 vorausgesetzt. Zeige, dass es einen R“-Modulhomomorphismus
0: RY — Rg derart gibt, dass ¢ nach Nenneraufnahme an einem Element
f € RY, f+#0, ein Isomorphismus wird.

Aufgabe 12.12. Es sei K ein Korper und K[U, V] sei mit der Z/(n)-Gradu-
ierung versehen, bei der U den Grad 1 und V' den Grad —1 bekommt. Zeige,
dass die Stufen Ry, d # 0, (als Rp-Moduln) nicht isomorph zu Ry sind.

Aufgabe 12.13. Es sei R ein Hauptidealbereich, der kein Kérper sei. Zeige,
dass die Krulldimension von R gleich eins ist.

Aufgabe 12.14. Es sei ¢: R — S ein surjektiver Ringhomomorphismus
zwischen den Integritédtsbereichen R und S. Die Krulldimension dieser Ringe
sei endlich und gleich. Zeige, dass dann ¢ ein Isomorphismus ist.

Aufgabe 12.15. Es sei R ein kommutativer Ring von endlicher Krulldimen-
sion d. Zeige, dass die Krulldimension des Polynomrings R[X] mindestens
d+ 1 ist.
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Aufgabe 12.16. Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper und sei
R = K[X,Y] der Polynomring in zwei Variablen. Zeige, dass R die Krulldi-
mension zwei besitzt.
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